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CAPITULO 1

Dindmica de un sistema de particulas
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

1.9. Problemas|. . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 29

1.1. Sistema de particulas

Los cuerpos que se observan a simple vista estan formados por un gran ndmero
de particulas, macroscopicas, atdmicas o subatdmicas. Sélo en ciertos casos es vAali-
da la simplificacidon que supone el modelo de la masa puntual. En otros casos, por el
contrario, serd necesario considerar el sistema como si estuviesen formados por varias
particulas.

Se llama sistema de particulas o sistema mecanico a un conjunto de varias
partficulas, de ndmero finito o infinito, de las cuales se quiere estudiar su movi-
miento.

Por ofro lado,

Se llama configuracion de un sistema a la posicion de cada una de sus
partficulas en un instante dado.

Para definir la configuracion se necesita un determinado numero de pardmetros,
segun el sistema de que se trate. Por ejemplo, una particula libre precisa de tres para-
metros: las coordenadas Cartesianas, (z,y, z). Un sistema de N particulas libres queda
definido por 3N pardmetros. Sin embargo, si existen ligaduras (detalles en el capitulo
que restrinjan el movimiento, el nUmero de pardmetros preciso para definir la confi-
guracion serd menor.

1.2. Clasificacion de los sistemas de particulas

Un sistemna de particulas puede ser clasificado como:

1.2.1. Discreto

Este modelo de sistemna de particulas considera el cuerpo formado por un
numero finito de particulas. Dentro de este modelo se pueden considerar los sistemas
indeformables, en los cuales la distancia relativa entre las particulas del sistema per-
manece inalterable en el tiempo vy los deformables, en los cuales puede cambiar la
distancia relativa entre las particulos.
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1.3. FUERZAS EN UN SISTEMA DE PARTICULAS

1.2.2. Continuo

Este modelo de sistema de particulas considera el cuerpo formado por una
distribucién continua de materia, es decir, por un nimero infinito de partficulas. A nivel
MACroscoOpIco, un cuerpo puede considerarse formado por una distribucién continua
de materia, llenando todo el espacio que ocupa (esta consideracion no es cierta a
nivel microscodpico ya que se sabe de la discontinuidad de la materia). En este modelo
también se consideran los sistemas deformables y los indeformables (sdlidos rigidos).

1.3. Fuerzas en un sistema de particulas

En un sistema de particulas estan involucradas fuerzas. Las fuerzas ejercidas so-
bre las particulas de un sistema son las causantes de la variacidon del movimiento de
las mismas y es posible clasificarlas atendiendo a varios criterios (ver figura|l. 1):

FUERZA FUERZA

EXTERNA EXTER’[V

REACCION
/ REACCION

Figura (1.1): Tipos de fuerzas en un sistema de particulas.

1.3.1. Externas e internas

Resulta conveniente en estos modelos clasificar las fuerzas que intervienen, ya
que las particulas del sistema no sdlo estdn interaccionando entre si sino con otras
particulas que no pertenecen al sistema en estudio, en fuerzas externasy fuerzas inter-
nas.
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Fuerzas externas

Las fuerzas externas son ejercidas por agentes externos al sistema, es decir,
son las que estan aplicadas a partficulas del sistema debidas a parficulas que no
pertenecen al sistema.

A un sistema de particulas sobre el cual no se aplican fuerzas externas se
le denomina Sistema Aislado o sistema cerrado. Es decir, es un sistema que no
inferacciona con otfros agentes fisicos situados fuera de él y, por tanto, no esta
conectado ¢ausalmente'ni correlacionalmente con nada externo a él.

Fuerzas internas

Las fuerzas internas, en caso contrario, son ejercidas entre las particulas que
constituyen al sistema, es decir, son las que estdn aplicadas en las particulas del sis-
tema debidas a otras particulas del mismo sistema. Tanto la accidn como la reaccion
se producen sobre particulas del propio sistema.

1.3.2. Aplicadas y de reaccion

Se pueden clasificar también en aplicadas y de reaccion.

Aplicadas

A este tipo de fuerzas también se les denomina fuerzas activas. Las fuerzas apli-
cadas son aquellas que actian a “motu propio” sobre el sistema, es decir, son las
fuerzas impuestas.

De reaccion

A este tipo de fuerzas también se les denomina fuerzas reactivas o también
fuerzas de ligadura. Este tipo de fuerzas son aquellas que actdan como respuesta a
un movimiento determinado que intfentan impedir, en cuyo caso sélo se dan cuando
existe la fendencia a este movimiento.

La tercera ley de Newton juega un papel muy importante en la dindmica de un
sistema de partficulas debido a las fuerzas internas entre las particulas que constituyen
el sistema. Dos suposiciones son necesarias referentes a las fuerzas internas:
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1.3. FUERZAS EN UN SISTEMA DE PARTICULAS

X

Figura (1.2): Forma fuerte de la tercera ley de Newton.

1. Las fuerzas ejercidas entre dos particulas m; y m; son iguales en magnitud y opues-
tas en direccion. Si se denota por ?E;”) la fuerza (interna del sistema de particulas)
gjercida sobre la i-ésima particula debido a la j-ésima, entonces la llamada forma
“débil” de la tercera ley de Newton se escribe como,

Fim — _Fn (1.1

v

2. Las fuerzas ejercidas entre dos particulas m; y m;, ademas de ser iguales y opuestas,
deben darse sobre la linea recta que une a ambas particulas, es decir, si 1_52(;”) es
paralela a 7, — 7. Esta forma mas restringida de la tercera ley de Newton, llamada
también la forma “fuerte”, es mostrada en la figura[1.2] A las fuerzas que cumplen
esta forma de la tercera ley de Newton se le denominan fuerzas centrales.

Se debe tener cuidado en saber cudndo es aplicable cada una de las formas de
la tercera ley de Newton. En verdad, muchas son las fuerzas que obedecen ambas
formas de la ftercera ley de Newton. Por ejemplo, las fuerza gravitacional y la fuerza
electrostdtica tienen esta propiedad, conservandose el momento lineal total y el mo-
mento angular en estos sistemas. Sin embargo, existen algunas fuerzas que, en general,
no cumplen con ambas formas ala vez! y el ejemplo mds famoso lo constituye la fuerza
de Lorentz que viene dada por,

?ij = Qiﬁi X ﬁz’j (1.2)
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

que se estudia en el curso de electromagnetismo y donde @’; es la velocidad de la
carga q; y Ej es el campo magnético sobre la carga ¢; generado por el movimiento
de la carga g¢;. Esta fuerza, en general, sdlo obedece a la forma débil de la tercera
ley de Newton. Para visualizar esto, considérense dos particulas cargadas ¢; y ¢; que
se mueven con velocidades respectivas v'; y v'; en el plano de esta pdgina, como se
muestra en la figura[T.3]

Figura (1.3): Fuerzas interaccion electromagnética de entre dos particulas cargadas g; y ¢; en movimien-
to.

— . — .
Puesto que F;; es perpendicular a ambos ©'; y B;; (el cual puede apuntar hacia
0 e 0 —> H P
adentfro o hacia afuera del plano de esta pdagina), F';; puede ser paralela a F'j; sélo
cuando ¥'; y 7'; son paralelas, o cual no es cierto en general.

Cualquier fuerza que dependa de las velocidades de los cuerpos interactuantes
Nno es central, por lo tanto no es aplicable la forma fuerte. La fuerza gravitacional
entre cuerpos en movimiento también depende de la velocidad, pero el efecto es
pequeno y dificil de detectar. El dnico efecto observable es la precesion del perihelio
de los planetas interiores (Mercurio, Venus, Tierra y Marte).

1.4. Centro de masa

1.4.1. Para un sistema discreto

Para definir el centro de masa de un sistemna de particulas discreto, pdartase
de uno formado por N particulas de masas m;, mo, ..., my CUyos vectores de posicion
SON 71, To,..., Ty respectivamente con respecto al origen del sistema de referencia
escogido, el cual es inercial (ver figura[T.4). La masa total M del sistema vendrd dada
por,
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1.4. CENTRO DE MASA

Centro de
masa

O  sistema de referencia inercial

X

Figura (1.4): Posicidn del centro de masa de un sistema de particulos.

(1.3)
=1
Ahora bien,

El centro de masa de un sistema de particulas se define como el punto cuyo
. [ ﬁ "
vector de posicidon R viene dado por,

—
R:—iEZImiri

(1.4)
Las componentes Cartesianas de (1.4) son,
N N N
Tem = % Z mM;Ti  Yem = % Z miYi Zem = % Z miz; (1.5)
=1 =1 =1

|Eiemplol-ll . . - . . )
Sistema discreto bidimensional. Un sistema consta de fres particulas

de masas m; =2 Kg, my =4 Kgy ms =8 Kg,localizadas en los vértices de un tridngulo

rectangulo como se muestra en la figura [1.5] Encuéntrese la posicion del centro de
masa del sistema respecto al referencial dado.
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

y
my
/* ——
7
i
, |
s |
s |
i
7 ' h
, |
/ |
% I
m, ’/ lm
« L
Y X
—b—1 d |

Figura (1.5): Sistema discreto formado por fres particulas situadas en los vértices de un fridngulo rectdn-
gulo (Ejemplo 1.1).

Solucién: Al usar (1.5),

xcm

iimw' _ myry + moTa + m3r3
]\4121 e mq + ma + ms
(2Kg) (b+d) + (4Kg) (b) + (8Kg)(b+d) 5 1.6

2Kg+4Kg+8Kg 7 +

3
Yem = = > my; = Muy1 T+ MYz + M3y
cm M £ 191 m1+m2—|—m3

_ (2Kg) (0) + (4Ky) (0) + (8Kg) (h) _ 4, a7
2Kg+4Kg+8Kg 7 '

Entonces, de los resultados (1.6) y (1.7, el centro de masa estd en la posicion,

— 5 4 5 4
=|=d+b=h|=[(=d+0b)e, + =he
R <7+,7) (7+>6+76y

1.4.2. Para un sistema continuo

En el caso de un sistema confinuo se tiene que,
1
I_fzﬁ/?dm, conM:/dm (1.8)

cuyas componentes Cartesianas son,

Tem =77 [ 2dm Yo = 35 [ydm 2o = 55 [ zdm (1.9
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1.4. CENTRO DE MASA

Las anteriores intfegrales pueden simples si el sistema continuo es unidimensional,
dobles (integrales de superficie) si lo es bidimensional y triples (integrales de volumen)
si lo es fridimensional.

| Eiemplo 1-2I . . - . ;
Sistema continuo unidimensional. Encuéntrese el centro de masa de
un aro semicircular homogéneo de radio a y densidad lineal A (ver figura|1.6).

y
dm
de
‘\ ~
a N Y
3]
0 X

Figura (1.6): Aro semicircular homogéneo de radio a y densidad lineal X\ (Ejemplo 1.2).

Solucién: Tomando un referencial cuyo origen esté en el centro de la circunsferen-
cia que genera el aro, por la simetria del problema,

Tem =0 (1.10)

Por otro lado, a partir de (T.9).

1 d
ycm:M/ydm:ffydﬂT a.1m
donde, en coordenadas polares,
dm = ladf (1.12)
por lo tanto, al sustituir (T.T2) en (T.TT),
_ [ ydm _ Iy Ayadd _ s (aSen6)do _ 2 (1.13)
Yo =" Tdm ~ [T Aadd Jrae = |

Entonces, de los resultados (1.10) y (1.13), el centro de masa estd en la posicion,
R = (o, 2—“) _ 2o
m m
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

X

Figura (1.7): Cono sélido homogéneo de altura h y base de radio a (Ejemplo 1.3).

|Eiemplo1.3] o ,
Sistema continuo tridimensional. Encuéntrese el centro de masa de
un cono sélido homogéneo de altura h y radio de la base a (ver figura[l.7).

Soluciéon: Tomando un referencial cuyo origen esté en el centro de la base del co-
mo, de manera que esta Ultima esté contenida en el plano zy, se encuentra, por la
simetria del problema,

Tem = Yem = 0 (1.14)

Por otro lado, a partir de (1.9), utilizando coordenadas cilindricas y puesto que la
densidad del cono es p =constante (por ser homogéneo), se puede escribir,

Zom = %/zdm - ffzjs (1.15)
donde,

dm = prdrdfdz (1.16)

por lo tanto, al sustituir (T.T8) en (T.TE),

—brih pom pa
@ drdfd
N L P L (1.17)
Jdm f(;g” o o prdrdfdz 4

con respecto a su base. Entonces, de los resultados (1.14) y (1.1/), el centro de masa

estd en la posicion,
— 1 1
R = (0,0, Zh) = _he,
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1.4. CENTRO DE MASA

1.4.3. Para un sistema compuesto

Considérese un sistema S discreto de N particulas que ha sido subdividido (por
completo) en s subsistemas 5;,5,.55.....5s (ver figura[T.8). Si ny, ny, n3.....n, representan el
numero de particulas de cada uno de los subsistemas debe cumplirse que,

Figura (1.8): Sistema S discreto de N particulas subdividido (por completo) en s subsistemas S;,55.55.....55.

N:n1+n2+n3+...+ns:an (1.18)
j=1

Cada uno de los subsistemas tienen su centro de masa posicionadosen R, Ry, R3,..., R,
y masas totales M, ,M,,Ms;,...,M,. Para el subsistema 1 se tiene que su masa total viene
dada por,

ni
M1:m11+m12+m13+...+m1nl :Zmu (]]Q)
i=1

(el primer indice indica el sistema y el segundo cada una de las masas de dicho sis-
tema) y los vectores de posicion de cada una de las masas de las particulas que lo
infegran viene dado Por 7 11,7 12,7 13...., T 1n,. PAra los restantes s — 1 subsistemas se
hace de forma andloga.

Por la definicion de centro de masa (1.4) se tendrd, para cada uno de los s subsis-
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

temas de particulas,

71
Subsistema 1: =35 > my T 1
=1

H

Ry
. H 1 —)
Subsistemna 2: Ry = = > mo; 7y
. —
Subsistema 3:  Rj

=L Z mSi?Si (1.20)

—

Ns
Subsistema s: R, =S myT s

Por otfro lado, al usar la definicion(1.4), el centro de masa del sistema S viene dado
por,
n1 - n2 N n3 N Ns N
YoM T Y Mo T Y Mg T g + e+ D Mg T
ﬁs _ =1 i=1 i=1 i=1 (121D

ni n9 n3 Ns

YoM Y M+ M+ Y my

=1 =1 =1 =1
Finalmente, al sustituir (T.20) en (1.27) resulta,

— — — —
ﬁ M1R1+M2R2+M3R3+....+MSRS
o M, + My + Ms + ... + M,

1 < — )
= EZMJ‘RJ‘, COh]:1,2,3,...,s (]22)
j=1

por lo tanto:

En los sistemas compuestos se pueden encontrar los centros de masa de |os
sistemas parciales o subsistemas y, a partir de ellos, calcular el centro de masa
del sistema completo. A esta propiedad del centro de masa se le conoce como
propiedad de agrupamiento.

Es facil mostrar que lo mismo ocurre para sistemas compuestos continuos.

|Eiemplo 1.4I ) . .
Sistema compuesto. Encuéntrese el centro de masa del sistemna mos-
frado en la figura que consiste en una concha hemisférica de radio externo a e
interno b y un hemisferio sélido de radio a, ambos homogéneos de densidad p.
Solucion: La posicion del centro de masa de la concha hemisférica y el hemisferio
sélido vienen dadas por (ver problemas 2]y [3),

— — 3 CL4 _ b4 R 4
Rconcha = Ri1i= ﬁez, con M; = §7Tp (a3 - b3)
— — 3 4 ,
Rhemisferio - Rz = —gaez, con M2 = gﬂ'pa
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1.5. MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA

<

Concha
hemisférica

Hemisferio
solido

Figura (1.9): Centro de masa de un sistfema compuesto por una concha hemisférica y un hemisferio
sélido homogéneo acoplados (Ejemplo 1.4).

Ahora, por la propiedad de agrupamiento del centro de masa (1.22),

g 1 - M1R1 + M2 R2
Fs = —S MR, =
5 Mg ; 7T M + M,
3(a%—b%) o ~
_ smp (a® —b®) —Sgag,_bggez + smpa® (—Lae.)
smp (a® — b3) + smpa®

B 3
N 82a3 — b3 ©

1.5. Movimiento del centro de masa

Supdngase que se tiene un sistema constituido por N particulas que interactdan
entre si y sobre el cual actuan fuerzas externas, entonces la fuerza resultante sobre la
i-ésima partficula estard compuesta (en general) por dos partes: una parte es la resul-
tante de todas las fuerzas externas 1_5@(”) y, la otra parte, de todas las fuerzas internas
?Ein) que se originan de la inferaccion de todas las ofras N —1 partficulas con la i-ésima.

—(; . . .
La fuerza ng”) podrd ser calculada mediante la suma vectorial de fodas las fuerzas
1 . 1 —> ) T 1
individuales FZ”) (como se dijo antes, debe leerse como la fuerza aplicada sobre la
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

i-ésima parficula debida a la j-ésima),
N
_>(zn) = (in)
F,; F (1.23)
j=1
Por lo tanto, la fuerza total Fl- sobre la i-ésima particula vendrd dada por,
ﬁ

Z(ew) | R(in)
Fi=F +F| (1.24)

Ahora bien, a partir de la segunda ley de Newton, se puede escribir para la i-ésima
parficula,

— g

Fi=TD,=m7:=F +F™ (1.25)
o fambién, en virtud de (1.23) y un pequenho cambio en la derivada,
N

) = F 4 Y F (1.26)

ij
J=1

y al sumar sobre i en ambos miembros de esta expresion,
@ (o~ o) (i
E(omT) =y YT Q.27
i=1 i=1 i=1 j=1
1#7 (no hay auto-fuerzas)

que representa la fuerza total respecto al origen del referencial escogido.

N
Si se sustituye >~ m;7’; a partir de (1.4) en (1.27) resulta,

=1
d? - _>(ea:) = 7 (in)
- (MR) =F o Y F (1.28)
i,j=11i#j
N
donde F() = Z ) es la resultante de todas las fuerzas externas y se ha hecho el
= N N
cambio de notacidn Z > = > .Perosise supone que se cumple la tercera ley de
i=1j=1  ij=1i#j
i#j
Newton (1.1D,
N N
> FP= Y (F+F) =7 (129
i,5=1i#j 1,j=11<]
por lo tanto al sustituir en (1.28),
ME = F@ (1.30)
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1.5. MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA

que es un resultado importantisimo que dice lo siguiente:

El centro de masa de un sistema de partficulas se mueve como si fuera una
particula real, de masa igual a la masa total del sistema sobre el cual actda
la fuerza externa total e independientemente de la naturaleza de las fuerzas
internas, siempre que se cumpla la tercera ley de Newton.

|Eiemplo 1.5I . . ,
Dos particulas de masas iguales se atraen con una fuerza inverso-

mente proporcional al cuadrado de su distancia —k/d? (k constante positiva). Si las
particulas se deslizan sobre correderas lisas en dngulo recto (ver figura[T. 10), demuestre
que el centro de masa describe una cdnica con su foco en la interseccidon de las
correderas.

corredera

—

o] corredera m

X

Figura (1.10): Dos particulas de masas iguales que se deslizan sobre correderas lisas en dngulo recto
(Ejemplo 1.5).
Solucién: De la figura|1.10, las coordenadas de cada particula vendrdn dadas por,

Para la que se mueve verticalmente (particula 1) — (0, y)
Para la que se mueve horizontalmente (particula 2) —  (x,0)
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

por lo tanto, al usar (1.5),

1 Z M1 + Mals

X —=  — m:t, = ———
o M £ o my + Mo

A

_ lez (1.31)

m-+m 2

_ izm- g F mays
ycm M i ly’L m1+m2

(m) (y) + (m) (0) _ }y (1.32)

m-+m 2

de aqui que,

R:%\/x2+y2:%d:>d:2h’ (1.33)

Por otfro lado, la ecuacién de movimiento de la particula 1 y la 2 vendrdn dadas
respectivamente por,

mr = FCOSHz—%COSHz—Z—f (1.34)
. k k
my = FSenHz—ﬁSenez—d—g (1.35)
ya que, de la figura[T.10,
_ 7t _ Y
CosfO = 7 Yy Send 7 (1.36)
Ahora bien, al sustituir para z en resulta,
d? k(2xem)
Mo (2xem) = — 7
© k
oo Lem

y, de forma andloga, al sustituir (1.32) para y en (1.35) resulta,

oo ]Cy
= 1.38
Yem " (1.38)
enftonces,
:> e __ e __ kxcm/\ kycm/\
E)cm = R=2zmé,+ YemCy = — md3 € = md3 “
k N N k —

= —m (xcmex + ycm€y> = —w R (-l 39)
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1.6. MOMENTO LINEAL Y SU CONSERVACION

y por (1.33),
Tome—— "R
T 8mR3
O,
a ko 1.40
acm:_8mR2€R ( . )

~ B B . . 1z —>
donde e = % es un vector unitario en la direccidn de R.

Del resulfado se puede arguir que el centro de masa es atraido hacia O con
una fuerza que es inversamente proporcional al cuadrado de su distancia a dicho
punto O. Cuando se estudid el movimiento de una particula en un campo de fuerza
central, se pudo demostrar que para una fuerza de este tipo la trayectoria seguida es
una conica, por lo tanto, en este caso el centro de masa del sistema sigue este tipo
de trayectoria.

1.6. Momento lineal y su conservacion

El momento lineal de la i-ésima particula puede escribirse como,

Pi=miT (1.41)

y al sumar sobre i en ambos miembros de esta expresion, se obtiene el momento lineal
total 7’ del sistema,

N N .
P=) Ti=) miT (1.42)
o también,

— d —
p :%<Zmz7ﬂz> (1.43)
N

ahora, si se sustituye S~ (m,;7";) a partir de (1.4) resulta,
=1

7 = % (M?f) _ MR (1.44)

que es otro resultado importantisimo y que dice lo siguiente:

El momento lineal de un sistema de particulas es el mismo que si fuera una
particula real de masa M localizada en la posicion de centro de masa y que se
mueve de la manera en que él lo hace. Es decir, el momento lineal del sistema
de particulas es el mismo de su centro de masa.
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Ademas, al derivar con respecto al fiempo (1.44) y teniendo presente (1.30) se ob-
fiene,

7 = MB = Fe (1.45)

de la cual se puede enunciar la ley de conservacion del momento lineal para un
sistema de particulas de la siguiente manera:

El momento lineal para un sistema de particulas libre de fuerzas externas
— — . .
(F ) = 0), es constante e igual al momento lineal de su centro de masa.

1.7. Momento angular y su conservacion

- .oz . . .
El momento angular L de la i-ésima partficula en en torno al origen del sistema

de referencia viene dado por,
Li=T:x s (1.46)

. . . —
que al sumar sobre i en sus dos miemibros proporciona el momento angular total L del
sistema de partficulas, pudiéndose escribir,

Z

Figura (1.11): Vector de posicion 7.

PAg.: 20
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1.7. MOMENTO ANGULAR Y SU CONSERVACION

Definase ahora un vector de posicidon 7, que posicione a la i-ésima particula con
respecto al centro de masa del sistema. Este vector es mostrado en la figura [T.T7], de

la cual se puede deducir que,

N . .
Loy (?;+§)Xmi<?;+§)

pero,

=1 J=1 i=1 i=1
Por (T28)
— — —
= MR -MR=20
<~
Por (T.2)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

N

esta dltima indica que Y m,; 7", especifica la posicidn del centro de masa en el sistema
=1

de coordenadas del mismo centro de masa. Ahora debido a (1.50) y (T.57). la expre-

sién queda escrita como,

. N
— —
T=RxMR+Y 7ix7}

o debido a (1.44),
N
H
f:RijLZ?)gx?;
Término 1 =1
Término 2

de la que se puede concluir que:

(1.52)
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

El momento angular total del sistema de particulas respecto al origen de un
referencial escogido es la suma del momento angular del centro de masa del
sistema respecto a dicho origen (término 1) y el momento angular del sistema
con respecto a la posicidon del centro de masa (férmino 2).

Ejemplo 1.6I . _ N
Un aro homogéneo, de radio a, rueda sobre una superficie lisa con
frecuencia angular constante (ver figura[T.12). Encuentre el momento angular total.

y

T

<l

/n cm ’

a

o X
Figura (1.12): Aro homogéneo, de radio a, que rueda sobre una superficie lisa con frecuencia angular
constante (Ejemplo 1.6).

Solucién: El centro de masa del aro coincide con su centro geométrico por ser
homogéneo. Segun el momento angular total respecto al origen O es la suma
del momento angular del centro de masa del sistema respecto a dicho origen R x b
y el momento angular del sistema con respecto a la posicion del centro de masa fcm,

—

L=RXJP+Lom (1.53)

Para el presente caso,
Lem = LemWw (] 54)

donde I, e€s el momento de inercia en torno al centro de masay,
)Téxﬁjsz:an (1.55)

donde v es la velocidad del centro de masa. Por lo tanto, al sustituir (1.54) y (1.59) en
(1.53).

L = aMv+ L,w=a’Mw+ L,w

= (L + Ma?) w (1.56)
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1.7. MOMENTO ANGULAR Y SU CONSERVACION

perd]

Iem +Ma* =1 (1.57)

donde I es el momento de inercia en torno a O, entonces, de (T.56) y (T.57).

Por otfro lado, la derivada tfemporal del momento angular de la i-ésima particula
es, a partir de (T.44),

° N
[ L] o — —
fz:?i X ?z—f—?z X ?z:?l X ?z:?l X (Fl(ex)—l-ZFE;n)) (]58)
-7 j=1
por (T23) y (T25)
y al sumar sobre i en amibos miembros,
° N o N _ N R
— — ;
L= L;=Y 7ixF% Y 7ixF (1.59)
i=1 i=1 i,j=11#j
pero,
i,j=11i#j i,j=11i<j
De forma on‘drlogo a
N
— —
i,j=1i<j
en virfuarde@
N .
= Y (Ti-THx FY (1.60)
1,7=11<J

y puesto que el vector que posiciona a la i-ésima parficula con respecto a la j-ésima
se puede definir como (ver figura[T.T3),

?ij:?i_?g’ (1.61)

entonces de y (1.67) se puede escribir (T1.59) como,

. N
L= 7 xF% Y TyxF" (1.62)

i=1 i,j=14i<j

Teorema de Steiner.
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Figura (1.13): Vector de posicion 7.

Si en este momento se limita estudio a fuerzas internas centrales, entonces debido
—> (s . . ..
a que en este caso Fg;”) va a lo largo de la misma direccion de i?ij, entonces

N
Y FuxFEM=7 (1.63)
i,j=1i<j
y, por lo tanto, es posible escribir a partir de (1.62).,

i (ex)
=) " Fix F| (1.64)
i=1
que es justamente (el miembro derecho) la suma de todos los torques T(” externos,
T= Z 7o) = 7 (1.65)
=1

de agui que se pueda concluir lo siguiente respecto a la conservacion del momento
angular de un sistema de particulas:

Si el torque externo resultante en torno a un eje dado se anula, entonces el
momento angular total del sistema en torno al mismo eje permanece constante
en el tiempo, es decir, se conserva.

Se debe notar que,

i X Fij (-l 66)

M-

J=1
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es el forque sobre la -ésima particula debido a todas las fuerzas internas, es decir, es
el forque interno. Puesto que la suma de esta cantidad sobre todas las particulas ¢ se
anula (ver (T.63)), el torque interno total se anula, es decir:

El torque interno total de un sistema de partficulas se anula si las fuerzas
internas son centrales, es decir, si cumplen con la forma fuerte de la tercera ley
de Newton y el momento angular de un sistema de particulas no se altera si no
hay fuerzas externas aplicadas.

1.8. Energiay su conservacion

1.8.1. Energia cinética

Supdngase que un determinado sistema de particulas pasa de una configutacion
1 en la cual fodas las coordenadas 7; se especifican a una configuraciéon 2 en la cual
las coordenadas 7; se especifican de alguna forma diferente. El frabajo W, realizado
para pasar de la configuracion 1 a la 2 vendrd dado por,

N - peonf2 |
Wu:Z/ Fied7,; (1.67)
1Y€

i onf. 1

H s . z B -,
donde F'; es la fuerza resulfante que actua sobre la i-ésima parficula. Pero,

T oed?, — dv; R d?idt _(,, 47 o (Tdt)
peari = "My dt “\"M v

1 d 1 d 1
entonces, al sustituir (T.68) en (1.67) resulta,
N conf. 2 1 N 1 conf. 2
_ Zm.a2 ) = Zma?
wa = [, a(amat) = 3 yme
i=1 : =1 conf. 1
N1 N
= Zz; §mi1}?2 — ; §mivi21 = T2 — T1 (] 69)
donde,
N
T=) Ti=) jm} (1.70)

=1 =1

es la energia cinética total.
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Por ofro lado, si se deriva con respecto al fiempo la expresion (1.48) y se despeja

%’i,resul’ro, .
SR a.71m
enfonces,
UZQ = %lo%lz<%};+l—%>o<%:+iﬁ>
o/ o o/ ® * o/ . .
— T,eT, 4T, R+ Re7T,+ Re R
o e B4V (1.72)

!/

[ )
donde @’ = 7,y V es la velocidad del centro de masa del sistema de particulas.
Entonces en base a (1.72) se puede escribir (1.70) como,

N /
1 [ )
T = E 5 (Uf—l—??’iol—%—k‘ﬂ)

i=1
iy 2od (& N

_ 2 r=di Ton. 12

- ;1 S MMiv; +Re = (;1 m; 7 | + ;1 2m,V (1.73)

pero debido a (1.50) y (1.5T) se puede escribir (1.73) como,
N 1 1
_ a2 - 2
T = ;1 QmﬂJZ + 2MV 1.74)

de la cual es posible concluir que:

La energia cinética total de un sistema de particulas es igual ala suma de la
energia cinética de una particula de masa M que se mueve con la velocidad
del centro de masa y la energia cinética total del movimiento de las particulas
individuales relativas al centro de masa.

1.8.2. Energia potencial

Al sustituir (T.23) y (1.24) en (1.67) resulta,
N aconf. 2 N ‘
Wi = Z/ <F’>Eem) + Z?gn)> od7;
c =1

i=1 onf. 1
N conf. 2 N conf. 2
— N = —>
= E / Fz(ex)oclri+ E / Fg}n)oc{ri (1.75)
i=1 conf. 1 ig=lidj conf. 1
Término 1 Térrr‘wi,no 2
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1.8. ENERGIA Y SU CONSERVACION

. H _> ) 0
Ahora, si se supone que las fuerzas Fge‘”) y FZ(;”) son conservativas, entonces son
derivables a partir de energias potenciales como sigue,

—>(ez) —
F :—ViUZ-}

(]

Fio _ 9.7, 176
ij iV

donde U; y U;; son funciones de energia potencial que no tienen necesariamente la
. - _> . vl e . .

misma forma. Aqui V; significa que la operacidn gradiente es realizada con respecto

a las coordenadas de la i-ésima particula.

Desarrdllense ahora los términos 1 y 2 de (1.75) con la finalidad de transfolrmar
sus infegrandos en diferenciales exactas para asi efectuar la integracion indicada (se
supondrd que se cumple la tercera ley de Newton (1.1)):

Término 1: al sustituir la primera de las expresiones (1.76) en el término 1 de
resulta,

N conf.2 _, N conf.2
Término1 = Z/ Fi) o d7; = — Z/ <VZ-Ui> o d7;
i—1 Jconf. 1 i—1 Jconf. 1
N conf. 2 N conf. 1
_ —Z/ avi = -3, (1.77)
i=1 Jconf.1 i=1 conf, 1
Término 2: de (1.75),
N conf. 2 ) N conf. 2 _ _
Término2 = > / FMed?,= Y / (1_58”) «dT i+ F e d7’j>
i =1 i#j conf. 1 ij=1i<j conf. 1

De forma andloga a (1.29)

N conf.2 _, N conf2 _,
S / Fi e (@7 —d7y) = Y / Fiedw, (178
c c

ij
ij=1i<; conf. 1 ij=1i<;j CONf. 1

v~

Por (1. 1)

Puesto que U;; es una funcién sélo de la distancia entre las particulas m; y m; (el
campo es central) depende, por lo tanto, de 6 cantidades, es decir, las 3 coordenadas
de m; (los z;,) y las 3 coordenadas de m; (las z;,). Ahora bien, la diferencial total de
U,; es, por lo tanto, la suma de 6 derivadas parciales,

8%@ 8%&

dU; =Y (aU”’ ;o + %dxj,a) (1.79)

(terner presente que « indica la coordenadad 1 = =, 25 = y, z3 = z, Yy la iy jlas
particulas) donde las z; , son mantenidas constantes en el primer término y las z; , son
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

mantenidas constantes en el segundo término. Asi,

a0, = (ViTy) e d7i+ (V,0y) 0 d7; (1.80)
pero como,
U,; = Uj; (por ser escalar no cambia con la direccién) (1.81)
entonces,
— _ . s
V,Uy=V,U;=—F@ = Fm (1.82)

Por Por (T.78)  Por (T.Tp
Ahora, debido a (1.78) y (1.82), la expresion (1.80) puede escribirse como,

iU; = —F" edT;+ F" edT;=—F" o (d7, —dT;)
= —FMed(T i—?j):—Fg;”%d?ij (1.83)
N e’
Por (T.6T)

y enfonces, al sustituir en (1.78). se obtiene,

N conf.2 _, N conf.2
Término2 = Yy / Fi o d7 ;= — > / dU
c c

)

ij=1i<;j* conf. 1 ij=1i<;j*/ conf. 1
N conf. 2
= - > Uy (1.84)
iy=11i<j conf. 1
Por altimo,al sustituir (1.77) y (1.84) en (1.75), resulta,
N conf. 1 N conf. 2 conf. 2
wam-Xu| - Y T - (Lur > ) a8
=1 conf. 1 i,=11<j conf. 1 1,j=11<j conf. 1

expresion que fue obtenida suponiendo que las fuerzas externas e internas son deri-
vables de energias potenciales. En este caso, la energia potencial total U (externa +
interna) del sistema de particulas puede ser escrita como,

U= ZU+ Z U, (1.86)

i,0=111<j

N o ,
donde el término Y U,; representa la energia potencial interna del sistema de
i,=11<j
particulas. Ahora bien, (1.85) puede escribirse ahora como,

conf. 2
W12:—U :Ul_UQ (]87)

conf. 1
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1.8.3. Conservacion de la energia mecadnica

Si se igualan (1.69) y (1.87) resulta,

Th—-T1 = U0-Uy=T1+U, =T+ U,

que expresa la conservacion de la energia total del sistema en el cual todas las fuerzas
son derivables a partir de energias potenciales que no dependen explicitamente del
fiempo. A tales sistemas, como se sabe, se denominan sistemas conservativos:

La energia total de un sistema de particulas se conserva cuando sus fuerzas
externas e internas son derivables a partir de energias poteciales que no de-
penden explicitamente del tiempo.

Si el sistema es un cuerpo rigido donde, como se sabe, las particulas que lo cons-
tituyen estdn restringidas a mantener sus posiciones relativas, entonces, en cualquier
proceso en el que se involucre el cuerpo, la energia potencial interna permanece
constante. En esta situacion, la energia potencial intferna puede ser ignorada cuan-
do se calcule la energia potencial total del sistema. Esta cantidad contribuye simple-
mente a definir la posicidon cero en la energia potencial, pero esta posicion es elegida
arbitrariamente en cualquier caso; es decir, sélo la diferencia de energias potenciales
es fisicamente significativa. El valor absoluto de la energia potencial es una cantidad
arbitraria.

1.9. Problemas

1. Encuentre el centro de masa de un cono sélido homogéneo de base 2a y altura h
(ver figura[1.14). Resp.: & = —2z..

2. Encuentre el centro de masa de una concha semiesférica de densidad constante
de radio interno r; y radio externo r.. Posicione el origen del sistema de coordenadas
en el centro de la base, de manera tal que ésta quede contenida en el plano XY
Resp.: ﬁ _ 3<T§77’?)’\

p.. = 8(7“2’——7‘1-3)62'

3. Encuentre el centro de masa de un cono sélido homogéneo cuya base tiene un

didmetro 2a y altura h y un hemisferio sdélido homogéneo de radio a, de manera tal

que ambas bases se tocan (ver figura[1.15). Resp.: & = %@.
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=]
/

|

[~ Ft——————————-
!
1

Figura (1.14): Centro de masa de un cono sdlido homogéneo (Problema .

4. Un conjunto de N particulas de masas mq, mse, ms, ..., my €stan situadas en puntos
cuyos vectores de posicidon con respecto a un origen O soN 71, 79, T3, ..., T n €~
spectivamente. Como ya se sabe, el centro de masa C M del conjunto de particulas
se define como el punto en el espacio cuyo vector de posicion R viene dado por,

N
H
_ Z m; T,
_ =1
R = N
=1
Mostrar que si se usara un origen O’ diferente, la anterior definicién situaria al CM en
el mismo punto del espacio.

5. Encuentre el centro de masa de un alambre uniforme que substiende un arco 6
1 ] " H ~
circular de radio a, como el mostrado en la figura|1.16, Resp.: R = 2 Sen (%) €,.

6. El centro de gravedad de un sistema de particulas es el punto en torno al cual las
fuerzas externas gravitacionales no ejercen torque. Para una fuerza gravitacional
uniforme, mostrar que el centro de gravedad es idéntico al centro de masa para el
sistema de particulas. Ayuda: Establecer un sistemna como el mostrado en la figura
donde 7, indica la posicidon del centro de gravedad y calcular el torque total
del sistema en torno a este punto.

. . . — —

7. Considere dos parficulas de masa m. Las fuerzas sobre las particulas son F; = 0
H i . - Pe . 1 1 ' Ie

y Fo = F,i. Si las particulas estan inicialmente en reposo en el origen, cudl es la
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<y

X
Figura (1.15): Centro de masa de un sistema formado por un cono sélido homogéneo cuya base estd
unida a la correspondiente de un hemisferio sélido homogéneo (Problema .

. T . e _> ~
posicion, velocidad y aceleracion del centro de masas?. Resp.: B = f24%¢,, v =
Loyp G = Log
2m T’ 2m %"

8. Un modelo de la molécula de H,0 es mostrado en la figura|1.18| Localice el centro
de masas. Resp.: R = 0,068ae,

9. (Dbénde estd el centro de masas del tridngulo rectdngulo isdsceles de densidad
superficial uniforme mostrado en la figura|(l.19/?. Resp.: R =

a -~
3\/§6y.

10. Hallar la posicidon del centro de masa de la pirdmide mostrada en la figura |1.20]
_>
Resp.: it = e, + je, + je..

N —
11. Mostrar que la expresion > f,; en verdad se anula para para un sistema de 3
i=1j=1
particulas.

12. Mostrar que la magnitud R del vector de posicion del centro de masa con respecto
a un origen arbitrario es dado por la expresion,

N N
1
2 2 2 2
M°R* = MZmiri —3 Z mim;r;;
i=1 i,j=1
13. Mostrar que para una sola particula de masa constante m la ecuacidn de movi-
miento implica la siguiente ecuacion diferencial para la energia cinética T,

T:?07
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Y

Figura (1.16): Centro de masa de un alombre uniforme que substiende un arco ¢ circular de radio a
(Problema .

mientras que si la masa varia con el tiempo la ecuacion correspondiente es,

dmT) —= _
= F
dt *P

14. Se dispara un proyectil a un dngulo de 45° con energia cinética inicial E,. En el
punto mds alto de su trayectoria, el proyectil explota con energia adicional E, en
dos fragmentos. Un fragmento de masa m,; cae verticalmente (ver figura[T.27). (a)
¢, Cudl es la velocidad (magnitud y direccién) del primer fragmeto y del segundo
fragmento de masa my?, (b) ¢Cudnto vale la razén my/my, cuando m; es un Max-

' . o E,(2ma—my) f : [ - E,(4m1+m2)
imo?. Resp.: (Q) v; = —@/Wimg), verticalmente hacia abagjo; vy, = WM
H = tanfl <—m1(2m2m1)>' (b) m 1

4 mo 2"

mi1-+msg

15. Un sistema de particulas discreto interactia mediante fuerzas que siguen la “forma
fuerte” de la tercera ley de Newton. Dada la relaciéon usual entre las coordenadas
fijas y las coordenadas del centro de masa,

—
— —

y la fuerza total sobre la i-é€sima particula,
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X

Figura (1.17): Centro de gravedad y centro de masa de un sistema de particulas (Problema @

H .
para una fuerza externa de la forma FE“”) = m,; ¢, €s simplemente dada por,

7 =R x Fe
= N = (ex)
donde F () =S~ [*” es la fuerza externa total.
=1

16. Si cada particula de un sistema discreto es atraida hacia un punto fijo O con una
fuerza proporcional a su masa y a su distancia a dicho punto —km,; 7 ; (k constante
positiva), demostrar que el centro de masa se mueve como si fuera una partficula
del sistema.

17. Un sistema discreto estd formado por N particulas de igual masa m que delizan
libremente sobre alambres paralelos lisos y se atraen unas a otras con fuerzas pro-
porcionales al producto de sus masas y a sus distancias —km;m; 7’ ;;. Supdngase que
las correderas estdn en la direcciéon 0X y considere dos de ellas, la i-ésima vy la j-
ésima (ver figura [1.22). En la figura, 6;; es el dngulo que forma la linea de la fuerza
con respecto al eje X.

a) Muestre que la aceleracion de la i-ésima particula viene dada por,
N
(1]
T; = kmz (xj; — ;)
7j=1
b) Muestre que la posicidon del centro de masa viene dada por,

1 N
Tem = 77 Z;
p>
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\
U1
s

¥

Figura (1.18): Centro de masa de un modelo de la molécula de H,0O (Problema .

Figura (1.19): Centro de masa de un tridngulo rectdngulo isdsceles homogéneo (Problema EI)

¢) Ahora, combinando lo mostrado en (a) y (b), mostrar que las particulas oscilan
con igual frecuencia angular dada por,

w=VkmN
donde se ha supuesto que el centro de masa estd en reposo. La independencia

de i de esta cantidad es lo que indica que es igual para todas las N particulas
del sistema.

18. Dos particulas de masa m se mueven, cada una, sobre las correderas lisas perpen-
diculares OX y OY (ver figura |[1.23), atrayéndose con una fuerza proporcional a su
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X

Figura (1.20): Centro de masa de una pirdmide homogénea (Problema .

distancia —km; 7 ;. Si inicialmente,

x(t
y (t

) = a,

0
0

) = a,

a) Muestre que,

z(t) = aCos(wt) — ;/—:) Sen (wt)
y(t) = aCos(wt)

b) Muestre que la ecuacidon cartesiana de la trayectoria del centro de masa del
sistema viene dada por,
v, 2
1y <_)
aw

que representa una elipse.

2
Y
cm aw

V2
- 2xcmycm + »’Ugm = <_>

19. El torque total 7 sobre un sistema de particulas, como el mostrado en la figura

[T.24], con respecto al origen O del sistema de coordenadas S viene, como ya se
sabe, dado por,

N
Z F = (ex)

=1
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N

—

PUMP! _ M,

o X

Figura (1.21): Proyectil disparado con un dngulo de elevacion el cual estalla en el aire (Problema .

Establecer un nuevo sistema de coordenadas S’ de origen O’ cuya posicion respec-
to de O sea dada por 7, y donde 7§3) sea la posicion del sistema de particulas
respecto a S’. Mostrar que el torque total sobre mismo sistema de particulas con

. N = — . .
respecto a O’ es el mismo 7 si 3 FZ(.“) = 0, es decir, que el torque resultante tiene

=1
el mismo valor en cualquier sistema de coordenadas.
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corredera

corredera

T

0.
1
Figura (1.22): Sistema discreto formado por N particulas de igual masa m, que delizan libremente sobre
alambres paralelos lisos y se atraen unas a otras con fuerzas proporcionales al producto de sus masas y
a sus distancias (Problema E})

x4 4 — — —

corredera

—

o] corredera m

X

Figura (1.23): Dos particulas de masa m se mueven, cada una, sobre las correderas lisas perpendiculares
OX y OY, atrayéndose con una fuerza proporcional a su distancia (Problema .
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Figura (1.24): Torque de un sistema de particulas con respecto a dos sistemas de coordenadas cuyos
origenes no coinciden (Problema .
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CAPITULO 2

Definiciones y principios bésicos

En este capitulo se estudiardn una serie definiciones y términos que son bdsicos
para la comprension de lo expuesto en los capitulos subsiguientes.
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2.1. Propiedades del espacio y el tiempo

El espacio y el tiempo son dos conceptos fundamentales de la Fisica y partic-
ularmente en la Mecdnica Cldsica, por lo tanto, sus propiedades son importantisimas
en el desarrollo de las teorias que la conforman. Agqui se abordardn las propiedades
que tienen el espacio y el fiempo en Mecdnica Clasica o Newtoniana.

El espacio, y por tanto su métrica, tienen las propiedades siguientes:

1. El espacio se caracteriza por una métrica Euclided], lo que lo convierte en un es-
pacio puntual Euclidiano en 3 dimensiones, R3,

2. Independencia de los objetos en él inmersos, es decir, la métrica del espacio no se
ve afectada por los mismos.

3. Constancia alo largo del tiempo.

4. Homogeneidad: Es igual en todos los puntos, no existiendo puntos privilegiados. La
propiedad de homogeneidad del espacio significa que las leyes de la fisica tienen
validez en todos los lugares del universo, es decir, las propiedades mecdnicas de un
sistema dado no son afectadas por las traslacidon del mismo en el espacio.

"Euclides (fl. 300 a.C.), matemdtico griego, cuya obra principal, Elementos de geometria, es un extenso
fratado de matemdticas en 13 volimenes sobre materias tales como geometria plana, proporciones
en general, propiedades de los ndmeros, magnitudes inconmensurables y geometria del espacio. Prob-
ablemente estudié en Atenas con discipulos de Platén. Ensend geometria en Alejandria y alli fundd una
escuela de matemdticas.
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5. Isotropi Es igual en todas las direcciones, no existiendo direcciones privilegiadas.
La isotropia del espacio se refiere a que las propiedades mecdnicas de un sistema
en particular no son afectadas por la orientacidn del mismo. Aparece en el hecho
de que la orientacion de los ejes de coordenadas, los cuales sirven de marco de
referencia para analizar un fendmeno fisico, es arbitraria. La isotropia del espacio
significa que si un experimento es efectuado en un laboratorio donde el equipo
experimental tenga una cierta orientacion espacial, los resultados obtenidos seran
los mismos si la orientacion de todos los instrumentos, el sistema que se va a analizar
y el medio ambiente se modifica.

El tiempo se caracteriza, a su vez, por las siguientes propiedades:

1. Homogeneidad: No existen instantes privilegiados. La homogeneidad del fiempo se
refiere a la equivalencia entre cualesquiera dos instantes de tiempo, independien-
temente de en que momento se tomen. Se infroduce en forma practica al utilizar
marcos de referencia donde el origen de coordenadas puede seleccionarse arbi-
frariaomente. Una forma equivalente de expresar la homogeneidad del fiempo es
plantear que las leyes de la fisica son las mismas ahora que hace mil anos.

2. Anisotropia: Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroced-
er ni volver al pasado. Asimismo, los fendmenos futuros no pueden condicionar los
presentes. No se cumple, por tanto, la isotropia, existiendo un Unico sentido en el
que puede discurrir el tiempo.

3. Simultaneidad absoluta: Los fendmenos considerados simultdneos para dos obser-
vadores en sendos sistemas de referencia lo son, asimismo, para cualquier otro ob-
servador ligado a cualquier otro sistema de referencia.

4, En Mecanica Cldsica, el tiempo se considera una variable de naturaleza distinta de
las variables espaciales.

Algunos de estos postulados bdsicos no son aceptados por la Mecdnica Relativista.
La Teoria de la Relatividad Especial establece un referencial en cuatro dimensiones
espacio-tiempo. La Teoria de la Relatividad General establece un espacio curvado,
con métrica Riemanniana, debido a la presencia de masas que condicionan dicha
métrica. De esta forma el espacio no seria independiente de los objetos en él inmersos.

2Su etimologia estd en la raices griegas isos = equitativo o igual y tropos = medio, espacio de lugar,
direccion.
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2.2. Lligaduras

Después de estudiar en el curso de Fisica elemental la dindmica de una parti-
cula se tiende, muy frecuentemente, a pensar que para describir el movimiento de las
N particulas que constituyen a un sistema dado sélo se tiene que aplicar la segunda
ley de Newton a cada una de ellag’]

mi T (i1, Ti2, Ti3) = mi T (Tia) = ?Z coni=1,2,... N,a=1,2,3 @.1
e infegrar las 3N ecuaciones resulfantes para obtener las 3N coordenadas x; , COMO
funcion del tfiempo. Pero es frecuente descubrir que, ademas de ser inviable en la
mayoria de las situaciones, el sistemna de ecuaciones estd incompleto. Se necesita
algo mads, en particular, las coordenadas podrian estar relacionadas o restringidas por
ligaduras.

Esto se puede ilustrar con el ejemplo sencillo del péndulo simple (ver figura2.T): una
masa m cuelga de un soporte mediante una cuerda ineldstica, de masa despreciable
y de longitud ¢, en un campo gravitacional. La fuerza gravitatoria o peso w = m7yg
Nno es la Unica fuerza que actda sobre la masa puesto que la cuerda misma también
ejerce una fuerza 7 sobre m (en readlidad la fuerza 7 de la cuerda es una fuerza que
describe las interacciones de las particulas de la cuerda con la masa m, dado que
el sistema de la masa y las particulas individuales de la cuerda es inmanejable). El
problema ahora radica en que, para determinar el movimiento de la masa m a través
de la segunda ley de Newton, es necesario conocer también una expresion para 7
pero, dado que 7 es una fuerza que surge de la interaccidn de la cuerda con la masa,
no se fiene esa expresion. El efecto de la fuerza desconocida 7 es mantener la masa
a distancia ¢ del origen O, haciendo que el movimiento de la masa esté restringido.
Cuando lo anterior ocurre, se dice entonces que la masa estd sometida a una ligadura
y a la fuerza que restringe su movimiento (la ejercida por la cuerda) se le llama fuerza
de ligadura.

Se denominan ligaduras a las restricciones sobre las coordenadas de un sis-
tema siendo independientes de las fuerzas actuantes, es decir, son condiciones
que restringen el movimiento de una particula o sistema de particulas.

En cualquier sistema dindmico aparecen ligaduras que restringen el movimiento,
ademds de fuerzas que controlan su evolucion.

3El subindice i indica la particula estudiada y « la coordenada, esdecia=1—z, a =2 -y, a =3 — 2.
De esta manera, para la particula ¢ = 1 las coordenadas serdn (z1.1, 1,2, €1,3).
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Figura (2.1): Péndulo simple.

|Eiemplo 2.1 I ] ] ]
Algunas ligaduras en sistemas sencillos.

1. En el caso de un blogue que se desliza sobre un plano inclinado, dicho bloque
estd obligado a moverse sobre plano (ver figura y la ligadura puede expresarse
Ccomo,

o X

Figura (2.2): Un blogque de masa m que se mueve sobre una superficie inclinada.

y=—xtanf +0b 2.2)

2. Como se Vvid anteriormente, en un péndulo simple la particula (masa pendular) esta
obligada a moverse en una frayectoria semicircular (ver figura2.1). En este caso la
ligadura puede expresarse como,

22 4y = 12 2.3)
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3. En un cuerpo rigido (ver figura [2.3) las particulas estdn enlazadas de manera que
la distancia entre ellas permanezca constante, pudiéndose establecer la ligadura
como,

Figura (2.3): Cuerpo rigido.

7" — 7';| = r;; = constante. 2.4)
donde r;; es la distancia entre la particula i-ésima y la j-ésima. Algo andlogo ocurre
en un sistema de dos parficulas de masas m; y my unidas por una barra de masa

despreciable de longitud ¢ (ver figura[2.4), siendo en este caso la ligadura,

Zz
m'l
“-—_Barra rigida de
longitud £
m
2
0 y

X
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2.3. Clasificacion de las ligaduras

Las ligaduras se pueden clasificar de variadas formas, a continuaciéon algunas
de ellas,

2.3.1. Sison o no desigualdades

Unilaterales

Se dice que una ligadura es unilateral cuando se expresa mediante una desigual-
dad.

Ejemplo 2.2 I ] ]
Algunas ligaduras unilaterales.

1. Sise tiene un sistema de moléculas de gas encerrado en una esfera de radio R (ver
figura[2.5), las posiciones 7'; de las moléculas deben satisfacer las ligaduras,

Figura (2.5): Moléculas de gas encerradas en una esfera de radio R.

r, <R, coni=1,2,...N 2.6)

2. Una particula colocada sobre la superficie de una esfera de radio R, estd sujeta a
una ligadura que se puede escribir como,

P —R2>0 Q2.7

Asi, en un campo gravitacional, una particula colocada sobre una superficie de
una esfera se deslizard hacia abagjo sobre parte de su superficie hasta que, even-
tualmente, se desprende de dicha superficie (ver figura 2.6).
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@““\;,- N

D\

P A"
AN

Figura (2.6): Particula que se desliza sobre la superficie de una esfera de radio R.

Bilaterales

Se dice que una ligadura es bilateral cuando se expresa mediante una igualdad.
Este tipo de ligaduras pueden escribirse en la forma general,

fi <7i,7’i,t> =0,coni=1,2,..N;1=1,2,...K (2.8)

El subindice [ indica que puede haber mdas de una ligadura de este tipo en el sis-
tema, siendo k el nimero total de ellas.

| Ejemplo 2.3 I ] ]
Algunas ligaduras bilaterales.

Las ligaduras expresadas por @2.3), 2.4) y (2.5) son ligaduras bilaterales.

2.3.2. Si dependen explicita o implicitamente del tiempo

Ligaduras reénomas

Se dice que una ligadura es redbnoma si depende explicitamente del tiempo.
También se les llaman ligaduras moviles.

Ejemplo 2.4 I ] )
Algunas ligaduras reonomas.

1. La ligadura presente en un sistema donde una canica hueca se desliza a través de
un alambre rigido y curvo, de manera tal que el alambre se mueve de una forma
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predeterminada. Es de hacer notar que, si el alambre se mueve como una reaccion
al movimiento de la canica, entonces la dependencia de la ligadura respecto al
fiempo entra en la ecuacion de la misma sdélo a fravés de las coordenadas del
alambre curvado (las cuales son ahora parte del sistema de coordenadas), por
esta razdn la ligadura resultante no depende explicitamente del tiempo y por lo
tanto no es rebnoma.

2. La ligadura presente en un sistema de moléculas de gas encerrado en una esfera
cuyo radio R depente del tiempo (ver figura2.5, con la diferencia de que R = R (t)).
En este sistemal las posiciones r; de las moléculas deben satisfacer las ligaduras,

r, <R(t),coni=1,2.. N 2.9

3. La ligadura presente en un sistema donde una particula de masa m es obligada a
moverse en un aro que cambia su radio R con el tiempo (ver figura 2.7). En este
Caso, la ligadura puede ser expresada como,

R(t) =+/22+y? (2.10)

Figura (2.7): Una particula de masa m que se mueve en un aro cuyo radio cambia con el fiempo.

4. La ligadura presente en un sistema donde una particula de masa m se desplaza
sobre un plano inclinado cuyo dngulo de inclinacién varia con el tiempo (ver figura
2.8). En este caso la ligadura viene representada por,

y = tan (wt) x @10

apareciendo tiempo explicitamente.
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ot
X

(o]

Figura (2.8): Particula que se mueve sobre un plano inclinado cuyo dngulo de inclinaciéon varia con el
tiempo.

Ligaduras esclerbnomas

Se dice que una ligadura es esclerdbnoma si no depende explicitamente del tiem-
po. También se les llaman ligaduras fijas o estacionarias.

Por otro lado, si un sistema tiene todas sus ligaduras esclerdnomas entonces se dice
que el mismo es esclerdnomo, pero si al menos una de sus ligaduras no lo es entonces
se dice que es rednomo.

| Ejemplo 2.5 I ] .
Algunas ligaduras escleronomas.

Las ligaduras expresadas por (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) y (2.7) son ligaduras escleréno-
mas.

2.3.3. Por su integrabilidad

Ligaduras holonomas o geométricas

Son ligaduras bilaterales que no dependen de las velocidades, sdlo dependen
de las posiciones de las particulas y el tiempo, exclusivamente. Son integrables, por
lo tanto, es posible emplearlas para eliminar las coordenadas dependientes puesto
que expresan relaciones algebraicas entre las coordenadas.

Este tipo de ligaduras son geométricas (curvas, superficies, etc.) y se pueden escribir
en la forma,
fi(7st)=0,coni=1,2,...N;1=1,2,... K 2.12)
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| Ejemplo 2.6 I ) .
Algunas ligaduras holénomas.

Las ligaduras expresadas por (2.3). (2.4), (2.5) y (2.10) son ligaduras holdnomas.

Ligaduras no-holénomas

Se dice que una ligadura es no-holdbnoma cuando no se pueden escribir como
ligaduras holdnomas, es decir, no se pueden escribir en la forma expresada por (2. 12).
No son integrables, por lo tfanto, es imposible emplear las ecuaciones que la expresan

para eliminar las coordenadas dependientes.

Si en un sistema al menos una de las ligaduras es no-holdbnoma, se dice que el
sistema es no-holénomo.

Todas las ligaduras unilaterales son de este fipo. Pueden haber ligaduras bilaterales
no-holénomas. Un caso particularmente importante de este tipo de ligadura lo cons-
tituyen aquellas que pueden ser expresadas en términos de las velocidades de las
particulas en el sistema, es decir,

fi (?i,?i,t> =0,coni=1,2,..,.N;1=1,2,..K (2.13)

Estas constituyen ligaduras no-holdbnomas, a menos que la ecuacion pueda ser in-
tegrada para encontrar relaciones entre las coordenadas. Debido a que algunas ve-
ces pueden ser integrables y convertirse en holdnomas, a las ligaduras del tipo
suelen llamarseles semi-holénomas.

Las expresiones aparecen, frecuentemente, en la forma,
° 3N
1 (? ?i,t> => Ay (Tit)z;+ B (Tit)=0,conl =12, . K (2.14)
j=1

llamadas ligaduras diferenciales.

En particular si,
o afl o 8fl o -
Ay —a—xj:Bl— T fi=fi(7rit)
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entonces la expresion (2.14) queda en la forma,

3N
%dxj-l—%dt:O,Conl: 1,2,... K 2.15)
=1 8.%’]‘ 875
que es justo,
dfi
i 0 2.16)

y que al ser integrada resulta,
fi (7', t) —C =0, C = constante de infegraciéon 2.17)

donde C = constante de integracion. La expresion (2.17) es de la forma (2.12), por lo
tanto la ligadura (2.14) es, para este caso particular, holdbnoma.

| Ejemplo 2.7 I ] .
Algunas ligaduras no-holonomas.

Como ejemplo de ligaduras no-holdénomas se tienen los siguientes casos:

1. Las ligaduras representadas por las expresiones (2.8), (2.7) y (2.9) por ser unilaterales.

2. Un ejemplo muy conocido de una ligadura no-holdnoma bilateral es el de un objeto
que rueda (sin deslizar) sobre una superficie. En particular, un disco que rueda sobre
el plano horizontal XY (ver figura[2.9), obligado a moverse de modo que su plano
permanezca siempre vertical (el disco puede ser una de las dos ruedas de un gje).
Si se eligen como coordenadas para describir el movimiento las (x, y) del centro del
disco, un dngulo de giro ¢ alrededor de su eje, y el dngulo § formado por dicho eje
y. por ejemplo, el eje X (ver figura[2.9) entonces, como resultado de la ligadura, la

magnitud de la velocidad del centro del disco es proporcional a ¢,
v = Ro (2.18)

donde R es el radio del disco, siendo su direccidn perpendicular al eje del disco.
Sus componentes vienen dadas por,

= vSenf (2.19)
= —vCosf (2.20)

e Re

Combinando con y (2.20), se obtienen dos ecuaciones diferenciales de
ligadura,

dr — RSenfd¢p = 0 2.21)
dy + RCosfOdp = 0 2.22)
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o X

Figura (2.9): Un disco que rueda (sin deslizar) sobre el plano horizontal zy (Ejemplo 2.7).

qgue no pueden ser integradas sin resolver, de hecho, el problema entero. En otras
palabras, no se puede encontrar un factor integrante f (x,y, 0, ¢) que transforme las
ecuaciones (2.22) en diferenciales perfectos, o que frae como consecuencia que
las ligaduras no puedan ser reducidas a la forma expresada por (2.12). A las ligo-
duras como las representadas por las expresiones suelen llamarseles ligaduras
diferenciales, como ya se habia mencionado.

Las ligaduras diferenciales no integrables de la forma (2.22) no son el Unico fipo de
ligaduras no-holénomas. Las condiciones de ligadura pueden involucrar derivadas de
orden superior o0 pueden aparecer en forma de desigualdades, como ya se ha visto.

En principio, siempre se puede encontrar un factor integrante para una ecuacion
diferencial de ligadura, de primer orden, en sistemas que involucran sdlo dos coorde-
nadas siendo estas ligaduras, por lo tanto, holdnomas. Un ejemplo familiar (que serda
desarrollado en un ejemplo en el capitulo [B), ver figura[2.10, es el movimiento en dos
dimensiones de un disco que se desplaza sobre un plano inclinado donde,

f(z,0)=dz— Rdf =0 (2.23)

Por dltimo, un aspecto que debe ser ftomado en consideracion sobre |as ligaduras
es que a .*scala de particulas'los sistemas interactuan en base a fuerzas y al describir
el movimiento a esa escala no se requiere el uso de ligaduras. Las ligaduras aparecen
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—

Figura (2.10): Movimiento de un circulo que se desplaza sobre un plano inclinado.

a escala macroscopica como idealizaciones matemdticas de partes del sistema que
NO s&€ conocen O NO se quieren tratar a detalle (como superficies o cuerdas). Imponer
ligaduras es un método para tratar con agentes externos que aplican fuerzas, inicial-
mente desconocidas, al sistema. Generalmente sdlo se conoce el efecto geométrico
de la accién combinada de estos agentes con las fuerzas conocidas.

2.4. Fuerza de ligadura y fuerza aplicada

La infroduccidn de ligaduras en un sistema lleva al concepto de fuerza de liga-
dura,

Son las que aparecen espontdneamente al establecer una ligadura y ase-
guran su cumplimiento. Actdan tanto si el sistema estd en reposo o si estd en
nmMovimiento.

En general, las fuerzas de ligadura son desconocidas a priori a diferencia de la
llamada fuerza aplicada.

La fuerza aplicada es aquella determinada independientemente de cual-
quier otra fuerza, dando sélo las posiciones (y a veces tfambién las velocidades)
de las particulas.

Ejemplo 2.8 I )
Algunas fuerzas aplicadas.

1. La fuerza que ejerce el resorte sobre una de las partficulas en un sistema de dos
particulas unidas por un resorte es una fuerza aplicada que, como se sabe, de-
pende de la posicion de ambas particulas (ver figura 2. 11).

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PGg . 52



2.4. FUERZA DE LIGADURA Y FUERZA APLICADA

m, ‘E@M e

X4 ‘

X

Figura (2.11): Dos masas m; y ms acopladas por un resorte.,

2. El peso, la fuerza eléctrica sobre una particula cargada, la fuerza magnética (que
depende de la velocidad), etc.

| Ejemplo 2.9 I ]
Algunas fuerzas de ligadura.

1. La fuerza que ejerce un riel que guia el movimiento de una particula es una fuerza
de ligadura que no puede ser determinada sin conocer las otras fuerzas que ac-
taan.

2. Latension de la cuerda en un péndulo simple y la fuerza normal que ejerce un plano
horizontal o inclinado sobre una particula que se mueve sobre él.

Una codicidn adicional que se imponen a las fuerzas de ligadura es que puedan
ser tan grandes en magnitud como fuera necesario para imponer la ligadura, o que
es una idealizacion de las ligadura reales, pués los hilos se estiran, las varillas se doblan
0 se quiebran, etc., pero se trabaja dentro de los limites en lo que esto no pasa o su
efecto puede despreciarse.

Un problema con la condicién anterior lo dan las fuerzas de rozamiento. Silas condi-
ciones del problema son tales que el rozamiento es suficiente para impedir que haya
deslizamiento (rozamiento estatico), la fuerza de rozamiento entonces se considera de
ligadura.
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Si pudiera haber deslizamiento (rozamiento dindmico) se deberia considerar al roza-
miento como una fuerza aplicada anomala, ya que no cumple con serindependiente
de las otras fuerzas dado que su magnitud depende de la fuerza de ligadura normal,
pero ya no puede ser considerada fuerza de ligadura.

(@) (b)

Figura (2.12): Ligaduras lisa (a) y rugosa (b). Para el movimiento permitido por la ligadura (deslizamiento
horizontal) la reaccidn lisa no realiza trabagjo, mientras que en el caso rugoso si.

Aqui se puede ahora infroducir una nueva clasificacion de las ligaduras, en este
caso de las geométricas:

2.4.1. Ligaduras lisas

Son ligaduras sin rozamiento (ver figura 2.12(a)). En este caso, la ligadura no

1 H . .
lo tanto, la fuerza de ligadura F© es siempre normal a la ligadura.

opone reaccion a las fuerzas transversales (esto es, tangentes a la ligadura) vy, por

Lo anterior se puede escribir matematicamente como,
FO = Oy (2.24)

H ] -
donde FY es la componente normal de F® y 7 un versor normal a la ligadura. Aqui,
e _> 1 e
se desconoce el mdédulo de F y se conoce su direccion.

2.4.2. Ligaduras rugosas

Son ligadoras con rozamiento (ver figura )). Aqui, debido al rozamiento, la
ligadura opone una reaccioén a fuerzas tangenciales.

Lo anterior se puede escribir matematicamente como,

FO = pOg 4 FO7 (2.25)
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donde Ft(” es la componente tangencial de Fo y t un versor tangencial a la ligadura.
Para la reaccion normal vale lo dicho antes: es la necesaria para compensar la com-
ponente normal de la resultante de las fuerzas aplicadas. En cuanto a la componente
tangencial de la reaccidn, se debe al rozamiento como ya se habia dicho.

2.5. Dificultades introducidas por las ligaduras

Las ligaduras infroducen dos tipos de dificultades en la solucidon de problemas
mMmecanicos:

1. Las 3N coordenadas (z; 1, z; 2, x;3) NO son ahora fodas independientes. Para un sis-
tema con s grados de libertad hay sélo s coordenadas independientes.

Los grados de libertad de un sistema son el ndmero de coordenadas in-
dependientes (sin incluir el tiempo) que se requieren para describir completo-
mente la posicion de todas y cada una de las particulas o partes componentes
del sistema.

El término "parte componente'se refiere aqui a cualquier parte del sistema, tal co-
Mo una palanca, un disco, un pindn, una plataforma, etc., que deben ser tratados
COMO un cuerpo rigido y no como una particula.

2. Existen fuerzas de ligadura ?E” que son ejercidas por las superficies, curvas, varillas,
etc. sobre las particulas de tal manera que hacen que ellas se muevan de acuerdo
a la ligadura. Estas fuerzas no son suministradas a priori y deben ser determinadas
como parte de la solucidn del problema.

. ) . H )
Si a las restantes fuerzas se las denomina fuerzas aplicadas FE“), las 3N ecuaciones
(2.1) toman la forma,

miT;=FY+ FY coni=1,2,.,N (2.26)

que, en conjunto con las K ecuaciones de ligadura, resulta un total de 3N + K ecua-
H
ciones para las 3N z,,, y F,') (componentes de F") desconocidag’]

2.6. Coordenadas generalizadas

De las dificultades descritas en la seccion 2.5, la primera es resuelta mediante
la introduccidn de las llamadas Coordenadas Generalizadas.

T . =g N . N
4Como ya se dijo, las fuerzas aplicadas F (@) son conocidas a priori.

i
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Considérese un sistema mecdnico genérico, formado por un grupo de N particulas
discretas, donde alguna de las cuales podrian estar asociadas para formar cuerpos
rigidos. Como ya fue mencionado antes, para describir el estado del sistema en un
tiemnpo dado, es nesesario usar N vectores de posicion y puesto que, cada vector
de posicidn consiste en un conjunto de tres ndmeros (por ejemplo, las coordenadas
rectangulares), se necesitan 3N de estas cantidades para describir las posiciones de
todas las particulos.

Si existen ligaduras holénomas, expresadas en K ecuaciones de la forma @2.12),
entonces no todas las 3N coordenadas son independientes y se pueden usar estas
ecuaciones para eliminar K de las 3N coordenadas, quedando s = 3N — K coorde-
nadas independientes, y se dice que el sistema tiene ahora s grados de libertad (las
ligaduras reducen los grados de libertad de un sistema).

Es importante hacer notar que si son requeridas s coordenadas en un caso da-
do, no se tiene que elegir s coordenadas rectangulares o s coordenadas curvilineas
(por ejemplo cilindricas o esféricas). Se pueden elegir cualesquiera pardmetros inde-
pendientes, siempre y cuando describan completamente el estado del sistema. Estas
s cantidades ni siquiera tienen que tener dimensiones de longitud. Dependiendo del
problema, es probable que sea mds conveniente algunos de los pardmetros con di-
mensiones de energia, algunos con dimensiones de drea, algunos podria ser adimen-
sionales y asi sucesivamente.,

Se da el nombre de coordenadas generalizadas (denotadas con la letra ¢)
de un sistema de s grados de libertad, a las s magnitudes cualesquiera ¢y, ¢, ...,
¢s que caracterizan totalmente su estadoo configuracion.

Las ecuaciones escritas en términos de estas coordenadas son validas para cual-
quier sistema de coordenadas (rectangular, cilindrico, esférico, etc.). Por convenien-
cia, se usa ¢ como simbolo general para representar este tipo de coordenadas, no
importando cudl sea su naturaleza, como ya fue mencionado.

Es de hacer notar que las coordenadas generalizadas fueron definidas a partir de
la incorporaciéon de ligaduras holdnomas, pues de lo contrario, no se hubiesen podido
usar las ligaduras para eliminar las coordenadas dependientes. Si en el sistema existe
al menos una ligadura no-holdnoma, esto haria que el sistema fuese no-holdbnomo v,
por lo tanto, ya las coordenadas generalizadas no serian independientes.

Se da el nombre de coordenadas generalizadas propias a un conjunto de
coordenadas generalizadas que son completamente independientes entre si.
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Usando coordenadas generalizadas, se puede escribir ahoraq,
Ti=Ti(gt)., coni=1,2..,N;j=1,2,...s (2.27)

que expresan la relacion entre las viejas coordenadas 7; vy las nuevas s coordenadas
independientes ¢;. Las expresiones (2.27) contienen las ligaduras implicitamente,
y son las ecuaciones de transformacion desde el conjunto de las coordenadas de la
posicién 7’; hacia el conjunto de las ¢; 0, en forma alternativa, pueden ser considera-
das como una representacion paramétrica de las posiciones ;.

Se supone, siempre, que también se puede realizar la transformacion en sentido
contrario (fransformacion inversa), de manera tal que las ecuaciones combi-
nadas con las k& ecuaciones de ligadura 2.12), puedan ser invertidas para obtener
cualquier ¢; como una funcién de las coordenadas de la posicion 7; y el tiempo, es
decir,

¢ =q; (Tit),coni=1,2 . ,N;j=12 .5 (2.28)

Cuando el sistema de ecuaciones (2.27) no depende explicitamente del
fiempo, se dice que el sistema es natural.

2.7. Espacio de configuracion

Como ya se dijo, el estado de un sistema de N partficulas y sujeto a K ligaduras
que relacionan algunas de las 3N coordenadas rectangulares estd completamente
descrito por s coordenadas generalizadas. Se puede, por lo tanto, representar el es-
tado de tal sistema mediante un punto en un espacio de dimension s denominado
espacio de configuracion.

Se da el nombre de espacio de configuraciéon al espacio abstracto con-
stituido por cualquier conjunto de coordenadas generalizadas. La dimension
de este espacio es el nUmero de coordenadas generalizadas independientes s
(grados de libertad) que se necesitan para describir, en el espacio tridimension-
al, cada una de las posiciones de las N partficulas del sistema. Cada dimension
de este espacio corresponde a una de las coordenadas g;.

Se puede representar la historia temporal de un sisterna mediante una curva en el
espacio de configuracion, donde cada punto describe la configuracion del sistema
en un instante particular (ver figura 2. T3).

A fravés de cada punto pasa un infinito ndmero de curvas que representan movimien-
tos posibles del sistema, correspondiendo cada curva a un conjunto particular de
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A
q.
a)
q)
q(7,)
e) >
*

q3 qs

Figura (2.13): El historial tfemporal de un sistema es representado mediante una curva en el espacio de
configuraciéon. Se muestran cuatro posibles.

condiciones iniciales. Por lo tanto, se puede hablar del "camino” de un sistema co-
Mo si éste se "moviese” a fravés del espacio de configuracion, pero se debe tener
cuidado de no confundir esta terminologia con aquella aplicada al movimiento de
una particula a lo largo de un camino es el espacio tridimensional ordinario.

Se debe hacer notar también que, un camino dindmico en un espacio de con-
figuracién que consiste en un conjunto de coordenadas generalizadas propias es,
automdticamente, consistente con las ligaduras del sistemna debido a que las coor-
denadas son elegidas sdlo para corresponder a movimientos posibles del sistema.

2.8. Magnitudes mecdnicas en coordenadas generaliza-
das

Seguidamente serdn expresadas en coordenadas generalizadas algunas mag-
nitudes fisicas de uso frecuente. Se supndrd que el sitema tiene s grados de libertad.
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2.8.1. Desplazamiento

De acuerdo a las fransformaciones (2.27),

Ti=Ti(g,t).coni=12..,N; j=12 .5

entonces,
a7 i—a?icz +—W"dt coni=1.2...N (2.29)
r;,= i ’ = L, 4. '
2 og T o

2.8.2. Velocidad

Nuevamente, partiendo de las tfransformaciones (2.27),

S dr 07T ;e O,
T = 04 LT o @39
Aqui, a las cantidades &j se les da el nombre de velocidades generalizadas.
Para el caso particular de un sistema natural, se puede escribir,
L _) i H
7= dri _ %q'j,con i=1,2,..,.N 2.31)
dt - 8(]]‘
7=1
puesto que 27 = 0.
2.8.3. Aceleracion
Al derivar con respecto al tiempo la expresion (2.30) resulta,
° &PT; K~ d (07 d (07,
7. o= i Sl B =z :
T T ;dt(aqj qﬂ>+dt< ot )
“\[d (a?i) . a?i..} d (a?i)
= Ml (5 ) a5+ (2.32)
; th oq; ) 7 O0q; 7| dt \ ot
pero,
d (07, ~ O*T; .
il ) = : (2.33)
dt ( Jq; ) ; 0qx0q; I
d (07 2T
— Ll = - 2.34
dt( ot ) ;aqkatq’“ 2.34)
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entonces, al sustituir 2.33) y (2.34) en 2.32) resulta,

b i 827"'.. : 87".. ° 327”-.

— 1 7 7

= a9 T et/ a9k (2.35)
52, 094, g £~ Dy 0t

y como los indices que suman son mudos en los Ultimos dos términos,

:) 5 aZ?Z o o i i 8?, oo X 82?1 o con i 1.2 N (2 36)
i = _— . : ; 7 1= »Ey '
v Bqedg; KU T 2\ Bg; 1T Bg,atl

Gk=1

Para el caso particular en el que el sistema considerado sea natural se puede es-
cribir,

e Ty o o +Z O ue coni=1,2... N (2.37)
ri= = j -4, 1 =1,2,.., .

2.8.4. Trabajo mecdnico

El tfrabajo mecdnico total W realizado sobre un sistema viene dado por,
N —
=1

y al sustituir d7’; por la expresion @.29) resulta,

AW = - F S —a?id —a?idt
B Z i X (9qj @ * ot
Vil

=1 =
s N — N —
ar i =4 or i
j=1 i=1 =1
y si el sistema es natural,
s N R a? s
Jj=1 <i=1 8% j=1
donde,
N - 871 .
Qj:ile,.. 50 ,conj=1,2,..5s 2.471)

son las llamadas fuerzas generalizadas. Puesto que las coordenadas generalizadas g;
no necesariamente tienen dimension de longitud, entonces las @; no necesariamente
tienen dimension fuerza. El producto Q;dg;. sin embargo, siempre fiene dimension de
frabagjo.
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. 1 —> 1 e
En el caso de un sistema conservativo, las fuerzas F; se derivan de una funcion
potencial escalar U = U (¢;). que es la energia potencial del sistema,

F,=-V,U,coni=1,2, ... N (2.42)

pudiéndose escribir a partir de (2.41),

N—> 071 N s 671
Qi = Y Fie——=->"V,Ue 5
‘ J i=1

=1 aq 4
N
ou . oU_. 0U_. Or; . Oyi. Oy )]

- _ —ey + —e, + —=¢, + —e, + —e, (2.43)

ZZ:; {(8@ oy, U 0z ) (8% oq; ¥ 0g;

de aqui que,
oU , : .
Q; = ~3g con j =1,2,...,s, para sistemas conservativos (2.44)
j

2.8.5. Energia cinética

La energia cinética total T' de un sistema viene dada por,
1 N
=5 > i} (2.45)
=1

Ahora, al sustituir en ella la expresion(2.30), resulta,
2
6 T z o 8?1
T = = i
Z ot
= a,+ Zajq] + Z kg ;qy,

7,k=1
= TO—i—Tl +T2 (2.46)

donde a,. a; y a;; son funciones definidas de las 7°; y ¢, y por lo tanto, de las ¢; y t, dadas
por,

Len o7
G0 = 3 m, 2.47)
N —
or,; 0T, B
a; = ;mi T ,conj=1,2,. (2.48)
N 87" T ;
g = = - L k=1,2,..., (2.49)
= Z Qj 8% i
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Si el sistema es natural, se anulan todos los términos de (2.46) menos el dltimo,

T= Z s (2.50)

7,k=1

y, por lo tanto, T serd siempre una forma cuadrdtica homogénea respecto a las ve-
locidades generalizadas.

Si se halla la derivada parcial de (2.50) con respecto a las velocidades generaliza-
das ¢, resulta,

s

oT
= angy + Zaﬂq] conl=1,2 s
8‘11 k=1 j=1

multiplicando por ¢, y sumando sobre 1,

. OT > .
QZ .« = alekQZ+ZGJZQJQZ
dq, k=1 Gl=1

y como en este caso, todos los indices son mudos, los dos términos de la derecha son
idénticos, entonces,

S

[ ] aT o o
Ql e =2 Z aiq;q; = 2T 2.5
dq, gil=1

Este importante resultado es un caso especial del Teorema de Euler (ver apéndice
[AD, el cual establece que,

Si f (y;) es una funcidn homogénea de las y; que es de grado p, es decir,

f (/\yla Ay?v ) /\yn) = )‘pf (ylay27 7yn)

siendo \ # 0, entonces,

Z{yjaf(yi)] =pf(y;).coni=1,2,...,n (2.52)
y;

J=1

2.9. Desplazamiento virtual y frabajo virtual

Las definiciones de desplazamiento virtual y tfrabagjo virtual seran Utiles a la hora
de establecer el Principio de D’ Alembert mds adelante.

SOLDOVIERI C., Terenzio. Infroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PGg . 62



2.9. DESPLAZAMIENTO VIRTUAL Y TRABAJO VIRTUAL

2.9.1. Desplazamiento virtual

Se da el nombre de desplazamiento virtual a un desplazamiento infinitesimal de
la posicidon de una particula realizado instantdneamente, es decir, que es realizado
a velocidad infinita, sin que transcurra el fiempo durante el desplazamiento (de aqui
la condiciéon de virtual ya que no es posible realizarlo efectivamente).

Aparte de ser instantdneo, es arbitrario no relacionado con el movimiento real de la
particula en el instante considerado. Es un desplazamiento hipotético, es simplemente
una forma de razonar.

Existen ciertos tipos de desplazamientos virtuales que son los mds Utiles y que serdn
de intferés mdas adelante, estos son los denominados compatibles con las ligaduras.

Los desplazamientos virtuales compatibles con las ligaduras son aquellos
que respetan las ligaduras (no sacan la particula del riel que la guia, no de-
formnan los cuerpos rigidos, no estiran los hilos, etc.); es decir, que después de
realizado un desplazamiento virtual, se mantfienen las relaciones de ligadura
del sistema.

Un desplazamiento virtual infinitesimal se representard por la diferencial de primer
orden 67 en vez de d7 (usado para los desplazamientos reales). También puede ser
un desplazamiento virtual una rotacién de un cuerpo.

Trayectoria
real

(tiempo
constante) .

Trayectoria
virtual

i-esima
particula

Condiciones
iniciales dadas t1

Figura (2.14): Desplazamiento real d7 y desplazamiento virtual §7 .

Es importante hacer notar que si las ligaduras fueran dependientes del fiempo, al
ser instantdneo el desplazamiento virtual, las ligaduras permanecen en el estado en
que se encontraban en el instante del desplazamiento, por lo que los desplazamientos
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virtuales compatibles con las ligaduras deben respetar las condiciones impuestas por
estas en ese instante dado, es decir,

fila,t) =0 Y fi(q+dq,t)=0

en el caso de ligaduras holdnomas. Por otro lado, en un desplazamiento real tfranscur-
riria un tiempo dt en el cual las fuerzas y las ligaduras del sistema podrian variar.

La diferencia entre un desplazamiento virtual §77; y un desplazamiento real d7; es
posible verla a partir de 2.29). En efecto,

" 07, or’;
= dqj‘—i‘wdt,coni:l,z...,]\f

ﬁ
dT’i

= 04

y como en los desplazamientos virtuales el tiempo no varia, entonces resulta que,

0T .
57",-228 dgj,coni=1,2,....N (2.53)

j=1 Y

q q(t) + 8q(t)

t, t, t

Figura (2.15): Coordenada real ¢ (t) y la coordenada desplazada virtualmente g (t) + dq (t).

Por lo tanto, los desplazamientos virtuales son vectores tangenciales en el espa-
cio de configuracion. Los vectores §7; apuntan a diferentes trayectorias geométrica-
mente posibles de la -ésima partficula en un instante de tiempo dado. Por ejemplo,
una determinada trayectoria de la i-ésima particula puede llevarse a cabo partien-
do de unas condiciones iniciales dadas, pero §7'; puede también apuntar hacia otras
trayectorias imaginarias (ver figuras2. 14y [2.T5).
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Matemdticamente, con el elemento § se opera de la misma forma que como se
hace con un diferencial. Por ejemplo,

dtanz

or = (sec2 :c) ox (2.54)

dtanz =
T

2.9.2. Trabagjo virtual

El frabajo virtual se define de la siguiente manera:

El frabagjo virtual §W realizado por una fuerza F para desplazar una particu-
la un desplazamiento virtual 6 7 viene dado por,

oW = ]_7) 07 = FérCosa (2.55)

’ ﬁ . .
donde F y §r son los mddulos de la fuerza F vy el desplazamiento virtual 67
respectivamente, y a es el dngulo entre ambos vectores.

El trabajo virtual que efectda un par C durante un desplazamiento virtual 56 del
cuerpo viene dado por,
oW = 5) ° 57 = (60 Cos « (2.56)

donde C' vy §6 son los mddulos del par c y el desplazamiento virtual 50 respectiva-
mente, y a es el angulo entre ambos vectores.

Es importante hacer notar que, como los desplazamiento virtuales ér y 66 de las
expresiones (2.99) y (2.56) corresponden a movimientos ficticios, dichas expresiones no
se podrdn integrar.

2.10. Algunos principios mecanicos bdsicos

2.10.1. Principio de los trabajos virtuales

Si un sistema estd en equilibrio traslacional significa que es nula la resultante
de las fuerzas que actdan sobre cada particula, ?i — 0. Es obvio que en tal caso se
anulard tfambién el producto escalar ?i e 57 ; que es el frabajo virtual de la fuerza ?i
en el desplazamiento virtual 6 7;. La suma de estos productos nulos extendida a todas
las particulas serd,

N
ﬁ
F

=1
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Hasta ahora nada se ha dicho que posea un contenido fisico nuevo. Desddblese
— — —
F, enla fuerza aplicada F* y en la de ligadura ¥,

—

Fi=F9+FV (2.58)

de modo que la expresion (2.57) adopte la forma,

N N
Y FesTi+ Y FPesT =0 (2.59)

i=1 =1

Limitese ahora el estudio a aquellos sistemas en los que el trabajo virtual de las
fuerzas de ligadura es nulo, condicidn que se verifica en el sélido rigido y en gran
numero de diversas ligaduras.

A la ligadura cuya fuerza de ligadura correspondiente no redliza trabajo en los
desplazamientos virtuales se le denomina ligadura ideal. La ligadura de sdlido
rigido, los contactos sin rozamiento y la rodadura lo son.

De este modo, si una particula se ve obligada a moverse sobre una superficie, la
fuerza de ligadura serd perpendicular a la misma, en tanto que el desplazamiento vir-
tual deberd ser tangente y, por lo tanto, el trabajo virtual serd nulo. Lo anterior deja de
cumplirse si existen fuerzas de rozamiento, por lo que se habrd de excluir tales fuerzas
de la formulacidon. Entonces,

N
W= "Fes7,=0 (2.60)

=1

que suele denominarse principio de los trabajos virtuales.

El principio de los trabajos virtuales puede enunciarse de la manera siguiente,

En un sistema mecdnico sometido a ligaduras lisas, es condicidon necesariay
suficiente para el equilibrio que el tfrabajo del conjunto de fuerzas aplicadas so-
bre dicho sistema, para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales com-
patibles con las ligaduras, sea nulo.

Se debe tener presente, ademas, que:

1. Los coeficientes de §7°; no son ya nulos, es decir, en general ?E“) =+ 0. En esencia,
esto se debe a que las §7°; no son completamente independientes, sino que estdn
relacionadas por las ligaduras. Es decir, para una fuerza total ?i sobre un punto
dado, se verifica que ?i e 67 ; = 0 Vi (no sumado); sin embargo, para la fuerza
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aplicada correspondiente ?E“) en general es 1_52“) e 07 ; # 0 En otras palabras, los
términos individuales del frabagjo virtual de las fuerzas aplicadas no tienen por qué

N
. . —
anularse, aungue la sumas si es siempre nula » Fi" e 57, =0,
=1

. H ' 0 .
2. Las fuerzas aplicadas FZ(“) deben incluir tanto las externas como las internas que,
en un caso general, si realizan tfrabajo virtual. Por el contrario, las fuerzas aplicadas
_) e . .
F* excluyen a las fuerzas de reaccién, que no desarrollan trabajo virtual.

Por dltimo, conviene notar que la ventagja del principio de los trabajos virtuales es
que plantea las condiciones para el equilibrio global del sistema, sin emplear las reac-
ciones de las ligaduras lisas, que no hace falta calcular en ningdn momento. También
pueden tratarse problemas con ligaduras no lisas, agregando a la expresion el
frabagjo virtual correspondiente a las reacciones de las ligaduras no lisas, como si se
tratase de fuerzas aplicadas. Dicho de ofra forma, las Unicas fuerzas de reaccion que
se eliminan de la expresion general del frabajo virtual son las de las ligaduras lisas.

|Eiemplo 2.10' . . . o
Una palanca (de masa despreciable) horizontal estd en equilibrio

re . . . e . _> . v
estatico bajo la aplicacidn de las fuerzas verticales F'; a una distancia ¢; del punto de
—> 1] " " o] e
apoyo y F', a una distancia ¢, del missmo como se muestra en la figura m ¢,Cudl es
la condicidn sobre estas cantidades para que se mantenga el equilibrio?.

¢ I ¢

A

FzV

Figura (2.16): Palanca horizontal en equilibrio estdtico (Ejemplo 2.10).

Solucion: Aqui las fuerzas aplicadas son 1_51 y ?2 (no existen fuerzas inerciales).
Supoéngase que la palanca readliza un desplazamiento virtual, rotando en el sentido
horario con respecto a su punto de apoyo un angulo infinitesimal §0. Debido a esto,
el extremo A se mueve hacia arriba una distancia ¢,60 y el extremno B se mueve hacia
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abajo ¢,00. Al aplicar el principio de los trabajos virtuales (2.60),

— — — — —
S FWes7, = FesT 1+ Fs)edTy= F,e07, + FaeiTy
i S—— ——
Trabajo virual de ?1 Trabagjo virual de ?2

= Fl100 Cosm + Fyl500 Cos0 =0

|Eiemplo 2.11 I » . .
Encuentre la relacion entre las cantidades mostradas en la figura

para que el péndulo permanezca en equilibrio estdatico.

Desplazamiento

[ virtual
N

0

N/

Figura (2.17): Péndulo en equiilibrio estdtico (Ejemplo 2.11).

Solucién: En este caso las fuerzas aplicadas son w' y F (no existen fuerzas inerciales).
Supdngase un desplazamiento virtual donde el dngulo ¢ se incrementa una pequena
cantidad 46. Es facil encontrar, a partir de la figura 2.17], que los desplazamientos hori-
zontal y vertical de la masa pendular para este incremento de ¢ vienen dados por,

ox = (00 Cosf
oy = (660 Send

por lo tanto, a partir del principio de los trabajos virtuales (2.60),

S FWes7,=F e+ Fy e675=0
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—

si P9 =Fy FY = @ entonces,

—

FedrT, + wWedry =F050CosfCos0+ wldfSendCost =0
—— ——

Trabajo virual de 7 Trabajo virual de w

F=wtan6

2.10.2. Principio de D’Alembert

Se extenderd el principio de los trabajos virtuales (que se refiere a sistemas es-
taticos) a sistemas dindmicos. Para realizar esto, se recurrird a un artificio ideado ini-
cialmente por BernouIIE]y perfeccionado después por D’Alembenﬂ

La segunda ley de Newton establece que,

Fo— 7, 2.61)

)

de donde se tiene que,

— — N —

¢pi=F;—p;=0 2.62)
Es decir, que si cada particula i estuviera sometida a una fuerza neta dada por EZ

el sistema estaria en equilibrio estdtico instantdneamente (las particulas del sistema
’ e 1 . _> A\Y H
estaran en equilibrio bajo los efectos de la fueza real F'; y de ofra “fuerza efectiva
[ ]

invertida” —7',). Considerada desde este punto de vista, la dindmica se reduce a la
estatica.

La fuerza E), debe cumplir con lo establecido en el principio de los trabajos virtuales

(2.60), por lo tanto,

N —
> 6ie07Ti=0 (2.63)
=1
entonces,
N o/ .
> (F - ?i) 067 =0 (2.64)

=1

5Daniel Bernoulli ( 8 de febrero de 1700 - 17 de marzo de 1782) fue un matemdtico, estadistico, fisico
y médico holandés/suizo. Destacd no sdlo en matematica pura, sino también en las aplicadas. Hizo
importantes contribuciones en hidrodindmica y elasticidad.

%Jean le Rond D’ Alembert (Paris, 16 de noviembre 1717 -idem, 24 de octubre 1783) matemdtico v fildsofo
francés. Uno de los mdéximos exponentes del movimiento ilustrado, concibe las Ciencias como un fodo
infegrado y herramienta para el progreso de la Humanidad.
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pero de (2.58).
_F@ L FO (2.65)

()

| =l

donde F'“ es la fuerza aplicaday F es la de ligadura, entonces,

N N N .
S (4 F0 - 7.) o= 35 (FP - 5) em s S FO w70 26
=1 =1
Ahora, considerando sistemas en los que el frabajo virtual de las fuerzas de ligadura
es nulo, resultq, N
> (?5@ - 53) ©57,; =0 (2.67)
=1
que suele llamarse principio de D’Alembert.

En la expresion (2.67) no aparecen las fuerzas de ligadura, por lo que cabe eliminar
el superindice « sin riesgo de ambiguedad, por lo tanto,

N —
> (F - ?i) «57T; =0 (2.68)

=1

El principio de D’Alembert puede enunciarse de la manera siguiente:

En un sistema mecdnico sometido a ligaduras lisas, la evoluciéon dindmica
del sistema estd determinada, como condicidn necesaria y suficiente, por la
anulacién en todo instante del trabajo de las fuerzas aplicadas mds el trabajo
de las fuerzas de inercia para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales
compatibles con las ligaduras.

Todos los cuerpos tienen una tendencia a permanecer en su estado de reposo o
de movimiento rectilineo y uniforme. Se puede pensar en esto como una resistencia
inercial al cambio o, en otfras palabras, en una fuerza inercial. La forma mas conocida
de la fuerza inercial es la fuerza centrifuga.

[ ]
En el principio de D’Alembert la fuerza inercial ddﬁi = 7, aparece en un pie
1 0 —> ' ' e '
de igualdad con la fuerza aplicada F';, reduciendo el problema dindmico a un
problema estdtico.

Se debe tener presente, ademas, que:

1. Para una particula dada (por ejemplo la i-ésima) seria, en general, (171 — ?i) °

87 ; # 0; es decir, que el sumando individual del frabajo virtual no se anula necesari-
amente, aunque la suma extendida a todo el sistema si se anula siempre.
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2. Aplica la misma observacion realizada arriba para el principio de los trabajos vir-
—_
tuales sobre la naturaleza de las fuerzas F .

| Ejemplo 2.12 I » . .
Encuentre la aceleracion del sistemna de dos masas unidas por una

cuerda de longitud ¢ que pasa a fravés de una polea (cuyo didmetro es despreciable),
como se muestra en la figura (2.18), usando el principio de D’ Alembert.

y

.

M4

M,

Figura (2.18): Sistema de dos masas unidas por una cuerda que pasa a fravés de una polea (Ejemplo
2.12).

Solucioén: Supdéngase que la masa M, se mueve hacia abajo una distancia 6y, en
consecuencia la masa M,; se mueve hacia arriba una distancia dy;. Aqui las fuerzas
aplicadas son los pesos de cada masa y las fuerzas inerciales son el producto de cada
Masa por su correspondiente aceleracion. Al aplicar el principio de D’Alembert
resulta,

Z <?z — 72) ® 5?2 = (?1 — ?1> ® 57}1 + (?2 — ?2) ® 5?2

7
° °

= 3106?1—?1.57}14-?2.5?2—?2.57}2

= w15y1 Cosm — Ml.y.15y1 + w25y2 Cos0 — Mg?y.25y2 =0
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pero y; =y Yy, = £ — y entonces,

Migsy — — Mydy —Mgdy — Myydy=0
—— ————
ya que wi=—DMig ya que we=—Mag

o (Ml — Mz)
V= M,y + M, g
resulfado conocido del curso de Fisica elemental.

| Ejemplo 2.13 I » .
Encuentre la aceleracidon del sistema que se muestra en la figura
(2.79), usando el principio de D’Alembert.

Figura (2.19): Dos masas unidas por una cuerda que pasa a través de una polea y donde una de las
mMasas se desliza sobre un plano inclinado (Ejiemplo 2.13).

Solucién: En este caso, al igual que en el anterior, las fuerzas aplicadas son los pesos
de cada masay las fuerzas inerciales son el producto de cada masa por su correspon-
diente aceleraciéon. Supdngase que la masa m; se mueve hacia abajo sobre el plano
inclinado una distacia §s, entonces se desplazard una distancia horizontal y vertical
dadas por,

r1 = sCosa = dx; = dsCosa

Yy = sCosa = dy; = dsSena

Y ma,

Yo = 5 = 0y = 05
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Al usar el principio de D’ Alembert resulta,

Z (?z - ?z) 0T, = (?1 - ?1) 5T + (?2 - ?2) 67T+ <?3 - ?3) i 5?3
= FLedT — P 00T 1+ FoedTs— PredTot F300Ts— Ps0073
= w01 Cosg — ml.xtl(Sa:l Cos 0 + w10y Cos0 — mloy.léyl Cos0

+wsdys Cosm — mg.y.Q(Syg Cos0
= —mlglés Cos ar + w08 Sen v — ml.y.l(Ss Sen o — w9eds — m2.y.2(53 =0

pero, T, = s Cosa, 51.1 = SSena, ys = 5, Wy = —m1g Y we = —msg, entonces,

—ml.s.és Cos? o — mygds Sen v — ml.s.és Sen? o + magds — mz.s.(Ss =0

. (m1 Sena—m2>
5 = g
mq + Mo

resulfado también conocido del curso de Fisica elemental.

El principio de D’Alembert debe considerarse como un principio basico de
la dindmica, alternativo a las leyes de Newton. Como caso particular, el principio de
D’Alembert da lugar al principio de los trabajos virtuales estudiado en la seccidon an-
terior.

Al igual que en el principio de los trabagjos virtuales, el principio de D’Alembert
permite expresar la dindmica global del sistema en forma compacta, eliminando las
fuerzas de reaccion de las ligaduras lisas.

Cuando lo que se busca es precisamente calcular el valor de alguna reaccion,
es posible realizarlo mediante frabagjos virtuales empleando un artificio. Para ello, se
considera esta ligadura “liberada” y la fuerza de reaccién como una fuerza aplicada
normal, que tendria el efecto precisamente de la ligadura, lo cual permite tomar §7;
vulnerando la ligadura. De esta manera, la reaccidn correspondiente si realiza trabajo
virtual, y la expresion de los frabajos virtuales 2.60) o (2.68) permite calcular al final
dicha reaccion.

La importancia de los métodos basados en los frabajos virtuales radica en que per-
miten obtener formulaciones prdacticas muy generales para la estatica o la dindmi-
ca de sistemas con varias partficulas (las ecuaciones de Lagrange, por ejemplo, que
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serdn estudiadas en el capitulo [5). Asimismo son la base de métodos numéricos, muy
extendidos en la prdctica, para la resolucidn de problemas con numerosos grados
de libertad, como el méfodo de los elementos finitos. Estos métodos son de una gran
importancia en la Mecdanica Computacional y en el cdlculo de las estructuras.

2.10.3. Principio de Hamilton o de accién estacionaria

Antes de establecer el Principio de Hamilton es necesario aclarar la definicion
de accion,

En la Fisica, la accidén S es la magnitud que expresa el producto de la ener-
gia implicada en un proceso por el tiempo que dura este proceso.

Se puede clasificar segun el lapso de tiempo considerado en accidn instantdneq,
accidén promedio, etc. La accién es una magnitud fisica que no es directamente med-
ible, aunque puede ser calculada a partir de cantidades medibles. Entre ofras cosas,
eso significa que no existe una escala absoluta de la accidn, ni puede definirse sin
ambigUedad un cero u origen de esta magnitud. La constante de Planck es el cuanto
de accion.

La primera formulacidn del principio de Hamilton se debe a Pierre-Louis Moreau
de Maupertuis (1744)[], que dijo que la "naturaleza es econdmica en todas sus ac-
ciones"(D’Alembert habia formulado un ano antes el principio que lleva su nombre
generalizando las leyes de Newton). Entre los que desarrollaron la idea se incluyen
Euler y Leibnif, Anteriormente, Pierre de Fermat habia introducido la idea de que los
rayos de la luz, en situaciones 6pticas tales como la refraccion y la reflexion, seguian
un principio de menor tiempo.

El Principio de Hamilton o de accidn estacionaria condujo al desarrollo de las for-
mulaciones lagrangiana y hamilfoniana de la Mecdanica Cldsica. Aunque sean al prin-
cipio mas dificiles de captar, tienen la ventaja que su cosmovision es mads transferible
a los marcos de la Teoria de la Relatividad y la Mecdnica Cudntica que la de las leyes
de Newton.

El principio de Hamilton puede enunciarse asi:

’Pierre Louis Moreau de Maupertuis (7 de julio de 1698, Saint-Malo — 27 de julio de 1759) Filésofo,
matemdadtico y astrdnomo francés.

8Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig, 1 de julio de 1646 - Hannover, 14 de noviembre de 1716) fue un
filédsofo, matematico, jurista, bibliotecario y politico alemdn. Fue uno de los grandes pensadores del siglo
XVIl'y XVII, y se le reconoce como el "tltimo genio universal'.
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De todas las trayectorias posibles (compatibles con las ligaduras), que
puede seguir un sistema dindmico para desplazarse de un punto a otro en un
intervalo de tiempo determinado, la frayectoria verdaderamente seguida es
aquella que hace minima la accidén dada por la integral temporal de la difer-
encia entre las energias cinética T y potencial U.

S:/ttQ(T—U)dt

1
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CAPITULO 3

Célculo variacional con fronteras fijas

El cdlculo variacional constituye una herramienta matemdatica bdsica para es-
tudiar la Mecdnica de Lagrange y Hamilton que serd desarrollada en la parte [l de
este texto. Este contenido es presentado como capitulo aparte debido a su importan-
cia, haciéndose énfasis en aquellos aspectos de la teoria de variaciones que tienen
una aplicacion directa en los sistemas clasicos, omitiendo algunas pruebas de existen-
cia. El objetivo primario serd la determinacién del camino que proporciona soluciones
estacionarias (extremales), es decir, maximos y minimos. Por ejemplo, la distancia mds
corta o el tiempo mds corto entre dos puntos determinados. Otro ejemplo, bien cono-
cido, es el Principio de Fermat: la luz viaja por el camino que le toma el menor tiempo.

Contents
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

3.1. Planteamiento del problema

El problema bdsico del cdlculo de variaciones es el de determinar la funcién y (z)
tal que la integral,

J:/%f[y(x),y%w);x]dw 3.1

tenga un valor estacionario, es decir, que resulte un valor extremal: un mdaximo o un
mMinimo.

A la funcidn y (x) asi obtenida se le dard el nombre de funcion extremal o camino
extremal de J. AQui z; y x5 son fijos (fronteras fijas), i (z) = di—f) y el punto y coma separa
la variable independiente = de la variable dependiente y (x) y su derivada ¢/ (z). A J
se le denomina funcional.

Se denomina funcional a una funcién que toma funciones como su argu-
mento; es decir, una funcidén cuyo dominio es un conjunto de funciones.

Este problema se diferencia del, mdas familiar, problema del cdlculo de valores esta-
cionarios o extremos en el cual se tiene que variar una sola variable o un conjunto de
ellas, en que ahora lo que serd variado es una funcion y (z). Sin embargo, se puede
aplicar el mismo criterio: cuando la integral fiene un valor estacionario, debe per-
manecer sin cambios hasta el primer orden al hacer una pequena variacion en la
funcion y (z). Este es, justamente, el criterio que serd usado mdas adelante para encon-
trar los valores estacionarios de (3.1).

Como en el cdlculo diferencial, la anulacidn de la primera derivada es una condi-
cién necesaria pero no suficiente para un mAaximo o un minimo; asi en el cdlculo vario-
cional se habla de primeras variaciones y segundas variaciones de J para discriminar
entre mdaximos, minimos y puntos de inflexion. En este texto sélo se trabajard con la
primera variacion y se empleardn razonamientos geométricos o fisicos para decidir si
se ha encontrado un maximo, un minimo o un punto de inflexién.

El funcional J (que se denomina también infegral funcional) depende de la funciéon
y (z), y los limites de infegracion z; y z, son fijos. No es necesario que los limites de
infegracion sean considerados fijos v, si se permite que estos limites varien, el problema
se convierte en no sdlo determinar y (z), sino también z; y z, de manera tal que J
tome un valor estacionario. La funcién y (z) tiene entonces que ser variada hasta que
se consiga un valor estacionario de J, queriéndose decir con esto que siy = y (x) hace
que J tome un valor minimo, entonces cualquier funcion vecina, no importando lo
cerca que esté de y (z), hard que J se incremente.
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Se da el nombre de funcion vecina, funcion variada o camino vecino de
y = y(x) a todas las posibles funciones y = y (a,z) con la condicidon de que,

para a =0,y (0,z) =y (z).

Como caso particular se puede considerar (ver figura[3.1),
y(o,z) =y(0,7) +an(x) =y (z) +an(z) 3.2)

donde la variacion n (x) es una funcidon auxiliar que infroduce la variacion y que debe
anularse en las fronteras del camino x = z; y = o,

n(x1) =n(x2) =0 3.3)

debido a que la funcion variada y (o, x) debe ser idéntica a y (x) en las fronteras del
camino. Por simplicidad, se supondrd que y (z) y n (z) son confinuas y no singulares en
el intervalo [z, x5] con primera y segunda derivada continua en el mismo intervalo.
Cualquier variacion que cumpla con la condicidn se denomina variacion admis-
ible.

y
Yofmm e — — =
Funcion vecina |
y(x) + amn(x) I
|
I
I
I
Yt = - = !
i Funcién |
| extremal y(x) I
1
| T
o X1 X, X

Figura (3.1): La funcidn y (z) es el camino que hace que el funcional J tome un valor extremal. Las
funciones y (a,z) = y(x) + an(x) son las funciones vecinas donde 7 (z) se anula en las fronteras del
intervalo [z, xs].

Si se consideran funciones del tipo 3.2), la integral J se convierte en un funcional
del pardmetro a,

7 (a) = / fly(2).y (a,2) 2] do (3.4
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La condicion fundamental para que esta integral fome un valor estacionario es que
J sea independiente de « en primer orden a lo largo del camino resultando asi el valor
extremo (a = 0), es decir,

071 _y (3.5

dax
a=0
(primera variacion) para todas las funciones 7 (x). Esto es sélo una condicidn necesaria
pero no es suficiente, como ya fue mencionado antes.

|Eiemplo 3.1 I . By p 2
Considerar la funcion f = (M) donde y (z) = 3z. Sumar a y (z) la

dx
funcion n (z) = Sen (z) —Cos (z) + 1, y (@) encontrar J («) entre los imitesde = = 0y « = 27,

(b) mostrar que el valor estacionario de J («) se da cuando a = 0.

Y| y(a.x) =3x +a[Sen(x) - Cos(x) + 1]

x
.....

Figura (3.2): Funcién y (z) = 3z entre los limites de = = 0y x = 27 y dos de sus variaciones y (a,z) =
3z + a[Sen (z) — Cos (x) + 1] (Ejemplo 3.1).

Solucion: Los caminos vecinos al camino estacionario vendrdn dados por,
y (o, z) = 3z + a[Sen (z) — Cos (x) + 1] 3.6)

Estos caminos estan ilustrados en la figura[3.2/para a = 0 y ofros dos valores no nulos de
la misma. Es claro que la funcién 7 (z) = Sen (z) — Cos (z) + 1 cumple con que se anule
en las fronteras x = 0y z = 2x. Para determinar f (y,v'; x) , se determina primero,

dy (o, x)

= 3+ a[Cos (z) + Sen ()] Q.7
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entonces,

f= (W) =9+ 6 [Cos (z) + Sen (z)] + o* [Sen (2x) + 1] (3.8

Ahora, a partir de (3.4), se obtiene,
2
J (o) = / {9+ 6a [Cos (z) + Sen (z)] + o* [Sen (2z) + 1]} dx = 27 (9 + o) G.9
0

Asi se puede ver que J (a) es siempre mayor que J (0), no importando el valor (po-
sitivo 0 negativo) escogido para a. Es obvio que la condicidon descrita por la expresion
es también satisfecha.

|Eiemplo 3.2' . By dy(z)\ 2
Considerar la funcién f = <ﬂ> + x donde y (z) = z%. Sumar a y ()

dx
la funcién 7 (z) = 2* — x, y (Q) encontrar J (a) entre los limites de x = -1y x = 1, (b)

mostrar que el valor estacionario de J (a) se da cuando a = 0.

y

2

yiox) = x +u(x3 - X) I'

;
!
yix)=x° ;
7
RO
NE Y !
'.'O Sy —_— - i ‘: X
Figura (3.3): Funcion y (z) = 22 entre los limites de z = —1y 2 = 1 y dos de sus variaciones y (a, z) =

2%+ a (2 — z) (Ejemplo 3.2).

Solucién: Los caminos vecinos al camino estacionario vendran dados por,

y(oz,x):x2+oz(x3—x) (3.10)
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Estos caminos estdn ilustrados en la figura|3.3|para a = 0y ofros dos valores no nulos de
la misma. Es claro que la funcién i (z) = 2* — 2 cumple con que se anule en las fronteras
r=—1yz = 1. Para determinar f (y,y; x) , se determina primero,

dy (o, )
entonces, )
f:(W) +x:[2x+a(3x2—1)}2+x 3.12)
Ahora, a partir de (3.4). se obtiene,
1
J(a):/ {[2x+o¢(3x2—1)}2+x}dw:8(l—l—lof) Q.13)
1 3 5

Asi se puede ver que J (a) es siempre mayor que J (0), no importando el valor (po-
sitivo 0 negativo) escogido para a. Es obvio que la condicién descrita por la expresion
es también satisfecha.

3.2. Cadlculo de extremales sin restricciones

En esta seccidn se calculardn los valores extremos del funcional integral (3.1)
pero sin restricciones adicionales a las ya impuestas por las condiciones de frontera

r=x1Yxr=uTs.

3.2.1. Para una variable dependiente — Ecuacion de Euler

Para determinar el resulfado de la condicidn descrita por la expresion (3.5), se
efectuard la derivada indicada en la expresion (3.4),

o] o [™

— = ' 14
da " 9a ), f(y,y2)de 3.14)
y puesto que los limites de intfegracion son fijos, la derivacion sélo afecta al integrando,
por lo tanto,
oJ 2 00f 0y Of Oy
o) _ it R it 3.15
oo /:,/,1 <8y Oa + dy' D du ( )
El segundo término en el integrando de (3.15) puede ser escrito como,
2 Of Oy’ 2 9f 9 (dy
GV 9 g = U A N
/‘,qu 0y’ O« dr /ml Jy' O« (dx du (3.16)
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que puede ser integrada por partes,

/udv:uv—/vdu 3.17)

U of dv 4 (d_y) dx

- ' " da \dr
mof o (dy\ . ofoy[”  [=0oyd (0f
» 0y Oa (dw) do = oy oal|, ), Oadx (63/) dx (3.18)

donde el término infegrado se anula debido a que la derivada parcial de y con res-
pecto a a en z; y xz, debe anularse. Por lo tanto, la expresion (3.18) queda escrita
@da; Q.19

como,
o [H[or (o
o J,, |0y dx \90y )| O«

Al aplicar la condicion (3.9), para encontrar asi los valores estacionarios de J («),

I N A A
I Jo L0y dx \ Oy Oa

Do
. o ' 2 . .

La derivada 32 en (3.19) es una funcién de = que es arbitraria excepto porque debe
cumplir con las condiciones de confinuidad y valores en las fronteras del camino. Por
ejemplo, para el caso particular de la familia paramétrica de caminos variados dados
por (3.2), es la funcidn arbitraria n (x).

=0 (3.20)

a=0

Por otro lado, en el cdlculo variacional existe el llamado lemd] fundamental del
cdlculo de variaciones (ver apéndice |C) que establece lo sguiente:

Si,
/ M(z)p(x)=0 3.21)

para todas las funciones arbitrarias u (z) continuas hasta la segunda deriva-
da (al menos), enfonces M (z) debe anularse idénticamente en el intervalo

(Il,Ig).

Ahora bien, al aplicar el anterior lema a la expresion (3.20) resulta,

aof d [(Of

dy de <@
donde, ahorq, y y ¥ son independientes de «. Este resultado es conocido como la
Ecuacion de Eu/erﬂ, que constituye la condicidén necesaria para que J fenga un valor

estacionario.

> =0 Ecuacién de Euler 3.22)

TProposicion que es preciso demostrar antes de establecer un teorema.

2Leonhard Paul Euler nacié el 15 de abril de 1707 en Basileqa, Suiza, y murié el 18 de septiembre de 1783
en San Petersburgo, Rusia. Fue un respetado matematico y fisico, y estd considerado como el principal
matematico del siglo XVIIl y como uno de los mds grandes de todos los tiempos.
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|Ejemplo 3.3' .
Hallar las extremales de la funcional,

J:/Q(y2+y'2—|—2yez) dx

Solucién: Aqui,
f=v+y*+ 2ye (3.23)

Ahora bien, al sustituir (3.23) en la ecuacioén de Euler (3.22) resultq,

i (y2 + y12 4 dem) = 0

Q19 d
- Quet) — —
(v +y* + 2ye) oy
y+et—y =0 (3.24)

dy dx

La expresion (3.24) es una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea con
coeficientes constantes, cuya solucion es,

1
Yy = cre’ + coe” ¥ + —xe”

2
|Eiemplo 3.4' .
Hallar las extremales de la funcional,
2 12
J = y—da:
1 4z

que satisfagan las condiciones de frontera y (1) =5y y (2) = 11.
Solucién: Agui,
2

=2 (3.25)

T4

Ahora bien, al sustituir (3.25) en la ecuacioén de Euler (3.22) resultq,
O (vEY_ Ao (v L
Oy \ 4x dr |0y \ 4x N
d (v
a;(;) =0

Yy = (3.26)

que al integrarse produce,

Al integrar (3.28) resulta,
y= Lot rey (327)
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Si ahora se aplican las condiciones de frontera sobre resulta,

Paray (1) = 5: %—1-02:5

Paray(2) = 11: 2¢;+c =11

de las cuales se obtiene ¢; = 4y ¢, = 3. Por lo tanto, al sustituir estos resultados en (3.27)
se obtiene finalmente,
y =222 +3 (3.28)

que es una pardbola.

Queda ahora por responder la pregunta: ¢la pardbola maximiza o minimiza
a J7?. La extremal hallada puede maximizar, minimizar o no hacer ninguna de las dos
cosas. Con la teoria mostrada en este texto no es posible, en general, decidir qué es
lo que ocurre. Sin embargo existen unos pocos casos simples (este ejemplo es uno de
ellos) donde se puede decidir muy facilmente.

Si ¢ es cualquier variacidn admisible (no necesariomente pequena), entonces la
variacién que sobre J hace ¢ viene dada por (y. = y extremal= 222 + 3),

JWe +9) —J(ye) = i/jé [%(yew)rdx—i/j% [%(ye)rda;

2 N2 2
_ 1/ de_4/ od
4/, x 1

2 2 12
1
+—/w—dl‘
. 41 7

y COomo 1, por ser una variacion admisible, debe satisfacer ¢ (1) = 0y ¢ (2) = 0; se tiene
que,

= %

1 2 ¢l2
J(ye+1/))—J(ye)——/ —dx >0
4/, =z
puesto que la integral de una funcién positiva debe ser positiva (z es positiva en el
intfervalo de integracion). Asi proporciona realmente un minimo global de J. El
minimo global de J viene dado al sustituir en J y evaluar la integral resultante. En

efecto,

| Ejemplo 3.5 I . .
¢, ENn qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional,

1
J = / (y’2 + 12xy) dx
0
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sabiendoque y (0) =0y y (1) =17.
Solucién: Aqui,
f=y*+12zy (3.29)

Ahora bien, al sustituir en la ecuacion de Euler (3.22) resulta,
8 12 d a 12 _
o9 (y? + 12zy) — - {ay/(y +—12xy)] =0
6x—1y" = 0 (3.30)
La ecuacion diferencial (3.30) tiene como solucion,
y:x3—|—clx+cg (3.31D)

Para hallar las constantes ¢, y ¢, se aplican sobre @.31) las condiciones de frontera
dadas. En efecto,

Paray (0) = 0: =0 (3.32)
Paray (1) = 1. 1+c+c=1=c¢=0 (3.33)
Por ultimo, al sustituir (3.32) y (3.33) en (3.31) resulta,
y=a’

|Eiemplo 3.6' o I o .
El problema de la braquistécrona®, Considérese una particula que

se mueve en un campo de fuerza constante F (el campo gravitacional cerca de la
superficie de la Tierra, por ejemplo), iniciando desde el reposo en algun punto P, =
(xz1,y1) hasta otro punto mads bajo P, = (x4, y2). Encontrar el camino que permite a la
particula moverse entre ambos puntos en el menor tiempo posible.

Solucion: Si se coloca el origen del sistema de coordenadas de referencia en el
punto donde la parficula comienza a moverse, se tiene que P, = (x1,y1) = (0,0).
Ademads, supdngase que el campo de fuerza estd dirigido a lo largo del eje x (ver
figura[3.4). Puesto que la fuerza sobre la particula es constante y si se ignora la posibili-
dad de friccidon, el campo es conservativo, es decir, la energia total E de la particula
es constante. En el punto P, E = T+U = 0. La energia cinética es T' = imuv? y la energia
potencial es U = —mgx, donde g es la aceleracion originada por el campo de fuerza.
Asi,

E:T—l—U:%mzﬂ—mgQJ:O 3.34)

3Del griego Braquistos = “el mds breve” y Cronos= tiempo.
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Origen de _ Yy

(o] P1 potencial U=0 |1
Y
|
|
|
| F
|
|

X4 - -

1 P2

+X

Figura (3.4): El problema de la braquistécrona (Ejemplo 3.6).

resultando,
v =+/2gx 3.35)

Por ofro lado, se sabe que,

ds
= = 3.36
V= ( )
entonces,
(@2,52) 2 L a2 3 T2 1 2\ 3
t:/ @Z/—W*%) :/ (+y>dx 3.37)
(21.491)=(0,0) Y (2gx)2 =0 \ 297

donde se ha supuesto que la particula parte en t = 0.

El tiempo transcurrido durante todo el movimiento es la canfidad que se quiere
minimizar, por lo tanto, la funcidn f puede ser identificada como,

f= (1 “/2)2 (3.38)
2gx

entonces de la ecuacion de Euler (3.22) resulta,
1 _l_,y/2 % B i i 1 +y/2 % B 0
2gx dz | Oy’ 2gx B
d | o 1+ y? : B
%{a_y, < : )”_ (3.39)
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Cicloide

+X

Figura (3.5): Camino resultante para que la particula se mueva desde (z1,y;) = (0,0) hasta (zq, y2) en el
menor fiempo posible (Ejemplo 3.6).

que al ser integrada resulta en,

ﬁ = ¢;, ¢ = constante (3.40)
oy’
y desarrollando la derivada parcial,
12
Y _ 2
PR Q199 ] @41

y:/(l’f:) da (3.42)

Al hacer el caombio de variable,

1
T = 52 (1 —Cosyp) (3.43)
dr = ~— Senpdyp
&
resulta, . X
y=-5 [ (1—Cosy)dp == (¢ — Senyp) + ¢z, c; = constante
261 2C1

de aqui que, al hacer la constante de intfegracion ¢, igual a cero para cumplir con el
requerimiento de que (0,0) es el punto de partfida del movimiento,

y = € (¢ — Sen ) (3.44)

201

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PGg . 88



3.2. CALCULO DE EXTREMALES SIN RESTRICCIONES

por lo tanto, en conjunto, las expresiones y 3.44).

r=a(l— Cosy) - 1 (3.45)
y = a(p — Senyp)

son las ecuaciones paramétricas para una cicloide que pasa por el origen (ver figura
3.5) y la constante a debe ser gjustada para permitir que la cicloide pase a través del
punto de llegada P, = (z2, y,) del movimiento de la particula.

La soluciéon del problema de la braquistocrona resultd, en verdad, en el camino que
debe seguir la particula para que el tiempo sea minimo.

| Ejemplo 3.7 I ) ] )
Distancia mas corta entre dos puntos del plano. Encuentre la ecuo-
cion de la linea que proporciona la distancia mdas corta entre dos puntos en un plano

(ver figura[3.9).

(X4.¥1)
° X

Figura (3.6): Distancia mds corta entre dos puntos del plano (Ejemplo 3.7).

Solucion: El elemento de linea en un plano viene dado por,

N

ds? = da® + dy? = ds = (dx2 + dy2) (3.46)

por lo tanto, la longitud total de cualquier curva que une los puntos (x1,y1) Y (x2,y2)
vendrd dada por,
(z2,y2) 1 T2 1
5= / (do? + dy?)* = / (1442)% do (3.47)
(

3:17y1) Z1
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que es precisamente la cantidad que se quiere minimizar.. Es facil notar que aqui,

f=(1+y?)? (3.48)
de aqui que,
of _ o 9f — _ ¥
=0 T (3.49)

Iy (3.50)
dx (14 y?)2
o bien, )
— Y- 3.5
(1+y2)2

Y = cy 3.52)

con,

—~
—_
%)

=N

~—
N[

Finalmente, al integrar (3.52), resulta,
Y = Co + C3 (3.53)

donde c¢3 es ofra constante de integracion. En rigor, sélo se ha probado que la rec-
ta es una trayectoria que hace que dé un valor estacionario, aunque en este
problema es obvio que se trata de un minimo. Las constantes de integracion ¢, y cs3
quedan determinadas por la condicidon de que la curva pase por los dos puntos fron-

teras (z1,y1) Y (72, 92)-

|Eiemplo3.8| o .. » _ o

Superficie minima de revolucion. Considerar la superficie generada
al hacer girar una linea que une dos puntos fijos (x1,y1) Y (z2,92) €n torno a un eje
coplanar con los dos puntos. Determinar la ecuacion de la linea que une dichos pun-
tos de manera tal que el drea de la superficie generada (el drea de la superficie de
revolucion) sea minima.

Solucién: Supéngase que la curva que pasa a través de (z1,y1) Y (22,y2) €s trasla-
dada en torno al eje y, coplanar con los dos puntos. Para calcular el area total de la
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Figura (3.7): Superficie minima de revolucién (Ejemplo 3.8).

superficie de revolucién, primero se encuentra el drea dA de una cinta (ver figura3.7),

de manera que,

N

dA = 2nxds = 2nx (dx2 + dyQ)

(z2,92) 1 T2 1
A:27r/ x(dx2+dy2)2:27r/ a:(1+y'2)2da:
(

z1,91) T
Aqui,
f=2rz (1+y?)?
y COMO,
of
A
dy
of zy'

W (142
por lo tanto, de (3.22) resulta,

d xy
— | —=——1] =0
dx (14 y?)2
/
Ll = ¢;, ¢ = constante
(1+y?)2

de aqui que,

NG
N|=

, a dz
y — —2 = y =C —2
(@ — 1) (@ — 1)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

3.57)

(3.58)
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cuya solucion es,
y = ¢; Cosh™ (g) T (3.59)
1

donde ¢ Y ¢, son constantes de integracion que pueden ser determinadas requiriendo
que la curva pase por los puntos (z1,y1) Y (z2,42). La expresion (3.59) puede ser escrita
también como,

2 = ¢, Cosh (y - 02) (3.60)

C1
la cual es mads facil de reconocer como la ecuaciéon de la catenaria, la curva que
forma una cuerda flexible que cuelga entre dos puntos de soporte fijos.

Una segunda forma de la ecuacion de Euler puede ser obtenida a partir de
la ecuacion de Euler (3.22) que serd conveniente para funciones f que no dependen
explicitamente de =z, es decir, % = 0.

No6tese primero que para cualquier funcion f (y,y'; z) se tiene,

df ofdy ofdy _of ,of  ,df Of

dr ~ Oydx oy oy dx *or or =Y oy 4 oy Oz 3.61)
También, o of of
( 6‘y):y oy Y <3y> (9.62
o, sustituyendo y" % de (3.61),
OF\ _df _0f T (0F _0f
( ay) S dr O <9y> 8@/] 9.6
donde el dltimo término se anula debido a la ecuacion de Euler (3.22). Por lo tanto,
of d Of
e ( f oy ) 0 (3.64)

gue a menudo se le llama segunda forma de la ecuacion de Euler. Se puede usar esta
ecuaciéon en casos en los cuales f no depende explicitamente de z, de manera que

8 — 0. Entonces,

f— af = ¢, c = constante (para g—f =0) (3.65)
y X

que es la llamada forma infegrada de la ecuacion de Euler.
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| Ejemplo 3.9' .
Hallar las extremales de la funcionadl,

2 12 1
J= / VYT
71 )

Solucion: Aqui,
12
P yy* ! (3.66)
que no depende explicitamente de z, por lo tanto, es posible usar la forma integrada
de la ecuacidn de Euler. En efecto, al sustituir (3.66) en (3.69) resultq,

VPl ,a(W)Z

y oy

Yy
1 _
oSl
O,
y = ii 1—c2y? (3.67)
cy

que constituyen un par de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y de
variables separables. Al integrar (3.67) resulta,
1
(z—c)+y" =
donde ¢; es una constante de integracion. Por lo tanto, las curvas extremales de la
funcional dada son una familia de circunferencias.

| Ejemplo 3.10' . i S . .
Se tiene una pelicula de jabdn entre dos anillos paralelos concén-

tricos de radio a, separados por una distancia 2d (ver figura [3.8). Encuentre la forma
adquirida por la pelicula de jabon.

Solucion: La forma que adquirird la pelicula de jabdn serd aquella que minimice
la energia del sistema (tfodo sistema al tender a la estabilidad, tiende a su estado
de minima energia), por lo tanto este estado debe corresponder a aquél donde la
superficie de la pelicula de jabdn sea la minima.

Es facil ver de la figura[3.8|que las condiciones de frontera vienen dadas por y (d) = a
Y y (—d) = a. El elemento de superficie de la pelicula de jabdn vendrd dado por,

dS = 2myds

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PGg . 93



CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

Z
anillo
d
/
Pelicula
de jabon \ )
—A— y
Y
=d
X anillo '—a—|—

Figura (3.8): Pelicula de jabdn entre dos anillos concéntricos de radio a y separados por una distancia
2d (Ejemplo 3.10).

ds? = dy* + dz* = ds = \/y? + 1dz
cony = % Por lo tanto,

_27r/ y\/y"? + ldz

(3.68)
que es la cantidad que se quiere minimizar. En (3.68) es posible identificar

f=2my/y? +1 (3.69)

Ahora bien, como f no depende de la variable independiente z, entonces es posible
usar la forma integrada (3.65) de la ecuaciéon de Euler. Entonces

2ry\/y"? + 1 27ry ( Y2+ 1) =

o,
y2
y? =% —1 (3.70)
&
con ¢; = 5-. Alintroducir el cambio de variable,
y = ¢1 Coshu @3.71)
en e infegrando resulta,
2,4b%(£+@> (3.72)
C1 C1
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Ccon ¢, una constante de integracion.

Las constantes ¢; y ¢ se calculan aplicanso las condiciones de frontera y (d) = a 'y

y (—d) = a sobre (3.72). En efecto,

Paray(d) = a: 2 — Cosh (i + 02>

&

Paray(—d) = a: 2 — Cosh (—i + 02)
C1

de las cuales se deduce que ¢, = 0 ya que d # 0. La constante ¢; vendrd dada por,
2 _ Cosh (i> (3.73)
C1 C1

que es una ecuacion trascendental para dicha constante.

Por dltimo (3.72) se puede escribir como,

y = ¢ Cosh (i) (3.74)

C1
con ¢; dada por (3.73). La expresion (3.74) es la ecuacion de una catenaria, por lo

tanto, en perfil la pelicula de jabdn toma esta forma, con una distancia minima al eje
dada por ¢ (verificarlo).

|Eiemplo 3.11' .. o § ,
La geodésica. La geodésica es una linea que representa el camino

mas corto entre dos puntos cuando el camino estd restringido a una superficie en
particular. Encuentre la geodésica sobre una esfera de radio R.

Solucion: En la figura [3.9/se muestra la situacion planteada en el enunciado. El ele-
mento de longitud (elemento de linea) en coordenadas esféricas viene dado por,

ds* = dr? + r2d6* + r* Sen® Odyp? (3.75)
y para una esfera de radio r = R se convierte en,
ds = R (d0? + Sen? 0dp?)? (3.76)

que proporciona la distancia entre dos puntos sobre la esfera de radio R. De esta
forma, la distancia s entre los puntos 1y 2 viene dada por,

2
SIR/
1
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Figura (3.9): Geodésicas sobre una esfera (Ejemplo 3.11).

y si s debe ser un minimo, se puede identificar f como,
f =R (0% +Sen?0)? (3.78)
donde ¢’ = %,
®

Ahora, puesto que g—i = 0, se puede usar la forma infegrada de la ecuacién de
Euler (3.65) obteniéndose,

1 0 1 c
2 20z _ p = 2 2n\2 | — -
(07 + Sen?0)* — 0/ [ (67 + Sen? 6)*| = €. con €' = — 3.79)
Sen? = C' (02 + Sen26)? (3.80)
de la cual resulta,
2
d_go _ Ccsc? 6 ; 3.81)
A9 (1 — C2csc?6)2
y al infegrar,
¢ = Sen™* (Coﬁw) +a (3.82)

. L. 1-C? .
donde « es la constante de integracion y g% = ( - ) que, al reescribirla,produce,

cotf = 3 Sen (¢ — «) (3.83)
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Para interpretar este resultado, se transforma (3.83) a coordenadas rectangulares.
Con este fin, mulfiplicando (3.83) por R Sen # se obtiene,

(.

(BCosa) RSenf Sen ¢ — (5 Sena) RSenf Cos p = R Cos 6 (3.84)

Aplicando la identidad Sen(¢—a)=Sen ¢ Cos a+Cos ¢ Sen «

Yy puesto que a y 3 son constantes, se puede escribir,
BCosa= A, BSena=B (3.85)
de modo que queda escrita como,
A(RSenfSen ) — B(RSenf Cos ) = (R Cos#) (3.86)

Las cantidades en los paréntesis son justo las expresiones para y, = y z respectiva-
mente, en coordenadas esféricas, por lo tanto resultq,

Ay — Bxr =z (3.87)

que es la ecuacion de un plano que pasa a través del centro de la esfera. Por lo tanto
la geodésica sobre una esfera es el camino que el plano en la interseccion con
la esferq, el circulo mayor. Nétese que el circulo mayor es el maximo a la vez que es la
minima distancia en “linea recta” entre dos puntos sobre la superficie de una esfera.

3.2.2. Para multiples variables dependientes — Ecuaciones de Euler -
Lagrange

La ecuaciéon de Euler encontrada en la seccion es la solucion del pro-
blema variacional en el cual se deseaba determinar la Unica funcidon y (z) tal que la
integral del funcional f tfome un valor estacionario. El caso mas cominmente en-
contrado en Mecdnica es aquél en el cual f es un funcional de multiples variables
dependientes, es decir,

f=Fn @),y (@), v2(2),y5(2),..;7] (3.88)
o simplemente,
f=flyi(x),y (x);z], coni=1,2,...n (3.89)

En este caso, el problema variacional se convierte en encontrar las funciones y; (z)
qgue hacen que,

J= / U (@) 9 (@) 5] da (3.90)
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tome un valor estacionario. Siguiendo un procedimiento andlogo al mostrado en la

seccion resulta, 9F\1
Yi
/ Z {3% ( )} 80" G0

Ahora, al aplicar la condicion ( -, para encontrar asi los valores estacionarios de

J (),

y al aplicar el lema fundamental del cdlculo de variaciones (3.21),

af _i af
0y ayz/'

0y

8ozd

=0 (3.92)

) =0,coni=1,2,...n 3.93)

que son las ecuaciones de Euler para un funcional f de multiple variables dependi-
entes y conforman un conjunto de n ecuaciones diferenciales. Se les conoce también
como ecuaciones de Euler-Lagrange.

Posteriores generalizaciones del problema variacional fundamental son posibles fa-
cilmente. Asi se puede suponer que f es un funcional de las derivadas de orden superi-
ory”.y"”, etc., resultando en ecuaciones diferentes a las (3.93). O es posible extenderlo
a casos donde hay mudltiples pardmetros z; convirtiéndose la integral en multiple,
donde f involucraria también como variables derivadas de y; con respecto a cada
uno de los pardmetros z;. Finalmente, es posible considerar variaciones en las cuales
los puntos fronteras del camino no sean fijos

|Eiemplo 3.12' .
Hallar las extremales de la funcional,

s

J = /2 (y” + 2% + 2yz) da
0

sabiendo que y (0) =0,y (3) =1y 2(0)=0,2(3) = —1.
Solucion: Aqui,
f=y?+2"+2yz (3.94)

Ahora bien, f tiene dos variables 3 y z, por lo tanto, se debe escribir una ecuacion de
Euler para cada una de estas variables. Al sustituir 3.94) en las ecuaciones de Euler

(3.93) (parai=1,2cony, =y Yy ys = 2) resulta,

Para: = 1: g—i(af)
Yy’
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d | 2 . d |0 2 2 _
a—y(y + 27+ 2z) — — {ay,(y +274+2y2)| = 0
z—y" = 0 (3.95)

_ o 0f _d (Of _
Para: = 2: P dm(az’>_0

g (y/2 + 2/2 +2yz) _ i [% (y/2 +Z/2 —I—2y2’):| = 0

0z dx
y—2" =0 (3.96)
Si entre (3.99) y (3.99) se elimina z resulta,
yIV —y = 0
que al integrarla produce,
y=cre’ + coe " +c3Cosx + ¢y Senw 3.97)

Para encontrar z, se sustituye (3.97) en (3.95) resultando,

z2=c1e" +cpe " —c3Cosw — ¢y Senx (3.98)

Por ultimo, al aplicar las condiciones de frontera sobre (3.97) en (3.98) resulta,

c1=0, =0, c3=0Y =1 (3.99

por lo tanto, sustituyendo (3.99) en 3.97) y (3.98).

y=2Senx Y z=—Senx

| Ejemplo 3.13 I
Hallar las extremales de la funcionadl,

1
J= / (y? +2"?) d
0

sabiendoque y(0) =0,y (1) =1y 2(0) =0, 2 (1) = —2.
Solucion: Aqui,

f=y?+2" (3.100)
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Ahora bien, f tiene dos variables y y z, por lo tanto, se debe escribir una ecuacidn de
Euler para cada una de estas variables. Al sustituir (3.T00) en las ecuaciones de Euler

B.93) (parai=1,2cony, =yyy, = 2) resulta,

@y dy'
5 (y/2 +Z/2) _ - |:ay, (y/2 4 2/2) = 0
J = 0 (3.101)
’ of of
Parai: = 2: 3, " I (az’>
O oy A O n
) = [gh )] = o

2 =0 (3.102)

Las soluciones de 3.10T) y (3.T02) son respectivamente,

Yy = ar+co (3.103)
Z = 3T+ ey (3.104)

Por Ultimo, al aplicar las condiciones de frontera sobre (3.103) en (3.104) resulta,

c1=1, =0, c3=-2Y cs=0 (3.105)

por lo tanto, sustituyendo en 3.703) y (3.104),

y=x Y z=—-2x

|Eiemplo 3.14' .
Hallar las extremales de la funcional,
J :/ [, 7)dx

=1, 7) (3.106)

Solucién: Agui,
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3.2. CALCULO DE EXTREMALES SIN RESTRICCIONES

Ahora bien, f tiene dos variables y y z, por lo tanto, se debe escribir una ecuacidn de
Euler para cada una de estas variables. Al sustituir (3.T08) en las ecuaciones de Euler

B.93) (parai=1,2cony, =yyy, = 2) resulta,

. 8 I, d 0 roon|
Pra i = 1: 11 () = 1 | 11 0/,)] =0
=0
d | 0 YN
%{8—1/1?(%2)]—0

O (of\dy O (0f\d<
oy \oy' ) de 02 \0y' ) dv

[

TV
Por regla de la cadena

82f " an "

5V g = 0 (3.107)
v B d7[o
PGrGZZQ:gf(y,Z)—g[gf(y,Z)}=0
=0
d | o N
E{%f(y,z)}—o

0 (05Ndy 9 (9)dZ
oy \0z' ) du = 02 \ 0z ) dx

~
Por regla de la cadena

agf " a2f "o
8y’8z’y +8z’22 =0 (3.108)

Por dltimo, al resolver el sistema formado por (3.107) y (3.108) resulta,

" 2 2 2 2
2" =0 oy'0z' oy'? 022

de las cuales resulta, como se vid en el ejemplo anterior, lo siguiente,

y=cxr+c Y z=0cCT+cy

que es una familia de lineas rectas en el espacio. Como se puede ver, el ejemplo
anterior constituye un caso especial de éste,
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

3.3. Cadilculo de exiremales con restricciones

Existen aplicaciones en las que es natural considerar ciertas restricciones adi-
cionales sobre el conjunto de funciones de las que depende el funcional integral J
definido por (3.90). Supdngase que se quiere buscar, por ejemplo, el camino mds cor-
to entre dos puntos sobre una superficie. Enfonces, adicionalmente a las condiciones
ya discutidas antes, existe ahora la restriccion de que el camino debe satisfacer la
ecuacion de dicha superficie.

Una forma de abordar este problema es la de transformar el problema con restric-
ciones dado, a un problema equivalente sin restricciones mediante el uso del método
de los multiplicadores de Lagrange; de forma andloga a como se procede para hal-
lar los valores extremales para las funciones de varias variables en el curso bdsico de
cdlculo varias variables.

3.3.1. Restricciones del tipo g [y; (z);2] =0Y gy (z),yi (z);2] =0

En general, supdngase que se quiere encontrar las funciones y; () que hacen
que la integral (3.90),

T2
J:/ [lyi (x),y; (x);2]de, coni=1,2,...n
T
tome un valor estacionario, pero bajo las restricciones algebraicas impuestas por,
glyi(z);7) =0,conl=1,2,...m (3.109)

(el subindice [ indica que puede haber mds de una restriccion de este tipo, en to-
tal m) entonces, al aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, es posible
demos’roﬂ que se puede escribir la nueva intfegral funcional,

fz/m fdx (3.110)

con, -
F=Ff+> M@ @111

=1

donde las \; son los llamados multiplicadores de Lagrange. La expresion (3.110) repre-
senta el problema variacional sin restricciones (pues ahora estdn contenidas en f) del
problema variacional con restricciones original planteado por las expresiones (3.90) y

WVer (15), pdags. 388-390.
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

(3.109) en conjunto. Como (3.110) es sin restricciones, entonces f debe cumplir con las
ecuaciones de Euler - Lagrange 3.93), por lo tanto,

of _d (of)_,
dy;  dx \ Jy; a

d (of\ of
xa (ay;) -Loq 3.112)
donde,
N Ogp  d (dg\] d\ g
Q=2 {Al [(91/2' dx (01/2) dzx 0y£} G119

=1
que son las ecuaciones de Euler - Lagrange para el problema planteado. La general-
izacion para \; = N [y; (z) ,y! (z) ; 2] es sencilla.,

La solucidén completa al problema depende ahora de la determinacion de n fun-
ciones y; Y m funciones \;. Como hay m dadas por y n ecuaciones dadas por
(3.1772), entonces existen suficientes ecuaciones para permitir una solucién completa
al problema planteado. Aqgui las )\; son consideradas indeterminadas y son obtenidas
como parte de la solucion.

En el caso de que se tenga una restriccion del tipo g, = g[y; (z);z], la expresidon

(3.113) se reduce q,
Q=3 a2 3.114)

|Eiemplo 3.15' o y .
Hallar las geodésicas del cilindro circular r = R.

Solucioén: En la figura|3.10/se muestra esquemadticamente lo planteado. En coorde-
nadas Cartesianas,

g=2"+y"—R*=0 (3.115)

y el elemento de longitud (elemento de linea) viene dado por,
ds* = do’® + dy* + d2?
de aqui que la longitud de la curva venga dada por,
2 1 2 1
5 = / (da® + dy? + d2*)? = / (1492 +27%) d
1 1

de modo que,
1
f=1+y*+27)?
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

ZA
a8
\ Punto

— ds

Punto
2

oN

<Y

X P

Figura (3.10): Geodésicas en un cilindro circular recto de radio R (Ejemplo 3.15).

Ahora, al usar 3.1T2) con Q,; dada por (3.1T4) puesto que en este caso g no depende
de las y., las ecuaciones de Euler vendrdn dadas por,

d (of\ of _
?(@)‘a—y =

d _1
E;[(1+—ym—%zﬂ) zyq = 2\y (3.116)
Y.
d(ofy_of _
dr \ 0% 0z
d /2 2 *% !
— @+ )] = 0 3.117)
Ahora bien, de (3.11/) resulta,
(14y2+2%) 72 = ¢ (3.118)
y de @1T5), 1
y ==+ (R*—2%)? (3.119)
Al sustituir (3.TT9) en (3.TT8) resulta,
T (3.120)
(R2_$2)§

donde,

1
C% 2
Cy =
1—¢
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

Por ultimo, al resolver (3.120) se obtiene,

2z = coRtan™! (ﬁ) + c3 3.121)

|Eiemplo 3.16' o .
Geodésicas en general. Sea ¢ (z,y, z) = 0 la ecuacion de una super-

ficie S dada y suponiendo que toda curva diferenciable definida sobre S admite una
parametrizacion del tipo,

a(t)=(z(t);y(t);z(t), a:tot]— S

hallar las geodésicas sobre S.
Solucién: Aqui,
g=¢(,y,2) =0 (3.122)

En coordenadas Cartesianas el elemento de longitud (elemento de linea) viene dado
por,

ds® = [dx ()" + [dy (1)) + [d= ()]
de aqui que la longitud de la curva venga dada por,

1

8=/1 {[d:r(t)]2+[dy(t)]2+[dz(t)]2};=/1 {[:r’(t)]2+[y’(t)]2+[z'(t)]2}2dt (3.123)

que es la cantidad que se quiere minimizar, de modo que,

= {w OF+ b OF + = 0F) 5.124)

Ahora bien, f tiene tres variables dependientes x, y, z y t como variable independiente.
Por lo tanto, se debe escribir una ecuacién de Euler para cada una de estas variables
dependientes. Ahora, al usar 3.112) con Q; dada por (3.TT4) puesto que en este caso
g no depende de las y;, las ecuaciones de Euler (parai =1,2,3CconNy; =z, y2 =y, ys = 2
y para [ = 1 por haber sélo una restriccion) vendrdn dadas por,

Parqizl:i(ﬁ)—g:A%
Ox

dt \ 9z’ Ox
d| o , 5 2 e\ L Of (o n, s _ €
y Gx’(x +y +z)] m( +y?+27%)°2 = A2
d LA B (3.125)
dt (22 + 2 + 22)2 Ox
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

.. d [(of _8f_ %
Paraz_2.dt(ay,) ay_)\ay

d a 12 12 12 % . % 12 12 12 % _ %
7 W(a; +y +z)] ay( +y”? +2%) _/\ﬁy
4 Y I NS (3.126)
dt (33"2 + y/2 + 2/2)5 (9y
Y,
. d(OF\ of o€
Para i = 3 dt (Gz’) 0z A@z
d|d 2 2 2\5 | a_f 2 2 2\s %
yy az,(:c +y +z)] 8z( +y? + 27) = A5
4 : |-\ (3.127)
dt (22 4 o2 + 272)2 0z
pero como,
d_dsd _d
dt ~ dtds  ds
y de 3.123),
ds / / / %
= (2 +y? + 27?)
entonces B.125), (3.128) y (3.127) se pueden escribir como,
d’r/ds® A
oc/ox &
d*y/ds* A
ooy &
d*z/ds® A
06/0z 8
o,

d*x/ds*  dPy/ds®  d*z/ds® A
oc/0x  0EJOy  O£)0z S

expresando que la normal a la curva coincide con la normal a la superficie, definicion
usual de geodésica en geometria diferencial.
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

3.3.2. Restricciones del tipo isoperimétrico

Se llaman problemas isoperimétricos, en el sentido estricto de esta palabra, a
los problemas sobre la determinacion de una figura geométrica de superficie maxima
con perimetro dado.

En la actualidad se llaman problemas isoperimétricos a una clase mucho
mas general de problemas, mds precisamente, a todos los problemas varia-
cionales en los cuales se pide hallar el extremo de la funcional (3.90),

JZ/ fly: (), 4, (z);2]de, coni=1,2,....n

tome un valor estacionario, pero bajo las llamadas restricciones isoperimétric-
as,

/ ailyi (z), v (x);2]de =g, conl=1,2,...m (3.128)

T1
donde las g, son constantes; m puede ser mayor, menor o igual a n, y también
l
problemas andlogos para funcionales mas complejas.

Los problemas isoperimétricos pueden ser reducidos a problemas con restricciones
del tipo g [yi (z) , . (x) ; ] = 0 por medio de la infroduccidon de nuevas funciones desco-
nocidas. En efecto, al hacer,

/I2 ailyi (z),y; (x) ;2] de = hy () (3.129)

1

con,
hi(z1) = 0
hy(z2) = g, porla condicién
y derivando h,; (x) con respecto a z, se obtiene,
hi (@) =gy (2) i (2) ;2] O ailyi (2),y; () ;2] — Ry (x) =0 (3.130)

de manera que las restricciones isoperimétricas (3. 128) han sido reemplazadas por res-
tricciones diferenciales, reduciéndose asi al problema estudiado en la seccidn anterior.

Ahora bien, en lugar de estudiar los valores extremos de (3.90) restringidos por (3.130).
se pueden estudiar (inspirdndose en el procedimiento seguido en la seccidn anterior)
los valores extremos sin restriccion de la funcional,

=
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

donde, -
F=F+> M@ (o —h) (3.132)
=1
cuyas ecuaciones de Euler vienen dadas por,
d (of\ of ,
- — = 0, =12,..
I <8y§) oy 0,con: ,2,...m
ogi g
—_ — l'l
<3y1 +Z layz‘) dy; ZAI oy (3.133)
Y,
of af -
e <8h’> o = 0,conl=1,2,...m
ilr) (3.134)
dx

de la cual se deduce que todos los )\; son constantes. Por lo tanto, de (3.133) y (3.134)
se pueden escribir las ecuaciones de Euler - Lagrange para este caso como,

of
oy}

of
0y

4
dx

que es lo mismo que se obtiene a partir de (3.112) sabiendo que los ),

-Q

i (

Qi:i/\l{

=1

dg;
Oy

con,
dg;

)

oy’

|Ejemplo 3.17' _
Hallar las extremales de la funcionadl,
J = / ydx
0

=0,y (7) = 0y sujeta a la restriccion isoperimétrica,

/ yide =1
0

sabiendo que y (0)

Solucién: Aqui,

(3.135)

son constantes.

(3.136)

(3.137)
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

y como para este caso A es constante (por ser un caso de restriccion isoperimétrica),

se obtiene de B.1T12) y (3.1358) (i =1 = 1),
d(ory or o

dx \ Oy B oy oy
i < ay/2> ay/Q _ 8_3;2
dx \ Oy dy dy
y' o= Ay (3.138)

que representa un problema de autovalores. Las raices del polinomio caracteristico
son V.

Son posibles dos casos:
1. Si A > 0, la solucidn general viene dada por,
y () = c1e¥™ + cpe VN

que no puede satisfacer las condiciones de frontera dadas, no existiendo asi solu-
ciéon para A > 0.

2. Si A < 0, la solucién general viene dada por,

y (x) = ¢1 Sen <\/—_>\:zc> + ¢, Cos (\/—_)\x> (3.139)
De la condicion de frontera y (0) = 0 resulta,
y(0)=cy=0 (3.140)
ydey(r) =0,
Sen (x/—_m> —0=A=0,—1,—4,....—n% conn=1,23,... (3.141)

Ahora, teniendo presente (3.140) y (3.141), de la restriccion isoperimétrica resulta,

/O7T [cl Sen (\/—_/\x> + ¢3 Cos (\/—_/\x)}2 dr =1

== 2 (3.142)

™

Por lo tanto, al sustituir los resultados (3.140) y (3.142) en (3.139), se obtiene,

2
y(a:):j:\/jSen(m:), conn=1,23,...
7r
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

y =y(x)

1
-d 0o ax

Figura (3.11): Funcién y (z) cuya drea encerrada ha de maximizarse (Ejemplo 3.18).

|Eiemplo 3.18' . B . o .
Determinar la funcion y () de longitud ¢ limitada por el eje = en la

parte inferior y que pasa por los puntos (—a,0) y (a,0) y que encierra la mayor dreaq.

Solucién: En la figura se muestra que,
dA = ydx (3.143)

de manera que,
A:/ ydx (3.144)

—a

que es la cantidad que se quiere maximizar, por lo tanto,
f=y (3.145)
teniéndose presente que y () debe cumplir con las condiciones y (—a) =0y y (a) = 0.

Por otro lado, y (z) debe tener longitud ¢, por lo tanto,

a

ds:(de—l—dy?)éﬁs:/ (1+y’2)%dcp:€ (3.146)

que es una restriccion isoperimétrica. De aqui que,
g= (1+y’2)% (3.147)

y como para este caso \ es constante (por ser un caso de restriccion isoperimétrica),

se obtiene de 3.T12) y 3.T35) i =1 = 1),
A4 (or\_of _ |9 _ 4 (99
dfl?(@y’) 8yA{3y dw(ay’)} 149
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

pero,
of _ of _ 99 _ 99 _ _ o
oy 1 oy 0 y 0 Yy (1+y’2)%
entonces,
d ! 1
S P S (3.149)
dl’ (1 + y/2)§ )\
que al integrar resultq,
Ay’ , 2
————— =1 — ¢;, CON ¢ constante de integracion (3.150)
(1+y2)?

Esta ecuaciéon puede ser reescrita como,

dy—+— =) g (3.151)
[\ — (2 — 01)2]

N

y al integrarla resulta,

1

y=7F [N — (z — c1)’]® + c2. CON ¢, Ofra constante de integracion (3.152)

y reordenando términos,

(x—c1)? 4 (y —c)? = N2 (3.183)
que representa un circulo de radio A centrado en (cy, ¢p). El drea maxima es un semi-
circulo limitado por la linea y = 0. El semicirculo parte del punto (—a,0) y llega hasta
el (a,0) (0 viceversa), lo cual significa que el circulo debe estar centrado en el origen
(c1,¢2) = (0,0) y fiene radio A = a. La longitud del semicirculo es ma = ¢, por lo tanto,
a = {/m. De todo lo anterior se deduce que,

) 1
E 2
T
sea la funcién buscada.

| Ejemplo 3.19 I ) .
Para atravesar un rio se coloca, desde una orilla a la ofra, una cuer-

da de longitud ¢ de densidad lineal de masa p. Si la separacidn entre las orillas es 2a
2a < 1), ¢qué forma tomard la cuerda con el fin de minimizar la energia potencial?
(ver figura [3.12).

Solucion: Si ds es el elemento de longitud de la cuerda, entonces su energia poten-
cial vendrd dada por,

AU = —pugyds 3.154)
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

y Origen de U=0
—d potencial = d

ds

Figura (3.12): Cuerda de longitud ¢ colocada entre las orillas de un rio de ancho 2a (Ejemplo 3.19).

y como, 1
ds = (da* + dy*)* = (1+y*)* do
entonces, .
U= —,ug/ y(1+y?)?de (3.155)

—a
que es la cantidad que se quiere minimizar, pero sujeta a la restriccion de que la lon-
gitud de la cuerda permanezca constante, es decir,

/ds:/ (1+y?)% do = (3.156)

gue es una restriccion de fipo isoperimétrica. De (3.155) y (3.156) se puede identificar,

f o= —ngy(1+y?)? 3.157)
¢ = (1+y?)? (3.158)

(se ha escrito ¢* para no confundirla con la aceleracidon debida a la gravedad g).
Como para este caso A es constante y ¢g* depende de las y;/, se obtiene de (3.112) y

(3.139) i =1=1),
A (OfN_of _ |99 _ d (9g
dx \ 0y’ dy Oy dx \ 0y

—/ﬁg% {% [y (1+ y'Q)%] } + ug% [y (1+ y’z)%} = )\% [(1 + y’z)%}

—)\% {a% [ +y’2)5”
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3.3. CALCULO DE EXTREMALES CON RESTRICCIONES

que puede ser escrita como,

dy dx
= (3.159)
2 A
L+y® y—
y puesto que dx = %dy' entonces (3.159) se puede escribir como,
- Wo_ A (3.160)
+y Y=g
Ahora bien, al integrar resulta,
)\ 2
y? = <y - —) — 1, ¢, = constante de integracion @.161)
19
y al hacer la sustitucion,
y—i:%(}oshu @3.162)
mg
en (3.161) se obtiene,
u/2 =
cuya solucion es,
u=c*z + ¢y, ¢y = constante de integracion (3.163)
Entonces, de (3.162) y (3.163) se obtiene,
A
y= - Cosh (% + ¢) + (3.164)
o2 (4 ) 1y

Las condiciones de frontera establecen que y (+a) = 0. Al aplicarlas sobre (3.164)
resulta que,

A
Paray(a) = O OzﬁCosh(c1 a+C2)+E

A
Paray(—a) = 0: 0= Cosh( c1 a + 02) + —
c1 Hg
de las cuales se puede deducir que ¢; = 0 ya que a # 0y, por lo tanto,

A= —17 Cosh (c}ma) (3.165)

1/2

Por otro lado, para hallar ¢; se usa la restriccion isoperimétrica (3.156). En efecto, al
sustituir (3.164) en dicha restriccion resultq,

/_a |1+ Senb? (c}/za;)} de = 0= W Senh (¢}%a) = ¢ (3.166)
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

que es una ecuacion trascendental para c;.

Finalmente, de (3.164) y q3—.1‘551> resulta,

v=- /2 |Cosh (c}/%2) — Cosh (¢1/%a)|

que es una catenaria, con ¢; dada por (3. 166).

3.4. Lanotacioén §

En el andlisis donde se usa el cdlculo de variaciones, se acostumbra a usar
una notacién compacta para representar la variacidon. Ahora bien, la expresion (3.19)
puede ser escrita como,

01 o [ 105 d (01\] Oy
aada = /xl {8@/ o (83/)] aadada: (3.167)
y si se hace,
%da = 0J (3.168)
[oJe"
@da = y (3.169)
Oa
se puede escribir (3.167) como,
o= [ (2] s
Jdy dx

Ahora, en vista de la nueva notacidn, la condicién para que la integral (3.1),

=/$2f[y<m>7y’<x);x]dx

tfenga un valor estacionario, puede escribirse ahora como,
wza/ Fly(@) .y (@):a]dz = 0 3.170)

Infroduciendo el simbolo de variacién ¢ en la integral (puesto que por hipdtesis los
limites de integraciéon no son afectados por la variacion por ser fijos) se tiene,

5J:/:26fd9::/w1 (gfa —%5@/)01
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3.4, LA NOTACION §

(X4:¥4)

Camino
variado

1

/

Camino
real

(X5,Y,)
o X

Figura (3.13): Desplazamiento virtual.

pero,
r_of(dy\ _ d

_ [T"lof, _of d
”‘L [ay‘s oy s “y)] o

e intfegrando el segundo término por partes,

(5J:/x2 {%—i<ﬁ>} oydx G3.171)

entonces,

Oy dx \ 0y

Puesto que la variacion §y es arbitraria, la condicidn para que J tfenga un valor
estacionario,
0J =0

requiere que el integrando de (3.17/1) se anule debido allema fundamental del cdlculo
de variaciones enunciado en la seccion |3.2. 1, resulfando asi las ecuacion de Euler

@.22).

Aunque la notacién § es usada frecuentemente, es importante darse cuenta que
es sOlo una notacidén compacta de cantidades diferenciales mas precisas. El camino
variado dy puede ser interpretado fisicamente como un desplazamiento virtual desde
el camino real consistente con todas las fuerzas y ligaduras (ver figura[3.T3). Esta vario-
cion 4y se distingue del desplazamiento diferencial dy por la condicidn de que dt = 0,
es decir, el tiempo es fijo como fue visto en la seccién 2.9.7] El camino variado dy de
hecho, ni siquiera corresponde a un posible camino de movimiento. La variacion debe
anularse en los extremos del camino.
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

3.5. Problemas

1. Hallar la extremal del problema isoperimétrico,

1
J:/ (y'2+x2) dz
0

1
/ yide =2
0

sabiendo que y (0) =0y y (1) = 0. Resp.: y = +2Sen (n7z), donde n s un entero.

con la restriccién,

2. Hallar las extremales del problema isoperimétrico,

1
J—/ ydx
0

1
/ydx:a
0

donde a es una constante. Resp.: y = \x? + c1x + ¢, donde ¢y, ¢, ¥ ) se determinan
de las condiciones de frontera y de la condicién isoperimétrica.

con la restriccion,

3. Dada la funcional, )
J = / (ay”? — by?) dz
0
donde a y b son costantes positivas y que satisface las condiciones de frontera y (0) =
Oyy(1)=1.

a. Hallar el camino extremal de la funcional.

b. Encuentre el valor de J usando el camino extremal hallado en (a).
4, Hallar el extremal de la funcional,
J = / (2ySenz — y?) da
0

que satisface y (0) = 0y y (m) = 0. Mostrar que este extremal hace que J tome un
mAaximo global. Resp.: y = Sen x.

5. Hallar la extremal del problema isoperimétrico,
1
J = / (y? + 2% — 4oz’ — 42) da
0

con la restriccion, ,
/ (y/Z Y — 2/2) dy — 2
0

sabiendo que y (0) =0,z (0) =0y y(1)=1,z(1) =1.Resp.:y = —22? + Lz; z = x.
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3.5. PROBLEMAS

6. Anadlizar el extremo de la funcional,

J = / 2 (y2 + ZIyy') dx

sabiendo que y (z1) = y, Y v (z2) = y;. Resp.: La infegral no depende del camino de

integracion. El problema variacional no tiene sentido.

7. Hallar las extremales de la funcional,

J:/2y’(1+x2y’)d:p

1

Resp.: Las extremales son las hipérbolas y = < + ¢,.

8. Hallar las extremales de la funcional,

J = / 2 (y? + 22y’ — 16y?) dx

1

Resp.: y = ¢; Sen (4 — ¢3).

Q. Hallar la extremal de la funcional,

1
J:/ (y? + ) do
0
bajo las condiciones de fronfera y (0) =1y y (1) = 2.

10. Hallar la extremal de la funcional,

1
J:/ (y? +v°) da
0

bajo las condiciones de frontera y (0) = 1y y(1) = e L. Tener presente que e** =

Cosh x + Senh x. Resp.: y = Cosh z — Senh z.

11. Hallar las extremales de la funcional,

J:/ 2(xy’+y'2)d:v

71
22
Resp.: Yy=—7 + c1x + co.

12. Hallar las extremales de la funcional,
€2 2
J = / #dm
oY
Resp.: y = sinh (c1x + ).
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

13. Sea F' (z,y) = y + zy'. Muestre que fabF(x,y) dx no depende del camino y = y (z),
por lo tanto, el problema de optimizar dicha integral no tiene sentido.

14. Hallar las extremales de la funcional,

xr2
J = / (v* +y”* — 2ySenz) do

x1

Resp.: y = c1e®” + e + % Sen x.

15. Hallar las extremales de la funcional,

T2
J= / (2yz — 29> + ¥ — 2”%) da

x1

Resp.: y = (cyz + ¢2) Cosz + (c3x +¢4) Senx; z = 2y + y”’, de donde z se determina
faciimente.

16. ¢En qué curva puede alcanzar su extremo la funcional

sabiendo que y (0) =0y y (3) = 1?. Resp.: y = Sen z.

17. ¢En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional

1
J—/ (1+9?)" do
0

sabiendo que y (0) = 0y y (1) = 0?. Mostrar que esta extremal hace que J tome un
minimo global.

18. ¢En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional

T2
J:/ yide

sabiendo que y (x1) = y, Y y (z2) = y1?. Resp.: y = 0. La extremal y = 0 pasa por los
puntos frontera sélo cuando y, =0y 3; = 0.

19. Hallar el extremal de la funcional,

2
J:/ 2y %dx
1

que satisface y (1) =0y y(2) = 1.
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3.5. PROBLEMAS

20. Hallar el extremal de la funcional,

1 2\2
J:/de
0

y/2

que satisface y (0) =0y y (1) = 1.

21. Hallar el extremal de la funcional,

1
J :/ (y/2 . y/4) dx
0
que satisface y (0) =0y y (1) = 0.
22. Hallar el extremal de la funcional,
2 3?3
J = / —dx

Y

que satisface y (1) =1y y(2) = 4.

23. Hallar la extremal de la funcional,
%
J:/ y 2z —y)dx
0

bajo las condiciones de frontera y (0) =0y y (5) = 3.

24, Hallar las extremales de la funcional,
T2
J = / (y* — y” — 2y Cosh z) dx

25. Hallar las extremales de la funcional,

J:/ 2 (y* —y” — 2y Senz) dx

1

26. Obténgase la forma que adopta la ecuacidon de Euler-Lagrange en los siguientes

Casos particulares:

a) f sélo depende de .

b) f no depende de y.

O f=Q(xy)V1+y2
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

27. Hallar la extremal de la funcional,

2
J = / (v — 22y) dx
1

bajo las condiciones de frontera y (1) =0y y (2) = —1. Resp.: y (x) =

28. Hallar la extremal de la funcional,

3
J:/ (3x — y) ydx
1

bajo las condiciones de frontera y (1) = 1y y (3) = 43. Resp.: La extremal encontrada
no satisface la condicidn y (1) = 1, por lo tanto, este problema variacional no tiene
solucion.

29. Hallar la extremal de la funcional,

2
J:/ (y'+y)2d:z:
1

Senh(2—x)

bajo las condiciones de frontera y (1) = 1y y (2) = 0. Resp.: y (z) = ~g. 17

30. Hallar la extremal de la funcional,

= [ i

bajo las condiciones de frontera y (0) = J% yy(l) = J% Resp.: Hay dos extremales
dadas por,

+(3£2v2) (22 - 1)

y(z) = (V3L
31. Hallar la extremal de la funcional,
1
J:/ yy*dx
0
bajo las condiciones de frontera i (0) = 1y y (1) = v/4. Resp.: Hay dos extremales

dadas por, y (z) = {/(z + 1)y y (z) = \3/(3:13— 1)

32. Hallar la extremal de la funcional,

1
J:/ (y'2—y2—y)62xdaj
0

bajo las condiciones de fronteray (0) =0y y (1) = e ' Resp.:y (z) = 3 [e ™ + (1 + ) ze™* — 1].

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . ] 20



3.5. PROBLEMAS

33. Hallar la extremal de la funcional,
J = / (zy” +yy') dz
1
bajo las condiciones de fronfera y (1) =0y y(e) = 1. Resp.: y (z) = Inz.

34. Hallar la extremal de la funcional,
b
J = / [2zy + (2% + €¥) y] da

bajo las condiciones de frontera y (a) = Ay y (b) = B. Resp.: La infegral no depende
del camino de integracion por lo tanto, este problema variacional, no tiene sentido.

35. Hallar la extremal de la funcional,

1
J :/ (zy' + €¥) dx
0

bajo las condiciones de frontera y (0) =0y y (1) = a. Resp.:y (z) = 0Sia =0;Sia # 0
no existe extremal suave.

36. Hallar la extremal de la funcional,

1
J:/ (Qey —y2) dx
0

bajo las condiciones de frontera y (0) = 1y y (1) = e. Resp.: No hay extremales, |a
ecuacion de Euler no tiene soluciones.

37. Considérese la funcional,
J:/ fly @)y () ;2] da

con las condiciones de frontera y (z1) = Ay y(z2) = B. Demostrar que la ecuacion
de Euler se mantiene al agregar al intfegrando la derivada total de cualquier funcion

u=u(zr,vy).

38. Hallar las extremales de la funcional,

b
J:/ 2™y dx

y probar que para n > 1 no existen extremales que pasen por dos puntos distintos
situados sobre el eje Oy.
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

39. Demuéstrese la invariancia de la ecuacidn de Euler frente a cambios de coorde-
nadas.

2
40. Considerar la funciéon f = (dy—(“’)> donde y (x) = z. Sumar a y (x) la funcién n (z) =

dx

Sen (z), y (Q) graficar y (z) y dos de sus variaciones y («, ) en un mismo plano Carte-
siano, (b) encontrar J () entre los limites © = 0y = = 27, (b) mostrar que el valor
estacionario de J (a) se da cuando « = 0. Resp.: (b) J (a) = 7 (2 + a?).

41. Considerar la funcion f = [(%—?) —e¥ — 1}2 + 2? donde y(z) = x + €*. Sumar a
y (z) la funcidén 7 (z) = 2? — Cos (z) — 1, y () graficar y (z) y dos de sus variaciones
y (o, ) en un mismo plano Cartesiano, (b) encontrar J («) entre los limites = —1y
x = 1, (b) mostrar que el valor estacionario de J («) se da cuando « = 0. Resp.: (b)

J(a) =2+ 1 (37 + 57+ 16) o,

42. Encuentre y resuelva las ecuaciones para las geodésicas sobre un plano, usando
coordenadas polares planas (r, ) en términos de las cuales el elemento de distan-
cia ds es dado por ds? = dr? + r2dy?.

43. Encuentre:

a) La expresion general para el camino mds corto sobre |la superficie de un cono
de semidngulo o mediante cdlculo variacional. Tome la ecuacion del camino
en laforma p = p(p), donde p es la distancia desde el vértice O y ¢ es el dngulo
polar cilindrico medido alrededor del eje del cono (ver figura|3.14). La ecuacion
de un cono viene dada por z = 1 — \/z% + 4. Resp.: p = ; Senasec [(¢ — ¢) Senal,
con ¢ una constante.

b) Encuentre el camino particular que satisface las condiciones de frontera p (+5) =

aCos(% Sena)

Qa. Resp.: P = W.

44. Un fabricante desea minimizar la funcional de costo,

c=/0 (B4 y)y + 2y do

sujeta a las condiciones de frontera y(0) = 0y y(4) = X, donde X es el volu-
men deseado de produccion. Encuentre el extremal de C que satisface las condi-
ciones dadas y pruebe que ésta hace que C tome un minimo global. Resp.: y =
1z (22 + X —8).

45, Considérese la propagacion de los rayos de luz en un medio axialmente simétrico
donde, en un sistema de coordenadas cilindricas (r, ¢, z), el indice de refraccion es
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3.5. PROBLEMAS

Figura (3.14): Camino mds corto sobre la superficie de un cono de semidngulo « (Problema .

n = n(r) y los rayos estdn en el plano z = 0. Para este caso el principio de Fermat
resulta en la funcional,

[N

de

T = c_l/%TL(T2 +r'2)
®

o

donde c es la velocidad de la luz en el vacio, T es el tiempo empleado por un rayo
de luz para ir de un punto a otro, »r = r(p) es la ecuacion del camino seguido y

/ __ dr
T = %.
a) Mostrar que las extremales de T satisfacen la ecuacidon diferencial ordinaria,

nr?

———— = constante
(r2 4r2)2

b) Mostrar que si se escribe ' = rtanvy (xp dngulo entre la tangente al rayo vy la
superficie cilindrica local r =constante), la anterior ecuacién se transforma en,

rn Cos 1) = constante

que es la forma de la ley de Snell para este caso.

46. Muestre que el extremal de,

1 = 2
J = V/// |:V¢([E17172,I3) d!EldIdeg
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

viene dado por,
V2¢ (xla T2, .%3) =0

J representa el valor promedio del cuadrado del gradiente de ¢ (x4, 23, x3) dentro
de un cierto volumen V.

47. Encuentre el camino mds corto sobre la superficie de una esfera, pero usando
ahora los multiplicadores de Lagrange.

48. A partir de la forma usual (no integrada) de la ecuacién de Euler, rehacer el pro-
blema de encontrar el camino mds corto sobre la superficie de una esfera, usando
6 como variable dependiente y ¢ como independiente. Mostrar,

a) que se obtiene la ecuacion diferencial,

d [ 0
tanf— — () =o¢
MY, (Sen2¢9)

donde ¢ = j—fi.
b) y que,

d o'
— (tanf) = ————
dgo(an ) Sen? 0

Use esta expresion para resolver la ecuacion encontrada en (Q).

49. Rehaga el problema de encontrar el camino mds corto sobre la superficie de una
esfera usando ambas 0 y ¢ como variables dependientes, formuldndolo como un
problema paramétrico escribiendo las condiciones de frontera apropiadas. Com-
bine las dos Ecuaciones de Euler-Lagrange resultantes y muestre que se obtiene el
camino ya conocido.

50. Dada la superficie z = 3,

a) ¢cudl es la curva sobre esta superficie que une los puntos (z,y,z) = (0,0,0) y

(1,1,1) que tiene la minima longitud?. Resp.: y = 5— [(1 + %x)S/Q = 1].

b) Use la computadora para generar una grafica conjunta que muestre la superfi-
cie dada y el camino mds corto obtenido en ().

51. Mostrar que la geodésica sobre la superficie de un cilindro circular recto de radio
R (ver figura[3.15) es un segmento de hélice,

Y =c1 + Ccz

Usar coordenadas cilindricas ds? = R2dyp? + dz>.
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ZA
Y
N |

Punto
N
Punto 'k— ds
2 |
g .
o™ 1
y
0]

X

Figura (3.15): Geodésicas sobre la superficie de un cilindro circular recto de radio R (Problema .

a) Sin usar multiplicadores de Lagrange.

b) Usando multiplicadores de Lagrange.

52. Considérese la linea que une los puntos (z1,y;) = (0,0) y (z1,41) = (1,1). Mediante
los siguientes pasos, se mostrard explicitaomente que la funcion y (z) = z produce
un camino de minima longitud mediante el uso de la funcidn variada y (o, x) =
z+aSen(r (1 — 1)

a) Muestre que la longitud s de la curva y («, ) que une los puntos (z1,y;) = (0,0) y
(z1,91) = (1,1) es,

s = Q/ [1 — ar Cosu
T Jo

1 1/2
+§a27r2 Cos? u} du

donde se ha hecho el cambio 7 (1 — z) = u. AQuii s es el funcional.

b) La anterior integral no puede resolverse directamente puesto que, de hecho,
es una integral eliptica. Sin embargo, como «a es pequena se puede desarrollar
el integrando en la forma (1 — z)*/* hasta el término cuadrdtico. Mostrar que el
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CAPITULO 3. CALCULO VARIACIONAL CON FRONTERAS FIJAS

resultado de esta operacioén viene dado por,
2 [T 1
s = £/ {1——(a7rCosu
T Jo 2
L2 Gos) — L
0T Cos” u 3 (am Cosu

1

2
—§a27r2 Cos? u) 4 ... | du

©) Ahora, si en la anterior expresion se dejan sdlo los términos hasta Cos? u y se inte-
gra, mostrar que el resultado viene dado por,
s=v2(1+ i7r2042
16

d) Por dltimo, mostrar que cumple con la condicidn para que esta integral fome un

valor estacionario, es decir,
0s

dax
mostrandose asi que la funcion y (z) = = produce un camino de minima longitud.

=0

a=0

53. Encuéntrese la ecuacion de la linea que proporciona la distancia mdas corta en-
tre dos puntos en el espacio (z1,41,21) Y (79,2, 22). Ayuda: Supdngase que =, y Yy z
dependen del pardmetro ¢ y que los puntos extremos son expresados por (x; (¢1).
y1 (01)., 21 (1) Y (x2 (), ya (£2). 22 (£2)). Resp.: =1L = LU — 2221 que es la ecuacion

T2—T1 Y2—y1 zZ2—Z21

de la recta en el espacio que pasa por los puntos (z1,y1, 21) Y (22, Y2, 22).

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . ] 26



CAPITULO 4

Transformacién de Legendre
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4.1. Definicion

La transformacion de Legendre]|es una herramienta matematica comdnmente
utilizada en Mecdnica Cldsica, Mecdnica Estadistica y Termodindmica.

"Reciben su nombre debido a Adrien-Marie Legendre (Paris, 18 de septiembre de 1752 - Auteuil, Francia,
10 de enero de 1833), Matemdtico francés. Hizo importantes contribuciones a la estadistica, la teoria
de nUmeros, el dlgebra abstracta y el andlisis matematico.
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CAPITULO 4. TRANSFORMACION DE LEGENDRE

Bajo algunas circunstancias, es Util almacenar la informacién contenida en una
determinada funcién de una forma diferente. Dos ejemplos comunes son las tfransfor-
maciones de Fourier y de Laplace. Estas expresan la funcidn como la suma de ex-
ponenciales (reales o complejas), mostrando la informacion contenida en la funcidn
en términos de la suma de cada componente contenida en la misma mds que en
términos de su valor.

Una transformacion de Legendre da como resultado una nueva funcion,
en la que se sustituye una o mas variables independientes con la derivada de
la funcidn original respecto a esa variable.

En ciertos problemas matemdaticos o fisicos es deseable expresar una cierta mag-
nitud F (como la energia interna) mediante una funciéon diferente G en la que los
argumentos sean precisamente las derivadas de la funcidn respecto a las antiguas
variables.

Supdngase que se tiene una relacidon matemdatica cualquiera,
F = F (uy,ug,...,u,) = F(uw;),coni=1,2,....n 4.1

que serd llamada relacion fundamental para senalar que contfiene toda la informa-
cion necesaria para caracterizar la relacion. Ahora, es de interés tomar las variables,
OF (u;
v; = OF (u;) 4.2)
aui

como variables independientes sin perder nada de la informacién contenida en la
relacion fundamental, es decir, se quiere escribir F = F (v;). Esto no se logra por el
simple arfilugio de escribir las u; en términos de las v; usando (4.2) y reemplazdndolas
en la relacion fundamental (4. 1).

Para comprender mejor lo inadecuado de este procedimiento, piénsese en el caso
de una sola variable . Si la relacion fundamental F = F (u) estd representada como
se muestra en la figura[4.T(a) y se elimina « mediante la expresién para la pendiente v,

dF (u)

V== (4.3)

una breve reflexion indica que con tal procedimiento se perderia algo del contenido
matematico de la relacion fundamental F = F (u), puesto que:

1. Desde el punto de vista geométrico, es evidente que el conocimiento de F en
funcion de la pendiente v no permitird reconstruir la curva F = F (u). En efecto,
cualquiera de las curvas de la figura[4.T(b) satisface la relacion F = F (v).
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4.1. DEFINICION

N (a) u ©

FM FM/
(b) L:

Figura (4.1): (a) Representacion de la relaciéon fundamental F = F (u). (b) Representacion de una familia
de relaciones fundamentales.

2. Desde el punto de vista andlitico, la relacidon F = F (v) es una ecuacion diferencial
de primer orden, y su integracion da una F = F (u) en la que queda indeterminada
una constante de integracion. Asi pues, se ve que la aceptacion de F = F (v) como
relacion fundamental en lugar de F = F (u) implicaria la pérdida de parte de la
informacidn contenida originalmente en la relacion fundamental.

A pesar de |la conveniencia de disponer de v como variable independiente, este
sacrificio del contenido informativo es completamente inaceptable. La soluciéon acept-
able al problema planteado es suministrada por la dualidad entre la geometria con-
vencional del punto y la geometria de Plucker? de las lineas

El concepto esencial en la geometria de lineas es que una curva dada puede re-
presentarse igualmente bien como envolvente de una familia de lineas tangentes (ver
figura 0 como lugar geométrico de los puntos que satisfacen la relacién funda-
mental F' = F (u). Por consiguiente, cualquier expresion que permita construir la fo-
milia de lineas tfangentes determina la curva tan satisfactoriamente como la relaciéon
F = F (u).

Del mismo modo que cualquier punto del plano estd descrito por dos ndmeros (u,
F (u)), asi cualquier recta del plano puede describirse por los dos numeros (v, G (v)),

2Julius Plticker nacié en Elberfeld (ahora parte de Wuppertal). Después de ser educado en DuUsseldorf
y las universidades de Bonn, Heidelberg y Berlin fue a Paris en 1823, donde encontrd la influencia de
la gran escuela de gedmetras, cuyo fundador, Gaspard Monge, habia muerto recientemente. En 1825
volvié a Bonn, y en 1828 se hizo catedrdtico en matemdtica. En el mismo ano publicd el primer volumen
de su Analytisch-geometrische Entwickelungen, que infrodujo por primera vez el método de anotacién
abreviada. En 1831 publicé el segundo volumen, en el cual establecid la dualidad proyectiva en una
base sélida e independiente.

3La geometria de Plticker propone una relacion funcional para las rectas a través de los pares ordenados
(v,G (v)) donde v es la pendiente y G (v) la ordenada al origen.
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F(u)

o u

Figura (4.2): Una curva dada puede representarse igualmente bien como envolvente de una familia de
lineas fangentes.

donde G (v) es su interseccion con el eje u. Por lo tanto, del mismo modo que la
relacion fundamental F = F (u) selecciona un subconjunto de todos los puntos posi-
bles (u,G (u)), una relacion G = G (v) selecciona un subconjunto de todas las rectas
posibles (v, G (v)). El conocimiento de las intersecciones G de las lineas tangentes en
funcidon de las pendientes v permite construir la familia de lineas tangentes, y por con-
siguiente la curva que constituye su envolvente. Asi, la relacion,

G =G (v) (4.4)

es completamente equivalente a la relaciéon fundamental F = F (u). En @.4). la vari-
able independiente es v, por lo que proporciona una solucién completa y satisfactoria
al problema y puede considerarse como una relacion fundamental equivalente.

El procedimiento para encontrar (4.4) 1o proporciona la llamada fransformacion de
Legendre.

4.2. Para una variable independiente

Dada una funcion F (u), la transformacion de Legendre proporciona una forma
mads conveniente de almacenar la informacidén en la funcidn cuando son satisfechas
las siguientes condiciones:

1. La funcion F (u) debe ser suave, es decir, tiene “suficientes” derivadas continuas.
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4.2. PARA UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

2. Es estrictamente convexa, es decir, la segunda derivada nunca cambia de sig-
No O es nula (es siempre positiva o siempre negativa); que es equivalente a decir
que la funcidn pendiente v (u) = %(Z‘) es una funcién estrictamente mondtona (ver
apéndice [B) de u.

3. Es mas facil medir, controlar o pensar sobre la derivada de F con respecto a u que
medir o pensar directamente respecto a .

Debido a la condicién 1, la derivada de F (u) con respecto a u puede servir como

un sustituto de «, es decir, hay un mapeo uno a uno entre u y £, L a transformacion

de Legendre muestra cdmo crear una funcidén que contenga la misma informacion

que F (u) pero que, en vez de ser funcion de u, sea funcién de dzq&“).

F(u) v(u)
v(u)
F(u)
e v(u)
[ 0
- (@) u / (b) u

Figura (4.3): (a) Grdfica de una funcidén convexa F = F (u). (b) Grdfica de su tangente v en funcién de
U.

Una forma grdafica de constatar codmo el valor de la pendiente v puede sustituir el
valor de v en una funcidén convexa, puede verse considerando el ejemplo mostrado
en la figura [4.3(a). En dicha figura la curva dibujada representa una funcion F (u)
convexa. Al moverse a lo largo de la curva hacia la derecha (el sentido en que u se in-
crementa), la pendiente v de la tangente a la curva se incrementa continuamente. En
otras palabras, si se grafica la pendiente v como una funcidén de u, resultard una curva
suavemente creciente, como se muestra en la figura [4.3(b). Si la segunda derivada
de F (u) existe (en cualquier rango de u en la cual F (u) estd definida, que es parte
de la condicidén de que F (u) sea suave), existe un valor Unico de la pendiente v para
cada valor de u y viceversa. En lenguaje matemdatico apropiado, se dice que existe
unarelacion 1 — 1 entre v y w.

Para encontrar la forma de realizar esta transformacion, se tomard una ruta ge-
ométrica. Considérese la grdfica de F (u) vs. w mostrada en la figura 4.4 Escéjase un
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CAPITULO 4. TRANSFORMACION DE LEGENDRE

valor de u, que represente la abcisa del punto donde la recta fangente toca a F (u),
por lo tanto, F (u) serd la ordenada de dicho punto. La ordenada del punto de corte
de la tangente a la curva con el gje horizontal (“eje F*) estd representado por G. Es
facil entonces ver, a partir del tfridngulo Aabc que,

F(u)]

™

Tangente

v

(0,G)

Figura (4.4): Representacion de la relaciéon fundamental F para el caso de una sola variable.

P+ G dF(u)
w du

tan (0) = v 4.5)

de aqui que,
G (v) =uv— F (u) (4.6)

donde la funcidon G se denomina fransformada de legendre de F.
Se tienen ahora dos posibles situaciones,

1. Sise tiene la relacion F (u) entonces se tiene también v = di—fj” de donde se puede
despejar u (v) y reemplazarla en ella, de manera que queda G como una funcion
sdlode v, G =G (v).

2. Sise conoce larelacion G (v) y se quiere hallar F (u) entonces, al diferenciar (4.6),

dG = vdu + udv — dF a.7)

y como por (@.5),
dF = vdu
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4.2. PARA UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

se puede escribir,

dG = udv (4.8)
de manera que,
u= G 4.9
dv

De esta maneraq, si se dispone de v en funcién de u y se usa para obtener
G = G (u), se puede escribir escribir,

F=uw-G 4.10)

sdlo en términos de la variable w.

| Ejemplo 4.1 I
Sea F (u) = u?, encontrar su fransformada de Legendre.

Solucién: De (4.6,

G (v) = uww — u? a.1mn
y de (4.9).
CdF () d g o Y
v = o —@(u)—3u :>u(v)—(3> 4.12)

por lo tanto, al sustituir en @.T7) resulta,

| Ejemplo 4.2 I
Sea F (u) = au®+bu+c (a, by c constantes), encontrar su tfransformada

de Legendre.

Solucién: De (4.6,

G (v) = uw — (au® 4 bu + ¢) 4.13)
y de @4.9),

v =

dF (u) d 9 B 1
T —@(au +bu+c)—2au—|—b:>u(v)—%(v b) 4.14)

por lo tanto, al sustituir 4.14) en (4.13) resulta,

a 2a

60 = g o-no-{a 0] wo[g -] v}
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| Ejemplo 4.3 I
Sea F (u) = e + 1, encontrar su transformada de Legendre.

Solucién: De (4.9,

G(v) =uv—(e"+1) (4.15)
y de @4.9),
_dF(u)__ i 1) = et ] (4]6)
v=— —du(e+)—e = u(v) =Inv .

por lo tanto, al sustituir (4.16) en (4.135) resulta,

G@w)=vlnv—-(v+1)=v(nv-1)-1

4.3. Para mads de una variable independiente

Ahora bien, todo el desarrollo anterior es valido para el caso de mds de una
variable independiente, asi la fransformada de Legendre tomard la forma,

=1

con,
8F<U1,U2,...un) o 8F<uj)

ou; ou;

y donde la sumatoria podria incluir sélo algunos términos, que corresponden a las va-
riables que se transforman (variables activas), mientras que las ofras se dejan inalter-
adas (variables pasivas).

(4.18)

v, =

El caso contrario vendrd dado por,
F(uj) =Y uw; — G (v;) 4.19)
=1

con,
0G (v1,va,...v,)  OF (vy)

81% (%i

U; =

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . ] 34



4.3. PARA MAS DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

| Ejemplo 4.4 I 5
Encuentre la fransformada de Legendre G (vq, v2) de la funcion,

F (uy,ug) = e —I—ug

Solucién: Este es un caso de dos variables independientes, por lo tanto, de (4.17),

G (v1,v2) = urvy + uvz — (" + u3)

y de (4.78),
oF 0
= am:a_ul(euwu%):e“l:‘ul:lnvl
OF y 1
2= a_zm:@_m<el+“§)=2“2:>“2:§vz

por lo tanto, al sustituir (4.22) y (4.23) en {4.27) resulta,

(3]

1
G (v1,v9) = vilnw + 51}21}2 -

1
= vy (Inv; — 1)+ ng

que es la transformada de Legendre pedida.

4.21)

(4.22)

(4.23)

| Ejemplo 4.5 I »
Encuentre la transformada de Legendre G (vq, v2, v3) de la funcion,

F (Ul, Usg, Ug) = U% + cus Sen U9

donde ¢ es una constante.

Solucién: Este es un caso de tres variables independientes, por lo tanto, de (4.17).

G (v1,v2,V3) = U1 + UV + UzV3 — (u? + cus Sen ug)

y de @.18),

OF 0 1

U1 = 8_u1 = (9_ul (u% +cu38enu2) =2u = u; = 501
OF 9 1

vy = s = s (u% + cus Sen u2) = cuz Cosug = ug = —V28eciy
oF 0

vz = = (u% + cug Sen uz) = cSenup = uz = Sen™" <

c

duz  Oug

(4.24)
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CAPITULO 4. TRANSFORMACION DE LEGENDRE

de las cuales,

Uy

U2

us

1

S0 (4.25)
Sen~! <%v3> 4.26)
11}2 sec [Sen1 <1U3)} — 4.27)
c c 2 — 02

por lo tanto, al sustituir (4.25), @4.28) y (4.27) en (4.24) resulta,

G <U17 V2, U3)

1 _
51)11)1 + v9 Sen

2 -1
—v; + vy Sen

4

1 v
1 2
¢ c? — 3

1

2
(%) 1 1
_ { (Evl> + CCQ—_U:% Sen |:S€Il <ZU3>:| }

()

que es la transformada de Legendre pedida.

| Ejemplo 4.6' .
Encuentre la tfransformada de Legendre G (vy, vy, v3, v4) de la funcidn,

F (Ul,UQ, us, U4) = U9 1nu1 — COSU3 + UgUy

donde ¢ es una constante.

Solucién: Este es un caso de cuatro variables independientes, por lo tanto, de (4.17),

G (v1, Vg, V3, V4) = UV1 + UgVy + UzV3 + Ugvy — (ug Inuy — Cosug + ugty) (4.28)
y de (4.78),
oF U
V1T = 8_151 = a—UI (u21nu1 — COSU3 +U2U4) = u—i
= 9 _ 9 (uylnu; — Cosus + ugug) = Inug +
Vg = auz = 8u2 U9 111 Uq OS U3 U2Uyq ) = 1M U7 Uy
oF
vy = o = o (ug Inuy — Cosug + uguy) = Sen ug
oF
vy = o = ) (ug Inuy — Cosug + usy) = ug
de las cuales,
w o= A (4.29)
U1
Uy = Uy 4.30)
us = Sen ! (v3) “4.31)
Uy = vy —In (E) 4.32)
U1
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por lo tanto, al sustituir a @.32) en resulta,

Y v
G (vi,v2,03,00) = U_4U1 + V409 + v3Sen” ! (v3) + |:'U2 —1In <v_4)] Uy
! 1

= {m In (2—‘1*) — Cos [Sen™" (v3)] + v4 [UQ ~In (%)] }
= {1 + vy —In (z—‘iﬂ + MJF vz Sen™ ! (v3)

que es la transformada de Legendre pedida.

4.4. Variables activas y pasivas

A las variables que se incluyen en la sumatoria de (4.1/), es decir, las variables
que se transforman se les denominan variables activas y las variables adicionales
que no son parte de la transformacién como tal, pero tienen estatus de pardmetros,

se les denominan variables pasivas.

Es posible encontrar como estdn relacionadas las derivadas parciales, con respecto
a las variables pasivas, de las funciones F y G. En efecto, supdngase que se tiene
F = F (u1,us,w) Yy G = G (vg,v9,w), donde w es una variable pasiva, y que satisfacen las

expresiones,
OF oF

V1 = a—m, Vg = a_UQ (433)
oG oG
Uy = 8_2}1, U = 8_2}2 (434)

donde (4.33) define v; y v, como funciones de u;, uy Y w; y @.34) define u; y u, como
funciones de vy, v, Y w, €s decir,

V1 = U1 (ul,u2,w) , U2 = Vg (U1,U2aw)
Uy = uy (Ug, Uz, W), Uy = U (Uy, Uz, W)
De (4.1/) se tiene que,
F (u1,ug9,w) + G (v1, 02, w) = ugvy + ugvy (4.35)

y supdngase, ademads, que se sustituye en ella v, y v, por sus respectivas expresiones
en términos de uy, us Y w. Enfonces, al derivar parcialmente (4.35) respecto a w, resulta,

OF  0GOvu | 0GOv, 0GOw _ Ov . 0Ovs
ow Ovy Ow  Ove Ow 8w£1£/_ L ow 2 ow

=1
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O,
OF [ 0G ([ 9G\ou  (  0G\dwm
ow  Ow “ Oovy ) Ow 2 Ovs ) Ow
—_——— —_———
=0 por (4.35) =0 por @.35)
de aqui que,
oF G
ow  Ow

que es la relacion buscada y se mantiene para cada una de las variables pasivas. En

general,
OF (uj,w;) | G (v;,wj)
donde las w; son las distintas variables pasivas que pueda contener F.

=0 (4.36)

| Ejemplo 4.7 I »
Encuentre la fransformada de Legendre G (vq, vz, w) de la funcioén,

F (u1,ug, w) = 2u? — 3uquy + uj + 3wuy

donde w es una variable pasiva. Verifique que,

oF , 9G _,
ow  Ow
Solucién: De (4.17).
G (v1,v9,w) = ugvy + UV — (2u% — 3uyuy + uj + 3wu1) 4.37)
y de @.18).
oF 0
v, = o = o (2u% — 3uyug +ui + 3wu1) = 4uq — 3uy + 3w (4.38)
oF 0
vy = Pus = o (2u] — Buqus + u3 + 3wur) = —3ug + 2uy (4.39)
Al resolver el sistema formado por y para u, y uy resulta,
u;, = —2v; — 3vy + 6w (4.40)
Uy = —3v; — 4y + 9w “4.41)

por lo tanto, al sustituir (4.40) y (4.47) en (4.37). y después de algunos cdiculos alge-
braicos elementales resulta,

G (v1, 9, w) = — (v1 — 3w)* + vy (9w — vy — 2u3)
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que es la transformada de Legendre pedida.

Por ofro lado,

oF 0G 0
o + 0 = 9w (2uf — 3uius + ug + 3wu1)

0
o [— (1 — 3w)? + va (9w — 3v; — 205)]

= 3u; + 6 (v — 3w) + vy
= 3(-27)1—3U2+GIU)+6(U1—3U}>+9U2:0

J

-~

por

ifie& 1 or |, 90G _
verificaGndose asi que 5. + 52 = 0.

| Ejemplo 4.8 I
Encuentre la transformada de Legendre G (vq, v, v3, wy, wy) de la fun-

cion,

2 2
F (uy, ug, ug, wy, wy) = Tujug + 2u; — dbwiug — ws

donde w; y w, son variables pasivas. Verifique ademds que,

OF L 0G _ OF 3G
8w1 8w1 N 871)2 8w2 N
Solucién: De (4.17),
G (Ul, V92, V3, W1, ’UJQ) = U1V1 + UV + UV3 — (7U1U3 + 2U§ — 5’(1)1’&3 — wg) (442)
y de (4.78),
o = L, (4.43)
8u1
Vo = a—F = 4U2 (444)
6u2
vy = a—F = 7'LL1 — 5w1 (445)
8U3
de las cuales se obtiene,
1
Uy = ? <U3 + 5w1) (446)
Uo = i’l}g (447)
Uz = %’Ul (448)
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por lo tanto, al sustituir (4.46), (.47) y (4.48) en (4.42) resulta,

1 1
G (1)17/0277)371017 U}2) = _/Ug + 5 (U?’ + 5w1) + wg

8 7

que es la transformada de Legendre pedida.

Por ofro lado,

or  0G oF
Do + Do = D (7u1u3 + 2u3 — bwyug — w%)
0 |1 1
+8_w1 |:§U§ + ?’01 (Ug + 511}1) + wg
= —5U3 + ?’Ul
1 5
= -5 (?Ul) + ?’Ul =0
N——
por @.48)
yl
or  0G
Do + g = s (7u1u3 + 2u3 — bwyug — wg)
o |1 1
+8_’UJ2 gvg —+ ?’01 (U3 + 511}1) + wg
= —2w2 + 2w2 =0
verificdndose asi que £ + 2¢ — gy 2 4 04—,
|Eiemplo 4.9'
Encuentre la fransformada de Legendre G (vy, ve, v3, w1, we, w3) de la
funcion,

F (uy, ug, ug, wy, wy, w3) = wiug Inuy — ws Cos uz + wauig
donde w;, wy Y w3 SON variables pasivas. Verifique que,

OF G OF G OF | 9G

=0, =0 0
awl + 8w1 821]2 * (911}2 821]3 awg
Solucién: De (4.17),
G (v1, v, U3, W1, We, W3) = UV] + UsVy + uzv3 — (Wiug Inuy — w3 Cos uz + waus) (4.49)
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y de @.18),

oF 0 ( 1
V] = —— = —— (wiuzlnu
1 Dy Dy 1U2 1
oF ( 1
U = — = — (wW1uosInu
2 R R 1U2 1
oF ( 1
V3 = —— = — (wiuzlnu
3 Dus Dus 1U2 1
de las cuales resulta,
Uy =
Uy —
Uz =

wWiU2

— Ws Cos us + U)QUQ) =
Uy

— w3 Cosug + woug) = wy Inuy + woy

— w3 Cos ug + wyuz) = ws Sen ug

e w1 (4.50)

e @.51)

w1y

Sen! (%) (4.52)
3

por lo tanto, al sustituir a en resulta,

vy —wo ?}1 v —wo 1 ’U3
G (v1,v9,v3, W1, We, w3) = vie ¥1 +uvy—e ¥1  + v3Sen -
wq w3
- {wl—e vi Ine w1 — wsCos {Sen ! (—)} 4+ wyg—e @1 }
w3

w1

[ a2 2
w3 — V3 +vie *1

v2—w2

+v3Sen~! <2>
w3

que es la transformada de Legendre pedida.

Por ofro lado,
OF
awl

g
awl

L0
8w1

’U]_ V2 —wo

w1
A

Uy Inuy — % (vg —wq)e

Ine 1

0
v (wiug Inuy — w3 Cos uz + waus)
1

9 2 v2—wa
\/wz —v3 +vie 1

+ v3 Sen™! <£>]
w3

v2—w2

(vg —wq)e ™

vy —wo
w1y

v2—w2

U1
wi

0

por 3y (27)

or
8'11}2

oG

8w2 8_11)2

L0

611]2
U1

Uy — —€
wy

v2 —w2
wy

U1
—e
w1

por (??)

U1
— —€ w1
w1

(wyug Inuy — wg Cos ug + waus)

v —wo
\/ w3 — v3 4 vie”

+ v3Sen ™! <2>]
w3

v2—w3
wi

vy —w9

=0
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Y.
OF oG
o + 5o = B (wyug Inuy — w3 Cos ug + wausg)
3 3 3
8 vy —wo _ ’U3
o [yt = e s (2]
2
= —Cosus + - &

/ 2 2 2

w
w3
= —Cos {Sen1 (

3
2

2
v w v
_3)}+ 3 — 3 -0
w

/02 2 2 2

-

por (??)

verificdndose asi que £ + 2% — 0, 22 4 06 — gy oF 4 G —

811)1 81112

4.5. Algunas propiedades matematicas de la transforma-
cion de Legendre

La construccion geométrica y las relaciones resultantes permiten mostrar rela-
ciones elegantes y Utiles. En particular considérense las siguientes:

4.5.1. Lainversa de la transformacion de Legendre

Ordinariomente, la inversa de una transformacion es distinta de la transforma-
cién en si. La fransformacion de Legendre se distingue entre ellas ya que ella misma
es su inversa. Si se lleva a cabo la tfransformacién de Legendre por segunda vez, se
recobra la funcidén convexa y suave original.

Por simplicidad, se mostrard esta propiedad para el caso de una variable indepen-
diente pero el resultado es valido para el caso de mds de una variable independiente.
Dada la funcion F' = F (u), su transformada de Legendre viene dada segun por,

F(u)
du

G (v) =uv— F(u),conv =

Ahora, supdngase que se quiere la tfransformada de Legendre de G (v). De forma
andloga, su transformada H se obtiene al estilo de CcComo sigue,

dG (v)

Hu") =u'v— ,conu’ =
(u*) =u"v — G (v) u o

(4.53)
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Segun la propiedad, debe cumplirse que H = F. En efecto, de (4.53),

H W) =vuv—|uv—F (u)] = (v —u)v+ F (u) (4.54)
—_—
por (4.8
pero,
., dGwv) d B du  dF (u)du
v dv _de_u+vdv du dv
por @.8)
du du
= u—H)%—\v/_/%:u 4.55)
por (4.5

por lo tanto, al sustituir el resultado (@.55) en (@.54), resulta,
H (u) = F (u)

de aqui que,

La tfransformacion de Legendre de una transformacion de Legendre es la
funcioén original y la transformaciéon de Legendre es su propia inversa.

Esta dualidad de la transformacion de Legendre es mejor resumida, a partir de (4.6),
por la expresion,
G((v)+ F (u) = ww (4.56)

que muestra la simetria entre G, v y F, u explicitamente. Esta expresion debe leerse con
cuidado, en particular, a pesar de su apariencia, hay sélo una variable independiente:
la u o la v. Estas dos variables estdn relacionadas la una con la otra a través de,

u(v) = %ﬁ"’), o v(u) = dZi“) 4.57)

de esta manera la expresion (4.56) puede escribirse para ambos casos como,
Gw)+ Flu@)]=u@wv, 0 G|+ F(u)=muv(u) (4.58)
respectivamente.

| Ejemplo 4.10 I
Encuentre la transformada de Legendre de |la fransformada encon-

frada en el ejemplo 4.1, es decir de,

-1 (3)
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Solucién: De (4.10),

F(u) = uv— 2 (g) (4.59)
y de 4.9).
w= T (0] = (3) o 4.60)

por lo tanto, al sustituir @.60) en (4.59) resulta,
2 1 2 % 3
F(u) =3u u—2<§3u) =u
que es, precisamente, la funcidon cuya transformada de Legendre es G (v).

| Ejemplo 4.11 I
Encuentre la transformada de Legendre de |la fransformada encon-

frada en el ejemplo 4.4, es decir de,

1
G (v1,v9) = vy (Invy — 1) + Zv%

Solucién: Este es un caso de dos variables independientes, por lo tanto, de (4.19),

F (uy,ug) = uyvy + ugvg — {vl (Inv; — 1) + ivg] “4.61)
y de (4.20),
oG 0 1
U = Jo. ~ Jor {vl (lnv; — 1) + ZU%:| =Inv; = v =" 4.62)
0G 0 1 1
Uy = 8_2}2 = 8_U2 |i1}1 (lnvl — 1) + ng = 51}2 = Uy = 2U2 (463)

por lo tanto, al sustituir y en (4.67) resulta,

1
F(uy,ug) = we™ + 2uqug — {6“1 (Ine"* —1) + 1 (2uy)”

= " 4 ul

que es, precisamente, la funcidn cuya transformada de Legendre es G (vy, vs).
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| Ejemplo 4.12 I
Encuentre la fransformada de Legendre de la transformada encon-

frada en el ejemplo 4.8, es decir de,

1 1
G (U17U2,/U37/LU1, UJQ) - gvg + 501 (U3 + 51,01) + wg

7

Solucidn: Este es un caso de tres variables independientes, por lo tanto, de (4.19),

F (uq, ug, ug, wy, wy) = ugvq + uge + uzvz — %U; + %vl (vs + Bwy) + w3 4.64)
y de (4.20),
U = g—i = 8%)1 %vg + ;vl (v3 + bwy) + wg = % (v3 + bwy) = v3 = Tuy — bw; (4.65)
Uy = g—i = 0%}2 %vg + ;vl (v3 + bwy) + w% = i?)g = vy = 4uy (4.66)
ug = g—i) = (%3 %vg + ;vl (vs + bwy) + w% = ;vl = v = Tug (4.67)
por lo tanto, al sustituir y en resulta,
F (uy, ug, ug, wy, ws) = Tuguy + 4dugus + uz (Tug — dwy)

1 1
— g (4UQ)2 + ?7U3 (7U1 — dwy + 5?1)1) + ’LU%

= Tujuz + 2u§ — dwiusz — wg

que es, precisamente, la funcidn cuya transformada de Legendre es G (vy, vq, v3, w1, wa).

4.5.2. Valores exiremos

Supdéngase que la funcién F (u) es codncava hacia arriba (fal como en la figura
[4.4), entonces debe tener un minimo. Suponiendo que esto ocurre, entonces el minimo
es unico. Dendtese este punto por,

Foin = F (Umin) (4.68)

Por supuesto, la pendiente se anula en este punto, es decir, v (umin) = 0. Si se in-
tfroduce este punto en la expresion (4.6) que define la fransformacion de Legendre,
resulta que el valor minimo de F es,

Frin = —G(0) (4.69)
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De forma similar, a partir del hecho de que F es la transformacion de Legendre de G,
se puede concluir que el valor minimo de G es,

G = —F (0) (4.70)

Ahora bien, se puede usar la relaciéon simétrica (4.56) para ver qué ocurre para ex-
tfremos generales. Supdngase que F toma su valor extremo en uey, €l cual corresponde
a una tangente horizontal, v = 0. De esta manera, a partir de (4.56),

G (0) + F (uext) = 0 4.71)

De forma similar, G tendrd un valor extremo en vey, donde u (vey) = 0 debido a ,
de manera que,
G (vext) + F(0) =0 4.72)

Para apreciar el significado geométrico de esta ecuacion, sélo se necesita exami-
nar la figura y ver que la inferseccion de la tangente a la curva F (u) con el gje
vertical nunca alcanza mas alld de F (0).

4.5.3. Simetrias y relaciones entre derivadas

Puesto que F'y G son transformaciones de Legendre la una de la otra, es de
esperarse que existan numerosas relaciones simétricas. Las expresiones y
constituyen dos de ellas. A partir de estas expresiones, se puede obtener un conjunto
infinito de relaciones entre F'y G, que conducen a algunas relaciones muy elegantes
e interesantes.

Puesto que cada funcién depende sélo de una variable, a partir de (4.57) es posible
escribir,
dG (v) =u(v)dv, Yy dF (u) =v(u)du 4.73)

Ahora, se pueden derivar nuevamente las expresiones (4.57) con respecto a v o u, de

manera que,
*G (v)  du(v) d*F (u)  dv(u)

dv? w Y Tar T du
pero como du/dv = (dv/du)”" entonces,

d*G (v) d*F (u)

dv? du?

=1 4.74)

que ilustra claramente la importancia de la covexidad (estricta) ya que ninguno de los
dos factores pueden anularse.
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Derivando nuevamente .74), se puede escribir una relacion simétrica para la ter-

cera derivada,
d?’_gj d?’_g
dv du _
(dzc)3/2 + (sz)3/2 =0 4.75)

dv? du?

Es posible obtener un conjunto infinito de relaciones como Ias anteriores para deri-
vadas de orden superior derivando una y otra vez. Tal ejercicio también muestra que
si F' es suave, entonces G también lo es. Las relaciones para derivadas superiores son
mMmas y mas complejas.

4.6. Problemas

n

1. Sea F (u) = u", encontrar su tfransformada de Legendre. Resp.: G (v) = (n — 1) (£) 1.

2. Sea F(u) = jku® (k constante), encontrar su transformada de Legendre. Resp.:

G (v) = 502

3. Sea F(u) = u*/a (o constante), encontrar su fransformada de Legendre. Resp.:

o

G (v) = (1 — E)va—l.

4. Encuentre la tfransformada de Legendre G (vy, v2) de la funcion,
F (uy,uz) = QU% + 3uius + ug

Resp.: G (vy,v3) = —v? + 3v1vy — 202,

5. Encuentre la transformada de Legendre G (vy, v, v3) de la funcion,
F (uy, ug, us) = au? + bu§ + U9y

donde a y b son constantes.

6. Encuentre la transformada de Legendre G (v, w) de la funcion,
F (u,w) = w (v’w — 4)

donde w es una variable pasiva. Verifique que,

OF 0G

50 T 5 =0
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7. Encuentre la transformada de Legendre G (v, v, w1, wo) de la funcion,
F (uy, ug, wy, ws) = 2udw; + 3uiuswy + u

donde w; Y wy son variables pasivas. Verifique que,

OF L 0G _ oF G
811}1 811}1 - a’wz an B
8. Encuentre la transformada de Legendre G (vq, vg, v3, w1, we, w3) de la funcion,

2 2
F (uq,ug, uz, wy, we, w3) = Wit — wslzgy + WallaUy + wj

donde w,, wy Y ws SON variables pasivas. Verifique que,

OF | OG_ OF L 0G _ OF  0G _

—+—=0, + + 0
Gwl awl 8w2 8w2 y 8w3 8w3
9. Muestre que,
iide] &aF
dv3 du3

26\ 3/2 2n3/2
(dG) (dF)

dv? du?

donde G = G (v) es la fransformada de Legendre de F' = F (u).

10. Muestre que si G = G (v;) es la transformada de Legendre de F' = F (u;), entonces
la transformada de Legendre de G = G (v;) es precisamente F = F (u;).

11. Encuentre la transformada de Legendre de la funcion G obtenida en el problema
My verifiqgue que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

12. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
2y verifique que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

13. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
3y verifiqgue que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

14. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
4y verifique que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

15. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
By verifiqgue que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

16. Encuentre la transformada de Legendre de la funcion G obtenida en el problema
[y verifique que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.
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17. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
[7ly verifique que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.

18. Encuentre la transformada de Legendre de la funcidn G obtenida en el problema
By verifiqgue que se reobtiene la funcién F dada en dicho problema.
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CAPITULO 5

Mecéanica Lagrangiana

La aplicacion directa de las leyes de Newton al movimiento de sistemas mecani-
cos serd ahora sustituido por una propuesta general, un método muy elegante y sofisti-
cado para encontrar las ecuaciones de movimiento para todos los sistemas dindmicos,
desarrollado por el matematico Joseph Louis Lagrange.

Contents

[6.1. Ecuaciones de Lagrange partiendo del Principio de D’Alembert| . . . 154

[b.1.1. Sistemas holénomos| . . . . . . . .. ..o 157

[6.1.2. Sistemas no-holénomos . . .. ... ... ... ... .. ......... 160
[6.2. Ecuaciones de Lagrange partiendo del Principio de Hamilton|. . . . . 162

[B.2.1. Sistemas holénomos . . . . . ... ... .. o oL 162

[6.2.2. Sistemas no-holénomos . . .. ... ... ... ... ... ..., . 163
[5.3. Ejemplos con ligaduras holénomas (forma implicita)l . . ... ... .. 163
[5.4. Ejemplos con ligaduras holénomas (forma explicita)l . ... ... ... 182
[5.5. Ejemplos con ligaduras semi-holénomas| . . . . .. ... ... ...... 194
[5.6. Condicién de integrabilidad de las ecuaciones de Lagrange| . .. . .. 201
[6.7. Invariancia de las ecuaciones de Lagrange|. . . . . . . ... ... .... 202
[6.8. Equivalencia entre las ecuaciones de Lagrange y de Newton|. . . . . . 204
[5.9. Momentos generalizados| . . . . . . ... ... 000 e e 205
[5.10. Coordenadas ciclicas o ignorables|. . . . . ... ... ... ........ 206
[6.11. Integrales primeras de movimiento| . . . . . . . . ... ... ... ... 206

1563



CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

[5.12. Integrales primeras de movimiento para un sistema cerrado|. . . . . . 208
[5.13. Teoremas de conservacionl . . . .« « v v v v v v v v v v v e e v e e e e 209
[>.13.1. Conservacién de la energial. . . . . . . . . ... ..o 209

[5.13.2. Conservacién del momento generalizado - Conservacion del momento li- |

( neal yangular] . . . .. ... ... o 212
[6.14. Teorema de Noetherl. . . . . . .. ... ... .. . .. 217
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5.16. Problemas| . . . . . . ... ... o e 221

5.1. Ecuaciones de Lagrange partiendo del Principio de D’Alembe

Comiéncese por tratar de escribir el principio de D’Alembert (2.68) de manera
que incluya los desplazamientos virtuales de las coordenadas generalizadas.

Recuérdese, de la seocién 2.9.1], que la expresidn para los desplazamientos virtuales
57, viene dada por (2.53) como sigue

5 ,coni=1,2,...,N G
Z 5, 0

donde, a diferencia de (2.53), se supone que en principio no existen ligaduras en el
sistema, por esta razdn la sumatoria se hace hasta 3N. Notese que no hay cambio
alguno de tiempo §t pues, como se vio en la seccién 2.9.1], por definicién de despla-
zamiento virtual, en éste sélo infervienen cambios de las coordenadas espaciales, por
lo que el desplazamiento virtual es perpendicular a la fuerza de ligadura sdlo si la liga-
dura mismna cambia con el fiempo. Ahora, de (2.68) se puede escrioir,

N [ ]
Z(?l_ i)odfrl ZF ° 0T, — 271.5?1_0 (5.2)

i=1 i=1
Terrr:;o A Term|no B
El término A de queda, al usar (5.T), como,
N N o[ 3N
. . - — %
Término A = ZF .67’1:2(&.‘ a—qjéqj)
=1 =1 7=1
N 3N 3N / N —
— 07 — Or
(e ) S (570
i=1 j=1 ( 04 j=1 \i=1 0g;
3N
= S Qg (5.3)
j=1

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. POg . ] 54



5.1. ECUACIONES DE LAGRANGE PARTIENDO DEL PRINCIPIO DE D*ALEMBERT

donde,

Y o7,

=D Fieo- (5.4)
i=1 4

son las componentes de las llamadas fuerzas generalizadas como ya se vio en la sec-

cion2.8.4], expresion (2.41).

Por otro lado, el término B de la expresion puede escribirse, en virtud de .1,
como,

N ° N oo 3N ? (1] 87“
TérminoB = Z?iod?’i Z( Z ) Z(Zm, : Z) 54,
=1 =1 = %
3N N
o d ; 87‘7; ; 87’1
- Z{@(m‘a—%)‘mm it (5] >

N —
donde, para desarrollar >~ m; 7 ; e %;’;L‘ se ha usado la propiedad,
i=1 J

y ademads,

- ' (3.6)

- ' 3.7

a la que suele llamarsele regla de supresion o eliminacion de puntos. Ahora, al sustituir

(5.6) y (5.7) en (5.5) resulta,
3N N N
d o 0T, S 07
Término B = ZZ [dt (mZ 7. e o ) —miTie ] 8q; (5.8)

7j=1 =1 q]‘ J
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y COMO,
LA 0 (1 e, ;)
m;Tr;e . = . §mirio ri) =
dq; dq;
m%o o7 = 4 <1m%> 0%)—
1 (2 aq] aq] 2 (2 K2 K3
——

L]
#£0, 75 (qz',f.li,t)

entonces, al sustituir y en resulta,
3N [ N
TérminoB = Z ( (Z ))
— 04,

i=1

7j=1
S i(f‘?T)_@_T
st _dt 8(}] 8qj

qj

5.9

(6.10)

&1

Por dltimo, al sustituir y (6.17) en (6.2), el principio de D’Alembert adopta la

forma,

d (or\ or]
zm z[ (a)a—

j=1 dq;

3N ar\ orT ]
5[: ()50

dq;

(qu‘

(5.12)

Esta expresion, al tratarse del principio de D’Alembert, puede ser considerada co-
Mo ecuacion fundamental de la dindmica. Por otro lado, las fuerzas generalizadas
- pueden ser descompuestas en una parte QU derivada de un potencial U =

U <ql, ;s t) (potenciales dependientes de la veIomdod)I

. d (oU ou
QY (awiint) = = | o | =5 (5.13)
t dq; qj
y una parte QXY no derivada de un potencial,
Al or
Q=) FMe—rt (5.14)
i=1 04;
es decir,
Qi =QV + QY (5.15)
Los campos de fuerzas electromagnéticos sobre las cargas en movimiento son de este tipo.
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por lo que puede escribirse como,

Xld (oL oL .,

j=1
donde la funcioén,
L (Qia &iat> =T <Qi7&i7t> -U (%aémt) ®&.17)

que serd llamada la lagrangiana o lagrangiano del sistema a estudiar.

5.1.1. Sistemas holonomos

Es posible que se presenten dos casos:

Cuando las ligaduras se usan en forma implicita

Cuando las K ligaduras holdénomas (2.12), escritas en funcién de las coorde-
nadas generalizadas, es decir,

filgi,t)=0,coni=1,2,....s =3N —-Fk;1=1,2,.... K 5.18)

son usadas para reducir el nimero de coordenadas generalizadas desde 3N (depen-
dientes + independientes) a s = 3N — K (independientes), entonces todos los s despla-
zamientos virfuales dq; en se convierten en independientes los unos de los otros.
Ahora, debido a que cada desplazamiento virtual puede tomar cualquier valor para
cada tiempo t, entonces para que se satisfaga (6.18) se requiere que cada coeficiente
de los d¢; se anule, es decir que,

d (0L OL
— || -=—= -0 =0,conj=12,..s (5.19
J

para las s coordenadas ¢; independientes o grados de libertad del sistema. Por lo tan-
to, hay s de estas ecuaciones, y junto con las K ecuaciones de ligadura y las condi-
ciones iniciales que son impuestas, describen completamente el movimiento del sis-
tema. Estas ecuaciones constituyen las llamadas Ecuaciones de Lagrange para sis-
temas holdbnomos.

Si el sistema es conservativo, es decir QjV U=0y U = U (¢), entonces las ecuaciones
(.T19) se pueden escribir como,

4 a—L —a—L:0,00nj:1,2,...,3 (5.20)
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Ademds, de (5.12), ya que los desplazamientos virtuales dg; son independientes, se

obtiene,

d { 0T oT

—| =] -—-Q;=0,conj=1,2.,s 5.21)
¢ <aqj) 0gj ’

que son las llamadas ecuaciones de Lagrange en su forma basica. El significado fisico

es el de las fuerzas de inercia. Para comprobarlo, tdmese como

de los términos 4 (B.T
8qj
coordenadas las propias las coordenadas vectoriales z;

d(or) _d |20
dt \ oz, dt | oz

1 [ ] d (1]
(50| o)-o
J 7

y los término %’; pueden interpretarse como fuerzas ficticias procedentes de la elec-
cién del conjunto de coordenadas generalizadas ¢;. En caso de que éstas sean simple-
mente las componentes cartesianas de los vectores 7;, desaparecerian. Estas fuerzas
se anaden a las fuerzas generalizadas @); en la direccion de g; .

Cuando las ligaduras se usan en forma explicita

Cuando las K ligaduras holénomas (o ya escritas en funcién de las
coordenadas generalizadas) no son usadas para reducir las coordenadas generalizo-
das a sélo aquellas que son independientes sino que son anexadas en forma explicita
a la expresion , entonces, K de los desplazamientos virtuales ég; en depen-
den de las s coordenadas independientes y estdn relacionados por K Iigcdurosﬂ,

Zafldquo,conl:1,2,...,l{ (5.22)
8qj
las cuales reciben el nombre de ligaduras instantdneas (provienen de un tiempo fijo).
Es posible, en forma explicita, introducir (5.22) en (5.168) mediante el uso del método
de los multiplicadores de Lagrange A, (t). sumando la canfidad,

K 3N

S5 afl 0 (5.23)

=1 j=1

a su miemibro derecho (y haciendo algunos arreglos) resultando,

K

Z[%(a?>_%_ZA<>8ﬁ QY| 8g; (1) =0 (5.24)

j=1 an =1

2Se obtiene diferenciando (5.18) y luego haciendo dt = 0. La sumatoria se efectda hasta 3N debido a
que las ligaduras no se estan usando para suprimir las coordenadas dependientes.
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Si ahora se denotan las s coordenadas independientes mediante ¢, ¢s,...,qs Y 10s K
dependientes cOMo ¢,1,¢s42,-..,q3nv, €NtONCces los K multiplicadores \; previamente
No asignados son ahora elegidos de tal manera que satisfagan las K ecuaciones,

K
oL —8—L:Z)\l(t)%+Q§~\7U,Conj:s—|—1,s+2,...,3N (5.25)
dt 86] 1=1 J
de aqui que las ecuaciones (5.24) se reduzcan a,
K

Z[%cf;)—g—j—ZMt)g—f—Q?U 0g; (t) =0 (5.26)
J J

j=1 8%’ I=1

para las s coordenadas g¢; independientes. Ahora, los s desplazamientos virtuales dg; en
(5.26) son todos independientes y arbitrarios, por lo tanto cada uno de sus coeficientes
debe anularse por separado.

De lo anterior, se deduce entonces que las ecuaciones,

d (oL oL & ofi v
=) == A ,conj=12....3N (6.27)
dt (3%—) %4 ; TR '

representan las ecuaciones de Lagrange para el conjunto completo de coordenadas
dependientes e independientes ¢, ¢s, . . ., g3v. EStAs 3N ecuaciones en conjunto con las
K ecuaciones dadas por forman un sistema de 3N + K ecuaciones parda 3N + K
incognitas, 3N ¢; y K ), quedando asi determinado dicho sistema (en principio).

Las ecuaciones (5.27) tienen un término adicional con respecto a las (5.19), el cual
viene dado por,

Q" = Z)\l —con i =1,2,...,3N (5.28)

que son fuerzas adicionales que actuan sobre el sistema. Estas fuerzas estdn rela-
cionadas con las ligaduras y se les da el nombre de fuerzas generalizadas de ligadura.
Estas fuerzas, debido a no realizan trabajo virftual como lo requiere la validez del
principio de D'Alembert.

Si se consideran soélo fuerzas que se derivan de potenciales, las ecuaciones (5.2/)
se reducen q,

oL oL & dfi
——— =) N({#)==,conj=1,2,...,3N 5.29
dt <8q ) 9q; Z ) dq;’ ’
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Por otro lado, como las ligaduras (5.18) son independientes de las velocidades ge-
neralizadas ¢,, es posible escribir (5.27) de la siguiente forma,

d (oL oL o .
—| =] -==-Q¥=0,conj=1,2,...,3N (56.30)
dt (8qj> %4 “ :
donde,
_ K
L=L+) N()f (5.31)
=1

es decir, el problema se ha reducido al del caso 1 pero con un Lagrangiano dado por

(5.31), mostradndose asi la equivalencia entre (56.20) y (5.30).

Noétese que los caminos variados (desplazados) ¢; + dg; no sélo cumplen
con las condiciones esenciales para los desplazamientos virtuales , sino
que fambién satisfacen las ecuaciones de ligadura,

fi(gi +0qi,t) = fi(qi,t) + 0 fi (qis t) (5.32)
ya que no hay cambio para las ligaduras (¢.18). es decir,

3N
0
0f; = 8—fl5qj_0,conl_1,2,...,K
j=1 70
Debido a esto, los caminos variados son todos geométricamente posibles ya
que todos se ajustan a las ecuaciones (6.18), que es el requerimiento clave
para poder aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange.

5.1.2. Sistemas no-holénomos

Las ligaduras no-holénomas sélo pueden ser introducidas en forma explicita ya
que, por su naturaleza, no es posible usarlas para eleiminar coordenadas dependi-
entes. Estas ligaduras, como fue mencionado en la seccidén [2.3.3], vienen dadas (en
coordenadas generalizadas) por,

fi <qi,éi7t> —0,coni=1,2.3N;l=12,.. K (5.33)

que son frecuentemente encontradas en la forma,

3N
fl <Qz; él,t) = ZAU (ql, t) (.]j + Bl (qz,t) =0,conl= 1, 2, ceey K (534)
j=1
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Los desplazamientos virtuales dq; para sistemas no-holdnomos con K ligaduras lin-
eales del fipo (5.18) obedecidas por los caminos verdaderos, estan fambién obligados
a obedecer las K condiciones instantdneas?,

3N
ZAU (gi,t)6g;=0,conl=1,2,.... K (5.35)

j=1

Al'igual como se hizo con (56.22), las condiciones lineales (5.35) fambién pueden ser
anexadas al principio de D’Alembert en forma explicita, ya que es lineal en dg;.

Sumando,
K 3N

DD Nlait) Ay (gi,t) dg; =0 (5.36)
=1 j=1
al miembro derecho de (6.16) y procediendo de forma andloga a la seccién anteri-
or, las ecuaciones de Lagrange para las ligaduras no-holdénomas (5.34) resultan en la
forma,

d (oL oL &
— —— =) N(gt)A,; +QYY, conj=1,2,...,3N 5.37
dt (a&j) 8(]] ZZ; l (q ) ) lj + Qj J ) 4y ) ( )

para todas las coordenadas. Aqui las fuerzas generalizadas de ligadura vienen dadas
por,

K
Q" => Mg t) Ay conj=12... 3N (5.38)

=1

Ecuaciones andlogas a no son posibles para las ligaduras no-holdnomas ya
que los caminos desplazados ¢; + d¢; para sistemas con ligaduras holdbnomas lineales
no son geométricamente posibles y, por lo tanto, no satisfacen el requerimiento clave
para la aplicacion del método de los multiplicadores de Lagrange. Sélo es posible en
el caso en que las ligaduras sean infegrables, convirtiéndose asi en holbnomas

il

Para el caso en que las fuerza sean derivables de potenciales, las ecuaciones (5.3/)
se reducen q,

d (oL\ oL &
— = |-=—=) N4 . conj=12...,3N (5.39)
di (8qj> 8qj ; 1435 J

3Se obtienen escribiendo (5.34) en forma diferencial f;dt = Z Ay (gi,t) dg; + Bidt y luego haciendo dt = 0.

?

4Ver referencia (17) para detalles.
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

5.2. Ecuaciones de Lagrange partiendo del Principio de Hamil-
ton

5.2.1. Sistemas holdbnomos

Como en la seccidn es posible que se presenten dos casos:

Cuando las ligaduras se usan en forma implicita

En términos del cdlculo de variaciones, el Principio de Hamilton (seccion(2.10.3)
se puede escribir como,

65 =0 (56.40)
donde S es la accidén dada por,
to
sz/ L(qi,(}i,t) dt (5.41)
t1
con,
L (05, 30t) =T (41, 30t) = U (ass1) (6.42)

es el Lagrangiano ya definido en la seccion [5.7], expresion (6.17).

El procedimiento a seguir es andlogo al seguido en la secciéon tomando las
coordenadas generalizadas ¢; como independientes, por haberse eliminado las de-
pendientes mediante el uso de las ligaduras holdnomas (5.18). Por lo tanto, la integral
de la expresion es andloga a la expresion estudiada en la seccion[3.2.2 Si
se hace una comparacion entre estas expresiones se encuentra que,

Seccion|[3.2.2| || Esta seccion

T t
yi () g (t)
yi () g; (t)
f Wi yi; o) L <Qi> (..Iivt>

de manera que, las ecuaciones de Euler (3.93) correspondientes al problema vario-
cional establecido en la expresion (5.40), pueden ser escritas como,

a a.L _ oL _ 0,.conj=12 .5 (5.43)
dt aqj 8qj

que son las mismas dadas por (5.19) pero donde se han considerado sélo fuerzas deri-
vables de potenciales (es decir, las mismas (6.20)).
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Cuando las ligaduras se usan en forma explicita

Para este caso es posible, como se mostrd en la seccién [b.1], escribir un Lo-
grangiano L dado por en el cual se han intfroducido las ligaduras holdnomas
en forma explicita mediante el uso de los multiplicadores de Lagrange. Por o
tanto, el problema variacional para este caso puede escribirse como,

to - . to
S:/ L(qi,qi,t)dt:/
t1 t1

que, siguiendo un procedimiento andlogo al empleado para tratar el problema vario-
cional planteado por (5.41), resulta en las ecuaciones de Euler,

K
L+ N(t) fl] dt (5.44)

=1

d (or\ oL = oS
— == - =Q:i=) N=—,coni=1,2,.,3N (5.45)
di <8q@'> 0gi ¢ lz:; 0q;

gue son las mismas dadas por (5.27) pero donde se han considerado sélo fuerzas deri-
vables de potenciales (es decir, las mismas (6.29)).

5.2.2. Sistemas no-holénomos

Para este caso, al considerar ligaduras no-holdnomas que son las mas
frecuentes en los problemas de Mecdnica, sélo es posible escribir un problema varia-
cional como el planteado por (6.44) cuado dichas ligaduras son infegrables, es decir,
cuando son en realidad holénomag?] Como las ligaduras son holénomas, el problema
variacional a plantearse debe concluir encontrdndose las mismas ecuaciones o
si se consideran fuerzas que no se derivan de un potencial.

5.3. Ejemplos con ligaduras holdnomas (forma implicita)

Los ejemplos siguientes representan sistemas holdbnomos en los que las ecuo-
ciones de ligadura (de haberlas) seran usadas en forma implicita, es decir, serdn us-
adas para reducir el conjunto de coordenadas generalizadas particular de cada situacion
planteada, a un conjunto de coordenadas generalizadas propias, es decir, indepen-
dientes las unas de las otras. Es de hacer notar que sdlo la ejercitacion intensa y con-
finua es la que permitird, al novicio, adquirir destrezas e intuicion a la hora de escoger
las coordenadas generalizadas éptimas para un problema particular.

SVer referencia (17) para detalles sobre esta afirmacion.
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

|Eiemplo 5.1 I . .
Para la particula de masa m mostrada en la figura (. 1|, encuentre la

ecuacion de movimiento y su aceleracion a lo largo del plano inclinado usando las
ecuaciones de Lagrange.

h
Origen de
potencial
~b U - 0
(o] X

Figura (5.1): Parficula de masa m que se desplaza hacia abajo en un plano inclinado un dngulo 6 con
respecto a la horizontal (Ejemplo 5.1).

Solucioén: En coordenadas Cartesianas se tiene que la energia cinética viene dada
por,

1 o2 o2
T=Sm(& +7) (5.46)
y la energia potencial (para el origen de potencial escogido) por,
U =mgy ®b.47)
de manera que el Lagrangiano viene dado por,
1 o2 o2
L:T—U:§m<x +y>—mgy (5.48)

Por otro lado, es facil notar que la relacidon entre z y y viene dada por la ecuaciéon de
la recta que describe el plano inclinado, por lo tanto,

y=—xtanf + h (5.49)

de manera que el sistema tiene sdélo un grado de libertad. Si se escoge x como coor-
denada generalizada, es decir, sustituyendo (6.49) en (6.48), el Lagrangiano se puede
escribir como,

1 .2 [ ] 2
L = 5m {x + (—xtanﬁ) } —mg (—xtanf + h)
1 o
— §m:c2 sec? 0 + mgx tan 6 — mgh (6.50)
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de aqui que,
‘3_L = mgtand 2L = masec?d di (a—L> = m7 sec® 0
T ox t ox

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

d (0L oL e
= _ = = 0 0 Ol
o (8%) 5 0 = x = gSend Cos 4.5

que es la ecuacion de movimiento pedida.

La ecuacion para la aceleracion en y viene dada por la segunda derivada total
de (6.49) con respecto al tiempo, es decir,

Y =—7tan# (6.52)

entonces la aceleracion a lo largo del plano inclinado viene dada por,

2

a="/ .x.Q—l—UQ: ?E.Q-i- —Ttan® | = Tsech (6.53)
por ¢.49
y al usar (5.57),
a=gSent

que es el resulfado ya conocido de la Fisica elemental.

| Ejemplo 5.2 I . .
Encuentre, usando las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones de
movimiento de una particula de masa m que se encuentra inmersa en un campo de

fuerza conservativo (ver figura[5.2) (a) en coordenadas Cartesianas y (b) en coorde-

nadas esféricas.
Solucioén: La figura muestra la situacion descrita en el problema.

(a) En coordenadas Cartesianas se tiene que el Lagrangiano se puede escribir co-
mo,

1 2 02 02
L:T—U:§m<$ +y +z>—U(Jc,y,z) (56.94)
de aqui que,
oL _ _9U _ oL _ ,..% d (oL _,.°*°
= =F: oe = ma £<£>—mx
oL _ _9U _ oL _ ..* d (oL\ _ , °°
Bof =R G omi & (%)=
oL _ _9U _ oL _ % d (aL\ _ ., °°
=5 =F, e =mz %<£>—mz
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=
m

X

Figura (6.2): Particula de masa m que se encuentra inmersa en un campo de fuerza conservativo (Ejem-

plo 5.2).

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (5.20), se obtiene,

d [ OL oL F o
dt \ g2 oz 0= r ma
d (oL oL s F b
dt \ ay oy 0 Y my (555)
d [ OL oL F vt
di ( a2 > 0z 0=F.=mz

que son las ecuaciones de movimiento buscadas.

(b) En coordenadas esféricas, el mdédulo cuadrado de la velocidad viene dado

por,
o2 o2 o2
v =71 +7%0 +r*Sen’dp (5.56)
entonces, el Lagrangiano viene dado por,
1 o2 o0 g2
L:T—U:§m r 4+r0 +r°Sen“fp | —U(r,0,9) (56.57)
de aqui que,
OL o2 2 OU
o = mr 4 mrSen®fp — o
oL .
s = mr
or
d (0L .
— = mr
dt \ or
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= mr?Senf Cos —%—g

oL
00
oL .

= mrf
d L oo °®
pn (8.) = mr?6 + 2mrr

8_L oU
dyp Oy
oL ,

09

L [ [ ] ° L] (1)
% (g. ) = 2mrr Sen® 0 + 2mr?0p Sen 6 Cos § 4+ mr? Sen® A
¥

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

o2
i(@_L) oL = 0= mro —I—mrSenQQQ?JZ—a—U:m'?:

dt \ gr) or or
i 8% — 8—L = 0= mr?Senf Cos 9&2 — 8_U = mr2b. + Zmr’;’é
dt o0 00 o0

% (%) _ g_f; = 0= _Z_Z — 2mrr Sen? Qg.p + 2mr2ég.0 Senf Cos 0

+mr? Sen? QZp.
pero, en coordenadas esféricas,

— — ou 10U 1 oU
7 _ou_. 1ou.. ou
vu o 90 rSend 890690

es decir,
_‘2_[7{ - F
_%?9—[9] = Fgé—Z—IHJ:TFe
_rSineg_Z = Fwi—g—Z:rSenéFw

(56.58)

(5.59)

(5.60)

5.61)

(5.62)
(5.63)

(5.64)

Por Ultimo, al sustituir (5.62), (5.63) y (6.64) en (5.58), (5.59) y (5.60) respectivamente, de

obftiene, . ;
E.=m7 —mrf — mrSen®6¢
rFy = mr2.0. + QmT;é — mr? Sen  Cos (99.02
rSen OF, = 2mrr Sen? 0 + 2m7‘25g.0 Sen 6 Cos 0 + mr2 Sen? 0%

qgue son las ecuaciones de movimiento buscadas.

(5.65)
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| Ejemplo 5.3 I . ) »
La maquina simple de Atwood. Encuentre la aceleracion, usando
las ecuaciones de Lagrange, del sistema mostrado en la figura 5.3 Se desprecia el

rozamiento en la polea.

Origen de
potencial
Uu=0
A |
y=y,
£-y=y,
M4

M,

Figura (6.3): La mdaquina simple de Atwood (Ejemplo 5.3).

Solucién: Este es un ejemplo de sistema conservativo con ligaduras holénomas y
esclerdbnomas. Es claro que sélo hay una coordenada independiente y, estando de-
terminada por la condicidn (ligadura) de que la longitud de la cuerda existente entre

ambos cuerpos sea 4, es decir,
yr+y2 =1

(5.66)

y si se hace iy, = y enfonces y, = ¢ — y. Es facil notar que la energia potencial es,

U=—-Mygy; — Magys = —Mygy — Mag (¢ — y)

y que la cinética es,
1 ° 2 1 ° 2
T = §Mly1 + §M2?JQ =

de aqui que el Lagrangiano venga dado por,

1 o2
5 (M + M)y

1 o2
L=T-U=g(M+M)y +Mgy+ Mg (l—y)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010.

PAg.: 168



5.3. EJEMPLOS CON LIGADURAS HOLONOMAS (FORMA IMPLICITA)

de donde,
oL
o (My — Ma) g
oL .
e = (Mi+ M)y
dy
d (0L oo
Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,
d (0L oL oo
de la cual, [P
o 1 — Mo
= ——+ 5.71
y < M, T M2) g .71

resultado familiar de los cursos de Fisica elemental.

| Ejemplo 5.4 I » o .

Encontrar la ecuacidn de movimiento, usando las ecuaciones de La-
grange, de un anillo de masa m que se desliza por un alambre (de masa despreciable)
que gira uniformemente con una velocidad angular w en una regidn libre de fuerzas

(ver figura5.4).

!f
\
{ \
I m
\ 0 |
\ !
/
N ,
S "

Figura (6.4): Anillo de masa m que se desliza por un alambre, de masa despreciable, que gira uniforme-
mente (Ejemplo 5.4).

Solucion: Este ejemplo es un caso sencillo de ligadura holébnoma y reénoma (de-
pendiente del tiempo), por lo que las ecuaciones de transformacién contendrdn ex-
plicitamente el tiempo,

r = rCos(wt) 6.72)
y = rSen (wt) 5.73)
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de manera que,

o2 o2 2

L] 2 L]
v = x +y = |rCos(wt) — rwSen (wt)} + [7’ Sen (wt) + rw Cos (wt)

2
[
= 7+’

y como se encuentra en una region libre de fuerzas U = 0, entonces el Lagrangiano
viene dado por,

_ _Lore2 5
L—T—U—Qm(r +rw> b.74)
resultando,

oL 9

o = mrw

oL .
- = mr

or

i 8[/ - (1]
#\ar) = mr

Enfonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

d (0L oL o 9

%(8;)_E_o;w_m (5.75)
que expresa el resultado ya conocido de que el anillo se mueve hacia afuera debido

a la fuerza centripeta. Como en el caso anterior, el método no sirve para allar la fuerza
que mantiene unido el anillo al alambre.

Considérese el caso del movimieno de un proyectil de masa m bajo
la accién de la gravedad en dos dimensiones (ver figura[5.5). Encontrar las ecuaciones
de movimiento, usando las ecuaciones de Lagrange, en: (a) coordenadas Carte-
sianas y (b) polares.

Solucién: Agui 6 es el dngulo de tiro. En coordenadas Cartesianas, serdn usadas
x (horizontal) y y (vertical). En coordenadas polares serdn usadas r (en la direccion
radial) y ¢ (Gngulo con respecto a la horizontal).

(a) Primero, en coordenadas Cartesianas se tiene,

T = %m (5:2+g;2) (5.76)

U = mgy ®&.77)

donde U = 0 en y = 0. De esta manera el Lagrangiano viene dado por,

° .2

L:T—U:%m(;—i—y)—mgy 6.78)
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Origen de
potencial

Uu=o0

VoD

Figura (56.5): Movimieno de un proyectil de masa m bajo la accién de la gravedad en dos dimensiones
(Ejemplo 5.5).

resulfando,
oL 0 oL B
or 0y g
oL e OL .
e = Mz, —5 =my
ox dy

i 8L o ..i aL - [ 1)
a\gs) — "ra\ay) ™

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

S0 (5.79)
Yy=-g
(b) En coordenadas polares,
1 a2 L2
T = §m<r —H“gp) (56.80)
U = mgrSenyp k.81
donde U = 0 cuando 6 = 0. De esta manera el Lagrangiano viene dado por,
L=T-U-= %m (7.“2 + 7“24,.02) — mgr Sen ¢ 5.82)
resultando,
oL o2 oL
— = mry —mgSenyp, — = —mgr Cosp
or Op
0L o OL 5e
T = mr,— =mr-p
or Op
i aL o [ 1] i aL . 2 LN + 2..
it \ o = mr,dt 8&) =2mrro +mrop

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. POg . ] 7 ]



CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (©.20), se obtiene,

2..

.2 [ 1]
rp — gSen g.o.— r=20 (5.83)
—grCosp —2rro —rcp =0

Las ecuaciones de movimiento cléramente son mds simples que las (5.83). Por
esta razdn se escogerian coordenadas Cartesianas como coordenadas generalizadas
para resolver este problema, la clave es reconocer que en estas la energia potencial
sélo depende de la coordenada y, mientras que en coordenadas polares depende
dery .

| Ejemplo 5.6' . . ,
Una parficula de masa m esta obligada a moverse sobre |la super-

ficie inferna de un cono liso como se muestra en la figura [5.4, donde a es constan-
te. La particula estd sometida a una fuerza gravitacional. Determinar un conjunto de
coordenadas generadlizadas y determinar las ligaduras. Encuentre las ecuaciones de
movimiento usando las ecuaciones de Lagrange.

Z

Origen de
potencial

U=0
y

-
e et ——— = =

Figura (56.6): Particula de masa m que estd obligada a moverse sobre la superficie interna de un cono
liso (Ejemplo 5.6).

Solucion: Hagase que el eje del cono corresponda al eje » y coldquese el vértice
del cono en el origen. Puesto que el problema posee simetria cilindrica, escdjase r, ¢
y z como coordenadas generalizadas. Pero, sin embargo, se tiene la ligadura,

z =rcoto (5.84)
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de manera que el sistema tiene sélo dos grados de libertad vy, por lo tanto, dos coor-
denadas generalizadas. Se puede usar (6.84) para eliminar z o r.

En coordenadas cilindricas, el médulo cuadrado de la velocidad viene dado por,

2 .2 2.2 .2
vt=1r +1rp +z2

que, al usar (6.84),

v? = 7’29.02 + 7.“2 (1 + cot? a)

y como 1+ cot? o = csc? o,
o2 o2
v =1 cscta+rip (5.85)

Por otro lado, la energia potencial (si se elige U = 0 en z = 0), viene dada por,
U = mgz = mgr cot « (5.86)

entonces el Lagrangiano se puede escribir como,

1 /o2 ge2
L:T—U:§m<r csc a—i—rgo)—mgrcot& (5.87)

resultando que,

OL 0L  ,e d (OL\ d/ .
= 0, _mrgo,a< )—E(mrgo)

dp P P

aL .2 aL [ ] 2 d aL e 2
— = mre —mgcota, — =mrcsc o, — o | =mrcsca
or or dt \ or

Enfonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

9L — mr2p = constante.
0% (5.88)

.r.—rc,.p Sen®* o 4 gSen awCos v = 0

donde la primera ecuacion expresa la conservacion del momento angular en tforno
al gje z y la segunda es la ecuacién de movimiento para la coordenada r.

| Ejemplo 5.7 I ) . .
El punto de soporte para un péndulo simple de longitud b y masa
pendular m se mueve sobre un anillo (de masa despreciable) de radio a con veloci-

dad angular constante w. (@) Obtener la expresion en coordenadas Cartesianas de la
velocidad y la aceleraciéon para la masa m y (b) usando las ecuaciones de Lagrange,
obtener también la aceleracién angular para 6. Ver figura[5.7]
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Origen de
potencial

u=o0

X
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Figura (56.7): Un péndulo simple de longitud b y masa pendular m cuyo punto de soporte mueve sobre
un anillo con velocidad angular constante (Ejemplo 5.7).

Solucioén: Se posicionard el origen del sistema de coordenadas en el centro del
anillo rotante.

(a) La posicidn de m en coordenadas Cartesianas viene dada por,

r = aCos(wt)+bSend (5.89)
y = aSen(wt) —bCosh (6.90)

por lo fanto las velocidades son,

T = —aw Sen (wt) + b Cos 6

. . ®&.9n
y = aw Cos (wt) + b Sen

y las aceleraciones,

(1] .2
T = —aw? Cos (wt) + b (9 Cosf — 0 Sen@)
6.92)

o0 .2
y = —aw?Sen (wt) + b (9 Senf + 0 Cos@)
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(b) Es claro que la Uunica coordenada generalizada es . Las energias cinética y
potencial vendrdan dadas por,

1 o2 o2
T o= gm(E i)
U = mgy

donde U = 0 en y = 0. Entonces el Lagrangiano se puede escribir como,

.2 L]
L=T-U-= % [a2w2 + b%0 4 2bfaw Sen (0 — wt)} —mg |aSen (wt) — b Cos 0 (5.93)
de aqui que,
g—g —  mbbaw Cos (0 —wt) —mgbSend
a4 <8%> S —] + mbaw (é — w> Cos (6 — wt)
dt
00
Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

(1] 2
0 = % Cos (0 — wt) — % Sen (5.94)

Notese que este resultado se reduce a la bien conocida ecuacién de movimiento
del péndulo simple cuando w = 0, es decir, cuando el anillo no rota.

Encuentre la frecuencia, para pequenas oscilaciones, de un péndu-
lo simple colocado dentro de un vagdn que se mueve con una aceleracion constante
a en la direccidon +z, usando las ecuaciones de Lagrange.

Solucién: Un diagrama de la situacién descrita es mostrado en la figura , para
un péndulo de longitud ¢, masa m y dngulo de desplazamiento 6. Se muestra un sistema
de coordenadas fijoconz =0y z = v, en t = 0. La posicidn y la velocidad de m vienen
dadas por,

1
Vol + §at2 + ¢Sen

8
Il

y = —{Cosf
T = vo—f—at—i-ééCOSH
y = Eé Sen 6

Las energias cinética y potencial son,

T = %m <5Z2+§2>
U = —mglCosf
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o] Pufpoo) =

(a)

———

o0& [0 -

(b)

Figura (5.8): Péndulo simple colocado dentro de un vagdén que se mueve con una aceleracién cons-
tante a en la direcciéon +z (Ejemplo 5.8).

y el Lagrangiano es,

1 . 2 1 ° 2
L=T-U= g™ (vo+at+€900s9) + gm (EGSenQ) + mgl Cos 0

de aqui que,
oL ® ° 2.2
20 = —mll (v, +at+£0Cosf ) Senbd + meé<0 Sen6 Cosb
—mgl Sen
oL b 29 2
- = ml|v,+at+£0Cosf | Cosb + ml0 Sen” 0
00
L L R (vo + at + £ Cos 9) Sen ¢

02

o0 02
+m¥l Cos 0 (a + 760 Cos — 00 Sen 9) + 2ml?60 Senf Cosh
+me®6 Sen? 6

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (5.20), se obtiene,

0 = —% (9Sen® + aCosb) (5.95)

Se puede determinar el dngulo de equilibrio ., (mostrado en la figura[5.8b) al hacer
0 =0en (.99,

0 = gSenf,+ aCosf, (5.96)
tanf, = —2 (5.97)
g
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Por ofro lado, debido a que las oscilaciones son pequenas y se dan en torno al
angulo de equilibrio, hagase,
0=0,+n (5.98)

donde 7 es un dngulo pequeno. Entonces, al sustituir (5.98) en (6.99) resulta,

7 = =2 Sen (6, +n) — 5 Cos (6, +1) (5.99)

Ahora, al usar las identidades para el seno y coseno de la suma de dos dngulos y
usar la aproximaciéon para dngulo pequeno en Senn y Cosn (fomando sdlo el primer
término de los desarrollos en series de Taylor para ambos), resulta,

n = —% [(gSenf. + aCosf.) +n(gCosb. — aSenb,)] (5.100)

pero el primer férmino entre paréntesis es nulo debido a (6.96), quedando,

.ﬁ:—%(gCOSQe—aSené’e) (5.101)
y usando (5.97),
2 2
'n'+aT+gn=o (5.102)

que es la ecuacion de movimiento de un oscilador arménico sinple con,

2 2
S VT (5.103)

14

Este resulfado se ve plausible, ya que para a = 0 — w = /g/¢ qQue es la frecuencia
angular del péndulo simple cuando el vagon estd en reposo o en movimiento rectili-
neo uniforme.

| Ejemplo 5.9' ,
Una cuenta de masa m se desplaza a lo largo de un alambre liso

(de masa despreciable) que tfiene la forma de la pardbola z = cr? (ver figura [3.79).
La cuenta rota en un circulo de radio R cuando cuando el alambre estd rotando en
torno a su eje vertical de simetria con velocidad angular w. Encuentre el valor de ¢
usando las ecuaciones de Lagrange.

Solucioén: Debido a que el problema tiene simetria cilindrica, se escogen r, ¢ y z co-
mo coordenadas generalizadas. Por lo tanto, la energia cinética de la cuenta vendrd
dada por,

1 ez L2 g2
T—im(r +7rp —|—z> (6.104)
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Origen de
potencial

u=o0

y

X
Figura (6.9): Cuenta de masa m se desplaza a lo largo de un alambre liso, de masa despreciable, que
tiene la forma de la pardbola z = ¢r? (Ejemplo 5.9).

y sise elige U = 0 en z = 0, la energia potencial vendrd dada por,
U=mgz (6.10%)

Pero r, ¢ y z no son independientes. La ecuacidon de ligadura es la ecuacion de la
pardbolaq,
2 = cr? (5.106)

2 = 2crr (5.107)

y ademads, se tiene también una dependencia explicita del tiempo dada por,

o = wt (6.108)
P = w (5.109)
por lo tanto, el Lagrangiano se puede escribir como,
L=T-U=" (7" + 4227 + 202 — mger® (5.110)
de aqui que,
oL o o2 9
o m <4c rro 4 rw — 2gcr>
8[/ . m . 2 9@
o = 35 (27’ + 8c°r r)
d aL m [ o2 oo
— = — (92 1 2 2.2
dt(a}) 2<r+ 6¢c’rr 4+ 8cr 7")
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Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,
7 (1 + 4027’2) + 7.’24027’ +r (Qgc — w2) =0 G111

que es un resultado complicado. Si, sin embargo, la cuenta rota con r = R = constan-
te, entoncesr = 7 = 0, la ecuacioén (5.111) se convierte en,

R(2gc—w2) =0 6.112)
y de aqui,
w2
c= 6.113)
g

que es el resultado pedido.

|Ejemplo 5.10' o . .
Considérese el sistema de doble polea (de masa despreciable)

mostrado en la figura 5.T0l Usar las coordenadas indicadas y determinar las ecua-
ciones de movimiento usando las ecuaciones de Lagrange.

Solucion: Aqui ¢, es la logitud de la cuerda que pasa por la polea 1y ¢, es la logitud
de la cuerda que pasa por la polea 2. Las distancias i, Yy y», son medidas con respecto
al centro de las dos poleas.

Para m;:
vy = ?31 ®b.114)
Para ms:
d [ ] [ ]
112:%(€1—y1+y2):—y1+y2 6.115)
Para ms:
d [ ] [ ]
1)3:%(61—?;1—1-52—92):—91—92 ©.116)
por lo tanto,
T = 1TTL1U2 + —m2v2 + 1TTL3U2
P S D A
1 .2 1 [ ] [ ] 2 1 [ ] [ ] 2
= "M + L <—y1 + ?J2> + 53 <—Z/1 - yz) &.117)
ysiU=0eny, =0,
U = U +Uy+Us
— —mygy —mag (b — 31 + y2) — mag (4 — y1 + lo — 112) 6.118)
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Yl
( )
Origen de
Polea 1 potencial
U=0 X
|
Y1
4 Y1
my
T~ | Poteaz 1
6HY2
Y2 m3 j
1 m,

Figura (6.10): Sistema de doble polea (Ejemplo 5.10).

Entonces, a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.20), se obtiene,

s +ma ()= 5a) +ma (§, 4 5,) = (m = ma = ma) g } (5.119)

—ma <.y.1 - 3;2) + mg <.?J.1 + .y.2> = (m2 - m3) g
ecuaciones que pueden ser resueltas para i, y .

|EiempI05.lII o . . . .
Considérese un cilindro sdlido de centro O’ y radio R, que rueda sin

deslizar dentro de la superficie semicilindrica fija con centro O y radio R, > R, (ver figura
B.17). Encuentre la ecuacién de movimiento y el periodo para pequenas oscilaciones
(0 pequeno) en torno a la posicion de equilibrio, usando las ecuaciones de Lagrange.

Solucién: La velocidad del centro de masa del cilindro debe ser igual a la velocidad
con la cual gira, por lo tanto,

(RQ—Rl)é:R1¢:>(RQ—Rl)é—ng.b:O (5]20)

representando una ligadura cinemdatica que, afortunadamente, es infegrable. Si se
toma ¢ = 0 cuando ¢ = 0, al integrar (6.120) resulta,

(Ry— R1)0—Ri¢p=0 (5.121)
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y
Origen de
potencial *
o /O.\ x_(Rz-R1)O
R, v

Q

Figura (5.11): Cilindro sélido de centro O’ y radio R; que rueda sin deslizar dentro de la superficie semi-
cilindrica fija con centro O y radio R, > Ry (Ejemplo 5.11).

por lo tanto el sistema sdlo tiene un grado de libertad. La energia cinética viene dada
por,

_ 12 .1
T = 2mvcm—|— 2]¢ 5.122)

donde v, €s la velocidad del centro de masa del cilindro e I su momento de inercia
dados por,

Ve = (Ry— R1)0 (5.123)
= SmE (5.124)

por lo tanto, al sustituir 6.123) y (6.124) en (5.122) resulta,

° 2 02

1 9 o2 1 2o2

y si ahora se escoge # como coordenada entonces, teniendo presente la ligadura
.120), (6.125) se puede escribir como,

2
(Ry — Ry1)0
Ry

N J/
-~

por ET20)

1 o2 ]
T = §m(R2—R1)29 ‘l‘sz%

3 )22
= Zm (R2 - Rl) 0
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Por otro lado, la energia pontencial U vendrd dada por,

U= —mgy =—mg(Ry — Ry) Cost (6.126)
del AQO\Or/, fig.
entonces, a partir de (6.128) y (6.128), el Lagrangiano se puede escribir como,

02
L:T—U:%m(Rz—lee +mg (Rs — Ry) Cosf (5.127)

Ahora, a partir de las ecuaciones de Lagrange (5.20) (en este caso hay sdlo una,
para f), se obtiene,

2g B

que es la misma ecuacion que para un péndulo simple de longitud % (Ry — Ry). Ahora
bien, para # pequeno se tiene que,

b+

' 29
0 +—"—0=0 (5.129)
3(Ry — Ry)
ya que Sen ) =~ 0, de aqui que el periodo de oscilacion 7 del cilindro venga dado por,
3

T =27 %<R2_R1)

5.4. Ejemplos con ligaduras holdnomas (forma explicita)

Los ejemplos siguientes representan sistemas holdbnomos en los que las ecua-
ciones de ligadura serdn usadas para ser incluidas, en forma explicita, en las ecuo-
ciones de Lagrange mediante el uso del método de los multiplicadores de Lagrange.

En ciertos casos puede ser deseable conocer las fuerzas de ligadura. Por ejemplo,
desde el punto de vista de un ingeniero, podria ser Util conocer las fuerzas de ligadura
para propdsitos de diseno. Estas fuerzas las proporcionan las fuerzas generalizadas de

ligadura (6.28).

La utilidad del método de los multiplicadores de Lagrange, es doble:

1. Los multiplicadores de Lagrange estdn relacionados con las fuerzas de liga-
dura, a través de (6.28), que son requeridas frecuentemente.

2. Cuando, para un sistema dado, no se desea un cojunto de coordenadas
generalizadas propias o es muy dificil obtenerlas, el método puede ser usa-
do para incrementar el nUmero de coordenadas generalizadas mediante
la inclusidon explicita de las relaciones de ligadura entre las coordenadas.
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| Ejemplo 5.12 I . . .
Enconftrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.1.

Solucién: Aqui, a partir de (5.49), la ecuacién para la ligadura se puede escribir
como,

f(z,y)=y+axtanf —h =0 (6.130)

por lo tanto el sistema tiene sélo un grado de libertad, pudiéndose entonces elegir z 0
y como coordenada generalizada como se hizo en el ejemplo 5.1. Alternativamente,
se puede continuar considerando ambas x y y como coordenadas generalizadas y
usar el método de los multiplicadores de Lagrange. Aqui se seguird lo ultimo.

Teniendo presente que la ligadura (5.130) es holdnoma, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.29). Para este
caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (0L 0L ., 90f . Of
d (oL 0L . 0fi . Of

A partir de el Lagrangiano, sin incluir la ligadura, viene dado por,

1 o2 2
L:T—U=§m<x —l—y)—mgy

por lo tanto, de aqui y de (5.130) se halla que,

oL o= m} %(g_g):m'x' O — tan g (5.133)
oL __ oL __ g d (0L __ oo ofri __

Ahora, al sustituir los resultados (5. 133) y (6.134) en (5.13T) y (6.132) respectivamente,

se obtiene,

mx = A tanf (5.135)
my+mg = M (56.136)

y del sistema formado por (5.130), (6.135) y (5.136) es facil encontrar que,

A1 = mg Cos 0
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por lo tanto, a partir de (6.28), las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas
por,

1
leig = ZAI% = /\1% = mg Cos? @ tan @ = mg Cos # Sen § 5.137)
s x
=1
1
Qgg = Z)\laa—“g = /\1%—2 =mg Cos® 0 (5.138)

=1

que representan las componentes de |la fuerza de ligadura en el referencial escogido.
Entfonces, la magnitud de la resultante de las fuerzas de ligadura vendrd dada por,

QligZ\/< gg>2+< gfg>2:mgCos€

que no es mas que la fuerza normal ya calculada en cursos de Fisica elemental.

| Ejemplo 5.13 I . . .
Enconftrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.3.

Solucién: Aqui, a partir de (5.66), la ecuacion para la ligadura se puede escribir
como,

Fip)=yi+ya—€=0 (5.139)

Teniendo presente que la ligadura (5.139) es holbnoma, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.29). Para este
caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (oL oL L of ofi

— =) - == = AN=—— = \|=— (6.140

dt (3@) oy 121 Yoy, — oy )
d (oL oL L of, ofi

el ——— = AN=—— = \|=— (5.141

dt (3?;2) Y IZ "0y, — " Oys )

A partirde (6.67) y el Lagrangiano, sin incluir la ligadura, viene dado por,

1 62 1 o2
L=T-U-= §M1y1 + §M2y2 + Migys + Magys
por lo tanto, de aqui y de (6.139) se halla que,
oL oL * d oL \ __ oo of1 __
S—Myg Z-inj g (%)=MmF, -1 (5.142)
oL __ oL __ * d oL \ _ oo of1 __
S =My 2=, E(%) = MY, =1 (5.143)
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Ahora, al sustituir los resultados (5. 142) y (6.143) en (5.140) y (5.147T) respectivamente,
se obtiene,

Ml?y.l—Mlg = /\1 (5]44)
M2§2—Mgg = )\1 (5]45)

Por ultimo, del sistema formado por (5.139), (6.144) y (5.145) es facil encontrar que,

2M7 M,

AN=——
1 M1+M2g

por lo tanto, a partir de (6.28), las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas

por,
2M; M,

35 a7 9
My + M,
Este resultado coincide con la tensidn de la cuerda que se calcula en cursos de Fisica
elemental.

Ry = Q) = (5.146)

Ejemplo 5.14 I . , .
Enconftrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.9.

Solucion: Aqui, a partir de (5.106), la ecuacién para la ligadura se puede escribir
como,

flz,r)=2—cr*=0 (5.147)

Teniendo presente que la ligadura (5.147) es holdnoma, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.29). Para este
caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (OL\ 0L of; dfr
(%) -5 - T -a (5.148)
r =1
d (oL\ oL . Of; ofi
ad — | -— = P (5.149)
dt (8@) Op ZZI: l&p 18g0
d (OL\ 0L . .0fi . Of
(%)% = Dag-ag (©150

A partir de (6.104) y (5.108) el Lagrangiano, sin incluir la ligadura, viene dado por,

1 fe2  ,e2 o2
L:T—Uzim(r + 1 +z>—mgz
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por lo tanto, de aqui y de (6.147) se halla que,

.2 ° (1)
g—f:mrgo g—ézmr %(%)zmr %:—QCT b.151)
oL _n oL _ . 2% 4 (0L) _ s 2% Ofi _
5. =0 or = MY %(g)—Zmrmp—i—ngo 5, =0 (6.152)
U —mg %—mi 4(%)=m? -1 (5.153)

Ahora, al sustituir los resultados (5.151), (6.152) y (6.153) en (6.148), (6.149) y (6.150)

respectivamente, se obtiene,

02

m.r.—mrgo = —2cr\ (5.154)
p+rp = 0 (5.155)
ms+mg = A\ (5.156)

pero como r = RY ¢ = w, este sistema de ecuaciones se reduce a,

mw? = 2\ 4.157)
mz+mg = M (5.158)

a partir de las cuales, junto con ¢.147), se encuentra que,

A1 = myg (5.159)
2

c = — (5.160)
29

por lo tanto, a partir de (6.28), las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas
por,

1
: dfi dfi
lig  _ = N = = — 2
Q, ;21 A\ 5 A o mw” R b.161)
1
: dfi dfi
Q@ ZEZI Al 90 A 20 0 (5.162)
1
: dfi dfi
Q. E A P At 5, = M9 (5.163)

| Ejemplo 5.15 I _ . . _ . _
Un disco de masa M y radio R rueda, sin deslizar, hacia abajo en un

plano inclinado (ver figura [5.12). (a) Encontrar las ecuaciones de movimiento, (b) las
fuerzas generalizadas de ligadura y (¢) la aceleracion angular.
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=

Origen de potencial U =0
Figura (6.12): Disco de masa M y radio R rueda, sin deslizar, hacia abajo en un plano inclinado (Ejemplo
5.15).

Solucion:
(a) La energia cinética de desdobla en la energia cinética del centro de masa y la
energia cinética del movimiento alrededor de éste,
1 1.2 1 o2

o2 o2 1 2
T—§Mx +§]0 —§Mx +ZMR9 (5.164)

o2
donde 116 esla energia rotacional e I = 1M R? es el momento de inercia del disco. La

energia potencial es,
U= Mg(l —x)Sen ¢ (5.165)

donde [ es la longitud de la superficie inclinada y U = 0 para x = [ (final del plano).
El Lagrangiano es por lo tanto,
L— %M?f + iMR?é2 ~ Mg(l - z)Sen (5.166)
Ademas, la ecuacion de ligadura es,
f(z,0)=2— RO (5.167)

por lo tanto el sistema tiene sélo un grado de libertad, pudiéndose entonces elegiry 0 ¢
como coordenada generalizada y usar para eliminar la ofra. Alternativamente,
se puede confinuar considerando ambas y y # como coordenadas generalizadas y
usar el método de los multiplicadores de Lagrange. Aqui se seguird lo dltimo.

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . ] 87



CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

Teniendo presente que la ligadura (5.167) es holbnoma, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (¢.29). Para este

caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (OL\ 0L L of, ofu
JOR RPN

o Oz O
d (oL\ oL o, Of
E(@) 20 Z 90 ~ a0

De (©.166) y (©.167) se halla que,

= Mgx Sen ¢ g—’;:]\/[g'; %(%)zM’gg’ %:1

P) oL 7 d (oL )
%-0 L_iMRM 4(%)=iMRY % =R

y al sustituir estos resultados en (5.170) y (5.T7T), resulta,

MZ — MgSeng — A\, =0
LMRO + Ay =0

(5.168)

(5.169)

(56.170)
&.171)

(5.172)

que son las ecuaciones de movimiento pedidas y que, junto con la ecuacidon de ligo-

dura (6.167),

= RO

constituyen un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas 6, z, A;.

(5.173)

(b) Derivando con respecto al tiempo la ecuacion de ligadura (5.173) dos veces,

y al combinar este resulfado con la segunda de las (6.172) resulta,

1 e
)\1 = —§Mﬂf

que al combinarla con la primera de las (6.172) resulta,

2
T = ggSengb

Por Ultimo, de (5.175) y (6.176), resulta,

1
)\1 = —gMgSenqb

(5.174)

(6.175)

(5.176)

&.177)
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entonces las fuerzas generalizadas de ligadura en este caso son,

leg . Z)\ oft _/\18f1 = —%MgSengb
(5.178)
Qlis — Z/\ 9 = )\ 8 = LMgRSen¢

donde Q' y Q“g son la fuerza de friccidon y un torque, respectivamente, y son las fuerzas
generalizadas de ligadura requeridas para mantener el disco rodando sobre el plano
sin resbalar.

() De (6.1/74) y (5.176), resultq,

0 = 3RgSengb 6.179)

que es la aceleracion angular pedida.

Nétese que si el disco se hubiese deslizado sin friccidn, se tendria & = g Sen ¢. Por lo
tanto la ligadura reduce la aceleracion en 2/3 del valor sin friccion.

| Ejemplo 5.16' . _ .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo
511.

Solucion: Aqui, a partir de (5.121), la ecuacidn para la ligadura se puede escribir
como,
f(0,0)=(Ra— R1)0 — Ri¢p =0 (5.180)

Teniendo presente que la ligadura (5.180) es holdnoma, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.29). Para este
caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (0L oL af of
%<8é>_39 - ZA[ 6~ Maop (18D
d (0L oL 8fl_ dfi
%(ag)_aqﬁ N ZA’ arn (6182

A partir de (6.128) y (5.1268) el Lagrangiano, sin incluir la ligadura, viene dado por,

1 1
L:T—U:§m(R2—R1) 0 —|—4qu§ +mg (Ry — Ry) Cos 6
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por lo tanto, de aqui y de (5.180) se halla que,

L — _png(Ry— Ry)Send 2% — m (Ry— Ry)26
90 2 1 . 55 2 1 (5]83)

b (%) =m (Ry — Ry)* 0 8f1 =Ry — Ry

oL _ Z_g:%mR%;) i(z_g):%m]{ﬁ oh — _R, (5.184)

B dt 9

Ahora, al sustituir los resultados ¢(56.183) y (6.784) en (5.181) y (5.182) respectivamente,
se obtiene,

m(Rs — Ry) 6 +mgSenf = A (5.185)
%leg — (5.186)

a partir de las cuales, junto con (6.180), se encuentra que,
A\ = %mg Sen 6 (5.187)

por lo tanto, a partir de (6.28). las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas
por,

g _ Z)\lﬁfz 3f1 _ %mg (Rs — Ry) Sen 6 (5.188)
@ 0 9 1
ng — Z)\l h _ =\ ‘];1 = _§ng1 Sen 6§ (5.189)

Aqui Qﬁjg y QZ?" son dos torques, y son las fuerzas generalizadas de ligadura requeri-
das para mantener el cilindro sélido de radio R; rodando sobre la superficie interior del
cilindro de radio R, sin resbalar.

| Ejemplo 5.17 I . .
Una parficula de masa m comienza a moverse desde el reposo,

partiendo de la parte mds alta de un hemisferio fijo y liso de radio a. Encuentre las
fuerzas generalizadas de ligadura y el dngulo en el cual la parficula abandona la
superficie del hemisferio.

Solucién: Ver figura |5.13| Debido a que se estd considerando la posibilidad de que
la particula abandone la superficie del hemisferio, se eligen como coordenadas ge-
neralizadas r y 6. La ecuacion de ligadura es,

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . ] QO



5.4. EJEMPLOS CON LIGADURAS HOLONOMAS (FORMA EXPLICITA)

o X

Figura (5.13): Particula de masa m que comienza a moverse desde el reposo, partiendo de la parte mds
alta de un hemisferio fijo y liso (Ejemplo 5.17).

f(ry=r—a=20 (5.190)

Ademds,

o2 o2
T = %(r +r2¢9)

U = mgrCosf
o2

m o2
L = T—Uz;(r +r26’)—mg7’0050 G191

donde la energia potencial es cero en la parte mds baja del hemisferio. Las ecua-
ciones de Lagrange (56.29) son para este caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d (OL\ 0L . .9fi . Oh

G (%) -5 - Ao (5.192)
=1

d (0L\ 9L . 9fi . Of

i(5)5 - D

y de aqui, en virtud de (6.191), resulta,

02
mr —.T.nr9 ngCos@—)q:O (5.194)
70 +2r0 — gSen = 0
y al aplicar la ligadura r = a a las anteriores ecuaciones,
02
—maf +mgCosfl — Ay = 0 (5.195)
ag—gSenﬁ = 0 5.196)
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A partir de (5.196) se tiene que,

9 =7 Seno (5.197)
a

2
que se puede integrar para determinar 6 . Nétese primero que,

e d (d0\ d) dBdo  =df
" =a <E> a " asa a (5.198)
enfonces de (6.197),
Oe o 0
/ 0do = 7 / Sen 0df (5.199)
0 a Jo

yaque # =0ent =0cuando § = 0y la tilde se usd para hacer diferencia entre las
variables de integracion y los limites. De aqui resulta,

o2
19 _ Icoses? (5.200)
a a

2
Sustituyendo 6 de (6.200) en (5.195) resultq,

A1 =mg (3Cosf — 2) (5.201)

por lo tanto, a partir de (6.28), las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas
por,

1
Qs = Z )\l% = )\1% =X =mg (3Cosf — 2) (5.202)
leig = Z )\z afl = )\18f1 =0 (5.203)

La particula se desprende de la superficie del hemisferio en el dngulo 6, ( el sub-
indice d significa desprendimiento) cuando Q' = 0,

QY =0 =mg (3Cosfy — 2) (56.204)

de manera que,
04 = Cos™! (g) _ 48,9 (5.205)

Noétese que la fuerza generalizada de ligadura es Q1 = mg en § = 0, es decir,
cuando la particula se encuentra en la parte mas alta del hemisferioﬁ.

SComparar el resulfado aqui obtenido con el problema 8.39, pdgina 236, de la referencia (1).
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| Ejemplo 5.18 I . .
La figura |5.14) muestra una parficula de masa m sobre un plano

inclinado que se mueve con ¢ constante. Encuéntrese la aceleracion de m a lo largo
del plano inclinado y las fuerzas generalizadas de ligadura .

y

=T
! Origen de
| h(t) potencial
0 ! U=0
0 X

Figura (6.14): Particula de masa m que se mueve sobre un plano inclinado maévil (Ejiemplo 5.18).

Solucion: La ecuacion de la recta que define el plano inclinado viene dada por,
y=axtand + h(t) (5.206)
de aqui que la ligadura sea,
f(z,y,t) =y —xtand —h(t) =0 (56.207)

Teniendo presente que la ligadura (56.207) es holdnoma (redénoma), se pueden obten-
er las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.29). Para
este caso (con K = 1 por sélo haber una ligadura),

d 8L> oL . fi . Ofy
— = -5 = N = A —— (5.208)
dt <8:p Oz ; Yor e
d (0L\ oL . Afi | Of
- (a@) “ % = ;)\la—y = Ala—y (5.209)
El Lagrangiano viene dado por,
1 /e2 2
L:T—Uzim(x +y>—mgy (6.210)
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por lo tanto, de aqui y de (6.207) se halla que,

%:O g—g:mi %(Z_I;;) =mz %z—tan@ &.211)
oL _ o, _ ,® d (oL _ ., * 9fi _
9y = Mg e =my %(8—;) =my Gr=1 6.212)

Ahora, al sustituir los resultados (6.2TT) y (6.212) en (56.208) y (6.209) respectivamente,

se obtiene,

mxr = —M\ tanf ®.213)
my+mg = M (5.214)

a partir de las cuales, junto con (5.20/), se encuentra que,

i J —(g+°fl) CosSen 6 (5.215)
Y o= —gSenQH—i—.l;Cos?Q 6.216)
- m(g+';{) Cos? 6 (5.217)

De (6.215) y (6.216) la aceleracion a a lo largo del plano inclinado viene dada por,

..2
a="1 .33.2 + ty.2 = \/g2 Sen?6 + h Cos?6 (6.218)

por lo tanto, a partir de (6.28), las fuerzas generalizadas de ligadura vendrdn dadas
por,

1
, df; ofi oo
lig = _— = _— =
Q; l; A e A pe m (g + h> Cosf Sen 8 5.219)
1
, dfi ofi oo
li _ _ _
Q7 = E )\l—ay = Al—ay =m <g + h> Cos? 6 (5.220)

AQui Q9 y QZQ son dos fuerzas, y son las fuerzas generalizadas de ligadura requeridas
para mantener a m sobre la superficie del plano inclinado. El médulo de la resultante

de las fuerzas (¢.279) y 6.220) viene dada por,

@' = /(@) + ( )" = (g7 Cost (5.221)

(1]
que es la fuerza de reaccién normal al plano inclinado. Noétese que si h = 0, fodo lo
anterior se reduce a |os resulfados de los ejemplos 5.1y 5.12.
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5.5. Ejemplos con ligaduras semi-holonomas

| Ejemplo 5.19 I . .
Resolver la parte (b) del ejemplo 5.15 pero expresando la ligadura

en forma diferencial.
Solucién: La ecuacion de ligadura, en forma diferencial, viene dada por,

f(2,0)=de— Rdf =% — RO =0 (5.222)

que es, en redlidad, una ligadura holdnoma pues es posible integrarla. En este caso se
desea dejarla en esta forma. Aqui se tiene una ligadura y dos coordenadas generali-
zadas. A partirde (6.34) para K =1y j = 1,2 resulta,

A1151 + A12C_.12 + B (q1,q2,t) =0

ySigi =z Y g = 6 entonces la anterior ecuacion se puede escribir como,

Avnd + A+ By (2,6,1) = 0 (5.223)
Al comparar (56.222) con (5.223) es facil encontrar que,
A, =1y Ap=-R (56.224)

Ahora al usar las ecuaciones de Lagrange resulta,

d 8L> oL ! .

— (=) -%= = NAL = Mz — MgrSen¢ = \ (5.225)
dt (ax ox 121: e '

d (0L\ oL ! 1 o

—\ = | =5 = D_NAw=MR0 =-R\ (5.226)
dt < 00 ) 09 = 2

donde se ha usado el Lagrangiano (5.166). Obsérvese que son idénticas a las encon-
fradas en el eiemplo 5.15, por lo tanto,

A = —%Mg Sen ¢ (5.227)

y las fuerzas generalizadas de ligadura, al usar (6.38), vendran dadas por,

1
chig = Z NAp = MA, = —%Mg Sen ¢
=1 (5.228)
laig = Z )\lAlg = )\11419 = %MQR Sengb

=1

resultados idénticos a los obtenidos en el ejemplo 5.15.
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| Ejemplo 5.20 I . . . . .
Un disco rueda (sin deslizar) sobre el plano horizontal XY (ver figura

0.31), obligado a moverse de modo que su plano permanezca siempre vertical (el
disco puede ser una de las dos ruedas de un eje). Enconftrar las fuerzas generalizadas
de ligadura.

o} X

Figura (56.15): Un disco que rueda (sin deslizar) sobre el plano horizontal zy (Ejemplo 5.20).

Solucion: Si se eligen como coordenadas para describir el movimiento las (x,y) del
centro del disco, un dngulo de giro ¢ alrededor de su gje, y el dngulo # formado por di-
cho ejey el gje X (ver figura[2.9) entonces, como resultado de la ligadura, la magnitud

de la velocidad del centro del disco es proporcional a :ﬁ Por lo tanto, las ecuaciones
de ligadura vienen dadas por (ver ejemplo 2.7),

% — RSenfp = 0 (5.229)
5V + RCosfp — 0 (5.230)

gue no son integrables, es decir, son no-holdénomas. Aqui se tienen dos ligaduras y
cuatro coordenadas generalizadas. A partir de (6.34) paral=1,2y j = 1,2,3,4 resultq,

ANy + AaGo + Arsqs + Ay + Br (¢, q2, g3, qast) = 0
A21£}1 + A22(.]2 + A236.]3 + A24(.J4 + Bs (q1, 92,43, q4,t) = 0

YSiqi=x.,9=1vy,q3 = ¢ Y qs = 0, entonces las anteriores ecuaciones se pueden escribir
como,

At 4+ Ayl + Argd + Al + By (2,9, 6,0,8) = 0 (5.231)
A+ Aoy + Aoy + Aol + By (2,9, 6,0,8) = 0 (5.232)
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Al comparar con (6.229) y (6.232) con resulta,

Al:c =1 Aly =0 Alqg = —RSen6 Alg =0
AQJC:O Agyzl A2¢:RCOSQ AQ@ZO

y a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.39) se puede escribir,

2
4 <3_L> — % = Z NAz = MA + XAy = N

or
=1

2
% <8_L) — g—zl/’ = Z )\lAly = )\1A1y + )\2A2y - )\2
=1

Y

2
%(%)_%%:E:M&¢:hAM+MA%:—MR&m0+&RCm6
=1

2
# (%) = % = oo = -+ dady =0
=1

El Lagrangiano para este sistema viene dado por,

02 1 02

L=t (e L 1,0
=g (F+7) + 310 + 3l

entonces, al sustituir (6.235) en las ecuaciones (5.234) resulta,

mr = A\
m.y.:)\Q
I,6 = —MRSenf + AR Cos 6
1,6 =0

que son las ecuaciones de Lagrange del sistema dado.

(5.233)

(5.234)

(5.235)

(5.236)

Ahora bien, de la primera y segunda de y con el uso de (6.229) y (6.230) se

obtiene,
M = mZ=mR (}; Sen 6 + %é Cos (9)
Ay = my=mR (—Z Cos 6 + g.éé Sen 9)

que al sustituirlas en la tercera de las ecuaciones (5.236) resulta,

I¢?¢. = —mR? (?é. Sen 6 + éﬁé Cos 9) Sen 6 + mR? (—ZCOSH + q.bé Sen 9) Cos 0

= —mR%*¢

(5.237)

(5.238)
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O’ o0
(Iy+mR*) ¢ =0
—_——
#0
de aqui que,
¢ =0— ¢ =w= constante (5.239)

y de la dlfima de las ecuaciones (5.236) se obtiene,

5 =0— é = = constante (5.240)

Al sustituir 6.239) y (6.240) en (6.237) y (56.238) resulta,

A1 = mRwQCosf
Ay = mRwS)Send

por lo tanto, de (¢.38). las fuerzas generalizadas de ligadura vienen dadas por,

2
Q7 =3 " N A = A = mRwQ Cos 0

=1
2

Qlis = " N Ay = Ay = mRwS Sen §
=1

2
Qp' = > Mty =0
I=1

2
P Z NAw =0
=1

La resultante de Q7 y Q! es,

\

(5.247)

Q" = Qle, + QU9%e, = mRw (Cos 0, + Sen 0¢,)

que es perpendicular a la velocidad o del disco, es decir, estd dirigida a lo largo de

su gje.

Flemplos.21 La figura |5.16

muestra un carrito que consiste en un bloque rec-

tangular de densidad uniforme y masa M, sobre una superficie horizontal (plano xy). El
carrito posee dos ruedas de masa despreciable a la mitad de cada lado, de manera

"Ver referencia (20).
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que el centro de masa estd a la mitad de la distancia entre ambas. Ademas, el carrito
fiene una carga @ en su centfro y cargas q y —q a la mitad de su parte frontal y trasera
(cada una a una distancia b del centro del rectdngulo) y estd inmerso en un campo
eléctrico uniforme E en la direccion +z. Encuentre las ecuaciones de Lagrange (no
hay deslizamiento en las ruedas).

y

o

Figura (5.16): Carrito rectangular homogéneo de masa M inmerso en un campo eléctrico uniforme E
(Ejemplo 5.21).
Solucién: La ecuacién de ligadura viene dada porf]
f (:2’, 7, <p> —2Senp —yCosyp =0 (5.242)

Esta ligadura no es integrable, es decir, es no-holdnoma. Aqui se tiene una ligadura y
tres coordenadas generalizadas z, y y . A partirde (6.34) paral =1y j = 1,2,3 resulta,

Allz]l + Al?é? + A13(..Z3 + Bl (Q17 42,43, t) =0

ysiqi=z.q =yY qz = ¢ entonces,

Alxt% + Alyé + Algog.o + Bl (:U7 Y, P, t) = O (5243)
Al comparar con resulta,
Alx = SGDQO Aly = — COS(,O Ahp =0 (5244)

8Resulta de combinar z = v Cosp y § = v Sen ¢.
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y a partir de las ecuaciones de Lagrange se puede escribir,

\

1
4 (%) =2 =" My = AAr, = A Sen g
=1

1
i (a—L) — 9L = NAy = MAy, = -\ Cosp (5.245)

oy dy
-1

1
o) oL _ = =
i (G8) — 8 = o = s, =0

=1 J

El Lagrangiano para este sistema viene dado por,

1 o2 o2 1. 2
L = T—U:§M(x +y)+51¢¢ — (—QEx — 2qEbCos )
1 2 2 1 02
= §M (a: +y ) + glew + QFEx + 2qFEbCos ¢ (6.246)

entonces, al sustituir (5.246) en las ecuaciones (0.249) resulta,

MZ — QF = \; Sen ¢
MY = —X Cos g (5.247)
1,% +2qEbSen = 0

que son las ecuaciones de Lagrange del sistema dado. Noétese que la dltima de las
ecuaciones (6.24/) es, formalmente, la misma que la del péndulo simple.

Ejemplo 5.22 . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura en el ejemplo 5.21

pero tomando como coordenadas generalizadas s, ¢ y x.
Solucioén: El Lagrangiano en las nuevas coordenadas viene dado por,

L= %Mf + %130:02 + QFx + 2qEbCos o (5.248)

Para este caso es posible escribir dos ecuaciones de ligadurd?,
i 5Cos<p:>f<:.v,§,go):§Cos<p—:.C:O (6.249)
g = §Seng0:>f<y;,§,g0>:§Sen<p—@:0 (5.250)

Estas ligaduras son no-holénomas. Tomando la ecuacién de ligadura (5.249), se tiene
una ligadura y tres coordenadas generalizadas s, z y . A partir de (6.34) paral =1y
j =1,2,3resultq,

Angy + AvaGs + Azds + Bi (q1, 42, g3,t) = 0

Ver referencia (20).

.
]OS = V.
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ysiq =s.q =1zY g = ¢ entonces,

A1S + A 4 Ay + By (5,2, 0,1) = 0 (5.251)

Al comparar (6.249) con (6.25T) resulta,

Ay =Cosp A, =—-1 A, =0 (5.252)
y a partir de las ecuaciones de Lagrange (6.39) se puede escribir,

\

1
% <%§> — 83—? = Z N A = A Ay = A Cos
=1
1
4 (%) = = > Nk = MAy = — A (5.253)
=1

1
it <Z_é> — G =D NAi, = Mdi, =0
=1

entonces, al sustituir (6.248) en las ecuaciones (6.253) resulta,

M% = A1 Cos

QF = )\ (5.254)
1,% +2qEbSenp = 0

por lo tanto, de la segunda de las ecuacines (5.254) y (6.38), las fuerzas generalizadas
de ligadura vienen dadas por,

1
QY = Z AN A = A Cos o = QF Cos
=1

1
Qi =3 "NAj, =-\ =-QF (5.255)
=1

1
Q19 = Z ANA, =0
=1

5.6. Condicion de integrabilidad de las ecuaciones de La-
grange

El sistema de las s ecuaciones diferenciales de segundo orden que conforman
las ecuaciones de Lagrange, requieren como condicidn para su integrabilidad que,

2
det( oL ) 40 (5.256)
aqz'aqj'
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

En el fondo, esta condicion significa poder despejar las aceleraciones del conjunto de
ecuaciones diferenciales de Lagrange. Quedan asi excluidos en esta formulacion los
Lagrangianos singulares o de primer orden en las velocidades generalizadas (.]i.

5.7. Invariancia de las ecuaciones de Lagrange

Una propiedad importante de las ecuaciones de Lagrange es que son inva-
rianteq’”], es decir, su forma es la misma en cualquier sistema de referencia. En efecto,
si se hace una fransformacion de las coordenadas generalizadas (incluso habiendo
dependencia explicita del tiempo) y se escriben las coordenadas ¢; en términos de
unas nuevas coordenadas g;,

¢ = fi (@, 1) (5.257)

y se reemplazan por las coordenadas viejas en el Lagrangiano, se obtiene éste en
—~ —~ [ ]
funcidn de las nuevas coordenadas L = L (’q}, i t) . Es claro que se deben reemplazar

también las velocidades generalizadas por,

=3 3_23'57 L s (5.258)
l

Se denominan tfransformaciones puntuales o de contacto a las fransfor-

maciones del tipo (6.257).

Sin embargo, el valor de Ly L es el mismo en cada instante dado (sdlo que ex-
presado en las nuevas coordenadas), por lo que la accidn (5.41) queda ahora en las
nuevas coordenadas como,

to . °
5= / i (@,@;,t) dt (5.259)
t1

y las ecuaciones de Lagrange correspondientes, al extremar la accion, tienen igual

forma a las (5.43),
a(or) ot _
dt 8?}} 0G;
Noétese que las nuevas coordenadas podrian ser, por ejemplo, coordenadas del sis-

tema mecdnico en un sistema de referencia no inercial y, sin embargo, no hay necesi-
dad de incluir ninguna fuerza de inercia o algo equivalente. Aqui se ve la ventaja de

0 (5.260)

"La invariacia se refiere a la propiedad de una cantidad o ley fisica de no variar bajo ciertas transforma-
ciones u operaciones.
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5.7. INVARIANCIA DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE

la formulacidén variacional sobre el principio de D’Alembert ya que, si se hubiese usa-
do este principio, se habria tenido que calcular la aceleracion de cada particula y el
trabajo virtual de las fuerzas de inercia para poder llegar a (6.260) en un sistema no
inercial. Por otfro lado, la invariancia de las ecuaciones de Lagrange permite usar las
coordenadas mejor adaptadas al problema, siempre y cuando se pueda expresar el
Lagrangiano en términos de ellas.

Otra propiedad importante es que si al Lagrangiano se le suma una derivada total
con respecto al fiempo de una determinada funcion M = M (g;, t),

L—>L+Cii—]\t4 (5.261)

las ecuaciones de Lagrange no sufren cambio alguno. En efecto, al sustituir (5.260) en
las ecuaciones de Lagrange (6.43) se obtiene,

d| 0 dM 0 dM
it [g <L+E>] " 9 <L+W) =0

.
d (oL oL d oNL\ _ont
dt 8&1‘ dg; ~ di 82]1’ Oqi
~0 en virtud de G.43)

de la cual,

d (‘W ) _oM_, (5.262)
dt \ og, 0q;

Ahora bien, se mostrard que, en verdad, es una identidad 0 = 0. Concén-
frese en el primer término del lado izquierdao de la anterior expresion. Se sabe, por
la llamada regla de supresion de puntos mostrada en la seccidn con la expresion
G.7), que,

OM oM
04, O

entonces,

o (oM o [OM OM « oM
- 2123_ (aq) "o ( ) (Z g ) ~ g, (5263
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

que es idéntico al segundo término del miembro izquierdo de (6.262) con signo con-
trario, verificGndose asi la identidad y haciendo que las ecuaciones de Lagrange no
se modifiquen. Asi, por ejemplo, términos como,

. d B . d (1
Ciq, = T (Ciq1) O Ciquqy = pr <§Cqu) con (4 constante

sumados a L no aportan a las ecuaciones de movimiento.

Se denominan fransformaciones de gauge a las transformaciones del tipo
(5.261).

5.8. Equivalencia entre las ecuaciones de Lagrange y de
Newton
Se demostrard ahora explicitamente la equivalencia existente entre las ecua-

ciones de Lagrange y de Newton, mostrando que los dos conjuntos de ecuaciones de
mMovimiento son de hecho las mismas.

En la expresion (6.43) elijanse como coordenadas generalizadas, las coordenadas
rectangulares. Las ecuaciones de Lagrange (para una partficula) se escriben como,

d (OL\ &L .
- (a:;) gy =0i=123 (5.264)

dar-v)| oT-U)
Pero en coordenadas rectangulares y para sistfemas conservativos, se tiene que
T=T <x1> y U = U (z;) asi, de las ecuaciones (5.265), resultq,

=0 (5.265)

d (0T ou
4 ((%i) -2 (5.266)
y como (para sistemas conservativos),
ou
y ademds,
dlo (1< 2)] d [ o\
J— < — max . = — | mx; = pl (5.267)
dt [axi (2 = I dt ( >
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de manera que de (56.266) resulta,
F;=p, (5.268)

Asi, las ecuaciones Lagrangianas y Newtonianas son indénticas si las coordenadas
generalizadas son las coordenadas rectangulares.

5.9. Momentos generalizados

Considérese como ejemplo un sistema de particulas bajo la influencia de fuerzas
derivables de potenciales dependientes sdlo de la posicidn. Entonces,

[ ] .2 .2
ij (x +yj + z. >
j:

que es la componente z del momento lineal asociado con la i-ésima particula.,

OL _ 9T 98U _ T

[ ]
= Mx; = Pix

El anterior resultado sugiere una generalizacién obvia del concepto de momento
Como sigue,

Se define el momento generalizado, momento candnico o momento con-
jugado a la coordenada ¢; mediante,

OL

5 (5.269)
dg;

Di =

Téngase presente que si ¢; No es una coordenada Cartesiana, p; No tiene por qué
tener las dimensiones de un momento lineal. Aun mads, si el potencial depende de las
velocidades generalizadas E;i, incluso si las ¢; son Cartesianas, los momentos generali-
zados no serdn idénticos a los momentos mecdnicos ordinarios.

Entonces las ecuaciones de Lagrange (6.19), ¢.21), 6.27) y (6.37) pueden ser es-
critas, respectivamente, como,

. L L
o= (95} O o con =12, (5.270)
dq; 04;
d(or —a—T—szo, conj=1,2,..s (5.271)
dt \ og, ) 94
cuando se consideran ligaduras holdnomas en forma implicita,
. d (0L 8fz NU
== | = A () =— + ,conj=1,2,...,3N (6.272)
g dt (6%’) 0gi zz; l Q 77
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

cuando se consideran ligaduras holdnomas en forma explicita y,

K

D = L E)_.L _ oL +Z)\l (¢i,t) Ay + QY. conj=1,2,....3N (5.273)
dt dq; 04; =1

cuando se consideran ligaduras no-holdnomas del tipo (5.34).

5.10. Coordenadas ciclicas o ignorables

Una definicion importante que se usard en adelante es el de coordenada cicil-
ica o ignorable.

Se dice que una coordenada ¢; de un sistema es ciclica o ignorable si el
Lagrangiano L no contiene dicha coordenada de forma explicita, es decir,

oL
0g; B

0

aungue puede contener la correspondiente velocidad (}i.

Como cosecuencia de la anterior definicion, las ecuaciones de Lagrange (5.19),

d (0L oL
= )

se reducen para una coordenada ciclica a,
d [ OL
— — | =0
dt (aqz‘)

= p; = constante (5.274)

de modo que,
0L

04,
de manera que los momentos generalizados para dichas coordenadas son constan-
tes, es decir, se conservan.

5.11. Integrales primeras de movimiento

A veces, las ecuaciones de movimiento podrdn ser integrables por medio de
funciones conocidas, pero no siempre serd este el caso. En realidad, en la mayor parte
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de los casos no son infegrables. Sin embargo, aun cuando no puedan obtenerse solu-
ciones completas es posible, con frecuencia, inferir abundante informacidon sobre la
naturaleza fisica del movimiento del sistema. Ademads, tal informacidn entrana a veces
mMas interés para el fisico que la solucidn completa que proporcionan las coordenadas
generalizadas en funcion del tiempo. Por tanto, es de gran importancia averiguar todo
lo que es posible decir acerca del movimiento de un sistema dado sin necesidad de
integrar por completo las ecuaciones de movimiento.

Durante el movimiento de un sisterna mecdnico, las 2s cantidades ¢; y ¢; (i = 1,2, ..., s

s = grados de libertad del sistema), que especifican el estado del sistema, varian con

el tiempo. Sin embargo, hay muchos problemas para los que pueden obtenerse in-

mediatamente cierto nimero de funciones de estas cantidades G; = Gl(qi,(}i,t), de
manera que,

Gi(q:, q;, t) = constante (5.275)

que son ecuaciones diferenciales de primer orden.

Se denominan integrales primeras de movimiento o simplemente infe-
grales de movimiento a las funciones G(¢:,;,t) cuyos valores permanecen
constantes durante el movimiento de un sistema dado, correspondiendo a
cantidades fisicas conservadas y que dependen de las condiciones iniciales
del mismo.

El interés de estas integrales primeras radica en que suelen decir algo de orden
fisico sobre el sistema objeto de estudio y pueden usarse en la solucidn de un pro-
blema de varias formas; por ejemplo, con estas [ funciones se pueden eliminar el mis-
Mo ndmero de variables dindmicas, velocidades o coordenadas y con esto disminuir
el nUmero de variables por determinar. También, mediante estas intfegrales primeras
de movimiento se pueden conocer algunas propiedades dindmicas del sistema sin
necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales de movimiento.

Sin embargo, no todas las integrales de movimiento son de igual importancia en
Mecdnica. Hay algunas cuya constancia tienen un profundo origen y significado, liga-
do a las propiedades fundamentales del espacio y tiempo, es decir, a su homogenei-
dad e isotfropia.

Todas estas magnitudes que, como suele decirse, son conservativas, fienen una
propiedad general muy importante: la de ser aditivas, es decir, que su valor para un
sistema formado por varias partes, cuya interaccion entre si es insignificante, serd igual
a la suma de los valores de cada una de dichas partes.
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Es debido a esta aditividad el que estas cantidades tengan una importancia es-
pecial en Mecdnica. Supdngase, por ejemplo, que dos cuerpos interactian durante
un cierto intervalo de tiempo. Puesto que cada una de las integrales adifivas de la
totalidad del sistema son amibas, antes y después de la interacioén, igual a la suma de
sus valores para los dos cuerpos separadamente, las leyes de conservacion para estas
cantidades hacen inmediatamente posible obtener varias conclusiones referentes al
estado de los cuerpos después de la interaccion, si sus estados antes de la misma son
conocidos.

La siguiente tabla muestra tres de las mdas importantes de estas cantidades con-
servadas para el caso de un sistema cerrado: la energia total, el momento lineal y el
momento angular; relaciondndolas con las propiedades del el espacio, el tiempo (ver
secciéon y el Lagrangiano.

Caracteristica del sistema inercial || Propiedad del Lagrangiano || Cantidad conservada
Tiempo homogéneo Funcién no explicita de ¢ Energia total
Espacio homogéneo Invariante en tfraslaciones Momento lineal

Espacio isétropo Invariante en rotaciones Momento angular

5.12. Integrales primeras de movimiento para un sistema
cerrado

Una propiedad importante de los sistemas cerrados (ver seccidon es que las
ecuaciones de evolucion temporal, o ecuaciones de movimiento, de dicho sistema
solo dependen de variables y factores contenidos en el sistema. Para un sistema de
ese tipo, por ejemplo, la eleccidon del origen de tiempos es arbitraria (homogeneidad
del tiempo) y por tanto las ecuaciones de evolucion temporal son invariantes respecto
a las traslaciones temporales, implicando que la energia total de dicho sistema se
conserva (como se verd en la siguiente seccién). De hecho, un sistema cerrado al
estar aislado no puede intercambiar energia con nada externo a él.

El universo entero considerado como un todo es probablemente el Unico sistema
realmente cerrado, sin embargo, en la practica muchos sistemas no completamente
aislados pueden estudiarse como sistemas cerrados con un grado de aproximacion
muy bueno o casi perfecto.

El nUmero de integrales de movimiento independientes para un sistemtna mecdnico
cerrado con s grados de libertad es 2s — 1, lo cual es evidente a partir de los siguientes
argumentos simples.
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La solucién general de las ecuaciones de movimiento contienen 2s constantes ar-
bitrarias, puesto que:

Las ecuaciones de movimiento para un sistema cerrado no involucran al
tiempo de forma explicita.

La eleccidn del origen del tiempo es completamente arbitraria, y una de las cons-
tantes arbitrarias en la solucidon de las ecuaciones puede tomarse siempre como una
constante aditiva t, en el tiempo. Eliminado ¢ + ¢, de las 2s funciones,

¢ = q (t+1,,C1,Cq, ..., Cos_1)

se pueden expresar las 2s — 1 constantes arbitrarias ¢4, Cs, ..., Cys_; cOmMo funciones de
@y (.]i' y estas funciones serdn infegrales de movimiento.

5.13. Teoremas de conservacion

5.13.1. Conservacion de la energia

La homogeneidad del tiempo tiene como consecuencia la conservacion de
la energia en un sistema aislado.

Comiéncese con un sistema donde el Lagrangiano presente una dependencia
explicita del tiempo. En la formulacion de Lagrange es posible demostrar un teore-
ma de conservacion para el cual la conservacion de la energia total representa sélo
un caso especial. Considérese un Lagrangiano general que depende de las coorde-
nadas ¢;, las velocidades c.]i y que podria depender explicitamente también del tiempo
L=1L (qi, (.]i, t). Entfonces la derivada total de L con respecto del tiempo es,

0L dg; 5~ OL dg; 0L
Zaqj . ;aéj e (5.276)

pero por las ecuaciones de Lagrange (5.43),

oL _d (oL
dq; i \ 5,

de manera que (6.276) queda escrita como,

> oL OLes OL
Zdt( )qy Zao qy"i_a

q;
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dL Z aL aL
di q] t o

. 0L oL
- (Z ) = =0 (5.277)
J

A la cantidad entre paréntesis es en muchos casos llamada funcion de energia, la
cual serd denotada con h,

y de aqui que,

h(a5:05t) = Z' oL (5.278)

Jj=
de manera que de (6.277) se obtiene,

dh 0L

- =" (5.279)

Ahora, si el Lagrangiano no depende explicitamente del fiempo (consecuencia de
la homogeneidad del tiempo en un sistema aislado o cerrado) sino sélo de manera
implicita mediante la variacion con respecto al tiempo de las ¢; y las ¢,, entonces
la expresion dice que h se conserva. Se dice entonces que h es una integral
primera del movimiento.

A un sistema cuyo Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo se
le da el nombre de sistema auténomo.

Bajo ciertas circunstancias, la funcion h es la energia total del sistema. Para determi-
nar cudles son estas circunstancias, recuérdese (seccion|2.8.5) que la energia cinética
total de un sistema puede escribirse siempre como,

T=1T,+1T:+ 15 (5.280)

donde T, = T, (¢;) es una funcidn sélo de las coordenadas generalizadas, T, = T} (qi, (.]i)

es lineal con respecto alas velocidades generalizadas éi vy, =T, <qi, c';,-) es una funcion

cuadrdtica de las g;.

Para un amplio rango de sistemas y conjuntos de coordenadas generalizadas, el
Lagrangiano puede ser separado de forma semejante con respecto a su compor-
tamiento funcional en relacién alas ¢,

L (4o ist) = Lo(aist) + Lo (1) + Lo (a5, 301 (5.281)
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donde L, es una funcidn homogénea de segundo grado (no meramente cuadrdti-
ca) respecto a las ¢;, mientras que L; es una funciéon homogénea de primer grado
respecto a las Z;i. No existe una razdén intrinseca en la Mecdnica que requiera que el
Lagrangiano se ajuste a pero, de hecho, o hace para la mayoria de los pro-
blemas de interés. Claramente el Lagrangiano tiene esta forma cuando las fuerzas
pueden ser derivables a partir de potenciales que no involucren las velocidades. In-
cluso, con potenciales dependientes de las velocidades, se nota que el Lagrangiano
para una particula cargada en un campo electromagnético satisface (6.281).

Si se sustituye (la anterior) en (ecuaciéon para h) resulta,
h = Z q]
Jj=1 q;
: aL . 8L

7=1 QJ 7=1 q]

)_(L0+L1+L2)

ahora, al aplicar el teorema de Euler (expresion (2.52) seccion 2.8.9), resulta,
h=L+2Ly—L,— Ly —Ly=1Ly—1L, (6.282)

Por otro lado, si el sistfema es natfural, es decir, si las ecuaciones de fransforma-
cion (2.2/) que definen las coordenadas generalizadas no involucran explicitamente
el tiempo entonces, a partir de (2.46), resulta,

T="T, (5.283)

y si, ademads, el potencial no depende de las velocidades generalizadas &i se tiene

qud™

Lyo=T,L,=-U (5.284)
Por dltimo, al sustituir el resultado anterior en (5.282) resulta,
h=T+U=E (5.285)

y asi la funcidn de energia h es en verdad la energia del sistema. Bajo estas circuns-
tancias, si U no involucra explicitamente al tiempo, tfampoco lo hard L. De aqui que,
debido a (5.2/79), h (que aqui es la energia total) serd conservada.

27, en fiene que serigualaT — U, esdecir, L, + L, + Ly = T — U. Observemos que el Unico término
dependiente sélo de las coordenadas generalizadas es L, por lo que puede ser identificado con —U
ya que tiene la misma dependencia. El resto Ly + Lo tiene que serigual a T = T,, pero como T, debe ser
una funcién homogénea de segundo orden respecto a las velocidades generalizadas entonces, L; =0
porloque T = Ls.
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Notese que las condiciones para la conservacion de h son, en principio, bastante
distintas de aquellas que identifican h como la energia total. Se puede tener un con-
junto de coordenadas generalizadas tal que, en un problema en particular, h se con-
serve pero no sed la energia total. Por otro lado, h puede ser la energia total, en la
forma T + U, y no conservarse. Notese tfambién que mientras que el Lagrangiano estd
definido para cada sistema en la forma udnica,

L=T-U

independientemente de las coordenadas generalizadas, la funcidon de energia h de-
pende en magnitud y forma funcional de un conjunto especifico de coordenadas
generalizadas. Para un mismo sistema, se pueden generar varias funciones de energia
de diferente contenido fisico dependiendo de como sean elegidas las coordenadas
generalizadas.

El caso mds comun es aquél en que todos los términos de energia cinética son de

.2 .? - H 2
la forma 3mg; © 3=y la energia potencial depende solo de las coordenadas ¢; En estas
condiciones, la funcidn de energia es conservada y es también la energia total.

5.13.2. Conservacion del momento generalizado - Conservacion del
momento lineal y angular

De las expresiones (6.274) y (6.269) se puede deducir que, para una coordena-
da ciclica o ignorable, se cumple que,

oL _, (5.286)

pi = . e
aqi

por lo tanto, de inmediato se puede establecer el siguiente feorema de conservacion
general,

El momento generalizado conjugado a una coordenada ciclica o ignora-
ble, se conserva.

Es de hacer notar que la obtencidon de supone que ¢; es una coordenada
generalizada, es decir, una coordenada que es linealmente independiente de todas
las otra coordenadas. Como caso particular, en el ejemplo 4.10, la coordenada an-
gular § no esta presente en el Lagrangiano pero, aparece en la ecuacion de ligadura
f(z,0) = z — RA, dando como resultado que el momento angular py = MRQé no sea
una constante de movimiento.
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5.13. TEOREMAS DE CONSERVACION

La expresion constituye una primiera integral de movimiento de la forma
y puede ser usada formalmente para eliminar la coordenada ciclica del pro-
blema, el cual puede ser resuelto completamente en términos de las coordenadas
generalizadas restantes. En breves palabras, el procedimiento (debido a Routh) con-
siste en modificar el Lagrangiano, de modo que en vez de ser funcidon de la velocidad
generalizada correspondiente a la coordenada ciclica, lo sea sélo de su momento
conjugado. La ventaja que se obtiene es la posibilidad de considerar p; como una de
las constantes de integracion, con lo que las integraciones restantes dependen sélo
de coordenadas no ciclicas.

Téngase presente que las condiciones para que se conserven los momentos gene-
ralizados son mds generales que los tfeoremas de conservacion del momento lineal y
momento angular estudiados en Mecdnica Newtoniana. Con suposiciones como: la
homogeneidad e isotropia del espacio, la expresion se reduce a dichos teore-
mas.

Conservacion del momento lineal

La homogeneidad del espacio da lugar a otro teorema de conservacion, el
del momento lineal. Debido a dicha homogeneidad, las propiedades mecdnicas de
un sistema aqislado no deben variar si dicho sistema, en su conjunto, experimenta un
desplazamiento paralelo (tfraslacidn) en el espacio.

Considérese una coordenada ¢;, en la que un cambio dg; represente una traslacion
del sistema en conjunto en una direccion dada. Un ejemplo de este caso podria ser
una de las coordenadas Cartesianas del centro de masa del sistema.

Es claro que ¢; no aparecerd en T, pues las velocidades no se alteran al frasladar
el origen y % = 0 (homogeneidad del espacio). Se supondrd, ademds, que se trata
de sistemas conservativos en los que U no depende de las velocidades, con lo que se
eliminardn anomalias tales como las fuerzas electromagnéticas. Por tanto, la ecuacion
de Lagrange para una coordenada definida de esta forma serd,

O S I Y (5.287)
dt \ g, —~ g ~~
por §270 por €28

Ya establecidas las consideraciones adecuadas, se demostrard ahora ahora que:

1. La expresion (5.287) es la ecuaciéon de movimiento para el momento lineal total, es
decir, que @, representa la componente de la fuerza total a lo largo de la direccion
de traslacion g;.,
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

2. p; esla componente del momento lineal total en la misma direccion.

-~
a1l

dqj

r,(g)

rl'f-q,r' +dq}.)

X

Figura (56.17): Cambio del vector de posicién debido una traslacion del sistema.

En general, la fuerza generalizada @;, como se vio en la seccion [2.8.4 expresion

(2.47), viene dada por,
N —
= or i
i = FZ [ J
%=2 ( dg; )

=1

pero como dg; corresponde a una traslacion del sistema a lo largo de cierto eje, los
vectores 7, (¢;) Y 7i (g; + dg;) estén relacionados como se puede ver en la figura[5.17]
Por definicidn de derivada,

— — —
0T _ g TG %) = 7:l0) _ daiy (5.288)
Jq;  dgj—0 dg; dg;

donde n es un versor en la direccion de traslacion. Asi,

que es la componente de la fuerza total en la direcciéon n.

Para probar la segunda parte, téngase en cuenta que con una energia cinética
de la forma,

el momento conjugado es,
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que, debido a (6.288)), se convierte en,

-~ —
pj:n°2 m; vy

=1

que no es mdas que la componente del momento lineal fotal del sistema en la direcciéon
del versor n

Si se supone ahora que la coordenada de traslacion ¢; es ciclica, ¢; no aparecerd
en L (y por ende tampoco en U) y, por tanto,

oU

= —=0.=0
24, Q;

que es precisamente el conocido teorema de conservacion del momento lineal en la
Mecdnica Newtoniana, que dice,

Si es nula una componente de la fuerza total aplicada, se conserva la
correspondiente componente del momento lineal.

Conservaciéon del momento angular

La isotropia del espacio da lugar a ofro teorema de conservacion, el del mo-
mento angular. Debido a la isotropia del espacio, un sistema aislado sometido a un
cambio de orientacién no deberia variar su comportamiento dindmico.

Procediendo de modo andlogo a lo realizado para la conservacion del momento
lineal, se puede demostrar que si una coordenada ciclica g; es tal que dg; corresponde
a un giro del sistema alrededor de cierto eje, la conservacion de su momento conju-
gado corresponde a la conservacion de un momento angular.

Por el mismo razonamiento ufilizado anferiormente, ¢; no puede estar contenida en
T, pues las magnitudes de las velocidades no se alteran al girar el sistemna de refer-
encia (isotorpia del espacio). Por tanto g—; = 0,y como U es independiente de &j, se
encuentra nuevamente la expresion (6.287). Se probard ahora que:

1. si ¢; es una coordenada de rotacion, la fuerza generalizada (5.287) es la compo-
nente del par resultante aplicado alrededor del eje de rotacion,

2. p; esla componente del momento angular total respecto al mismo eje.
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

—

——
——

X

Figura (5.18): Variaciéon del vector de posicion al rotar,

La fuerza generalizada estd dada de nuevo por,

al - 8?2
=2 (i dg;

=1

teniendo la derivada ahora un significado diferente. En este caso el cambio de ¢; ha
de corresponder a un giro infinitesimal del vector 7;, que deje inalterado su mddulo.
El médulo de la derivada se obtiene faciimente a partir de la figura (5. 18),

|d?z| =T; Sen quj

'8” =r;Sen 6

aqj
y su direccidn es perpendicular a 7; y a n. Esta derivada se expresa también como
producto vectorial como sigue,

ﬁ
a”—ﬁx?

— i
dq;

de manera que la fuerza generalizada se convierte en,

N N
Qj: ?z.(ﬁX?z):Zﬁ.(?zX?z>
; i=1

I
—

N
Qj=ne N;=neN

=1
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lo que prueba la primera parte.

Ahora, para demostrar la segunda parte,

oA o7 N
i ~ N — . —
pi= — :Zmi?i.ﬁ»zz no?ixmiﬁi:n.ZLi:n.L (5.289)
8% i=1 4 i=1 i=1

Si se supone ahora que la coordenada de rotacion ¢; es ciclica, ¢; no aparecerd
en L (y por ende tampoco en ) y, por tanto,

que es precisamente el conocido teorema de conservacion del momento angular en
la Mecdnica Newtoniana, que dice,

Si es nula una componente del torque aplicado en una direccion deter-
minada, la componente del momento angular en la misma direccidon serd
constante.

5.14. Teorema de Noether

Considérense fransformaciones simétricas continuas de las coordenadas gene-
ralizadas dependientes de un pardmetro real ¢ tales que para o = 0 se reduzca a la
tfransformacién identidad, es decir,

q; = q; (g;,0) . silendo ¢; = ¢; (¢, 0) (56.290)

el teorema de Noethefd| dice que,

BEmmy Noether (1882-1935), matemdtica alemana, notable por su trabajo en dlgebra abstracta. Nacié
en una familia de matemdadticos y fue oyente de cursos universitarios, ya que en aquella época las
universidades alemanas no admifian a las mujeres. Sin embargo, consiguid el doctorado en 1907 por la
Universidad de Erlangen. Cuando los nazis llegaron al poder en 1933, Noether emigrd a Estados Unidos,
donde dio clases en el Bryn Mawr College y en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, en
Nueva Jersey. Su trabajo en la teoria de las invariantes fue utilizado por Albert Einstein en la formulacion
de algunos de sus conceptos relativistas.
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

Si el Lagrangiano de un sistema autébnomo L = L <qi, (31) es invariante bajo
dicha transformacion, es decir si,

L=1L|g(q,o0) ,671-(%0)]

no depende de o, entonces se fiene una cantidad I conservada, o integral
primera de movimiento asociada con dicha simetria por cada pardmetro de
la transformacion. Estas cantidades pueden ser encontradas derivando cada
coordenada con respecto al pardmetro de la transformacidén en la vecindad
inmediata de la transformacion identidad, multiplicdndolas por el momento
conjugado, y sumando sobre los grados de libertad, es decir,

1 (o) = Yot

= constante (5.291)

‘rodos o=0

donde la evaluacion en ¢ = 0 se hace por conveniencia y donde los p; son los mo-
mentos generalizados o momentos conjugados definidos en la seccidon 5.9 por (5.269).
. . —
Para rotaciones espaciales, Iy, I, e I3, son las componentes del momento angular L.

Demostracion:

Pdartase de que el Lagrangiano no depende de o, por lo tanto,

d |- 3
gL {Qi (¢i,0),q; (@, U)] =0 (5.292)
es decir,
OL dq OLdg,
T ROy AL 529
l

y al hacer o = 0 se tiene que,

oL aL_d(aL) oL oL .

o 0q  dt \ gy,
Por (5.270)

de modo que se obtiene,

di <~ OLdg|
;ﬁ( >da+;’da =0 (5.295)
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o bien,
d [ 0L dg,
— — = 5.296
i | 2 g, do ! (6:290)
=1 l =0
o también, para el i-ésimo pardmetro o,
s d:
Z 2 — constante
dO’i
=1 =0

que prueba el teorema.

| Ejemplo 5.23 I . .
Encontrar las cantidades conservadas para un sistema cuyo La-

grangiano es L = L (c.]l) bajo las fransformaciones ¢; = ¢; + oa; (el Lagrangiano es
obviamente invariante bajo estas tfransformaciones), donde las a; son constantes arbi-
frarias.

Solucion: De (5.291) y teniendo presente que para este caso i = 1 (por lo que se
omite),

S

dq,
Wi
— do

S
= Z ma, = constante
=1

= S li(QZ‘i‘O'CLl)
pda

todos o=0 =1 todos o=0

y como los a; son arbitrarios, deben conservarse independientemente todos los mo-
mentos generalizados,

| Ejemplo 5.24 I . . . .
Encontrar la cantidad conservada si el Lagrangiano del sistema

L=1L <qi, E&) de una de las coordenadas generalizadas, ¢, por ejemplo, o0 sea que es
invariante bajo la fransformacion ¢; = ¢; + 06, (5, €s el simbolo delta de Kronecker).

Solucién: De (5.291),

s

dq,
I = sz—
— do

= Zplélk =DPr = constante
=1

i d
f— — 5
zE1 D o (ql +o0 lk)

todos o=0 todos o=0
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CAPITULO 5. MECANICA LAGRANGIANA

conservdandoce asi el momento generalizado a la coordenada que no aparece en el
Lagrangiano, resultado que ya se conocia de la seccion 5. 10|

| Ejemplo 5.25 I . , . ,
Encontrar la cantidad conservada si el Lagrangiano del sistema

[ ]
L=1L (?, ?) es invariante bajo una rotacién infinitesimal 77 = 7 + dfn x 7.

Solucién: De (5.291),

s drqvl

d
I = Pl—— :?7‘._

= (7 +db x 7)

=1 todos o=0 todos 6=0

~ ~ H ~
= P,enxT =7 xp,en= L en = constante

conservdandoce asi la componente n del momento angular, como se habia visto en la

seccionB.13.2

5.15. Mecanica Lagrangiana vs la Newtoniana

Histéricamente, las ecuaciones de movimiento de Lagrange expresadas en co-
ordenadas generalizadas fueron derivadas antes de que el principio de Hamilton fuese
enunciado[™

La Mecdnica Lagrangiona no constituye una nueva teoria. Los resultados de un
andlisis Lagrangiano o uno Newtoniano deberian ser los mismnos para cualquier sistema
mecdanico dado. La Unica diferencia es el método usado para obtener los dichos re-
sultados.

Mientras que el punto de vista Newtoniano enfatiza un agente externo que actia
sobre un cuerpo (la fuerza), el método Lagrangiano utiliza sélo cantidades asociadas
con el cuerpo (las energia cinética y potencial). De hecho, en ningdn lugar de la
formulacién Lagrangiana entra el concepto de fuerza. Debido a que la energia es
un escalar, la funcidén Lagrangiana para un determinado sistema es invariante bajo
trasformaciones de coordenadas. En verdad, tales fransformaciones no estdn restrin-
gidas a que se den entre sistemas de coordenadas ortogonales, también pueden ser

14En 1788 las ecuaciones de Lagrange y en 1834 el principio de Hamilton.
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fransformaciones entre coordenadas ordinarias y coordenadas generalizadas. De esta
manera, es posible pasar del espacio ordinario (donde las ecuaciones de movimien-
to pueden ser bastante complicadas) a un espacio de configuracidon que puede ser
escogido de tal forma que rinda la mdaxima simplificacién para un problema en par-
ticular. Se estd acostumbrado a estudiar los sistemnas mecdnicos en términos de canti-
dades vectoriales tales como la fuerza, la velocidad, el momento angular, el momento
lineal y el torque. Pero en la formulacion Lagrangiana, las ecuaciones de movimiento
son obtenidas completamente en términos de operaciones escalares en el espacio
de configuracion.

Otro aspecto importante del punto de vista fuerza-versus-energia es que en ciertas
situaciones incluso puede no ser posible establecer explicitamente todas las fuerzas
actuantes sobre un cuerpo (como es algunas veces el caso de las fuerzas de ligadura),
mientras que es aun posible dar expresiones para las energia cinética y potencial.
Justamente este hecho es el que hace que el principio de Hamilton sea Util para los
sistemas mecdanico-cudnticos donde normalmente se conocen las energias pero no
las fuerzas.

Se ha mostrado que la naturaleza diferencial contenida en las ecuaciones de New-
ton y la naturaleza integral del principio de Hamilton (y las ecuaciones Lagrangianas
resultantes) son completamente equivalentes. Por lo tanto, no existe distincidon entre
estos puntos de vista, los cuales estdn basados en la descripcion de los efectos fisicos.
Pero desde el punto de vista filosdfico, se puede hacer una diferencia. En la formu-
lacidon Newtoniana, cierta fuerza sobre un cuerpo produce un movimiento definido, es
decir, siempre se asocia un efecto con una causa. Sin embargo, de acuerdo con el
principio de Hamilton el movimiento de un cuerpo resulta del intento de la naturaleza
de lograr cierto propdsito, el cual es minimizar la integral temporal de la diferencia
entre las energias cinética y potencial. La solucidén operacional de los problemas en
la Mecdnica no depende de la adopcidn de uno u otro de estos puntos de vista,
pero histéricamente tales consideraciones han tenido una profunda influencia en el
desarrollo de la misma.

5.16. Problemas

1. Una particula de masa m estd obligada a moverse sobre la superficie interna de un
cono liso. Ver figura [5.19, donde a es constante. La particula estd sometida a una
fuerza gravitacional. Encuentre las fuerzas generalizadas de ligadura .
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-eI
//
<

Figura (56.19): Una particula de masa m estd obligada a moverse sobre la superficie interna de un cono
liso (Problema .

2. Mostrar que las ecuaciones de Lagrange,

dfor\_or_
i \og) 05

vistas en clases, pueden ser escritas en la forma,

or or
* 2—=
(‘3qj aqj

Q;

que es la llamada forma de Nilsen de las ecuaciones de Lagrange.

3. SiL (q, q, t) es un Lagrangiano para un sistema de n grados de libertad que satisface
las ecuaciones de Lagrange, mostrar mediante sustitucion directa que,

ps ° dF n;t
LI <q7 Q7 t) - L <Q> C],t> + <q173§’q )

también satisface las ecuaciones de Lagrange, donde F es una funciodn arbitraria 'y
diferenciable.

4. Un bloque de masa m se desplaza sobre un plano inclinado sin rozamiento (ver figu-
ra [6.20). Encontrar las ecuaciones de movimiento de Lagrange para el referencial
mostrado y la aceleracion del bloque a lo largo del plano inclinado.

5. Encuentre las fuerzas generalizadas de ligadura en el problema 4
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N

Origen de
potencial

U=0

NX

Figura (6.20): Una particula de masa m se desplaza sobre un plano inclinado (Problema .

6. Sean qy, ¢, ..., ¢, UN conjunto de coordenadas generalizadas independientes para
un sistema de n grados de libertad, con Lagrangiono L = L (q, q, t). Supodéngase que
se tfransforma a otro conjunto de coordenadas independientes sy, so, ..., s, mediante
las ecuaciones de fransformacion,

¢ = q; (81,82, .., Sn, t) CONT=1,2, ... n.

(a este tipo de transformacioén se le denomina frasformacion de punto). Mostrar
que si el Lagrangiano es expresado como una funcion de s;, éjy t mediante las
ecuaciones de transformacion, entonces L satisface las ecuaciones de Lagrange
con respecto a las coordenadas s,

d [ OL oL
2 Z=ZE =)
dt 83.] aSj
En ofras palabras, la forma de las ecuaciones de Lagrange es invariante bajo una

transformaciéon puntual.

7. Una pequena esfera se desliza sin rozamiento en un alambre liso doblado en forma
de cicloide (ver figura[b.21) cuya ecuacion es,

r=a(f —Senf), y=a(l+ Cosb)
donde 0 < 6 < 2.

a) Mostrar que la ecuacion de movimiento viene dada por,

(1) 1 o2 g
(1 —Cosf) 6 +§Sen90 — %SenQ =0
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0 X

Figura (56.21): Esfera que se desliza, sin rozamiento, en un alombre liso doblado en forma de cicloide
(Problema .

b) Encuentre las fuerzas generalizadas de ligadura .

¢) Mostrar que la ecuacion de movimiento puede escribirse como,
U+ wu=0
donde w® = £ y u = Cos (§/2), que es la ecuacion del oscilador arménico simple.

. Mostrar que de las ecuaciones de Lagrange para un péndulo plano (ver figura(.22)
se obtiene, usando coordenadas polares,

5+%Sen9:0

02

P — +g€—§\/€2—$2:0

/2 — 12

si se usan coordenadas Cartesianas.

. Mostrar que:

a) ElLagrangiano para el péndulo doble mostrado en la figura viene dado por,
1 o 1 el
L = 5 (m1 + m2) g%(gl + §m2€§02
—mgglgzélég Cos (91 — 92)
+ (my + my) gls Cos 01 + magly Cos 0y

b) Las ecuaciones de movimiento son,
d

E |:(m1 + mg) E%Ql — m2€1€202 Cos (91 — 02)

= —(my + mgy) gls Sen 04

% 6292 - €191 Cos (91 — 92):| = —dg Sen (92
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y Origen de
potencial

Uu=o0

( )

Figura (6.22): Péndulo simple (Problema .

°
c) Si 6, = 0, de tal manera que el soporte para el segundo péndulo se hace fi-
jo, entonces la segunda de estas ecuaciones se reduce a la primera ecuacion
obtenida en el problema [§

10. Encuentre las fuerzas generalizadas de ligadura en el problema [9]

11. Encuentre las aceleraciones de los blogques mostrados en la figura a partir de
las ecuaciones de Lagrange. No existe rozamiento alguno.

12. Dado el sistema mostrado en la figura [5.25] (no existe rozamiento),
a) Tome como coordenadas generadlizadas las variables = y s. Muestre que el lo-
grangiano viene dado por,

1 02 1 2 o2 (X
L=-Mx +—-m (m +5 +2x3C089)+mgSSen0

2 2
y que,
. _ 1 mgSen (20)
~ 2M +mSen?4
o« _ (M +m)gSen
M+ mSen®d

b) El bloque de masa m parte del reposo respecto al plano inclinado y desde el
punto A. Demuestre que el tiempo que tarda la particula en llegar al punto B
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Origen de
potencial

( J U=0

Figura (6.23): Péndulo doble (Problema @)

viene dado por,

(M 4+ m) gSen 0

o \/2€(M+mSen29)

c) ¢(Hay alguna coordenada ciclica?, ¢qué valor tiene su momento conjugado?,
¢,se conserva la funcién de energia h?, ¢es igual a la energia mecdnica total?.

13. El Lagrangiano para un sistema fisico particular puede ser escrito como,
o2 oe o2 K
L' = % <ax + 2bzy + cy ) -5 (az® + 2bxy + cy?)

donde a, b y ¢ son constantes arbitrarias pero sujetas a la condiciéon b — ac # 0.

a) Mostrar que las ecuaciones de movimiento vienen dadas por,

m (a?r. + b.y.> = —K (ax+ by)
m (b.x. + cfy.> = —K(bx+ cy)
b) Examine particularmente los dos casos a = ¢ = 0y b = 0, ¢ = —a. ¢,Cudl es el

sistema fisico decrito por el anterior Lagrangiano?.

c) Mostrar que el lagrangiano usual para este sistema estd relacionado con L’ (ver
problema [3) por una trasformacién puntual (ver problema [@) y (d) ¢cudl es el
significado de la condicién % — ac # 0?.
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Origen de
potencial

U=0

Figura (6.24): Dos bloques acoplados mediante una cuerda que pasa a fravés de una polea (Problema

[TT.

o x| X

Figura (6.25): Bloque de masa m que se desplaza sobre un plano inclinado de masa M maovil (Problema

T2).

14. Dos masas m y my €stdn unidas por una cuerda de longitud /¢ inextensible y de
masa despreciable como se muestra en la figura [5.26, Encuentre las aceleraciones
de los blogques a partir de las ecuaciones de Lagrange, (a) usando ¢ como COor-
denada generalizada y (b) usando ¢, como coordenada generalizada. No existe
rozamiento alguno.

15. Considérese el caso del movimieno de un proyectil de masa m bajo la accidn de
la gravedad en dos dimensiones (estudiado en Fisica | como lanzamiento de un
proyectil con angulo de elevacidon). Encontrar las ecuaciones de movimiento de
Lagrange en: (a) Coordeadas Cartesianas y (b) polares. Muestre un diagrama de
la situacion.

16. Mostrar que la ecuacion de movimiento de una particula que cae verticalmente
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y
Origen de
potencial
N u=0

Figura (6.26): Dos bloques acoplados mediante una cuerda que pasa a fravés de una polea (Problema

9.

bajo la influencia de la gravedad cuando estan presentes fuerzas de friccion que
se pueden obtener de la funcidn de disipasion skv? viene dada por,

(1] k.
Z=—g——2

Intfegrar la ecuaciéon para obtener la velocidad como una funcién del tiempo y

mostrar que la mdaxima velocidad posible para una caida desde el reposo es v = %2,

17. Obtener las ecuaciones de Lagrange para un péndulo esférico (ver figura |5.27).
Resp.: § — Sen0 Cosfb + 4 Send =0, 4 (Sen’03) =0.

18. Encuentre las fuerzas generalizadas de ligadura en el problema[17]

19. Se tiene un péndulo simple plano cuyo punto de soporte se mueve verticalmente
de acuerdo a y, = u(t) , donde u (t) es una funcidn dada del tiempo (ver figura

a) Mostrar que,
x=1/{Senf, y=u(t)—LCosl

b) Mostrar que el Lagrangiano se puede escribir como,

.2 [ ]
L — %m (629 42000 Sen 6 + &2)
—mg (u — £ Cos0)
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Z
Origen de
potencial
Uu=0
C ) y
e
X m
'=..:_ __*____
e q} - - \
T~

Figura (5.27): Péndulo esférico (Problema17).

¢) Mostrar, a partir de las ecuaciones de Lagrange, que,
b‘ + (g—l—%) Senf =0

20. El sistema mostrado en la figura [5.29 consta de una masa m sujeta a uno de los
extremos de una vara liviona de longitud /. El ofro extremo estd sujeto a un aro,
también liviano, de radio R que gira (en torno a su centro) en un plano con veloci-
dad angular costante w, haciendo que la vara pivotee en el mismo plano. Ignore el
campo gravitacional.

a) Mostrar que la posicion de la masa m viene dada por,

x = (Cos(wt+ )+ RCos (wt)
y = {Sen (wt+ )+ Sen (wt)

b) Mostrar, a partir de las ecuaciones de Lagrange, que,

B+ (%‘“’2) Sen 3 = 0

que es la ecuacion de movimiento de un péndulo simple con g = Rw?.
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Punto de
soporte

Origen de
potencial

u=o0

N/

|
|
o x X

Figura (6.28): Péndulo simple cuyo soporte se mueve verticalmente (Problema .

21. Elsistema mostrado en la figura [6.30 consta de una masa m sujeta a un soporte fijo
mediante un resorte de constante de elasticidad £ y de longitud ¢, cuando no estda
perturbado. La masa m se mueve en un plano fijo.

a) Mostrar que el Lagrangiano, en coordenadas Cartesianas, viene dado por,

1 o2 o2
L = §m<x +y>+mgy

1 2
5k (\/1’2 Ty zo)
y las correspondientes ecuaciones de Lagrange por,
mr = —kx|1-— E—O
2+ y?
my = mg—rky[1-— bo
S NV

b) Mostrar que el Lagrangiano, en coordenadas polares, viene dado por,

1 .2 2.2

L = gm\T + 770 | +mgr Cosf
1
—§l€(r—€0)2

SOLDOVIERI C., Terenzio. Infroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 230



5.16. PROBLEMAS

Aro

/

Figura (5.29): Masa m unida a una vara liviana que pivotea por la accién de un aro que gira (Problema

0.

y las correspondientes ecuaciones de Lagrange por,

02

mr = mrf +mgCosf
—k(r—=4,)
mr25 + 2mr7.‘é = —mgrSenf

22. Una particula de masa m describe, en el plano XY, una curva dada por la ecuo-
cion y = f (z) cuando estd sometida a un potencial U = U (y). Si vy €S la proyeccion
de la velocidad sobre el gje X, se pide:

a) Usando las ecuaciones de Lagrange, mostrar que la expresion general del po-
tencial en funcioén de f viene dada por,

2
U:c—mvg/df(z)dy

dx?

donde ¢ es una constante arbitraria.
. _ rx\3/2
b) Hallar U para el caso particular y = (£)™~,
23. Una cuenta de masa m desliza sin rozamiento a lo largo de un alambre circular de

radio R. El alambre, situado verticalmente en un campo gravitatorio, gira alrededor
de su didmetro vertical con velocidad angular w. Para una velocidad angular w
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Yy Origen de
potencial
U=>»0 X
( 1]
o\ 1 X
7 I
0 |
I
I
I
I
I
I
A m

Figura (6.30): Masa m sujeta a un soporte fijo mediante un resorte (Problema .

mayor que un cierto valor critico w,., la cuenta tiene un punto de equilibrio mecdnico
estable en una posicién dada por un angulo 6, respecto de la vertical. Se pide:

a) Mostrar que el Lagrangiano viene dado por,

1
L==
2

02 1
mR*0 + §mR2w2 Sen? — mgR Cos 6

donde 6 es el dngulo que forma la posicion de la cuenta con el eje vertical
de giro, correspondiendo 6 = 0 con la particula en la posicion mds baja en el

alambre.

b) Usando las ecuaciones de Lagrange mostrar que,

We

0o

\ﬁ
R
Cos™! ( g

Ruw?

)

¢) Mostrar que la ecuacién de movimiento para 6 = 6,+n, donde n es un pardmetro

pequeno, viene dada por,

37.+w2 <1—

g2

R2w4

-

que es la ecuacion de movimiento para pequenas oscilaciones alrededor de 6,,.

24, Considere el caso (ver figura ??) de

un péndulo de masa m y longitud ¢ sujeto a un

bloque de masa despreciable el cual esta sujeto, a la vez, a una pared mediante
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un resorte de masa despreciable y constante k. El bloque se mueve sin friccidn sobre
un conjunto de rieles.
a. Mostrar que el Lagrangiano se puede escribir como,
1 (o2 02 o 1,
L= om |z + 070 + 2020 CosO | — ilm + mgl Cos 6

b. Mostrar que las ecuaciones de movimiento vienen dadas por,

.2 (1]
T+l = e(e sene—ecose),conwf:E
m

oo ]_..
0 +wih = —7° Cosf, conw; = =

~|<

[ ]
c. ¢ Qué ocurre en las ecuaciones anteriores cuando § = 0y z = 0?

Origen de
potencial

U=0

Equilibrio

Figura (6.31): Péndulo de masa m y longitud ¢ sujeto a un bloque de masa despreciable el cual esta
sujeto, ala vez, a una pared mediante un resorte de masa despreciable (Problema @
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CAPITULO 6

Mecdnica Hamiltoniana

En el capitulo anterior se desarrolld y aplicd, con cierta profundidad, la dindmi-
ca Lagrangiana. En el presente capitulo serd desarrollada nuevamente la Mecdnica
pero mediante una formulacion diferente a la Lagrangiana, conocida con el nombre
de formulacion Hamiltoniana. Desde el punto de vista fisico nada novedoso se va a
agregar, eso si, se va a adquirir un instrumento mds potente para lidiar con los princi-
pios fisicos conocidos. La teoria Hamiltoniana conduce a una comprension esencial
de la estructura formal de la Mecdnica.

En el siglo XIX, el irlandés William Rowan Hamilton, que habia apreciado la potencia
y elegancia con que Lagrange habia dotado a la Mecdnica, emprende el trabajo de
sistematizacion de la dptica, con objeto de someterla a un esquema parecido al de
la Mecdnica. No sélo consiguid su objetivo, sino que ademads aprecid que los sistemas
Opticos y los sistemas mecdnicos obedecen a un mismo principio variacional. La con-
cepcion sintética de Hamilton produjo una nueva vision de la Mecdnica, mas intrinse-
ca que la Lagrangiana. La formulacién Hamiltoniana, desarrollada posteriormente por
Jacobi, Poisson, etc., infrodujo de nuevo una geometria en el espacio de fase (del
cual se hablard en la seccidn de los sistemas mecdnicos, en la que las normas
euclideas tradicionales de los espacios ordinarios se sustituyen por las formas simpléc-
ticas, los productos escalares, por los corchetes de Poisson, etc. Gracias al estudio de
esta nueva geometria, cientificos del siglo XX, como Poincaré y Burns lograron resolver
problemas de Mecdnica Celeste que habian permanecido sin resolver durante mucho
fiempo.

La formulacion Hamiltoniana tiene como base el estudio de una funcidén denomina-
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da Hamilfoniano, en la cual estd la informacidn dindmica del sistema mecdanico estu-
diado. Esta formulacion fue de bdsica importancia para la transicion desde la Mecdni-
ca Cldsica a la Mecdnica Cudntica a comienzos del siglo XX, principalmente en los
modelos de De Broglie, Schrodinger, Heisenberg, etc. Aunque no pueden deducirse
las leyes de la Mecdnica Cudntica a partir de la formulacion cldsica Hamiltoniana,
el principio de Correspondencid'_rl proporciona informacién muy valiosa para inferir el
Hamiltoniano cudntico a partir del cldsico (en ambos casos el Hamiltoniano determina
la evolucion del sistema).

Las variables del Lagrangiano son las coordenadas generalizadas ¢; y las corres-
pondientes velocidades generalizadas ¢, mientras que en la teoria de Hamilton, las
coordenadas generalizadas ¢; y los correspondientes momentos generalizados p; (“co-
ordenadas de momento”) son usados como variables independientes.

Contents

[6.1. Ecuaciones de Hamilton] .. ... ... ... ... ... .. ..., 237

A1, Sistemas holénomos| . . . . . ..o oo 237

1.2, Sistemas no-holénomos| . . . .. ... ... ... o L. 241
[6.2. Pasos a seguir para construir un Hamiltoniano|. . . . . . ... ... .. 243
16.3. Ejemplos con ligaduras holénomas (forma implicita)| . . . ... . ... 246
16.4. Ejemplos con ligaduras holénomas (forma explicita)l . . ... ... .. 259
[6.5. Ejemplos con ligaduras semi-holénomas| . . . . . ... ... ....... 267
[6.6. Ecuaciones de Hamilton a partir del principio de Hamilton| . . . . . . 272
[6.7. Espaciodefasel . . . . . . . . . . i e 273
[6.8. Teorema de Liouvillel . . . ... ... .. ... .. ... 278
[6.9. Forma simpléctica de las Ecuaciones de Hamilton|. . . . . . ... ... 285
6.10. El método de Routhl. . . . ... ... ... ... ... 287
[6.11. Dinamica Lagrangiana vs Hamiltonianal . . . . . ... ... ....... 290
6.12. Problemasl . . . . . . . . . . . e 291

'Principio que afirma que una nueva teoria fisica debe explicar todos los fendmenos explicados por
la teoria a la que complementa. Originalmente formulado por el fisico danés Niels Bohr, se empled
inicialmente para describir la relacién entre la teoria cudntica y la fisica cldsica. En su formulaciéon de
la feoria cudntica, Bohr y ofros tedricos lo emplearon para guiarse en sus frabajos. Los fisicos formularon
sus teorias de forma que, en situaciones en las que la fisica cldsica es vdlida, las ecuaciones utilizadas
para la descripcidn de fendmenos cudnticos correspondieran a las ecuaciones obtenidas por la fisica
cldsica. Este principio se cumple en gran parte de la teoria cudntica, y también en otfras teorias como
la de la relatividad.
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6.1. Ecuaciones de Hamilton

Visto estrictamente como un problema matemdatico, la fransicion desde la for-
mulacion Lagrangiana a la Hamiltoniana corresponde a cambiar las variables en las
funciones matematicas desde las (qi, i, t) alas (¢;, pi, t), donde las p; estdn relacionadas
con las ¢; mediante,

oL <Qi; éi? t)
T,
que no son Mas que los momentos generalizados ya definidos en la seccidon me-

diante la expresion (5.269).

En la formulacion Hamiltoniana, a las cantidades (g;, p;) se les da el nombre
de variables canodnicas.

i=1,2,...,3N 6.1

El procedimiento para el cambio de variables requerido es proporcionado por una
transformacion de Legendre (ya estudiada en el capitulo [4) la cual estd adaptada
justamente para este tipo de cambio de variable.

6.1.1. Sistemas holbnomos
Las ligaduras se usan en forma implicita

Al igual que en la seccion |5.1.1], cuando las K ligaduras holdnomas (2.12), es-
critas en funcioén de las coordenadas generalizadas, es decir,

filgi,t)=0,coni=1,2,....,s =3N—-k;1=1,2,... K

son usadas para reducir el ndmero de coordenadas generalizadas, entonces el sis-
tema considerado pasa de tener 3N coordenadas generalizadas (dependientes + in-
dependientes) a s = 3N — K (independientes). Como ya se sabe, la desventanja en
este caso radica en que no se obtiene informacidn alguna sobre las fuerzas de ligadu-
ra actuantes en el sistema.

Con la finalidad de obtener las ecuaciones de Hamilton, comiéncese escribiendo
el diferencial total del Lagrangiano L (qi, @, t>,

°. (0L OL oL
dl, — § : dg; + ——dg. Z—dt 2
i=1 (0% “r aéi Ql> ! ot ©2
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que en virtud de (6.269) y (5.270) se puede escribir como,

AL =Y (budai-+ pid) + S ©3
1=1

Por otfro lado, el Hamiltoniano H (¢;, p;, t) es generado mediante la trasformacion de
Legendre,

H (i, pis Z qipi — (qi, %, t) ©.4)

que no es mAs que la funcidén de energia h definida en la seccidon |5.13. 1| por la expre-
sién (6.2/8). La diferencial total de H = H (¢;, p;, t) Viene dada por,

OH 0H OH
dH = d —dp —dt 6.5
;(ﬁq % o )+ ot 6.5)
y lo mismo, pero a partir de (6.4) es,
dH =3 (c']idp,- + pid(}i> _dL 6.6)
=1
que, al usar (6.3), se convierte en,
"~ /e . oL
H = . . — . . J— .7
d ; (qzdpz pldql> T dt 6.7)
Ahora bien, al comparar las expresiones (6.5) y resulta,
c} dH
. BH } 6.8)
t O
oL O0H
= 9
ot at ©9
Adicionalmente, al sustituir las expresiones (6.8) en (6.5). se obtiene,
dH = OH
o 1= ot ©.10
y, por lo tanto, de (6.9 y (6.10),
A 6.11)
ot ot '

diciendo que,

Si el fiempo no aparece explicitamente en el Lagrangiano o en el Hamil-
toniano (sistema autébnomo), H =constante (queda implicito que se cumplen
las ecuaciones de Euler-Lagrange y que las fuerzas son conservativas). Para
estos sistemas H = H (¢;, p;) = E'y las ecuaciones de Hamilton determinan
la evolucion del sistema, confinado a un sub-espacio de energia constante
del espacio definido por las ¢; y los p;, denominado espacio de fase, del cual
se hablard mds adelante.
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Las expresiones reciben el nombre de ecuaciones candnicas de Hamilton o
simplemente ecuaciones de movimiento de Hami/forﬂ que constituyen un conjunto
de 2s ecuaciones de primer orden que reemplazan las s ecuaciones de Lagrange
de segundo orden (recordar que s = 3N — k €s el nUmero de grados de libertad del
sistema, con N el nUmero de particulas y k el nUmero de ligaduras).

Cuando un sistema admite un Hamiltoniano, se le denomina sisfema
canonico.

La primera mitad de las ecuaciones de Hamilton proporcionan las éi como fun-
ciones de (¢;,p;,t). s decir, &i = Z;i (¢;,p;,t): Que, por lo tanto, forman la inversa de las
ecuaciones (6.1), las cuales definen los momentos p; como funciones de (qj, c}j, t), es

decir, p; = p; (qj, c.]j, t). Se puede decir, por lo tanto, que estas ecuaciones Nno propor-
cionan nueva informacidén en términos de la resolucion de problemas mecdnicos por
medio de las ecuaciones candnicas. La segunda mitad dice lo mismo para los p,.

Por supuesto, el Hamiltoniano H fue construido de la misma forma (y fiene idéntico
valor) que la funcién de energia h definida en la seccidnb.13. 1|por la expresion (6.278),
pero son funciones de variables diferentes:

Al igual que el Lagrangiano, h es una funcidén de las g;, c.]i (y posiblemente
t), mientras que H debe ser siempre expresado como una funcion de las ¢;,
p; (y posiblemente t). Debe hacerse hincapié respecto a esta diferencia en
el comportamiento funcional, a pesar de que ambas h y H tienen los mismos
valores numericos.

Las ligaduras se usan en forma explicita

Como en la seccién [5.1.7], cuando las K ligaduras holénomas 2.12) (o (5.18
ya escritas en funcioén de las coordenadas generalizadas) no son usadas para reducir
las coordenadas generalizadas a sélo aquellas que son independientes, sino que son
anexadas en forma explicita, entonces el sistema considerado sigue teniendo 3N co-
ordenadas generalizadas (dependientes + independientes).

2Estas ecuaciones fueron primeramente obtenidas por Lagrange en el ano 1809 y, en este mismo ano,
Poisson obtuvo unas ecuaciones similares. Sin embargo ninguno de ellos reconocid a éstas como un
cojunto bdsico de ecuaciones de movimiento, habiéndolo hecho por primera vez en 1831, Cauchy.
Fue Hamilton en el ano 1834 quien obtuvo por primera vez estas ecuaciones a partir de un principio
variacional fundamental y convirtiéndolas en la base de una amplia teoria de la dindmica. Asi, la de-
signacién ecuaciones de Hamilton es totalmente merecida.
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Al derivar parcialmente (6.4) con respecto alas ¢; resulta,

OH 9L

~9g; Og ©12

que al ser sustituido en (6.272) y al derivar parcialmente (6.4) ahora con respecto a los
p; resulta respectivamente,

K
pi=—5E+) N5+ QM

° _ 9H
4 = op,

,coni=1,2,...,3N 6.13)

El conjunto de ecuaciones (6.13) constituyen las ecuaciones de Hamilton para este
caso. Aqui, al igual que en la seccién [5.1.1, las fuerzas de ligadura generalizadas Q'
vienen dadas por,

afi

lzg

A 6.14
ZE 1 D0, 6.14)

. li .
Notese que al hacer Q' = 0y QMU = 0 en estas ecuaciones, se reducen a las
como era de esperarse.

Por otro lado, al sustituir las ecuaciones (6. 13) en (6.9) resulta,

3N - OH
dH = > ||| -bi+ Zm + QY ) dai + qelps | | + -t
i=1
K
9 OH
=¥ (A,( ) afl dqz> + ZQNquZ + ot (6.15)
=1

donde la sumatoria respecto al indice i se hace hasta 3N ya que las ligaduras no
son usadas para eliminar las coordenadas dependientes. Pero el diferencial total de
fi (g, t) = 0 viene dado por,

2 of, afi
=3 g+ gt =0
O,
N
ofi , 3]‘}
2 8qidq, = (% (6.16)

entonces (6.15) puede ser escrita como,

d OH
Z A (t fldt + Z QNVdg; + -t
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H_W—ZZ;)\Z( +ZQ 6.17)
que es la equivalente para el presen’re caso de la expresion (6.11). Notese que se

reduce a esta Ultima cuando Z A ( =0y QN =0.
=1

Si no existen fuerzas que no provengan de potenciales (QNY = 0), enfonces las
ecuaciones (6.13) y (6.1/) se pueden escribir como,

Y, — —OH )\, 2
Pi a%+; 9\ coni=1,2,...,3N 6.18)
Z]i:gg
Y,
e  OH af;
9" 19
ot ZA’at ©19

6.1.2. Sistemas no-holénomos

Como ya se menciond en la seccion |5.1.2), las ligaduras no-holénomas son fre-
cuentemente encontradas en la forma,

3N
fl <qz,é“t) = ZAU (qz,t)(.]] +Bl (qz,t) =0,conl= 1,2,...,K
j=1

Al sustituir (6.12) en (6.273) y al derivar parcialmente (6.4) con respecto alos p; resulta
respectivamente,

K
e 5H NU
pi_—a—%+ZAl(qi,t)Ali+Qi ,coni=12. 3N (6.20)
bt oH
4= op;

Aqui, al igual que en la seccién 5.1.1), las fuerzas de ligadura generalizadas Q1 vienen
dadas por,

K
Q= NAy ©.21)
=1

El conjunto de ecuaciones (6.20) constituyen las ecuaciones de Hamilton para este
caso. Notese que al hacer Qéig = 0y QMY = 0 en estas ecuaciones, se reducen a las
(6.8) como era de esperarse.
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Por otro lado, al sustituir las ecuaciones (6.20) en (6.9) resulta,

3N K
dH = Z ( [(‘2.% + Z A (giy t) Ai + QZNU> dgi + G;dp;

OH
, ) o
i=1 =1

- Z (Al Q’w Z Alquz> + Z QNUdQZ + aa_[t{dt (622)

donde la sumatoria respecto al indice i se hace hasta 3N ya que las ligaduras no son
usadas para eliminar las coordenadas dependientes. Esta expresion también puede

ser escrita como,
K

N 8H 3N 3N
H = , Al NUB.
8t <)\l (Qm t) ; lzq1> + ; Qz 1

ZAZ gi,t) Bi (i, t +ZQNU° (6.23)
que es la equivalente para el presen’re caso de la expresion (6.11). Notese que se
K

reduce a esta Gitima cuando > A (¢i.t) Bi (g t) =0y QMY =0
=1
Si no existen fuerzas que no provengan de potenciales (QNY = 0), entonces las
ecuaciones y se pueden escribir como,

p, = -5 NA;
Pi +Z L coni=1,2,... 3N (6.24)
c'zz-—g,’,f
Y. .
« OH
H_—at —;)\ZBI (6.25)

6.2. Pasos a seguir para construir un Hamiltoniano

Los pasos a seguir para construir un Hamiltoniano son los siguientes:

1. Después de escogido un conjunto de coordenadas generalizadas g;, se construye
el Lagrangiano L <qi, @, t).

2. Los momentos conjugados son definidos como funciones de las g;, c.]i y t mediante

@.1).
oL <qz,ql, >

oq,

()

bi =
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3. Se usa (6.4) para formar el Hamiltoniano,
=1
En este paso se tiene H como una funcidén mixta de las ¢;, c.]i p; Y t pero, se necesita

que H sea una funcion sélo de ¢;, p; Y t, de aqui que tengan que eliminarse las &i.

4. Se invierten las ecuaciones 1» del paso 2 para obtener las ¢, como funciones de
¢.pi Yyt

5. Los resultados del paso anterior se usan para eliminar las ¢, de H, para poder expre-
sarlo sélo como funcién de g;, p; Y t.

Después de efectuados los pasos anteriores, se estard listo para usar las ecuaciones
canodnicas de Hamilton (6.8)), (6.13) o (6.20).

Para muchos sistemas fisicos es posible acortar los pasos anteriores. Como se mostrd
en la seccién [5.13.1], en muchos problemas el Lagrangiano es la suma de funciones,
cada una homogénea en las velocidades generalizadas ¢, de grado 0, 1y 2, respecti-
vamente. En este caso, H debido a (6.4) es dado por,

H = Z 4 — |:Lo (@i t) + L (g1, 1) @ + L2 (g5, 1) @y (6.26)
i=1

donde L, es la parte del Lagrangiano que es independiente de las velocidades ge-
neralizadas, L; representa los coeficientes de la parte del Lagrangiano que es ho-
mogénea en ¢, en primer grado y L, es la parte que es homogénea en ¢, en segundo
grado. Ademas, si las expresiones que definen las coordenadas generalizadas no de-
penden explicitamente del tiempo (sistema natural u holdbnomo), entonces sz}lém =T
(energia cinética), vy si las fuerzas son derivables de un potencial conservativo U (el
tfrabajo es independiente del camino), entonces L, = —U. Cuando estas condiciones
son satisfechas, el Homiltoniano es automdaticamente la energia total,

H=T+U=F 6.27)

Hay una forma prdctica de obtener el Hamiltoniano. En muchos casos la elimi-
nacioén de las velocidades generalizadas de la expresion de H (pasos 4 y 5 al final de
la seccién anterior) es, en realidad, es extremmadamente sencilla. Sin embargo, en un
caso general la eliminacion de las velocidades generalizadas puede resultar algo mas
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engorrosa, al incluir expresiones de segundo grado en las velocidades. En efecto,de

H=> gpi—L=)Y qpi-T+U (6.28)
=1 =1

y al usar 2.44),

De aqui habria que eliminar ¢, mediante sus expresiones en funcion de p; dadas por
para poder expresar H sdlo como funcién de ¢, p; v t. En intervienen en
expresiones cuadrdticas de las &i pudiendo ser, la eliminacién de las mismas, un desa-
rrollo bastante engorroso.

Aqui serd encontrada otra expresion equivalente mads sencilla, que serd lineal en las
velocidades ¢;. En efecto,

. OL  O(T-U) 0T

ézpl = (q; ° = q; ° = 4q; °
dq; Jq; dq;
~~
Por @.Tp
y usando (2.49),
Zz]ipi = Z .i_. (ao + Zagq] + Z ajk&j&k)]
=1 =1 L q; 7,k=1
e (S 94, > 04 : . 0
= Z q; Zaj .] + Z g+ Za]k Qk)]
i=1 L j=1 dq; jk=1 aqz 4, k=1 dq
= Z 4 Z%‘%’ + Z k0 iy + Z ajk:&j(ski)]
i=1 | j=1 k=1 k=1

S S
o [ ] [ ]
= E q; | i + E ik q), + E @jiq;
i k=1 j=1
Términos iguales

= > | |a+2)] aikc}k” Z a;q; + 2 Z @il (6.30)
k=1

i=1 L i,k=1

pero, nuevamente, de (2.46)

S

andily =T —ao— Y _ aig; 6.31)
=1

ik=1
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entonces, al sustituir (6.3T) en (6.30),

S o= a2 <T . zm)
7 =1

)

y de aqui que,

T = % > (i + aid) +a, 6.32)

)

Por dltimo, al sustituir (6.32) en (6.28),

Ho Y- T4U = Y- (gz(@pm&i) +ao> 0

1

s

H= %Z (5upi — i) — a0 + U (6.33)

=1
Obsérvese que la eliminacion de las velocidades ¢, resulta mas facil en la expresion

1» que en cb En el caso en que T sea homogénea cuadrdtica en ¢; (lo que en
la practica es bastante comun) la expresion anterior se simplifica para dar,

1o
H=§§qmi+U 6.34

6.3. Ejemplos con ligaduras holonomas (forma implicita)

|Ejemplo 6.1 I ) o .

Usar el método Hamiltoniano para encontrar las ecuaciones de mo-
vimiento de una particula de masa m obligada a moverse sobre la superficie de un
cilindro definido por z? + y* = R2. La particula estd sujeta a una fuerza dirigida hacia
el origen y proporcional a la distancia de la particula al origen: F = _-K7 (no existe
friccion alguna).

Solucion: La figura 6. 1]ilustra lo descrito en el enunciado del problema. Por la obvia
simetria del problema serdn escogidas coordenadas cilindricas (1, ¢, z) para ubicar
la particula (se ha escrito ' en vez de r para diferenciarlo del mddulo del vector de
posicién 7 en F = —K 7).

La ligadura viene representada por la ecuacion del cilindro,

2%+ y? = R (6.35)
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<Y

v

X

Figura (6.1): Particula de masa m obligada a moverse sobre la superficie de un cilindro (Ejemplo 6.1).

que es una ligadura holdnoma, por lo tanto, con ella es posible eliminar coordenadas
dependientes.
- e . . —)
Se construye el Lagrangiano: La energia potencial correspondiente a la fuerza F
es,

0
1 2 1 2 2 2 1 2 2
U:—/T FdrzﬁKr:§K(x +y +z):§K R* +z (6.36)
Por (6.35)
y la energia cinética, en coordenadas cilindricas, viene dada por,

= o (R +Y) 6.37)

~
Puesto que r’=R= constante

1 1 o\ 2 02 02
T = §mfu2 =5m {(7"/) +1%0 +2

J/

entonces, . . .
L=T-U=5m(RG +%) - SK (R +2) (6.38)
Se observa que ¢ es ciclica.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadas son ¢ Y z, y los momentos generalizados (6. 1) son,

L

Pp = — = mR*) (6.39)
e

p. = af = mz (6.40)
0z
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Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo (el campo de
fuerza considerado es central y no existen fuerzas de friccion) y que las ecuaciones de
tfransformacion entre las coordenadas Cartesianas y cilindricas no involucran explici-
tamente al fiempo, el Hamiltoniano H es justamente la energia total del sistema
expresado en términos de las variables ¢, p,, = Yy p. (¢ NO aparece explicitamente),
enftonces,

P2 p2 1
H(z,ppp.) =T+ U = —= 4+ =+ -K (R*+2?) 6.41)

2mR2  2m = 2

donde se ha usado (6.39) y para eliminar ¢ y .

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

poo JoH g, (6.43)
0z
° (9]:7 p‘P
- 97 A4
R (6.44)
s _ OH _pe (6.45)
dp, m

El momento generalizado conjugado a ¢ se conserva, ya que esta coordenada es
ciclica.

Las ecuaciones (6.44) y (6.45) duplican a las ecuaciones y (6.40). De las ecua-
ciones (6.39 y (6.42) se obtiene,

p, = mR*) = constante (6.46)

expresando que el momento angular en torno al eje z es una constante de movimien-
to. Este resultado es debido a que z es el eje de simetria del problema. Combinando

las ecuaciones (6.40) y (6.43), se obtiene,
Z4+wiz=0 6.47)

donde,
(6.48)

W, =

> _ K
m
expresando que el movimiento en la direccidn z es armonico simple.
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| Ejemplo 6.2 I . . o
Resolver el ejemplo 5.1 por el método Hamiltoniano.

Solucioén:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.50),

1 o2
L= 3me sec? § + mgz tan 6 — mgh

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: La Unica coordenada ge-
neralizada es z,

Dy = 8% — mrsec?l = 1 = Pz Cos?# (6.49)
ox m

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 o2
H = T—I—U:§m$ sec? § — mgz tan § + mgh

2
= QP_;L Cos? § — mgz tan @ + mgh (6.950)

donde se ha usado 1» para eliminar z.

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones canoénicas (6.8).

D, = —2L — _mgtand
R (6.51)
x:%:—m'Cos 0

Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con la ecuacion (5.51) obtenida
por el método de Lagrange.

| Ejemplo 6.3 I , B . ,
Resolver la parte (a) del ejemplo 5.2 por el método Hamiltoniano.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.54),

o2 o2 o2

1
L:T—U:§m(x +y +z>—U(a:,y,z)

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z, y Y z,

OL _ 3 5 — Dz

Dz i ma:":w.c -

Dy a—é:myéy:% (6.52)
L _ 72 O 7

p.=%=mz=z="1

SOLDOVIERI C., Terenzio. Infroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 248



6.3. EJEMPLOS CON LIGADURAS HOLONOMAS (FORMA IMPLICITA)

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

2 o2

1 o2
H T+U:§m<a: +y +z>+U(a:,y,z)

A (6.53)
%+%+2m+ (SU,y,Z) .

donde se ha usado (6.52) para eliminar 2, 5 y 2.

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones canoénicas (6.8).

* _ _9H _ _9U _ )

Dy = or a;v_Fl’

s _ _oH _ _oU _

Py =—% = —5; = Ly

> _ _9H _ _9U _

b, = 0z oz _FZ (6 54)
i,_aﬂ_& '
T Opr T m
* _OH __ py
y_apy_m
S _ OH Pz
A= . T m J

que son las ecuaciones de Hamilton pedidas. Es facil probar que estas ecuaciones
corresponden con las ecuaciones (5.55) obtenidas por el método de Lagrange.

| Ejemplo 6.4 I _ ) o
Resolver el ejemplo 5.3 por el método Hamiltoniano.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.69).

1

o2
5 (My + Ma)y + Mygy + Mag (£ —y)

L=T-U

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: La Unica coordenada ge-
neralizada es y,

aL . . P
— (M + My == — ¥ 6.55
py 83./ ( 1 2) Yy Y (7‘ [1 A [2) ( )

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.2/),

1 .2
H = T+U=g(M+M)y —Mgy—Mg(l-y)
2
Py
T oy~ Mgy 29 (0 —y) (6.56)
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donde se ha usado 1» para eliminar 7.

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),
o OH _

Y= op, = Oli+i2)

Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con la ecuacion (5.71) obtenida
por el método de Lagrange.

| Ejemplo 6.5 I . . o
Resolver el ejemplo 5.4 por el método Hamiltoniano.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.74),

1 2
L:T—Uzém(r +r2w2)

Se buscan los momentos generadlizados o conjugados: La Unica coordenada ge-

neralizada es r, oL
pr= e =mi == (6.58)
or m

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 o2
H = T+U:§m<r —I—T2w2>

2
1
= QP;;L + §mr2w2

donde se ha usado (6.58) para eliminar 7.

(6.59)

Por Udltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

° o0H 2
pr=—%, = mrw
o } ©.60
r = P e
Pr m

Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con la ecuacion (6.75) obtenida
por el método de Lagrange.
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| Ejemplo 6.6' . ) o
Resolver el ejemplo 5.5 por el método Hamiltoniano.

Solucion:
(a) Coordenadas Cartesianas:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.78),

1 o2 o2
L:T—U:§m<x +y>—mgy

Obsérvese que z es ciclica.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z y y,

o " 6.61)
_ 0L __ * S Py !
py_a?;_my Y=

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 /e2 o2
H = T+U:§m(:c +y>+mgy

2 2
o p
= Pa 4 L + mgy (6.62)
2m  2m

donde se ha usado (6.61) para eliminar 2 y 3.

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

z= "%z =0
° OH
:——:—mg
Y dy
. onr 6.63)
[L’—a———
Px m
o — OH _ Py
y—apy—m

El momento generalizado conjugado a la coordenada = se conserva, ya que esta
coordenada es ciclica. Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con las
ecuaciones (6./9) obtenidas por el método de Lagrange.

(b) Coordenadas polares:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.82),

1 .2 2.2
L:T—Uzﬁm('r —i—rgo)—mgrSengo

SOLDOVIERI C., Terenzio. Infroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 25 ]



CAPITULO 6. MECANICA HAMILTONIANA

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson ry o,

P (6.64)
Py = g_é - £f2

__ 0L __ ® ._p'r
pr—a——ﬂ’LT:>7‘—E }

mrip = o =

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 o2 )
H = T+U=§m<r +r2¢)+mgr8eng0

pr
= —— +—%_ 1 mgrSenyp (6.65)
2m  2mr?

donde se ha usado para eliminar r y ¢.

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones canoénicas (6.8).

e  oH _ _ P}
Py = =% = s — Mg Seny

bw = —2= = —mgr Cos p

»_ OH _ pr
T_apT_m

(6.66)

® H9H __ Dy
('D_ap(,o_mr2

Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con las ecuaciones (5.83) obtenidas
por el método de Lagrange.

| Ejemplo 6.7 I . . o
Resolver el ejemplo 5.6 por el método Hamiltoniano.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (6.87).

1 .2 2 2.2
L:T—U:§m<r csc a—l—rgp)—mgrcota

Obsérvese que ¢ es ciclica.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson ry o,

pr=% =mrescla =1 =2Sen’a

r m

e " ©67)
pcp:%:mrgp:}gpzm
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Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 .2 2 2.2
H = T+4+U= 3™m <r csc”a+r7p ) + mgr cot
Py v
= T Sen*a + —~ + mgrcot o (6.68)
2m 2mr?

donde se ha usado (6.67) para eliminar 7y .

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecuo-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones canénicas (6.8).

 _ _9H _ _ P

= T 5, = — 3 — Mmgcota
° oH
p :——:0
e Con e (6.69)
T:a—:—TSen «Q
'Dr m
e 9H _ Py
Sp_apv_mﬂ

El momento generalizado conjugado a la coordenada ¢ se conserva, ya que esta
coordenada es ciclica. Es facil probar que estas ecuaciones corresponden con las
ecuaciones (5.88) obtenidas por el método de Lagrange.

| Ejemplo 6.8 I ) o ,
Usando el método Hamiltoniano, encuentre las ecuaciones de mo-

vimiento para un péndulo esférico de masa m y longitud b.

Solucion: La figura ilustra lo descrito en el enunciado del problema.
Se construye el Lagrangiano: Las coordenadas generalizadas son 0y ¢. La energia
cinética (en coordenadas esféricas) es,

Lo L (a2 58 5 2,2 1 o[ 202
T:§mv =gm|(r +r“0 + r°Sen”fp :§mb 0 + Sen” 0y 6.70)

~
Puesto que r=b= constante

Por otfro lado, la Unica fuerza que actua sobre el péndulo es la gravedad vy si se define
el potencial cero en el punto de soporte del péndulo,

U= —mgbCosf ©.71)

entonces, )
L=T-U= %me (9 + Sen? 64,.02) + mgb Cos 0 6.72)
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( )
u=0
Origen de
potencial

Do "

Figura (6.2): Péndulo esférico (Ejemplo 6.8).

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadas son Ay ¢, y los momentos generalizados (6. 1) son,

po= 2L _ 2 6.73)
a0
Do = 8% = mb? Sen? Qg.o 6.74)
dp

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo y que las ecua-
ciones de transformacion entre las coordenadas Cartesianas y esféricas no involucran
explicitamente al tiempo, el Hamiltoniano H es justamente la energia total del sistema

6.27).
2 2
p
Py 4 ®

H=T+U =
U= o T oz SenZ g

— mgbCos 0 6.75)

donde se ha usado (6.73) y (6.74) para eliminar 0 y o

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecuo-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

o _OH __ p%CosO

Po = ~35 = mirsese — MgbSend
p,=—2L =0
S on _ (6.76)

[ ]
f— _H —_—
Y= p, — mb2Sen?0

Como ¢ es ciclica, el momento p,, referente al eje de simetria es constante.
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| Ejemplo 6.9' . . )
Obtenga las ecuaciones de Hamilton para una particula de masa m
que se mueve a lo largo del eje x sometida a una fuerza — Kz (K constante positiva).

Solucion: La figura|6.3|ilustra lo descrito en el enunciado del problema.

y
\\*\*\\w m
oF ~

Figura (6.3): Particula de masa m que se mueve a lo largo del gje x sometida a una fuerza — Kz (Ejemplo
6.9).

Se construye el Lagrangiano: La coordena generaliza es x. La energia cinética (en

coordenadas Cartesianas) es,
1 1 .2
T =—mv?=-mzx 6.77)
2 2
Por otro lado, la Unica fuerza que actda sobre la particula que oscila es —Kx vy si se

define el potencial cero en el origen,

U= %Kﬁ 6.78)
entonces, L 1
L=T-U= §m§: — §Kx2 6.79)

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: La coordenada generaliza-
da es z y el momento generalizado (6. 1) es,

Pe = 8% = mz (6.80)
or

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo y el tiempo
no aparece en forma explicita, el Hamiltoniano H es justamente la energia total del
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sistema (6.27),

2

HeTiv="Pr 4 Lip2 6.81)
2m 2

donde se ha usado z.

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

h _oH _ __
b= g = R } 6.82)

e ||

Opz m
Al sustituir la segunda de las ecuaciones (6.82) para p, en la primera, resulta,

Kz = —% (m%)

T +wlr=0 (6.83)

con,

| Ejemplo 6.10 I . o .
Obtener las ecuaciones de movimiento de Hamilton para una par-

ficula de masa m que se mueve en un plano, inmersa en un campo con energia po-
tencial U = U (r) (campo central).

Solucion: La figura|6.4]ilustra lo descrito en el enunciado del problema.
Se construye el Lagrangiano: La energia potencial es,

U=U(r) (6.84)

y la energia cinética, en coordenadas polares, viene dada por,

Lo L e
T—va —Qm(r —|—7"g0> (6.85)
enfonces,
1 .2 2.2
L:T—U:§m<r by )—U(r) (6.86)

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadas son r Y ¢, y los momentos generalizados (6.1) son,

pr = a% = mr 6.87)
or
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U=u(r)

¢ y

=l

m
X

Figura (6.4): Particula de masa m que se mueve en un plano, inmersa en un campo con energia poten-
cialU = U (r) (Ejemplo 6.10).

I, 6.88)
dp

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27), entonces,

Dy

2
H—T+U—21 (p3+p¢)+U(r) 6.89)

2m 2
donde se ha usado (6.87) v (6.88) para eliminar 7y ¢.

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

. _ OH p, 0U(r)
BT e T o 50
. oH
P 9 6.92)
dp, m
OH Do

— (6.93)

Se
|
5|
A
I
3
=3
)

de las cuales se puede notar que ¢ es ciclica, indicando que el momento angular en
un campo central es constante.

|Ejemplo 6.11 I . o » .
Usar el método Hamiltoniano para encontrar la ecuacion de movi-

miento para un péndulo simple de masa m y longitud /.
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o Origen de potencial U=0 X

Figura (6.5): Péndulo simple de masa m y longitud ¢ (Ejemplo 6.11).

Solucioén: La figura |6.5|ilustra lo descrito en el enunciado del problema.
Se construye el Lagrangiano: La energia potencial es,

U =mgh = mgl (1 — Cosf) (6.94)

y la energia cinética viene dada por,

7= Lo = Lnh (6.95)
M Ty '
entonces,
02
L=T-U-= %mﬁ@ —mgl (1 — Cosf) (6.96)

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenada generaliza-
da es # y el momento generalizado (6.1) es,

R 6.97)
00

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27) entonces,

v

2mi?

H=T+U = + mgl (1 — Cosf) (6.98)

donde se ha usado (6.97) para eliminar é
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Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.8),

Do = —%—ZI = —mglSend (6.99)
b g_g - B (6.100)
De la ecuacién se tiene que,
po = me*0 6.101)
que al derivarla con respecto al tiempo,

bo =m0 6.102)

Por Ultimo, al comparar con resulta,
5+%Sen9:o (6.103)

| Ejemplo 6.12 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.12
usando el método de Hamilton.

Solucién: De (5.130), la ligadura viene dada por,
f(z,y)=y+xtand —h =0
Se construye el Lagrangiano: El Lagrangiano viene dado por (56.48),
02 02

1
L:T—U:§m<x —l—y)—mgy

en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z vy vy,

S

. .
P = o = T T

”Esl

Py
m

e

mr =
my =

3
<
!
I
e

z } (6.104)
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Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 o2 2
H = T+U:§m(x +y>+mgy

2

2
Do Py gy (6.105)
2m  2m

donde se ha usado (6.104) para eliminar z y 3.

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

Pp=—2 4 29 = )\ tang
s O0H aft __
=-SC 4+ N =—mg+ )\
PP (©.106)
TS0, T om
$ _ OH
V= =
Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6.108) en el primer par resulta,
T =\ tand
T (6.107)
my = —mg+ A\

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (6.135) y (5.136), por lo fanto es de
esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (5.137) y (6.138).

| Ejemplo 6.13 I . , .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.13
usando el método de Hamilton.

Solucion: De (5.139), la ligadura viene dada por,

FW,ye) = +y2—£=0

Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.67) y (6.68) el Lagrangiano viene dado
por,
1 62 1 o2
L=T-U= §M1y1 + §M2y2 + Migyr + Magy:
en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.
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Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-

zadas son y; Y s,
py1

Dy, = Mlyl = ?Jl

Py, =

dy1

(6.108)

p
a = Majy = U = yz
Y2

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 2 1 2
H = T+U-= §M1y1 + §sz2 - Mlgyl - M29y2
j8 P
— fyoy v g - M 6.109
oM, + oM, 1991 29Y2 ( )

donde se ha usado (6.108) para eliminar g, y vs.

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

O 4 N\ OB — Mg+ )\

pyl - 8y1 By
8f1
Py — + )\ Mgg + )\1
. aHayQ - (6.110)
Y = Opy, M
® _ OH __ Py

Y2 = 5p,, = My
Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6.T10) en el primer par resulta,

Ml?y.l = Mlg + )\1 }

oo 6111
Msy, = Mg + M

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.144) y (5.145), por lo tanto es de
esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (. 146).

| Ejemplo 6.14 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.14

usando el método de Hamilton.

Solucién: De (5.147), la ligadura viene dada por,
flz,r)=2—cr*=0

Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.104) y (5. 105) el Lagrangiano viene dado
por,

1 ge2 o2
L:T—Uzim(r + 1 +z>—mgz
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en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadassonr, gy z,

pT:_O:
p‘P:_':

[ ]
p, =% =mz=

= o= Lo 6.112)
e

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 /o2 502 o2
H = T+U:§m(r + 7170 +z)+mgz

2m  2mr?  2m

+ mgz 6.113)

donde se ha usado (6.112) para eliminar 7, ¢ y 2.

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

[ 2
b= NG = oy,
e _ _oH of _
p@ = —% + /\18_601 =0
* _ _0OH ofr _
= -+ MG =—mg+ A
].)z i oz 1752 9 1 6.114)
— 94 __ Pr
r= Opr ~ m
b= Gt =15
¢ _O0H _ p:
Z = 8pz - % /
Al sustituir el segundo trio de ecuaciones (6.114) en el primer trio resultq,
(1] .2
mr —mre = —2cri;
Wo+10=0 (6.115)

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.154), (6.155) y (6.156), por lo tanto
es de esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por ¢.161), (6.162) y (6.163).
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| Ejemplo 6.15 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.15

usando el método de Hamilton.

Solucion: De (5.167), la ligadura viene dada por,
f(z,0)=x— RO

Se construye el Lagrangiano: A partir de (56.16/) el Lagrangiano viene dado por,

1 o2 1 o2
L= §Mx + ZMRQG — Mg(l — z)Sen ¢
en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la

ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z y 6,

6.116)

pgz 1MR29:>9:%

pe = 2L Mx:>:1:—pﬁ }

89
Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-

ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),
1 e 1 o2
H = T+U-= —M:c2 + MR+ Mg(l - 2)Sen

2
pm pG .
2M+MR2+Mg(l x)Sen ¢ 6.117)

donde se ha usado (6.116) para eliminar z y 0

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una Iigoduro,

f?x— 9 4 N2 = MgSeng + M\
 _ af1
Do = + /\1 —R)\l
s on' 6.118)
T Ope M
0 — OH _ 2p
Ope MR?

Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6.118) en el primer par resulta,
MZ — MgSen¢ — A\ =0
o Moseno = ©6.119)
sMRO + X =0

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.172), por lo tanto es de esperarse
que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (6.T78).
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| Ejemplo 6.16' . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.16

usando el método de Hamilton.

Solucion: De (5.180), la ligadura viene dada por,
f(0,0)=(Ry—R1)0 — Ri¢p =0

Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.125) y (6. 126) el Lagrangiano viene dado
por,

1 o2 ] o2
L:T—U:§m(R2—R1)20 +ZmR§q§ +mg (Ry — Ry) Cosf

en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadas son fy ¢,

8L 2 [ ] [ ]
pp=%=m(Ry—R1)"0=0=—">:>L2—
90 m(Rz—Rl)
o ) o 200 (6.120)
Do o smRip = ¢ e

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 02 1 02
H = T+U:§m(R2—R1)20 +ZmR%¢ —mg (Ry — Ry) Cosf

2 2

Py Py
= + — Ry — R;)Cos# 6.121
o (B~ Ry g ) Cos ©120

donde se ha usado (6.120) para eliminar z y :ﬁ

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

= —2 4\ g (Ry— Ry)Sen0+ (Ry— Ry) Ay )

_ _0H ofr __

— 9 4 N1 Ry
1) ¢ 1 ¢ 111
—OH _ ___po _ 6.122)
- Ope - m(R2—R1)2

=28 — 2pg
Oy mR% )

o e TS0 e
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Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6. 122) en el primer par resulta,

m (Ry — Ry) 0 +mgSenf = \; } 6.123)

%le¢ =—N\

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.185) y (5.186), por lo fanto es de
esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (6.188) y (6.189).

| Ejemplo 6.17 I . . _
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.17

usando el método de Hamilton.

Solucién: De (5.190), la ligadura viene dada por,
fr)y=r—a=0
Se construye el Lagrangiano: A partir de el Lagrangiano viene dado por,
L=T-U=2 (?«2 +r2é2) — mgr Cos0

en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson ry 0,

pr—g—%zm;iiz%
peza—fzmr2é:>é:75ﬁ2 6.124)
06

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

o2

m [ e2
H = T—|—U:E<r +r29)—|—mng059

2

pe, D
= £ 4 0 4 mgrCosé (6.125)
2m  2mr?

donde se ha usado (6.124) para eliminar 7 y é

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
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K =1 por sélo haber una ligadura,

[ 2
p,=— L X\ — P g Cosh 4+ Ny

T or or — mr?
= 7:33 —mg Cos 6 + )\
Do = —%—g —1—)\1% = mgr Senf = mga Sen 0 (6.126)
oo
o= = = )

Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6. 126) en el primer par resulta,

o2
—maf +mgCos — A\ =0 } (6.127)

ab.—gSenﬁz()

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.195) y (6.196), por lo tanto es de
esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (6.202) y (6.203).

| Ejemplo 6.18 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.18
usando el método de Hamilton.

Solucion: De (5.207), la ligadura viene dada por,
f(x,y,t) =y —xtanf —h(t) =0

Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.210) el Lagrangiano viene dado por,

1 2 o2
L:T—U:§m<fc +y>—mgy

en el cual no se ha eliminado la coordenada dependiente mediante el uso de la
ligadura.

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z Yy y,

pxza—f:miﬁa.::%
o, . (6.128)

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 2 o2
H = T+U:§m<x +y>+mgy

2 D
2m = 2m
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donde se ha usado (6.128) para eliminar z vy .

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.18) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

bx = _%_i[ -+ )\18f1 = —)\1 tan@

Bz
* _ 0H ofr __
=-S5+ N5t =—mg+ A

P (6.130

L= T m

® __ 0H P

Y= op, = m

Al sustituir el segundo par de ecuaciones (6.130) en el primer par resulta,

(6.131)

mr = — )\ tan6
m.y. +mg =X\

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (6.213) y (6.214), por lo tanto es de
esperarse que al usar (6.14), el resultado sea el dado por (6.2T9) y (6.220).

6.5. Ejemplos con ligaduras semi-holonomas

| Ejemplo 6.19 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.19

usando el método de Hamilton.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.166) el Lagrangiano viene dado por,

1 2 1. e
L= §Mx2 +ME) — Mg(l - 2)Sen

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson z y 6,

px:g—g:]\/[xéx:% 6152)
po— 2 — MR = §— 2 ©
85 2 MR?
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Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 w2 1 e
H = T+U:§Mx2+ZMR20 + Mg (l—x))Sen ¢
v P
= W+MR2+Mg(l—x)Senqb (6.133)

donde se ha usado (6.132) para eliminar z y é

Por dltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.24) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

. OH
Do = — 55 + MAw = —R)\
o« o' b (6.134)
T = Opa - M
§— oH _ 2po
— Opg  MRZ

donde se han usado los coeficientes A; dados por (6.224). Al sustituir el segundo par
de ecuaciones (6.134) en el primer par resulta,

M7 = MgSen ¢+ M\ } 6.135)

SMRO 4+ X =0

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (56.225) y (6.226), por lo tanto es de
esperarse que al usar (6.27), el resultado para las fuerzas de ligadura generalizadas

sea el dado por (6.228).

| Ejemplo 6.20 I , _ .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.20
usando el método de Hamilton.

Solucioén:
Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.235) el Lagrangiano viene dado por,
02 ]_ o2

L tm ()4 L 1,0
=gm (B 7)) +5leo + 50
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Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-

zadasson z,y, ¢y 0,
\

png—fzmiéizﬁ

py=%=my=y="=1
o 6.136)
oL V4 '

Po = 0= =7,

pgznggei(gzzl)—z )

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

1 /e2 o2 1 2 1 o2
T+U:§m6r+y>+§%¢+§h9

H

2 2 2 2
P Py P Dy 6.137

donde se ha usado (6.136) para eliminar &, 1. ¢ v 6.

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-
ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.24) con
K =2 por haber dos ligaduras,

bx:—%—f‘l'/\l/hx—F)\zAQw:)q

Dy = =2 + M Ay + Aadyy = N

ﬁqs = —%—g —+ )\1A1¢ + )\2A2¢ = —A\RSenf + Ay RCos6

Do = —%—IZ + AMAp + XAz =0

S _O0H _pe (6.138)
L m

0

¢:%:%

._6 o

0= 5 =1 )

donde se han usado los coeficientes A; dados por (6.233). Al sustituir el segundo grupo
de cuatro ecuaciones (6.138) en el primer grupo de cuatro resulta,

mx = A\
m.y. =X
e (6.139)
I¢¢ = —/\1RSGDQ + )\2R Cos 6
1,6 =0

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.236), por lo tfanto es de esperarse
que al usar (6.27), el resultado para las fuerzas de ligadura generalizadas sea el dado

por (5:24T)
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|Eiemplo 6.21 I . . .
Encuentre las ecuaciones de Hamilton para el ejemplo 5.21.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.246) el Lagrangiano viene dado por,

1 o2 o2 1 o2
L:T—U:§M(:c +y>+§[¢go + QFx + 2qFEbCos ¢

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadasson x, y Yy ¢,

Da %:My.c:%;::%

OL __ * e _p
Py @*ngy.*ﬁy (6.140)
p¢:%:]@¢$¢:];_:

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),
1 o2 o2 1. e2
H = T+U-= §M (:c +y > +§[¢,g0 — QFx —2qEbCos p
2 2
i + & + p_@

o T oM 21_@—QE$—2quCos<p 6.141)

donde se ha usado (6.140) para eliminar z, 4 y ¢.

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-

ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.24) con
K =1 por sélo haber una ligadura,

].Jx = —%—f + MA, = QF + A\ Sen ¢ ]

by = _%_I; + )\1A1y = —)\1 COS(p
Z.)cp = —‘g—g + MA, = —2qEbSen

e o b (6.142)
T Opr M

> _ OH _ Py

y_apy_M

% — OH _ Pe

SD—Bp@_AO J

donde se han usado los coeficientes A;; dados por (6.244). Estas son las ecuaciones de
Hamilton pedidas.

Es facil verificar que al sustituir el segundo grupo de tres ecuaciones (6.142) en el
primer grupo de fres resultan las tres ecuaciones de Lagrange (6.247).
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| Ejemplo 6.22 I . . .
Encontrar las fuerzas generalizadas de ligadura para el ejemplo 5.22

usando el método de Hamilton.

Solucion:
Se construye el Lagrangiano: A partir de (6.248) el Lagrangiano viene dado por,
L:%Aﬁ2+%@¢?+QEx+2ﬂ%c%¢

Se buscan los momentos generalizados o conjugados: Las coordenadas generali-
zadas son s, x Y ¢,

_ 0L _ p & _ Ds
Ps g_Ms:%s—pM
Pe=5%=0 (6.143)

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo, el Hamiltoni-
ano H es justamente la energia total del sistema (6.27),

162 1 a2
H = T+U:§MS —l—§]@<p — QFx —2qEbCos ¢

LA
oM 21,

donde se ha usado (6.143) para eliminar s, z, y ¢.

— QFx —2qFEbCos ¢ 6.144)

Por ultimo, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-

ciones de movimiento son obtenidas a partir de las ecuaciones candnicas (6.24) con
K =1 por haber sélo una ligadura,

Z.)S = _%_Ij + )\1A15 = )\1 COS(p

Pz = —%—f + AA = QF — N\
f% = —%—g + M A1, = —29EbSen ¢

< on (6.145)
T Ops M

* _ OH __

L= %p, =

* _ OH _ pe

So_apso_lw J

donde se han usado los coeficientes A; dados por (6.252). Al sustituir el segundo grupo
de fres ecuaciones (6.148) en el primer grupo de tres resulta,

ms = A Cos ¢
0=0F—X\ (6.146)
LPZD. = —2qFEbSen ¢
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Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.254), por lo tanto es de esperarse
que al usar (6.27), el resultado para las fuerzas de ligadura generalizadas sea el dado

por (5.255).

6.6. Ecuaciones de Hamilton a partir del principio de Hamil-
fon

El principio de Hamilton establece que,

to .
5/ L(qi,qi,t) dt =0 6.147)
t1
pero el Lagrangiano L viene dado ahora, al usar (6.4), por,
L (assist) = > s = H (ai,p3,) (6.148)

de manera que (6.147) queda escrita como,

to
5/ [Z qpi — H (%Pi,t)] dt =0
t1 i

2 . . H H
0o Op; 9g;
El segundo término de (6.149) puede ser infegrado por partes como sigue,
to to to
/ piddt :/ pi%(s%‘dt = pidq:H|; —/ pidqidt (6.150)
t1 t1 t1

donde el primer término se anula puesto que las variaciones en los extremos se anulan
dq; (t1) = 0q; (t3) = 0, por lo tanto (6.149) se convierte en,

b2 b2 « OH e OH
Y O Y[R A VRV PR
t1 t1 22: 1 apl P b an ¢

y puesto que las variaciones dp; y dg; son independientes la una de la ofra (porgue a lo
largo de un camino en el espacio de fase Ios caminos vecinos pueden tener diferentes
coordenadas o/y direrentes momentos), resulta,

o« OH
4; = Op;
.  OH
bo = 7 dq;

qgue son las ecuaciones de Hamilton.

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 272



6.7. ESPACIO DE FASE

6.7. Espacio de fase

En el formalismo Hamiltoniano, el estado del movimiento de un sistemna mecani-
co con s grados de libertad en un tiempo definido ¢ estd completamente carac-
terizado mediante la especificacion de s coordenadas generalizadas y s momentos

41,92, ---,qs: P1,D2; -+, Ps:

Se denomina espacio de fase al espacio Cartesiano de dimensidon 2s
cuyas coordenadas son las coordenadas generalizadas ¢; y I1os momentos ge-
neralizados p;.

El subespacio de dimensidon s de las coordenadas ¢; es el espacio de configuracion
y el subespacio de dimensidon s de los momentos p; es llamado espacio de momento.
En el curso del movimiento de un sistema, el punto representativo describe una curva
que es la denominada trayectoria de fase (ver figura[6.6).

7 (a(t), p(1))

(q(t), p(t))

*. %
(a(t), p(t))

-3

\ J

4

q,-P,

Figura (6.6): Trayectoria de fase en un espacio de fase.

Si el Hamiltoniano es conocido, entonces la trayectoria de fase completa puede
ser calculada unicamente a partir de las coordenadas de un punto. Por lo tanto, a
cada punto le pertenece sdlo una trayectoria, y dos trayectorias diferentes no se inter-
sectardn. En el espacio de fase un camino estd dado en representacion paramétrica
mediante ¢; (1), p; (t) G = 1,2,...,s). Debido a la sigularidad de las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton, el sistema se desarrolla a partir de varias condiciones de
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frontera a lo largo de varias trayectorias. Para sistemas conservativos, el punto repre-
sentavivo estd confinado a una hipersuperficie de dimension 2s —1 del espacio de fase
mediante la condicidon H (¢;, p;) = E =constante.

| Ejemplo 6.23 I . _ . _
Construir el diagrama de fase para la particula del ejemplo 6.1.

Solucién: La particula tiene 2 grados de libertad (0, z), asi el espacio de fase para
este ejemplo es de 4 dimensiones 4, py. z, p.. Pero p, €s constante, por lo tanto puede
ser suprimido.

?'//

// ?

\_~

\‘
/ Superficie

H = E = Constante

Figura (6.7): Diagrama de fase para una particula de masa m obligada a moverse sobre la superficie de
un cilindro (Ejemplo 6.23).

El Hamiltoniano viene dado por @,

H_2mR2+ +2K(R ) =E

Véase la proyeccidon del camino de fase sobre el plano »z — p,. Al hacer p, = 0 en la
ecuacion anterior,

P il 6.152
2 =1 .
2m(E—§KR2)+%—R2 ( )

y asi la proyeccion del camino de fase sobre el plano z — p, para cualquier E es una
elipse. Esto era de esperarse ya que el movimiento en la direccion z es armdnico sim-

ple.
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[ ]
Por otro lado, debido a que 6 =constante, el camino de fase debe representar
un movimiento que se incrementa uniformemente con 4. Asi, el camino de fase sobre
cualquier superficie H = E =constante es una espiral eliptica uniforme (ver figura |6.7).

| Ejemplo 6.24 I . . . . .
Construir el diagrama de fase para el péndulo simple del ejemplo

6.11.

Solucién: El Hamiltoniano viene dado por (6.98),

O

1

en sentido |
antihorario

/i

(

0

f

RN
<K,

1

Rotacicn /

en sentido
n horario 0

0 0

E = mg{ Rotacion
E =mg{ Caso especial

-mgé < E < mgf Movimiento oscilatorio

/18

Figura (6.8): Diagrama de fase para el péndulo simple (Ejemplo 6.24).

H=T+U=

v

2mi?

+mgl (1 —Cosf) = E

Ahora, a partir de aqui se puede obtener la ecuaciéon para la frayectoria de fase

Po = po (0),

po = £+/2m2[E — mgl (1 — Cos )]

(6.153)

y asi se obtiene un conjunto de curvas con la energia £ como un pardmetro. Estas
curvas son mostradas en la figura[6.8|
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Para 6§ y momento py, pequenos el péndulo oscila, apareciendo en el diagrama
de fase como elipses. Para § y momento p, grandes el péndulo da vueltas comple-
tas apareciendo como lineas que envuelven a las elipses. Separando los anteriores
movimientos se encuentra el caso especial en el cual el péndulo comienza en la parte
mas alta, cae y regresa a la posicion mads alta.

| Ejemplo 6.25 I . . .
Construir el diagrama de fase para una particula de masa m que se

desliza bajo la accidn de la gravedad vy sin friccidon sobre un alambre que tiene forma
de pardbola (ver figura[6.9).

Origen de
potencial

Uu=o0

o X

Figura (6.9): Parficula de masa m que se desliza bajo la accién de la gravedad vy sin friccidn sobre un
alambre que tiene forma de pardbola y = %2 (Ejemplo 6.25).

Solucioén: Este sistema es conservativo y es facil mostrar que el Hamiltoniano viene
dado por,

2
2B . R (6.154)

H=T+U=—+% _
Tt 2

Ahora, a partir de aqui se puede obtener la ecuaciéon para la frayectoria de fase
Pz = Dz (!L’),

Dy = :l:\/m (1+ 22) (2E — mgx?) (6.155)

y asi se obtiene un conjunto de curvas con la energia £ como un pardmetro. Estas
curvas son mostradas en la figura [6.10
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N

/[X\"*/\

S

Figura (6.10): Diagrama de fase para la particula de masa m que se mueve sobre un alambre en forma
de pardbola, param =1y g = 1 (Ejemplo 6.25).

m

N\
&

( )
u=0
Origen de
potencial

/

Do "

Figura (6.11): Péndulo cénico (Ejemplo 6.26).

| Ejemplo 6.26 I . . . o .
Construir el diagrama de fase para un péndulo conico (ver figura
6.11.

Solucioén: Agui el mecanismo externo de rotacion realiza trabajo sobre el sistema
para mantenerlo en rotacién por lo tanto el sistema no es conservativo y para hallar el
Hamiltoniano debe usarse la expresion general (6.4). Es facil mostrar que el Hamiltoni-
ano viene dado por,

2
N 1 2 2 2,
iy me w’ Sen” 0 — mgl Cos 6 (6.156)
que no es igual a la energia total del sistemd?, la cual viene dada por,
p; 1
E =" 4 —m*w*Sen’? § — mgl Cos b (6.157)
2me? - 2

3El Hamiltoniano es constante en el tiempo si el mecanismo de rotacidén mantiene w constante.
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Ahora, a partir de (6.156) se puede obtener la ecuacidon para la tfrayectoria de fase
P = Do (0).

py = £m/l 2 + 202 Sen? § 4 2¢g¢ Cos 0 (6.158)
m

y asi se obtiene un conjunto de curvas con el Hamiltoniano H como un pardmetro.
Estas curvas son mostradas en la figura |6.12, La figura Q) es para w < /g/l y la

6.12() es para w > /g /.

| Ejemplo 6.27 I . _ _
Construir el diagrama de fase para el ejemplo 6.4.

Solucioén: Este sistema es conservativo y el Hamiltoniano, segdn (6.56), viene dado
por,

2
p
Ahora, a partir de aqui se puede obtener la ecuacidon para la tfrayectoria de fase

Py = Dy (y)'

py = £V 2 (M + M) (E + Mgy + Mag (€ — y)) (6.159)

y asi se obtiene un conjunto de curvas con la energia £ como un pardmetro. Estas
curvas son mostradas en la figura [6.13
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N
4

Figura (6.13): Diagrama de fase para el ejemplo 6.4 (Ejemplo 6.27).

6.8. Teorema de Liouville

El teorema de LiouviII realmente pertenece a la Mecdnica Estadistica y es
bdsico para su estudio, pero es de interés considerarlo aqui debido a que es una
consecuencia directa de las ecuaciones de Hamilton. El teorema de Liouville es un
teorema bdsico para la Mecdnica de Sistemas tales que:

1. El nUmero de grados de libertad es muy grande.

2. No se pueden determinar las 2s condiciones iniciales, por lo tanto fampoco el esta-
do del sistema en sentido cldsico. Solamente se conoce el Hamiltoniano del sistema,
las condiciones de ligadura y, a lo sumo, siete de las 2s constantes de movimiento
(os aditivas: E, L, 7).

3. Respecto alas condiciones iniciales, o sea a las posibles trayectorias del espacio de
fase, sélo se pueden hacer suposiciones estadisticas. En particular se puede asumir
que todas las trayectorias de fase compatibles con las ligaduras y con los valores
de las siete constantes aditivas son igualmente probables (distribucion uniforme).
En general, habrd una regidn del espacio de fase que es accesible al sistema y se

dLiouville se gradud en la Ecole Polytechnique de Paris en 1827. Tras varios afios como asistente en
varias instituciones logré ser profesor en la Ecole Polytechnique en el afo 1838. Obtuvo la cdtedra de
Matemdticas en el College de France en 1850y la de Mecdnica en la Faculté des Sciences en 1857. Tra-
bajé en una cantidad muy diversa de campos en matemdadticas, incluyendo teoria de nimeros, andlisis
complejo, topologia diferencial, pero también en fisica matemdtica e incluso astronomia. Se le recuer-
da en particular por el tfeorema que lleva su nombre.
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puede postular alguna distribucion de probabilidades de las distintas frayectorias
de fase dentro de la regidon accesible (las frayectorias externas ala regidon accesible
fienen probabilidad cero).

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Liouville, es importante definir conjun-
to estadistico, nocidon Util en los casos donde hay 2s — 7 constantes de movimiento no
determinadas.

Un conjunto estadistico consiste en un conjuto de sistemas iguales, quer-
iéndose decir con esto, que tfengan el mismo nimero de grados de libertad, la
misma clase de particulas y de interacciones, las mismas ligaduras y 1os mismos
valores de las constantes de movimiento aditivas.

De lo anterior, dos sistemas de un conjunto estadistico sélo pueden diferir por los
valores de las 2s — 7 constantes no aditivas. Se considera que el niUmero de sistemas
es muy grande, de modo que es una muestra estadisticamente representativa de la
distribucioén de los valores de las 2s — 7 constantes indeterminadas. En cada instante de
tiempo, el estado de cada sistema del conjunto serd representado por un punto en
el espacio de fase, y su estado de movimiento por una trayectoria de fase. El cojunto
estadistico de sistemas de s grados de libertad estard representado en cada instante
por un “enjombre” de puntos en el espacio de fase. Como los sistemas del conjunto
estadistico no intferactian, cada punto se mueve independientemente de los demads
en el espacio de fase de 2s-dimensional.

P P
t>t,

° q © q

Figura (6.14): Evolucion de una regidn en el espacio de fase.

Considérense ahora un gran numero N de puntos independientes que son mecdni-
camente idénticos, excepto por las condiciones iniciales, y que son, por lo tanto, des-
critos por el mismo Hamiltoniano, es decir, un conjunto estadistico. Si en el tiempo ¢,
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todos los puntos estan distribuidos sobre una regidén G, de un espacio de fase de di-
mension 2s con volumen,

AV = Agi..Age.Apy..Ap, = [ [ Aadp (6.160)
=1

se puede definir la densidad como,

AN

=17 6.161)

Al transcurrir el movimiento, la regidn G, se tfransforma en la regién G, de acuerdo con
las ecuaciones de Hamilton (ver figura (6. 14).

El teorema de Liouville establece que,

El volumen de una regidn arbitraria del espacio de fase es conservado si
los puntos de su frontera se mueven de acuerdo a las ecuaciones candnicas.

0, en otras palabras,

En cada elemento de volumen del espacio de fase, la densidad de puntos
representativos del conjunto estadistico permanece constante en el tiempo.

Demostracion:

Para probarlo, se investiga el movimiento de un sistema de puntos a través de un
elemento de volumen del espacio de fase. Considérense primero las componentes
del flujo de puntos representativos a lo largo de las direcciones g y py. En la figura[6.15,
el drea ABC D representa la proyeccion del elemento de volumen dV de dimension 2s
sobre el plano g, px.

El el flujo j de puntos representativos (nUmero de puntos representativos por unidad
de tiempo) que se mueven entrando a través de la “cara lateral” (con proyeccién AD
sobre el plano g, pr) €S,

) d o
PO = p%dpkd% = pq.dprdVi, 6.162)
con,
Vi, = [ [ dadp, (6.163)
pry

es el restante elemento de volumen de dimension 2s — 2; dp,dV;, es la magnitud de la
superficie lateral con proyeccién AD en el plano g, ps.
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P ¢
D C
g
5 [dP, —
A da, B
@) 18,
0 q

k

Figura (6.15): Proyeccidn del elemento de volumen sobre el plano gy, px.

De forma andloga, el flujo entrante en la direccidn p, (Que entra por AB) es,
(entrante) dpy, K.

JaB = p~-daxdVi = pprdqrdVi (6.164)
de manera que el flujo entrante total de puntos representativos hacia adentro del drea
qudpk es,

et — GO 4 SR — p (Gucdp + Prda ) AV (6.165)

Para hallar los puntos que salen, se deben considerar los que se mueven dentro del
elemento hacia las caras BC' y CD. Esto se puede obtener de mediante un
desarrollo en series de Taylor alrededor de (g, px). para hallar 6.169) (¢x + dax, px + dpy.) ,
de manera que el flujo total saliente de puntos representativos es (aproximadamente),

)
<p F qr+dqg,

[ ] a [ ] [ ] a °
= \[qu + o0 (qu) qu} dpdezi + \[ppk + Er (ppk) dpk] dgrdVy  (6.166)

J/

-(saliente)
J

dpy. + (m’%)

dqy. | dVy,

pr+dpy

TV TV
.(saliente) -(saliente)
IBC Jep

asi el nimero de puntos representativos por unidad de tiempo que se atascan en el
elemento de volumen.es la diferencia entre las ecuaciones (6. 165) y (6.166),

(enfrante) _ (saliente) _

J J

oo (01) = 5 (o) | av = Zeav o167

Sumando sobre todas las £ = 1,2, ..., s se obtiene el nUmero de puntos representa-
tivos que se atascan en total. Esta cantidad corresponde, justamente, al cambio con
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el tiempo (derivada temporal) de la densidad multiplicada por dV. Por lo tanto, se

puede concluir que,
— = —Z { (pde) + 0?% (m’%)] (6.168)

que es una ecuacion de continuidad de la formaf),

. * op
le < ) + E = O
donde la divergencia se refiere al espacio de fase de dimension 2s,
0 0
V=) —+) —
g Ok ; Opr
Ahora bien, al desarrollar las derivadas en (6.168) y reordenar,

Ope  Oqy O o\ 9p
;<8qqu+pa o P +5, =0 (6.169)

pero a partir de las ecuaciones de Hamilton (6.8),

dq,  O°H y op, O*H  O°H
o 0qrOpy, Opy, OprOqy, 0qOpy,

si las segundas derivadas parciales de H son continuas. Entonces de (6.169),

0p e 0p dp

— =0 6.171)

y, por lo tanto, p =constante. Esto establece que la densidad de puntos represento-
tivos en el espacio de fase correspondiente al movimiento de un sistema de particulas
permanece constante durante el movimiento. Se debe resaltar que se pudo estable-
cer la invariancia de la densidad sdlo debido a que el problema fue formulado en el
espacio de fase. No existe un feorema equivalente para el espacio de configuracion
estudiado en la seccién 2.7] Asi se puede usar la dindmica Hamiltoniana (en lugar de
la Lagrangiana) para trabajar en Mecdnica Estadistica.

SLas ecuaciones de continuidad de este tipo aparecen a menudo en fisica de flujos (Hidrodindmica,
Electrodindmica, Mecdnica Cudntica). Estas ecuaciones siempre expresan und ley de conservacion.
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El teorema de Liouville es importante no sdlo para agregados de particulas mi-
croscopicas, como en la Mecdnica Estadistica de los sistemas gaseosos y las propie-
dades de la concentracion de particulas cargadas en los aceleradores de particulas,
sino también en ciertos sistemas macroscopicos. Por ejemplo, en dindmica estelar, el
problema se invierte y mediante el estudio de la funcidn de distribucion p de las estrel-
las en una galaxia, puede inferirse el potencial U del campo gravitacional galdctico.

| Ejemplo 6.28 I o ,
Mostrar que se cumple el teorema de Liouville para un conjunto de

parficulas de masa m en un campo gravitacional constante.

Solucion: A partir de la energia se tiene que,
p A'>/
-
::Z//’?a :
p2 7
o)

Figura (6.16): Diagrama de fase para un conjunto de particulas de masa m en un campo gravitacional
constante (Ejemplo 6.258).

H=FE=-——myq 6.172)

La energia total de una particula permanece constante. Las tfrayectorias de fase p (q)
son las pardbolas dadas por,

p=+/2m (E + mgq) 6.173)
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con la energia E como pardmetro. Considérense un ndmero de particulas con mo-
mentos en ¢ = 0 entre los limites p; < pr < py y energias entre E; < E < F,. Ellas cubren
el drea A en el espacio de fase. Un tiempo t después las particulas cubren el area A’
(ver figura[b.T8). En este momento ellas fienen momento,

pl = p+ mgt 6.174)
de manera que A’ es el area entre las pardbolas limitadas por p; + mgt < pr < py + mgt.
Con, )

1
_ 1 (P_ _ E) 6.175)
mg \ 2m

se pueden calcular las dreas Ay A’ como sigue,

v i (H-m E,—F
Az/ ( )dpdqz (- p) 6.176)
p1 mg
y de la misma forma,

BB
==

Fy—E
A (pla — ph) = ——= (ps — p1) 6.177)

que es justo el enunciado del tfeorema de Liouville: A = A’, expresando que la densidad
del sistema de particulas en el espacio de fase permanece constante.

6.9. Forma simpléctica de las Ecuaciones de Hamilton

Una elegante y poderosa herramienta para manipular las ecuaciones de Hamil-
ton y expresiones asociadas lo constituye la forma sim/o/écﬁco.ﬁ

Se llama forma simpléctica a aquella que utiliza el lenguaje matricial, que
es muy Util debido a su cardcter compacto y su potencia para operar con
una buena cantidad de informacidn de manera automdadtica.

Esta notaciéon permite escribir las ecuaciones de Hamilton en forma compacta. En
efecto, para un sistema de s grados de libertad, se puede definir una matriz columna
n con 2s elementos tales que,

M = Gir Niys =Pi CONT< s (6.178)

El término simpléctico viene del griego para “entrelazado”, que es particularmente apropiado para
las ecuaciones de Hamilton donde las (}i estdn relacionadas con las derivadas con respecto a los p; vy
los f)i lo hacen de la misma forma con las derivadas negativas con respecto a las ¢;. Este término fue
infroducido por primera vez en 1939 por H. Weyl en su libro The Classical Groups.
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es decir,
UE q1
n; q;
n=1| " |=| *® 6.179)
771+s p1+s
7]7?—&-5 Di+s
L Tas | B D2s |

y, similarmente, la matriz columna 0H/on tiene los elementos,

OH OH OH 0H
=) ===, (= = coni<s (6.180)
( on )Z dq; < on )i+s Op;

Finalmente, sea J una matriz cuadrada 2s x 2s compuesta por cuatro matrices s x s,
la matriz nula 0 (matriz cuyos elementos son todos nulos) y la matriz identidad 1 (matriz
unidad o matriz identidad usual), entoncey/,

0 1
J = 6.181

[_1 ] ©187
con las siguientes propiedades:
1. Es ortogonal,

J' = g1 (6.182)
2. Es antisimétrica,

J=—J (6.183)
3. Su determinante es la unidad,

|J| = +1 (6.184)
4, Se cumple que,

J2=JJ=-1 (6.185)

/A esta matriz se le llama con frecuencia matriz simpléctica.
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En base a todo lo anterior, las ecuaciones de Hamilton pueden ser escritas en forma
compacta como,

n_ o8 6.186)
on
o, 9
. H
=2 (J“f)_n-> (6.187)

de manera que,
0Si (i>nyj>n)O (n>iyn>j)
Jij =<4 =18 (i>nyj=1i—n) (6.188)
1si (n>iyj=i+n)

Para un sistemna de dos grados de libertad,

® o0H
a4, 0 0 10 o
s 0 0 01 o
o I (6.189)
D Op1
° OH

6.10. El método de Routh

La formulacidon de la dindmica basada en las ecuaciones candnicas resulta
especialmente sencilla para las coordenadas que son ciclicas. En efecto, las coorde-
nadas en si no aparecen en H ni en las ecuaciones, y los momentos correspondientes
son constantes. Por tanto, las coordenadas ciclicas quedan totalimente “eliminadas”
de la formulacidon, que en la prdctica viene a tener 2 grados de libertad menos por
cada coordenada ciclica. En cambio, en la formulacion de Lagrange es preciso con-
siderar las velocidades generalizadas correspondientes en el Lagrangiono L y en las
ecuaciones, ya que las velocidades ¢,no tienen por qué ser constantes aunque las
coordenadas sean ciclicas.

El método de Routh es un tratamiento mixto entre las formulaciones de Lo-
grange y Hamilton: Emplea las ecuaciones de Hamilton para las coordenadas
ciclicas, y las ecuaciones de Lagrange para el resto de ellas (las no ciclicas).

Supdngase un sistema con k grados de libertad, de los cuales las | primeras coor-
denadas son ciclicas:

9q; (6.190)

gTLj #0,j=1+1,1+2,...,k (nociclicas)

{ 9L — 0,5 =1,2,...,1 (ciclicas)
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Los momentos correspondientes a las coordenadas ciclicas serdn constantes, por
lo tanto,
pj:le j:1,2,...,l (6]9])

Se realiza ahora una transformacién de Legendre sdlo respecto de las coordenadas
ciclicas, definiendo asi la denominada funcién Routhiana o Routhiano,

l
R=> ¢q—L (6.192)
j=1

haciéndose notar que la sumatoria se realiza sdlo para los [ primeros indices y siendo
la dependencia funcional de R = R (ql+1, ooy @5 Qi1 oo g €1y ey €15 t>.

Por ofro lado, a partir de (6.192), se cumple que (para las coordenadas no ignor-

ables),
OR 0L OR 0L

pardi=101+1,...k (6.193)

Iq; 0qi az]i dq;
expresando que, para las coordenadas no ciclicas, las derivadas parciales de R son
iguales a las de L con signo contrario.

Ahora bien, al sustituir las derivadas parciales dadas en en las ecuaciones

de Lagrange (5.37),
d [ 0L oL
== =0
dt a('}i aq;
resultq,
4 8{% —aR:O,Coni:l—i—l,...,k (6.194)

y, una vez integradas estas k& — [ ecuaciones para obtener R como funcién de las
constantes ¢; y de t, se puede calcular el valor de las | coordenadas ciclicas a partir
de las ecuaciones de Hamilton para las coordenadas ignorables’,

s o
. o0 conj=1,..,1 (6.195)

80bsérvese que en (6.192) el término con la sumatoria sdlo involucra coordenadas ignorables ya que
j sélo toma valores hasta I. Por lo anterior, las derivadas parciales de este término con respecto a las

coordenadas no ignorables son nulas.
9Como la definicién de R dada por (6.192) es andloga a la definicion de H dada por (6.4), es obvio que
se cumplen las ecuaciones de Hamilton cambiando H — R.
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|Eiemplo 6.29' o )
Considérese el caso de una particula de masa m que se mueve

en un plano bagjo la influencia de una fuerza F (r) que se deriva del potencial U (r) =
—K/r.

Solucioén: El Lagrangiano es,

1 2 5e2 K
L—§m<r +W>+r_n (6.196)

Como se puede notar aqui la coordenada ignorable es ¢, por lo tanto el Routhiano
correspondiente viene dado por,

donde ¢, = p,. 0 también,

1 562 1 &2 K

R:cwgp—§mr p - gmr o
y como por (5.269),
oL e
Co =Pp = ¢ =Mr e
I
entonces, )
C 1 o2 K
R=—“F__= - — 6.197
2mr2 2m7’ rn ( )

Aplicando ahora las ecuaciones de Lagrange (6.194) para la coordenada no cicli-
ca radial r, se obtiene la ecuacidén de movimiento,

=0 (6.198)

El procedimiento de Routh no proporciona fisica adicional al problema, pero hace
su andlisis mdas automdtico. En problemas complicados con sistemas de muchos gra-
dos de libertad, este procedimiento puede suministrar una considerable ventaja. Por
lo tfanto no es sorprendente que el procedimiento de Routh tenga gran utilidad en
la solucidn directa de problemas relacionados con las aplicaciones a la ingenieria.
Sin embargo, como se menciond antes, el Routhiano es un hibrido estéril, que com-
bina algunos rasgos de la dindmica Lagrangiana y Hamiltoniana. Para el desarrollo
de muchos formalismos de la Mecdnica Cldsica, la formulacion Hamiltoniana es mas
fructifera.
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6.11. Dindmica Lagrangiana vs Hamiltoniana

Existen algunas diferencias entre el sistemna de ecuaciones de Hamilton y el de
ecuaciones de Lagrange:

1. Las ecuaciones de Lagrange son s ecuaciones y las de Hamilton son 2s
ecuaciones.

2. las ecuaciones de Lagrange tienen s incognitas ¢ (t), ¢2(t), ..., ¢s(t). en tan-
to que las ecuaciones de Hamilton tienen 2s incognitas ¢ (t), g2(t), ..., qs(t),

pl(t)ap2(t)> "'aps<t)'

3. las ecuaciones de Lagrange son de segundo orden en sus incognitas, es
decir, se necesita conocer dos condiciones iniciales por incégnita para fi-
jar las constantes arbitrarias (posicion y velocidad inicial, por ejemplo); las
ecuaciones de Hamilton son de primer orden en sus incognitas, es decir,se
necesita conocer una condicion inicial por incégnita para fijar las constan-
tes arbitrarias (posicidn inicial, por ejemplo).

Ademds, las ecuaciones de Hamilton son tan sencillas en su formato que algunos
autores las distinguen como mads elegantes que las de Lagrange. Subyaciendo bajo
los aspectos estéticos, puede decirse que la forma de las ecuaciones de Hamilton su-
giere que los papeles de posicion y momento pueden intercambiarse (esto quedard
claro al estudiar las transformaciones candnicas en el capitulo siguiente) dejando la
forma de las ecuaciones sin variacion. De hecho, el conjunto de cambios de variables
que pueden readlizarse en las ecuaciones de Hamilton sin alterarlas, es decir la var-
iedad de perspectivas desde las que se pueden contemplar y por tanto la cantidad
de simetrias que se pueden utilizar es infinitamente mds grande que en las ecuaciones
de Lagrange y en esto radica su mayor potencia. Realmente el marco hamiltoniano
es el mdas amplio bagjo el que se pueden contemplar los sistemas que evolucionan sa-
tisfaciendo un principio variacional que en Mecdanica se identifica con el principio de
Hamilton.

La formulacién de Hamilton es mds potente que la de Lagrange segun el criterio
citado en el parrafo anterior y se emplea con preferencia cuando se trata de resolver
cuestiones sobre la existencia de integrales primeras de un sistema, comportamien-
tos estables, cadticos, etc. No obstante, para la resolucidon de problemas elementales
de Mecdnica, donde el objetivo sea la obtencidn del sistema de ecuaciones diferen-
ciales, aporta frecuentemente un camino mads largo que el Lagrangiano.
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6.12. Problemas

1. Una particula de masa m estd obligada a moverse sobre la superficie interna de un
cono liso. Ver figura [6.17], donde « es constante. La particula estd sometida a una
fuerza gravitacional. Encuentre las ecuaciones de movimiento por el método de
Hamilton.

)
/”
<

Figura (6.17): Particula de masa m estd obligada a moverse sobre la superficie interna de un cono liso
(Problema .

2. (a) Encuentre la aceleracion del sistemna mostrado en la figura por el método
de Hamilton, (b) dibuje el diagrama de fase. Se desprecia el rozamiento y tamano
de la polea.

3. Una particula de masa m se desplaza sobre un plano inclinado (ver figura(6.19). En-
conftrar las ecuaciones de movimiento por el método de Hamilton y la aceleracion
a lo largo del plano inclinado.

4, Una pequena esfera se desliza sin rozamiento en un alambre liso doblado en forma
de cicloide (ver figura[6.20) cuya ecuacion es,

r=a(f —Senf), y=a(l+ Cosb)

donde 0 < 6 < 27. Mostrar, usando el método de Hamilton, que la ecuaciéon de
movimiento viene dada por,

(1) 1 o2 g
(1 —Cosf) 6 +§Sen90 — %Senﬁ =0
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M1

M,

Figura (6.18): Mdaquina simple de Atwood (Problema .

5. Considérese el caso del movimieno de un proyectil de masa m bajo la accidn de
la gravedad en dos dimensiones (estudiado en Fisica | como lanzamiento de un
proyectil con angulo de elevacidon). Encontrar las ecuaciones de movimiento de
Hamilton. Muestre el sistemna de referencia usado.

6. Obtener las ecuaciones de movimiento de Hamilton para el oscilador armdmino
unidimensional. Muestre el sistema de referencia usado.

7. Una particula de masa m se mueve en una dimension bajo la influencia de una
fuerzq,

k
F(x,t)= pe’t/T

donde k y 7 son constantes positivas. Encuentre el Hamiltoniano ¢es igual a T +

U?. Compare el Hamiltoniano con la energia total, y discuta la conservacion de la
energia para el sistema. Muestre el sistema de referencia usado.

8. Considere el péndulo simple mostrado en la figura [6.21], el cual consiste de una
mMasa m sujeta a una cuerda de longitud I. Después que el péndulo es puesto en
movimiento, la longitud de la cuerda es acortada en una rata constante dada por,

dl

— = —qa = constante
dt
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(o] X

Figura (6.19): Particula de masa m que se desplaza sobre un plano inclinado (Problema .

0 X

Figura (6.20): Pequena esfera que se desliza, sin rozamiento, en un alambre liso doblado en forma de
cicloide (Problema E})

El punto de soporte permanece fijo. Encuentre el Hamiltoniano. Compare el Hamil-
toniano con la energia total, y discuta la conservacion de la energia para este
sistema. Muestre el sistema de referencia usado.

9. Una particula de masa m se mueve bagjo la influencia de la gravedad a lo largo
de la espiral z = ky, r =constante (ver figura [6.22), donde k es una constante y z
es vertical. Obtener las ecuaciones de Hamilton. Muestre el sistemna de referencia
usado.

. . —
10. Una parficula de masa m es atraida a un centro de fuerza con una fuerza F de
magnitud,
F=k/r?
Use coordenadas polares planas y encuentre las ecuaciones de movimiento de
Hamilton. Muestre el sistema de referencia usado.
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Figura (6.21): Péndulo simple cuya cuerda es de longitud variable (Problema .

AZ

g
-

X

Figura (6.22): Particula de masa m que se mueve, bagjo la influencia de la gravedad, a lo largo de la
espiral (Problema EP
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Transformaciones candnicas
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7.1. Definicion

La eleccidn de las coordenadas generalizadas y de los correspondientes mo-
mentos candnicos, no es Unica. Es entonces de importancia contestar la siguiente
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pregunta,

¢, Es posible fransformar las coordenadas y momentos de tal modo que se
preserve la estructura de las ecuaciones de Hamilton?

La respuesta es Sl, conduciendo a las llamadas fransformaciones candnicas.

Una transformacion candnica es una transformacion de las coordenadas
q; Y p; del espacio de fase a unas nuevas coordenadas ¢; Y p;, QUE preservan
la estructura de las ecuaciones de Hamilton (6.8), con un nuevo Hamiltoniano

H (i, pi, t).

Por otro lado, se dird que:

Una expresion cualquiera es un invariante canonico cuando no se modifi-
ca su estructura bajo una transformacion candnica.

Se vio, en la seccidén 5.7, que las trasformaciones puntuales no cambian la forma
de las ecuaciones de Lagrange. Se quiere ver ahora qué tipo de fransformaciones
hace lo propio con las ecuaciones de Hamilton. Si de las variables (¢;, p;), en las que el
Hamiltoniano es H, se cambia a las variables (g;, p;). en las que el Hamiltoniano pasa a
ser H, la cuestion es cudles transformaciones llevan a que en las nuevas variables las
ecuaciones sean, B B

s O0H = OH
4 = 8_@ Di = —a—ai

Este tipo de transformaciones permiten, en principio, disponer de un alto grado de
flexibilidad en la seleccidn de las variables que se utilizan para describir un sistema
mecdnico. Una seleccion adecuada de estas variables permite, en numerosos casos,
simplificar el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento y, en consecuencia,
simplificar el problema de su integracion (total o parcial).

La razdn fundamental para definir una transformacion candnica es para ver si es
posible encontrar una transformacionn de variables en la que el Hamiltoniano sea cicli-
co en alguna de la variables, lo que implica que,

. H

p; = ——6~ =0 — p; = a; = constante
aQi

. OH ~ t2

6 = F= =i (t) — qi = | wv;(t)dt+ p;, con 5, = constante
Pi t

0 a ver si es posible encontrar cdmo reducir el Hamiltoniano a una forma en que todas
las coordenadas ¢; sean ciclicas.
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7.2. Ecuaciones de transformacion canoénicas

Para lograr lo dicho anteriormente, se habrd pues de ampliar el concepto de
tfransformacion de coordenadas para incluir la fransformacién simultdnea de las co-
ordenadas y momentos independien’re gi, p; @ ofro nuevo conjunto g;, p;, con las
ecuaciones de transformacion,

%:%(thlat) (7])
pi = pi (@, iy t)

asi, las nuevas coordenadas quedardn definidas no sdlo en funcidén de Ias antiguas
coordenadas, sino también de los antiguos momentos.

Si las ¢; y p; deben ser coordenadas candnicas, habrdn de satisfacer un principio
de Hamilton modificado, de la forma,

ta ° 2} i . ~
o[ T (@de)a=o [ | pi - G| =0 7.2
t1 t1 i

y, al mismo tiempo, las antiguas coordenadas satisfacen un principio andlogo,

to ° to i
t1 31 7 J
Al restar (7.2) de (7.3). resulta,

t2 ~
5/tl (L—L) dt = 0 (7.4)

pudiéndose cumplir si existe una funciéon F tal que,

5/thd;¢dt_5[}"( 2) — F(t)] =0

1

es decir, IF
L—-—L=— o (7.5)

donde la funcidn arbitraria F recibe el nombre de funcion generatriz de la transforma-
cidn pues, como se verd, una vez conocida F, las ecuaciones de transformacion (/. 1)
quedan determinadas por completo. De lo anterior, se nota que los integrandos de

y estdn ligados por la relacion,

szqz H = Zplqz H+df

TRecordemos que en la formulacién hamiltoniana los momentos son también variables independientes,
con idéntica categoria que las coordenadas generalizadas.
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dF =3 pidg; — > Bidg, + (ff _ H) dt (7.6)

de la cual se infiere la siguiente condicion:

Para que una transformacion, ¢; = ¢; (q, pi,t). p: = pi (@, o1, t) S€a candnica,
la expresion » © pidg; — Y pidg; debe ser una diferencial exacta.

Para efectuar la transformaciéon entre los dos conjuntos de variables candénicas, F
ha de ser funcidn tanto de las nuevas coordenadas como de las antiguas. Aparte del
tiempo ¢, la funcidén generatriz serd funciéon de 4n variables en total. Pero de estas, sdlo
2n son independientes, ya que ambos conjuntos estdn relacionados por las 2n ecua-
ciones de fransformacién (7.1). La funcién generatriz puede, por tanto, expresarse de
una de las siguientes cuatro formas, como funcidn de las variables independientes,

Fl (qz,L_?wt) fQ (QZaﬁvt) ]:3 (plaamt) F4 (pw@at)

donde F,, F3 y F, se, obtienen mediante una transformaciéon de Legendre, de 7, como
se verd mds adelante.

Las caracteristicas del problema indicardn cudl ha de elegirse. Asi, por ejemplo, si
se trata de una fransformaciéon puntual tal como la definida por ¢; = g; (q;,t), las ¢; y las
¢; No son independientes, por lo que habrdn de excluirse las funciones generatrices de
la forma F;, pudiéndose utilizar cualquiera de las restantes.

7.2.1. Caso 1: Funcién generatriz 7, = F, (¢;, ¢;, )

Sila forma adecuada es la F;, entonces de (/.6),

A7 (00) = 3 s, = 3P+ (7 - m)ar 7.7)

y, por otro lado, el diferencial total de F, puede desarrollarse en la forma,

8]—“1d +Z(9]-"1 | 8]—"1

dF, = dt (7.8)

Ahora, al comparar (7.8) con (7.7) resulta,
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~ 0
bi = 8~ fl <Q17Qz;t> (7]0)
Y 3

Las n ecuaciones son n relaciones entre p;, ¢;, ¢; y t. que podrdn re-
solverse para las n ¢; en funcidn de p;, ¢;. y t; obteniéndose con ello la primera
mitad de las ecuaciones de transformacion (7. 7). Una vez establecidas las rela-
ciones entre g; y (¢;, ps, t). las ecuaciones (7.10) proporcionan la mitad restante
de las ecuaciones de transformacion, dando los p; en funcidon de (g;, p;, t). Para
completar el proceso, la ecuacion da la relaciéon entre el nuevo hamil-
toniano H y el antiguo H.

7.2.2. Caso 2: Funcioén generatriz 7, = 7 (q;, ps, t)

Si'las variables independientes de F han de ser las ¢; y p;. la funcidn generatriz
serd del tipo F.
A partir de (7.7) se tiene que,

dF (g, gir t szdqz (ZECE) + Z?jidﬁi + (ﬁ — H) dt

d [ﬂ (¢, @i, t) + Z@EJE] szd% + Z%dpz ( ) dt

donde el argumento del diferencial en eI mlembro izquierdo es F; (¢;, pi, t) obtenido
mediante una transformacién de Legendre, es decir,

Fo (i Pint) = Fu (6,60 t) + Y Pidh

por lo tanto,
AF> = 3 s+ 3 adp+ (7~ t)at (7.12)
y, por otro lado, el diferencial total de F; puede desarrollarse en la forma,
B 0F, an 0F,

Ahora, al comparar con resulta,

pi = a4, (¢, pis t) (7.14)
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- 0 _
4= a_@-B (¢, i, ) (7.15)
Y, 5
H H+ (9tJT2 (QHPHt) (7]6)

De las ecuaciones se obtienen los p; en funcidon de las g;, p; Y t, COI-
respondiendo, por lo tanto, a la segunda mitad de las ecuaciones de frans-
formacion (7.7). La mitad restante de las ecuaciones de transformacidn se de-
duce a partir de (7.75).

7.2.3. Caso 3: Funcion generatriz 75 = 75 (p;, ¢, t)

Si las variables independientes de F han de ser las p; y g;la funcidn generatriz
serd del tipo F;. A partir de se fiene que,

dFy(qi, @i t) = d <sz%> - Z%‘dpz‘ - Zﬁidffi + <ﬁ — H) dt

d [ﬂ Gir Gir L sz%] == aidpi = D _piddi + (EI - H) dt

donde el argumento del diferencial en el miembro izquierdo es F; (p;, g;, t) obtenido
mediante una transformacién de Legendre, es decir,

F3 (pis Girt) = F1 (qi Gis t szqz

por lo tanto,

AF; = Zqzdpl Zpldql (- m)at 7.17)

y, por otro lado, el diferencial ’ro’rol de F3 puede desarrollarse en la forma,

OF: 0Fs .  OF
2 dp; + 2dg; + =2

dFs = —dp; —dg;
’ —~ Opi  — Oq ot

dt (7.18)

Ahora, al comparar (7.18) con (7.T7) resulta,

0 ~
G = _8pif3 (pi, @iy t) 7.19)
D; = —i}" (pi, @, t) (7.20)
Di = a(}; 3 (Di» qi, .
Y, 5
=1+ 27 g 7.21)
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Aqui, las ecuaciones (7.19) dan las ¢; como funciones de las ¢;, p; Y t, qQue
corresponden a la primera mitad de las ecuaciones de fransformacion (/.1), y
las (/.20) los p; en funcién de las ¢;, p; y t propocionando la mitad restante.

7.2.4. Caso 4: Funcioén generatriz 7, = F, (p;, pi, t)

Finalmente, si las variables independientes de F han de ser las p; y p;la funcidon
generatriz serd del tipo F;.
A partir de se fiene que,

dFy (Qi, CE’t) =d <szql> - Z%dpz’ - [d (Zﬁ@) - Z(Edﬁz

+(fI—H>dt

d [71 (¢, @, t) +Z,’5ﬂ]~i — sz‘%] = —Zq@‘dpi+zq~id]3}+ (fl— H) dt

donde el argumento del diferencial en el miembro izquierdo es F; (p;, pi, t) obtenido
mediante una transformacién de Legendre, es decir,

Fa(pinbint) = Fu (.G t) + Y Bidli — > pich

por lo tanto,
AFi= =3 adpit 3+ (7~ m)ar (7.22)
y, por otro lado, el diferencial To’rol de F, puede desarrollarse en la forma,
dF, = aﬁd + Z 8& ‘mdt (7.23)

Ahora, al comparar con - 7.22) resulta,

~ 0
q; = a~ f (pzapz» ) (725)
Y. 5
H = H + 5 Fi (pi Pir1) (7.26)

Por ultimo, las ecuaciones dan los p; como funciones de las ¢;, p; Y t,
proporcionando la segunda mitad de las ecuaciones de transformacion
y las determinan las ¢; en funcién de las antiguas variables proporcio-
nando asi la mitad restante.

La siguiente tabla resume todo lo obtenido anteriormente,
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Funcién generatriz | Ecuaciones de transformacion
Fi=Filedt) |p=2%2 5i=-9

~ o 0
Fa=Folabnt) |pi=2%2. =2
Fs = F3(pi, @i  t) Qi:_%ﬁ' @:_%;3
Fa=Faipibnt) |a=-% =2

|Eiemplo 7.1 I o 5 .
Considérese una funcidon generatriz del segundo caso con la forma
particular
Fo = Z 4Di
i

Encuéntrense las tranformaciones canonicas.

Solucién: A partir de las ecuaciones (7.14), (7.14) y (7.14) resulta respectivamente,

0F 0 N\

_ 0F 0 _
q; = 8_13} = 8_]3; (2}%%‘) =g
de aqui que,

de donde se observa que las coordenadas antiguas y nuevas son las mismas.

De lo anterior, se nota que F, genera la fransformacion identidad, expre-
sando que este tipo de transformacién es candnica.
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|Eiemplo 7.2I o 5 .
Considérese una funcidon generatriz del segundo caso con la forma

mads general
Fay= Zfi (a1:t) p

donde las f; son funciones arbitrarias. Encuéntrense las tranformaciones candnicas.

Solucién: A partir de las ecuaciones (7.14), (7.14) y (7.14) resulta respectivamente,

COF, D _ 8fj
Di = (9(]@- - 8%‘ <;fj <QZ>t)p]) - a

4 = 3pz = (Z fi (@, t ) = fila,t)

H+_<ij q17 ) H"‘Zaa];]p]

ZIV f’L (%;t)
0
8£Jp_] yZi

de aqui que,

por lo fanto, con esta funcidn generatriz Ios nuevas coordenadas ¢; sélo dependen de
las antiguas y del tiempo, pero no de los momentos antiguos.

La anterior transformacion es un ejemplo de las transformaciones pun-
tuales definidas por ¢; = q; (¢, t) y. como las f; son totalmente arbitrarias, se
puede concluir que todas las transformaciones puntuales son candnicas.

Ejemplo 7.3 I . .
Las fransformaciones orfogonales son casos especiales de transfor-
maciones puntuales con,
= qz Z )\’qul

donde los \; son los elementos de la matriz de transformacion que cumplen con la
condiciéon de ortogonalidad,
Z /\il)\ml - 6zm
l

SOLDOVIERI C., Terenzio. Infroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 303



CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

Encuéntrense las tranformaciones candnicas.

Solucién: En base al ejemplo anterior, se puede escribir la funcidén generatriz como,
Fo= Z i qipi
il
de manera que, a partir de las ecuaciones (/.14),
0F, 0 _ aq; _ _
O PETARD ST WA S

de las cuadles se puede despejar las p,, multiplicando por \; y sumando sobre i en

ambos miemlbros,
% i,m m

y ademds, de las (7.14),
_ O0F 0 ~ op,
=200 (mz Amlqlpm) > hun 2 = 3

Por dltimo, de (/.14) resulta,

de aqui que,

4 = Z i
!
P = Zpi)\li

H=H

de manera que los momentos también se fransforman ortogonalmente, segun cabia
esperar a priori.

De todo lo anterior se puede decir que las transformaciones ortogonales
son fransformaciones candnicas.

Ejemplo 7.4I o » _ .
Considérese una funcidon generatriz del primer caso, de la forma,

Fi= ZCJ@L
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Encuéntrense las tranformaciones candnicas.

Solucién: A partir de las ecuaciones (7.9), (7.10) y (7.11) resulta respectivamente,
0F1 0
pi = =
q;

R0 _\
Di = oG, = ErA (Zl: QIQl) = —q;

\'2
~ o0F; 0 -
H—H+W—H+§<zl:qlql> =H
de aqui que,
@:Pi
ﬁz‘:—%
H=H

Esta tfransformacion permuta coordenadas y momentos, es una transfor-
macioén de intercambio; las nuevas coordenadas son los antiguos momentos,
mientras que los nuevos momentos son esencialmente las antiguas coorde-
nadas, poniendo de manifiesto la independencia entfre las coordenadas vy
momentos generalizados.

En efecto, se puede ver que esta transformacién de intercambio es candnica a
partir de las ecuaciones de Hamilton (6.8).

® _ 0H
4 = ap,
* _ _0H
pi__a%

puesto que, al sustituir los p; por ¢;, las ecuaciones conservan su forma candnica sin
mMaAs que cambiar las ¢; por los —p;.

| Ejemplo 7.5 I »
Demostrar que la fransformacion,

2 2 ~ -1 (4
(p*+¢*)., q=tan ( )

p

p=

N | —

es canonica.
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Solucién: Una tfransformacion es candnica si es capaz de mantener la forma de las
ecuaciones de Hamilton. Partase supondiendo que p y g son candnicas, por lo tanto,

OH

> - o 7.27

q o ( )

b= —%—[f (7.28)
q

y al hallar todas las derivadas planteadas (teniendo presente que H = H lq(q,D),p(q,D)]
por no haber dependencia explicita respecto al tiempo puesto que en las fransforma-
ciones dadas no lo hay) resultq,

o 9G. 0F.

- A A 7.29
q aqq + 8pp ( )
OH OH OHdq OHdp
o _ o4 0Hd0g OHOp 7.30
% - % oqdp apop (7.:30)
3 Ope  Ope
_ Ope  Op 7.31
D aqur 8pp 7.31)
OH OH O0HOq OHdp
o _ o4 0Hog  OHOp 7.32
07 95 0q07  opoq (7.32)
Por otro lado, de las ecuaciones de transformnacién dadas,
9 _ _» O1_ 4 O_ B_, (7.33)

dg P+E 0p P+ g U op
y, al hallar la derivada parcial de las ecuaciones de transformacion respecto apy ¢
respectivamente,

op opdq Opdp  Oq ~ Ip
9% _ ,_9p9q Opop__ 0q Op 7.34
b = Yoo Tapop” Yo TPap (799
———
Por (7.33)
og _ (_09499 ,040p _ » Og _q Op (7.35)
p 9¢0p  Opdp P +¢*0p p*+¢*0p
Por
op dpdq Opdp  Odq  Op
o9 _ _99%q Opop _ 0q Op 7.36
o7 ~ "Taqo7 Tapoq Yo7 Poq (7:30)
———
Por (7.33)
og _ ,_09490q 0q% _ _p 09 __q Op (7.37)
g 9g0q  Opdg p*+q*20q p*+q*0q
Por

de las cuales se obtiene,
9¢ _ 9p dq q  9p p (7.38)

~ p/ A~ — QI A~ T o5 o5/ A~ —
Jq dq op p*+¢* Op p*+¢°
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Ahora, al sustituir y en las ecuaciones a (7.32), resulta,

b P . .
_ _ 7.39
q p2+q2q+ 7y g?P (7.39)
OH g OH p OH
or _ ¢ 942, p o4 7.40
op p2+q28q+p2+q23p (740
P = qq+pp (7.41)
OH OH  OH
%~ Yo oy 742

y finalmente, al sustituir las ecuaciones (7.39) a (7.40) en y donde corres-
ponda, resulta,

OH OH

Pi+—qp = G P (7.43)
q dp

[ ] [ ] aH aH
qq +pp = Earm +q—— (7.44)

q dp

de las cuales se obtiene,
qg=24
19)
. po } (7.45)
b= g

Estas ecuaciones son correctas ya que de antemano se sabe que ¢ y p son candni-
cas. Con esto queda mostrado que las transformaciones dadas son candnicas.

Otra forma de mostrar que la transformacion dada es candnica es verificando que
Zpidqz‘ - Zﬁid@
7 7
es una diferencial exacta. En efecto, para el anterior ejemplo se tiene que i =1,

o 1 pdq — qdp
dg —pdd = pdg— = (p* + %) [ ——1=
pdq — pdgq pdg 2(p+q)<pQ+q2

— L g+ qdp) = d (2
= 5 (pdg+qdp) = d{ 5pg

que es una diferencial exacta, por lo tanto la fransformacion es candnica.
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|Eiemplo 7.6' . 5 o »
Considerar la trasformacion candnica generada por la funcidn ge-
neratriz del tipo del caso 1,

m -
Fi = qu2 cot q

en la resolucion del oscilador armodnico unidimensional. Aqui m es la masa de la parti-
cula que oscilay w = y/K/m con K la constante recuperadora de la fuerza.

Solucién: A partir de las ecuaciones (7.9), (7.10) y (7.11) resulta respectivamente,

P= 5. = 7 <2wq Cotq> = mwq cot q (7.46)

_OF 0 m 5, N mwg

b= ~ 85(2“‘1 CO“’) " 2Sen?q 747
v OF 0

7 — 9 _ I o? cot§) =

H=H-+ pn H—I—at(2wq cotq) H (7.48)

Las ecuaciones (7.46) y (/.47) permiten obtener ¢y p en funcidn de q y p, pero para
el presente propdsito conviene mas expresar las anfiguas variables en funcién de las
nuevas. Segun (7.47)), ¢ estd dada por,

g=1/ 22 Seng (7.49)

mw

que sustituida en (7.46), proporcionaq,

p = /2mwp Cos q (7.50)

Como la funcién generatriz 7, no depende explicitamente del tiempo, el valor del
Hamiltoniano (ver (7.48)) no es afectado por la transformacién y bastard con expresar
H en funcién de las nuevas variables ¢y p mediante las ecuaciones y (7.50). La
energia potencial del oscilador viene dada por,

1
U=-K¢
54
de manera que el Hamiltoniano tiene la forma,
1 . 1 2 1
H=T+U=-mj +-K¢=2" 1 “mw?e? (7.51)
m

Ahora, al sustituir (7.49) y (7.50) en (/.51), se obtiene el Hamiltoniano en funcién de
las nuevas variables,

H=wp (7.52)
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observdandose que es ciclico en ¢ implicando que el momento conjugado p es cons-

tante. En efecto, segun (7.52),
. F
p=—
w

La ecuaciéon de movimiento para ¢ ((6.8) para las nuevas variables) se reduce a la
forma sencilla,

* OH

q= 8_15 =W
con la solucién inmediata,

g =wt+«a

donde o« es una constante de intfegracion que puede ser determinada por las condi-
ciones iniciales. Ahora bien, de (/7.49) la solucién para q es,

£ Sen (wt + «) (7.53)

mw?

q =
que es la conocida solucién para el oscilador armonico.

Lo mas probable es que el procedimiento usado respecto al problema escogido
parezca como “clavar una tachuela usando una mandarria”. Sin embargo, suminis-
fra un ejemplo sencillo de cémo reducir el Hamiltoniano, mediante fransformaciones
candnicas, a una forma en que todas las coordenadas son ciclicas.

7.3. Invariante integral universal de Poincaré

Como ya se vio, las tfransformaciones candnicas se definen como aquellas que
conservan la forma de las ecuaciones de Hamilton. Ahora se plantea la siguiente in-
terrogante,

¢ Existirdn otfras expresiones que sean invariantes respecto de las transfor-
maciones candnicas ademds de las ecuaciones de Hamilton?

La respuesta es Sl. Poincoréﬂ halldé un conjunto de ellas, llamadas invariantes inte-
grales.

2Jules Henri Poincaré (Nancy, Francia, 29 de abril de 1854 — Paris, 17 de julio de 1912), generalmente
conocido como Henri Poincaré, fue un prestigioso matemdatico, cientifico tedrico y fildsofo de la ciencia.
Poincaré es descrito a menudo como el Ultimo «universalista» (después de Gauss) capaz de entender
y contribuir en todos los dmbitos de la disciplina matemdatica. En 1894 descubrié el grupo fundamental
de un espacio topoldgico.

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 309



CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

Poincaré llamo “invariante integral” a cualquier integral asociada al espa-
cio de fase que se mantuviera constante a lo largo del movimiento del sistema.

El teorema de Poincaré dice que:

La integral,
= [ 3 dadp 7.54)
s i

es invariante un invariante candnico, indicando por S que las integrales se han
de calcular sobre una superficie arbitraria bidimensional del espacio de fase.

Demostracion:

Iniciese la demostracidon con la observacion de que la posicion de un punto en
una superficie bidimensional queda completamente determinada por sélo dos pard-
metros. Sean u y v tales pardmetros, apropiados a la superficie S, de modo que sobre
ésta ¢ = ¢; (u,v) Y p; = p; (u,v). COMO se sabe del cdculo elemental, el elemento de
area dg;dp; se tfransforma en el elemento de drea dudv mediante el Jacobiano,

0 (Qiapi) | % % |
— L = | Ju Ou (7.55)
dq;  Op;
0 (u,v) 8—1 812)
de acuerdo con la relacién,
dg;dp; = dudv (7.56)
9 (u,v)

Se quiere mostrar que J; es invariante bajo una transformacién candnica, por lo
tanto, una forma de hacerlo es partiendo de que el feorema es cierto. Asi pues, la
afirmacidén de que J; tiene el mismo valor para todas las coordenadas candnicas se

puede escribir como,
//quidpiz//Zd@}d@ (7.57)

que, en virtud de (7.58), puede expresarse como,

[ et //Za%% 759

y como la region de integracion es arbitraria, las integrales sdlo serdn iguales si 10s
infegrandos son idénticos, por lo tanto,

Z a Qz7pz Z aq]’pj (759)
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Como se puede ver, la demostracion de la invariancia de J; se ha reducido a
demostrar que la suma de los Jacobianos es invariante. Para demostrar esto, se partird
del primer miembro de (7.59) para llegar al segundo miembro de la misma.

Por conveniencia, se supondrd que la transformacion candnica de las g;, p; a las g;,
p; tiene como funcién generatriz 7 una del tipo del caso 2 (ver seccién[7.2.2), es decir,
Fa = F2 (g, pi, t) (€Sta suposicion no es limitante pues puede efectuarse la demostracion
usando ofras funciones generatrices).

Los elementos de la segunda columna del determinante en el primer miembro de
(7.59) (ver también (7.55)) se expresan entonces en funcidén de las nuevas variables
mediante la funcién generatriz. Segun (/.14) se tiene que,

~ Opi _ 8 | 0F2(qi,pist)
_0Fa(anPit) | ow T o] om 60
Y g opi _ 0 [0Fa(aiint) -
ov ov aqi

donde las magnitudes entre corchetes son funciones sdlo de « y v a través de las
variables ¢; y p;, por lo que,

8pi 82f2 8]3/1 82f2 8ql

_ 9a 7.61
o ;m%m+;%@m (7.61)
p; 0°Fy Op: 0°F, Oq

_ o 9 7.62
o ;%%m+;%@m (7.62)

por lo que se puede escribir el primer miembro de (/.59) como,

9g; 3*F, op + Z 0% F, Oq
O (a:. 1 ou 9q;0p; Ou 9q;0q; Ou
S oan) s 3 l 7.63
2 (u, v) o T 0E 0n N 0°F o |
7 i ov 0q;0p; Ov 0q;0q; Ov

l l

Ahora, en virtud de la regla del cdlculo de determinantes (ver apéndice [D) que
dice,

Si los elementos de una fila (columna) de una matriz se pueden descom-
poner en dos sumandos, su determinante es igual a la suma de dos de-
tferminantes que tienen iguales todas las filas (columnas) excepto dicha fila
(columna) cuyos sumandos pasan, respectivamente, a cada uno de los de-
terminantes.

entonces,
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9gi 2 F, Opi 94; > F Oq
q p ou 0q;0p; Ou ou 0q;0q; Ou
iHHMi) l 1
Z Tu) — 2| N omom | T2| o N o (7.64)
i ov 0q;0p; Ov ) ov 0q;0q; Ov

l l

y en virtud de otra regla del cdiculo de determinantes que dice,

Silos elementos de una fila (columna) de una matriz se multiplican por un
numero, el determinante de la matriz queda multiplicado por dicho nimero.

resulta,
dq; 0 9q;  Opy
O P O o b o B 9P o ol Al S
d(u — 0q;0py Gu % 7 04:0q ooz

J/

TV
Antisimétrica al permutar los indices i y I

Los términos de la primera suma, como se puede notar por simple inspeccion, son
antisimétricos al permutar i y [, pues al hacerlo se intercambian las columnas del deter-
minante (si en una matriz cuadrada se permutan dos filas(columnas), su determinante
cambia de signo). De esta manera, es facil notar que toda la suma se anula! porque
siempre cada término de la suma tendrd su contraparte de signo contrario, asi el valor
de la suma no queda afectado si se cambia ¢; — p; Y ¢ — p; puUes la suma seguird
siendo nulq,

2 op;  Op 2 9¢; 9p
S S| & & | o b & 7.6
PiCPU] By B T BT
Se revertird ahora el proceso que permitidé pasar de a (7.64). Para hacer esto,
se aplicardn las propiedades que se han usado de los determinantes, pero en sentido
inverso en su orden de aplicaciéon, pero ahora la suma se hard respecto i y no a l.
Entonces, a partir de (7.68).

9°F, Opi 9P 0*F 9¢i  Opy
0p;0p; Ou ou dq;0q; Ou ou
szpz + Z i
E: B (u = O2F; 0 O 0*Fa dui  Opi
l Op;Op; Ov v l 0q;0q; Ov ov
7 [
O,
0> Fy 9ps F, 09 Opi
OpiOp; Ou 9q;0q; Ou ou
ql7p’L _ i i (7 67)
Z d(u Z 9?Fy Opi 9?F 9a; 9P '
l OpiOp; Ov 9q;0q; Ov v
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7.4. CORCHETES DE LAGRANGE Y POISSON

pero,
0*F,y Op; D*Fy g 9 (8}"2) Jq
" S2 _ T (7.68)
Z Op;Op; Ou Z 0q;0q; Ou opy ou
por Z.T5)
por lo tanto, al sustituir en (7.67) resulta,
9q  Opi
q“pz v Ou thl
yien-s £ E|-25 e
Du v l

que es el segundo miembro de (7.59), demostradndose asi el feorema de Poincaré.

De una forma andloga, pero adn mds complicada, se demuestra que,

= [ [ X dudvdadp 7.70)
S il

es invariante respecto de una transformacién candnica, donde S es una superficie
arbitraria tetradimensional en el espacio de fase de 2s dimensiones.

Puede prolongarse esta cadena de invariantes integrales llegdandose finalmente q,

Jn:/---/dql...dc_zsdpl...alpS @70

donde la integral se halla extendida a una regidon arbitraria del espacio de fase.

La invariancia de J,, equivale a decir que el volumen en el espacio de fase
es invariante respecto de las transformaciones candnicas.

7.4. Corchetes de Lagrange y Poisson

7.4.1. Corchetes de Lagrange

La condicion de invariancia de la suma de los jacobianos (7.59) puede es-

cribirse como,
dq; Op;  Op; Og; - 9q; Op; ~ Op; O
Z (8u v Ouov) Z Ou Ov  Ou du (7.72)
Cada uno de los miembro de de la anterior expresion define lo que se denomina
corchete de Lagrange de u y v, representado por,

_ dq; Op; ~ Op; Vg;
{uv}e, = 21: <8u ov  Ou 01}) 7.73)
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CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

de manera que, en virtud de (7.72), se puede decir que los corchetes de Lagrange son
invariantes candnicos. Por lo tanto, es indiferente el conjunto de variables candnicas
que se utilice para expresar los corchetes de Lagrange, por esta razén en adelante
serdn omitidos los subindices ¢ y p. Es facil probar que se cumple la siguiente relacion
general,

{u,v} = —{v,u} (7.74)

indicando que los corchetes de Lagrange son antisimétricos.

Recuérdese de la seccion|[/.3 que u y v son las coordenadas de una regién bidimen-
sional del espacio de fase, de manera que no hay ningdn inconveniente en considerar
como tal region el plano g;. ¢;: pi. p; © ¢:. p;. Porlo tanto, se pueden verificar (por caculo
directo) los llamados corchetes de Lagrange fundamentales,

{¢i,¢;} = 0 (7.75)
{pi,p;} 0 (7.76)
{ag,p;} = 6 (7.77)

recorddndose que las g;, p; son tfratadas como variables independientes en el formalis-
mo Hamiltoniano. Estas expresiones son evidentemente vdlidas para todos los conjun-
tos de variables candnicas.

7.4.2. Corchetes de Poisson

AUn mds que los corchetes de Lagrange, son los llamados corchetes de Pois-
sorf), que son definidos por,

ou Ov ou Ov
e = Z (aQi opi  Opi aqz) (7.78)

verificdndose, en analogia con (/.74), la identidad,
[u,v] = —[v, 4] (7.79)

indicando, al igual que los corchetes de Lagrange, que los corchetes de Lagrange son
antisimétricos.

Al igual que con los corchetes de Lagrange, v y v son las coordenadas de una
regidon bidimensional del espacio de fase, de manera al considerar como tal region

3Siméon Denis Poisson (Pithiviers, Francia, 21 de junio de 1781-Sceaux, Francia, 25 de abril de 1840), fue
un fisico y matemadtico francés al que se le conoce por sus diferentes frabajos en el campo de la elec-
fricidad, fambién hizo publicaciones sobre la geometria diferencial y la teoria de probabilidades.
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7.4. CORCHETES DE LAGRANGE Y POISSON

el plano ¢. q;; pi. p; © ¢. p;. € pueden verificar (por cdlculo directo) los llamados
corchetes de Poisson fundamentales,

[gi,q)] = 0 (7.80)
pi,p;] = 0 (7.81)
4, p;] = 0ij (7.82)

En base a las expresiones (7.73) y (7.78) es de esperarse que exista una estrecha
relacion entre los corchetes de Lagrange y de Poisson. En efecto, si se consideran Uni-
camente como expresiones matemadticas, prescindiendo de cualquier significado fisi-
Co, puede demostrarse el siguiente teorema,

Siw,l =1,..,2s es un conjunto de es un conjunto de 2s funciones inde-
pendientes, tales que cada u es funcidon de las 2s variables g, ..., s, p1, ..., ps, S€
cumple que,

2s
> fug i} [wg, ug] = 6y (7.83)
l

La demostracion de este teorema no es en realidad dificil, pero si es algo laboriosa:

Demostracion:

2s 2s s s
. G Oqy, Opi Opk Ogi Ou; Ouj  Ouy Ouy
; {U/la U’L} [UZ, uj] - Z ; (81&[ auz aul 8UZ ; an 8pm apm aqm

l

J/

Por (73 v 79
_ ZZ g Opr. Opy; Ogy; Ou; Ouj  Ou Ouy
Ou ;. Oy Oy ) \ G Opm Opim Iim
B Oqy, Opy Ow du; Aqr, Opr, Ouy Ou;
B Z kzn; Ouy Ou; g, ﬁpm Z Z Oy Ou; Opo, 0qm
Término 1 Term|no 2

B Opr 8qk Ow Ou; Opy, Oqi, 0wy Ou,
Z Z ouy Ou; Oqyy, 8pm Z Z Ouy Ou; Opym, Om (7.84)

VvV vV
Término 3 Término 4

Primero se simplificardn cada uno de los términos indicados.
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CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

Término 1:

Oqi, Opy, 0wy Ou, Opy. auj oqy, 8ul
Término 1 = Z Z oy Ou; 0qy, Oppm, Z ou; Opm, Z ouy 8qm

pero, es facil ver que,

Za% Ouy _ an .y
ou; Oqp, aqm hm
entonces,
Opy. Ou; °L Opy, Ou;
Término 1 = L S = — 7.85
I Z Ou; Opm, F Z Ou; Opy, ( .
Término 2:
2s
L oqi Opr, Ouy Ou; Opy, Ou; oqy aul
T 2= ————j e’}
ermine ; Z Ou; Ou; Opy, Z ou; 0qy, Z oy apm
pero,

Z dqr, Oup % ~0
0w Opm  Opm

recorddndose que en €l formohsmo Hamiltoniano las ¢; y los p; son variables fotalmente
independientes. Entonces,
Término 2 =0 (7.86)

Término 3: Procediendo de forma andloga que con el término 1,

8uj 8qk
Término 3 = Z Fas D, (7.87)
Término 4: Procediendo de forma andloga que con el término 2,
Término 4 =0 (7.88)

Ahora, al sustituir los resultados (7.85) al (7.88) en (7.84), resulta,

2s S
B OujOpy ~ Ou; Oqp\  Ou;
; {ur, i} [, uJ] - ; (8}% Ou; * Oqx, Ou; B Ou, = 0u

con lo cual queda demostrado el teorema.

La demostracion anterior es independiente del particular sistema coordenado g;,
p; elegido; cualquier ofro sistema de 2s coordenadas independientes ¢; y p; hubiese
servido de la misma forma. Por tal razén, es invariante respecto a fodas las frans-
formaciones de coordenadas, sean 0 ho candnicas.
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7.4. CORCHETES DE LAGRANGE Y POISSON

Por lo anteriormente expuesto, este teorema permite calcular ciertos corchetes de
Poisson sin necesidad de utilizar un sistema coordenado particular. Si se eligen como
funciones u; el conjunto de 2s funciones qq, ..., g, p1, ..., ps, €NtONCES:

1. Al hacer que las u; sean las p; y 10s u; 10s g;, puede ser escrita como,

> Aaspitlana) + Y Apepid o g) =05

J/ N J/

TV TV
cuando las u; son las gq; cuando las u; son los p;

que en virtud de (7.78) y (7.77) (teniendo presente (7.74)) se obtiene (7.80).

2. Al hacer que las u; sean las ¢; y las u; los p;, (7.83) puede ser escrita como,

> Aaaitlap) + Y A ai} pups]l =05

J/ [ J/

TV NV
cuando las u; son las q; cuando las u; son los p;

que en virtud de (7.75) y {7.77) (teniendo presente (7.74)) se obtiene (7.81).

3. Por dltimo, al hacer que las u; sean las ¢; y las u; 1as ¢;, (7.83) puede ser escrita como,

> Aaaitlan ) + ) {pnat o a] = 6

Vv vV
cuando las u; son las q; cuando las u; son los p;

que en virtud de (7.78) y (7.77) (teniendo presente (7.74)) se obtiene (7.82).

De lo anterior, debido a la naturaleza del teorema expresado por (7.83),
queda claro que los corchetes fundamentales de Poisson no dependen
del conjunto particular de variables candnicas escogidas en su deduccion,
demostrdndose asi gue son invariantes candnicos.

Sélo queda por mostrar que el valor de cualquier corchete de Poisson es inde-
pendiente del sistema coordenado en que esté expresado. Para mostrarlo, se em-
pleard la ya mostrada independencia de los corchetes de Poisson fundamentales. Si
F = F(q,pi,t) Y G = G(g,pi,t) sOn dos funciones arbitrarias, su corchete de Poisson
respecto del sistema ¢, p es,

oF 0G  O0F 0d
4 G]q’p B Z <3C]i Opi - Ipi 8%) (7.89)

%

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. POg . 3 .l 7



CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

y, respecto del sistema ¢, p (Que es una fransformacion candnica del sistema ¢, p).

oF 0G  O0F 0G
oo OF 0G  OF 0G 7.9
[F, G]qJ) Zz: <8@ opi  Op; a&z) v

ahora, considerando ¢; y p; como funciones del conjunto de variables fransformadas
¢;. pj. € quiere mostrar que,

[F,Gl,, =[F.Glz5 (7.91)

En efecto, se fiene que,

oG 0G 0g; 0G 0Op;
—_— + —
Op; Z 0q; Op; ; Op; Op;

oG oG 6@ oG 8}3}-
9q; Z 3% dq; zj: aﬁj dq;

por lo tanto la expresion (7.89) se puede escribir como,

—[0F (0Gog 9Gop,\ OF (9GdG 0G Ip,
7@y =2 [aqi (aaj Op. " 0%, 0pi) ~ Op \0d, a0, O

que, reagrupando adecuadamente los férminos, se convierte en,
oG 8G
£, Gy = Z ( AR AR ) (7.92)

Esta misma expresion sirve para calcular los corchetes de Poisson que aparecen
entre paréntesis. En efecto, si se sustituye F por g;, y se reemplaza G por F, (/.92) se

convierte en, Jys oF
4 Flyy =3 5, 1380+ 2 o5 0.7

donde se han omitido los subindices en los corchetes del segundo miembro, por que
son precisamente los fundamentales y ya se ha mostrado que estos son invariantes.
Como consecuencia de (/.80) y (/.82), la expresion (/.92) se reduce q,

3, F Z

o, en virtud de (7.79),
oF
Fgl=——=
que es un resultado candnicamente invariante.

(7.93)
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7.4. CORCHETES DE LAGRANGE Y POISSON

De forma andloga, si se sustituye F por p;, y se reemplaza G por F, (/.92) se convierte

en,
- Z oF _ _. O0F _ _

%

Como consecuencia de (7.81) y (/.82), la expresion (/.92) se reduce q,

-~ oF
b, Fl,, = — : 6_@-5”
o, en virtud de (7.79).
~ or
[F.pj] = 9 (7.94)

Por altimo, al sustituir (7.93) y (7.94) en (7.92),

OF 0G  OF 0G
7.6, = 3 (55,95 ~ a5, 32,) = P Oha

J

que demuestra el planteamiento inicial expresado por (7.97).

De todo lo anterior se puede decir que los corchetes de Poisson son inva-
riantes ante transformaciones candnicas o invariantes candnicos, por o que
los subindices pueden ser omitidos.

De lo anterior y de (7.80) a (/.82) también se puede concluir que:

Si se cumple que,
[Zjlﬁ aj]q,p = 0 [@7ﬁj]q7p = 0 [%7@}(147 - 6Zj (795)

entonces la transformacién que pasa del sistema ¢, p al sistema ¢, p es candni-
ca.

| Ejemplo 7.7 I . .
Resolver el ejemplo 7.5 pero ahora desde el punto de vista de las
expresiones (/.99).

Solucién: Para este caso i = j = 1, entonces las expresiones (7.95) quedan escritas
como,

G.d,, =0 B, =0 @, ~1 (7.96)
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CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

entonces, a partir de la definicion de un corchete de Poisson dada por (7.78), las dos
primeras se cumplen de forma obvia,

7_y 7.97

s = g0~ apg
_ _ O0pop  9pop
p.pl,, = 94 0p apaq_o (7.98)
y la tercera,
_ . 07op 9qop
[qJﬂ%p—-aqap 9 0q (7.99)
pero,
9g _ _p op 99 _ q op

o9 — P+ op P op T

entonces, al sustituir estos resultados en resulta,

PP og 4

p? ¢

—+ =
p2+q2 p2_|_q2

9Pl =

lo cual demuestra que la tfransformacién dada es candnica. En fin, sélo hay que probar
la tercera de las expresiones (/.99), ya que las dos primeras son independientes de la
forma explicita de la transformacion.

Las siguientes son algunas propiedades de los corchetes de Poisson,
1. [u,u] = 0.
2. [u,a] = 0, donde a es una magnitud que no depende explicitamente de ¢ y/o p.

[u, vw] = [u, v]w + v [u, w]

wo, w] = v, wlu + v u,w

3. Regla de Leibniz: {

lau, v] = a[u, v]

4. Lineadlidad: ,donde a es una magnitud que no depende

[+ v, w] = [u, w] + [v,w].
explicitamente de ¢ y/o p.

5. g lu vl =[5t 0] + [u, G]

6. Bldentidad de Jacobi (ver apéndice[B), [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0.
Las propiedades 1 hasta la 5 se pueden demostrar facilmente a partir de la defini-

cion de corchete de Poisson (7.78). La 6 puede verificarse directamente por fuerza
bruta, pero el cdiculo es brutalmente extenso.
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7.4.3. Ecuaciones de Hamilton en corchetes de Poisson

Si la funcion F de (7.93) y (7.94) es el Hamiltoniano, entonces se puede escribrir

que,
OH

lgi, H = op; i (7.100)
OH

pi, H] = ~oq ~ D (7.101)

que son las ecuaciones candnicas del movimiento o ecuaciones de Hamilton escritas
en funcioén de los corchetes de Poisson. Esto pone en evidencia la gran simetria de esta
formulacion.

Las anteriores expresiones son un caso especial de una expresidon general que da
la derivada total respecto al tiempo de una funcién u (g;, p;, t). En efecto,

du Oue  Oue ou
E—Xi:<G_%Qi_8_mpi) T o

y si se expresan ¢, y p, en funcion del Halmiltoniano usando las ecuaciones de Hamilton

©.8)
d_u_z 8u8H_ ou OH +@
dt - 0q; Op;  Op; Og; ot
© d )
u U
E:[U’H]—FE (7.102)

y se observa que, evidentemente, las expresiones (7.100) y (7.107) se deducen de esta
relacion si si se hace v igual a ¢; y p;, respectivamente.

Por otro lado, Igualando « al Hamiltoniano se obtiene otro resultado conocido, pués
segun la propiedad 1 de los corchetes de Poisson mencionada en la seccidon se

fiene que,
dH  O0H

dt ot
que es idéntica a la expresion (6.10).

Para sistemas en los cuales t no aparece explicitamente en las magnitudes de in-
terés, la derivada total respecto al tiempo se reduce al corchete de Poisson con H. En

efecto, si v es una de esas magnitudes de interés, entonces a partir de (/.102),
du

F lu, H] , si t nO aparece explicitamente. (7.103)

SOLDOVIERI C., Terenzio. Intfroduccién a la Mecdnica de Lagrange y Hamilton. 1era ed. (preprint). Republica Bolivariana de Venezuela, 2010. PCIg . 32 ]



CAPITULO 7. TRANSFORMACIONES CANONICAS

Por lo tanto, de se puede concluir que todas las funciones u cuyo
corchete de Poisson con H se anule serdn constantes de movimiento vy, recip-
rocamente, los corchetes de las constantes de movimiento con H se anulan.
Esto constituye, por lo tanto, un procedimiento general para buscar e identi-
ficar las constantes de movimiento del sistema.

La identidad de Jacobi permite, conocidas dos constantes de movimiento, hallar
una tercera. Este resultado es conocido como teorema de Jacobi-Poissony establece
que,

Siu y v son dos constantes conocidas cualesquiera de movimiento que no
dependen explicitamente del tiempo, entonces [u, v] es también una constan-
te de movimiento.

Demostracion:
La demostracion es sencilla y se basa en la identidad de Jacobi. En efecto, al hacer
w = H en laidentidad de Jacobi,

[u7 [U’ HH + [Uv [H7 UH + [H7 [U,UH =0

pero,
v, Hl =0y [Hu]=0

puesto que los corchetes de una constante de movimiento con H se anulan, qguedan-
do,
[, 0] + [v,0] + [, [u,v]] = 0

y por la segunda propiedad de los corchetes de Poisson,
[u,0] =0y [v,0]=0

resultando por ultimo,
[H, [u,v]] =0 (7.104)

entonces [u, v] es una constante de movimiento, es decir, el corchete de Poisson de
dos constantes de movimiento es también una constante de movimiento; ya que to-
das las funciones (en este caso [u,v]) cuyo corchete de Poisson con H se anule serdn
constantes de movimiento.

Debe entenderse, sin embargo, que la nueva constante de movimiento que se
pueda hallar por este procedimiento, bien puede ser idénticamente nula, o conducir
a una constante o funcidn de constantes ya conocidas.
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7.5. Transformaciones candnicas infinitesimales

Comiécese definiendo lo que es una fransformacion candnica infinitesimal.

Se denomina fransformaciéon candnica infinitesimal a aquella transforma-
cion candnica que difiere infinitesimalmente de la fransformacion identidad,
es decir, una transformacioén en la que las nuevas variables sélo se diferencian
de las antiguas en un infinitésimo.

En base alo anteriormente expuesto, se pueden escribir las ecuaciones de transfor-
macién como,
aq. — (. + 00;
gl Qz Qz (7. -] 05)
Pi = Di + 0p;
cuidandose de tener presente que dq; y dp; No representan desplazamientos virtuales,
sino sencillamente cambios infinitesimales de las coordenadas y |os momentos.

Es evidente pensar que la funcidn generatriz de la transformacion solo diferird en
un infinitésimo de la correspondiente a la identidad, dada por F, = Z q;p; estudiada

7
en el ejemplo 6.1. Por lo tanto, la funcidén generatriz podrd escribirse, para el presente
CasoO, COMO,

Fo = ZQZ‘@'—FGQ (@, m) (7.106)

donde ¢ es cierto pardmetro infinitesimal de la tfransformacién que permite controlar
el valor absoluto de dq¢; = | — 4| Y dpi = |pi — ps| Y hacerlo tan pequeno como se
desee si las funciones Q (¢, p;) estdn acotadas en el rango de interés. En adelante,
serdn considerados sélo términos hasta el primer orden en e.

Las ecuaciones de transformacién se hallan a partir de (7.14) y (7.19),

0F, 0 _ _ o
pi = 20 0a; (qupereQ (%m)) —pi+€8qi

m

~ )
i = DPi — €
bi=7p 9q,

. 0F 0 N o0
=5 = o (Em GmDm + € (%Pz)) Qi + € 7

Cuyo segundo miemioro es una mezcla entre las anfiguas y nuevas variables. Se quiere
dejarlo de tal forma que sélo aparezcan las antiguas, lo cual se logra observando que
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el segundo miembro es ya de primer orden en ¢ y los p; sdlo difieren en un infinitésimo
de los p,;, entonces es correcto reemplazar p; — p; en la derivada, quedando,

.
qi = q; ani

considerdndose ahora 2 Unicamente como funciéon de las ¢; ¥ p;. Y ademds de (7.16),

—OF D _ _

de manera gque el Hamiltoniano no sufre cambios bajo esta transformacidn. Por lo tan-
to, las trasformaciones infinitesimales buscadas vendrdn dadas por,

5= [ei93
qi ql+€8qi} (7.108)

~ __ o0
Di = Pi — €3,

y aungue, rigurosamente hablando, el calificativo de funcidn generatriz es sdlo reser-
vado para F, también suele designarse 2 de esta forma.

En virtud de (/.1095), las expresiones (/. 108) pueden ser escritas como,

00
06 = €5y, } (7.109)

_ o0
0pi = ~ o4

Una interesante aplicacion de las expresiones (/.109) se tiene cuando se considera
una tfransformacion candnica infinitesimal en la que Q (¢;,p;) = H (¢;, pi). siendo e un
pequeno intervalo de tiempo dt. En este caso, a partir de (7.709) se tiene,

00 OH

op; = —e=— = ———dt = p,dt = dp; (7.110)
dq; dq;
S = L :aHdtzéidtqui (7.111)
Op; Ip;

donde se han usado las expresiones (/. 19). Con esto se ha mostrado que el Hamiltoni-
ano es el generador infinitesimal para la evoluciéon dindmica en el tiempo.

Las expresiones (7.T10) y (7.TTT) proporcionan los valores de las ¢; y los p; en el in-
stante ¢ + dt, conocidos los que fienen en el instante ¢, permitiendo describir el mo-
vimiento del sistema en un intervalo dt mediante una trasformacién candnica infin-
itesimal generada por el Hamiltoniano. Por consiguiente, el movimiento del sistema
en un intervalo finito, comprendido entre t, y ¢, vendrd representado por una suce-
sion de fransformaciones candnicas infinitesimales. Como el resultado de dos trans-
formaciones candnicas aplicadas sucesivamente equivale a una sola transformacion
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canodnica, podrdn obtenerse los valores de las ¢; y l0s p; en cualquier instante ¢, a partir
de sus valores iniciales, mediante una trasnformacién candnica que sea funcién con-
finua del fiempo. De acuerdo con este punto de vista, el movimiento de un sistema
mecdanico corresponde a una evolucion continua de una transformacién candnica.

Por otfro lado, considerando el cambio que experimenta cierta funcion u (g¢;, p;) co-
mo resulfado de una fransformacion candnica infinitesimal, aparece un resultado en-
tfre dicha transformacion y los corchetes de Poisson. En efecto, el cambio de dicha
funcidn como resultado de una transformacién candnica infinitesimal es,

du (gi, pi) = u(q; + 0q;, pi + 0pi) — u(qi, pi)

pero si se consideran solo infinitésimos de primer orden, entonces un desarrollo en serie
de Taylor demuestra que la diferencia es,

ou ou
ou = Z <a—qz(5qz + a—pl(spl>

%

y alusar (7.T10) y (7.TTT) resulta,
ou 0)  Ou OS2
=<3 (G~ 500

0, en virtud de la definicidn de los corchetes de Poisson (/.78),

ou = €u, Q] (7.112)

por lo tanto, en consecuenciaq, si se hace v = H, el cambio del Hamiltoniano como
resulfado de una transformacién candnica infinitesimal es,

SH = ¢[H, Q) (7.113)

Anteriormente se encontré que si una funcién Q (g, p;) €s una constante de mo-
vimiento, su corchete de Poisson con H se anula. La expresion dice que tal
constante engendra una transformacion candnica infinitesimal que no altera el valor
del Homiltoniano, es decir:

Las constantes de movimiento son las funciones generatrices de aquellas
transformaciones candnicas infinitesimales que dejan invariante el Hamiltoni-
ano.
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7.6. Forma simpléctica de las transformaciones canénicas

Ademds de que por la existencia de una funcidn generatriz y por la invarianza
de los corchetes de Lagrange y Poisson se han caracterizado las transformaciones
canodnicas, se desarrolld en esta seccidon ofra condicidn necesaria y suficiente que
garantiza el que una transformacion sea candnica.

También se pueden ver transformaciones que dejan invariantes a las ecuaciones
de Hamilton (fransformaciones candnicas) desde el punto de vista estudiado en la
seccion [6.9) La transformacion del sistema ¢, p al sistema ¢, p puede escribirse ahora
como,

n,=n; ;). coni=1,..,2s (7.114)

donden, =qi, 1s=piYN =aq. N, =p; CONi<s. Enfonces,
dn; = Onpdn _ On;e

a T on, dt 877/71 (7.115)
y al usar (6.186) resulta,
e O, . OH 0On,  OHOJW,
= I = e — (7.116)
1= on, o, "oy, o
o matricialmente,
= (TJT") o (7.117)
an

donde J;; = S—Zi_ es el Jacobiano de la transformacion. Ahora bien, si la transformacion
J

realizada es candnica, significa que la expresion (7.117) debe ser igual en forma a la

(6.188). por lo tanto debe cumplirse que,

e
i 5, 25 _ g (7.118)

JITF == =
on, Oy,

donde se dice que J es simpléctico.

Un cambio de variables con un Jacobiano J simpléctico, es decir, que
cumple con (7.118), se dice que es una transformacion candnica.

Ejemplo 7.8 I . .
Resolver el ejemplo 7.5 pero ahora desde el punto de vista de las
expresiones (/.118).

Solucioén: Se debe mostrar que JJJ7 = J. La fransformacion dada representa un
sistema de un grado de libertad, por lo tanto, el Jacobiano viene dado por,

Ju Ji2 3—‘7 g_a
J = = q  9p (7.119)
[ Jo1 T2 ] [ g—’j g—ﬁ
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pero como,
9 _ _p 9 _ 9 _ __q _ 0p _
g — P+ op P o »+¢ ag 4
entonces,
_p _ __ 9 _pb
J=| P e | sgro | A 4 (7.120)
q p —iz P
Por otro lado, de la definicion de J (6.181), para esta caso particular se puede
escribir,
0 1
J = 7.121
[ 0 ] 7121

por lo tanto,

TJJTT = FiE AR 0 1 rr _| 01 —J
q p -1 0] | =5tz P -10

de aqui que la transformaciéon sea candnica.

| Ejemplo 7.9' ) . » _
Supdngase que se tiene la transformacion ¢, — ¢; (¢;). Encontrar la

forma de la fransformacion p; — p; (g5, p;) Que mantiene invariantes las ecuaciones de
Hamilton.

Solucioén: El Jacobiano viene dado por,

9% 94 94
7= Ju T2 | | 2 o | _ | % 0
| T T S| @B 9B | | OB Opi
A vz 9q;  9p; 9q;  9pj

Ahora, la condicidn para que la transformacién dada sea candénicaesque JJJ' = J,

por lo tanto,
0g; ] 9q;  Ops
TJJITT = 8%- q 01 a0, 8;' _| 0!
S 0 2 ~1 0

dq;  Opj 9p;

de aqui que,

0gq; Op; |
_ 0P 0% - _
O, D4, 0 | 10

por lo tanto,

9q; Op;

aq]' apj
entonces,

~ an

Di % 7
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7.7. Problemas

1. Demostrar, por cdlculo directo y por corchetes de Poisson, que la tfransformacion,
- 1 ~
g=log|(—-Senp|, p=gqcotp
q

es canonica.

2. Las ecuaciones de fransformacion entre dos sistemas coordenados son,

g = log (1 + ql/2 Cosp)

p = 2(1+q1/2008p) ¢*?Sen p

(a) Demuéstrese directamente a partir de estas ecuaciones de transformacion que
q Yy p son variables candnicas si lo son ¢ y p. (b) Pruébese que la funcién que engen-
dra esta transformacion es,

F3=— (ea— 1)2tanp

3. Para qué valores de « y 3 representan las ecuaciones,

q = q"Cos(Bp)
p = ¢“Sen(fp)

una transformacion candnica? ¢, Cudl es la forma de la funcidn generatriz 75 en este
Caso?.

4. Mostrar directamente que para un sistema de un grado de libertad, la transforma-

cion,
~ o
q = tan ™ (_q)
D

2 2
~ aq p
= (1
P 2 ( - 042q2)
es canonica, donde a es una constante arbitraria de dimensiones adecuadas. Use
el método simpléctico.

5. Muestre las siguientes propiedades de los corchetes de Poisson:Las siguientes son
algunas propiedades de los corchetes de Poisson,

a) [u,u] =0.

b) [u,a] =0, donde a es una magnitud que Nno depende explicitamente de ¢ y/o p.
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C) Regla de Leibniz:

{ [u, vw] = [u,v] w + v [u, w]
[uv, w] = [v, w]u + v [u, w)
d) Linealidad:
{ lau, v] = a[u, v]
[u 4+ v, w] = [u, w] + [v,w].

donde a es una magnitud que no depende explicitamente de ¢ y/o p.

€) g [uv] = [5,0] + [u, Gi]

6. Mostrar que el corchete de Poisson de las componentes x y y del momento angular
es igual al valor de su componente z con signo negativo,

[Lazv Ly] =-L,
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CAPITULO 8

Teoria de Hamilton-Jacobi

La ecuacion de Hamilton-Jacobl{ll es una ecuacién diferencial en derivadas
parciales usada en Mecdnica Clasica y Mecdnica Relativista que permite encontrar
las ecuaciones de evolucion temporal o de "movimiento”.

La ecuacion de Hamilton-Jacobi permite una formulaciéon alternativa a la Mecdni-
ca Lagrangiana y la Mecdnica Hamiltoniana (y por tanto a la Mecdnica Newtoniana,
basada en el intento de integracién directa de las ecuaciones de movimiento). El em-
pleo de la ecuacion de Hamilton-Jacobi resulta ventajoso cuando se conoce alguna
infegral primera de movimiento.

Ademds la formulaciéon basada en la ecuacidon de Hamilton-Jacobi es la unica
formulacion de la Mecdnica en la que el movimiento de una particula y el de una
onda se describen en los mismos términos. Es por esto que ecuacion de Hamilton-
Jacobi constituye una meta largamente perseguida de la fisica tedrica, desde Johann
Bernoulli en el siglo XVIIl buscd una analogia entre la propagacion de ondas y particu-
las. Esta razdn fue la que llevo a Schrddinger a buscar una ecuacion para la "Mecdnica
Ondulatoria.° Mecdanica Cudntica generalizando la ecuacién de Hamilton-Jacobi (en
lugar de usar los otros enfoques alternativos de la Mecdnica Cldsica). Incluso la primera
ecuacion para Mecanica Cudntica Relativista, la ecuacion de Klein-Gordon, se basd
en la ecuacion de Hamilton-Jacobi relativista en lugar de otros enfoques alternativos.

'Carl Gustav Jacobi (1804-1851), matemdtico alemdn, uno de los fundadores de la teoria de las fun-
ciones elipticas. Nacié en Potsdam y estudié en la Universidad de Berlin. Fue profesor de matematicas
en la Universidad de Kdnigsberg (hoy Kaliningrado, Rusia) desde 1827 hasta 1842. Hizo grandes aporta-
ciones a la teoria de ndmeros y al estudio de los determinantes, estableciendo la teoria de los determi-
nantes funcionales, que se llamaron jacobianos. También investigd las ecuaciones diferenciales.
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CAPITULO 8. TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

Como se dijo antes, las ecuaciones de Lagrange para un sistema descrito por s
(grados de libertad) coordenadas generalizadas son s ecuaciones de segundo orden
de derivadas respecto del tiempo. El mismo sistema puede ser estudiado de acuerdo
a Hamilton con 2s ecuaciones de primer orden de derivadas respecto del tiempo.
Existe una notable alternativa, la descripcion de Hamilton-Jacobi, que se reduce a
una unica ecuacion en derivadas parciales.

La feoria de las fransformaciones candnicas estudiada en el capitulo anterior con-
duce directamente al resultado mds importante de la teoria de sistemas dindmicos, la
ecuaciéon de Hamilton-Jacobi.

Contents
[B.1. Ecuacién de Hamilton-Jacobil . ... ... ... .............. 332
[8.2. Solucién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi] . ... ... .. 335
[8-2.1. Para sistemas con H independiente del tiempo] . . . . . .. ... .. .. 335

[8.2.2.  Para sistemas con H independiente del tiempo y alguna coordenada ciclical336

[8.2.3.  Para sistemas con H independiente del tiempo y coordenadas no ciclicas| 336

[8.3. Ejemplos de aplicacion de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobif. . . . . .. 338

[8.4. Variables accidén-angulo en sistemas con un grado de libertad|. . . . . 338

8.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Considérese un sistema holébnomo que obedece las ecuaciones candnicas de

Hamilton,
[ ] _ aH [ ] 8H

i Ipi’ b= _0%‘
donde s = 3N — k es, como ya se sabe, el nimero de grados de libertad del sistema
mecdnico holdnomo a estudiar. Se tratard ahora de determinar una transformacion
candnica de manera que en el sistema Hamiltoniano transformado,

coni=1,2..s 8.1

é“i:a—lj, ]%i:—a—lj coni=1,2,..s 8.2
Ip; 9q;

la funcién H sea cero,

H=0 (8.3)

de modo que, a partir de (8.2),
;=0, p=0 8.4)
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de forma que el sistema se pueda integrar directamente resultando,
G =0, pi=p;coni=12 ..s (8.5
donde «; y 5, son 2s constantes arbitrarias.

Con la finalidad de llevar a cabo la transformacion de coordenadas, se necesita
una funcién generatriz. Por razones histéricas (Jacobi hizo esta eleccidon) se adopta,
entre las cuatro posibles tipos, la funcion F = F (¢, pi,t) = S (¢, p;,t) QUe ya se es-
tudié en el capitulo anterior (seccién [7.2.2), la cual es conocida como la funcion de
accion de Hamilton. Conocidas ya las transformaciones, se pueden expresar fodas
las ¢; Yy p; como funciones del fiempo ¢ de las 2s constantes arbitrarias «;, ;. es de-
cir, se pueden encontrar completamente las ecuaciones de movimiento finales de un
sistema holénomo dado (fodas las soluciones del sistema (8.1)).

Para la funcién generatriz que se ha elegido, como ya se sabe, se cumplen las
ecuaciones (7.14) a (7.16). Ahora bien, al aplicar el requerimiento a la expresion

(/.16) se obtiene,

0 ~
&S (¢i,pist) + H (gi,pist) =0

o también, en virtud de (7.74) y 8.5).
0

0

que es la denominada ecuacion diferencial de Hamilton-Jacobi. Mediante esta ecua-
cion diferencial se puede determinar la funcidén generatriz S. Es de hacer notar que
esta ecuacion es una ecuacion diferencial parcial no lineal de primer orden con s + 1
variables ¢;, t. La no linealidad es debida a que H depende cuadrdticamente de los
momentos que entran como derivadas de la funcidn de accién de Hamilton S con
respecto a las coordenadas de posicion ¢;. Aqui aparecen solo primeras derivadas
con respecto alas ¢; y el tiempo t.

¢, QuUé se ha ganado con la ecuacion de Hamilton-Jacobi?. Pues ahora el doble
problema de enconftrar las ecuaciones de movimiento y luego integrar ese sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, que es finalmente o que estd en el fondo de cual-
quier otra construccion formal de la dindmica (como la de Lagrange y la de Hamilton
por ejemplo), aqui se reduce a un Unico problema de encontrar la solucidén de una
dnica ecuacion en derivadas parciales.

Para determinar la funcién de accién de Hamilton S, se fiene que integrar la ecua-
cién diferencial s + 1 veces (cada derivada 95/g¢;, 05/0t requiere de una inte-
gracion), obteniéndose asi s + 1 constantes de integracion. Pero como S aparece sélo
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como una derivada en dicha ecuacion diferencial, significa que puede ser encontra-
da pero con una constante de integracion a sumada a élla, es decir, S = S7 + a; por
lo cual una de las s + 1 constantes de integracion debe ser una constante aditiva a S.
Esto no es, sin embargo, esencial para la tfransformacion. Asi se obtiene como solucion,

S:S(qjﬁﬁjat) (87)

En virtud de (7.14), (7.18) y en analogia a (8.5), las nuevas coordenadas g; y p; ven-

drdn dadas por,

~ 0S8 0
Di =B ¢ = 8_]3} = a—ﬁis (Qjaﬁjat) = (8.8)

Para resolver un problema por este método se siguen los pasos siguientes:

1. Se encuentra una solucidn completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
(8.9); esto es, una solucién que contenga s constantes de infegracion j3;:

2. Se encuentran las variables ¢; y p;, las cuales resultan de las transforma-

ciones (7.14) y (7.15) como sigue:

a) A partir de,

0
se obtienen las
b) y al introducirlas en,
0 ~
piZTS(Qj,pj,t)Zpi (45, 8,.1) @.11
producen finalmente 10s p;,
pi = pi (o, B, 1) 8.12)

Comolas g; (, B, t) y l0s p; (v, 8;,t) son ya funciones conocidas del tiempo ¢ y
de las constantes de integracion «;, 3,, entonces se fiene la solucion dindmica
completa del problema del sistema de particulas caracterizado por el Hamil-
toniano H (g;, pi, t)., ya que se encuentran las s coordenadas generalizadas co-
mo funciones explicitas del tiempo y de las 2s constantes de integracion que
permiten ajustar condiciones iniciales genéricas.
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8.2. Solucién completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi

Para cumplir con el paso([T|de la seccidén anterior, se debe resolver por comple-
to la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi 8.4). No existen métodos generales para obtener
soluciones completas de dicha ecuacion; sin embargo, existen casos importantes en
los que es posible obtener una solucidon completa de ésta mediante el método de
separacion de variables. El método de separacion de variables de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi representa una forma general (y a menudo la Unica factible) de re-
solverlas.

8.2.1. Para sistemas con H independiente del tiempo

En el caso de un sistemna autébnomo, H no depende explicitamente del tiempo
(0H /8t = 0), entonces (8.6) puede ecribirse como,
0

0

dq;
En este caso el fiempo puede ser separado de forma inmediata si se escoge para
S una solucién de la forma,

S (g, Bit) = So (i, B;) + T (2) (8.14)

es decir, la suma de una funcidn S, (¢;, 3;) que depende sdlo de ¢; y 5, y es la llamada
accion reducida y otra funcion T que depende sdlo del tiempo ¢. Al sustituir (8.14) en
la ecuacion (8.13) se encuentra que,

0

H o — - B)] = ———~2 N

i 50 000 (8.15)
donde se puede observar que el miembro izquierdo no depende explicitamente de
t, mientras que el miembro derecho sélo depende de t, por lo tanto ambos miemioros

deben ser igual a una constante que serd denotada por . Entfonces de (8.15),

dT (t)
. - 8.16)
H [Qi, %So (%5@-)] = 8.17)

La segunda des estas expresiones se denonomina ecuacion de Hamilton-Jacobi inde-
pendiente del tiempo. La constante ~ es el valor constante del Hamiltoniano, que en
Ccasos comunes es la energia total E del sistema. Es conveniente algunas veces tomar
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~ como una de las s constantes 3, y en otros casos un conjunto (54, B, ..., B,) SiniNCluir
es mas conveniente; entonces v es alguna funcion de éstas, v = v (54, By, -+, 8,) = 7 (5;).
La expresion para la dependencia del tiempo puede ser integrada trivialmente,
de manera que una solucién completa a la ecuacién de Hamilton-Jacobi fiene
la forma,

S (i, By, t) = So (i, B;) — v (Bi) t (8.18)

Cuando se tenga una solucién completa de (8.17), el sistema Hamiltoniano derivo-

do de H puede ser considerado como resuelto. En efecto, en el "nuevo” espacio de
fase (a4, B;) €l sistema es frivial y se tiene que,

e  0OH v (8;) B

e (8.19)
. OH O ,

T 98 7a(ﬁ/j]) =i (B) — ai =mit 4 i (0) (8.20)

Por supuesto, excepto en casos excepcionales, el problema de encontrar una solu-
cion completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi es, al menos, tan dificil como el
problema de resolver el sistema original de ecuaciones diferenciales ordinarias.

8.2.2. Para sistemas con H independiente del tiempo y alguna coorde-
nada ciclica

Si H no depende de alguna coordenada (coordenada ciclica), por ejemplo
qe. entonces se puede plantear,

S(qi, Bist) = S (qize, Bis ) + Beqe 8.21)
entonces, al sustituir (8.21) en (8.13) queda todavia la ecuacion,

0 0
H | qize, @5/ (qizee, B t) | + &S/ (qize; By 1) =0 (8.22)

con una variable menos, la ¢,.

8.2.3. Para sistemas con H independiente del tiempo y coordenadas
no ciclicas

Para lograr la separacion de las variables de posicion (para coordenadas no
ciclicas) la idea es proponer que la acciéon reducida sea de la forma,

SO <q276z) = ZSZ (QMBz) = Sl (qlvﬁl) +o Tt SS (anﬁs) (823)
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lo que significa que la funcién de accién de Hamilton se divide en una suma de fun-
ciones parciales S;, cada una dependiente sdlo de un par de variables. Ahora, al susti-
tuir 8.23) en (8.18) y el resultado de esto en (8.13) (o equivalentemente sustituir (8.23)
en (8.T7)), la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi se transforma en,

0

0
H ql?"':QS;a_%Sl(q17/61)7-"aa_sss(qsa65) :7(617"')6‘9
o también, 5

Bien, ahora para asegurar que esta ecuacion diferencial también se separa en s
ecuaciones diferenciales para los S; (¢;, 5;). €l Hamiltoniano H debe obedecer ciertas
condiciones. Por ejemplo, si H tiene la forma,

H <QZ751) = Z Hz (QM 67,) - Hl (Qhﬁl) + ...+ Hs (QS7ﬂ5> (8-25)

la separacion es verdaderamente posible. Un Hamiltoniano de esta forma describe
un sistema de grados de libertad independientes; es decir, en no hay términos
de interaccioén, por ejemplo de la forma H (qi,ﬁi, qj,ﬁj), que describe una interaccion
entre el i-€simo y el j-ésimo grado de libertad.

En virtud de (8.25) la ecuacién diferencial (8.24) se puede escribir como,

0

H, |:QI; —51 (@h;ﬁﬂ} + ...+ H; [qm

2 5. 00 80)| =1(3)

0qs

o tfambién, 5
qi, %Si (Qiaﬁi)

i

=7 (8:) (8.26)

2 H,

Esta ecuacion diferencial puede ser satisfecha haciendo separadamente cada tér-
mino H; igual a una constante p; como sigue,

0 0
H’i qi, a_qZSz (%ﬁz) = My eey Hs |:qsa a_qsss <q87 65):| = Mg (8'27)
donde,
Ty T . (8.28)

existiendo asi s constantes de integracion p, en total.

Debido a que el término del Hamiltoniano relacionado con la energia cinética in-
volucra el momento p; = 9S;/0q; en forma cuadrdtica, las ecuaciones diferenciales
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(8.28) son de primer orden y segundo grado. Como solucidn se obtienen las s fun-
ciones de accion,
Si = Si (qis 1) (8.29)

que, aparte de depender de las constantes de separacion u,, depende sdlo de la
coordenada ¢;. En virtud de (7.74), (8.29) conduce inmediatamente al momento con-
jugado p; = 95,/9¢; a la coordenada ¢;. El punto esencial (ver (8.28)) es que el par
coordenado (¢;, p;) No estd acoplado a ofras coordenadas (g;.4, p,.,). de forma que el
movimiento en estas coordenadas puede ser considerado completamente indepen-
diente de cada uno de los otros.

8.3. Ejemplos de aplicacion de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi

8.4. Variables accidon-angulo en sistemas con un grado de
libertad

Jacobi.

Resolver el oscilador armoénico simple por el método de Hamilton-

Solucién: Una transformacion es candnica si es capaz de mantener la forma de las
ecuaciones de Hamilton.
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APENDICE A

Teorema de Euler

Se define una funcidn homogénea de grado p en n variables cuando ella cumple,

f(Ayh/\yQa“wAyn) :)\Pf (ylay%"'ayn) (A])
siendo A # 0. Si se deriva con respecto a A,

of (M)

o = PN
£ [) - o
> [yj a‘ggjj)} = pN7Uf (w)
ahora, si A = 1 entonces,
> [yj a’;gji) } —pf (4:) (A2)
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APENDICE B

Funciones mondtonas y continuidad

Definicion 1 (Funciones monétonas) Una funciény = f (x) para la cual un incremento
en el valor de x resulta siempre en un incremento en el valor de y, esto es, para la
cual f (x) < f(xf) siempre que = < xf, se denomina funcion mondofona creciente; si,
por otra parte, un incremento en el valor de x implica siempre un decremento en el
valor de y, la funcion se denomina funcion mondtfona decreciente. Tales funciones
son representadas graficamente por curvas que siempre ascienden o bien siempre
descienden conforme x recorre el intervalo de definicion hacia valores crecientes.
Una funcién monaotona transforma siempre valores distintos de x en diferentes y,; esto
es, la fransformacion es biunivoca o1 — 1.

Definicion 2 (Definicion  — ¢ de limite de una funcidén) Se dice que el limite de la fun-
cion f en el punto z, es /¢ i,

lim f(x) =0<Ve>0,36>0:VeeR 0<|z—z,|<d=|f(x)—{ <e B.1D

T—To

Definicion 3 (Definicion de continuidad de una funcién en un punto) Una funcién
fR—R
es continua en el punto z,, € R si se verifican las fres condiciones siguientes:

1. f estd definida en z,, es decir, z, € dom f.

2. Existe lim f (z). En particular, obsérvese que z, ha de ser punto de acumulacion de

T—To
dom f.
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3. El lim f(x)=f(x,).

T—To

que se puede resumir escribiendo,

fescontinuaenz, < lim f(z)=f(z,) (B.2)

T—To
Definicion 4 (Definicion de continuidad en un intervalo abierto) Se dice que una fun-
cion f es confinua en un intervalo abierto si y solo si es continua en cada numero del
intervalo abierto.

Definicion 5 (Definicion de continuidad por la derecha) Se dice que una funcié f es
continua por la derecha en el nimero a si y solo si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

1. f(a) existe;

2. lz’m+f (x) existe;

r—a

3. lim f(x)= f(a).

r—at
Definicion 6 (Definicion de continuidad por la izquierda) Se dice que una funcio f es
continua por la izquierda en el nidmero a si y solo si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

1. f(a) existe;

2. lim f(x) existe;

r—a~

3. lim f(x)=f(a).

o—a-
Definicion 7 (Definicion de continuidad en un intervalo cerrado) Se dice que una fun-
cion f, cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a,b], €s continua en el intervalo
cerrado [a, b] si'y sOlo si es continua en el intervalo abierto (a,b), asi como continua por
la derecha en a y continua por la izquierda en b.

Teorema 1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass ) Si f es una funcion confinua en el inter-
valo cerrado [a, b] entonces,

1. Existe al menos un punto z; del intervalo [a,b] donde f alcanza su valor minimo, es
decir: f(d) < f(x)V z € [a,b].

2. Existe al menos un punto z, del intervalo [a, b] donde f alcanza su valor maximo, es
decir: f(¢) > f(z) VYV x € [a,].

En resumen,
fx) < f(z) < f(x) V€ la,b] (8.3
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APENDICE C

Lema fundamental del calculo de variaciones

Ahora bien, teniendo presente lo anterior, se pasard a enunciar y demostrar el lema
fundamental del cdiculo de variacioneqd't

Lema 2 (Lema fundamental del cdlculo de variaciones) Si para cada funcién contin-
uan (z) se tiene,

b
/f(ﬂf)n(x>dx=0

siendo f (x) una funcion confinua en el intervalo [a,b], entonces,

fz)=0
en dicho segmento.

Demostracion. La afirmacién del lema y su demostracién no varian si a la funcién n ()
se le imponen las siguientes limitaciones: n (a) = n (b) = 0: n (z) tiene derivadas continuas
hasta orden p, |77(5) (x)| <e(s=0,1,....,q; g < p). Ahora bien, suponiendo que en el punto
r = T contenido en el intervalo [a,b], sea f (x) # 0, se llega a una contfradiccion. En
efecto, de la continuidad de la funcidn f (z) se deduce que si f (7) # 0, entonces f (x)
conserva su signo en cierto entorno [67 B] del punto z. Pero entonces, tomando una
funcion 7 (x) que también conserve su signo en este entorno y sea igual a cero fuera
del mismo (ver figura[C.T), se obtiene,

/f<:c>n<x>da:=/ f () (2)dz #0 Cn

Wer (15) pags. 302-303.
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n(x)

o] a a2 X b p X

Figura (C.1): Funcidn arbitraria 7 (z).

ya que el producto f (z) 7 (z) conserva su signo en el intervalo [a,b] y se anula fuera del
mismo. De este modo, se ha llegado a una contradiccion, por lo tanto, f () = 0, con
lo cual gueda demostrado el lema. =
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APENDICE D

Propiedades de los determinantes

El proceso para calcular un determinante de orden superior a 3 es muy largo y en-
gorroso. En general el determinante de orden "n'seria el resultado de sumar todos los
posibles productos de "n.f'ementos, uno de cada fila y de cada columna, afectado
del signo + 0 — segun si el nUmero de inversiones es par o impar. Asi pues, para simpli-

ficar dicho cdlculo se aplican las siguientes propiedades:

1. El determinante de una matriz es igual al determinante de la matriz traspuesta. Por
ejemplo,

a1l Aaig A1n ail a1 an1
Q21 Q22 Q2n, Q12 Q22 (p2

= DB.D
An1  Ap2 Ann A1n  A2n Ann

2. Silos elementos de una fila/columna de una matriz se multiplican por un ndmero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por dicho nimero. Por ejemplo, si se

multiplica la segunda fila por k&,

a1 a2 Q1n a11 a2 Q1n
kagr  kag kagy, Q21 A22 Q2n,

=k (D.2)
an1 an2 Ann an1  Ap2 Ann
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y si se multiplica la segunda columna por k,

a1 kagp

as  kag

an1 kanQ

Q1n

Q2

a'I”L”I’L

a11

21

an1

a2

a22

An2

A1n

A2n

a“fLTL

D.3)

. Si los elementos de una fila/columna de una matriz se pueden descomponer en
dos sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que fienen
iguales todas las filas/columnas excepto dicha fila/columna cuyos sumandos pasan,
respectivamente, a cada uno de los determinantes. Por ejemplo, si se descompo-
nen los elementos de la segunda columna,

ai;  aiz + bio A1n air  Gi12 A1n
a2 + by Q2n B Qg1 Q92 Qon
an1  Ap2 + bn2 Ann An1  Ap2 Ann
ayr bia Q1n
a1 bao Q2n
+ . 0.4
an1 bn2 Ann
y si se descomponen los elementos de la segunda fila,
a1 12 Q1n ailz  aig A1n
a1 + ba1  age + bao azy + bap o1 G2 Aoy,
an1 an2 Ann An1  Ap2 Ann
a11 a2 Q1n
+| o , (D.5)
ap1  Ap2 Ann

4. El determinante de un producto de dos matrices cuadradas coincide con el pro-
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ducto de los determinantes de ambas matrices:

aix a2 Q1n bi1 b2 bin

a21 Qa22 Q2n, ba1  ba bay

an1  Ap2 Ann bnl bn2 bnn
ailz  aig A1n b1 b2 b1y,
ag1  A22 A2n ba1  ba b2n (D 6)
Apl Gpa .. Gpn bpi bna ... by

. Si en una matriz cuadrada se permutan dos filas/columnas (consecutivas), su deter-
minante cambia de signo. Por ejemplo, si se intercambian las dos primeras filas,

a1l a2 A1n 21  QA22 Q2n
A21  A22 Q2n _ ail a2 Q1n (D.7)
Ap1  Gp2 Ann Ap1  Gp2 Ann

y si se infercambian las dos primeras columnas,
a1 a2 A1n ai2 a1 Q1n
a21  G22 QA2n _ Q22 (21 QA2n (D.8)
Ap1  Qp2 Ann Apo  QAp1 Ann

. Si los elementos de una fila/columna de una matriz cuadrada son combinacion li-
neal de las filas/columnas restantes, es decir son el resulfado de sumar los elementos
de ofras filas/columnas multiplicadas por nimeros reales, su determinante es cero.

. Si a los elementos de una fila/columna de una matriz cuadrada se le suma una
combinacidn lineal de oftras filas/columnas, su determinante no varia.

. Si una matriz cuadrada tiene dos filas/columnas iguales, entonces su determinante
es nulo.

. Si fodos los elementos de una fila/columna de una matriz cuadrada son cero, el
determinante de dicha matriz es cero. (ya que en el desarrollo de un determinante,
aparece un factor de cada fila y de cada columna, y por tanto, en cada término
aparecerd un cero como factor).
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10. Todo determinante de una matriz cuadrada se puede convertir en otro del mismo
valor que el dado, tal que todos los elementos de una fila/columna, previamente
elegida, sean cero excepto uno de ellos.
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APENDICE E

Identidad de Jacobi

A continuacion se presentan dos formas de verificar la identidad de Jacobi.

E.1. Por transformaciones canonicas infinitesimales

En 2000, en su arficulo “Short Proof of Jacobi’s Identity for Poisson Brackets”, Nivaldo
A. Lemos (35), presentd una prueba de la identidad de Jacobi de una forma realmente
sencilla a partir de las transformaciones candnicas infinitesimales, la cual es presentada
a continuacion:

Si A(gi,pi) Y B (g, p;) son dos variables dindmicas cualesquiera y ademads una trans-
formacion candnica infinitesimal generada por C (¢;, p;). entonces a partir de (7.112)
con u = [A, B] se puede escribir,

§[A, B] = ¢[[A, B],C] (E.1)

Por ofro lado, debido a que el corchete de Poisson [A, B] no depende de las vo-
riables candnicas escogidas para su cdlculo (como se mostrd en la seccion|/.4.2), su
cambio se debe sélo a las variaciones de Ay B, por lo tanto al usar la propiedad (g,

d[A,B] =[6A, B] + [A,0B] (E.2)
Por otro lado, al usar nuevamente (7.112),
0[A, B] = €[[A, C], B] + €[4, [B, (] (E.3)

Ahora bien, comparando con y haciendo algunos arreglos,
[A,[B,Cl] + [B,[C, A]| + [C,[A,B]] = 0 (E.4)
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E.2. Por cdlculo directo

Se quiere mostrar que la expresion,

Jacobi = [4, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B] (E.5)

es nula, donde A (g;,p:). B (g, p:) Y C (g, p;) son tres variables dindmicas cualesquiera. En
efecto, al desarrollar el dltimo término usando (7.78),

0A0B 0AOB
C, A, B = 07 B
C, ] Il Z (aqi Op;  Op; aqi)

0A DB DA OB
“Z (a1 al)

N J/

Por la propiedad 4 (linealidad)

0B 0A 0A 0B
- S5 en) S5 o 5)

(. (.

-~ -~

Término 1 Término 2

Por propiedad 3 (regla de Leibniz)

_Z 0q; { 51?@] Zapz { 8%] &0

v~

Termmo 3 Término 4

Por propiedad 3 (regla de Leibniz)
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pero, por propiedad 5,
Término 1 = Zg—f [Ca Z—;ﬂ =;{§§. (aiz 4= {gg AD}
- Z gﬁ ai Z gzi [Z_Z’A}
Término 2 = Zg—i [C, g—ﬂ :Z{g_j (% Bl = [g_;’BD}
- Z gz ail Z 9g; [6’2% }
Término 3 = —Z [ apj _Z{gi (ail A= [gg AD}
= —Zgiai Zgi [g_Z’A}

Término 4 = —Z { aqj —Z{g;i (%[C,B]_[%BD}
- _Zgzaaqz Zf)pz {8% }

y si se suman,

Término 1+ Término 3 = Z <

-

0 0B 0 0B

dp;  Op;
=—[B,[C,A]] por @ y propiedad (7.7

oB [oC oB | oC
+Z (_31% {3_%’14} " 9 la_pi’AD

]

OB [oC
_ [C, Al +Z< . [8(]1 ]+aqi {%’AD (E.7)

0A 0 0A 0
2 <3qi o5 P 06 @ B]>

N J/

——[4,B,C]] por T78) y propiedad (77%

0A [oC 0A [oC

— —.,B —.B
+Z( dq; {8]%" }—i_api {8%7 ])

A [oC
_ ,[B,C]] +Z< P apl }—l_(‘?pi {a—%,BD (E.8)

entonces, al sustituir E.7) y (E.8) en E.9). y el resultado de esto en (E.5), queda,

oB [0C oB [0C 0A | 0C 0A |0C
P _ - - — — |—.B E.Q
Jacopi zl: ( 0171' {a%’A * a%’ {@%’A] 36]1’ [81%'73] * 32% [5%’ ]) €9

Término 2 4 Término 4
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pero, por (7.78),

LOB[IC 9B (FC 04 o)
opi | 0q;’ Op; ; aCIja%' apj apja% an
— Z(_gBW_C%Jr@B@z_C%) (E.10)
pi 9q;0q; Op; ~ Opi Op;0q; Dg;
I [0C || 0B (FC 01 ¢ o)
dq; | Op;’ Iqi 7 dq;0p; Op;  Op;Op; Og;
— 2(8382_0%_8382_0%> E.1D
~ \ 0q; 0q;0p; Op;  9q; Op;0p; Dg;
AN ) A (PO 05 FC o0)
dq; [Opi’ Jqi 7 0q;0p; Op;  Op;0p; g,
= Z(_g_AW_C@_B+8A62_C(9_B> (E.12)
- q; 0q;0p; Op; ~ 0q; Op;0p; g
0A [oC _0A 0*C 0B 0*C 0B
opi [a_qi’ } O & (Mé’_m_ma_%)
_ Z(@AW_C@_B_@A 02C 8_3) (E.13)
Op; 9q;0q; Op;  Op; Op;0q; Og;

j
Entonces, por ultimo, al sustituir (E.1T0) a E.T3) en (E.9), resulta,
J=0

demostrandose asi la identidad de Jacobi.
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