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PREFACIO

Dicté por primera vez las conferencias «Areas y logarit-
mos» en el otorfio 1951, en Ia Universidad de Moscil, ante los
alumnos de clases superiores deé las escuelas secundarias.
Se expone la teoria geométrica de ios logaritmos en la que
los Giltimos aparecen como ciertas areas. Todas las propieda-
des de los logarifmos se deducen del analisis de las propieda-
des respectivas de las areas. Junto con esto la conferencia
proporciona las mas simples nociones y propiedades del
calculo integral.

En e] presente folieto la conferencia ha sido un poco am-
pliada. No es forzosamente necesario que el lector sepa bien,
antes de empezar a leerio, qué son logaritmos. Le necesita
inicamente tener conocimientos primarios sobre las funciones
mas simples y su representacion gréfica, ia progresién geo-
métrica y la nocién del limite. Los alumnos de los grados
superiores de la secundaria ya conocen lodo eslo.

Si el lector desee obtener mas informacion sobre los loga-
ritmos, podria referirse a la obra «Nacimiento de logaritinos»
por 1. Abelson y «Series» de A. Markushévich. En el altimo
capitulo de la obra «Series» la teoria de logaritmos se expone
de una manera distinta de la utilizada en este folleio.

Autor






1. Cuando tralamos de una «funcion dada», enlendemos
que exisle el método por cuyo inlermedio para cada valor
de x podemos encontrar el valor de y (valor de la funcién),
correspondiente al valor indicado de x. Con mayor frecuencia
las funciones vienen expresadas por férmulas. Por ejemplo,
la férmula y=x? define y como funcidén de x. En este caso et
valor de 'y, correspondiente a cualquier nintero de v (x=3,
por ejemplo), se obtiene elevando al cuadrado este nlunero
(y=9).

La férmula y=£« define olra funcién. Aqui, para cada

valor de x, distinto de cero, el valor correspondiente de y
se determina como magnitud reciproca a x; si x=2, enfonces

- B
Y= si _xz_iz , ent_onces y=—2.

.(fl-,(én_db tratamos de una funcién cuaiquiera (no ilzlporfa
qué sea:su {ipo), escribimos: y=f(x). Esta anotacidn signi-

- 5t W B 1
fica que g es cierta funcién de x (puede ser que y=x*¢ y=—,
o cualquier olra funcién). Esle método de designacion de las

funciones es semejante al método de expresion de niimeros
por medio .de las letras. Se puede hablar, por ejemplo, de

i B! ; 1 = - : -
fos nimeros concretos 2, —~-, }/'2, y también se puede indicar

i
» ol ke B
V' 2 u olro nitpiero cualquiera. Analogamente a la manera de
designar los nimeros por diferentes letras, 1as funciones tam-
bien pueden anotarse a la manera diferente. Ademas de la
anotacion y=f (x), se pueden usar otras anotaciones, como poer
ejemplo: y=g(x), y=h(x), etc.

un nimero ‘e, sobreentendiendo baje a. el nitmicro 2,



Pues, si en un mismo problema, que ha de ser resuelto,
participan dos funciones, una de ellas se designa por y=£(x},
la otra por y=g(x}, eic.

La funcién y=F(x) puede ser representada de una manera
grafica. Se toman para ello dos rectas, Ox y Oy, mutuamente
perpendiculares, llamados ejes de coordenadas (fig. 1), vy,
eligiendo la unidad de medida (escala), se marcan en el eje Ox
tos valores de x; sobre las perpendiculares al eje Ox (en el

y“‘!?

F1G. 1 FIG. 2

plano xOy) se marcan los valores correspondientes de la fun-
cién y=f(x). Se observa en este caso la regla de los signos:
los numeros positivos estdn representados por segmentos
que van a la derecha del punto O (origen de coordenadas) a lo
largo del eje Ox, o arriba (a partir del eje Ox). Los nitmeros
negativos estan representados por los segmentos que van a la .
izquierda ¢ abajo. Recordemos que los segmentos dirigidos,
marcados en el eje Ox, se llaman abscisas, y los segmentos
perpéndiculares al eje Ox, se denominan ordenadas.
©Si para fodos los valores de x existen los valores corres-
pondienfes de y, ehfonces, uniendo con una linea los extre-
mos. (e ordenadas, obtendremos una curva plana que sera
la grafica de 1z funcién y==f(x); si una funcion se expresa por
la ?cuacgié_n y=x*, 1a grafica es una paradbola, expuesta én
la fig. 2. :
Elijamos en la grafica (fig. 1) dos puntos cualesquiera,
A v B, y bajemos las perpendiculares AC y BD al eje Ox.
Obtendremos una figura, ACD B, llamada frapecio curvilineo.
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Si, en un.caso particular, el arco AB es ¢l segmeiito de una
recta, no paralela al eje Ox, se obtiene un trapecio rectangu-
lo comiin. Si AB es-el segmento de la recta, paralela al eje Ox,
resultard un rectangulo. " Asi- pues, el trapeciolrectangulo -

FIG. 4

1

y el rectangulo representan en si un caso particular del tra-
pecio curvilineo,

La grafica de la funcién expuesta en la fig. 1. se dispone
por arriba del eje Ox. Tal disposicidn es posible sélo en ei
caso en que los valores de Ia funcién son nimeros positivos.

Si los valores de la funcién fueran negativos, la grafica
se dispondria por debajo del eje Ox (fig. 3). Convengamos
asignar, en este caso, al area del trapecio curvilineo el signo
«menos» y la consideraremos negativa,

Es posible también que la funcién tenga signos diferentes
en distintas secciones de variacién de x. Entonces, una parte
de la grafica se dispone por arriba del eje Ox, vy la oira, por
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debajo de éste, como se expone en la fig. 4. Al area del fra-
pecio curvilineo A'C'D'B’, la conviene considerar negativa
v la del- trapecio A"C"D"B", positiva. Si elegimos en la gra-
fica los puntos A y B de la manera indicada en la figura
y trazamos perpendiculares AC y BD al eje Ox, obtendremos
enfre éstas cl area rayada (véase la fig. 4). Esta figura es
tambisn un trapecio curvilineo, limitada por el
arco AKA'B'LA"B"B, dos ordenadas AC y BD y el seg-
mento CD del eje de abscisas. Su drea se calcula como suma
de las areas de las figuras ACK, KA'B'L y LA"B"BD. Con
esto, las areas de las figuras primera y tercera son posilivas,
mientras que el area de la segunda figura es negativa.

Es facil comprender que en este caso ef area de todo el
trapecio curvitineo ACDB puede resultar fanto positiva,
como negaliva y, a veces, igual a cero. Por ejemplo, la gra-
pica de la funcidn

y=ax(a>0)

es una recla; el drea de la figura ACDB {fig. b) sera positiva,
si OD=0C, v negativa si OD<C0C. Por lin, el area sera nuia,
si 0D=0C.

9. Determinemos el area S de un irapecio curvilineo. Con
la necesidad de calcular las areas nos tropezamos muy a me-
nudo, al solucionar diferentes problemas de las Matema-
ticas, Fisica y Mecdanica; incluso existe una rama especial
de las Matematicas, lamada «Calculo integral» que considera
los medios de resolucion de estos problemas. Abordando la
tarea planteada, buscaremos su resolucidn en doz etapas.
Primero deferminemos valores aproximados del area, consi-
guiendo que el error de la aproximacion sea tan pequefia como
se guiera. En la segunda etapa de la resolucién pasaremos de
los valores aproximados del 4rea al valor exacto.

En la primera parte de la resolucion sustituyamos el
trapecio curvilifieo ACDB por una’ figura escalonada de la
forma indicada en la fig. 6 (figura rayada). El area de la
~ figura escalonada se caicula de una marnera simple: ella es
igual a la suma de las dreas de Yos rectdngulos. Consideremos
esta suma como valor aproximado del area buscada S.

Sustituyendo S por el area de la figura escalonada, co-
metemos cierto error o que se compone de las areas de los
‘tridngulos curvilineos pintados de negro. Para evaluar la
magnitud del error; fomemos el rectangulo mas ‘ancho y 1o
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imaginemos extendido hasla que su altura séa igual ai valor
maximo de la funcién (la que es BD en la fig. 6). Ahora. tras--
lademos todos los triangulos curvilineos paralelamente al
eje Ox de un. modo tal que todos ellos queden metidos dentro
del rectdngulo mencionado, formando una figura dentada,
parecida al filo de una sierra (fig: 7). Dado que esta figura
se ubica toda en el rectangulo, el error c, que és igual 2 la
suma de areas de los dientes de la sierra %), debe ser menor

¥
¥ 8 ’
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que el area del rectangulo. Si designamos la base del rectan-
gulo con 8, obtendremos: [a]<§-BD- De aqui se deduce que
se puede hacer el error « tan pequefio como se quiera, si en la
fig. 6 tomamos los rectingulos tan estrechos que ia base .8
def rectdngulo mas ancho sea magnitud suficientemente pe-
quena. Por ejemplo, si BD=20 y nuestro deseo es que el
area de la figura escalonada se diferencia de S a una magni-
tud menor a 0,001, sera suficiente poner 6-BD =208 menor

') La fupcidn expuesta en las figs. 6 y 7 es siempre creciente
(puede ocurrir que sea uniformemente decreciente). Si la gréfica de
la fupcién fuera mdas complicada (véase, por ejemplo, la fig. 4, en
12 que la funcién experimenta tanto subidas como bajadas), entonces
los tridngulos curvilineos, al ser frasladados en el mismo rectangulo,
podrian resultar sobrepuestos uno al otro y en este caso la suma de
sus @reas podria ser mayor que el drea dei rectangulo, Para poder
aplicar nuestro razonamiento a este case mas complicade, conviene
dividir toda la figura en trozos de un modo tal que dentro de fos
limites de up’ mismo {rozo |a funcidn sea sélo creciente (o decreciente),
haciendo calculos para cada trozo por separado. - :
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que la magn'itu-d 0,001, es decir, §<20,00005; entonces:
: ~ lei<<8- BD<20,001.

- No obstante, por pequefia gue se haga 8, cada vez habra
un error @, aungiue sea muy pequefio. Lo ditimo se debe al
hectio de que el area del trapecio curvilineo no es igual al
area de la figura escalonada. Procediendo ahora con la se-
gunda (y la ultima) etapa de la resclucion del probiema,
pasaremos al limite. Supongase que se considera ni una y ni

¥
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dos figuras escalonadas, -sino una infinidad de ellas. El na-
mero de rectingulos se hace aumentar indefinidamente, y la
base & del réctangulo mas ancho se hace disminuir indefini-
dameiite, haciendo tenderia a cero. En este caso el error o,
que surge en el resuliado del cambio del drea del trapecio
curvilineo por el 4rea de una figura escalonada, viene dis-
minuyendo y también tiende indefinidamente a cero. El
irea buscada S se ‘obtiene como. iimite de ‘las areas de fi-
guras. escalonadas. ' ) : F

" 3. El procedimierito expuesio en el punto anterior, lo
~ aplicaremos para calcular el 4rea de un trapecio curvilineo
en el caso muy importante, en el que la funcion y=f(x) es
una potencia, cuyo exponente es un.nimero entero no nega-
tivo: y==x*.Para los exponentes £=0, 1, 2 obtendremos las
funciones: y=x"==1, y=xl=yx, y=x% Lus graficas de estas
funciones se construyen con facilidad, son: una recta paralela
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a Ox, que pasa al nivel de la unidad por encima de Ox (fig. 8),
una bisectriz del angule xOy (fig. 9) v una parabola (fig. 10).
Si tomamos exponentes mas altos, obiendremos funciones
y=x?, y=x* y==x% cuyas graficas estin representadas en las
figs. i}, 12 v 13, :
En el caso en que & es un nlmero impar, las graficas son
simétricas con relacién ai punto O (figs. 9, 11, 13). Si & es

| k-0) 4 8

777

S PRRITN |

<
£3
0y
)
™

FiG. §

b

FIG. 14

par, las graficas son simétricas con relacion al eje Oy (figs. 8
10, 12).

Si k=1, las gréficas pasan por el punto O. Obsérvese que
cuanto mayor es k&, tanto mayor es la aproximacién de las
graficas al eje Ox en la vecindad del punto O, y al mismo tiempo
tanto mas aspera es su pendiente (hacia arriba o abajo) a me-
dida que las graficas se apartan del punfo O.

En las figuras 8—13 vemos trapecios curvilineos rayvados.
Las areas de éstos se calculan con facilidad, si k=0 v k=1.
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En el caso en que k=0, e} area ACDB es igual a
CD-AC=(b—0a)- t=b—a;
si k=1, el area ACDB es igual a

AC--BD _ at-b_ b2—a?
cD 2520 < p—a) i =
¥ 8

¥
{k=3) N
N
Q\\\
AR
AN
4] a [sli 11 S
)
FIG. 11
¥
(k-3)
0 a

FIG. 13
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Demosiremos que para k=2, el drea ACDB es igual a
b'i;as; si k==3, entonces el drea ACDB e5 igual a bJ_‘;ai',

ete,

En el caso general, en que & .es un nimero cualquierd no
negativo, demostremds que el area del {rapecio curvilineo co-
rrespondiente serd representada per la expresion b—-—-»-—-——'ki:-_l'?;lk-"l'.
Es evidente que este resultado general es valido para todos
los casos particulares, considerados arriba.

Con el fin de contribuir a la comprensién del problema,
al exponente k£ le daremos un valor numérico determinado,
por ejemplo, k==5. Supongamos ademds, que O<<a<<). Exa-
mintemos, por consiguiente, la grafica de la funcién y=xs,
y siguiendo el procedimiento mencionado en el p. 2, probemos
que el area del trapecio curvilineo ACDB (fig. 14} es igual

bt

G

4. Hemos de calcular la suma de éreas de un gran niimero
de los recténgulos que componen la figura escalonada (Tig. 14).
Para simplificar la tarea elijamos los rectangulos de tal modo
que sus areas constituyan una progresion geométrica. Con este
objeto tomemos los puntos E, F,"G, H, ..., [ en el eje Ox
de una manera tal que las longitudes OC=a, OE, OF, 0OG,
..., 01, OD==) hagan una progresion geométrica. Designe-
mos por n+-1 el niimero de términos de esta progresisn, y por g,
s razon (puesto que b>>a, entonces ¢>1). Obtenemos las
ignaldades:

OC=a, OE=nq, OF=aq*, OG=aq¢®, ..., Ol =ag"~!,
OD =aqag*=1b.

En la fig. 14 estan dibujados 6 rectangulos y, por lanto,
n+1=7; en lo sucesivo supondremos n tan grande como se
desee, por ejemplo, n=1000, n==10 000, 7=100 000, eic.

Las bases de los rectangulos forman una progresion geo-
metrica de la misma razon g:

CE=0E~0C=alg—1), EF=0F—0L=aq(g—1),
FG=0G—0F =aq¢*(g—1), ..., ID=0D~ 0l =ag"* (y—1)

(el nimero de términos de esia progresion y de las que si-
guen es igual a n, v o a n+1).

a



FiG. 14

Las alturas de los rectangulos son las ordenadas CA, EE,,
FF,, GGy, ..., II,; cada una de ellas es igual a la quinta po-
tencia de la abscisa que le corresponde (nos convenimos que
y=x%). Por consiguiente,

CA=0C%==ab, -
EE,=0Er=a%¢®, FF,=0Ft=0a°¢",
; 1
GG, =atq't,

.., 11, =0Is=qabgtt—D,

Adverfimos que las aliuras de los rectangulos también
forman una progresién geoméirica de la razén ¢%(=¢*).
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Como las bases de los rectangulos forman la progresion
de razén g, y las alturas, la progresion de razdn g%(=g*),
entonces las dreas de los reciangulos deben formar una
progresion de la razén ggi=q%{(= gErL):

CE- CA_Ha{q—l)_a“—a“ (g—1N; .
EF-EE,=aq(9—1)a*¢* =a’q* (g—1);
FG FF,=aq (g— )aﬁq“—a gt (g—1); .

......................

‘(D {‘! ﬁ_aqrz—l(q_l)a.'nqﬂn i}_aﬁ 0(:2 ll(q_l)

Por eso, la suma de 4reas de los rectanguloa que es equiva-
lente al drea de la figura escalonada, es la suma de una pro-
gresion geoméirica de razon ¢°, cuyo primer térmnino es af
{g—1) y el ditimo término es a%¢™*=V(g~1).
algbin=0 {g 1 050 (g —1
7 (q qu_}:?l (q ) o [(aqn)u___an
b —at

B RGEARAR

{hemos aprovechado que b=ag" y ——-q B T i o i
+g-+1).

5. Hagamos aumentar 1r1dehmdamer1te el namero n de
los rectarigulos. Puesto que las bases de los rectangules consti-
tuyen una progresién geométrica creciente (g>=1), la primera
de estas bases sera la menor en comparacion con ias restantes.
Pero, la suma de longitudes de todas n bases es igual a b—a;
por eso a la base CE, e corresponde una magnitud nienor que

,{_ s et
L & decir, aq—a<b—n—9; de donde:

h—a
i

—

g—1<

El segundo miembro de la filtima desigualdad tiende a cero,
cuando 2 aumenta indefinidamente. Dado que e! primer miem-
bro es positivo, debe también i{ender a cero, lo que significa
que ¢ tiende a 1.

De aqui se deduce que g2, ¢3, ¢* y ¢° también tienden a I;
la suma ¢*+q*4-¢°+g*~tg-+1 tiende a 14+1+4-141-4141=6,
¥y, por lo lanto, toda el 4rea de la figura escalonada, igual a

bt

A A TR

2 e 7953
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tiende al limite
oL

6

E1 area buscada del trapecio curvilineo debe ser precisamente
igual a este limile:
bbb

S=—3

Hemos obtenido el resuliadc mencionado para k=5. Si
realizaramos el mismo procedimiento para cualquier & natu-

ral, tendriamos:
ph+I__ gkl

=
De tal modo hemos comprobado que ¢l area de un trapecio
curvilineo, comprendido entre dos ordenadas de abscisas ay b
v limitado por arriba con un arco de la funcidén y==x*, es
igual a
Bh+1l_ k4t

k-1 .

6. El resultado del péarrafo anterior, lo hemos obtenido
suponiendo que O<Ca<Zh, es decir, para el trapecio siluado
a la derecha del eje Oy. Si a<Cb<0, ja demostracién se lleva
a cabo del modo igual. No obstante, conservando la razon
gpositivay mayor que 1, tenemos que tomar el ndmero & por el
primer término de la progresién, y el niimero a por el itimo
término (teniendo en cuenta que [a]>>{b}). Reiterando el
procedimiento, ltegamos al mismo resultado:

pRFL__ g+l
=t —
Si k£ es un niimero impar, £--1 sera par y, por consiguiente,
b**1 y gk*1 son nameros positivos, siendo el primer nimero
menor que el segundo. Por eso, S serd, en este caso, negativa;
esto es l4gico, dado que para & impar el trapecio curvilineo
correspondiente se sita por debajo del eje Ox (véanse las
paries izquierdas en las figuras 11 y 13).

Volvamos a considerar el caso de 0<Za<Ch. Si dejamos b
invariable y hacemios tender a cero a, el irapecio curvilineo
ira exiendiendo a la izquierda y, al ser a=0, se transiormara
en un fridngulo curvilineo. ODB (fig. 15) (consideramos que
kzz1). Es evidente que, cuando a tiende a cero, el area del
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trapecio curvilineo tiende a la del tridriguto curvilineo. En
efecto, la diferencia entre el drea segunda y primera s inenor
que el area OCAL, Ia que tiende a cero, Por otra parte; cuando
a tiende a 0, el area del trapecio curvilineo tiende a 13 magni-
s Al : - - .
tud % {lo que se infiere de la fér'muia,'ya_ob'ten_ida). Es
por eso que el drea del tridngulo curvilineo ODB es igual
k - o
a z_—:, es decir, es &1 veces menor del 4rea del rectangulo

ODBK, o, que es lo mismo, £+1 veces menot del producto
de los «catetos del triangulo rectangular» QDB (ponemos
comitlas, puesto que se frata de un tridngulo no comin,
sino curvilineo). Para k=] obienemos la funciéon y=x; la
grafica serd una recta {véase la fig. 9); el triangulo curvilineo
se (ransforma en un tridngulo rectangular comiin y el area

de éste es T"-;IZ'T:% del producio de los catetos.

El resultado andiogo se obtiene para el caso en que a<ZH<0
(el trapecio curvilineo se dispone a la izquierda del eje Oy).

Dejando a invariable, hacemos que & tienda a cero. En este
o GRrl—ghtl - ak+1

caso la expresion —Tr— tiende al limite —%7 ¢l que

serd el drea del ifriangulo curvilineo correspondiente.

Un triangulo curvilineo puede considerarse como caso
particular de un trapecio curvilineo. De lo que hemos estable-
cido mds arriba se deduce que la férmula

Sz Rl gh+i
|

2*
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conserva su validez para un tridngulo curvilineo. Basta solo
poner en elia a=0 (si el tridngulo se dispone a la derecha del
eie Oy) o h=0 (si cl tridngulo se disponc a la izquierda de Gy).

7. Retornemos, ahora, al problema general del examen de
areas de los trapecios curvilineos. Sea ACDB un frapecio
curvilineo, limitado por el arco AB de la grafica de la funcion
y=F(x), dos ordenadas AC y BD bajadas de los extremos del
arco a Ox, vy el segmento CD encerrado enire las ordenadas
(fig. 16). Si OC=a y 0D=b, siendo a=<b, entonces el drea
ACDB se designa por:

§7 () dr. *)

En esia expresion cada signo tiene su propio sentido, Esla
indicada en ella la funcién f(x), cuya grafica limila por una

.
AR

FIG. 18

parte un irapecio curvilineo; los nimeros a4 y b determinan
las fronteras del trapecio mencionado desde la izquierda y desde
la derecha. La expresién (*) nos recuerda también el método
de cajcular el area ACDB. Este método, expuesto en los
pp:-2 ¥ 3, consiste en el caleulo de ia suma de areas de los

rectangulos que componen la figura escalonada y en el pasa
posterior al limite. El signo S representa la letra § (extendida

_ por sus exiremos), la primera letra de ia palabra latina summa.
Tal modo de escribir la letra S recuerda que el calculo de_:l
irea de un trapecio curvilineo no se limita con ia composi-
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cion de la suma; hace falta, ademads, pasar al limite. A l4
derecha del signo S, que se denomina signe de infegral (de

la palabra latina integer), vemos un produclo f{x)dx. Este
producto representa en si el area del rectangulo de altura
f(x) y base dx. La letra d que precede a x signijfica diferencia.
(de la palabra latina differentia; dx demgna una diferencia
entre dos valores de x (véase fig. 16) dx=x'—x. Los nimeros
a y b se llaman, respectivamente, 1imite inferior y superior
de la integral (la palabra ¢limite» se usa en este caso en el
senitido de «fronteran).

Asi pues, la expresion (*}) del area de un lrapecio curvilineo
nos da, en el primer lugar, todos los datos sobre la forma del
frapecio y su famafio (nfimeros ¢ y & y la propia funcion
f(x)}; en el segundo lugar, el mélodo de busqueda del drea
del trapecio el cual consiste en el calculo de las arcas de rec-
tangulos cuyas alturas y bases son f(x} y dx, respectivamente,
composicion de las sumas de estas areas v paso posterior al
limite (el propic signo de la integral).

Reiteramos que la anotacidn indicada arriba expresa el
area del trapecio curvilineo ACDRB. Haciendo uso de la nueva
designacion, podemos anclar los resullados obtenidos en el
p. 5 en la forma que sigue:

b

Sxkdxz

i

bR+ gh+]

k-H1 ‘
{(donde £ es un ndmero enlero no negativo).

8. Examinemos algunas propiedades, mas simples, de las
integrales. s evidente que el area ACDB, sumada al area
BDD'B’ nos da el drea ACD'B’ (fig. 17). Pero el 4rea ACDB

b

es igual a S fix)dx, la del irapecio BDD'B’' es igual a
5 a

gf(x) dx y el area tercera (del {rapecio ACD'B') es igual
£

2 S f(x)dx. Por consiguienle, tenemos:

o [

§Feydet § 700 de=§Fsyax.
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Aqui, a<<b<<c. En el caso de que a<Ze<C0 (fig. 18} obtenemos:
b i

{ o det§ Fae=foar,

£ £ a

teniendo en cuenfa que el area ACD’B’, ai sumaria al drea
B’'D'DB nos da et area ACDB.

ie g

v
P
8 5

[y

ol_a cb [i] 0 X
[
FIG. 17
¥ AJ;/
A Yy
-B..._..f-'"_

FIG. 18§

&
Al introducir la nocidén de la integral S fix}dxenel p. 7,

considerdbamos que a<<l, es decir, el limi“te ihferior es merior

gue el superior. Precisamente por esta razén el area BDD'B’,

donde 0D =¥b, 0D’ =¢, siendo b<Zc¢ (fig. 17), pudo ser expre-
¢

sada como gf(x) dx. Si & fuera mayor que ¢ {lig. 18), la

B
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3 b .
expresion del area tendria la forma Sf(.\')dx {cada vez el
limite inferior es menor del super-ior'j_

[ &
la diferencia de integrales Sf(x)dx—g f{x)dx era igual a

a

En el primer caso

¢ 2 3
S F(x)dx; en el segundo caso la diferencia lleva él signo nie-
b

b
f0s: ——S f(x)dx (hemos aprovechado las igualdades de in-

c' - r x . .
tegrales escritas mas arriba). Para conseguir que una misma
formula pueda ser aplicada en ambos casos nos convenimos
escribir que, cuando h>c:

o b
Ly de=— Foyar.
] <
En otras palabras admitamos, ahora, también la integral,
cuyo limite inferior es mayor que el iimite superior, consi-
derdndola como area de un 1irapecio curvilineo tomada con
el signo_contrario. Entonces, en lugar de dos férmulas di-
ferentes

[4 i

frmar—{fmar={fmd @0

o a o

i

VFyde—1 f(x)dx

a

]
——Sf(x)dx b >0)

escribiremos en todo caso:
[ b ¢

Vimde—{frax={fwde o).

a2 a

Cuando b=¢, el primer miembro se recduce al cero; por
b
eso es natural considerar la integral S F{xydx, suponiéndola
b
igual a cero.
Asi pues, cualquiera que sea la correlacion entre los li-



mites: b<te, b>>¢ 6 b==c, siempre se puede usar la férmula
< o o

§ 7 ae—{F dxabg el

a

Esta férmula puede ser representada en la forma:

b - »
[1erde 4§ de={ 1 dr.

Proponemos que ¢l mismo lector, haciendo uso de los
resuitados obtenidos, se convenza de que la formula
.h

gx“dx =

[}
4]

b1 gkl

i1

es valida para @ y b cudalesquiera (y no solo para 0sCa<Zh
6 a<Zh<C0).

9. Supongamos que f(x) es una suma o una diferencia de
dos funciones: f(xy=g(x)+h{x} & Flx)=g()—h(x) (por
ejempto, f(x)=x*—ux%). En este caso la integral de f(x) puede
ser cambiada por la suma o diferencia de integrales de las
funciones g{(x) y h(x):

b |4 b
{7 yde= S gnde+§ hx)de
i a ia
4 J 2
<é {foyde={ gy dv—{ n(x) dx)
Por ejempio,
' b ' b b

S (Pext)dx =\ X° dx—g xide =
a a 4
—agl  pi—at
=77 T8

- Compiobemos esta propiedad de las integrales, limjtando-
nos séio al caso de una suma. Asi, sea f(x)=g (x)-+1(x); las
graficas de {res funciones g(x), A(x) y f(x) estan expuestas
en la fig. 19,



Es necesario demostrar que
b 4 b
VFwyde={ g oyde § n i de,
a a ] a
es lecir, el drea ACDB es igual a la suma. de las dreas
A,CiD\B, y A,C.D.B,. Dividamos el segmento del eje Ox
entre los puntos x=a y x=6 en dominios parciales y cons-
truyamos figuras escalonadas correspondientes  para lodos
los tres trapecios curvilineos, representados en la fig. 19.

Ay Y=gix)
]
C( D;
0| [3] b X
¥
i > B
ﬁdﬂr 4
Cy /%92
o e b X
¥y
=1(x)
[7 ¥
17 B
/g -
-1 -“‘\“‘é ! ’;C‘\
= JUE
\:\_‘_‘—\
;1=
C gl >
g ¢ Bax X
FIG. §9

Es evidente, que el drea de cada rectingulo en la parie infe-
rior del dibujo es igual a la suma de areas de dos rectangu-
los situados sobre el primero, en las partes media y superior
del dibujo. Por elio, el area de ia figura escalonada inferior
es igual a 1a suma de dreas de dos figuras escalonadas, situa-
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das por arriba. Esta correlacién entre las 4reas no cambia,
sea cual fuera el modo de particién del segmento del eje Ox
entre los puntos x=a y x==0. Si el nimero de dominios par-
ciales crece indefinidamente, entonces sus longitudesb tienden

a cero: el area inferior en este caso, tiende al limite Sf(x)dx,

a
mientras que las dos areas, dispuestas arriba tienden a sus
propios limites:

1

{gmde vy [h(xdx.

143

Como el limite de la suma es igual a la suma de timites,
teneimos:

i
Fx)dx=§ [g(¥) +h(0)]de =
Fi] &

.-:Sg(x] dx-i-ih(x)dx,

By

lo que se tenfa que demostrar.
Del misme modo se demuesira que

f 2 b

(g —h )] de={g () de— { 4 (x) dv.

[t} a
Es facil ver que la propiedad establecida de integrales
es valida también para el caso en que f (x) es una suma de mayor

niimero de sumandos. Por ejemplo, si f(x)=g (x)—h(x)+&(¥),
entonces:

b i b

{lg—h (0 +k (@] de=§ [g)—h (0} de ) & (1) dx =

i

b b
={gmar = npdet TR dx.
i [ il
10. Aciaremos, qué correlacion existe entre las integrale
P B b
(Fwyax y fer@ar

1 E - . .:a a

donde C es un ndmero constante cualquiera.
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Por ejemplo, cudl es ta diferencia enire dos integrales:
b b
Sx'"‘ dr vy S 2x7dx.
i i3

Demostraremos que
b b
Vofav=c ()
por ejemplio,
t

fr
. 4 ol
gz.rsdx=2 wdp=g o b

H ]
Para simplificar la farea, asignaremos a C algin valor
numérico determinado. Por ejemplo, hacemaos C==-
tenemos que comparar las integrales

i
=2 Ahora,

h

{Pewds y S 7.

i i€

En la fig. 20 estan representados los irapecios curvili-
neos cuyas areas se expresan mediante jas integrales mmencio-
nadas. Dividamos ¢l segmento del eje Ox enire los puntos
x==@ y x=b en dominios parciales y construyamos figuras
escalonadas correspondientes. Es ficil convencerse de que
¢l drea de cada rectanguio de parte inferior del dibujo es
igual a la mitad del 4rea del rectangulo situado por arriba
(de la parte superior del dibujo). Por eso el 4rea de la figura
escalonada inferjor es dos veces menor que ei drea de la fi-
gura escafortada superior. Pasando 2l limite {como en el p. 9),
observamos que foda ¢! area del trapecio curvilineo inferior
es dos veces menor que el area del irapecio curvilineo superjor:

f%—f(x) dx:%ff(x)dx.

En nuestro caso el nimero C era positive. En ¢l caso de €

negativo, por ejemplo C=———;-, la grafica tendra la forma
cxpuesta en la fig. 21,
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IComparando ahora el drea ACDB con el drea A"C"D"B”,
encontramos no solo el cambio de la magnitud absoluia dei
area {se ha reducido dos veces) sino fambién el cambio de

¥y L y=f(x)

14
N NN
A
FIG. 21,

signo. Por consiguicnie,
& s b

i l

i

Por supuesto, hemos elijido Cﬂi% solo con el

5(\‘"5)”-’5)416:—“2—‘ fx)dx.

objeto
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de mayor claridad de razonamiento. En el caso general,
para  cualquiera, es vélida ia igualdad

b “ob
jcrmar=c{fear.

Como ejempio del uso de -las propiedades de ia integf‘-al,
demostradas en este parrafo y en el parrafo anterior, €alcule-
1

mos la integral S(3x2—2x+l)dx. Obtendremos:
{Q

i ) 1 1 1

{ave—2x 1) de={3xdr—{ 20dn 4 { 1 ax =
0

Ll 0

=

11. Examinemos la funcidn
1

y=x_1"__"£"v

cuya grafica lieva el nombre de hipérbola equildtera y esta
expuesta en la fig. 22,

Més arriba obtuvimos una férmula para el trapecio curvi-
lineo en la que fe>0'

hE+1_pk+1
5 =TT RD
a
Si la aplicamos al caso dado, entonces, observando que 2+1=0
v bET1=gFti=] obtenemos en el segundo miembro una ex-

L. 0 - : o ;
presion -5, que no tiene sentido. Por consiguienle, esta fér-

mula no es valida para el case en que k=1,

La m\rahdez de la formula para calcular la integral
]

S x~'dx no es-unobstaculo, sin embargo, para que cstudiemos

a o
algunas propiedadés de esta integral.
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Demosiremos que si aumentamos los valores de a y b 0 los
disminui mos un mismo nimero de veces, es decir, si los muiti-
plicamos por un mismo ¢=>0, obtendremos un nuevo trapecio
curvilineo de fa iisma drea. Estd claro que la propiedad men-
cionada se comprueba bajo el supuesto de que la curva, cuyos
arcos iimilan desde una parte los trapecios curvilineos, es

o=
e

FiG. 22

obligaloriamenie "una‘ hipérbola equiistera. En otras palabras,

b b
S x~"tdx= S Xz
aq Fird

sea¥ cual [uera ¢(g=>0).

Para que la comprobacion sea mas facil, asignaremosaq
un valor numérico determinado, por ejemplo, ¢=3.

En la fig. 23 se exponen dos trapecios curvilineos corres-
pondienles, ACDB y A"C’'D’'B". El primero de ellos es es-
irecho pero mas alto. El segundo es mds ancho, pero bajo.
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Es necesario demosirar que el aumento de la anchura en el
segundo caso es conipensado por la disminucion de la altura
de una manera fal que el area queda invariable. Con este
objeto dividamos el primer trapecio en unos trapecics ele-
mentales, més estrechos todavia, y cambiemos por un rectan-
gulo a cada uno de estos ttimos (fig. 23). Si aumeniamos fres
veces ta abscisa de cada punto de la figura escalonada ACD B,

=f

»

dejando invariables las ordenadas, obtendremos la figura
A'C'D'B’ cuya é4rea es tres veces mayor, puesto que cada
rectangulo se hizo tres veces mas ancho. Pero los extremos
de ordenadas ya no se sitilan en nuestra hipérbola. En efecto,
esta hipérbola es una curva de la proporcionalidad inversa,

1 4
y==, ¥ si deseamos que los puntos no se aparten de ella,

deberemos disminuir la ordenada tantas veces como hemos
aumentado la absecisa. Si disminuimos fres veces todas las
ordenadas de la figura A'C'D'B’, obtendremos la otra fi-
gura, A"C'D'B", Esta es un trapecio curvilineo, limitado

por arriba con un arco de la hipérbola y:% , ¥ de los costados.

por ordenadas, construidas para x=3a v x==3b. Los recian-
gulos correspondientes tienen bases tres veces mayores que
las de los rectangulos originates, y alturas tres veces menores.
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Por ello las dreas de los rectangulos obtenidos son iguales a las
de Jos rectangulos originales. Por lo tanto, las reas de dos
figuras escalonadas son iguales como son sus limites, es decirt,
las dreas de los frapecios curvilineos:

al b
gx“dxz Sx'ldx.
qa a

Hemos demosirado la propiedad, suponiendo que a<Zb.
No obstante, es valida también, cuando a=6 y cuando a>0b.
En efeclo, si a=b, entonces ag=>bg, y las dos integrales se
reducen a cero de modo que la igualdad sigue siendo vatida.
Si a=>b, enlonces ag>>bg; en esie caso se verifica la igualdad

a1 i:I
S_x"l dx = S x~ldx
b b

{ahora h<Za vy por eso b Y a cambian de lugares). Pero, segun
b

lo convenide en el p. 8, para e} caso en que a>>b, S Flx)de

i

b
significa ——S f(x)dx. Por consiguiente:

a

Byq ag f o
Sx'ldx——-—— Sx"‘d)c, gx'ldxzagx”ldx
ag ] a b

y, como los segundos miembros de estas Correlaciones son
iguales, deben ser iguales también los miembros primeros:

bg b
: S X ldx= S x-ldx.
aq i &2

Asi pues, la correlacién comprobada queda valida, cual-
quiera que sea la correiacién entre a y b: a<<b, a=b 6 a==b.
T S

12. Hagamos a=1 y examinemos gx"ldx. 51 b==i, la
) 1

*integral indicada expresa el 4rea del trapecio curvilineo
ACDB (fig. 24). Si b==1, la integral se reduce a cero. Por fin,
si es O<Zb<1, entonces el limite inferior de la integral sera
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i
A
o
¢ i e 1] x
| s b
FIG. 24

menor que el superior ¥y en este caso {enemos:
b 1
S x"ldy = — S x=ldx.
[ b
Eslo significa que la integral se diferencia del drea det tra-
pecio curvilineo B'D'CA séle por el signo (fig. 25). En todo
caso posible, para cualquier niimero b positivo la integral

S £~ dx tiene valor bien determinado. Este valor es positivo,
1
cuando b>>1, es nulo cuando b=1, v es negativo para b<Zl,

3 M 2953
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b
Es evidente que la integral S x~dx es una [uncidn de b.

1
Esla funcidén desempefia un papel muy importanie en las
matematicas; la llaman logarifmo natural del nimero 0
y designan asi: Inb. Las lefras { y n significan las primeras
letras de términos latinos «logarithmusy y naturalis». Asi:

b

Sx“dx.——lnb.
i :

Indiquemos algunas propiedades del logaritmo natural.
Ante todo, tenemos:

mb=0, si b>1; Inl=0; Inb<C, si b<Il.

Obtengamos ahora, la propiedad fundamental del togarito:
logaritmo de un producto es igual a la suma de logaritmos de
los jactores, por ejemplo: In6=In2-1n3. En el caso general:

In{bey=Inb&-+Ine,
es decir,
h‘c ’f:: I3
\J xtde=\x"'dx+ g Xty

i i i

En efecto, segiin lo demosirado anteriormente:

c ge
3 " de = S x~Yx
1 q

para cualquier ¢>>0. Hagamos g=§, enfonces fenemos:
[ be
Sx“d.’cs Sx"‘dx.
. [ b
Por eso,
be

b : &
Sx"id.v+§x'1dx= S X Vdx <+ S Xt dx.
i ] 1 il

Segin la propiedad sacada en el p. 8, la fiitima suma puede
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b
ser susiituida por la integral ) x='dx, asi que
1

b [4 fe
Rx“dx%— Sx“dx = S Xy,
| ; T
que es lo que tenfamos que demosirar. i

De esta propiedad se pueden sacar algunos  colorarios.
Sea 60, entonces, segtn lo demoslrado, tenemos:

lnl:ln(b%)mlﬁb-;-ln%-,

y, como lnl=0, tenemos: lnb—i—ln—;— =0, de donde:

! .
in o =—Inb.
Por ejemplo, ¥n% =—Iin 2. Luego, si b>>0 v¢=>0, entoneces:

¢ i I ;
In—b-sln (c-b-)=lnc-|-in~g_»]nc—lnu,
en olras palabras el logaritmo de un cociente es igual a la di-
ferencic enire los logaritmos del dividiendo y divisor.

La propiedad fundamental del logaritmo se ha formulado
para el producto de dos factores. Pero es también valida para
el producto de cualquier nimero de factores. As{ por ejeraplo,
contando con fres faclores, tenemos:

in{bed) =1n [(be)d}=In (bo)Ind=(Inb-lnc)+ind=inb—+
, +4Inc<4-Ind.

Es evidente que el logaritmo de un producto es siempre igual
a la suma de logaritmos de los factores, sea cual {uera el
nimero de éstos.

Apljcaremos esta propiedad a un logaritmo de la potencia
cuyo exponente k£ es un nimero positivo,

Encontramos;

Int*=In(bs.. by =Inb4-Inb+4 ... +indb=~kInb.
e L

B veces Ak veces

Por cjemplo, Inlb=In2t=4in2,

3*
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Sea ¢= f‘/i?: entonces ¢*=0H, v, por lo tanto
Inb=Incf=klnc="~klin b,
de donde '
in b :% Inb.
Por ejemplo, '

In /T =-In2.

' 7 - ips
Si e=b7, donde p y g son nimeros enteros y positivos,
conforme a las propiedades demostradas tenenios:

# .
inb« zlnfi/bf’ =(—lil:1 bF = iq -plind = {;—lnb.

Por consiguiente, la propicdad

Inb*=klnb
es valida no sélo para & entero y positivo, sino también cuando
%k es una fraccion del tipo 2 '

Es facil ver que la misma propiedad es valida, cuande %
es negativo (entero o fraccionario). En electo, si 2<0, enton-
ces k>0 y en este caso tenemos:

]I’If)k"——lllb-:l;=ﬁlnb“k=—(—klﬂb)=k1110.

Y, por fin, esta propiedad es valida para k=(:
ind®=inl=0=9.Inb.

Asi pues, para cualquier % racional {positivo, igual a
cero o négativo, entero o fraccionario) se puede afirmar que

In b’f-::r klnb,

Podriamos comprobar que esta correlacidn es valida tam-
bién para k irracional; por ejemplo,

Inb" 2=)2Inb.

Aceptemos esta uitima afirmacion sin demostrarla y en lo
sucesivo hagantos uso de ia propiedad siguiente: ef fogaritino
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natural de la potencia es igual al exponenie de la polencia mul-
tiplicado por el logaritmo natural de la base de la’ potencia.
iLa propiedad conserva su validez' para todos los valores
posibles dei exponente k, tanto racionales como irracionales.

13. Ahora nos dediquemos al ¢ilculo de logaritmos. Su- .
pongamos que es necesario calcular In2, es decir enconirac
el area del trapecio curvilineo ACD B, expuesto en la fig. 26,a.

Y
Ly
Ls
[l CKK KK KnD X i K, Ks ' X
2 ! _ o
2) &}

FIG. 28

Dividamos el segmento CD en 10 partes iguales y lracemos
.ordenadas correspondientes: K;L,, KiLs ..., K,L,. Con el
objeto de hacer mas exacla la aproximacion de In2, cambie-
mos cada uno de los diez irapecios curvilineos esirechos por
los trapecios rectilineos comunes {no por rectangulos,
.como hemos procedido antes). Con esie fin unamos mediante
segmentos rectilineos los puntos A y L,, puntos L, y L.,
etc,, ..., L, y B. Como la fig. 26, no presta la posibilidad
de distinguir los lrapecios curvilineos de los rectangutares,
ia figura 26, & demuestra el trapecio en una escala aumentada.
E] 4rea de cada {rapecio es igual al producto de la semisuma
de las bases por la attura. En nuesiro caso todas las aituras
son iguales: :

CK, =K Ka= s =K,D=0,1.
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Por eso las dreas de los trapecios se expresaran asi:
AC+K1L{ 4 0 l KIL1+K2L2 3 0 i‘
i v = B

P

KbvkBl o
_..?..__2_._ . O_I‘

la suma de eslas areas es igual a:

0.1 {(ACH KiL) - (Ky L+ Kalp)+ . .. —(KyLg | BD)
2 2

0,1(0,5 AC 4+ K, Ly -+ KoLy . .. +KyL,-+0,5 BD).

Nos queda por advertir que todas las basesdelos trape-
Cios representan en si ordenadas de la grafica de la funcién

y:—-%, correspondientes a las signientes abscisas:
I Bi4,2: 4.8 1.4 L5 1.6 1.7 1.8 1.9 2,
Por eso:

AC=1 = 1,000; KL, =1y =0,909; K,L,= s

I

! =
i
=
e

1\’3L3=%3m0,769; qu,,,=-lf_z=o,714-, KoLo= i =0,667;
Koby= 15 =0,625; K,L,= [7=0,588; KL= 5= 0,556
1(9L9m$=0,526; BD = =0,500.

Por consiguiente, fa suma de dreas de los frapecios es
jgual a:

0,1¢0,500+0,909+4-0,8334-0,769+0,714--0,667-40,625
-+0,588-0,556-+0,626-0,250) =0,6937.

Escrutinando con atencion la figura 26, sacamos la con-
clusién de que la suma de las 4reas de ios trapecios nos pro-
: porciona una magnitud que es un poco mayor en comparacién
con el area del frapecio curvilineo. Esto significa que hemos.
encontrade el valor aproximado de in2 por exceso, es decir,
In2 es un poco menor que 0,6937.

Mas abajo conoceremos otro método del calculo de loga-
ritmos que nos permitird, en particular, ohtener In2 con
inayor grado de precision.
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14. Si calculamos las abscisas a partir del punto € (no
del punto 0, como antes) vy designamos nuevas abscisas con la
letra ¢ (fig. 27), la correlacién entre ids abscisas, la nueva
v la anterior, de un mismo punto se expresara asi

x=1-t.

Esta correlacion sera valida para cualquier pﬂnto, si consi-
deramos >0 cuando x>>1, vy ££0 cuando x<C1. Al cambiar

x por 1-¢, la funcién y=~£~ tomata la forma: ya-l—_:_-g.._ La

|

_l. B
=N
[4] [A ‘ [7] X
. o
e 7] "

F1G., 27

.grafica, sin embargo, no experimenta cambios. Todo o nuevo
que se introduce junto con ¢ se reduce sélo al nuevo origen
de coordenadas (C en lugar de 0) y, por lo tanto, al nuevo
je Cy (paralelo al eje Og); la curva no cambia su forma. Queda
invariable, por supuesto, el drca ACDB. Pero, cuando el
valor de x servia de abscisa, esta drea se expresaba mediante
fa integral

I+f3

S s~ tdx =In{i--B)

t
{aqui P=CD).

Ahora, cuando por abscisa se toma el valor de {, la misina
i}

Area se expresa por la integral S(H—f)“dt. Comparando
'
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esfas integrales, obtenemos
]

In(l4p)y= § 1+ dt.
1]
Indiquetnos a la siguientie identidad:
t—g2n
e

S L — LS .

Se obtiene en seguida, si observamos que el primer miembro:

€s una progresion geométrica cuyo primer término, la razdn.

y el Gltimo término son la unidad, ¢y ##-1 respectn amente,.
De esta identidad se deduce que

1 s {2n
e s G e Ll B

Por esto:

In (1 +p) =

S

[1—-r+z==~—z=*+. - fan- 1+[’:J dt.

Bajo el signo de ia integral el lugar de la magnitud’
(42~ lo ocupa ahora la expresion mas complicada que-
€5 una suma de muchos sumandos. Ya sabemos que 1a integral:
de unz suma o de una diferencia de funciones es igual a la.
suma o diferencia de las integrales de estas funciones.

Por consiguiente,

In{l+4B) =
B 8 B B B

L _ 2 Af 3 —— ar—-1 ,
OSldt §tdz+ojtdf UStdt-i- ng df +

£2n

T7 dt.

-+

Py

Sabemos calcular cada integral en el segundo. miembro de:
ia igudldad, salvo la (liima. A saber:

f 1dt=B, _ffrdz'_ LAt Stz df =
| )

Srsdr:%,_ vy Vemergs = ﬁ;n
0 Q.

(=]
g=]
"
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De ahi se proviene que

B
_tan

L f14-$) =i\("ﬁ—- P B b - %—) +i5 at.

La expresion entre paréntesis en el segundo miembrode la -
igualdad es un polinomio de grado 2n, desarrollado” segin.
«crecientes potencias de B. Si el valor de § estd conocido vy,
:ademas, elegido el namero n entero y positivo {(puede ser
cualquiera), el valor del polinomio se calcula con facilidad.
iLa tnica dificuitad consiste en el cdiculo de la integral

bl
f2n
Y e
0
Demosiremos ahora, que en el caso cn que —Il<Zh<Ct, se
puede hacerla tan pequefia como se quiera, si tomamos n lo
suficientemente grande. Enfonces, calculando in(1+4f), se
puede despreciar la fniitima integral lo que resultara en un
error insignificante. Por consiguiente, aproximadamente
fendremos;
il " __ﬁz_ E [j-l. ﬁ2u
(1 +-B) mP—gH gk —
15. Con el fin de evaluar el error de esta igualdad apro-
ximada hace falta examinar la integrai despreciada

K o
S St

Supongamos at principio que 0<f<C1. En este caso ¢
es siempre positivo deniro de los limites de integracion y,
por consiguiente,

0 tEH tﬂﬂ
< <
2

Esto significa que la grafica de la funcion y={-_¥_~!- se encuenira

por debajo de la grafica de la funcion y=£* (fig. 28); por eso
&l irea CBA, es menor que el area CBA, es decir,

L jRu df : tsﬂ df ik ﬁan-i-l
S‘ 1—¢ < = 2n41
u o
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Asi, el error que proviene de la igualdad aproximada es
e L

nenor gue g’“-{-_l“ dado que 0<If<Cl, se puede hacer este

error tan pequefio como se quiera, cuando 1 es suficientemente.

grande. Hagamos, por ejemplo, B=1. Entonces la {érmula

obtenida mnos da:

1 1 i l 1 , t 1
L I—7+T““:f+“s“-—€+ et RT

con un error inferior a —— 5 -H 5i deseamos utilizar este método:
para calcuiar 1n2 con un error inferior a 0,001, deberemos.

' hacer que sea 5 +1<0 001, es decir, 2n-+1>1000; esta con-

dicién puede ser satisfecha, poniendo 2r==1000. Lo dltimo:
* significa que en el primer miembro de la ignaldad apareceran.
1600 términos, cuya suma debe ser determinada. Es un ira-
bajo desmesurado y pronfo veremos como sé puede evitarlo,,
haciendo uso de otra iérmula para In2.

18. Volvamos a examinar la integral i{;—d!, SUpo~

Sl

niendo, esta vez, que —I<<p<0.



Ya sabemos que

4 g
La integral V
3 T+

f ;
rayada en la fig. 29. La figura indicada est4 situada por arriba
i an
del eje Cf, dado que y= it-H =0, cuando £>-—1. Por eso,

es igual al drea de la figura ABCK,

el drea ABCK es positiva, es decir, la integral 5’_____‘;’_’;: es

fi

i { =
una inagnitud positiva que se diferencia de la integral S Hf:

0 L}

s6lo por el signo v, por consiguiente, sus mddules son equiva-
lentes:
0
{2?! df

Tat
[y

i
27 df
TF¢

Observemos luego, que para = y po>—1 se verifica la desi-
gualdad

1+t 14+-p>0,
por lo tanto,
i e
T+ = T+B
N
jin . f2n
IR = THf

n

Esto significa que la grafica de la funcion U:{-W en el
segmento P<f<<0 pasa por debajo de ia grafica de la funcién
,yz% (fig. 29). Por ello, el area ABCK es menor que ABCL:

5 o
X

dt

! ;

Gc__,...-—;c
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El segundo miembro de la desigualdad se calcula con fa-
cilidad:

0
1 Ozu-tl_ﬁerz-.Ll

4]
| ot — 1 : f s -
Lt ‘“‘_H—rsig RS

s 3

{32n+1

B CENTH{ )

(esta magnifud es un ndmero positivo, dado que p**+'<Z0,,
148>0 vy 2a4-1>0). Por con51gu1ente

f fon

' Por eilo, despreci ando el sumando S 1+i en la expresidm

Fon gy I’-}zr:-{»l
Sl+t ST EGEnFn

- para In(1--B), cometemos un error mferl or, en su magnitud

"(E;T.'{.&%'%W( t<{p < 0) El error

tiende a cero, cuando n va creciendo ilimitadamente.

~ absotuta, al niimero
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Asi. en el infervalo —l<<B<c0 la férinula aproximada

e A ARt

“n

el

es valida con el error inferior a ==t DI

Supongamos, por ejemplo, que ﬁ=-———,l,—. Entonces, el

error de la férmula aproximada serd inferior a
1 [ _ b
DT [? (2.?1 - l)] — @n o -
; o o £, 1 1

Si tomamos n==4, la ultima fraccién serd ignal a 5758 = 5IEEG

i
2304
podemos escribir:

<€),0008. Por consiguiente, con este grado de precizion

Realicemos los caiculos:

| ] i o B e
Ty = 0,5000, '—'—2= 0,]250, QT-S - 0,04 17 W B U.(.flx')(),-

3 a7 4

I 5 i —
e 0,0062, grg = 0,.0026, 27?:0,0011, 55 = 0.0005.
Obtenenos:

In % A~ — 0,6927~ — 0,603

con error inferior a 0,001 (tomamos en cuenta que a propia
fsrmula puede contener un error de hasta 0,0005 y, en adi-
¢ién, un error de hasta 0,00005 pudo surgir como resultade
de la reduccién de cada uno de ocho sumandos & una fraccion
decimal).

Dado que In 7]5:_1“2' tenemos:
In 2220,693.

§i en la férmula aproximada para in(1-+p) ponemos

2 ;
ﬁ:-%, podemos calcular del mismo mado ln—gﬁ. y por lo

tanto, In3=w~ln-;w. En general, al tomar ﬁz—ﬁj, obtene-
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mos: ln( !—k—j'f-_-T)=ln Ef}l-_i , ¥, por consiguiente, ln{k+1)-<
sl No obstante, este méiodo de calculo de los loga-

k41"
ritimos sigue siendo muy laborioso. Asi por ejemplo, si de-
sedaramos calcular Inll, entonces, tomando k-4-1=11, es
decir =10, deberiamos poner B=-—-—-:—%. En este caso el error

de la formula aproximada seria inferior a

(Jf?)z"+1 {21 - I)(I_ Il"?) =ﬁl‘_% (i_?)znﬂ-

Tenemos, pues:

S ottt (0N g pa, FIONE oo FAIOAE
G095 () =088 (1) ~060 (1) ~ 048

) mass (oo ("~ oms

(%)"5 2 0,005.

Por consiguiente, sélo en el caso en que 2i-+1=65 podemos

garanlizar que el error de la iérmula aproximada para €l
5 f i il

catcuto de inl—lI serd inferior a %-0,005%0,0{)[.

; : 1 : .
Es evidente que los calculos de In 77 seran demasiado la-
borio:0s, ya que debemos cajcular la suma de 64 sumandos:

1o 1_0)2 1 /1043 1 /108
(TP "?(ﬁ “‘"'““(?i(ﬁ) :

17. Las conclusiones relativas a la férmula aproximada para
in(14-B) nos hacen buscar otra férmula, que requereria ia
menor caniidad de operaciones. Tal formula existe. Para
encontrarla tomemos un niimero %, entero y positivo, y haga-

l B
mos ﬁ=m. Entonces iendremos:

In ( 1 . i \_ 2 1 — 1 ; . 1 N
TRFT) N T IR T Iy
1 _ . K ) |
-—4{2’{ -+ ])l '"%" I "'I"' (2-’1*“- !) (2}3_{,_ i.)ﬂu—l H”QH (2k+ ]}‘“" a

Ei error de esta iguatdad aproximada es inferior a

l : .
BT CRTs - Tomemos ahora P negativo, igual a
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Obtendremos otra igualdad aproximada:

~ER
n{1—ie ) = * 1
1 ( 2k-—|— P 2k-+- [T 20FFIE 3@
1 o i
TE@RLDY T T @) 2R e 2 (2l 1)

que nos da el vaior de In (I—ﬁ%{:—f) con el error inferfor ar

! el y 2f'e +- I 1
{2k F1pn+1" }_(2”' i 1)( ORI }} BTSN NSRS

Sustrayendo, miembro a miembro, 1a segunda igualdad apro-
ximada de la primera, encontramos:

]11(1—}-%]_—;:7)——!11(1—@) =

2 2 2 s 2
~ kL 1‘+3(2k 4-1}3‘*"5 (21’2—{—1)-"_+- o T B =Ty (k-

El error de esta igualdad aproximada no es superior, en
su magnitud absoluta, a la suma de errores que admiten las

formulas para ]n(i+2k+1) y ln(l"”wla—l)' Por eilo es
inferior a
1 1 23: { i 1 i =
i1 @R IE T Tl READERALT
ARl 1 1 _dkb2 1
TTRR Tt @hFipaiS TR T ki
! i
(R F &1 f@nt 1) (2k 18

X

Transformemos la diferencia de logaritimos, observando
que ella debe coincidir con el logaritmo del cociente. Obtene-
mos:

I l-i-H
1 1y k41
ll](l+2k+l)—]l1 (l—m} = lﬂl_T.._-
2k =1

= ZE2 i e —lak.
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Asi,

, N T
In(e+—ink =g Fsmryptsmoyp T T

2 L

T Em—eRr e )

con el error inferior a -;Z-- ﬂ-}{:—l- . ("Hll)"'“ "

Esta es la formula buscada. La férmula permite calcular
In (k4-1), si se conoce Ink. Aprovechando la iguaidad In1==0
y poniendo en ella £=1, encontraremos In2 con error in-

ferior a

1 1
2n-1 3
Tomemos n=>5. Sc puede alirmar quc el error serd inferior
R [
4 77 * 3% =TT 5005 <(,000002. Por con51gu;ente

2
In2=In2—Inl z~g~+3.33 o 5_35 _;.7_37 + 57

con error inferior a §,000002. Transformando todas las cinco
fracciones en las fracciones decimales con seis cifras después
e 1a coma (es decir, con error inferior a 0,0000005) y suman-
dotas, obiendremos el valor de 1n2 con error inferior a
0,000002-40,0000005: 5<20,000005:

in 220,693146~0,69315.
Hagamos ahora en la formula (*) k=2 y n=3. Resulia:

P 2 2 7]

. L1
.~ con err_or_llniemo_r e il vy 15625<O 000005. Por eso

 In32v1n 2-+0,40546:¢1,09861

. Luego, obteh_d.rgmos_ In4=21n2~21,38630; tomando en la
formula (*) k=4 y n=3; enconiramos:

. o B 8 B B
con error inferior a

.
T o T %531441<00000001
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Por esto:
Inb5=In4+40,22314221,60944,

Ahora podemos encositrar, también, el valor de in i0:
In 10=1n5--1n2222,30259

y, por fin, tomando en la férmula (¥) k=10 v n==2, obfenemos:
4 2 2
(aqui, el error de la férmula aproximada es menor que

11 ~0,0000001).

Por ello:
In 11a21n 10--0,00531222,39700.

No necesitamos mas ejemplos para comprender, como se
puede construir ia fabla de logaritmos naturales. Precisa-
mente a base de este método fue construida la siguiente tabla
de logariimos naturales de los niimeros enteros, partiendo de
fa unidad hasta 100, calculados con error inferior a 0,0005,

18. Hemos visto que el logaritmo de un producto se obtiene
mediante la operacion de adicion; €l de un cociente, mediante
la sustraccidn, el logariimo de una potencia se encuentra
mediante Ia multiplicacién (por el exponente de ia potencia)
y el logaritmo de una raiz, mediante la divisién (por el expo-
nente de la raiz). Por eso, disponiendo de una tabla en la
que al lado con los nGimeros se enconirarian escrifos los lo-
garitmos de éstos (tabla de logaritmos) se podria sustituir,
con ayuda de esta tabla, la operacién de multiplicacion por
la de adicién, la divisién por sustraccidn, la elevacién a po-
tencia por muliiplicacién, y la operacion de exfraccidn de
raiz por la de divisidn, es decir, por las operaciones cada
vez mas simples, Los procedimienios correspondientes se
exponen en los manuales de 4lgebra. Aqui, nos limitemos
con un simple ejemplo,

Supongamos que es preciso calcular c= ?/2. Hagamos uso
del valtor, anteriormente calculado, de In2~0,693; al divi-

dirlo por 5, obiendremos 1n15/§=-é—1r1 2220,139. Basia, ahora

encontrar el niimero -f/ 2, seglin su logaritmo. Nuestra tabla
no es suficieniemente conveniente para este objeto, dado que
contiene los logaritmos 0,000 (correspondiente a la unidad)

4w 2953
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Tabla de logaritmos naturales

(de 1a 1 hasta 100)

f
n non " in n f In n a Inon 7 in n
LI 0.000 (21 3,045 141! 3,714 {6l 4,111 18l 4,394
20 0,693 122 3,091 |42f 3,738 |62 4,127 |82 4,407
3] 1,009 231 3,135 [[43| 3,761 63| 4,143 |83 ] 4,419
4| 1,386 {24} 3,178 |44) 3,784 {54 4,159 | 84 4,43
5] 1,609 (25| 3,219 (45! 3,807 le5 4,174 |85 4,443
Gj 1,792 26| 3.258 [46| 3,829 |66 4,190 {84 4,454
TIOL,946 fl27) 3,296 |47 3,850 [67 ] 4,205 (87| 4,466
87 2,079 [28: 3,332 |48 3,871 ;68 4,220 |88 4,477
9| 2,197 329| 3,367 [49] 3,892 |89 4,234 1189 4,489
10: 2,303 30| 3,401 |[50( 3,912 [70 4,248 ||80 4,500
ih] 2,388 131 3,434 fls1| 3,932 |71 4,263 |91 4,511
1202485 32| 3,466 |52 3,951 (72 4,277 ||92 4,522
13| 2,565 33| 3,497 (83! 3,970 {73 4,290 ||93 4,533
| 2,639 034| 3,526 54| 3,989 |74 4,304 |94 4,543
18] 2,708 I35l 3,555 |56 4,007 |75 ] 4.317 [S5 4,554
16/ 2573 1361 3,584 [56] 4,025 [76 ) 4,331 96| 4,564
17| 2,833 37| 3,611 [|57] 4,043 {77 4,344 197 4,575
181 2,890 fagj 3,638 [58| 4.060 |78 4,357 108 4,585
19 2,944 |36 3,664 }59] 4,078 [79 | 4,369 99| 4,595
20) 2,996 (40| 3,689 {60| 4,004 {80 4,382 lIoG| 4,605

y 0.693 (correspondiente a 2). El primero es demasiado pe-

queno, el segundo es excesivo. En virtud de lo enunciado

podemos_ decir s6lo que 123/ 9«22, Pero, advertimos que
i (105 2)=1n 104-1n{/ 2=2,303--0,139=22,442. Ei logaritmo
inferior mas proximo de la tabla es 2,398(=In 11), el loga-
ritmo superior mas vecino es 2,485 (=1n12). Por eso, tenemos:

11103

/2212, Observando que el namero 2,442 es préximo

al promedio arfitmético de Jos nameros tnfl y inl12, que es
igual a 2,441, podemos eseribir 107/2a211,5, es decir, 3/ 9
71,15, Para controlarnos observemos que

in (1003/8) =10 100 + In §/T=4,605 40,139 = 4,744

\F

in115==1n5+1n23=1,609-1-3,135=4,744.
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19. Con el fin de construir la grafica de la funcion y=inx
elijamos los ejes de coordenadas y una unidad de escala;
luego, en las perpendiculares al eje Ox. levantadas de los

puntos escogidos de x(x>0), marquemos los valores corres-
pondientes de Inx. Los extremos de ias perpendiculares para
todos x le situaran en la curva que sera la grafica de un loga-
ritmo natural y que se expone en la fig!30, a. Por debajo, en
ta fig. 30,6, vemos Inx, expresado por medio de un drea,
Los dos dibujos tienen una misma escala. Para un mismo valor
de x sera valida una afirmacién que fa cantidad de unidades
cuadradas, que componen el drea del trapecio curvilineo

A%
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ACDB, es igual al nfimero de unidades lineales que contiene
el segmento KL en la fig. 30, a.
Observemos, si 0<Zx'<71, entonces resulia:
x’ i
i dx dx
nx :S;—:—S?-,

1 Xl
es decir, Inx’ es un nitmero negativo cuya magnitud absoluta
es igual al area del trapecio B’D'CA. Por ello, en este caso
Inx" se expresara en la fig. 30, a mediante el segmento K'L’,
dirigido hacia abajo con retacién al eje Ox.

Todas las propiedades de la grafica de la funcion y=Inx
se desprenden de la definicion y propiedades del logaritmo
natural. Por ejemplo, Inx es negativo para x<<l, se anula
para x=1y es positivo, siendo x>>1. Es por ello que la grafica
de logaritmo se dispone por debajo del eje Ox para los valores
de x<C1. Cuando x=1, la grafica corta al eje Ox. Para fodos
x>>1 la grafica se dispone por arriba del eje Ox. Luego, la
funcién y=Inx va creciendo a medida que aumenta x. Esta
propiedad es evidente cuando x>>1 (véase fig. 30,8), pero es
justa también para x=x'<Zl. En efeclo, si x" crece, quedando
siempre menor que la unidad, la magnitud absoluta del
area B'D'CA (fig. 30,b) va disminuyends, lo que significa
que Inx, que se difiere de esta drea sélo por el signo, va cre-
ciendo. '

La grafica nos sefiala que 1a propiedad de crecimiento del
fogaritino se expresa por una curva en forma de la cuesta de una
colina, ascendente a la derecha. La curva indicada, abrupta
al principio, adquiere después una pendiente cada vez mas
suave. Asignaremos a la grafica de la curva el nombre de
una cuesta logaritmica.

Si trazamos una «senda» horizontal a lo largo del eje Ox
.Y vamos por ¢lia a la derecha, partiendo del punto O, entonces,
mirando abajo, veremos, al principio, un abismo infinito
-en cuya profundidad se pierde la cuesta logaritmica. Sin
* embargo, basta hacer un paso de anchura igual a la unidad
de longitud para que el abismo se quede atras. Continuando
nuestro movimiento por la «sendar, observamos que con cada
paso ia cuesta se hace cada vez mas alta. Por ejemplo, hechos
dos pasos (x=2), la altura serd In2=0,693, después de tres
pasocs, In3==1,099, etc. Al hacer m pasos, calcilemos el in-
cremento de altura, correspondiente a un. sélo paso mas.
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Teniendo en cuenta que la altura de cuesta, correspondiente
a m pasos realizados (cada paso equivale a la unidad de lon-
gitud) es igual a lnm, y la altura después de m4-1 pasos sera
igual a —In (m+1), llegamos a la conclusion que el incremento
de la altura, correspondiente a un paso, sera;

In(m-+- 1} —lom=in—— _ln_(l-}- m) :

Cuanfo mayor es el niimero de pasos, tanto menor serd la

cantidad }}11» ,y tanto mas préximo a la unidad serd el valor de

1—{—»;1;1, cont lo que ln{l-i-rin) tiende a cero. Esto significa que

la subida de la cuesta resulta cada vez menos visible, a medida
que avanzamos a la derecha, es decir, la cuesta logaritmica
realmente adquiere una pendiente cada vez mas suave.

La cuesta, sin embargo, sube de la manera infinita, asi
que por grande que sea nuestro avance a lo largo de «la senda»,
la cuesta siempre serd por arriba. -

Efectivamente, realizados 27 pasos, la altura de la cuesta
serd igual a

2" e=min2= 0;693 m.

Este nltimo ntmero para- m suficientemente grande, serd
tan grande como se quiera. : -
Supongainos que en lugar de la «senda horizontal» iraza-
inos otra ssenda» rectilinea, que tiene algln coeficiente angu-
lar, aunque sea muy pequefio (fig. 31, a). Avanzando a lo
largo de esta Gltima senda, no solo alcanzamos. la. cuesta
logaritmica sino que, continuando el movimienfo, lo deja-
mos por debajo (fig. 31,8).
Con el objeto de comprobar esto demostremos el siguiente
lema: para m natura} cualquiera es valida la desigualdad
4-'?3
ra

>4,

En efecto, cuando aumentamos m por una unidad, la
L. 4m ;
fraccidén — crece, es decir,
it
4m 4m+1
me {m-41)*'
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esto se deduce de la desigualdad
gmAd 4m 4mt [ 2m \¥ m-m
(m+1)f?‘(:n+1)?”(m+1) = ( M- 1 ) =1,
que es valida para mz=1. Es por eso.que entre las fracciones:
4 4t 4m

T§'| _QT:“'-"'TT'ET’ PR

a) b)

F1G. 31

ta primera tiene valor maximo,. es decir, siempre seré

4 4m
F “--..E'E [

que es lo que teniamos que demostrar.
g Observemos ahora, que en.cada punto de la «senda» rectis-
linea inclinada se satisface la correlacidn

y=xtga

- donde o es el dngulo de inclinacidn de la recta (o es un angulo:
‘agudo y, por consiguienfe, tga>=0). Al tomar x=4", vemos.
que la altura de la «<senda» en este punto x es igual a 47 {ga,
mientras que la alfura de la cuesta logaritmica sera In(47)=
==m In4. La relacidn de la primera altura a la segunda es.

Antgy 48 tgrxm
mind = m®in4
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. 20 4 '
Pero, seglin lo demostrado anteriormente, EI?>4" Por eso,

la relacién de ia altura de la «senda» a la de la cuesta loga-
ritmica no serd meflor que la cantidad %%Em, la que puede

ser fan grande como se quiera, si m crece indefinidamente.
Por consiguiente, cuando x==4m y n es suficientemente grande,

FIG. 32

la cuesta logaritmica es considerablemente superada por la
senda rectilinea (veéase fig. 31, b).

Fijémonos que la cuesta logaritmica estd representada por
una curva esférica qué gira su convexidad hacia la parte
superior. En términos geoméiricos esto significa que cual-
quier arco de la grafica del logaritmo se sitda por arriba de la
cuerda de este arco (fig. 32). Designando por x; y X, las abs-
cisas de losextremos de un arco arbitrario L, L ,, comprobemos
Xy—Xg
2
se encuenira, realmente, por arriba del punto medio M, per-
teneciente a la cuerda.

Eiectivamente,

que para el valor medio de x=

el punio L del arco

Ni =ln%’fi

et

NM =K1Li+ KoLy
2
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{como linea media del tfrapecio), es decir,

. NMg]n.xlg-lnxg-

Hemos de demostrar que

Xy=b Xy o Inx dlnx,
In > ik

Pero

i x;-gf— Lk % in(x,x)=1n) %%,

Por eso hace falta demostrar que
lnf‘-:,iz-'ﬁ" > In VJq_t
Observemos que
Vo —Vx5) =x,—2V xx+5,> 0

{si %y y x, son niumeros positivos diferentes).
Por consiguiente,

$it 2 2V a iy,
luege,

At Vi,
y, por fin, _
5 S 1ny/FE;

que es lo que teniamos que demostrar.

Asi pues, el punto de un arco, correspondiente al valor
medio aritmético. de las abscisas de los extréemos del arco,
supera al :punto medio de la cuerda, sea cual fuese el arco de
+ la" grafica de logaritmo. De ahi proviene que la grafica de
logaritmo siempre gira su convexidad hacia la parte positiva
: del eje de las .

En caso conirario (fig. 33) se encontraria un arco, para
el cual la propiedad indicada pierde su validez (el punto me-~
dio M de la cuerda se situaria por arriba del punto correspon-
diente L  del arco).

Basandonos en las propiedades de logaritmo, podriamos
dediwcir otras propiedades notables de la grafica de logaritmo..
Sin embargo, nos limitamos a Ias indicadas..



20. Muy a menudo tenemos que recurrir a los logaritmos
naturales, resolviendo unos problemas matematicos y fi-
sicos que, a primera vista, no tienen nada que ver con las
areas de trapecios curvilineos limitados con arcos de hipér-
bola. He aqui un problema de esta indole que plantes
P. Chébishev, célebre matemdtico ruso: obtener una fér-
mula, sencilla al miximo, que permitiria el cdlculo aproxi-
mado de la cantidad de todos les nitmeros simples que no
superarfan al ndmero prefijado n cualquiera,

F1G. 33

Si n no es grande, el problema de la cantidad buscada,
w(n), no tiene dificultades (hemos de observar que aqui
o tiene ninguna relacién al nimero 3,14159...). Asi, por
ejemplo, si n=10, los nimeros simples que no superan al
nimero 10 son: 2, 3, 5, 7; su cantidad es igual a 4. Por consi-
guiente, m(10)=4. Si n=100, entonces, empleando el pro-
cedimiento conocido de 1a criba de Heratdsienes, obtendremos
95 nfimeros simples: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Por con-
siguiente, = (100)=25. Sin embargo, cuando 7 es grande,
la solucién del problema se hace bastante dificil.c Como se
calcula m(n), aunque de manera aproximada, cuando # es
igunal a un millén, mil millones, etc.?

Chébishev encontré que para el céleulo aproximado de
xz(n) es suficiente dividir n por el logaritmo natural de n:

n
7 (n) A g
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el error relativo de esta igualdad. puede ser bastante grande,
sin embargo éste tiende a cero, cuando n:tiende a 1a infinidad.
La férmula aproximada de Chébishev es particularmente
comoda para el caso en que n es una potenciz.del namero 16
con exponente eniero y positivo: n=10%- En efecto, Inn=

In10%=4 1n1022,303%, vy, por lo tanto..
0 -
2,303k " '

7t (10%) = g

Teniendo en cuenta que 3 é03x03,4343,. chtenemos la féz-

mula, mas cémoda en calculos:
(%
A (107~ 0,434

Asi pues, cuando k=1 y k=2, tenemos:

7 (10) =~ 0,434-10=4,34 (el resultado: coriecto es 4)

w (100) m0,434.l-32:-421,7 (el resultado: correcto es 25).
Procediendo de esta manera, obtenemos: _

7 {1000) z0,434--%0-{-)z 145 (el resultado correcto es 168),

@ (10000) 220,434 --10—399 =~ 1090 (!elnesulltado correcto es 1229),

7(10°) A2 0,434~ A 72300 (el resultado correcto es 78498).

El error relativo del altimo sesultado constituye

78498 72300 __ .
e &/ 0,08,

es decir, el 8 por ciento y es, porconsiguiente, bastante grande.
Sin embargo, se puede demostrar con. toda la rigurosidad que
el error relativo, obtenido segfin la férmula de Chébishev,
puede ser. disminuido y hecho. tan. peguefio como se quiera
a condicion de que 10* es suficientemente grande. Llegara
el momento, cuando el ersor sepd menor que el 1%, a conti-
. nuacion menor que el Q,1%:, menor que 0,001%, etc. En esto
reside una gran importancia tecrica de la férmula de Ché-
bishev. . n : %
P. Chébishev obtuvo, ademas, atra férmula para el cal-
- culo aproximado de s (n), la que es un poeo més complicada
que la primera. No obstante, ella nos. proporciona la aproxi-
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‘macion mucho mas exacta. He ahf esta formula:

n

&1 (n)zé‘l%-.
Sin realizar calculos, indiquemes algunos resultados:
| 3’00 o~ (w(1000) = 168);
iloiﬂﬂ

S A ~1245  (w(10000) = 1229),

I ¢
2
1000000 .
5" I 78627 (m(1000000) =78498).
2

El error relativo de la igualdad aproximada
| 000 000

 (1000000) ~ S &

e’
?

es, por consiguiente:

[78498—78627|
—7§3~§-§m-—~0,00[6,
es decir, el 0,16%.

21. Hemos visto que
In2=0,69315<<1 y In3=1,09861>1.

Esto significa que ei area ACDB (fig. 34) es menor que la uni-
dad, vy el area ACD,B, es superior a la unidad. Conviene es-
‘perar que entre los puntos D y Dy habra un punto D' tal que
el area ACD’B’ serd-igual a la unidad. Tal punto D' realmente
“existe. Designando por ¢ el segmento OD’ podemos afirmar
que 2<ze<<3. Haciendo uso de la tabla de logaritmos en la
pagina 50, sé puede establecer que 2,7<Ce<72,8. :
En efecto,
In2,7=1n27—in 10~0,993
v

In2,8=1n28—1n 10=1,029.

Existen varios procedimientos qué permiten calcular ¢ con
cualquier grado de precisién, Haciendo caso omiso de ellos,
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indiquemos como resultado:
erz2,71828
{todas las cifras escritas son justas). En virtud de la definicién
lIne=1.

El niimero e se denomina base de logaritmos naturales, o el
nidmero de Néper, en honor de Néper, matematico escocés que
publicé la primera tabla de logaritmos (en el afio 1614).

y.
-}
A
e
i
A,
Q.xfl wl gl Op
! .
FIG. 34

Haciendo .uso de las propiedades de logaritmo natural se
puede demostrar el siguiente teorema: el logaritmo natural
de cualquier nimero positivo b es igual al-exponente de una
potencia a la cual se eleva el nimero. ¢ para obterer el nf-
mero b. En otras palabras;. si Inb=w, entonces p=e¢*. Por
ejemplo, dé la igualdad In 2=0,69315 proviene que 2asen 59315,
de la igualdad In1022,30259 proviene que [0mze?130289 ofc,

Para efectuar la demostracion, haremos uso de la propiedad
del logaritmo de una potencia. Sea b=¢*: entonces lnp=
=ne*=x Ine. Pero, Ine=1, vy, por consiguiente:

- nb==x,

es decir, el loga_ritni__o natural del niimero b es igual al expo-
nete x de la potencia, ; :
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Asi pues, se puede determinar los Jogaritmos naturales
sin recurrit a las imagenes geomélricas. Podriamos decir
desde el mismo principio que el logaritmo natural de un nd-
mero b es el exponente de la potencia a ja cual s¢ debe elevar
el niimero e~~2,71828 para obtener el nimero b. Pero, en este
caso no seria claro, por qué razén nos interesan los exponerites
de un solo niimero bien determinado, como es el nimerd e.
Cuando los logaritmos naturajes se expresan a fravés de las
areas, su determinacién se hace méas evidenie y no provoca
ningunas dudas.

Nos basta afiadir que al lado con los logaritmos naturales
existen otros logaritmos que tienen de base olro nimero,
diferente dc e. Asi por ejempio, el logaritmo decimal del né-
mero & es nada mas que el exponente de la potencia en la que
se debe elevar el niimero 10 para obiener b. E logaritmo deci-
mal del nimero b se designa asi: lgb. Si hacemos Igb=§,
entonces, segin la definicion, tenemos: 5=108; es evidente
que In 10=1. Los logaritmos decimales se consideran detalla-
damente en escuelas secundarias, cuando se emprende el
estudio del curso de &lgebra. Todas las propiedades de los
logaritmos decimales se oblienen en el curso indicado no por
medio geométrico, sino basandose en las propiedades conoci-
das de los exponentes de potencia.

Los logaritmos naturales y decimales estan entrelazados
de la manera siguiente. Sean: Ins=o y Igb=p. Esto signi-
fica que b=¢e* y b=108, es decir, ¢*=10F. Por lo tanlo,
Ine®*==In108, 6, «lne=plnl0, es decir, «=p-2,30259.

Asi pues, Inb=2,302591gb, de donde:

1
lg = lE’.,BTQSbg Inb= 0,43429 Inb.

Muttiplicando cada logaritmo en la tabla de logaritmos natu-
rales por 0,43429, obtendremos la tabia de logaritmos deci-
males.

Ast, por ejemplo,

1 2=0,43429 1n2=0,43429-0,69315~0,30103.
Para lg10 obtenemos, evidentemente, Ja unidad:
lg 10=0,43429 In 10~20,43429-2,30259=1.

Tomando el nimero 10 (que es la base del sistema decimal
de caleules) por base de logaritmos decimales, simplificamos



62

considerablemente las operaciones con calculos de logariimos.
Asi, conociendo que 1g2=0,30103 y lg10=I, en seguida
obtenemos:

Ig 20=1g 9-F1g 10=lg 241=1,30103,
lg 200=ig 2--1g 100=Ig 2+2==2,30103,

elc,

Si, conociendo que In2=0,69315 y In10=2,302585, de-
seamos calcular In20 y In 200 tendremos que reafizar las si-
guientes operaciones:

In20 =In2--1n10==0,69315-2,30259=2,99574,
In200=In2+1n1 100=1n2+4-21n 10==0,69315+4
: --4,60617=5,20832,

Es por eso que en calidad del medio auxiliar de los calcu-
tos se prefieren las tablas de logaritmos decimales, Io que de
rninguna manera disminuye la importancia de logaritmos na-
turales, los cuales sirven para la solucién de los mas diversos
probiemas de las mateméaticas y ciencias naturales. En este
libro se han considerado dos problemas matematicos con lo-
gariimos naturales: el problema del 4rea por debajo de una
hipérbola equilatera y el de Chébishev sobre la distribucion
de los numeros simples.
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