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PREFACIO 

Dicté por primera vez las conferencias «Areas y logarit­
mos» en el otoño 1951, en la Universidad de Moscú, ante Jos 
alumnos de clases superiores de las escuelas secundarias. 
Se expone la teoría geométrica de los log~rilmos. en la q~e 
los últimos aparecen como ciertas áreas. Todas las propieda­
des de los logaritmos se deducen del análisis d.e las propieda­
des respectivas de las áreas. Junto con esto la conferencia 
proporciona las más simples nociones y propiedades del 
cálculo integral. 

En el presente folleto la conferencia ha sido un poco am­
pliada. No es forzosamente necesario que el lector sepa bien, 
antes de empezar a leerlo, qué son logaritmos. Le necesita 
únicamente tener conocimientos primar íos sobre las funciones 
más simples y su representación gráfica, la progresión geo­
métrica y la noción del límite. Los alumnos de los gracios 
superiores de la secundaria ya conocen todo esto. 

Si el lector desee obtener más información sobre Jos loga­
ritmos, podría referirse a la obra «Nacimiento de logaritmos» 
por l. Abelson y «Series» de A. Markushévich. En .el último 
capítulo de la obra «Series» la teoría de logaritmos se expone 
de una manera distinta de la utilizada en este folleto. 

Autor 





l. Cuando tra la m os de una «función dada», en te-ndemos 
que existe el método por cuyo intermedio para cada valor 
de x podemos encontrar el valor de y (valor de la función) , 
correspondiente. al valor indicado de x. Con mayor frecuencia 
las funciones vienen expresadas por fórmulas. Por ejemplo, 
la fórmula y=x2 define y como función de x. En este c<lso el 
valor de y, correspondiente a cualquier número de x (x= 3, 
por ejemplo), se obtiene elevando al cuadrado este número 
(y=9). 

La fór m u 1 a y=..!_ define otra función. AquÍ, p<Jra cada . X 

valor de x, distinto de cero, el valor correspondiente de y 
se determina como magnitud recíproca a x; si x=2, entonces 

• !1 ' . .·; 1 ' . 
y·-- : s1 x=-- entonces y=-2. 2' •:.: . ; . 2 • . . 

. Cuando trata.mos de una función cualquiera (no importa 
qué ~.~a' ~ .su· tipoL escribimos: y=f(x). Esta anotación signi-

fica · 9~~ !Í es cierta JUil~ÍÓn d~ X (i:>ued'e Ser que Y=X2 :Ó y= _!_, 
.¡ • • • X 

o cua¡quier otra función). Este método de designación de las 
funciones es semejante ~1 mé.todo de expresión de números 
por medio ,de .la.s letras . . Se puede hablar, por ejemplo, ele 

los. n.ú.meró~ concr~t<:>s2 , - ~ , V2, y ta.mbi~n ~e p\.lecle ind~sar 
un nú'méro ' a, sobreentendiendo bajo a. el número 2, -

12, 
Vz u otrp,núni~;ocuaJqui~ra. Análogamente a la manera do:r 
designar los números por diferentes letras, las funciones tam­
bién pueden anotarse a Ja manera diferente. Además de la 
anotación y~f(x), .s.e pueden usar otras anotaciones, como por 
ejemplo: y-g(x), y;:;=:h(x)¡ etc; 
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Pues, sí en un mismo problema, que ha de ser resuelto, 
participan dos funciones, una de ellas se designa por y=f (x), 
la otra por y=g(x), etc. 

La función y=f(x) puede ser representada de una manera 
gráfica. Se toman para ello dos rectas, Ox y Oy, mutuamente 
perpendiculares, llamados e¡es de coordenadas (fig. 1), y, 
eligiendo la unidad de medida (escala), se marcan en el eje Ox 
los valores de x; sobre las perpendiculares al eje Ox (en el 

/( 

Fl(i. 1 f'IG. 2 

plano xOy) se marcan los valores correspondientes de la fun­
ción y=f (x). Se observa en este caso la regla de los signos: 
los números positivos están representados por segmentos 
que van a la derecha del punto O (origen de coordenadas) a lo 
largo del eje Ox, o arriba (a partir del eje Ox). Los números 
negativos están representados por los segmentos que van a la . 
izquierda o abajo. Recordemos que los segmentos dirigidos, 
marcados en el eje Ox, se llaman ab~isas, y los segmentos 
perpendiculares ;:l t eje Qx; se denominan ordenadas. 

_Si para todos los valores de x existen Jos valores corres­
pondi.entes de y, entonces, uniendo con una Unea los extre­
mos. de ord~n.adas, obtendremos una curva plapa 8Ue será 
la gráfica de la fl!nción y= f (x); si una función se expresa por 
·la ecuación y=x~. la gráfica es una parábola, expuesta en 
}¡3, fig. 2.. . 

Elijamos en la gráfica (fig. 1) dos puntos cualesquiera, 
A y B, y baj.emos las perpendiculares AC y BD a·l eje Ox. 
Ob ten.dre m os una figura, A CD B, 11 a m a da trapecio curuil ineo. 
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Si, · en un caso particular, el arco .AB es el segmetito: d,e una 
.recta, no. pa.nOel'a .al eje Ox, se obtiene un trapeci9 tect~~gu-
1o común.-.. S1 A B es el segmento qe .lil recta, para lela ~.l eJe Ox, 
resultará un rectángulo.·. Así pues., el trapecio¡re~tánguto 

y 

o 0. · o 
X 

1'-10. 3 

y 

FT O. 4 

y el rectángulo representan en si un caso particular del tra· 
pecio curvilíneo. 

La gráfica de Ja función expuesta en Ja fig. l. se dispone 
por arriba del eje Ox. Tal disposición es posible sólo . en el 
caso en que los valores de la función son nú111eros positivos. 
· Si los valores de la función fueran negativos, la gráfica 

se dispondría por debajo ·del eje Ox (fig. 3). Convengamos 
asignar, en este caso, al área del trapecio curvilíneo el signo 
«menos» y la consideraremos negativa. 

Es posible también que la función tenga signos diferentes 
en distintas secciones de variación de x. Entonces, una parte 
de la gráfica se dispone por arriba de\ eje Ox, y la otra, por 
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debajo de éste, como se expone en la fíg. 4. Al área del tra­
pecio curv ilíneo A'C'D' B', la conviene considerar negativa 
y la del.· trapecio A"C"D"B", positiva. Si elegimos en la grá· 
fica los puntos A y B de la manera indi"cada en la figura 
y trazamos perpendiculares AC y BD al eje Ox, obtendremos 
entre éstas el área rayada (véase la fig. 4). Esta figura es 
también un trapecio curvilíneo, limitada por el 
arco AKA' B' LA"B"B ,, dos ordenadas AC y BD y el seg­
mento CD del eje de abscisas. Su área se calcula como suma 
de las áreas de las figuras A CK, K A' B' L y LA "B" BD. Con 
es to, las áreas de las figuras pri mera y tercera son pos iti vas, 
mientras que el ár~a de la segunda figura es negativa. 

Es fácil comprender qu~ en e3te caso el área de todo el 
trapecio curvilíneo ACDB puede resultar tanto positivH, 
como negativa y, a veces, igua l a cero. Por ejemplo, la grá­
fica de la función 

y= ax(a>O) 

es una recta; el Mea de la figura ACDB (fig. 5) será positivu, 
s i OD>OC, y negativa si OD<OC. Por fin , el área será nula, 
si OD = OC. 

2. Determinemos el área S de un trapecio curvilíneo. Con 
la necesidad de calcular las áreas nos tropezamos muy a me­
nudo, al solucionar diferentes problemas de las Matemá­
ticas, Física y Mecánica; incluso existe una rama especial 
de las ;\~atemáticas, llamada «Cálculo integral» que considera 
los medios de resolución de estos problemas. Abordando la 
tarea planteada, buscaremos su resolución en dos etapas. 
Primero determinemos valores aproximados del área , consi­
guiendo que el error de la aproximación sea tan pequeña como 
se quiera. En la segunda etapa de la resolución pasaremos de 
los valores aproximados del área al valor exacto. 

En la primera parte de la resolución sustituyamos el 
trapeci.o curvHh1eo ACDB por una· figura ~scaton·ada de la 
forma ·indicada. en la fig. 6 (figura rayada). El área l;le la 
figura ·esca·lon¡Ida se calcula. d·e· una manera simple: ella es 
igual a la suma de las áreas de los re<;tángulos. Consideremos 
esta suma como yalor apro~·imado del ár!=a .buscada S. 

Sustituyendo S por el área de la figura escalonada, co­
metem·os .cierto error o: que se compone de las áreas de los 

· triángulos curvilíneos pint:1dos de negro. Para evaluar lá 
magnitud c,iel error; tomemos el rectángulo más ancho y lo 
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imaginemos extendidó hasta que. su altúrá séa lguaf al vaJ·or 
máximo de.la función (la que. es BD en la, Jig. (}). Ahora, tras·· 
lactemos todos los tri ángulos cürvilineos paralelamente al 
eje Ox de un modo tal Q.ue todo~ ellos queden 1netidos dentro 
del xectángülq m~ncionad:o, · formando una fig)lra· del,il~~a. 
pared da al f,ilo· de u.n~ sierra (fig, 7). Dado <J.l\e esta figl!ra 
se ubfc~ toda ·e.n el rectángulo, ~1 error·· ~, qu~ és· igual :a .la 
suma. <i.e áreas 'de los dientes de la síérra, 1}',. deQe s~r me.l')~r 

y 

A 

FIO. 5 f!G. 6 

que e l área del rect~ngulo. Sl designamos la base del rectán­
gulo con ó, obtendremos: lal<ll · BD-. De aquí se deduce que 
se puede hacer el error a tan pequeño como se quiera, si en la 
fíg. 6 tomamos los rectángulos tan estrechos que la base .6 
del rectángulo más ancho sea magnitud suficientemente pe­
queña. Por ejemplo , si BD=20 y nuestro deseo es que el 
área de la figura escalonada· se diferencia de S a una magni'­
tud menor a 0,001, será suficiente poner &· BD= 20& menor 

l) La función expuesta en las figs. 6 y 7 es siempre crecie'nte 
(puede ocurrir que sea uniformemente decreciente). Si la gráFica de 
la función fu~ra más co.mplicada (véase, por ejemplo, la fig. 4, en la que la función experimenta tanto subidas como bajadas), entonces 
los triángulos ~u rvlliilcos, al ser fr-asladados en el mismo redángu lo, 
podrian resuHár· sobrepuestO$ uno al otro y en este caso ·la suma de 
sus áreas. P,Odría ser m1,1yor que el área del. rectángulo. Para poder 
aplicar uuelit.r~ razonami~nto a est~ caso !JléÍS compl,icado, conviene 
dividir t.oda · la figura en trozos de un modo tal q'ue dentro de los. 
límites de un' mismo ·!rozo la función sea sólo· creciente (o decrecie nte), 
haden<l9 cálcu los para cadl'! · trozo por separado. · 
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que la magnitud 0,00 1, es decir,. 6<0,00005; entonces: 

[a[<ó· BD< 0,001. 

· · No ob'stante, por pequeña que se haga 6, cada :vez habrá 
un error a , aunque sea muy pequeño. Lo último se debe al 
hetlio de que el área del trapecio curvilíneo no es igual al 
área de la figura escalonada. Procediendo ahora con la se­
gunda (y la última) etapa de la Fesolución del problema, 
pasaremos al límite. Supóngase que se considera ni una y ní 

FIO. 7 

d~s figuras escalonadas, ·.Sino una infinidad .de ella~. Et nú­
mero de rectángulos ·se hace aumentar indefinidamente,· y -la 
base ó del rect~~guio más ancho ·se h·ace disminuir ind~afini­
damehte,. haciendo tenderla a cero. En este caso el error a , 
que sutge en el _¡¡es1:1ltado del cambio del área del trapecio 
curvilíneo. por ~l área de un_a figura escalonada, viene dis­
ni\nuyendo y tambi~n tiende. indefinidat'nente a <:cero. El 
ár~a · b~cadá S. ·se 'obtiene coq'lo: 1 ímite de l as áreas de fi-

·gu~as_.: esc~lb!?a~~~ · · _. · .. · . 
.. 73.- Et ·proceqimíertto expues.to .·en. e_l .punto ~IJ,ter ior, lo 
aplfcarernos para cal<; u lar el ár.e¡l .. d~. un trapecio curvil íneo 
en. el caso muy tmportante, ~n el que la función y=f (x) es 
,Ufia potencia, ·cuyo exponente es un , número erttero n·o nega­
J~vo:' y=x". J?.ára los exponente~ -k:...,.O, l, 2 .o~tendt:erno$ las 
f.i.mciones: y:=ix0 '= 1, {J=x1-=x; .y=x,"'. Las gráficas de estas 
funciones se construyen con facilidad,. son: una recta paralela 
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a Ox, que pasa a l nivel de la unidad p·or- encima de Ox (fig. 8), 
una bisectriz del ángulo xO'y (fig. 9) y una parábola. (fig. 10). 

Si tomamos exponentes inás altos, obtendremos· funcione~ 
y=x3 , y=x• , y=x", cuyas gráficas . es.t~n representadas en las 
figs. ll , 12 y .13. 

En ·el caso en que k es un: número impar , las. gr.áficas son 
si métricas con relación ~~ punto O (figs. 9, 11 , 13): Si k es 

v!. 

-~ l :k -0) J-
. ! b CJ ,;. 

f'I G. S fiG. 9 

fiG. 10 

par, las gráficas son simétricas con relación al eje Oy (f igs. 8, 
10. 12). 

Si k~l. las gráficas pasan por el punto O. Obsérvese que 
cuanto mayor es k, t anto mayor es la aproximación de las 
gráficas al eje Ox en la vecindad del punto O, y al mismo t iempo 
tanto más áspera es su pendiente (hacia arriba o abajo) a me· 
dida que las gráficas se apartan del punto O. 

En las figuras 8-13 vemos trapecios curvilíneos rayados. 
Las áreas de éstos se calculan con facilidad, s i k= O y k= J. 
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En el caso en que k=O, el área. ACDB es. ¡·guata 

CD·AC=(b-a)·l=b-a; 

si k= l, el área ACDB es igual a 

CD· AC-~-BD =(b-a)atb =b2 
2 

a2. 

y 
B 

I'IC. 11 I'IG. 12 

F I G. 13 



Demostremos que para k=2, el área ACDB es igual a 
b=1-a3 • • , • . b~-a4. -

3 - ; s1 k=3, entonces el area ACDB es tgual a -
4-, 

etc . 
En el caso generé.!.!. en que k es .u~ .nú mero cualq.ui'era no 

negativo, demostreniós q1,1e el área del trapecio curV.il.íneo co· 
IJ/f+l-ak+t rrespondien te será representada por la expresión . k+ 1 · 

Es evidente que est~ resultado general es válido pa~a. tódos 
los casos particular.és, considerados arriu~. 

Con el fin de con tribuir a la comprensión del problema, 
al exponente k le daremos un va lor numérico determinado, 
por ejem.plo, k=5. Supongamos además, que O<a<b. Exa­
minemos, por consig,uiente, la gráfica de la función y=x&, 
y siguiendo el procedimiento mencionado en el p. 2, probemos 
que el área del trapecio curvi líneo ACDB (fíg. 14) es igual 

be-(tr. 
él -{l- . 

4. Hemos de calcular la suma de áreas de un gran número 
de lo~ rectángulos que componen la figura escalonacla (fig. 14). 
Para si mplíficar la tarea elijamos los rectángulos de t'al modo 
que sus áreas constituyan una progresión geométrica. Con este 
objeto tomemos los puntos E, F, ·O, H, ... , f en el eje Ox 
de una manera tal que las longitudes OC=a, OE, OF, OG, 
... , 01, OD = b hagan una progresión geométrica. Designe­
mos por n+ 1 el número de términos de esta progresión, y por q, 
su razón (puesto que b>a, entonces q> 1). Obtenemos las 
igualdades: 

OC = a, OE=aq, OF = aq', OG = aq•, .. . , 01 = aq"- 1 , 

OD= aqn=b. 

En la Hg. 14 están dibujados 6 rectángulos y, por tanto, 
n+ l = 7; en Jo sucesivo supondremos n tan grande co mo se 
desee, por ejemplo, n=IOOO, n=!O 000, n=IOO 000, etc. 

L:1~ bases de los rectángulos forman una progresión geo· 
métrica de la misma razón q: 

CE=OE- OC=a(q-1), EF=OF-OE=aq(q- 1), 
F0=00-0F =aq2 (q -1), .. . , 1 D = OD-01 = aq"- 1 (q-l) 

(el número de términos de esta progresión y de las que si­
guen es igual a n, y no a n.+l ). 
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Yl 

1 

8 

1 

1 

FIG. 14 

Las alturas de los rectángulos son las ordenadas CA, EE11 

FF¡, GG1, ... , Il1; cada una de ellas es igual a la quinta po­
tencja de· .la. ab.scisa qu~ le .correspQnde (nos convenimos que 
y=.x6). Por con.siguiente, 

CA = OC~ .., ar., .. 

EEt=0E~ =a5q6 , FF¡ =OF~ = aGq10 , 

00.1 = a"q1~, 
... , 111 =0l~=a6q~tn-ll, 

Advertimos que fas alturas d~ los rectángulos ta mbién 

forman una progresión geométrica de la razón q5(=q11). 
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Como las bas_es de los· rectángulos forman la progresion 
de razón q, y las alturas, la progresión de razón q6(;=qli), 
entonces las áreas de los rectángulos deben formar una 
progresión de la razón qq$=qo(=qk+t): 

CE· CA =a ( q -1) a~ = a0 
( q- 1}; , 

EF ·EE1 = aq (q-l) q.t•q" =.a6q6 (q...,....l); 
pQ.fFI = aq2 (q-1) a&q'o::;:asq12 (q..-1); . 

• • • • .. • • • • •• • • • ~ • • • •• • •• • 1 • • .. 

l D-11
1 

;-;.:= aq"- 1 (q-1) a$q5<ndl = a"qOIIl-U (q·- 1 ). 

Por eso, la suma de áreas de los rectángulos que ~s equi~a­
lente al área de la figura escalonada, es la suma de una pro­
gresión geométrica de razón q", cuyo primer término es a•; 
(q- 1) y el último término es a•;qfilll-ll(q-1): 

a•qG(11-ll(q-Jtq6-a6(q-J) [ ) ] Q-1 
_;__....:..:..."""""::'"..:..'..:..,--.....!..:.-~ = (aq" <•-a.n -- = 

tf-1 . . q6-J 
¡1B_all 

- q6+q~+q~t-¡-q~+ q-1- 1 

qa-l 
(hemos aprovechado que b=aq'1 y q-l =q5+q'+qa+q2+ 
+q+l). . 

5. Hagamos aumentar in<lerinidamente el número n de 
los rectángulos. Puesto que las bases de los rectángulos consti­
tuyen una progresión geométrica creciente (q> 1), la primera 
<le estas bases será la menor en comparación con las restantes. 
Pero, la suma de longitudes de todas n bases es igual a b-a; 
por eso a la base CE, le corresponde una magnitud nienor que 
b-cr d . b-a d d d n. es eclr, aq-a<n; e on e: 

-1 ---~ q '-...l!Cl. 

El segundo miembro de la .última desigualdad tiende a cero, 
cuando Jl aumenta indefinidamente. Dado que el primer miem­
bro es positivo, debe también tender a cero, lo que· significa 
que q tiende a l. 

De aquí se deduce que q2 , q8 , q' y q~ también tienden a 1: 
la suma q5+q4-l-q"+q2+q+ 1 tiende a 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 =6, 
y, por lo tanto, toda el área de la figura escalona~a. igual ~ 

b6 -a1 
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tiende al limite 

E 1 área buscada del trapecio curvilíneo debe ser precisamente 
igual a este límite: 

br.-ae 
S=-t-)-. 

Hemos obtenido el resultado mencionado para k=5. Si 
realiz{Jramos el mismo procedimiento para cualquier k natu­
ral, tendríamos: 

De tal modo hemos comprobado que el área de un trnpecio 
curvilíneo, comprendido entre dos ordenadas de abscisas a y b 
y limitado por arriba con un arco de la función y=xk, es 
ígual a 

6. El resultado del párrafo anterior, lo hemos obtenido 
suponiendo que O<a<b, es decir, para el trapecio situado 
a la derecha del eje Oy. Si a<b<O, la demostración se lleva 
a cabo del modo iguaL No obstante, conservando la razón 
q positiva y mayor que 1, tenemos que tomar el número b por el 
primer término de la progresión, y el número a por el último 
término (teniendo en cuenta que lal>lbl). Reiterando el 
procedimiento, llegamos ·al mismo resultado: 

S
_ bl!+l-ak+l 
- k-j-1 • 

Si. k es un número impar, k+ l será par y, por consiguiente, 
b"t 1 y ak+t son números positivos, siendo el primer número 
menor que el segundo. Por eso; S será, eri este caso, negativa; 
esto es Jógico, dado que para k impar el trapecio curvilinco 
correspondiente se sitúa por debajo del eje Ox (véanse las 
partes izquierdas en las figt.~ras 11 y 13). 

Volvamos a considerar el caso de O<a<b. Si dejamos b 
inv,ar'iable y hacemos tender a cero a, el trapecio curvilíneo 
irá' extendiendo a la izquierda y, al ser a= O, se transformará 
en un triár~gulo curvilíneo ODB (fig. 15) (consideramos que 
k~ 1). Es evidente que, cuando a tiende a cero, el área del 
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trapecio curvil íite.o tiende a la del triá~gulo curvilíneo. En 
efecto, la diferencia ~ntre el, área segunda y pti mera ~s iJt.enoi: 
Q\1~ el á.rea OCAL, la que.lien.de a cero. Por otra pa,rte, cuando 
á tiende a O, el. área del trapecio curvilíneo tiencle a la magni-
tud !':,;; (lo qtie se infiere de la fótniuta,' ya obtenida). Es 
por eso que el área del triángulo curvilíneo 0Di3 es, igual. 
a ~~;1

2 , es decir, es k+ l veces menor del área del rectángulo 

f'IG. 15 

ODBK, o, que es lo mismo, k+l veces menor del producto 
de los «catetos del triángulo rectangular)) ODB (ponernos 
comillas, puesto que se trata de un triángulo no común, 
sino curvilíneo). Para k=l obtenemos la función y=x; la 
gráfica será una .recta (véase la fig. 9); el triímgulo curvilíneo 
se transforma en un triángulo rectangular común y el área 
de éste es 1~ 1 = ~ del producto de Jos catetos. 

El resultado análogo se obtiene para el caso en que a<b<O 
(el trapecio curvilíneo se dispone a la izquierda del eje Oy). 
Dejando a invariable, hacemos que b tienda <1 cero. En este 

bk+l-ak+t ak+l 
caso la expresión k-H · tiende al límite - k+ 

1 
el que 

será el área del triángulo curvilíneo correspondiente. 
Un triángulo curvilíneo puede considerarse como caso 

particular de un trapecio curvil tneo. De lo que hemos estable· 
cido más arriba se deduce que la fórmula 

S= bh·H-ah+t 

k+l 

2* 
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conserva su va lidez para un triángulo curvilíneo. Basta sólo 
poner en ella a=O (si el triángulo se dispone a la derecha del 
eje Oy) o IJ=O (sí el tri ángulo se d ispone a la izquierda de OIJ). 

7. Retorne mos, ahora , al problema general del examen de 
áreas de los trapecios curvilíneas. Sea A CD B un trapecio 
curvilíneo, límitado por el arco A B de la gráfica de la función 
y=f(x), do~. ordenadas AC y BD bajadas de los ex tremos del 
arco a Ox, y el segmento CD encerrado en tre las ordenadas 
(fig. 16). Si OC=a y OD=b, siendo a<b, entonces el área 
ACDB se designa por: 

b 

~ f(x)dx . (*) 
a 

En esta expresión cada signo tiene su propio sentido. EsUi 
indicada en ella la función f(x), cuya gráfica limita por una 

PJG. JO 

parte urt h:apecio curvii ineo; los números a y b determinan 
las ft.onl.eras d.eHr.apecio 1~enciqnad9 d~sde la. iiquierda_y ~esde 
la derecha. J .. a expresión (*)· nos recuerda también el metodo 
de ca.kular ~ ¡. área ACDB. Este inétodo, expuesto en los 
pp, ··2 y 3, consi$.te en el cálculo de 'la su·ma éte áreas de los 
rec'tángUJos que com_ponen. la figur-a escalonada· y en el paso 

poster ior al i.í-rQ-ite .. El signo ~ representa la letra S (extendid<t . 

. por ·s'us extremos), la primera letra de la palabra latina summa. 
Tal modo de ·es<;ribir la. letra S rec.uerda que el cálculo del 
área de tlll trapecio curv-ilíneo no se limita con la composi: 
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c1on de la suma; hace falta, además, pasar al 1 imite. A la 
derecha del signo ~, que se denomina signo de integral · (de 
la palabra latina integer), vemos un producto I(x)dx. Este 
producto representa en sí el .área del rectángulo de altura 
f (x) y base dx. La letra d que precede a x sign_ifica diferencia 
(de la palabra .latina differentia; dx designa· una diferencia 
entre dos valores de x (véase fig. 16): dx=x.'-x. Los números 
a y b se llaman, respectivamenle, límite. inferior y superior 
de la integral (la palabra «límite» se usa en esté caso en el 
sentido de «frontera»). 

Así pues, la expresión (*)del área de un tr<Jpecio curvi 1 íneo 
nos da, en el primer lugar, todos los datos sobre la forma del 
trapecio y su tamai1o (números a y b y la propia función 
f (x)); en el segundo lugar, el método de búsqueda del árcn 
del trapecio el cual consiste en el cálculo de las itreas de rec­
tángulos cuyas alturas y bases son f (x) y dx, respectiva mente, 
composición de las sumas de .estas áreas y paso posterior al 
límite (el propio signo de la integral). 

Reiteramos que la anotación indicada arriba expresa el 
área del trapecio curvilíneo ACDB. Haciendo uso de la nueva 
designación, podemos anotar los resultados obtenidos en el 
p. 5 en la forma que sigue: 

b 

S 
bk+l~alt+J 

xkdx= fl-1- 1 ' 
11 

(donde k es un número entero no negativo). 
8. Examinemos algunas propiedades, más si m pies, de las 

integrales. Es evidente que el área ACDB, sumada al área 
BDD'B' nos da el área ACD'B' (fig. 17). Pero el área ACDB 

b 

es igual a S f (x) dx, la del trapecio BDD' B' es igual a 
a 

(> 

~ f(x)dx y el área tercera (del trapecio ACD1 8') es igual 
e 

e 

a ) f (x) dx. Por consiguiente, tenemos: 
a 

[) e e 

~ f (x) dx + ~ f (x) dx = ~ f (x) dx. 
a b 
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Aquí , a<b<c. En el caso de que a<c<b (fig. 18) obtenemos: 
e b 11 

~ f {x) dx + ~ f (x) dx = ~ f (x) dx , 
a e a 

teniendo en cuenta que el área ACD' B', al sumarla al área 
B'D'DB nos da el área ACDB. 

I"JG. 18 

b 

Aí int~;od1.1cir la .noción de la integral ~l ~x) dx en el p. 7, 
Cl 

considerábalJ)os que a<b, es decir, el l ímite inferior es .menor 
que el superior. Precisamente por esta razón- el área BDD' 8', 
donde OD =b, OD' =e, siendo. b<c (fig. 17), ·pudo ser expre-

c 

sada como ~ f (x) dx. Si b fuera mayor que C· (fig. 18) , la 
¡, 
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b 

expresión del área tendría la forma ~ f (x) tlx (cada y~z el 
e 

límite inferior es menor del superior). En el primer caso 
e b 

la diferencia de integrales ~ f (x) dx- ~ f (x) dx erª igual a 
il n 

e 
~ f (x) dx; en el segundo caso la diferencia lieva él signo Ji1e· 
b b 

nos: - ~ f (x)dx (hemos aprovechado las igualdades de in· 
e 

tegrales 'escritas más arriba). Para conseguir que una misma 
fórmula pueda ser aplicada en ambos casos nos convenimos 
escribir que, cuando IJ>c: 

e b 

~ f(x)dx=- ~ f(x)dx. 
Ú G 

En otras palabras admitamos, ahora, también la integral, 
cuyo lí_mite inferior es mayor que el límite superior, consi· 
deiándola como área de un trapecio curvilíneo tomada con 
el signo .. cootral'io. Entonces, en lugar de dos fórmulas di­
ferentes 

e b e 

~ f(x)dx-~f(x)dx=~f(x)dx 
a n ú 

(b <:e) 

ó 
e b b 

~ f (x) dx- ~ f (x) dx =- ~ f (x) dx (b >e) 
Q a e 

escribiremos en todo· caso: 
e ú e 

~ f (x) dx- ~ f (x) dx = ~ f (x) dx (b =Fe). 
a a b 

Cuando b=c, el primer miembro se reduce al cero; por 
b 

eso es natural consider2r la integral ~ f (.r) dx, suponiéndola 
(1 

igual ~ cero. 
Así pues, cualquiera que sea la correlación entre los lí· 



miles: b<c. b>c ó b=c, siempre· se puede usar la fórmula 
e b e 

~ f (x) dx- ~ f (x) dx· = ~ f (x) dx. 
a a b 

Esta fórmula puede ser representada en la forma : 

1> e e 

~ f (x) dx + ~ f (x) dx = ~ f (x) dx. 
a b a 

Proponemos que el mismo lector, haciendo uso de los 
resultados obtenidos, se convenza de que la fórmula 

es válida para a y b cualesquiera (y no sólo para O~a<b 

ó a<b~O). 
9. Supongamos que f(x) es una suma o una di ferencia de 

dos funciones: f(x}=g(x}+h(x} ó f(x)=g(x)-h(x) (por 
ejemplo, f(x) =xa-x~). En este caso la integral de f(x) puede 
ser cambiada por la suma o diferencia de integrales de las 
funciones g(x) y h (x): 

1> b b 

) f (x) dx = ) g (x) dx + ~ h (x) dx 
a a a 

( 

(1 b 1> \ 

ó)f(x ) dx = J g(x) .dx-) h(x) dx) 

Por .ejemplo, 
b b h 

~ (x~ -x6) dx =) x 3 dx - ~ x5 d.x . · 
a a a 

b4-a4 · b6 - a0 

=-4-- -6-. 

· Coi1.1ptobemos esta propiedad de las. integrales, li mH~ndo­
nos sólo al caso de 'una suma. Así , sea f(x) = g (x)+h(x) ; las 
gráficas de tres funciones g (x) , h (x) y f (x) están expuestas 
en 1a fig. 19. 



25 

Es necesario demostrar que 
. b /¡ /) 

) f(x)dx=) g(x)dx+ ~ h(x) d.t, 
n o: · a 

·es de<:ir, el área ACDB eS· igual a la suma .de .las, áreas 
A1C1D18 1 y A2C2DsB2. biv.idamos el segmento del :eje Ox 
entre los puntos x=a y x;;=b en dominios pardales y cons­
truyamos figuras estalonadas correspondientes · para todos 
los tres trapecios curvilíneos, representados en la fig. 19. 

e, 
o a 1> x. 

Fl(i. 19 

Es evidente, que el área de cada rectángulo en la parte infe­
rior del dibujo es igual a la suma de áreas de dos rectángu­
los situados sobre el primero, en las partes media y superior 
del dibujo. Por ello, el área de la figura escalonada inferior 
es igual a la suma de áreas de dos figuras escalonadas, situa· 
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das por arriba. Es ta correlación entre las áreas no cambia, 
sea cual fuera el modo de partición del segmento del eje Ox 

entre los puntos x=a y x=b. Si el número de dominios par­
ciales crece indefinidamente, entonces sus longitudes tienden 

b 

a cero; el área inferior en este caso, tiende al límite ~ f(x)dx, 
a 

mientras que las dos {lr(~as, dispuestas arriba tienden a sus 
propios límites: 

b b 

.\ g (x) dx y ~ h (x) dx. 
a a 

Como el _l ímite de la suma es igual a la suma de lí mites, 
teneillos: 

{¡ /1 

~ f (x) dx = .} [g (x) + h (x)] dx = 
a a 

" b r ,. 
= J g (x) dx + ~ h (x) dx, 

a a 

lo que se tenía que demostrar. 
Del mismo modo se demuestra que 

(¡ ¡, /¡ 

~ [g(x)-lr (x)] dx=) g(x) dx - .\ h(-'f:) dx. 
a a a 

Es fácil ver que la propiedad establecida de integrales 
es válida también para el caso en que f(x) es una suma de mayor 
número de sumandos. Por ejemplo, si f(x) =g(x)-h(x)+k(x), 

entonces: 
b b b 

~ (g(x) -h (x) +k (x)] dx= ~ [g(x)-h (x}] dx+ ~k (x} dx = 
a a a 

b b b 

,:= ~ g (x) dx - ~ h (x) dx + ~k (x) dx. 
a a a 

10. Acl ciremos, qué correlación existe entre las integrale 
' /J. b 

~ f (x) dx y ~ Cf (>.:) d.x, 
a a 

·donde C ,e~ un ' número constante cualquiera. 



27 

Por ejemplo, cuál es la diferencia entre dos integ(a les: 
h· 

) 2x~ dx. 
a (1 

Demostraremos que 
b b 

~ Cf (x) dx =e ~ l (x) dx; 
a 

por ejemplo, 
11 ,, 

5 5 
¡,~-a~ lJI-a·l 

2x3 dx=2 x 3 dx=: 2 - 4-=--r. 
a a 

Para simplificar la tarea, asignaremos a e algún valor 
numérico determinado. Por ejemplo, hacemos C--=+ . Ahora, 
tenemos que comparar las integrales 

,, 1• 

5 f (x) dx 
(' 1 

y J 2 f (x) d,~:. 

" 
En la fig. 20 están representados Jos trapecios curv il í­

neos cuyas áreas se expresan mediante las integrales mencio· 
nadas. Divjdamos el segmento del eje Ox entre los puntos 
x-=a y x=b en dominios parciales y construyamos figuras 
escalonadas correspondientes. Es fácil convencerse de que 
el área de cada rectángulo de parte inferior del dibujo es 
igual a la mitad del área del rectángulo situado por arriba 
(de la parte superior del dibujo). Por eso el área de la figura 
escalonada inferior es dos veces menor que el área de la fi­
gura escalonada superior. Pasando al limite (como en el p. 9), 
observamos que toda el area del trapecio curvilíneo inferior 
es dos veces menor que el área del trapecio curvilíneo superior: 

b b 

S { f (x) dx = {-) f (x) dx. 
a a 

En nuestro caso el número e era positivo. En el caso de e 
negativo, por ejemplo e=-~, la gráfica tendrá la forma 
expuesta en la fig. 21. 
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Comparando ahora el área ACDB con el área A"C"D"B", 
encontramos no sólo el cambio de la magni tud absoluta del 
área (se ha reducido dos vec~s) sino también el cambio de 

, y-l(x) 

F'IG. 2 0 

. y 

. 
signo. Por consigu_icnle, 

f (-f )t (x) dx =-f J / (x) dx 

Por supu~to , hemos. elijido C=± ; sól~ con e l objeto 
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de mayor claridad de razonamiento. En el caso generaJ, 
para C cualquiera, es válida la igu<~.ldad 

(¡ b 

~ Cf (x)dx =e S f (.~) dx. 
ti . .. (l . 

Como ejemplo del uso de las propiedades de la. integral, 
demostradas en este párrafo y en el párrafo anterior, :cal.c~lle· 

'1 

mos la integral ~ (3x2-2x+ 1) dx. Obtendremos: 
() 

1 1 1 1 

~ (3x~-2x-i-l) dx= ~ 3x2dx-~ 2xdx+ ~ 1dx= 
fl o o o 

1 1 1 

= 3 ~ X2 dx-2 ) x dx + ~ x0 dx = 
o o o 

=3~-2~~~02 + P-o• =3·~-
3 2 1 3 

11. Ex a minemos la función 

y=x-1=...!.., 
X 

1 
-2·2+ 1 ==l. 

cuya gráfica lleva el nombre de hipérbola equilátera y está 
expuesta en la fig. 22. 

Más arriba obtuvimos una fórmula para el trapecio curvi-
líneo en la que k';;?;O: 

b 

S 
bk+t-ak+l 

xkdx= k+l . 
a 

Si la aplicamos al caso dado, entonces, observando que k+ l =O 
y bk+ 1 =ak+1 = 1, obtenemos en el segundo miembro una ex-
presión ~, que no tiene sentido. Por consiguiente, esta fór­

mula . no es Válida para el caso en que k= l. 
La irivatidei de la fórmula para calcular la integral 

b 

~ x- 1dx .i1o .es un obstáculo, sin embargo, para que estudiemos 
a .· 

algunas propiedadeS de esta· integral. 
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Demostremos que si aumentamos los valores de a y bolos 
disminuimos un mismo número de veces, es decir, si los multi­
plicamos por un mismo q>O, obtendremos un nuevo trapecio 
curvilíneo de la rriisma área. Está claro que la propiedad men­
cionada se comprueba bajo el supuesto de que la curva , cuyos 
arcos limitan desde tma parte los trapecios curvil íneos, e..c; 

Y.l. 

FIC . 22 

obligatoriamente una_ hipérbola equilátera. En otras palabras, 
bq b 

~ x- 1 dx=) x- 1 dx. 
O.q· D 

seaT cual fuera_ q (q>O). 
'Para que 'la comprobación sea más fácil, asignaremos a q 

un valor numérico determinado, por ejemplo, q=3. 
En .la fig. 23 se exponen dos trapecios curvilineos corres­

pondientes, ACDB y A''C'D' B". El primero de ellos es es­
trecho pero más alto. El segundo ~s más ancho, pero bajo. 
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Es necesario 4emostrar que el' aumento de la anch.ura en el 
segundo caso es conipensado por .la disminución ct·e la altura. 
de una manera tal que el área queda invariable . . Con este 
objeto dividamos el primer trapecio en unos trapeCios ~le­
mentales, más estrechos todavía, y cambiemos por un .. rect~n­
gulo a cada uno de estos últimos (fig .. . 23) . .Si aumentamos tres 
veces la abscisa de cada punto de la fjgura esc~lonada ACD B, 

Y& 
l 
1 
i 
1 

FIG. 23 

dejando invariables las ordenadas, obtendremos la figura 
A' C' D' B' cuya área es tres veces mayor, puesto que cada 
rectángulo se hizo tres veces más ancho. Pero los extremos 
ele ordenadas ya no se sitúan en nuestra hipérbola. En efecto, 
esta hipérbola es una curva de la proporcionalidad inversa, 
y=! , y si deseamos que los puntos no se aparten de ella, 
deberemos disminuir la ordenada tantas veces como hemos 
aumentado la abscisa. Si disminuimos tres veces todas las 
ordenadas de la figura A'C'D' B', obtendremos la otra fi­
gura, A"C'D'B". Esta es un trapecio curvilíneo, Jimitéldo 
por arriba con un arco de la hipérbola y=~ , y de los costados. 
por ordenadas, construidas para x=3a y x=3b. Los rectán­
gu los correspondientes tienen bases tres veces mayores que 
las de los rectángulos originales, y alturas tres veces menores. 



Por ello las áreas de. los rectángulos obtenidos son iguales a las 
de Jos rectángulos originales. Por lo tanto, las áreas de dos 
figuras escalonadas son iguales como son sus límites , es decir, 
las áreas de los trapecios curvilíneos: 

qb b 

~ x - 1 dx = ~ x - 1 d.x. 
qa a 

Hemos demos trado la propiedad, suponiendo que a<b. 
No obstante, es válida también , cuando a=b y cuando a>b. 
En efecto, si a= b, entonces aq=bq, y las dos in tegrales se 
red u e en a cero de modo que la igualdad sigue siendo v á \ida . 
Si a> b, entonces aq> bq; en esle caso se verifica la igualdad 

aq 11 

~x- 1 dx = ~x - 1 dx 
bq b 

(ahora b<a y por eso b y a cambian de lugares) .. Pero, segLm 
b 

lo convenid0 en el p. 8, para el caso en que a>b, ~ f(x) dx 
. o 

b 

signi líe a - ~ f (x) dx . Por consiguien te: 
a 

bq ~q ~ (1 

~ x- 1 dx =- ~ x-1 dx, 
a q bq 

~ x - 1 dx=- ~ x - 1 dx 
·a b 

y, como los segundos miembros de estas correlaciones son 
iguales, deben ser· iguales también los miembros pr imeros: 

l•q /¡ 

S x -t dx = ~ x - 1 dx. 
oq a 

Así pues, la correlación comprobada queda válida, cua\­
qui~ra que sea la corretación entre a y b: a< b, a= b ó a> b. 

. ~ . b 

12 •. Haga mos a= l y e.l{a minemos ~ x- 1dx . Si b> 1, la 
1 

integral indic,ada expresa el átea del trapecio curvilíneo 
ACDB (fig. 24). Sí b=J, la integral se reduce a cero. Por fin, 
si es O<b<l , entonces el límite inferior de la integral será 
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fl(j , 24 

FI O. 2~ 

menor ·que el superior y en este caso tenemos: 
b 1 

) x- 1 dx = - ~ x- 1 dx. 
1 b 

Es lo significa que la integral se diferenda de l área del tra ­
pecio curvilíneo B'D' CA só lo por el signo. (fig. 25}. En todo, 
caso posible, para cualquier número b positivo la integra1 
h 

~ x- 1dx tiene valor bien determinado. Este valor es positivo, 
1 

cuando b> l, es nulo cuando b= l, y es negativo para b< L 
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b 

E~ evidente que la integral ~ x-•dx es una función de b. 
1 

Est~1 función desempeña un papel m1,.1y importante en las 
matemáticas; la llaman logaritmo natural del número b 
y designan así: ln b. Las letras t y n significan las primeras 
.letra:- de términos latinos «logarithmus>> y natura lis>>. Así: 

Indiquemos algunas propiedades del logaritmo natural. 
.Ante todo, tenemos: 

In b>O, si IJ>l; In 1 =0; In b<O, si b<l. 

-Obtengamos ahora, la propiedad fundamental del logaritmo: 
.logaritmo de un producto es igual a la suma de logaritmos de 
.los jactores, por ejemplo: In 6= In 2+ ln 3. En el caso general: 

In (&c)=ln b+lnc, 

be b e 

~ x-• dx = ~ x-• dx + ~ x-• dx. 
1 1 1 

.En efecto, según lo demostrado anteriormente: 
e Qt 

~ x-• dx= ~ x- 1 dx 
l q 

vara coalquier q>O. Hagamos q=b, entonces tenemos: 
e be 

) x-• d."= ~ ,\7- 1 dx. 
1 b 

Por eso, 
1! e b />e 

~ x- 1 dx+ ~ x- 1 dx= ~ x-•dx+ ~ x-•dx. 
1 1 1 b 

.Según la propiedad sacada en eí p. 8, la última suma puede 
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úc 

~er sustituida por la integral ~ x- 1dx, así. que 
1 

b e J•c 

) x- 1 dx+ ~x- 1 dx .. Sx-1 dx, 
1 1 ! .. 

que es lo que teníamos que· de'm·ostrar. . 
De esta propiedad se pueden sacar algunos · colorados., 

Sea b>O, entonces, según lo demostrado, tenemos·: 

( 
1 ) . 1 

lnt=ln bb. = lnb+lnlí, 

y, como In 1 = 0, 
1 

tene rnos: In b-1- ln& = 0, de donde: 

1 In ¡; = -lnb. 

Por ejemplo, In~ =-In 2. Luego, si IJ>O y:c>O, entonces: 

In~ = In (c ~) = lnc+!nf =lnc-lnll; 

en otras palabras el logaritmo de un cociente es igual a fa di ­
ferencia entre los logaritmos del dividiendo !J divisor. 

La propiedad fundamental del logaritmo se ha formulado 
para el producto de dos factores. Pero es también vá lida para 
el producto de cualquier número de factores. Así por ejemplo, 
contando con tres factores, tenemos: 

Jn (bcd) =In !(bc)d¡ =In (be)+ In d=(ln b+ 1 n e)+ In d= In b+ 
+lnc+lnd. 

Es evidente que el logaritmo de un producto es siempre igual 
a la suma de logaritmos de los factores', sea cual fuera el 
número de éstos. 

Aplicaremos esta propiedad a un logaritmo de la potencia 
cuyo exponente k es un número positivo. 

Encontramos: 

lnbk =Jn(b!J ... b) = lnb+lnb+ ... +ln b=k lnb. 
~ '----~-__.,; 

k vec<'s k veces 

Por ejemplo, In 16=ln24 =41n2. 
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' k/-Sea e= 1, b: entonces c''.-b, y, por lo tanto 

de donde 

Por ejemplo, 

k/­lnb = lnck=k In e =k In v ú, 

k/"- 1 lnvb=¡¡lnb. 

V- 1 
In 2 =-rln2. 

Si c=b:, donde p y q son números enteros y positiyos. 

conforme a las propiedades demostradas tenemos: 

..!!._ q¡- 1 1 ) 
In b •t = ln-J bP =-In bP =- . p In l> = L In ú. 

IJ q q 

Por consiguiente, la propiedad 

In bk =k In b 

es válida no sólo para k entero y positivo, sino la mbién cuando 
k es una fracción del tipo !!... _ • 

q 
Es fácil ver que la misma propiedad es válida, cuando/¿ 

es negativo (entero o fraccionario). En efecto, si 1~<0, enton­
ces -1?>0 y en este caso tenemos: 

1 Jnbk =In b-k = -lnb-k =-(-k lnb) =k lnb_ 

Y, por iin, esta propiedad es válida para k=O: 

lnb0 =ln 1 =0=0·lnb. 

... Asj pues, para cualquier k racional (positivo, igual a 
cero o nega.tivci, entero o fraccionario) se puede afirmar que 

lnbk=klnb. 

Podríamos comprobar qJe esta correlación es válida tam­
bién para k irracional; por ejemplo, 

ln bl'2 = t121n b. 

Aceptemos esta ultima afirmación sin demostrarla y en lo 
sucesivo hagan\os uso de la propiedad siguiente: el logaritmo 
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mataral de la potencia es igual al exponente de· la pofencta mu(­
. tiplicado por el logaritmo natural de la base de la· potenr;i:a. 
!La propiedad conserva su vaHdez: ·para fódos jos _valor'és. 
·posib les del exponente/¿, tanto r.acionáles ·como ir,r~cionales. 

13. Ahora nos ded iquemos al <;úlcu\o de logáritmos. Su­
pongamos que es necesario c.akular In 2, ~s decir encontrar. 
·el área de 1 trapecio curv i1 íneo A CDB. expuesto enJa fig. 26 ,. a.,. 

y 

o 

b ) 

f[ Q. 26 

Dividamos el segmento CD en 10 partes iguales y tra<,:e mo.s 
·ordenadas correspondientes: l\1L ~. KzL~ • ...• KnL0 • Con e l 
·objeto de hacer más exacla la aproximación de In 2, cambie­
mos cada uno de los diez trapeaios curvil íneos estrechos por 
-los trapecios rectilí neos comunes (no por rectángulos, 
·como hemos proced ido antes). Con es te fin unamos mediante 
segmentos rectilíneos los puntos A y Ll, pun tos L, y L2 , 

-etc., .... L9 y B. Como la fig. 26, a no presta. la posibilidad 
de di~iinguir los trapecios curvilíneos de los rcctangülares, 
la figura 26, ú demuestra el trapecio en una escala aumentada . 
. El ár<.>a de ca da trapecio es igual al producto de la semisuma 
de \¡¡ .:, bt~~es por la altura. En nues tro caso tod~'s las alturas 
:son it;uH les: 
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Por eso las áreas de los trapecios se expresarán nsí: 
AC+K 1f.1 O 1 K1 L1 +K~L2 • (]J J· 

2 • 1 ; z 1 ' •• • ' 

K0 Lo-I-BD · O I· 
2 1 • 

la suma de estas áreas es igual a: 
0 ¡ (AC-!-K.L¡) -l-(K,L,-!-K2Lr)+ ... -T(K9 L9 -\-BD) 

' 2 
ó 

O, 1 (0,5 AC +1( 1 L1 +K2 La+ ... + KoL9 +0~5 BD). 

Nos queda por adverti r que todas las bases de l o~ trape­
cios representan en sí ordenadas de la gráfica de la función 
y=~ , correspondientes a lás siguientes abscisas: 

1; 1,·1; 112; 113; 1,4; 1,5; 116; 1,7; 1,8; 1,9; 2 .. 

Por eso: 

AC=+ = 1,000; 1(1 L1 =-&=0,909; f<: 2 L2 = 1 ~2.=0,8:33'~ 
l\3L3 =¡:3=01769; K4L, = h=0,7I4·, K;L¡,=I ~5=0 ,667 ;. 
Kr.Ls = 1 ~6 = 0,625; K 1L7 = 1 ~7 = 0,588; !(~<Lil = 1 ~8 = 0,556:~ 

1 1 
/(9 L9 =1,9=0,526; BD=2 =0,SOO. 

Por consiguiente, la suma de áreas de los trapecios e~ 
igual a: 
0,1 (0,500+0,909+0,833+0,769+0,7 14-!-0 ,667+0,625-T­

+0,588+0;55~+0.526+0.250)=0,6937. 

Esc¡;ufinando con at.eneión la figura 26, sacamos la con­
<;lusión de. que la suma de las áreas de los trapecios nos pro· 

·' porciona J..lna_ magnjt!Jd que es un poco m_ayor en comparación 
con el ·área del trapecio quvilineo. E~to signiHca que hemos. 
-encontrado ~¡ valor aproximado de rn 2 por exceso, es decir, 
ln2 es un poco mehor que 0,6937. 

Más abajo conoceremos otro método del cálculo de loga· 
ritmos que nos permitirá, en particular, obtener In 2 con 
.mayor ·grado .de preCisión. 
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«4. Si calculamos las a,b$cisas a partir del punto C (no 
del punto O, como antes) y design~mos nuevas absc;.isas con la 
letra t (fig. 27), la correlación entre las abscisas, la nuev.a 
y la anterior, de un mismo punto se expreSará así: 

X=l+t. 
Esta correláción será. vá lid.a ·par?~ cua,lquiér p tin~o, s [ consi·­
,dera m os t>O cu.a'ndo x> 1, y t~O C\.fando x~·1. Al ca·mbia.r 

..x por 1 +t, la· función y=! tomará la forma: y l~r·· La 

r¡ Y .. 

1 

flG. 1?7 

:gráfica. sin embargo, no· experimenta cambios. Todo lo nuevo 
que s.e introduce junto con t se red uce sólo al nuevo origen 
de coordenadas (C en lugar de O) y , por lo tanto , al nuevo 
.eje Cy (para lelo a 1 eje .O y); la curva río cambia Sll forma. Queda 
:invariable, por supuesto, el área ACDB . Pero , cuando el 
·valor de .\: serv ía de abscisa, esta área se expresaba mediante 
.l a integral 

!+fl 

~ x- 1 dx =ln(l + ~) 
¡ 

.(nqui ~=CD). 
Ahora. cuando por abscisa se toma el valor del , la misma 

ll 
.área se expresa por la integral ~ (1 +l)-1dt. Comparando 
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estas integrales, obtenemos 
(S 

ln(l+~)= ~(l+t)- 1 dt. 
o 

Indiquemos a la siguiente identidad: 
1-f211 

1-t-J-t~-t3 + -t~n-1 __ _ . . . - l+t . 

Se obtiene en seguida, si observamos que el primer· miembro' 
es una progresión geométrica cuyo primer término, la razón. 
y el último término son la unidad, t y t211 - 1 , respectivamente .. 

De esta identidad se deduce que 
1 (211 

---l-!+i2-f3+ -f2n-l...L--1-j-/- ... 'J+t. 

Por esto: 
tl 

ln(l+~)=~ [t-t+t2 -ta+ ... -t2"- 1 +/~,] dt'. 

Bajo el signo de la integral el lugar de la magnitud' 
(H-t)-•, lo ocupa ahora la expresión más complicada que· 
t'S una suma de muchos sumandos. Ya sabemos que la integral: 
de una suma o de una dlferencía de funciones es igual a la. 
suma o diferencia de las. integrales de estas funciones. 

Por consiguiente, 

ln(l+~)= 
fl ti fJ 1\ tl 

= 5 1 di - 5 t dt + S tz dt - 5 (3 dt + ... - Stzn -· dt + 
o o o o o 

fJ 

S 
t:n + J+t dt .. 

o. 

Sabemos calCular cada integral. en. el segundo. miembro de: 
la igualdad, salvo la .úl.ti.ma·. A saber: 

p p fl 

S 
r. . p~· s· fi3 . l dt =~,. j t dt· = T·· i2 'dt = 3' ,. 

o a ~ 
~ ll 

S t 3 :dt =' ~·· s· J,t~l-l!dt· = ~2n 4: t· ...... ,. . " 2n: •. 
o o 
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:La expresión entre paréntesis en el segundo tpiembro ct'e la 
'igualdad es un polinomio de :gradp 2r:t, desarrollad_o·· .según. 
<crecientes potenCias de ~-· Si el valor de ~ está conocido y, 
:además, elegido el número n entero y posi.tiyo .(puede ser 
'Cualquiera), el valor del polinomio se calcula con facilidad. 
!La única dificultad consiste en el cálculo de la integral 
n 
S , '~·t dt. 
•O 

Dentoslremos ahora, que en el caso en que -1<~~ 1 , se 
¡puede hacerla tan pequeña como se quiera, si tornamos n lo 
suficientemente grande. Entonces, calculando ln (1 +f:'l). se 
puede despreciar la última integral lo que resultará en un 
error insignificante. Por consiguiente, aproxi macla mente 
..tendremos: 

~l ~3 ~4 p2tt 

ln{J +~) ~~-z-+3-T+. o o - 2n. 

15. Con el fin de evaluar el error de esta igualdad apro· 
1<i madil hace fa Ita ex a minar la integral despreciada 

1\ 

~ /~~~dl. 
o 

'Suponga m os al principio que 0<~~ l. En este caso t 
·~s siempre positivo dentro de Jos límites de integración y, 
por consiguiente, 

(211 

0< ,.¡.-t<t1
". 

Esto significa que la gráfica de la función y=/~~~ se encuentra 

por debajo de la gráfica de la función y=tz" (fig. 28); por eso 
..el área CBAt es menor que el área CBA, es decir, 

,, ti 

r f2tl dt <' Sta" dt = ~2n+l 
J l...Lt ~ 2n+ 1 · 
~ o o 
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Así, el error que proviene de la igualdad aproximada es 
menor que ~;;~~

1

1 dado que 0<~~ 1 , se puede hacer este 
error tan pequeño como se quiera , cuando n es suficientemente. 
grande. Hagamos, por ejemplo, P= l. Entonces la fórmula 
obtenida nos da:. 

1 1 1 1 1 ' 1 1 
ln2 ~ 1-2+3-4+5'-6 + · · · 7 2n-J-2rL' 

con un error inferior a 211~ 1 • Si deseamos utilizar este método 
para calcular In 2 con un error inferi or a 0,001, deberemos 

fi G, 28 

1 . . 
hacer que sea 2n+l < 0.;001, es decir, 2n+I>10QO; esta con-
d"ición puede ser sa tisfecha,· poniendo 2n== 1000. Lo último· 
significa que en el primer miémbro de "la igualdad aparecerán . 

. lOOQ· térfl}inQs, ·cuya· suma· debe s~r det.ermipadp.. Es un tra­
bajo desmesurado ·y pronto veremos cómo se puede eVitarlo .. 
haciendo u~o de ·otra 'fórmula para ·ln2. 

fl 

16. Volvamos a examinar la integral S /:'t dt, supo·· 
o 

niendo, esta vez, que -1<~<0. 
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Ya sabemos que 
fl o 

S 
(Zn dt ~ (2n di 
l+t =- ¡:¡:y· 

o 
o 

\ 

¡zn dl 
La integral es i'gual al área de la figura ABC!(, 

~ l + t . 
rayada en la fig. 29. La figura iiJ.dicada está situad~. por arriba 

. pn . 
del eje Ct, dado que !f= l+t > 0, cuando t>--1. Por eso, 

o 
·¡ ' \BCK ·¡· d ' 1 · t ) S t=n dt e area -"'~ es pos1 1va, es ec1r, a 111 egra -¡-:¡:y es 

f\ li 
. . . . . . (' t=lldf 

una magmtud posdtva que se dtferencta de la mtegral .l-¡:¡:¡-
o 

-sólo por el .signo y, por consiguiente, sus módulos son equiva­
lentes: 

o fl 

S 
['l.rt di S (2n di 
l+t= l+t. 

r, o 

Observemos luego, que para t>~ y ~>-1 se verifica la desí· 
,gualdad 

,por lo tanto, 
1+1>1+~>0, 

_1_ ¿_1_ 
1-H " 1-J-~ 

{~11 

Esto significa que la gráfica de la función y= l-1-t en el 

.segmento ~<t<O pasa por debajo de la gráfica de la función 
,~,, 

y= J+f:i (fig. 2$)). Por ello, el área ABCJ( es menor que ABCL: 
() o 
r [2" di S [211 dt 

Jl+t < ' +13' 
l'o ~ 
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El segundo miembro de la desigualdad se calcula con fa­
cilidad: 

o o 

S 
l 1 (' l Q2n-'-l-f!Zn + l 

1 + ~ t2" dt = 1 + ~ .) i'" dt = 1 + ~ 2n -1- 1 = 
p ~ 

fl2 n + 1 

= -( :-;;2~/t -:-+"-:1-:-) 70( 1-:+-:~>7) 

A 
Y. 

¡2• 
Y=···-t•p 

rro. 29 

(esta magnitud · es un número positivo, dado que ~:r.+ t<O •. 
l +~>O y 2n.+l>O). Por consiguiente, 

-· ~- t'Jn ·So t2n dt ~211+1 
. J l+t dt = l+t <- (2n+l)(l+~) · o . 1:1 

f:l · . S t2n dl . ?o( ello, despreciando el sumando · 
1 
+t en la expresión• 

o 
para ln(I+~), co·meternós un error inferior, en su m9gnitud' 

~Zn'+l . 
a.bsoluta, al número (2ti+l)(l+P) (-l~~<O) El error 
tiende a cero, cuando n va creciendo ilimitadamente. 
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As:í, en _el intervalo -1<~<0 la fórmula aprqxi maJa. 

. . ~~ ~J ~4 ~~" 
. . ln (l + ~) ~~ ...... -9 +-3 --4 + ... --,. 

M , ~n 

~211~1 

es vá.lida con el error inferior a - .(2,
1
-\- I)O +!)) . 

. 1 . 
Supongamos, por ejemplo, que ~=--"'2. Entonces. ei. 

error de la fórmula aproximada será inferior a 

1 [ 1 ] 1 
2iii'+T : 2 (2n + 1) = (211 + l) 22•• . 

S. t 4 l ')t' f . ' . . 1 1 1 
1 o m a m os n== , a u 1m a raccwn sera 1gua a (f. 28 =:J. 256 = · 

= 2; 0,1< 0.0005. Por consiguiente, con este grado de prt>tisiún 

podemos escribir: 
1 1 1 1 1 1 

In 2 ~- 2-2~ .2-2:'·3-2'·4-·2~ ·5--
t 1 1 

-20·6-27:7-~~.f¡. 

ReaHcemos lo~ cálculos: 
1 1 

2 = 0,5000, 2t. 2 =o, 1250, 

2/5 = 0,0062, 2~ 1.6 = 0~0026, 
Obtenemos: 

In~~ - 0,6927;::::.:: - 0,693 

con error inferior a 0,001 (tomamos en cuenta que la propia 
fórmula puede contener un error de hasta 0,0005 y, en adi· 
~jpn, un error de hasta 0,00005 pudo surgir como resultado 
de )a reducción de cada uno de ocho sumandos a una fracción 
deci n1a!) . 

1 
Dado que ln y=-Jn2, tenemos: 

In 2;::::.::0,693. 

Si en la fórmula aproximada para ln (1 +~) ponemo5· 

~=- ; , podemos calcular del mismo modo In d . y por lo 

tanto, ln3=-lnf. En general, al tomar ~ =-k:l, obtene-· 
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mos: in( 1-k~ 1 )=ln k~-l, y, por consiguiente, ln(k+l)'~ 
=-'In k!l. No obstante, este método de cálculo de los laga­
r i tmos sigue siendo muy laborioso. Así por ejemplo, si de· 
seáramos calcular In ll, entonces, tomando k+ l = 11 , es 
decir k = 10, deberíamos poner ~=- :~. En este caso el error 
de la fórmuln aproximada sería inferior a 

(!~Y"+': (2n + I) ( I- :n = 2n~~ t ( !~Y"+l . 
Tene.mos, pues: 

~~ ~ 0.91; c~r ~ 0,83; c~r ~ 0,69; c~ r ~ 0.48; 

( 10\'c ( IO)"z ( IO)G¡ JT) ~ 0,29; IT ~ 0,08; Ti ~ 0,006; 

c~r& ~ o.oos. 
Por consiguiente, sólo en el caso en que 2n+ l =65 podemos 
garantizar que el error de la fórmula aprox imada para el 

cálculo de In A será inferior a !! · 0,005:::::::0,001. 

Es evidente que los cálculos de In TI serán demasiado la­
borio~os, ya que debe mos caJcular la suma de 64 sumandos: 

10 1 ( 10 )2 1 ( 10 )3 1 (' \Q)U -TI- 2 Ti ·-3 TI - .. . -64 TI · 
17. Las conclusiones relativas a la fórmula aproximada para 

ln (l+~) nos hacen. busc.ar otra fórmula, que requerería la 
menor cantidad de operaciones. Tal fórmula existe. Para 
encontrarla tomemos un número k, en tero y positivo, y haga-

mos· ~= 2k~l . Entonces tendremo:¡: 
1 (' 1 . J \ . 1 1 1 J 
n ;- .2k+ 1/ ~ 2ll+ 1- 2 (2k+ J)~ 1 3 (21? -¡- 1) ~ --

1 1 
4 (2k -r J)t + ·· · · ·t- (2n-1) (2k·~- !)=" -1 211 (2k + J)2" · 

El error de es.ta igualdad aproximada es inferior a 

_(211 -t- l) (2
1
k+ l)-¿11 + 1 • Tomemos ¡:¡hora ~ negativo, igual a 
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- :?k-J~ . Obtendremos otra igualdad apróxi mada: 

, 1 1 1 1 
In ( l-Zk+ 1 J ~-2k+ 1 2 (2k+ 1)2 -3 (21~ + 1)3 -

1 l 
4 (2k + J)l- (2n-l) (Zk-l- 1)~,,-t-zn (2k71)"!'1 ' 

que nos da el valor de In ( 1-2k~r) tgn el error inferior a: 

' r<2 L 1 > ( 1 1 \ l 2/H·-' 1 1 {2k+l)~''+l:l_ ll-r -2k+l) ="""2k·2,t+I.(2J~+Il~"+·¡. 

Sustrayendo, miembro a miembro, la segunda igualdad apro, 
:x imada de la primera, encontramos: 

In ( 1 + 2/l-1) -In ( l-2k~ 1) ~ 
,.._, 2 2 . 2 t. . 2 
'"""2k+ i + 3 (2/l + 1)3 + 5 (21l + l)~-/- ... T (211- 1) (211 .;.1):"- t ' 

El error de esta igualdad aproxima da no es superior, en 
su magnitud absoluta, a la suma de errores que admiten las 

fórmulas para ln(l+2,.~ 1 ) y tn(l-2k~\-l). Por ello es 

inferior a 
1 1 2k-l· 1 1 

?.n+ 1 • (2k + t)Zn+1 + ~· · 211 + 1 • (2k + I)ZII·H = 
4k+1 1 1 ,...41~+2 1 , 

= 2k · 2n + 1 • (2k + ~ <.:... ---v¡- · 2n + 1 ·· 

1 1 
X ~(2-k---f--1)-2 '-, +.....,1 =k (2n+ 1) (2k+ 1)~" · 

Transformemos la diferencia de logaritmo~. observando 
que ella debe coincidir con el logaritmo del cociente. Obtene~ 
m os: 

1 
, l ) ( l \ l-1- 2fl + 1 

In ( 1 + 2k + 1 -In 1-2k -1- 1 ) = 1 n 1 = 
1---

2k-71 

= In 2k
2
k 2 = In k k 1 = 1 n (k+ l) -In k. 
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Así, 

ln(k+ 1)-lnk ~ 2/t~ 1 +3(2k2+l)a +s(2:!-l)s + ... + 
+ 2 (*) 

(2n-1) (2h + 1)211-l 

l . f . 1 1 1 
con e error m enor a k · 211+ 1 • (2k+ 1 )~" • 

Esta es la fórmula buscada. La fórmula permite calcular 
ln (k+ 1), si se conoce In k. Aprovechando la igualdad In 1 =O 
y poniendo en ella k= 1, encontraremos In 2 con error in· 
ferior a 

To111c.mos n=5. Se puede afirmar que el error será inferior 

a ~ · 3:0 = 11 .5
1
90,19 <0.000002. Por consiguiente: 

2 2 2 2 1 2 
In 2 = ln 2-ln l ~ 3 + 3.33 + 5.3& + 7 .31 • 9.39 

con error inferior a 0,000002. Transformando todas las cinco 
fracciones en las fracciones decimal~s con seis cifras después 
·de la coma (es decir, coh error inferior a 0,0000005) y sumán· 
do las, obtendremos el valor de In 2 con error inferior a 
0,000002+0,000_0005• 5<0,000005: 

In 2~0,693146~0,69315. 

Hagamos ahora en. la fórmula (*) k=2 y n=3. Resulta: 

In 3-ln 2 ~ ~ + /sa + ¿5:. ~ 0,40546 

con error inferior ~ ~ ·--} · ¿,_ 14• /5625<0,000005. Por eso 

· in 3~ln 2+0,40546~ 1 ,o986L 

Luego, obtendr~mos ln4=2ln2~1 ~38630; tomando en la 
fórmula {*) k=4 y tt=3; encontramos: 

ln5-ln4~ :+ 3:~)3+·5 .298 ~0.223144~0,22314 
con error inferior a 

1 1 1 
4. 7. w = 28·531441 < 0•0000001 · 
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Por esto: 
In 5~1n4+0,22314~ 1,60944. 

Ahora podemos encontrar, también, el valor de~ln 10: 

ln 10=ln5+1n2~2.30259 

y, por fin, tomando en la fórmula (*)k= lO y n=2, obtenemo&: 

In 11-ln 10 ~;. + 3.;13 = 0,09531 

(aquí, el error de la fórmula aproximada es menor que 
l 1 1 

10. 5. 214 ~0.0000001). 
Por ello: 

In ll~ln 10-l-0,09531~2,39790. 

No necesitamos más ejemplos para comprender, cómo se 
puede construir la tabla de logaritmos naturales. Precisa­
mente a base de este método fue construida la siguiente tabla 
de logaritmos naturales de los números enteros, partiendo de 
la unidad hasta 100, calculados con error inferior a 0,0005. 

18. Hemos visto que el logaritmo de un producto se obtiene 
mediante la operación de adición; él de un cociente, mediante 
la sustracción, el logaritmo de una potencia se encuentra 
mediante la multiplicación (por el exponente de la potencia) 
y ellogarítmo de una raíz, mediante la división (por el expo­
nente de la raíz). Por eso, disponiendo de una tabla en la 
que al lado con los números se encontrarían escritos los lo­
garitmos de éstos (tabla de logaritmos) se podría sustituir, 
con ayuda de esta tabla, la operación de multiplicación por 
la de adición, la división por sustracción, la elevación a po­
tencia por multiplicación, y la operación de extracción de 
raíz por la de división, es decir, por las operaciones cada 
vez más simples. Los procedimientos correspondientes se 
exponen en los manuales de álgebra. Aquí, nos limitemos 
con un simple ejemplo. 

Supongamos que es preciso calcular c=V2. Hagamos uso 
del valor, anteriormente calculado, de ln2~0.693; al divi-

v- 1 
dirlo por 5, obtendremos ln 2=-sln 2~0,139. Basta, ahora 

encontrar el número V2. según su logaritmo. Nuestra tabla 
no es suficientemente conveniente para este objeto, dado que 
contiene Jos logaritmos 0,000 (correspondiente a Ja unidad) 

4 N9 2953 



n 1 :n 11 

l 0.000 
2 0,693 
3 J ,099 
41 1,386 
5 1,609 
6 1,792 
7 1,9-46 
8 2,0i!J 
9 2, 197 

JO, 2,303 lll :?,398 
12. :? • 485 
13 2 .. )65 
¡.¡ 2,639 
15 2,708 
IG 2,773 
17 2.833 
18 2,890 
19 2,944 
20 2.996 
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Tabla de logaritmos naturales 
(de la 1 hasta 100) 

~ 11 1 In n ~ n 1 
In n ~ 11 1 

ht" 

' 

21 3,045 41 3,714 61 4,111 
22 3,091 42 3,738 62 4' 127 
23 3 , 135 43 3,761 63 4,143 
24 3,178 44 3,784 64 4,159 
25 3,219 45 3,807 65 4,174 
26 3.258 46 3,829 66 4,190 
27 3,296 47 3,850 67 4,205 
28 3,312 48 3,871 68 4,220 
29 3,3()7 49 3,892 69 4,234 
30 3,401 50 3,912 70 4,248 
31 3,434 51 3,932 71 4,263 
32 3,466 52 3,951 72 4,277 
33 3,497 53 3,970 73 4,290 
34 3,526 54 3,989 74 4,304 
35 3 ,555 55 4,007 75 4 .317 
36 3,584 56 4,025 76 4,331 
37 3,611 57 4,043 77 4,344 . 
.38 3,638 58 4,060 78 4,357 

391 
3,664 59 4,078 79 4,369 

40 3,689 60 4,094 80 4,382 

11 n 1 
In n 

1! 81 4,394 
82 4,407 
83 4,419 
84 4,431 
85 4,443 
86 4,454 
87 4,466 
88 4,477 
89 4,489 
90 4,500 
91 4,511 
92 4,522 
93 4,533 
94 4,543 
95 4,554 
96 4,554 
97 4,575 
98 4,585 

199 4,595 
lOO 4,605 

y 0.693 (correspondiente a 2}. El primero es demasiado pe­
queiio, el segundo es. excesivo. En v.irtud de lo enunciado 
podemps d~c ir sólo que l<V2<2. Pero, adve rti mo~ que 
In (l Of,/2);= \n 10+)!l{l2....:2,303.+0,139==2,442. El logaritmo 
inferior más próximo .de la tabla es 2,398(=ln 11), el loga­
ritmo ~upe.ribr más vecinoes2,485(= 1n 12). Por eso, tenemos: 
1 i<I0~/2<: 12. Observando que el número 2,442 es próximo 
al proniedio art itmétic9 de· los números In 11 y In 12, que es 
igual a 2',« t . podemos escribir· 10V2~ 11.s, es ctecir, V2~ 
~ 1,1 5. Para controlarnos observemos Qlle 

ln (too V2) = ln ioo + ln V2= 4,605 +0.139 = 4,744 
y In ll5=1n5+1n23=1,609+3, I35=4 ,744. 
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19. Con el fin de construir la gráfica de la función y= In x 
elijamos los ejes de coordenada~ y tina. unidad de escala; 
luego, en las perpendiculares al eje 0.1;.. levantadas de los. 

Y.~ 

r . 

b) 

F 1 C. . 80 

puntos escogidos de x (x>O), marquemos los valores corres­
pondientes de \n x. Los extremos de las perpendiculares para 
todos x le situar<ín en la curva que ser~ la griifica de un loga­
ritmo natural y que se expone en la fig.!-30, a. Por debajo, en 
la fig. 30,b, vemos lnx, expresado por medio de un área . 
Los dos dib ujos tienen una misma esca la. Para un mismo valor 
de x será válida una afirmación que la cantidad de unidades 
cuadradas, que componen el área del trapecio curvilíneo 

4. 
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ACDB, es igual al número de unidades lineales que contiene 
,eJ segmento KL en la fig. 30, a. 

Observemos, si O<x'<l, entonces resulta: 
X' l 

lnx' = r dx = _ r dx 
j x J x' ' 
1 ~· 

.es decir , In x' es un número negativo cuya magnitud absoluta 

.es igual al área de\ trapecio B ' D ' CA. Por ello, en este caso 
,Inx' se expresará en la fig. 30, a mediante el segmento K' L', 
,dirigido haci a abajo con relación al eje Ox. 

Todas las propiedades de la gráfi ca de la función y= ln x 
:Se desprenden de la definición y propiedades del logaritmo 
11atural. Por ejemplo, In x es negativo para x< l, se anula 
:para x= 1 y es positivo, siendo x> l. Es por ello que la grMica 
.de logaritmo se dispone por debajo del eje Ox para los va lores 
.de x<l. Cuando x= 1, la gráfica corta al eje Ox. Para todos 
.x> 1 la gráfica se dispone por arriba del eje Ox. Luego, la 
función y= In x va creciendo a medida que a u menta x. Esta 
propiedad es evidente cuando x>l (véase fig. 30,b), pero es 
justa también para x= x' <l. En efecto, si x' crece, quedando 
siempre menor que la unidad, la magnitud absoluta del 
área B'D'CA (fig .. 30, b) va disminuyendo, lo que significa 
que In x, que se difiere d~ esta área sólo por el signo, va cre­
.ciendo. 

La gráfica nos señala que la propiedad de crecí miento del 
logaritmo se expresa por una curva en forma de la cuesta de una 
c<:olina, ascendente a la derecha. La curva indicada, abrupta 
al principio, adquiere después una pendiente cada vez más 
suave. Asignare mos a la gráfica de la curva el nombre de 
una cuesta logarítmica. 

Si trazamos una «senda» horizontal a lo largo del eje Ox 
y vamos por eHa a la derecha, partiendo del punto O, entonces, 
mirando apajo; veremos, al principio, un abismo infinito 

- en cuya profund{da.d ~.e pierde la c.uesta logarítmica. Sin 
embargo, ba,sta hácer ·un paso ·de anchúra igual· a la unidad 
de longitud para que el abismo se quede atrás . . Continuando 
nuestro_ movimjenfo por la «senda», observamos que con cada 
_p:as.o la cuesta se hac~ cada vez más alta. Por ejemplo, hechos 
dos pasos (x.=2) , la f:lltura será ln 2=0,693, después de tres 
pasos., ln3=1,099, etc. Al· hacer m .pasos, calculemos el in· 
cremento de altura, ·correspondiente a un. sólo paso más. 
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Teniendo en cuenta que la alt'\,lra de cuesta, ~orrespondiénte 
a m pasos realizados (cada paso equivale a la unidad de .loli· 

gitud) es igual a lri m, y la altura después de m.+.l ·pasos .será 
igual a -In (m+ 1), Uegamps a la c.ond usión que ef incremento 
de la altura, correspondiente a t!fl paso, será:_ 

ln (m + 1 ) -lnm=lnm! l = l~ (l+ ! .) . 
Cuanto mayor es el número de pasos, tanto menor será la 

~eant.idad...!.. , y tan to más próximo a la unidad será el valor de 
m . 

1 +..!_ , con lo que In( 1 +...!_ ) tiende a cero. Esto signi fica que 
m \ m . 

la subida de la cuesta resulta cada vez menos visible, a medida 
que avanzamos a la derecha, es decir, la cuesta logarítmica 
realmente adquiere una pendiente cada vez más suave-. 

La cuesta , sin embargo, sube de la manera infinita, así 

que por grande que sea nuestro avance ·a lo largo de da senda», 

.la cuesta siempre será por arriba. 
Efectivamente, realizados zm pasos, la altura de la cuesta 

:será igual a 

ln 2m =m ln 2·=0,693 111. 

!Este último número para · m suficientemente grande , será 
;tan grande como se quiera . . 

Supongamos que en lugar de la «senda horizontal» traza­
tmos ótra «senda» redil in ea, que tiene algún coeficiente angu­

•lar, aunque sea muy pequeño (fig. 31, a). Avanzando a lo 

tlargo de esta última senda , no sólo alcanzamos. la . cuesta 

.logarítmica sino que, continuando el movimiento, lo deja· 

mos por debajo (fig. 31, b). 
Con el objeto de comprobar esto demostremos el siguiente 

Jema: _{lara m natural cualquiera es válida la desigualdad 

4m 
m2 ~4. 

En efecto., CLtando aumentamos m por una unidad, la 
4tn 

tfracción ::i! crece., es decir, 
m 

4111 4m+l 

ñi2 <(m+ 1 )~; 
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esto se deduce de la desig!laldad: 

4m + 1 4111 4rn1 
( 2rn ) 2

' ( m+ m )~ 
(m-f-l)z: m2 =cm+IJ~= -m+l = m+I ~ l, 

que es válida para m~-1:. Es-HOr. eso.q~e entre las fracciones.: 
41 4~ 4m 
12 • 22 , ..•• ,. mt ' .• • 

Yl . 

--
lnx 

xlg"' 

) 
---····-·---;l..o.ir~4r.;;-,.-~x:-. 

b) 

FIG- 3 \• 

la primera tiene valor máxi.mo,. es decir, siempre será 
·4'1 4111 

~~ñii · 
qt.¡e es lo que teníamos que demostrar. 

Observemos ahora, que encada -punto de la «senda» recth-
1 ínea inclina(la se satisfarú~ la correlación 

y=xtga 

donde-a es el ángulo de incl-inación de la r.eda (a es un ángulo· 
·agudo y,_ por consiguiente, tga>O). Al. ~oma.r x=4rn, vemos­
que la. altura de la «senda» en este P~Jr]to x es igual a 4m tg<k, 
mientras que la altura de la cu~ta ·logar•ítmita sera In (4111).= 
=m In 4. l,a relación de la pr.i m~·ra altura a la segunda e$.' 

.4111 tg cr. 4111 lga. 
m lp.4 = m{i In 4,m .. 



Pero, según lo .demostrado anteriqrmente, ;;:~4.·. Por eso, 

la relación de .la altura ·.de la «sen(l'a,)) a la de la cuesta l()ga­

.rítmka no será me~or que la cantidad 41~4~ m, la que puede 

.ser tan grande como se 'quier{l, si m crece indefinidamente. 
Por consiguiente, cuando x=4m y ni es suficienten.ten.te gn;mde, 

fiG . 32 

;Ja cuesta logarítmica es considerablemente superada por la 
.senda reclil ínea (véase fig. :3\, b). 

Fijémonos que la cuesta logarítmica está representada por 
una curva esférica qué gira su convexidad hacia la parte 
s uperior. En· términos .geométricos esto significa que cual­
quier arco de la gráfica del logaritmo se sitúa por arri ba de la 
~uerda de este arco (fig. 32). Designando por x1 y Xz las abs­
·Cisas de los extremos de un arco arbitrario L1 L2 , comprobemo~ 

que para el valor medio de x=.x1 

2 x
2 el punto L del arco 

se encuentra, realmente, por arriba del punto medio M, per­
teneciente a la cuerda. 

Eíectiva mente, 

Nl _ 1 x 1 +x~ 
·-- n 2 



56 

(como línea media del trapecio), es decir, 

. NM =lnx1 tlnxz. 

Hemos de demostrar que • 

1 ~ > lnx1 +ln.t!: 
n 2 2 · • 

Pero 

In xl t ln x2 = ! In (xlx2) =In }/xlx2. 

Por eso hace falta demostrar que 

Observemos que 

J x,+x2 1 v-· n-2- > n x1x2• 

(V x1-VX';) 11 
=X1-2 V x1x2+ -'=2 > Ü' 

(si x1 y x2 son números positivos diferentes). 
Por consiguiente, 

luego, 

y, por fin, 

X1 +x:: > 2Vx1x:• 

x+x v­In~> In X1X1 , 

que es lo que teníamos que demostrar. 
Así pues, el punto de un arco, correspondiente al valor 

medio aritmético de las abscisas de los extremos del arco,. 
supera· al puntó medio de la cuerda, sea cual fuese el arco de· 
la gráfic;a de logaritmo. De ahí proviene que .la gráfica de· 
logaritmo siempre gira .su convexidad hacia la parte positiva. 

· del eje de las y. 
· .· En caso cortttario (fig. 33) se en.contr.aría un arco, para' 

el cual la 'propiedad indicada. pierde su valide~ (el punto me-· 
dio M de la cuerda se situaría por ar.riba del punto correspon-· 
diente L . del arco). 

B<isándonos en las propiedades de logaritmo, podríamos. 
deducir otras propiedades notables de. la gráfica de logaritmo~ 
Sin embargo, nos limitamos a las indicadas·. 
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20. Muy a menudo hmemos que .t'~urrir a los .loga·ritmos 
naturales, resolviendo unos problemas matemáticos y fí. 
sicos que, a primera vista, no tienen nada que ver con las 

áreas de h:apecios cürvilín~os }imitados con arcos. de hipér­
bola. He aquí un problema de esta índole que p·Ianteó 
P. Chébishev, célebre matemático ruso: .ob tener una fór·· 
mula, sencilla al máximo, q1,1e permitiría el cálCulo aproxi­
mado de la cantidad .de todos los núm~o~. simples que nq 
superarían al número prefijado n cualquiera. 

FIO. 33 

Si n no es grande, el problema de la cantidad buscada, 
n (n), no tiene· dificultades (hemos de observar que aquí n 
no tiene ninguna relación al número 3,14159 ... ). As í, por 
ejemplo, si n=IO, los números simples que no superan al 
número 10 son: 2, 3, 5, 7; su cantidad es igual a 4. Por consi­
guiente, rr(l0)=4. Sí n.= 100, entonces, empleando el pro­
cedimiento conocido de ta criba de Heratóstenes, obtei:Idremos 
25 números simples: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Por con­
s3guiente, n (100)=25. Sin embargo, cuando n es grande, 
la solución del problema se hace bastante difícil.¿ Cómo se 
cakula n (n), aunque de manera aproximada, cuando n es 
igual a un millón, mil millones, etc.? 

Chébishev encontró que para el cálculo aproximado de 
.n.~n) es suf.iciente dividir n por el logaritmo natural de n: 

n (n.) ~ J.!;_; 
nn 
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el error rel ativo de esta igualdad. puede set: b.astar.te grande. 
sin embargo éste tiend~ a ~ero, cuando :w tiende. a ·la infinidad .. 
La fórmul a aproximada de Chébíshe.v es .par.ticularmente 
cómoda para eL caso. en que n es tina potenCiá ·d~l· n!jmerp 1() 
con exponente entero y positivo: rt= J:Oii> En .e[eato, In n=· 
In JOk=k In 10~2,303k, y, por lo. tanto .. 

. { 10k) IOk .... 
1t ~~-·· 

! 
. ' 

•• o 

Teniendo en cuenta que 2 .~03~0:,43~:, ohtenemos la fór.­
mula, más cómoda en cálculos: 

fOil · 
n (JOh) ~ 0,434T. . 

Así pues, cuando k= 1 y k=2, tenemos~: 
:-t(10)~0,434·10 = 4,34 (el resultado·c~rrecto es 4) 

n(J00)~0,434- 1 ~0 ~21,7 (el resultado-correcto es 25}. 

Procediendo de esta manera, obtenemos: 
:n: ( 1000) ~ 0,434. 1~0 ~ 145 (el' resuHado correcto es 168)·~ 

!0000 ' . 
:t (10000) ~0,434 ·-4- ::::::: 1090-(eLnesu l.tadocorrecto es 1229),. 

106 
:t(l 06

) ~ 0,434 6 ~ 12300 (el resulta~ICil correcto es 78498) .. 
El error relativo del últi m(} nesuHado constituye 

78498-72300-........ o 08 
78498 "" • , 

es decir, el 8 por ciento y es, por.·consi:gujente , bastan te gr~nde. 
S in embargo, .. se puede d'emo&hrau-co~. t.oda .Ja ,rigu,rosidad que­
·él ,error rélat.ivo, obténldo s~gúh la- fótmül ~. d~ Chébishev .. 
puede ser. dis'minuido y he<iliXJI, tan .. peqUeño corno se quiera 
a cond.i.ción de que JO.t es; suHci.entemente gran~e .. Llegará• 
el momento; c.uahdó eJ ~riJ'Qc· seBá menor.· que el .l %, a conti­
quaci'ón menor que el O, 1 %: .. menor. q,ue O ;oo 1% , etc. En este> 
reside una gr_an ··.importancia teó~i.€a:. d.e la Lkmula de Ché-
bishev. . · . 

P. Chébishev obtuvo, además,. (¡¡tl;a. fór.mu)a. ··p·ara el cál­
culo aproxfmado de .n (n), la que es. 1,m poeo más complicada 
que la primera. No obstante, ella nos-. pr.opor.ci.cma l.a aproxi-
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·l'l).ación mucho mas exacta. He ah'i esta fórmula : 
n r at 

·~ (tt) ~ ~ llñl' 

S in realizar cáka'los., ·in o.iqnem~s· algunos resultados: . 
1 000 

r !!1. ~- rn 
.) In t 
2 

IJO 000 

S !!:!__ ~ l2il5 
. In l 
'2 

1 ·o·oo ooo 

5
. Id 

.-~78627 
]r¡/ 

'2 

(n (1000) .~ lQ8); 

(n·(IO 000) = 1229), 

(n ·(l 000 000) = 78498). 

El error relativo de la igualdad aproximada 
1 000 000 

7l < 1 ooo·ooo) ~ S 1~1' t. 
2 

-es, por consiguiente: 

17~ 498-78 627 1 "" o 0016 
78 498 ,...., ' ' 

es decir, el 0,16%. 
21. Hemos visto que 

ln2=0,69315<1 y ln 3=1 ,09861>1. 

Esto significa que el área ACDB (fíg. 34) es menor que la uni· 
~ad, y el área ACD 18 1 es superior a la unidad. Conviene es· 

' perar que entre los puntos D y D1 habrá un punto D' tal que 
el área ACD' B' será igual a la unidad. Tal punto D' realmente 

· e}dste. Designando por e el segmento OD' podemos afirmar 
que 2<e<3. Haciendo uso de la tabla de logaritmos en la 
'pági11a 50, se puede establecer que 2,7<e<2,8. 

En efecto, 

y 
In 2,7= ln27-ln 10~0,993 

In 2,8=ln28-ln 10= 1 ,029. 

· Existen varios procedimientos que permiten calCular e con 
cualquier grado de precisión . Haciendo caso omiso de ellos, 
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indiquemos como resultado: 
e~2,7l828· 

(todas las cifras escritas son justas). En virtud de la definición 
In e= l. 

El número e se denomina base de logari t 1110$ naturales. o el número de Néper, en honor de Néper, matemático escocés que publicó la primera tab la de logaritmos (en el año l6t4). 

y 

FIG . 34 

Haciendo.,uso de las propiedades de logar.ilmo natural se puede demostrar el siguiente teorema: el logaritmo natural de cualqui~r número positivo b ·e$ igua \. al: exponente <le una 
potenci~ a la CUíll' se eleva el número. e . .para. obt~iier el nú­mer'b b .. En ()tras palábras; . si l'n·b=a, entonces b=er;.. Por ejemplo, déla igualdad ln2.=0)).93i5.:Pfoviene .ql,le 2~e'M031 6 ; 
de la igualdad lh 10~2.30259 proviene que 10~e11 ·• 30m, etc . 

. Para efectuar .la delT\ostración, haremos uso de .lá prop·iedad ·del logaritmo qe tina potenCia. Sea q=ex; entonces ln b= 
=lnex=~ lne. Pero, lne;:=l, y, por consiguiente: 

· lnb=~. 
es decir, el logaritmo natural del n(lmero b ~s igual al expo­nente x. de la .po{encia. 
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Así pues, se puede determinar lo~ logaritmos natuq1les 
sin recurrir a las i rnágenes geométricas. Podr:íamos decir 
desde el mismo princip io que el logaritmo natu~al de un nú­
mero b es el expoJ;~ente de la potencia a la cual s~ debe elevar 
el número e;:::::2,71828 para obtener el número b. Pero, en ~ste· 

caso no ser ia clar-o, por qué razón nos interesan los ~xponentes 
de un ·solo número bien determinado, como es .el n(lmerb e. 
Cuando los logar'itmos naturaJes se expr~san a. través de l¡¡s 
áreas, SU determinación se hace más evidente y no prOVQCa 

ningunas dudas. 
Nos basta añad ir que al lado con los logaritmos naturales 

existen otros logaritmos que tienen de base otro número, 
diferente de e. Así por ejemplo, el logaritmo deci mal del nú­
mero bes nada más que el exponente de la potencia en la que 
se debe elevar el número 10 para obtener b. El logaritmo deci­
mal del número b se designa así: 1gb. Si hacemos lg b=~. 
entonces, según la definición, tenemos: l;= IOil; es evidente 
que In lO= 1. Los logaritmos decimales se consideran detalla­
damente en escuelas secundarias, cuando se emprende el 
estudio del curso de álgebra. Todas las propiedades de los 
logaritmos decimales se obtienen en el curso indicado no por 
medio geométrico, sino basándose en las propiedades conoci ­
das de los exponentes de potencia. 

Los logaritmos naturales y decimales es tan entrelazados 
de la manera siguiente. Sean: lnb=a y Jgb=~. Esto signi­
fica que b=eO' y b=IOil, es decir, é'=lOP>. Por lo tanlo, 
Jne"= lnlüll, ó, alne=~lnlO, es decir, a. = P·2,:30259. 

Así pues, In b=2,30259Jg b, de donde: 

1 
lgb =

12
•30259 lnb=0,43429lnb. 

b·\ultiplicando c;H.la logaritmo en la tabla de logaritmos nalu· 
rales por 0,43429, obtendremos la tab la de logari tmos deci­
males. 

Así, por ejemplo, 

lg 2=0,43429 In 2=0,43429· 0,69.315:::.:::0,30103. 

Para lg JO obtenernos, evidentemente, la unidad: 

lg 10=0,43429 In 10~0,43429· 2,30259= 1. 

Tomando el número lO (que es la base del sistema deci mal 
de cálculos) por base de logaritmos deci males, simplificamos 
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considerablemente las operaciones con cá lculos de logaritmos . 
Así, conociendo que lg 2=0,30103 y lg 10= 1, en seguida 
obtenemos: 

etc. 

lg20=1g2+lg l0=lg2+I = 1,30103, 
lg200= Ig 2+Ig IOO= Ig2+2= 2,30103, 

Si, conociendo que In 2=0,69315 y ln 10=2,302585, de­
seamos calcular ln20 y In 200 tendremos que realizar las si· 
guientes operaciones: 

In 20 =In 2+ In 10=0,69315+2,30259=2,99574, 
In 200= 1n 2+ 1n IOO=ln2+2ln 10=0,69315+ 

+4.60517=5,298B2. 

Es por eso que en calidad del medio aux iliar de los cálcu­
los se prefieren las tablas de logaritmos decimales, lo que de 
ninguna manera disminuye la importancia de logaritmos na­
turales, los cuales si rven para la solución de Jos más diversos 
problemas de las matemáticas y ciencias naturales. En este 
libro se han considerado dos problemas matemáticos con lo­
garitmos naturales: el problema del área por debajo. de una 
hipérbola equilátera y el de Chébishev sobre la distribución 
de lps números simples. 
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