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Prefacio

Este libro cubre los métodos basicos de la estadistica descriptiva, inferencial y el analisis estadistico de decisién que
regularmente son incluidos en cursos introductorios e intermedios sobre estadistica para administracion y economia.
El propésito de este libro es el de presentar los conceptos y métodos en forma clara y concisa sobre el analisis
estadistico.

A lo largo del libro se presenta sélo la teoria necesaria en favor de presentar ejemplos muy concretos. Porque
este libro fue escrito especialmente para aquellos cuyo primer interés es la aplicacion de las técnicas estadisticas,
las demostraciones matematicas han sido omitidas.

Aunque el libro fue disefiado como un suplemento a los libros de texto sobre estadistica aplicada, su contenido
es tan completo que le permite ser usado como texto. En cuanto al contenido, se han incluido tanto los métodos de
analisis estadistico clasicos, como los contemporaneos, el material estd agrupado y organizado de tal forma que le
permite llevar una secuencia con la mayoria de los libros de texto sobre métodos estadisticos aplicados en
administracion y economia. Los problemas resueltos que se presentan al final de cada capitulo, incluyen todo el
desarrollo para llegar a la solucién, mientras que los problemas complementarios incluyen unicamente la respuesta.
Todo profesor de la materia, puede obtener un Manual de Soluciones que contiene todos los resultados a los
problemas complementarios, escribiendo una carta directamente al autor en papel membretado de la institucion
donde labora.

Deseo agradecer a la compafiia Minitab su autorizacién para incluir el programa de computadora Minitab en este
libro. Este programa es compatible con la mayoria de paquetes de software disponibles sobre analisis estadistico.
Este es un sistema conocido que frecuentemente se menciona en los libros de texto sobre estad istica en los negocios.

Estoy también en deuda con el editor ejecutivo de la reciente Sir Ronald A. Fisher, F.R.S., al Dr. Frank Yates,
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Analisis de datos
de negocios

1.1 DEFINICION DE ESTADISTICA DE NEGOCIOS

La estadistica se refiere a las técnicas mediante las cuales se recopilan, organizan y analizan datos cuantitativos. El punto
central del andlisis estadistico en los negocios es la administracién de la toma de decisiones.

1.2 ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INFERENCIA ESTADISTICA

La estadistica descriptiva incluye las técnicas que se relacionan con el resumen y la descripcién de datos numéricos. Estos
métodos pueden ser graficos o pueden incluir andlisis mediante calculos (véanse capitulos 2, 3y 4).

EJEMPLO 1. Puede describirse y darle significado al volumen mensual de ventas de un producto durante el afio pasado
elaborando un diagrama de barras o una grafica lineal (como se presenta en la seccién 2.8). Pueden destacarse las ventas
relativas por mes calculando un numero indice para cada mes, de manera que la desviacién a partir de 100 para cualquier
mes dado indique la desviacién porcentual de las ventas en ese mes en comparacion con las ventas mensuales promedio
durante todo el afio.

La inferencia estadistica comprende aquellas técnicas por medio de las cuales se toman decisiones sobre una poblacién
estadistica basadas en una muestra o en juicios de los administradores. Debido a que esas decisiones se toman en
condiciones de incertidumbre, se requiere el uso de conceptos de probabilidad. Considerando que las caracteristicas medidas
en una muestra se denominan estadisticas muéstrales, las caracteristicas medidas en una poblacién estadistica, o universo,
se llaman parametros poblaclonales. El proceso de medir las caracteristicas dé todos los miembros de una poblacion definida
recibe el nombre de censo. Los capitulos 5,6 y 7 se ocupan de los conceptos de probabilidad y la mayoria de los capitulos
siguientes se ocupan de la aplicacién de estos conceptos en la inferencia estadistica.

EJEMPLO 2. Con el objeto de estimar el voltaje necesario para que un dispositivo eléctrico falle, puede someterse
una muestra de esos dispositivos a voltajes cada vez mas altos hasta que falten. Con base en los resultados de esta
muestra, puede calcularse la probabilidad de falla para los otros dispositivos de la poblacion muestreada en los diversos
niveles de voltaje.

1.3 ESTADISTICA CLASICA Y ANALISIS BAYESIANO DE DECISIONES

Los métodos de la estadistica clasica se refieren al anadlisis de datos muestreados (objetivo) con propdsitos de hacer
inferencias, excluyendo todojuicio u opinion personal (véanse capitulos 8 a 15). El andlisis Bayesiano de decisiones incorpora
el uso de juicios de los administradores en el analisis estadistico y también pone énfasis en las posibles ganancias o pérdidas
econdémicas asociadas con decisiones alternativas (véanse capitulos 18-20).
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EJEMPLO 3. Por medio del enfoque clasico de la inferencia estadistica, podria calcularse el nivel incierto de ventas
de un producto nuevo solamente sobre la base de estudios de mercado llevados a cabo en un conjunto de lugares
seleccionados de acuerdo con los requerimientos del muestreo cientifico. Con el enfoque Bayesiano, se obtendria y utilizaria
la opinion de los administradores que han tenido experiencia con productos similares como base para estimar un volumen
de ventas. Esta estimacion subjetiva se podria entonces combinar con datos muestrales objetivos para obtener una
estimacion combinada de los voliumenes de venta.

14 VARIABLES DISCRETAS Y VARIABLES CONTINUAS

Una variable discreta so6lo puede tener valores observados en puntos aislados a lo largo de una escala. En la estadistica de
negocios, esainformacion suele presentarse através del proceso de conteo,; de ahi que los valores se expresen generalmente
como numeros enteros. Una variable continua puede suponer un valor en cualquier punto fraccionario de un intervalo
especificado. Los datos continuos se generan por el proceso de medicién.

EJEMPLO 4. Como ejemplo de datos discretos se cita el nimero de personas por hogar, las unidades de un articulo en
un inventario y el nimero de componentes ensamblados que se han encontrado defectuosos. Ejemplo de datos continuos son
el peso de un embarque, el tiempo transcurrido antes de que falle un dispositivo y el nimero promedio de personas por hogar
en una comunidad grande. Obsérvese que el nimero promedio de personas puede ser un valor fraccionario y es, entonces, una
variable continua, aun cuando el numero de personas por hogar es una variable discreta.

15 OBTENCION DE DATOS A TRAVES DE EXPERIMENTOS Y ENCUESTAS

Una manera de obtener datos es através de la observacion directa. Un experimento estadistico es una forma de observacion
directa en la que se controlan algunos o todos los factores que pueden influir sobre la variable que se estudia.

EJEMPLO 5. Pueden compararse dos métodos de ensamblar un componente, haciendo que un grupo de empleados
utilice uno de ellos y que un segundo grupo de empleados utilice el otro. Se iguala cuidadosamente a los miembros del
primer grupo con los del segundo en términos de factores como edad y experiencia.

En algunas situaciones, no es posible obtener datos en forma directa, sino que, mas bien, la informacidn debe obtenerse
a partir de respuestas individuales. Una encuesta estadistica es el proceso de recopilar datos pidiendo a personas que
proporcionen informacion. Los datos pueden obtenerse con métodos como la entrevista personal o telefénica, o a través de
un cuestionario escrito.

EJEMPLO 6. Un analista de la Secretaria del Trabajo puede necesitar determinar qué aumentos o reducciones en el
nivel de empleo tienen planeados las empresas de cierto estado. Un método comun para obtener esa clase de datos consiste
en efectuar una encuesta entre las empresas.

16 METODOS DE MUESTREO ALEATORIO

El maestreo aleatorio es aquél en el que cada uno de los elementos de la poblacién de interés, o poblacidn objeto, como se
le conoce, tiene una probabilidad conocida, y frecuentemente igual, de ser elegido para la muestra. A las muestras aleatorias
se les denomina también muestras probabillsticas o muestras cientificas. Son cuatro los principales métodos de muestreo
aleatorio: aleatorio simple, sistematico, estratificado y por conglomerados.

Unamuestra aleatoria simple es aquéllaen la que los elementos se escogen en forma individual y al azar de la totalidad
de la poblacién. Esta seleccién al azar es similar a la que se realiza en la extraccion aleatoria de nimeros en una loteria.
Sin embargo, en el muestreo estadistico, por lo general se utiliza un programa computarizado de fabla de nimeros aleatorios
0 un generador de numeros aleatorios para identificar los elementos numerados de la poblacion que se eligen para la muestra.



1 ANALISIS DE DATOS DE NEGOCIOS 3

EJEMPLO 7. El apéndice 1 muestra una tabla abreviada de nimero» aleatorios. Suponga que se desea tomar una
muestra aleatoria simple de 10 cuentas por cobrar de una poblacion de 90 dé esas cuentas, las cuales se numeran del 1 al
90. Se empezarla en la tabla de nimeros aleatorios "a ciegas”, literalmente cerrando los ojos y sefialando una posicion
inicial. Después, se leerian grupos de numeros, de dos en dos, en cualquier direccion, para determinar las cuentas que han
de formar parte de la muestra. Suponga que se comienza leyendo pares de numeros, comenzando con el que esta en la
primera columna del renglén 6. Los 10 nimeros de las cuentas para la muestra serian 66, 06, 59, 94, 78, 70, 08, 67,12y
65. Sin embargo, como sélo hay 90 cuentas, no puede incluirse el nimero 94. Por ello, se incluye en la muestra el nUmero
siguiente, el 11. Si se repite cualquiera de los nimeros seleccionados, solo se le incluye una vez en la muestra.

Una muestra sistematica es una muestra aleatoria en la cual se eligen lo elementos de la poblacion a intervalos
uniformes, a partir de un listado ordenado, tal como elegir cada décima cuenta por cobrar para la muestra. La primera de
las cuentas de la muestra se elegirla al azar (quiza utilizando una tabla de nimeros aleatorios). Un problema especifico del
muestreo sistematico es la existencia de cualquier factor periédico o ciclico en la lista dé la poblaciéon que pudiera conducir
a un error sistematico en los resultados muestrales.

EJEMPLO 8. Si en una comunidad en la que se estudia lo apropiado de la iluminacién publica cada doceava casa se
encuentra en una esquina, una muestra sistematica tendria un sesgo sistematico si se incluye en la investigacion cada
decimosegunda casa. En este caso, o todas o ninguna de las casas investigadas se encontrarian en esquina.

En el muestreo estratificado, lo primero que hace el investigador es clasificar los elementos de la poblacion en
subgrupos separados de acuerdo con una o mas caracteristicas importantes. Después, se obtiene por separado una muestra
aleatoria simple o sistematica de cada estrato. Puede utilizarse este tipo de muestreo para asegurar una representacion
proporcional de diversos subgrupos en la muestra. Ademas, es comun que el tamafo de la muestra que se requiere para
lograr determinado nivel de precision en el muestreo estratificado sea menor que con muestreo aleatorio simple, con la
consiguiente reduccion en los costos del muestreo.

EJEMPLO 9. En un estudio de las actitudes de estudiantes con respecto a las politicas de hospedaje en las
instalaciones escolares, es razonable pensar que pueden existir diferencias importantes entre los estudiantes de licenciatura
y los de posgrado, y entre hombres y mujeres. Por lo tanto, debe considerarse un esquema de muestreo estratificado,
escogiendo una muestra diferente en cada uno de los cuatro estratos: hombres que estudian la licenciatura, mujeres
estudiantes de licenciatura, hombres graduados en posgrado y mujeres graduadas en posgrado.

El muestreo por conglomerados es un tipo de muestreo aleatorio en el que los elementos de la poblacion se dividen
en forma natural en subgrupos. Asi, se eligen al azar los subgrupos que forman la muestra.

EJEMPLO 10. Si un analista de la Secretaria del Trabajo necesita estudiar los salarios diarios que se pagan en un
area metropolitana, seria dificil obtener una lista de todos los asalariados de la poblacién objetivo. Sin embargo, podria
obtenerse faciimente una lista de las empresas de la region. Con esta lista, el analista puede tomar una muestra aleatoria
de las empresas identificadas, que representan conglomerados de trabajadores, y obtener los salarios que estas empresas
les pagan.

1.7 UTILIZACION DE COMPUTADORAS PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS

Existen muchos programas de cémputo disponibles que generan nimeros aleatorios dentro de un intervalo especificado de
valores. En el problema 1.9 se ilustra el uso de esta clase de programas.
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Problemas resueltos

ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INFERENCIA ESTADISTICA

11

Indique cuales de los términos u operaciones siguientes se relacionan con muestras o con muestreo (M) o con una
poblacién (P): (a) grupos de medidas llamados parametros, (b) uso de inferencia estadistica, (c) hacer un censo,
(d) juzgar la calidad de un embarque de fruta inspeccionando varias de las cajas.

@P, (b)M. (c)P, (d) M

ESTADISTICA CLASICA Y ANALISIS BAYESIANO DE DECISION

12

Indique cuales de los siguientes tipos de informacion podrian usarse exclusivamente en el analisis Bayesiano de
decision (B) y cuales podrian usarse indistintamente en el analisis clasico o en el Bayesiano (CB): (a) juicio de
administradores sobre el nivel probable de ventas para un producto nuevo, (b) resultados de una encuesta a una
muestra de clientes antiguos, (c) prondsticos de analistas financieros sobre promedios del mercado de valores.

(@)B, (b) CB. (c) B

VARIABLES DISCRETAS Y CONTINUAS

13

Para los siguientes tipos de valores, identifique si corresponden a variables disaetas (D) o variables continuas (C): (a)
el peso del contenido de un paquete de cereales, (b) el diametro de un rodamiento, (c) el nimero de articulos defectuosos
que se producen, (d) el nimero de personas pensionadas en un area geografica, (e) el nimero promedio de posibles
clientes que han sido visitados por un vendedor durante el mes pasado, (f) el total de las ventas, en pesos.

(a) C, (b) C, (c) D, (d) D, (e) C, (f) D (Nota: aunque los valores monetarios son datos discretos, cuando se trata de
cantidades grandes, se consideran como continuos.)

OBTENCION DE DATOS MEDIANTE EXPERIMENTOS Y ENCUESTAS

14

15

Seriale cudles de los siguientes procedimientos de recopilacién de datos pueden considerarse como experimentos
(E) y cuales como encuestas (EN): (a) Una investigacion politica sobre la forma en que las personas piensan votar
en ciertas elecciones, (b) se entrevista a los clientes de un centro comercial sobre las razones que tienen para hacer
sus compras en ese lugar, (c) se comparan dos métodos para comercializar una poliza de seguros, utilizando cada
uno de los métodos en areas geograficas comparables.

(@) EN, (b) EN, (c) E

En las mediciones estadisticas, tal como los cuestionarios, la confiabilidad se refiere a la consistencia del instrumento
de medicidn, y validez se refiere a la precision del instrumento. Asi, si un cuestionario arroja resultados similares
cuando se le aplica a dos grupos equivalentes de encuestados, entonces se dice que el cuestionario es confiable.
¢ El hecho de que un cuestionario sea confiable garantiza su validez?

La confiabilidad de un instrumento de mediciéon no garantiza que sea valido para un proposito especifico. Un
instrumento confiable es consistente en repetidas mediciones, pero todas éstas pueden incluir un componente comun
de error, 0 sesgo. (Véase el siguiente problema resuelto.)
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Con referencia al problema 1.5, sun Instrumento que no es confiable puede tener validez para un propdésito especifico?

Un instrumento que no es confiable no puede tener validez para ningtin propdésito especifico. Sin confiabilidad,
los resultados que se obtienen no son consistentes. Se puede ilustrar este concepto mediante una analogia con un
objetivo de tiro con rifle. Si los hoyos de las balas se agrupan cercanos entre si en el objetivo son sefial de confiabiliad
(consistencia) en los disparos. En este caso, puede mejorarse la validez (precisién) ajusfando la mirilla para que los
hoyos tiendan a agruparse en el centro del objetivo. Por otro lado, si los hoyos se encuentran muy dispersos, serian sefal
de falta de confiabilidad y, bajo estas circunstancias, un ajuste en la mirilla no puede conducir a disparos mas certeros.

METODOS DE MUESTREO ALEATORIO

1.7

1.8

Para realizar inferencias estadisticas, se desea tener una muestra representativa. Sin embargo, los métodos de la
inferencia estadistica sélo requieren que se obtenga una muestra aleatoria. ;Por qué?

No existe ningun método de muestreo que pueda garantizar que se obtendra una muestra representativa. Lo mejor
que puede lograrse es evitar sesgos consistentes o sistematicos utilizando el muestreo aleatorio (probabilistico). Aunque
son raras las ocasiones en que una muestra aleatoria es representativa de la poblacién objeto de la cual se obtiene, el
uso de este procedimiento garantiza que las diferencias entre la muestra y la poblacién se deben sélo al azar.

Una companiia petrolera desea determinar los factores que afectan la eleccién de estaciones de servicio por parte de los
clientes en un area de prueba y, para ello, ha obtenido los nombres, direcciones y la informacién personal disponible
sobre todos los propietarios de automoviles registrados en esa area Describa la forma en que podria obtenerse una muestra
aleatoria a partir de esta lista, utilizando los cuatro métodos de muestreo aleatorio que se describieron en este capitulo.

Para una muestra aleatoria simple, podrian numerarse los nombres de la lista de manera secuencial vy,
después, se podria elegir a los elementos de la muestra utilizando una tabla de numeros aleatorios. Para una
muestra sistemética, se podria entrevistar a cada enésima persona de la lista (cada quinta persona, por ejemplo),
comenzando al azar con alguno de los primeros cinco nombres. Para una/nuestra estratificada, pueden clasificarse
los nombres segun el tipo de automovil que poseen, segun su valor, o segun su sexo o edad y, después, sacar una
muestra aleatoria simple de cada uno de los estratos. Para una muestra por conglomerados, podria entrevistarse
a los propietarios de automdviles registrados que residan en cuadras seleccionadas al azar del area de prueba.
Como tendria esta base geogréfica, a este tipo de muestra por conglomerados se le podria denominar, alternati-
vamente, muestra por area.

UTILIZACION DE COMPUTADORAS PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS

1.9

Un analista econémico desea obtener una muestra aleatoria simple de 30 empresas de las 435 que estan listadas
en un area geografica. Las empresas estan identificadas secuencialmente con nimeros del 001 al 435. Utilizando
algun programa de computacion, obtenga 30 nimeros de identificacion, que determinen las empresas que deben
incluirse en la muestra.

MTB > RANDOM 30 DIGITS, PUT IN Cf1;

SUBO INTEGERS FROM 1 TO 435.

MTB > NAME FOR C1 IS 'SAMPLE'

MTB > PRINT 'SAMPLE'

SAMPLE
8 56 184 94 275 78 135 172 303 296 94
90 405 169 239 114 100 26 212 331 2156 18
141 326 290 297 201 140 248 94

Fig. 1-1 Listado obtenido con Minitab. (Derechos reservados por la Universidad Estatal de Pennsylvania.)
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En lafigura 1-1 se muestra el listado de los numeros de identificacion de las 30 empresas elegidas al azar.
Observe que, por casualidad, la empresa numero 94 fue elegida tres veces. Por ello, se requerirla obtener los nimeros
de dos empresas mas para alcanzar el tamafio deseado de 30 empresas.

Problemas complementarios

ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INFERENCIA ESTADISTICA

1.10 Indique cudles de los términos u operaciones siguientes se relacionan con muestras o muestreo (M), y aquéllos que
se relacionan con una poblacién (P): (a) Universo, (b) grupos de medidas denominadas estadisticas, (c) aplicaciéon
de conceptos de probabilidad, (d) inspeccién de todos los articulos que se fabrican.

Resp. (a) P, (b) M, (c) M, (d) P

ESTADISTICA CLASICA Y ANALISIS BAYESIANO DE DECISION

1.11 Indique cuales de los siguientes tipos de informacién pueden ser sélo usados en el analisis Bayesiano de decision,
(B) y los que pueden emplearse tanto en el analisis clasico como en el Bayesiano (CB): (a) Datos objetivos, (b) datos
de una muestra, (c) datos subjetivos, (d) juicios de administradores.

Resp. (a) CB, (b) CB, (c) B, (d) B

VARIABLES DISCRETAS Y CONTINUAS

1.12 Para los siguientes valores, identifique cuales corresponden a variables discretas (D) y cudles a variables continuas
(C): (a) Numero de unidades de un articulo en existencia, (b) relacién de activos circulantes con pasivos circulantes,
(c) tonelaje total embarcado, (d) cantidad embarcada, en unidades, (e) volumen de trafico en un camino de cuota,
(f) asistencia a la reunién anual de una compania.

Resp. (a) D, (b) C, (c) C, (d) D, (e) D, (f) D

OBTENCION DE DATOS MEDIANTE EXPERIMENTOS Y ENCUESTAS

1.13 Senale cuales de los siguientes procedimientos de recopilacién de datos se considerarian experimentos (E) y cuales
encuestas (EN): (a) comparar los resultados de un nuevo método para entrenar agentes de boletos de avion con el
método tradicional, (b) evaluar dos conjuntos diferentes de instrucciones de ensamble para un juguete haciendo que
dos grupos comparables de nifios ensamblen el juguete utilizando diferentes instrucciones, (c) hacer que una revista
envie a sus suscriptores un cuestionario pidiéndoles que evalien un producto recientemente adquirido.

Resp. (a) E, (b) E, (c) EN
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METODOS DE MUESTREO ALEATORIO

1.14 Identifique si se utiliza el método de muestreo aleatorio simple (A) o el sistematico (S) en los siguientes casos: (a)
Utilizacién de una tabla de nimeros aleatorios, (b) entrevistar a cada centesimo adulto que entra a un parque de
diversiones, comenzando aleatoriamente con la quincuagésima persona que entra al parque.

Resp. (a) A, (b) S.

1.15 Para las siguientes situaciones de muestreo grupal, determine si se utilizaria el muestreo aleatorio estratificado (ES)
o el muestreo por conglomerados (C): (a) Estimacion de las preferencias electorales de la gente que vive en diversas
comunidades, (b) estudio de las actitudes de los consumidores, suponiendo que existen diferencias importantes

debidas a edad y sexo.

Resp. (a) C, (b) ES

UTILIZACION DE COMPUTADORAS PARA GENERAR NUMEROS ALEATORIOS

1.16  Un auditor desea obtener una muestra aleatoria simple de 50 de las 5250 cuentas por cobrar de una empresa grande.
Las cuentas estan numeradas secuendalmente del 0001 al 5250. Utilice algun programa de computadora para
obtener un listado de tos 50 numeros aleatorios que se requieren.




Presentaciones
estadisticas

2.1 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Una distribucion de frecuencias es una tabla en la cual se agrupan en clases los valores posibles para una variable y se
registra el nimero de valores observados que corresponde a cada clase. Los datos organizados en una distribucion de
frecuencias se denominan datos agrupados. Por el contrario, para los datos no agrupados, se enumeran todos los valores
observados de la variable aleatoria.

EJEMPLO 1. En la Tabla 2.1 se muestra una distribucion de frecuencias de salarios diarios. Nétese que las cantidades
estan dadas hasta el peso mas cercano. Cuando se trata de redondear una fraccién que es "exactamente 0.5" (exactamente
$0.50 en este caso), usualmente se redondea al nimero entero par mas cercano. Asi, un salario diario de $2599.50 se
redondearia a $2600.00, como parte del proceso de reporte de datos.

Tabla 2.1 Distribucioén de frecuencias de los
salarios de 100 obreros no calificados

Salario diario Nuamero de obreros (f)
$2400-2599 7
2600-2799 20
2800-2999 33
3000-3199 25
3200-3399 11
3400-3599 4
Total 100

2.2 INTERVALOS DE CLASE

Para cada una de las clases de una distribucion de frecuencias, los limites nominales de clase superior € inferior indican los
valores incluidos dentro de la clase.(VVéase la primera columna de la Tabla 2.1.) En contraste, las fronteras de clase o limites
exactos, son los puntos especificos de la escala de medicidon que sirven para separar clases adyacentes cuando se trata de
variables continuas. Los limites exactos de clase pueden determinarse identificando los puntos que estan a la mitad entre
los limites superior e inferior, respectivamente, de las clases adyacentes. El intervalo de clase indica el rango de los valores
incluidos dentro de una clase y puede ser determinado restando ei limite exacto inferior de clase de su limite exacto superior.
Cuando no se identifican limites exactos, puede determinarse el intervalo de clase restando el limite nominal inferior de una



2 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS 9

clase del limite nominal inferior de la clase inmediata siguiente. Finalmente, para ciertos propésitos, los valores de una clase

se representan a menudo por el punto medio de clase, que puede ser determinado sumando la mitad del intervalo de clase
a su limite inferior.

EJEMPLO 2. En la Tabla 2.2 se presentan los limites exactos de clase y los correspondientes puntos medios de clase
de la distribucion de frecuencias de la Tabla2.1.

EJEMPLO 3. Calculado mediante los dos procedimientos, el intervalo de clase de la primera clase de la Tabla 2.2 es
$2,599.50 - $2,399.50 - $200 (restando el limite de clase exacto inferior del limite de clase exacto superior) o $2,600 - $2,400
= $200 (restando el limite nominal inferior de clase del limite nominal inferior de la clase inmediata siguiente).

Tabla 2.2 Salarios diarios de 100 obreros no calificados

Salario diario Limites exactos Punto medio Numero de
(limites de clase) de clase* de clase obreros
$2400-2599 2399.50-2599.50 2499.50 7
2600-2799 2599.50-2799.50 2699.50 20
2800-2999 2799.50-2999.50 2899.50 33
3000-3199 2999.50-3199.50 3099.50 25
3200-3399 3199.50-3399.50 3299.50 11
3400-3599 3399.50-3599.50 3499.50 4
Total 100

* En general, solo se expresa un digito decimal significativo en los limites exactos de clase. Sin
embargo, debido a que con unidades monetarias la medida unitaria mas precisa después de
"el peso mas cercano" se define comunmente como "el centavo mas cercano”, en esta tabla
se incluyen dos digitos decimales.

Por razones de calculo, generalmente es deseable que todos los intervalos de clase en una distribucién de frecuencias
dada sean iguales. Una formula que puede utilizarse para determinar el intervalo de clase aproximado es:

valor mayor en los _ valor menor en los
datos no agrupados  datos no agrupados

ntimero de clases que se desean 2.7)

Intervalo aproximado =

EJEMPLO 4. Para los datos originalmente no agrupados que se agruparon en la Tabla 2.1, supdngase que el salario
mas alto observado era $3580 y el mas bajo era de $2420. Dado el objetivo de tener seis clases con intervalos de clase
iguales:

. . 3,580 - 2,420
intervalo aproximado = ==—————

=$193.33

El tamafio de clase conveniente mas proximo es, entonces, $200.

Para datos distribuidos de manera muy irregular, como los datos anuales de salario para diversas ocupaciones, pueden
ser convenientes los intervalos desiguales de clase. En este caso, se utilizan intervalos de clase mayores para los rangos
de valores en que hay relativamente pocas observaciones.
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2.3 HISTOGRAMAS Y POLIGONOS DE FRECUENCIAS

Un histograma es la grafica de barras de una distribucion de frecuencias. Como se indica en la figura. 2-1, por lo general se
colocan sobre el eje horizontal de la grafica los limites exactos de clase, en tanto que sobre el eje vertical se coloca el nimero

de observaciones.

o 1 . t I

Tamm | 2SR LI 2PN T.E0550 1309 4 L8505
Salario diario en pesos
Fig. 2-1

EJEMPLO 5. En la figura 2-1 se ilustra un histograma para la distribucién de frecuencias de los salarios diarios de la
Tabla 2.2. Un poligono de frecuencias es la grafica lineal de una distribucion de frecuencias. Como se muestra en la figura
2-2, los dos ejes de esta grafica son similares a los del histograma excepto que, cominmente, se coloca el punto medio de
clase sobre el eje horizontal. El numero de observaciones en cada clase se representa por un punto en el punto medio de
la clase y estos puntos estan unidos por una serie de segmentos de linea para formar una "figura de varios lados", o poligono.

EJEMPLO 6. La figura 2-2 muestra un poligono de frecuencias para la distribucion de los salarios diarios de la Tabla 2-2.

i
ok -
a .
'E i
£
' Lo L
£| -
ok - 1 1 i 1 | . 1 1
2,299.50 2,499.50 2,699.50 2,899.50 3,099.50 3,299.50 3,499.50 3,69950
Salario diario en pesos
Fig. 2-2

2.4 CURVAS DE FRECUENCIAS

Una curva de frecuencias es un poligono de frecuencias suavizado.



2 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS 11

EJEMPLO 7. Lafigura 2-3 representa una curva de frecuencias para la distribucién de los salarios diarios de la Tabla 2.2.

=] o

[N
=)
I

Miiorero de obreros
=
1

B
=

1 A [l 1 | |
124,50 L5 LA a0 B, i 1R 3,1, 5} 340,50 L Sa
Salario diario en pesos
Fig. 2-3

En términos de asimetria, una curva de frecuencias puede sen (1) asimétrica negativa: asimétrica con la "cola" hacia
la izquierda, (2) positivamente sesgada: asimétrica con la "cola" hacia la derecha, o (3) simétrica.

EJEMPLO 8. En la figura 2-4 se ilustra graficamente el concepto de asimetria de una curva de frecuencias.

En términos de kurtosis, una curva de frecuencia puede ser: (1) platiktrtka: plana, con las observaciones distribuidas
de manera relativamente uniforme en todas las clases, (2) leptokdrtica: puntiaguda, con las observaciones concentradas en
un estrecho rango de valores, o (3) mesokurtica ni plana ni puntiaguda, en términos de la distribuciéon de los valores
observados.

f fi
— . X X
(1) Asimetria negativa (2) Simétrica (3) Asimetria positiva
Fig. 2-4
EJEMPLO 9. En la figura 2-5 se muestran tipos de curvas de frecuencias en términos de kurtosis.

f f f |

1

|

_— X . X L
(1) Platikurtica (2) Mesokurtica (3) Leptokurtica

Fig. 2-5
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2.5 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

Una distribucion de frecuencias acumuladas identifica el nimero de observaciones acumuladas incluidas bajo el limite exacto
superior de cada clase de la distribucion. Puede determinarse la frecuencia acumulada para una clase agregando la
frecuencia observada para dicha clase a la frecuencia acumulada de la clase precedente.

EJEMPLO 10. En la Tabla 2.3 se ilustra el calculo de las frecuencias acumuladas.

Tabla 2.3 Calculo de las frecuencias acumuladas de los datos de salarios diarios

de la Tabla 2.2
Salario diario Limite exacto Numero de Frecuencia acumulada
superior de clase trabajadores (fa)
$2400-2599 2599.50 7 7
2600-2799 2799.50 20 20+ 7= 27
2800-2999 2999.50 33 33 +27= 60
3000-3199 3199.50 25 25+ 60= 85
3200-3399 3399.50 11 11 +85= 96
3400-3599 3599.50 4 4+96= 100
Total 100

La grafica de una distribucion de frecuencias acumuladas se denomina ojiva. Para las distribuciones acumuladas del
tipo "y menor que" esta grafica indica la frecuencia acumulada debajo de cada limite exacto de clase de la distribucion de
frecuencias. Cuando dicha grafica de linea esta suavizada, se le denomina curva ojiva.

EJEMPLO 11. En la figura 2-6 se presenta una curva ojiva para la distribucién de frecuenclas acumuladas de la Tabla 2.3.

blad

EENTLA AU
L
1

¥

I

- 1 ] ] L !
AR50 2 53 50 1.794.50 10 Rt 1,20650 JAWE

Salario diario en pesos
Fig. 2-6

2.6 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS

Una distribucién de frecuencias relativas es aquélla en la que el nUmero de observaciones de cada clase se convierte en
una frecuencia relativa dividiéndolo entre el nimero total de observaciones en la distribucion. Por esto, cada frecuencia
relativa es una proporcion y se le puede convertir en porcentaje multiplicandola por 100.
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Una de las ventajas que presenta la construccion de la distribucion de frecuencias relativas reside en que la distribucion
acumulada y la ojiva correspondiente indican la proporcién acumulada (o porcentaje) de observaciones presentes hasta los
diversos valores posibles de la variable. Un valor percentil es el porcentaje de observaciones acumulado hasta un valor
designado de una variable. (Véanse problemas 2.14 y 2.16 a 2.20.)

2.7 LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DEL TIPO "Y MENOR QUE"

Considérense los siguientes limites nominales de clase para dos clases adyacentes:

5 y menor que 8
8 y menor que 11

Para estos limites nominales de clase planteados como "y menor que”, los limites exactos de clase son idénticos en valor a
los respectivos limites nominales. Asi, los limites exactos superior e inferior para la primera clase mencionada son 5.0 y 8.0,
respectivamente.(Véanse los problemas 2.21y 2.22.) Por lo general, es mas facil manejar en computadora este enfoque de
"y menor que", pues en ocasiones ilustra una forma mas "natural” de recopilar datos cuando se miden cantidades de tiempo.
Por ejemplo, es comun que las edades de las personas se reporten como la edad cumplida en el ultimo cumpleaios, y no
la edad que se cumple en el cumpleafios proximo.

2.8 GRAFICAS DE BARRAS Y GRAFICAS DE LINEA

Una gréfica (o diagrama) de barras ilustra, mediante barras, cantidades de frecuencias para diferentes categorias de datos.
La diferencia entre una grafica de barras y un histograma es que éste se refiere siempre a datos de una distribucién de
frecuencias, en tanto que una grafica de barras ilustra cantidades para cualquier tipo de categorias.

EJEMPLO 12. En la gréafica de barras de la figura 2-7 se ilustran los montos (en billones de pesos) de los créditos
otorgados por la banca multiple a empresas y particulares, durante los meses de marzo a agosto de 1989.

Una gréfica de barras y componentes incluye subdivisiones de las barras. Por ejemplo, se podria subdividir cada una
de las barras de la figura 2-7, en partes (quiza diferenciadas mediante colores o algun tipo de rayado para distinguir los
montos de los créditos otorgados cada mes a empresas de los que se otorgan a particulares. (Véase el problema 2.24.)

Créditos de 1a bamew maliple
8 epresns ¥ [adbeulares fen
billone=s dhe pegies], reses de 1A,

Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago.

Mes
Fig. 2.7 (Fuente: Indicadores Econdmicos, Banco de México)
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Cuando las categorias que se utilizan representan un segmento de tiempo, como es el caso de los datos de la figura
2-7, también se les puede representar mediante una grafica de linea, la cual ilustra mediante segmentos de linea los cambios

en cantidades con respecto al tiempo.

EJEMPLO 13. En lafigura 2-8 se presentan los datos de la figura 2-7, en forma de grafica de linea.

b i

itos, billomes de pesos

-

Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago.
Fig. 2-8

2.9 GRAFICAS DE PASTEL

Las graficas de pastel son especlalmente apropiadas para ilustrar las divisiones de una cantidad total, tal como la distribucion

de los egresos o los ingresos de un; compaiiia
Una grafica de pastel en porcentajes (o porcentual) es aquélla en la que ios valores se convierten a porcentajes para

que resulte mas facil compararlos. (Véase el problema 2.26.)

EJEMPLO 14  La figura 2-9 es una grafica de pastel porcentual que ilustra la participacién de los diversos valores
operados en el mercado de dinero de la Bolsa Mexicana de Valores, al 31 de enero de 1990.

Cetes

Papel Comercial

04
8.1
Pagarés
38.8
Bonos

Fig. 2-9
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2.10 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Existen programas de computadora que permiten formar distribuciones de frecuencias a partir de datos no agrupados y que
producen el histograma asociado. Normalmente estos programas determinan el intervalo de clase conveniente, o permiten
al usuario especificar el tamafio de intervalo que se desea utilizar. Debido a la conveniencia para interpretar puntos medios
de clase no fraccionarios y limites exactos de clase, por lo general se utilizan distribuciones de frecuencias del tipo de
"y menor que". (Véanse los problemas 2.27 y 2.28.)

Problemas resueltos

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS, INTERVALOS DE CLASE Y METODOS GRAFICOS ASOCIADOS

2.1

Con referencia a la Tabla 2.4,

(@) ¢ Cuales son los limites nominales inferior y superior de la primera clase?

(b) ¢ Cuales son los limites exactos inferior y superior de la primera clase?

(c) El'intervalo de clase es igual en todas las clases de la distribucion. ;Cual es el tamafio del intervalo?

Tabla 2.4 Distribucion de frecuencias de rentas mensuales
de 200 departamentos (en miles de pesos)

Renta mensual Nuamero de departamentos
(miles de pesos)

$350-379 3
380-409 8
410-439 10
440-469 13
470-499 33
500-529 40
530-559 35
560-589 30
590-619 16
620-649 12
Total 200

(d) ¢,Cual es el punto medio de la primera clase?

(e) ¢ Cuales son los limites exactos inferior y superior de la clase en la que se tabul6 la mayor cantidad de rentas de
departamentos?

(f) Suponga que se reporta una renta de $439 500. Identifique los limites nominales inferior y superior de la clase en
la que se incluiria esta renta.

(a) $350 000 y $379 000
(b) $349 500 y $379 500 Nota.Como en el ejemplo 2, dos digitos adicionales estan expresados en lugar de un digito
adicional, como usualmente se maneja en su limite de clase comparado con los limites nominales.
(c) Concentrandose en el intervalo de valores de la primera clase,
$379 500 - $349 500 = $30 000 (restando el limite exacto inferior de la clase del limite exacto superior).
$380 000 - $350 000 = $30 000 (restando el limite nominal inferior de clase del limite nominal inferior de la clase
adyacente superior)
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(d) $349 500 +@ - $349 500+ $15 000 =$364 500

(e) $499 500 y $529 500
(f) $440 000 y $469 000 (Nota: los $439 500 se redondean a $440 000, como la cifra mas proxima, de acuerdo con

la "regla del nimero par" descrita en la seccion 2.1.)

40

oLL

HEIE VA0 A0 qRLED LGB ABBBG RIEEE  abE G Qud 58 ALE.DE
Renta mensual (limites exactos de clase), miles de pesos
Fig. 2-10

2.2 Construya un histograma para los datos de la Tabla 2.4
En la figura 2-10, aparece un histograma para los datos de la Tabla 2.4.

s}

Poligono de frecuencias

— — — Curva de frecuencias

30

20

Eimere de depananes s

L i R | 1 d A 1 1 | 1
334.50  364.S0 394.50 424.50 454.50 484.50 514.50 644.50 474.50 604.50 634.50 664.50

Renta mensual (puntos medios de clases), miles de pesos
Fig. 2-11

2.3 Construya un poligono de frecuencias y una curva de frecuencias para los datos de la Tabla 2.4.
La figura 2-11 es el poligono de frecuencias de la curva de frecuencias para los datos de la Tabla 2.4.

2.4  Describa la curva de frecuencias de la figura 2-11, desde el punto de vista de la asimetria.
Parece que la curva de frecuencias es asimétrica negativa.

2.5  Construya una distribucion de frecuencias acumuladas para los datos de la Tabla 2.4. Véase la Tabla 2.5.
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2.6  Presente la distribucion de frecuencias acumuladas de la Tabla 2.5 en forma grafica mediante una ojiva.
La ojiva para los datos de la Tabla 2.5 se muestran en la figura 2-12.

2.7 Enla Tabla 2.6 se enlistan los tiempos que requieren 30 empleados para terminar una labor tipica de ensamble y
que han solicitado una transferencia promocional a otro puesto que requiere ensamble de precision. Supdngase que
se desea organizar estos datos en cinco clases de tamafios iguales. Determine el tamafio conveniente del intervalo.

valor mayorenlos  valor menor en los
- datos no agrupados  datos no agrupados

numero de clases que se desean

- ﬁ_.9_ = 180

Intervalo aproximado

En este caso, resulta conveniente redondear el intervalo a 2.0.

Tabla 2.5 Distribucién de frecuencias acumuladas de las rentas mensuales de departamentos

Renta mensual Limites exactos de clase Numero de Frecuencia acumulada
(miles de Pesos) departamentos (fa)
$350-379 $349.50-379.50 3 3
380-09 379.50-409.50 8 11
410-439 409.50-439.50 10 21
440-469 439.50-469.50 13 34
470-499 469.50-499.50 33 67
500-529 499.50-529.50 40 107
530-559 529.50-559.50 35 142
560-589 559.50-589.50 30 172
590-619 589.50-619.50 16 188
620-649 619.50-649.50 12 200
Total 200
fa

200

150 F

100

30F

’ e N ' '
349.50 379.50 409.50 439.50 469.50 499.50 529.50 559.50 589.50 619.50 649.50

Rentas mensuales (limites exactos de clases), miles de pesos.
Fig. 2-12
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Tabla 2.6 Tiempo de ensamble
para 30 empleados (minutos)

2]

10 14 15 13 17
16 12 14 11 13
15 18 9 14 14
9 15 11 13 11
12 10 17 16 12
11 16 12 14 15
/
10 =
8 —
6 —
4=
-
8.5 10.5 12.5 145 165 18.5
Tiempo, minutos
Fig. 2-13

7.5 9.5 11.5 13.5 15.5

Tiempo, minutos
Fig. 2-14

17.5 19.5
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Construya la distribucion de frecuencias para los datos de la Tabla 2.6 utilizando un intervalo de clase de 2.0 para
todas las clases, y fijando el limite nominal inferior de la primera clase en 9 minutos.
En la Tabla 2.7 aparece la distribucion solicitada.

Enla Tabla 2.7, con referencia a la clase que tiene el menor nimero de empleados, identifique (a) sus limites exactos,
(b) su intervalo, (c) su punto medio.
(a) 16.5-18.5, (b) 18.5-16.5 - 2.0, (c) 16.5 +2.0/2 =17.5.

Construya un histograma para la distribucion de frecuencias de la Tabla 2.7
El histograma se presenta en la figura 2-13.

Tabla 2.7 Distribucion de frecuencias para
los tiempos de ensamble

Tiempo, minutos Nutmero de empleados
9-10 4
11-12 8
13-14 8
15-16 7
17-18 3
Total 30

Construya un poligono de frecuencias y una curva de frecuencias para los datos de la Tabla 2.7.
El poligono de frecuencias y la curva de frecuencias aparecen en la figura 2-14.

Describa la curva de frecuencias de la figura 2-14 en términos de asimetria.
La curva de frecuencias es casi simétrica, pero tiene una ligera asimetria positiva.

Construya una distribucion de frecuencias acumuladas para la distribucion de frecuencias de los tiempos de ensamble
de la Tabla 2.7, utilizando limites exactos para identificar cada clase e incluyendo porcentajes acumulados, asi como
también frecuencias acumuladas en la tabla.

Véase la Tabla 2.8, en la cual se presenta la distribucién de frecuencias acumuladas.

%
100

80

60

40

20

8.5 10.5 12.5 14.5 16.5 18.5
Tiempo, minutos
Fig. 2-15
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Fig. 2-16

Tabla 2.8 Distribucién de frecuencias acumuladas para
los tiempos de ensamble.

Tiempo, minutos / S % acum.
8.5-10.5 4 4 133
10.5-12.5 8 12 40.0
12.5-14.5 8 20 66.7
14.5-16.5 7 27 90.0
16.5-18.5 3 30 100.0

2.14 Con referencia a la distribucion de frecuencias acumuladas de la Tabla 2.8.
(@) Construya una ojiva porcentual para esos datos
(b) ¢,En qué punto percentil se encuentra un tiempo de ensamble de 15 minutos?
(c) ¢Cual es el tiempo de ensamble del vigésimo percentil de la distribucion?

(@) La ojiva se presenta en la figura 2-15.
(b) Tai como se identifica mediante las lineas punteadas de la porcién superior de la figura, el percentil aproximado
para 15 minutos de tiempo de ensamble es 72.

(c) Tal como se muestra con las lineas punteadas de la parte inferior de la figura, el tiempo aproximado en el percentil
vigésimo es de 11 minutos.

FORMAS DE CURVAS DE FRECUENCIAS

2.15 Suponiendo que la curva de frecuencias (a) de la figura 2-16 es, al mismo tiempo, simétrica y mesokurtica, describa
las curvas (b), (c), (d), (e) y (f) en términos de asimetria y kurtosis.
La curva (b) es simétrica y ieptokurtica; la curva (c) tiene asimetria positiva y es mesokurtica. La curva (d) tiene

asimetria negativa y es mesokurtica; la curva (e) es simétrica y platikurtica y la curva (f) es asimétrica positiva y es
ieptokurtica.
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DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS
2.16 Utilizando las instrucciones revisadas en la seccion 2.6, determine (a) las frecuencias relativas y (b) las proporciones

acumuladas para los datos de la Tabla 2.9.
En la Tabla 2.10 se presentan las frecuencias relativas y las proporciones acumuladas para los datos de la

Tabla 2.9.

(a) Véase la figura 2-17.

30—

£
= 20]-
B B
g ]
L
.l -
al i
1.45 175 205 235 265 2.95 325
Numero promedio de lesiones
Fig. 2-17

(b) Véase la figura 2-18.

100

80

Proparcian: nrumeladn,

1 P 1 1
145 175 205 235 2 65 2.95 3.25

Numero promedio de lesiones
Fig. 2-18
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Tabla 2.9 Numero promedio de lesiones por millar de
horas-hombre en una industria especifica.

Numero promedio de lesiones por millar de Numero de
horas-hombre empresas

1.5-1.7 3
1.8-2.0 12
2.1-2.3 14
24-2.6 9
2.7-29 7
3.0-32 5

Total 50

Tabla 2.10 Frecuencias relativas y proporciones acumuladas para el nimero promedio de lesiones

Numero promedio de lesiones Numero de empresas | (a) Frecuencia relativa (b) Proporcion
por millar de horas-hombre acumulada

1.5-1.7 3 0.06 0.06

1.82.0 12 0.24 0.30

2.1-23 14 0.28 0.58

24-2.6 9 0.18 0.76

2729 7 0.14 0.90

3.0-32 5 0.10 1.00

Total 50 Total 1.00

Con referencia a la Tabla 2.10, construya (a) un histograma para la distribucion de frecuencias relativas y (b) una
ojiva para las proporciones acumuladas

(a) Con referencia a la Tabla 2.10, ¢qué proporcion de empresas se encuentra en la categoria de haber tenido un
promedio de al menos 3.0 lesiones por millar de horas-hombre? (b) ¢ Qué porcentaje de empresas se encontraba en
o por debajo de un promedio de 2.0 lesiones por millar de horas-hombre?

(@) 0.10, (b) 6% + 24% - 30%
(a) Con referencia a la Tabla 2.10, 4 cudl es el valor percentil asociado con un promedio de 2.95 (aproximadamente
3.0) lesiones por millar de horas-hombre? (b) ;Cual es el numero promedio de accidentes en el percentil 58?

(a) Percentil 90, (b) 2.35

Mediante interpolacion grafica en una ojiva pueden determinarse los percentiles acumulados para diversos valores
de la variable y viceversa. Con respecto a la figura 2-18, (a) ¢,cual es el percentil aproximado asociado con un promedio
de 2.5 accidentes? (6) ¢ Cual es el numero promedio aproximado de accidentes en el punto percentil cincuenta?

(a) Percentil 65 (Esta es la altura aproximada de la ojiva que corresponde a 2.50 sobre el eje horizontal.)
(b) 2.25 (Este es el punto aproximado sobre el eje horizontal que corresponde a una altura de 0.50 en la ojiva.)
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LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DEL TIPO "Y MENOR QUE"
2.21 Identifique los limites exactos de clase para los datos de la Tabla 2.11.

Tabla 2.11 Tiempo que se requiere para procesar
6rdenes de alimentos en un restaurante

Tiempo, minutos Numero de 6rdenes

5 y menor que 8 10

8 y menor que 11 17

11 y menor que 14 12

14 y menor que 17 6

17 y menor que 20 2
Total 47

DelaTabla2.11,

Tabla 2.12 Tiempo que se requiere para procesar y preparar las érdenes de
alimentos (con limites exactos de clase)

Tiempo, minutos Numero de érdenes Limites exactos de clase

5 y menor que 8 10 5.0-8.0

8 y menor que 11 17 8.0-11.0
11 y menor que 14 12 11.0-14.0
14 y menor que 17 6 14.0-17.0
17 y menor que 20 2 17.0-20.0

Total 47

2.22 Construya un poligono de frecuencias para la distribucién de frecuencias de la Tabla 2.12.
El poligono de frecuencias aparece en la figura 2-19.

_.
)
|

=)
|

Miemero de drdeiws

65 95 12 5 15 5 18 5 215
Tiempo que se requiere (puntos medios), minutos

Fig. 2-19

35
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GRAFICAS DE BARRAS

2.23 En la Tabla 2.13 se reporta el personal ocupado en la industria maquiladora de exportacion. (Fuente: revista
Expansion, 25 de octubre de 1989, p. 24.) Construya una grafica de barras verticales que ilustre el total del personal
que laboraba en la industria maquiladora de 1984 a 1988.

Tabla 2.13 Personal ocupado en la industria maquiladora de exportacion
en México, (Fuente: revista Expansion, 25 de octubre de 1989)

Afo Total Obreros Técnicos Empleados
1984 199,684 165,505 22,381 11,798
1985 211,968 173,874 25,042 13,052
1986 249,833 203,894 30,367 15,572
1987 305,253 248,638 36,740 19,875
1988 369,489 301,379 44,312 23,798

La grafica de barras aparece en la figura 2-20.

2.24 Construya una grafica de barras componentes para los datos de la Tabla 2.13, de manera que pueda apreciarse la
division entre obreros (O), técnicos (T) y empleados (E), para cada afio.
En lafigura 2-21 se presenta la grafica de barras componentes para los datos de la Tabla 2.13.

GRAFICAS DE LINEA

2.25 Construya una grafica de linea para el total de personal empleado que se reporta en la Tabla 2.13.
La grafica de lineas se muestra en la figura 2-22.
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Fig. 2-20
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Fig. 2-21
GRAFICAS DE PASTEL

2.26 La Tabla 2.14 se basa en datos publicados en los Indicadores Econdémicos del Banco de México, y son datos
preliminares correspondientes a diciembre de 1988. Construya una grafica de pastel porcentual de las exportaciones
de México, de acuerdo con su tipo.

Tabla 2.14 Exportaciones mexicanas en diciembre de 1988, millones

de dolares
Categoria Cantidad
Petroleras $560.1
Agropecuarias 143.0
Extractivas 49.9
Manufactureras 951.1
Total 1,704.1

La gréfica de pastel se presenta en la figura 2-23
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Petroleras

e i Agropecuarias
.- Tih s a

2.9
Extractivas.

55.8
Manufactureras

Fig. 2-23

RESULTADOS POR COMPUTADORA

2.27 Utilice un paquete de computo para formar una distribucién de frecuencias para producir un histograma de los datos
no agrupados de la Tabla 2.6, que contiene una muestra de los tiempos que 30 empleados requirieron para llevar a

cabo una tarea de ensamble.

(a) Identifique el punto medio de la primera clase.
(b) Determine el tamafio del intervalo de clase.

(c) Determine los limites de clase exactos, superior e inferior, de la primera clase.

En la figura 2-24 se presentan los datos introducidos a la computadora y los resultados.

MTB ¥ SET ASSEMBLY TIMES INTO Cl

DOTA?} 10 14 15 13 17 16 12
DOTO?® 14 14 9 15 11 13 11
DOTO# 16 12 14 15

DOTO} END

MTB } NAME FOR Cl IS 'TIME'
MTB ¥ HISTOGRAM FOR 'TIME'
Histogram of TIME N = 30

Midpoint Count

9 2 L]
10 2 -
11 4 Rk
12 4 +Hxa
13 2 ¥
14 5 LS T L]
15 4 HE¥ER
16 3 s
17 2 m#
18 1 +

Fig. 2-24 Resultado de Minitab para el problema 2.27.

14 11
12 10

13
17

15 18
16 12

11
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(@) 9.0
(b) Con referencia a los puntos medios de las clases adyacentes: 100 - 9.0 - 1.0.
(c) 8.5-9.5

2.28 Con referencia al problema anterior, repita el analisis especificando que el punto medio de la primera clase debo
quedar en 10.0, con un intervalo de clase de 2.0.

(a) Determine los limites exactos de clase, superior e inferior, de la primera clase.
(b) Identifique el tipo de distribucién de frecuencia que se forma.

(c) Determine los limites nominales de clase, inferior y superior, de la primera clase.

En la figura 2-i1presentan los datos introducidos a la computadora, y los resultados obtenidos utilizando Minitab.

(a)9.0-11.0.

(b) Aunque no resulta evidente, se trata de una distribucién de frecuencias del tipo "y menor que". Por ejemplo,
revisando manualmente los resultados, puede observarse que los valores observados de "9", que se encuentran
en el limite exacto inferior de la primera clase, se encuentran efectivamente incluidos en esa clase. Sin embargo,
los valores observados de "11", que se encuentran en el limite exacto superior de la primera clase, no se incluyen
en esa clase.

(c) 9 y menos que 11.

Problemas complementarios

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS, INTERVALOS DE CLASE Y METODOS GRAFICOS ASOCIADOS

2-29 En la Tabla 2.15 se presenta una distrit ucion de frecuencias del rendimiento de gasolina en 25 viajes de autos de
una compaiiia muestreados al azar, (a) ¢Cuales son los limites nominales superior e inferior de la Ultima clase? (b)
¢ Cuales son los limites exactos superior e interior de la Ultima clase? (c) ¢ Cual es el intervalo de clase que se utiliza?
(d) ¢ Cual es el punto medio de la ultima clase? (e) Suponga que se determina que el rendimiento por litro en un viaje
fue de 2.7. Sefiale los limites inferior y superior de la clase en la que se incluye este resultado.

Resp. (a) 20.0y 21.9, (b) 19.95y 21.95, (c) 2.0, (d) 20.95, (e) 12.0y 13.9.

MTB > HISTOGRAM FOR 'TIME';
SUBO>START AT 10.00;

SUBO> INCREMENT = 2.0.
Histogram of TIME N = 30

Midpoint Count

10.00 4 FkEE
12.00 8 [ Y T TE g K]
14.00 8  AREARFRHN
16.00 T G EHIH
18.00 3 wx=

Fig. 2-25 Resultado de Minitab para el problema 2.28.
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2.30
2.3
232
233

2.34

235

2.36
237
2.38

2.39 Construya una distribucion de frecuencias acumuladas para la distribucion de frecuencias que se elabord en el
problema 2.35, y trace una ojiva para esos datos.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS 2

Tabla 2.15 Rendimiento de 25 viajes de
automoviles de una compafiia automotriz

Kilémetros por litro Numero de viajes

10.0-11.9 3
12.0-13.9 5
14.0-159 0
16.0-17.9 4
18.0-19.9 2

1

S5

—_

20.0-21.9

Total 2

Construya un histograma para los datos de la Tabla 2.15.
Construya un poligono de frecuencias y una curva de frecuencias para los datos de la Tabla 2.15.
Describa la curva de frecuencias que construyd en el problema 2.31, desde el punto de vista de la asimetria.

Resp. Parece que la curva de frecuencias muestra cierta asimetria positiva.

Construya una distribucién de frecuencias acumuladas para los datos de la Tabla 2.15, y construya una ojiva para
presentar esta distribucion en forma grafica.

En la Tabla 2.16 se presentan las cantidades otorgadas en 40 préstamos personales. Suponga que se desea ordenar
esas cantidades en una distribucién de frecuencias, que tenga un total de 7 clases. Suponiendo intervalos de clase
iguales, ¢cual seria un intervalo de clase conveniente para esta distribucién de frecuencias?

Resp. $400 000.

Construya la distribucion de frecuencias para los datos de la Tabla 2.16, comenzando la primera clase con un limite
inferior de $300 000 y utilizando un intervalo de clase de $ 400 000

Elabore un histograma para la distribucién de frecuencias construida en el problema 2.35.

Construya un poligono de frecuencias y una curva de frecuencias para la distribucién construida en el problema 2.35.
Describa la curva de frecuencias que se construyé en el problema 2.37, en términos de asimetria.

Resp. Se nota claramente que la curva de frecuencias tiene asimetria positiva.

Tabla 2.16 Montos de 40 préstamos personales (en miles de pesos)

$932 $1,000 $356 $2,227

515 554 1,190 954

452 973 300 2,112
1,900 660 1,610 445
1,200 720 1,525 784
1,278 1,388 1,000 870
2,540 851 1,890 630

586 329 935 3,000
1,650 1,423 592 334
1219 727 655 1,590
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FORMA DE LAS CURVAS DE FRECUENCIAS

2.40 Describa cada una de las siguientes curvas en términos de asimetria o kurtosis, seguin sea apropiado: (a) Una curva

de frecuencias que tiene una "cola" hacia la derecha, (b) una curva de frecuencias relativamente puntiaguda, (c) una
curva de frecuencias que es relativamente plana, (d) una curva de frecuencias que tiene una "cola" hacia la izquierda.

Resp. (a) Asimetria positiva, (b) leptokurtica, (c) platikurtica, (d) asimetria negativa.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS

2.41

242

243

2.44

2.45

2.46

2.47

Construya una tabla de frecuencias relativas para la distribucién de frecuencias que se presenta en la Tabla 2.17.

Tabla 2.17 Vida media de herramientas de corte en un
proceso industrial

Horas antes del reemplazo Numero de herramientas
0.0-24.9 2
25.0-49.9 4
50.0-74.9 12
75.0-99.9 30

100.0-124.9 18
125.0-149.9 4
Total 70

Construya un histograma para la distribucion de frecuencias relativas que se preparé en el problema 2.41.

Con referencia ala Tabla 2.17, (a) ¢ qué porcentaje de herramientas de corte duraron cuando menos 125 horas? (b)
¢, Qué porcentaje de herramientas de corte tuvieron una vida util de cuando menos 100 horas?

Resp. (a) 6%, (b) 31 %
Prepare una tabla de proporciones acumuladas para la distribucién de frecuencias de la Tabla 2.17.

Con referencia a la tabla que se construyo en el problema 2.44, (a) ¢ cual es el tiempo Util de las herramientas asociado
con el percentil 26 de la distribucién? (b) ¢Cual es el percentil asociado con un tiempo util de las herramientas de
aproximadamente 100 horas?

Resp. (a) 74.95 horas = 75 horas, (6) percentil 69
Construya una ojiva para las proporciones acumuladas que se calcularon en el problema 2.44.

Con referencia a la ojiva que se preparé en el problema 2.46, determine en forma aproximada los siguientes valores,
mediante interpolacién grafica: (a) el tiempo util de las herramientas en el percentil 50 de la distribucién, (b) el percentil
asociado con un tiempo util de 60 horas.

Resp. (a) aprox. 89 horas, (b) aprox. el percentil 16
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LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DEL TIPO "Y MENOR QUE"

2.48 Con referencia a la distribucion de frecuencias de la Tabla 2.18, determine (a) el limite nominal inferior de la primera
dase, (b) el limite nominal superior de la primera clase, (c) el limite exacto inferior de la primera clase, (d) el limite
exacto superior de la primera clase, (e) el punto medio de la primera clase.

Resp. (a) 18, (b) 20, (c) 18.0, (d) 20.0, () 19.0

Tabla 2.18 Edades de una muestra de solicitantes para un
programa de capacitacion

Edad Nuamero de solicitantes

18 y menor que 20 5
20 y menor que 22 18
22 y menor que 24 10
24 y menor que 26 6
26 y menor que 28 5
28 y menor que 30 4
30 y menor que 32 2

Total 50

2.49 Construya un poligono de frecuencias para la distribucién de frecuencias de la Tabla 2.18.

GRAFICAS DE BARRAS

2.50 Los datos de la Tabla 2.19 fueron tomados de la revista Expansién, correspondiente al 22 de noviembre de 1989.
Construya una grafica de barras verticales para estos datos.

Tabla 2.19 Miles de toneladas métricas de yeso
exportadas por la Compafiia Occidental
Mexicana, 1984-1988.

Ao Miles de toneladas métricas de yeso
exportadas

1984 1830

1985 1940

1986 2161

1987 2004

1988 2211

GRAFICAS DE LINEA

2.51 Construya una grafica de linea para las toneladas métricas de yeso exportadas por la Compaiiia Occidental Mexicana
que se presentan en la Tabla 2.19.
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GRAFICAS DE PASTEL

2.52 Los datos de la Tabla 2.20 fueron tomados de los Indicadores Econdémicos del Banco de México, publicados en

noviembre de 1989, y muestran las fuentes de los ingresos del gobierno mexicano en noviembre de 1988 (datos
preliminares). Construya una grafica de pastel porcentual con esas fuentes.

Tabla 2.20 Ingresos totales del gobierno mexicano en
noviembre de 1988, miles de millones de pesos

Ingresos provenientes de Pemex $12.986.4
Ingresos por tributaciones 46,347.0
Otros ingresos no tributarios 10,1013
i Total - $69,434.7

RESULTADOS POR COMPUTADORA

2.53

2.54

Utilice algun paquete de computo para formar una distribucién de frecuencias y producir un histograma de los datos
no agrupados de la Tabla 2.16, para las cantidades otorgadas en 40 préstamos personales.

(a) Identifique el punto medio de la primera clase.

(b) Determine el intervalo de clase que se utiliza.

(c) Determine los limites de clase exactos, superior e inferior, para la primera clase.

Resp (a) Utilizando Minitab, 400 000, (b) 400 000, (c) 400 000-600 000

Con referencia al problema 2.53, vuelva a realizar el andlisis especificando que el punto medio de la primera clase
es 500 000, con un intervalo de clase de 400 000.

(a) Determine los limites de ciase exactos, superior e inferior, para la primera clase.

(b) Identifique el tipo de distribucién de frecuencias que se forma.

(c) Determine los limites nominales de clase, superior e inferior, para la primera dase.

Resp. (a) 300 000-700 000, (b) Distribucion del tipo "y menor que”, (c) 300 000 y menor que 700 000



Descripcion de datos
de negocios:
Medidas de posicion

3.1 MEDIDAS DE POSICION EN CONJUNTOS DE DATOS

Una medida de posicion es un valor que se calcula para un grupo de datos y que se utiliza para describirlos de alguna
manera. Normalmente se desea que el valor sea representativo de todos los valores incluidos en el grupo y, por ello, se
desea alguna clase de promedio. En sentido estadistico, un "promedio” es una medida de tendencia central para un conjunto
de valores. En este capitulo se cubren los diversos procedimientos estadisticos que se refieran a medidas de posicion.

3.2 LA MEDIA ARITMETICA

La media aritmética, o promedio aritmético, se define como la division de la suma de todos los valores entre el nimero de
valores.

En estadistica es normal representar una medida descriptiva de una poblacion, o parametro poblacional, mediante
letras griegas, en tanto que se utilizan letras romanas para las medidas descriptivas de muestras, o estadisticas muestrales.
Asi, la media aritmética para una poblacion de valores se presenta mediante el simbolo |. (que se pronuncia "mu"), en tanto
que la media aritmética de una muestra de valores se representa mediante el simbolo X (que se lee "x barra") Las férmulas
para la media de una poblacién y de una muestra son:

X
By (3.1)
. IX
A= (3.2)

En cuanto a operaciones se refiere, las dos formulas son idénticas; en ambos casos se suman todos los valores (x4
y después se divide este total entre el nimero de valores que son. Sin embargo, la diferencia en los denominadores se debe
a que en analisis estadistico, la N normalmente indica el nimero de elementos de una poblacion, en tanto que la n sefala
el nimero de elementos de una muestra.

EJEMPLO 1.  En determinado mes, 8 vendedores de articulos electronicos vendieron los siguientes numeros de
aparatos: 8, 11, 5, 14, 8, 11, 16, 11. Considerando a este mes como a la poblacién estadistica que interesa, el niUmero
promedio de unidades vendidas es:

_EX_M

B N —?= &5 unidad
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Nota: Cuando se reportan estas medidas, por lo general se les menciona con un digito adicional al nivel original de medicién.

mle—

3.3 LA MEDIA PONDERADA

La media ponderada o promedio ponderado es una media aritmética, en la cual se considera a cada uno de tos valores de
acuerdo con su importancia en el grupo. Las férmulas para la media ponderada muestral y poblacional son idénticas:

noX,- E{mgﬂ. (3.3)

En términos de operaciones, cada uno de ios valores del grupo (X) se multiplica por el tactor de ponderacién apropiado
(p) y después se suman estos productos y la suma se divide entre los pesos (o ponderaciones).

EJEMPLO 2. En unacompafia que maneja 4 productos, los margenes de utilidad correspondientes a cada uno de ellos
durante el afio fiscal anterior fueron; producto A, 4.2%; producto B, 5.5%; producto C, 7.4%; y producto D, 10.1%: El margen
de utilidad promedio, no ponderado, es

Ix 772
=== gk
AN T4

Sin embargo, este promedio no ponderado es incorrecto porque se vendieron cantidades distintas de los 4 productos.
Suponiendo los totales de ventas que aparecen en la Tabla 3.1, se encuentra que el promedio ponderado describe en forma
correcta el promedio global.

Tabla 3.1 Margen de utilidad y volumen de ventee para 4 productos

Producto Margen de utilidades Ventas pX
A 4.2% $30,000,000 $1,260,000
B 55 20,000,000 1,100,000
C 74 5,000,000 370,000
D 10.1 3.000,000 303,000
Lpd = $58,000,000 B $3,033,000

_LipH} $3.033.000 _
Fa® e $58,000,000

5.2%

3.4 LA MEDIANA

La mediana de un grupo de datos es el valor del dato que ocupa un lugar de cuando se les agrupa a todos en orden ascendente
o descendente. Para un grupo con un numero par de elementos, se supone que la mediana se encuentra a la mitad entre
los dos valores adyacentes al centro. Cuando el conjunto de datos contiene un niumero grande de valores, resulta util la
siguiente férmula para determinar la posiciéon de la mediana en el conjunto ordenado:

Med = X jurtprieesy (3-4)

EJEMPLO 3. Los 8 vendedores que se describieron en el ejemplo 1 vendieron el siguiente numero de aparatos, en
orden ascendente: 5, 8, 8,11,11,11,14,16. El valor de la mediana es:
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Hﬂd--ﬁl_n.'z:-n_:l.-z_.: = xl_lﬁ,-‘:l- HnyzI|= Xe:=100

El valor de la mediana se encuentra entre los valores cuarto y quinto de este conjunto ordenado. Como los dos son
iguales a "11" en este caso, la mediana es 11.0.

3.5 LAMODA

La moda es el valor que se presenta con mayor frecuencia en un conjunto de datos. A una distribucién que tiene una sola
moda se le denomina unimodal. Para un conjunto de datos poco numerosos, en los que no se repite ningun valor, no existe
moda. Cuando dos valores no adyacentes tienen frecuencias maximas similares, se dice que la distribucion es bimodal. A
las distribuciones de mediciones que tienen varias modas se les denomina multimodales.

EJEMPLO 4 Los 8 vendedores que se describieron en el ejemplo 1 vendieron el siguiente nimero de aparatos: 8,11,
5,14,8,11,16y 11. La moda para este grupo de valores es el valor que tiene la mayor frecuencia, 0 moda = 11.

3.6 RELACION ENTRE LA MEDIA, LA MEDIANA Y LA MODA

Las diferencias entre los valores de la media, la mediana y la moda permiten saber la forma de la curva de frecuencias en
términos de asimetria. Para una distribucion unimodal simétrica, el valor de la media, la mediana y la moda es igual [véase
la Fig. 3-1 (a)]. Para una distribucion asimétrica positiva, la media es el mayor valor de los tres y la mediana es mayor que
la moda pero menor que la media [véase Fig. 3-1 (6)]. Para una distribucion asimétrica negativa, la media es el menor valor
de los tres y la mediana es inferior a la moda pero mayor que la media [véase la Fig. 3-1 (c)]. El coeficiente de asimetria de
Pearson, que se describe en la seccidn 4.9, es una medida conocida de asimetria que utiliza la diferencia observada entre
la media y la mediana de un grupo de valores.

EJEMPLO 5. Para los datos de ventas considerados en los ejemplos 1,3 y 4, puede observarse que la media es 10.5,
la mediana es 11.0 y lamoda es de 11.0 unidades, lo cual indica que la distribucion tiene una ligera asimetria negativa (esta
sesgada hacia la izquierda).

& r Moda -
! Media | B Moda. . h
Mediana P P - Mediana Mediana |
| T %o Media Media - ?\‘1 '
- il 11 |
I | 11 |
R T L1l 11
X X
(a) Simétrica (b) Asimetria positiva (c) Asimetria negativa

Fig. 3-1
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3.7 CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

Los cuartiles, deciles y percentiles se parecen mucho a la media porque también gubdividen una distribucion de mediciones
de acuerdo con la proporcién de frecuencias observadas. Mientras que la mediana divide a la distribucion en dos mitades,
los cuartiles la dividen en cuatro cuartos, los deciles la dividen en diez décimos y los puntos percentiles la dividen en cien
partes. Laférmula 3.4 de la mediana, modificada de acuerdo con el punto fraccionario de interés es, por ejemplo,

Q, (primer cuartil) = X, a1y (3.5)

Dj (tercer decil) = X carimeim) (3.6)

P (percentil 70) = xwru.‘lll):ljv[lm_l
(3.7)

EJEMPLO 6. Los ocho vendedores que se describieron en el ejemplo 1 vendieron las siguientes cantidades de aparatos
electrénicos, en orden ascendente: 5,8,8,11,11,11,14y 16. Encuentre la posicion del tercer cuartil para esta distribucion.

Q= Xiracwwn oz = Kogmyrnran = Xy = 135

En este caso el valor se encuentra entre los valores sexto y séptimo del grupo ordenado.

3.8 LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando se agrupan datos en una distribucién de frecuencias, se utiliza el punto medio de cada clase como aproximacion
de todos los valores contenidos en ella. El punto medio se representa con el simbolo X, ,en donde el subindice c se debe a
"clase*, y se utiliza la letra fpara representar la frecuencia observada de valores en la clase respectiva. Por ello, las formulas
para la media de la poblacion y de la muestra para datos agrupados son:

_ LK forma s sin] S ELAX 3.8
l}_ 0, en forma mas simple N (3.8)
X= llié—;:‘] o, en forma mas simple X — @ (3.9)

En términos de calculo, ambas formulas sefialan que cada punto medio de clase se multiplica (X3 por la frecuencia
de clase correspondiente (f), luego se suman estos productos [E} para después dividir esta suma entre el niumero total de
observaciones [Ef] representadas en la distribucion de frecuencias.

EJEMPLO 7. Los datos agrupados de la Tabla 3.2 provienen de la distribucién de frecuencias que se presenté en la
seccion 2.1. La media se representa con el simbolo X debido a que se supone que el grupo de trabajadores es una muestra
de una poblacién mayor.
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Tabla 3.2 Salarios diarios de 100 trabajadores no calificados (redondeados al peso mas cercano)
Salario diario Punto medio de clase (X) | Numero de trabajadores (f) X
$2400-2599 $2499.50 7 $17496.50
2600-2799 2699.50 20 53990.00
2800-2999 2899.50 33 95683.50
3000-3199 3099.50 25 77487.50
3200-3399 3299.50 11 36294.50
3400-3599 3499.50 4 13998.00

Total 100 i1 - $294,950.00
= Egs
K== —29f 220 $2949.50

3.9 LA MEDIANA PARA DATOS AGRUPADOS

Para datos agrupados, en primer lugar es necesario determinar la clase que contiene el valor de la mediana, para después
determinar la posicion de la mediana dentro de la clase mediante interpolacién. La clase que contiene la mediana es la
primera cuya frecuencia acumulada iguala o excede la mitad del total de observaciones. Una vez que se identiflca esta clase,
se determina el valor especifico mediante la siguiente férmula:

I ] (3.70)
7-° fa, 1
bled = L, iE
.
4
endonde Ly limite exacto inferior de la clase que contiene la mediana

N numero total de observaciones en la distribucion de frecuencias (n para una muestra)
Iaa la frecuencia acumulada de la dase que precede ("antes") a la clase que contiene la mediana
fe numero de observaciones en la clase que contiene la mediana
i tamafio del intervalo de clase

EJEMPLO 8. En la Tabla 3.2 se repiten los datos agrupados de la Tabla 3.3. En este caso, la clase que contiene la
mediana es la que incluye el valor 100/2 = 50. La primera cuya frecuencia acumulada es igual o superior a 50 es la clase

que tiene los limites nominales $2800-2999; asi, la interpolacion para determinar el valor especifico de la mediana se realiza
en esta clase.

Tabla 3.3 Salarios semanales de 100 trabajadores no calificados

Salario diario Numero de trabajadores (f) Frecuencia acumulada ifiz)
$2400-2,599 7 7
2600-2,799 20 27
2800-2,999 33 60
3000-3,199 25 85
3200-3,399 11 96
3400-3,599 4 100
Total 100
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H

_'.ﬁh

3 . -1
I3 i= 25775+ T

Med = 2y + ]zm-.'ams.a:sr

3.10 LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS

Para datos agrupados en una distribucion de frecuencias con intervalos de clase iguales, primero se identifica la clase que
contiene lamoda determinando cual de ellas tiene el mayor nimero de observaciones. Algunos profesionales de la estadistica
consideran que la moda es el punto medio de la clase modal. Sin embargo, la mayoria de ellos interpolan dentro de la clase
modal, de acuerdo con la siguiente formula:

Moda -LI+(-FT|T:-"-IJ; (3.11)

en donde Ly = limite exacto inferior de la clase que contiene la moda
oy = diferencia entre la frecuencia de la clase modal y la frecuencia de la clase precedente
@a = diferencia entre la frecuencia de la clase modal y la frecuencia de la dase siguiente
! = tamaiio del intervalo de clase

EJEMPLO 9.  Con referencia a los datos agrupados de la Tabla 3.3, la clase modal es la que tiene limites nominales
$2800-2999. Por ello.

13
T3r%

Moda-‘Lr'f[ il ]a‘vz?w.ﬁ:u- +‘

d~d, ]ED[I' - R19213]

3.11 CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES PARA DATOS AGRUPADOS

Para datos agrupados, la formula de la mediana (3.70) se modifica de acuerdo con el punto fraccionario de interés. Al utilizar
esta férmula modificada, en primer lugar se determina la clase que contiene él punto de interés, de acuerdo con las
frecuencias acumuladas, y después se lleva a cabo la interpolacion como se hizo antes. Algunos ejemplos de férmulas para
este caso son:

H
5 oy
O (primer cuartil = £; + | — |t (3.72)
An 1
= -fu,
D; (tercer decil) = L, + L (3.13)
[ F
Wi
100 B I (3.14)

P70 (percentil 70) = Ly * 7 ]
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EJEMPLO 10. Pueden utilizarse las frecuencias acumuladas de la Tabla 3.3 para determinar el punto percentil 90 de
esos salarios. En este caso, debe observarse que la clase que contiene este valor es la primera, cuya frecuencia acumulada
excede B¥/100, 0 90. Esta es la clase que tiene los limites nominales $3200-3399, por lo que el limite inferior que se utiliza
en la férmula es $3195.

Hir

—_——

- o - 53
11

J
| SR :'-;am.sm[ ]zm- £3200.41

3.12 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Las férmulas especiales para datos agrupados que se describieron en las Ultimas secciones de este capitulo son importantes
por dos razones. La primera es que los datos que se obtienen de fuentes secundarias, tales como reportes gubernamentales,
por lo general se encuentran agrupados en distribuciones de frecuencias y, por ello, los calculos con esos datos requeririan
el uso de las férmulas para datos agrupados. La segunda utilidad de estas férmulas es que facilitan los calculos con conjuntos
grandes de datos agrupandolos primero en una distribucién de frecuencias. Aun cuando los valores calculados de esta
manera, tal como la media y la mediana, son aproximaciones de los respectivos valores de los datos no agrupados (debido
a errores ocasionados por la agrupacion, o el redondeo), por lo general se considera compensatorio el ahorro de tiempo
que se obtiene al realizar los céalculos. Con la amplia disponibilidad de computadoras, se ha eliminado ya esta ultima razén
para utilizar férmulas de datos agrupados.

Existen paquetes de computacion que permiten determinar diversas medidas de posicion, o tendencia central. En el
problema 3.24 se jlustra el célculo de la media y la mediana utilizando una computadora.

Problemas resueltos

LA MEDIA, LA MEDIANA'Y LA MODA

3.1 Las siguientes cifras son los importes del consumo de 15 personas en un restaurante, en orden ascendente: $1000,
1000, 2500, 2500. 2500, 3500, 4000, 5300, 9000,12,500,13,500, 24,500,27,500, 30,900, y 41,000. Determine: (a)
la media (b) la mediana y (c) la moda, para esos importes.

_ EX 180000
@ X=="=70

(b) Med = *"'i:rn.'ilﬂtfz;] - x:-::--':n-;l_-'m—'xn = $5300
(©) Moda= el valor mas frecuente =$2500

=$§1.21

3.2 ¢ Coémo se describiria la distribucion del problema 3.1 con respecto a la asimetria?
Siendo que la media es considerablemente mayor que la mediana y la moda, resulta evidente que la distribucion
de valores tiene asimetria positiva. Es decir, estd sesgada a la derecha.

3.3  Sise le pidiera una descripcion de los datos del problema 3.1 reportando la cantidad "tipica" de importe por cliente
del restaurante en la muestra, ¢qué medida de tendencia central, o promedio, reportaria? ¢Por qué?
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Para una distribucion muy asimétrica como ésta, la media aritmética no resulta descriptiva del valor tipico del
grupo. La elecciéon entre la media y la moda como una mejor medida depende del grado en el que las observaciones
se concentran en el punto modal. En este caso, el grado de concentracion no es tan grande, porlo que "$25000" no
es en realidad una descripcién adecuada del importe tipico. Por estas razones, parece que la mejor eleccion para
estos datos es la mediana. Porello, puede considerarse que "$53000" es tipico en el sentido de que aproximadamente
la mitad de los importes fueron inferiores a esta cantidad y la otra mitad superiores.

Una muestra de 20 trabajadores de una compania pequena obtuvieron los siguientes salarios para un mes
determinado: $240.000,240,000,240.000,240,000,240,000,240,000,240,000,240,000,255,000,255,000,265,000
265,000, 280,000, 280,000, 290,000, 300,000, 305,000, 325,000. 330.000 y 340,000. Calcule (a) la media, (b) la
medianay (c) la moda, para este conjunto de salarios.

I-_-:'E'F 3410 DG
" gl

(b) Median = X xpz- 11,2 = Kpzzian-2g = & s = $260000

(¢) Moda = el valor mas frecuente - $240 000

@ X- - £270 506

Para los salarios del problema 3.4, describa su distribuciéon en términos de asimetria.
Como la media es mayor que la mediana y la moda, la distribucién tiene asimetria positiva, o sesgada a la
derecha.

Si estuviera usted en cada una de las siguientes situaciones, sefiale qué medida de "promedio" reportaria para los

datos del problema 3.4, y en qué sentido puede considerarse "tipico" cada valor, (a) Como vicepresidente responsable

de las negociaciones colectivas con los trabajadores, (b) como presidente de los representantes de los trabajadores.

(@) Se indinaria por elegir la media aritmética para apoyar la posiciéon de la compafia y podria usted mencionar
que esta media toma en consideracion todos los salarios individuales. También se podria (incorrectamente)
plantear que el promedio aritmético es el Unico promedio "real".

(b) Podria elegirse ya sea la moda o la mediana, en ese orden, como descripciéon de lo que es "tipico" en esta
empresa. La moda es "tipica" porque resulta evidente que muchos mas trabajadores se encuentran en este
nivel de salarios que en cualquier otro. La mediana es "tipica" en el sentido de que la mitad de los trabajadores
ganan menos de esa cantidad y la otra mitad mas.
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LA MEDIA PONDERADA

3.9  Suponga que tiene una lista de los precios de un articulo de consumo popular en 22 areas metropolitanas que varian
considerablemente en tamarfio y ventas de ese articulo. Se calculan (a) la mediana y (b) la media aritmética para
esos datos. Describa el significado que tendria cada uno de esos valores.

(@) La mediana sefialarla el precio promedio, o tipico, en el sentido de que la mitad de las areas metropolitanas
mostrarian precios del articulo por debajo de ese valor, y en la otra mitad los precios estarian por encima.

(b) Elsignificado de la media aritmética como valor no ponderado es cuestionable. Resulta claro que no sefialaria
los precios promedio que pagan todos los compradores del articulo y que viven en las 22 &reas metropolitanas,
porque las dreas metropolitanas pequefias estarian representadas de igual manera que las areas grandes en
ese promedio. Con el objeto de determinar un promedio apropiado para todos los compradores de todas las
zonas, se tendria que calcular un promedio ponderado (utilizando las ventas del articulo como pesos).

3.10 Con respecto a la Tabla 3.4, determine el porcentaje global de articulos defectuosos ensamblados durante la semana
muestreada.

Tabla 3.4 Porcentaje de articulos defectuosos en un departamento de ensamble en
una (muestra de una semana)

Turno Porcentaje defectuoso | Numero de articulos, P*
en millares (p)

1 1.1 210 231.0
2 15 120 180.0
3 23 50 115.0
¥p=380 LigX1=526.0
Utilizando la férmula (3.3)
7. - D 5260 _ 4
Ay Ep 380 14% defectuosodefectuosos

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

3.11 Determine los valores de (a) el segundo cuartil, (b) el segundo decil, y (c) el punto percentil 40, para los importes
presentados en el problema 3.1.

(@) 'S = Xpimagsouzg = Xy w0 = Xa = $5300

(Nota: por definicion, el segundo cuartil es siempre el mismo punto que la mediana)

(b) D= iznng-ng)| = Hegens) = K3, = 2500
(Nota: este es el valor que se encuentra a la mitad entre los montos de las ventas tercera y cuarta, en orden
ascendente.)

(©) Pa = Xpmaimpigl = Xipenn ¥ Xag = 3750 = HOEE

3.12 Para las medidas del problema 3.4, determine los valores de (a) el tercer cuartil, (b) el noveno decil, (c) el punto
percentil 50 y (d) el punto percentil 84, para este grupo de salarios.
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(a) Qa = Xpamapip = Xass = $295,000
(Nota: este es el valor que se encuentra a la mitad entre los salarios que ocupan los lugares 15y 16, en orden
ascendente)

(b) D= Kpnpstiwyt = Xiu8 = $327,500

(c) Pso = Xipapadriugy = £ 105 = $260,000
(Nota: por definicién, el punto percentil 50 es siempre igual a la mediana)

(d) Paa = X[payiomm | = Xiaeas = £173 = $311,000
(Nota: este es el valor que se encuentra a tres décimos de distancia entre los salarios decimosexto y decimo
-octavo, en orden ascendente)

LA MEDIA, LA MEDIANA'Y LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS

3.13

En la Tabla 3.5 se reproduce la distribucion de frecuencias dada originalmente en el problema 2.1. Determine la renta
mensual promedio en términos de (a) la media, (b) la mediana y (c) la moda. Suponga que éstos son todos los
departamentos de una area geografica dada.

Tabla 3.5 Distribucidon de frecuencias para las rentas mensuales de departamentos

(1) 2 3 “4) Q)
Renta mensual Punto medio de Numero de ﬂ Frecuencia
(en millares de clase (X) departamentos (f) acumulada (fa)

pesos)

$350-379 $364.50 3 $1,093.50 3
380-409 394.50 8 3,156.00 11
410-439 424.50 10 4,245.00 21
440-469 454.50 13 5,908.50 34
470-499 484.50 33 15,988.50 67
500-529 514.50 40 20,580.00 107
530-559 544.50 35 19,057.50 142
560-589 574.50 30 17,235.00 172
590-619 604.50 16 9.672.00 188
620-649 634.50 12 7.614.00 200

Total 200 51 $104,550.00

IOV 104550
o A- [i ISH cemnas
W 1N — &7

(b) Medm HL+(

(Nota: $499.50 es el limite exacto inferior de la clase que contiene a la medicion N/2 es decir, la centésima
medicion.)

o, } ( '.’)
- — - li—aen ikt — JaD= .
() Moda=L;+ (drdz’ s Ja0=8517.00

(Nota: $499.50 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la frecuencia mas alta.)
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3.14 Comente la forma de la distribucién de las rentas de los departamentos del problema 3.13.

En la figura 2-11 se presenta el poligono de frecuencias para estos datos, y parece sefialar cierto grado de
asimetria negativa. La comparacion de los valores de la media y la mediana apoya también esta conclusion, puesto
que la media es menor que la mediana. Sin embargo, como la media es mayor que la moda, se concluye que la
cantidad de asimetria es pequefia.

3.15 Al realizar auditorias anuales, en un despacho contable se lleva un registro del tiempo que se requiere para auditar
50 cuentas, tal como se sefiala en la Tabla 3.6. Calcule (a) la media, (b) le medianay (c) la moda, para los tiempos
de auditoria que se requieren en esta muestra de registros.

Tabla 3.6 Tiempo requerido para auditar saldos de cuentas.
M o) e o) G
Tiempo de auditoria, | Punto medio de clase | Numero de registros x Frecuencia
al minuto mas (X) i acumulada (fa)
cercano
10-19 145 3 435 3
20-29 245 5 122.5 8
30-39 345 10 345.0 18
40-49 445 12 534.0 30
50-59 54.5 20 1,090.0 50
Total 50 E(f =2,1350
o FiFXY 2150
K= S i
(@) . i 42.7 miy
a_. e
) +(-—*“r") P= 355 | ( 7 ls)m.m: 43.3 mio
I 12
(Nota: 39.5 es el limite exacto inferior de la clase que contiene a la medicién n/2, o vigesimoquinta)
(c) Moda=L, "'(—41 :IH'—-'-‘IQ i+ ( " } 10.0 = 52.36 min
ey + dy ToONE+20) T ’
(Nota: 49.5 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la mayor frecuencia. Observe también que, en
este caso, d, =20 - 0 = 20)
3.16

Comente la forma de la distribucién de los tiempos de auditoria reportados en el problema 3.15.

La media es menor que la mediana o la moda. Por ello, resulta evidente que la distribucion tiene asimetria
negativa; es decir, esta sesgada a la izquierda.

3.17 En la Tabla 3.7 se reproducen los datos que se reportaron originalmente en el problema 2.16. Determine (a) la media,

(6) la mediana y (c) la moda, para esta muestra de 50 empresas.
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Tabla 3.7 Numero promedio de lesiones por millar de horas-hombre en una industria especifica

Numero promedio de | Punto medio de clase | Numero de empresas Frecuencia
lesiones ) o fx acumulada (fa)
1.5-1.7 16 3 4.8 3
1.8-2.0 19 12 22.8 15
2.1-2.3 22 14 30.8 29
24-2.6 25 9 22.5 38
2.7-2.9 2.8 7 19.6 45
3.0-32 3.1 5 15.5 50
Total 50 EifX) = 1160

LX) 1160

= = —— =232 lesiones
@ " 50

(b) Med=L,+ (%fﬂ"]:-.-z.uﬁ(y ;—'5-)0.3 =226 lesiones

(Nota: 2.05 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion n/2 o vigesimoquinta)

E ]

6 ) ( : ) |
mlarl — =208 =-hA=2
(¢) Moda {ﬂ‘u T, 223 {3 =2 |4 lesiones

(Nota: 2.05 es el limite exacto inferior de la clase que contiene a la medicion n/2, o vigesimoquinta.)

3.18 Comente la forma de la distribucion para los datos del problema 3.17.
La media muestral es mayor que la mediana y la moda y, por lo tanto, la distribucion tiene asimetria positiva:
es decir, esta sesgada a la derecha.

3.19 EnlaTabla 3.8 se reproduce la distribucion de frecuencias del problema 2.21. Determine (a) la media, (b) la mediana
y (c) la moda, para estos datos. No a la base para determinar los limites de clase o limites exactos, y los puntos
medios de clase para una distribucién de frecuencias del tipo "y menor que”, como en este caso.

Tabla 3.8 Tiempo requerido para procesar y preparar érdenes en un restaurante

Limites exactos | Punto mediode | Numero de Frecuencia

Tiempo, minutos de clase X clase (X) ordenes JX acumulada (fa)

5 y menor que 8 5.0-8.0 6.5 10 65.0 10

8 y menor que 11 8.0-11.0 9.5 17 161.5 27
11 y menor que 14 11.0-140 125 12 150.0 39
14 y menor que 17 14.0-17.0 155 6 93.0 45
17 y menor que 20 17.0-20.0 185 2 37.0 47

Total 47 EIfX) =506.5
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(@)

(b)

©
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(X .
X —}Lr :!=E= 10.8 min
n 41

a—raa 71.3-
Med = Ly +("3T—)i—3.m ( 3:;? m)j.n- 10.4 min

(Nota: 8.0 es el limite exacto inferior de la clase que contiene a la medicion n/2, o 23.5%.)

o 7
Moda-Lr--'(d J)r—siﬂ { ).1[! =075 =00 min

(Nota: 8.0 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la mayor frecuencia.)

3.20 Comente la forma de la distribucidon para los tiempos de procesamiento analizados en el problema 3.19.

Como la media es la mayor de las medidas de tendencia central, la distribucion tiene asimetria positiva.

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES PARA DATOS AGRUPADOS

3.21

3.22

Con referencia a la Tabla 3.5 (pagina 38). determine los valores de (a) el primer cuartil, (b) el tercer decil, (c) el punto
percentil 80, y (d) el percentil 17, para el promedio de las rentas de los apartamentos.

(@)

(b)

©

(d)

- _3¢
4 “*( fm)a-d-ﬁ'ﬁﬁlll(mﬂ )3&:5:134.n5

(Nota: $469.50 es limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion n/4, o 50%.)

as, _
=L ( jr&"') —46':-".5-1}+{W3354}3£I — 449714

(Nota: $469.50 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion 3N/10, o 60°.

—r-u:l . (wu— Iﬂ)
SRR [ —— 3 =$577
1 ! n 57050

(Nofa: $559.50 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion 80N/100 o 160°.)

RN

Fm"h*(:m

am 4e

Fum[;+ (‘m fT'!'q)r' — 424 5} (3 2—1)3I.'| = }45% 50
A !

(Nota 1: $439.50 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion 17N/100, o 34%.)

(Nota 2: el percentil 17 se encuentra en el limite exacto superior de la clase. Esto es l6gico, porque se requiere

atravesar toda la clase para llegar al 34° elemento de la distribucién.)

Con referencia a la Tabla 3.6 (pagina 38), determine los valores de (a) el tercer cuartil, (b) el primer decil y (c) el punto
percentil 90, para los tiempos requeridos para auditar los saldos de cuentas.

(@)

(b)

©

Clymlc+ (ﬁ-_h'?j]i =495~ {3 3= m}m— 53,25 = 53,7 min
I 20
(Wofa: 49.5 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion 3n/4, o 37.5°)
Dy =Ly +( _f""") =183 +{ 3)m=:3 5 min
i 5
(Nota: 19.5 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicién n/10, o 5°.)

I?ll'u._
Poom L+ { frr&"'j]l 49*+(452U3D) Hb= 574 min

(Wofa: 49.5 es el limite exacto inferior de la clase que contiene la medicion 90n/100, o 45%.)



[+

3.23

DESCRIPCION DE DATOS DE NEGOCIOS: MEDIDAS DE POSICION 45

Para la distribucion de frecuencias del tipo "y menor que" reportada en la Tabla 3.8, determine los valores de (a) el
segundo cuartil, (b) el noveno decil y (c) el punto percentil 75, para los tiempos que se requieren para procesar y
preparar las 6rdenes en el restaurante.

(@) Qa=Li+ (I%)r'= B+ {%)3.0: 104 min

(b) Ds=Li+ {H %’“‘):— 140+ {E;E)z.u-— 15:6 min

v

T —_
(c) Pm=L+ (“ﬁT’““)r- 1 +(E'1751-£)3.o:13.1 min

RESULTADOS POR COMPUTADORA

3.24

Utilice una computadora para calcular la media y la mediana de los datos de la Tabla 2.6 (pagina 16), que contiene
los tiempos que una muestra de 30 empleados requieren para llevar a cabo un trabajo de ensamble. En los problemas
2.27 y 2.28 se agruparon esos datos en una distribuciéon de frecuencias utilizando una computadora, y se produjo el
histograma correspondiente.

En la figura 3-2 se presentan los datos introducidos a la computadora y los resultados. Como puede observarse,
el tiempo promedio de ensamble es 13.3 minutos y el tiempo mediano de ensamble es 13.5 minutos.

MTB > SET ASSEMBLY TIMES INTO Cl1

DATA> 10 14 15 13 17 16 12 14 11 13 15 18 9
DATA> 14 14 9 15 11 13 11 12 10 17 16 12 11
DATA> 16 12 14 15

DATA> END

MTB > NAME FOR Cl IS 'TIME'
MTB > MEAN OF 'TIME'

MEAN = 13.300
MTB > MEDIAN OF 'TIME'
MEDIAN - 13.500

Fig. 3-2

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

LA MEDIA, LA MEDIANAY LAMODA

3.25

3.26

El nimero de automoviles que vendié cada uno de los 10 vendedores de una distribuidora en un mes especifico, en
orden ascendente, es: 2,4, 7,10,10,10,12,12,14 y 15. Determine, para la poblacién (a) la media, (b) la mediana
y (c) la moda, para el nimero de automdviles vendidos.

Resp. (a) 9.6, (b) 10.0, (c) 10.0

¢,Cual de los valores del problema 3.25 describe de mejor manera el volumen de ventas "tipico” por vendedor?

Resp. 10.0
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3.27

3.28

3.29

3.30

3.31

3.32
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Se determind que los pesos de una muestra de cartas procesadas en una oficina postal, pesadas hasta el gramo
mas préximo, son: 21,18,30,12,14,17,28,10,16 y 25. Determine (a) la media, (b) la mediana y (c) la moda para
estos pesos.

Resp. (a) 19.1, (b) 17.5, (c) no existe moda

¢ Cémo puede obtenerse la moda para los pesos de las cartas que se describieron en el problema 3.277?
Resp. Puede obtenerse la moda construyendo una distribucion de frecuencias para los datos. En ese caso, se
requerirla un tamafio de muestra mayor.

Se presentan los siguientes resultados de un examen practicado a 20 estudiantes inscritos en un curso de andlisis
de decisiones, en orden ascendente: 39, 46, 57, 65, 70, 72, 72,75, 77,79, 81,81, 84, 84, 84, 87, 93, 94, 97 y 97.
Determine (a) la media, (b) la mediana y (c) la moda para esas calificaciones.

Resp. (a) 76.7, (b) 80.0, (c) 84.0

Describa la distribucion de las calificaciones del problema 3.29 en términos de asimetria.
Resp. Tiene asimetria negativa.
El nimero de accidentes ocurridos durante determinado mes en 13 departamentos de manufactura de una planta

industrial fueron: 2,0,0,3,3,12,1,0, 8,1,0, 5,1. Calcule (a) la media, (b) la medianay (c) la moda, para el nimero
de accidentes por departamento.

Resp. (a)2.8,(5)1.0, (c) 0

Describa la distribucion de los accidentes reportados en el problema 3.31, en términos de asimetria.

Resp. Tiene asimetria positiva.

LA MEDIA PONDERADA

3.33 Suponga que los precios al menudeo de determinados articulos han sufrido los cambios que se muestran en la Tabla

3.9. Determine el cambio porcentual promedio de los precios al menudeo sin referencia al promedio de gastos que
se incluye en la tabla.

Resp. 4.0%

Tabla 3.9 Cambios en los precios al menudeo de algunos articulos durante
un afo especifico

Gasto mensual promedio

Articulo Aumento porcentual (antes del aumento)
Leche 10% $2000.00
Carne molida -6 3000.00
Ropa -8 3000.00

Gasolina 20 5000.00
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Con referencia a la Tabla 3.9, determine el cambio porcentual promedio, ponderando el aumento porcentual de cada
articulo con la cantidad promedio mensual que se gastaba en ese articulo antes del aumento.

Resp. 6.0%
¢Cual de los cambios porcentuales promedio de los precios que se calcularon en los problemas 3.33 y 3.34 seria

mas apropiado como medida del impacto de los cambios de los precios sobre este consumidor especifico? ¢ Por
qué?

Resp. La media ponderada del problema 3.34 es mas adecuada (en el ejemplo 2 se tiene la explicacion).

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

3.36

3.37

3.38

3.39

Determine los valores de (a) el primer cuartil, (b) el segundo decil y (c) el punto percentil 30 para los importes de las
ventas del problema 3.25.

Resp. (a) 7.0, (b) 5.5, (c) 8.5

Con base en el problema 3.27, determine los pesos correspondientes a: (a) el tercer cuartil, (b) el tercer decil y (c)
el punto percentil 70.

Resp. (@) 25.0gr. (b) 15.0gr. (c) 23.0gr.

Determine (a) el segundo cuartil, (b) el noveno decil y (c) el punto percentil 50, para las calificaciones del examen
del problema 3.29

Resp. (a) 80.0, (b) 95.5, (c) 80.0

En general, ;qué cuartil, decil y punto percentil, respectivamente, son equivalentes a la mediana?

Resp. El segundo cuartil, el quinto decil y el punto percentil 50.

LA MEDIA, LA MEDIANA'Y LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS

3.40 Con referencia a la Tabla 2.15 (pagina 25), determine el rendimiento tipico de gasolina que se obtiene en términos

3.41

3.42

de (a) la media, (b) la medianay (c) la moda.

Resp. (a) 28.95, (b) 28.85, () 28.86

Describa la forma de la distribucion de los rendimientos de gasolina del problema 3.40, en términos de asimetria.
Resp. La distribucion es relativamente simétrica.
La distribucién de frecuencias que aparece en la Tabla 3.10 se basa en los datos considerados originalmente en el

problema 2.35. Calcule (a) la media, (b) la mediana y (c) la moda, para los montos de los préstamos, con base
Unicamente en la distribucién de frecuencias de la Tabla 3.10.

Resp. (a) $1,109.50, (b) $954.05, (c) $646.17



48

343

3.44

3.45

3.46

3.47
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Tabla 3.10 Montos de 40 préstamos personales
(en miles de pesos)

Monto de los préstamos (en |  Numero de préstamos
miles de pesos)

$ 300-699 13
700-1,099 11
1100-1,499 6
1500-1,899 5
1900-2,299 3
2300-2,699 1
2700-3,099 1
Total 40

Describa la forma de la distribucion de frecuencias para los montos de préstamos personales del problema 3.42.

Resp. Sesgada positivamente.

A partir de la Tabla 2.17 (pagina 27), determine el tiempo Util promedio de las herramientas de corte calculando (a)
la media, (b) la medianay (c) la moda.

Resp. (a) 87.45, (b) 89.12, (c) 89.95

Describa la distribucion de frecuencias del tiempo util de las herramientas del problema 3.44, en términos de asimetria.
Resp. Tiene una ligera asimetria negativa.

Con referencia a la distribucion de frecuencias de "y menor que" de la Tabla 2.18 (pagina 27), calcule (a) la media,
(b) la medianay (c) la moda para las edades de los solicitantes.

Resp. (a) 23.3, (b) 22.4, (c) 21.2

Describa la forma de la distribucion de la Tabla 2.18, con base en las respuestas dadas al problema 3.46.

Resp. La distribucion tiene asimetria positiva.

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES PARA DATOS AGRUPADOS

348

3.49

Determine los valores de (a) el primer cuartil, (6) el primer decil y (c) el décimo punto percentil, para los datos de
rendimiento de gasolina de los automdviles de la Tabla 2.15 (pagina 25).

Resp. (a) 13.25, (b) 11.44, (c) 218.45
Para los montos de los préstamos personales reportados en el problema 3.42, determine los valores de (a) el segundo
cuartil, (b) el segundo decil y (c) el punto percentil 90.

Resp. (a) $954.05, (b) $545.64, (c) $2,032.83
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3.50 Determine los valores de (a) el tercer cuartil, (b) el séptimo decil y (c) el percentil 75, para las horas de tiempo util de
las herramientas de corte de la Tabla 2.17 (pagina 27).

Resp. (a) 106.20, (b) 101.34. (c) 106.20

3.51 Determine los valores de (a) el primer cuartil, (b) el séptimo decil y (c) el punto percentil 80, para los datos de las
edades de la Tabla 2.18 (pagina 18).
Resp. (a) 20.8, (b) 24.7, (c) 26.4

RESULTADOS POR COMPUTADORA

3.52 Utilice una computadora para calcular la media y la mediana de los datos de la Tabla 2.16 (pagina 26), que contiene
los montos de 40 préstamos personales. En los problemas 2.53 y 2.54 se agruparon esos datos en una distribucion
de frecuencias utilizando una computadora, y se produjo el correspondiente histograma. También, en el problema
3.42 se calcularon aproximaciones de estas media y mediana con base en datos agrupados.

Resp. El monto promedio de los préstamos es $1 097 400, en tanto que la mediana es $944,500. Esto se compara
con las aproximaciones del problema 3.42, basado en los datos agrupados de $1,109,500 y $954,050, respectiva-
mente.
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4.1 MEDIDAS DE VARIABILIDAD EN CONJUNTOS DE DATOS

Las medidas de tendencia central que se describieron en el capitulo 3 son Utiles para identificar el valor "tipico" en un conjunto
de datos. En contraste, las medidas de variabilidad se ocupan de describir la variabilidad entre los valores. Estan disponibles
diversas técnicas para medir la magnitud de la variabilidad en conjuntos de datos. Las que se describen en este capitulo
son: rango, rangos modificados, desviacion media, varianza, desviacion estandary coeficiente de variacion.

EJEMPLO 1.  Suponga que dos maquinas empacadoras distintas dan como resultado paquetes con un peso promedio
de 10 gramos de café, pero que en un caso todos los paquetes se encuentran dentro de un rango de 0.10 gramos de este
peso, en tanto que en el otro caso los pesos pueden variar hasta en un gramo en cualquier direccion. Medir la variabilidad,
o dispersion, de las cantidades* que se empacan seria tan importante en este caso como medir el promedio.

El concepto de asimetria se describié ya en las secciones 2.4 y 3.6. El coeficiente de asimetria de Pearson se describe
en la seccion 4.9.

4.2 ELRANGO

El rango, o R, es la diferencia entre los valores mayor y menor del conjunto de datos. Asi, cuando My representa el mayor
valor del grupo y Mn representa el menor, el rango de los datos no agrupados es:

R = My-Mn “.1)

EJEMPLO 2.  Durante un mes determinado del verano, los ocho vendedores de aparatos electronicos de una empresa
vendieron el siguiente nimero de ventiladores: 8,11, 5,14, 8,11,16,11. El rango del nimero de unidades vendidas es

R=My-Mn=16-5=11.0 unidades

Nota: Con el propdsito de llevar a cabo comparaciones, por lo general se reportan las medidas de variabilidad con un
digito adicional al nivel original de medicion.

4.3 RANGOS MODIFICADOS

Un rango modificado es un rango para el cual se elimina cierto porcentaje de los valores en cada uno de los extremos de la
distribucion. Algunos rangos modificados tipicos son: el 50% central, el 80% central y el 90% central.

El procedimiento mediante el cual se determina un rango modificado consiste, primero, en ubicar los dos puntos
percentiles adecuados (véanse las secciones 3.7 y 3.11) para, después, calcular la diferencia entre los valores que se
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encuentran en esos puntos. Por ejemplo, para el rango del 80% central, los puntos percentiles apropiados son el décimo
percentil y el nonagésimo percentil, porque el 80% central de esos valores se ubica entre esos dos puntos.

EJEMPLO 3. Los datos de las ventas de aparatos eléctricos que se presentaron en el ejemplo 2, son, en orden
ascendente: 5, 8, 8.11.11,11,14,16. Para calcular el rango del 50% central, en primer lugar se determinan los valores de
los puntos percentiles adecuados y después se resta el valor menor del mayor.

Prs= Lis quapizn = 4 g ® Xos = L 2.3
Fos = Apzwomepan = Kauzy = &= B0
R 50% central = Py, = Poy = 125~ &0 = 4.5 ynidades

4.4 LA DESVIACION MEDIA

La desviacién media o DM se basa en la diferencia entre el valor absoluto de cada uno de los elementos conjuntos de datos
y la media del grupo. Después, se calcula la media de ésas desviaciones (algunos especialistas en estadistica utilizan la
diferencia entre cada valor y la mediana). Si se calculara la media por la suma de las diferencias positivas y negativas entre
cada valor y la media aritmética, la respuesta seria, siempre igual a 0. Por esta razén, son los valores absolutos de las
diferencias lo que se suma.

DM poblacional= Hlﬁ:ll (4.2)
DM muestral = M (4.3)

EJEMPLO 4. Para los datos de ventas de aparatos eléctricos que se die}or; en el ejemplo 2, la media aritmética es 10.5
(véase la seccién 3.2). Utilizando los calculos de la Tabla 4.4, se determina la desviacion media de la siguiente manera:

M-HXT"E-[J'S—'”--E.E = 2.6 unidades

Tabla 4.1 Hoja de trabajo para calcular la
desviacion media de los datos de ventas.

X X-n K -pl
5 5.5 55
8 2.5 25
8 2.5 25
11 05 05
11 05 05
11 05 05
14 35 35
16 55 55
Total 21.0
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Asi, puede decirse que, en promedio, las ventas de aparatos eléctricos por vendedor difieren en 2.6 unidades de la
media del grupo, en cualquier direccion.

4.5 LA VARIANZA'Y LA DESVIACION ESTANDAR.

La varianza es similar a la desviacion media porque se basa en la diferencia entre cada uno de los valores del conjunto de
datos y la media del grupo. La diferencia consiste en que, antes de sumarlas, se eleva al cuadrado cada una de las diferencias.
Para una poblacion, se representa la varianza mediante v(X) o, en forma mas tipica, mediante la letra of (que se lee "sigma
cuadrada"); la férmula es:

u[X] - ot -5@'}%"—':'3 4.4)

A diferencia de ofras estadisticas muestrales que se han analizado, la varianza de una muestra no es, en términos
de calculo, completamente equivalente a la varianza de la poblacion. Para este caso, el denominador de la formula de
la varianza muestral es ligeramente diferente. En esencia, lo que se incluye en la formula es un factor de correccion,
para que la varianza muestral sea un estimador insesgado para la varianza de la poblacién (véase la seccién 8.1). La
varianza muestral se representa mediante s2; su férmula es:

L Lix-X%r
=

— (4.5)

Por lo general, resulta dificil Interpretar el significado del valor de una varianza porque las unidades en las que se
expresa son valores al cuadrado. En parte por esta razén, se utiliza con mayor frecuencia la raiz cuadrada de la varianza,
representada mediante la letra griega o (0 s para una muestra) y se le denomina desviacién estandar. Las férmulas son:

Desviacion estandar poblacional: ELX —pedT
. ||'[~—-"'°:I (4.6)
N
Desviacion estandar muestral: PR #@ (4.7)

La desviacion estandar es especialmente util cuando se le utiliza junto con la denominada distribuciéon normal (véase
la seccion 4.7).

T e ™ e ™ e o™ ek

EJEMPLO 5. Para los datos de ventas de aparatos eléctricos dados en el ejemplo 2, la media aritmética es 10.5 unidades
(véase la seccion 3.2). Considerando que estos datos mensuales de ventas son la poblacion estadistica de interés, se
determina la desviacion estandar con base en los calculos de la Tabla 4.2, de la manera siguiente:

M- \/3}_{ —
- -— - = — 3 —1
o W " JI0TI=12
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Tabla 4.2 Hoja de trabajo para calcular la desviacion
estandar poblacional para los datos de ventas

X X-p X - it
5 -5.5 30.25
'8 2.5 6.25
8 2.5 6.25
11 0.5 0.25
11 0.5 0.25
11 0.5 0.25
14 3.5 12.25
16 5.5 30.25
Total 86.00

4.6 CALCULOS ABREVIADOS DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR

A las formulas de la seccién 4.5 se les denomina férmulas de desviaciones porque, en cada caso, se deben determinar las
desviaciones de los valores individuales con respecto a la media grupal. Existen formas alternativas que son matematica-
mente equivalentes, pero que no requieren del calculo de cada una de las desviaciones. Debido a que, por lo general, es
mas facil utilizar estas férmulas para realizar calculos, se les denomina férmulas abreviadas.

Las férmulas abreviadas son:

. EXNT—Mu®
Varianza poblacional: T (4.8)
X' Nt
Desviacion estandar poblacional: T= TF (4.9)
:_ gt
Varianza muestral: 52:& (4.10)
n—
X pRt
Desviacion estandar muestral: 5= A (4.11)
n-
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Tabla 4.3 Hoja de trabajo para calcular la
desviacion estandar poblacional para
los datos de ventas

X X
5 25
8 o4
8 o4
11 121
11 1
11 1
14 19
16 256
Total 968

4.7 USO DE LA DESVIACION ESTANDAR

La desviacion estandar es la medida de dispersion mas importante, ya que se le utiliza junto con varios de los métodos de
inferencia estadistica que se analizan en capitulos posteriores. Una descripcion de estos usos escapa al alcance del siguiente
capitulo.Sin embargo, como ejemplo de su uso, considérese una distribucion de frecuencias que es al mismo tiempo simétrica
y mesokurtica. En andlisis estadistico a una curva de frecuencias con estas caracteristicas se le denomina curva normal.
Para una distribucion que tiene distribucion normal, se sabe que aproximadamente el 68% de las mediciones se encuentran
a no mas de una desviacion estandar de la media y que aproximadamente 95% de las mediciones se encuentran a no mas
de dos desviaciones estandar de la media. Esas observaciones se presentan en los diagramas de las figuras 4-1 (a) y (b),
respectivamente.

EJEMPLO 7.  Se observa que las cuentas por energia eléctrica en un area residencial, para un mes determinado,
tienen una distribucion normal. Si se determina que la media de los consumos es de $ 8 400, con una desviacién estandar
de $2 400, entonces puede concluirse que el 68% de las cuentas por consumo de energia eléctrica se encuentran a no
méas de $2 400 de la media, o, lo que es lo mismo, entre $6 000 y $10 800. También puede concluirse que
aproximadamente 95% de las cuentas se encuentran a no mas de $4 800 de la media o entre $3 600 y $13 200.

[
[
bt 680 -4y
| |
| |

1 1 1 .- -
4= ler u .l.-a-+|.1.l' X P n o 1 S X
(a) Fig. 4-1 (b)

4.8 EL COEFICIENTE DE VARIACION

El coeficiente de variacién, CV, indica la magnitud relativa de la desviacion estandar con respecto a la media de la distribucion,
asi, las férmulas son:
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Asi,
o

Poblacion: L " (4.12)
5

Muestra: Cy - x (4.13)

El coeficiente de variacion es util cuando se desea comparar la variabilidad de 2 conjuntos de datos con respecto al
nivel general de los valores de cada conjunto (y, por ello, respecto a la media).

EJEMPLO 8. Para 2 acciones comunes de empresas de la industria electrénica, el precio promedio de cierre en el
mercado de valores durante un mes fue, para la accion A, de $1 500, con desviacidn estandar de $500. Para la accion B,
el precio promedio fue de $5 000, con desviacion estandar de $300. Haciendo una comparacion absoluta, resulté ser superior
la variabilidad en el precio de la accién A debido a que muestra una mayor desviacion estandar. Pero, con respecto al nivel
de precios, deben compararse los respectivos coeficientes de variacion:

T _ 3t 300
CHA == = == = {3 - -
AN L1500 LLLLEE JERVAR o 3] 300 (hCHA

Por ello, puede concluirse que el precio de la accion B ha sido casi 2 veces mas variable de la accién A (con respecto
al precio promedio para cada una de las dos.)

4.9 COEFICIENTE DE ASIMETRIA DE PEARSON

El coeficiente de asimetria de Pearson mide la desviacion de la simetria, expresando la diferencia entre la media y la mediana
con respecto a la desviacion estandar del grupo de mediciones. Las férmulas son:

Asimetria poblacional = w (4.14)
Asimetria de la muestra = :’lff ;Hm (4.15)

Para una distribucién simétrica, el valor del coeficiente de asimetria es siempre 0, porque la media y la mediana son
iguales. Para una distribucion con asimetria positiva, la media es siempre mayor que la mediana y, por ello, el valor del
coeficiente es positivo. Para una distribucion con asimetria negativa, la media es siempre menor que la mediana y, por ello,
el valor del coeficiente es negativo.

EJEMPLO 9.  Para los datos de ventas de aparatos eléctricos del ejemplo 2, la media es 10.5 unidades, la mediana es
11.0 unidades (de las secciones 3.2 y 3.4) y la desviacién estandar es 3.3 unidades. El coeficiente de asimetria es;

Asimetria = ﬂp_l—(lh']l:d - l{—"“'i; L _ (h4%

Asi, la distribucion de las unidades vendidas tiene una ligera asimetria negativa, es decir, "esta sesgada hacia la
izquierda".
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4.10 EL RANGOY LOS RANGOS MODIFICADOS PARA DATOS AGRUPADOS

Para datos agrupados en una distribucion de frecuencias, por lo general se define el rango como la diferencia entre el limite
exacto superior de la clase mas alta, Ls(A), y el limite inferior de la clase mas baja, L,(B). Asi, el rango para los datos agrupados
es

B = 1040 - LR (4.16)
EJEMPLO 10. Los datos agrupados de la Tabla 4.4 provienen de la distribucion de frecuencias de los salarios diarios
de 100 trabajadores no calificados que se presentaron en las secciones 2.1 y 3.8. El rango es

R = LA) - LI.ILH]

Tabla 4.4 Salarios diarios para 100 trabajadores no calificados
Salario Limites exactos Numero de Frecuencia
diario de clase trabajadores (f) acumulada (fa)

$ 2400-2599 $ 2399.50-2599.50 7 7
2600-2799 2599.50-2799.50 20 27
2800-2999 2799.50-2999.50 33 60
3000-3199 2999.50-3199.50 25 85
3200-3399 3199.50-3399.50 11 96
3400-3599 3399.50-3599.50 4 100

Total 100

EJEMPLO 11.  El rango central del 90% para la distribucién de frecuencias de los salarios dados en la Tabla 4.4 es:

RON% ceniral = B, - P, = 3381.32-2542.36 = $838.96

LA K
o "%
donde Fas= et Ao |=‘= 18950+ Jijjﬂ]zoo—%%lsz
S :
Fém .
| tag "] 5-0%,
Fog =LA ————— i 30 1 | 221200 = $2542.36
RO "

4.11 LA DESVIACION MEDIA PARA DATOS AGRUPADOS

Para los datos agrupados en una distribucion de frecuencias, se asume que el punto medio de cada clase representa a todas
las mediciones incluidas en esa clase. Este es el mismo enfoque que se utilizé al determinar la media aritmética para datos
agrupados, segun se describid en la seccion 3.8.
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Lif|X—
Asi, DM poblacional = M (4.17)
DM muestral = Zf1X - %) (4.18)

i
EJEMPLO 12.  Para los datos de salarios diarios que se presentan en la Tabla 4.4, la media aritmética es $2 949.50
(véase la seccion 3.8).

La desviacion media se determina de la siguiente manera, a partir de los calculos de la Tabla 4.5

 Liflx- 2D 19600
DM It 100

5195

Tabla 4.5 Hoja de trabajo para calcular la desviacion media para datos agrupados

Punto medio de Numero de -

Salario diario clase (X) trabajadores (f) |X-3 FlX-4
$ 2400-2599 $ 2499.50 7 $450 $3150
2600-2799 2699.50 20 250 5000
2800-2999 2899.50 33 50 1650
3000-3199 3099.50 25 150 3750
3200-3399 3299.50 11 350 3850
3400-3599 3499.50 4 550 2200
Total 100 Total $ 19 600

4.12 LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA DATOS AGRUPADOS

Para datos agrupados en una distribucion de frecuencias, se asume que el punto medio de cada clase representa a todas
las mediciones incluidas en esa dase. Este es el mismo enfoque que se utilizo al calcular la desviacion media en la seccion
4.11. Por ello, las férmulas para datos de muestras y de poblaciones agrupados, son:

. E[AK - pP]
Varianza poblacional: o % (4.19)

o HAX - 87

Varianza muestral: -1 (4.20)

Las formulas para la desviacion estandar de datos muestrales y poblacionales agrupados son:

|I|E. X -ph
Desviacion estandar poblacional: - LN—H:E l (4.21)
oy
Desviacion estandar muestral: &= ;-l,f-{.ji.'—}]} (4.22)
H -—

EJEMPLO 13.  Para los datos de salarios diarios que se presentan en el ejemplo 10, la media muestral es $2 949.50,

tal como se determiné en la seccion 3.8. De la Tabla 4.6, la desviaciéon estandar muestral para estos datos agrupados se
determina de la siguiente manera:
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Tabla 4.6 Hoja de trabajo para calcular la desviacién estandar muestral para datos agrupados
Punto medio de Nutmero de _ _
Salario diario clase (X) trabajadores (f) X-X [x-xp FIxE =X
$2400-2599 $ 2499.50 7 $-450 $202 500 $ 1417 500
2600-2799 2699.50 20 -250 62 500 1250 000
2800-2999 2899.50 33 -50 2500 82 500
3000-3199 3099.50 25 150 22 500 562 500
3200-3399 3299.50 11 350 122 500 1 347 500
3400-3599 3499.50 4 550 302 500 1210000
Total 100 Total 5 870 000
Entonces, s=" LIAX - %7 - v 520K - ¥y 257 5 - $.243.50
n-1
Para datos agrupados, las formulas de célculo abreviadas son:
X[ S5 - Nyt
Varianza poblacional =" [L% (4.23)
o . ELLXTH - NaT
Desviacion estandar poblacional - W (4.24)
: LFXTi- pX-
Varianza muestral Fre= fT}I (4.25)
NS
Desviacion estandar muestral = 1 (4.26)

EJEMPLO 14. Para los datos salariales diarios que se presentaron en el ejemplo, se calcula enseguida la desviacién
estandar muestral, utilizando la férmula de calculo abreviada de la Tabla 4.7 para probar que la respuesta es la misma que
se obtuvo con la férmula de desviacion en el ejemplo 13. La media muestral para estos datos es $2949.50.

w-1

LK -1

o=V BT -n¥7 oo ATSEIS 01 - 100IMOSOF - Vap g g3 - § 20350

Tabla 4.7 Hoja de trabajo para calcular la desviacion estandar muestral para datos agrupados

Punto medio de Nutmero de
Salario diario clase (X) trabajadores (f) X i

$ 2400-2599 $ 2499.50 7 $ 6247 500.25 $ 43 732 501
2600-2799 2699.50 20 7 287 300.25 145 746 005.00
2800-2999 2899.50 33 8407 100.25 277 434 308.25
3000-3199 3099.50 25 9 606 900.25 240 172 506.25
3200-3399 3299.50 11 10 886 700.25 119 753 702.75
3400-3599 3499.50 4 12 246 500.25 48 986 001.00
Total 100 Total 875 825 025.00
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4.13 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Como se explicd en la seccién 3.12, aunque las férmulas de datos agrupados son Utiles si los datos obtenidos de fuentes
secundarias estan disponibles solo en forma de distribuciones de frecuencias, la agrupacion de datos para simplificar calculos
para estos conjuntos grandes de datos ya no es necesaria debido a la disponibilidad de computadoras.

Existen programas de computo que permiten calcular diversas medidas de variabilidad. En el problema 4.25 se ilustra
el calculo del rango y la desviacion estandar utilizando esta clase de programas.

Problemas resueltos

LOS RANGOS, LA DESVIACION MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR

4.1 Para una muestra de 15 clientes en un restaurante se determinaron las siguientes cuentas, en orden de magnitud:

$1,000, 1,000, 2,500, 2,500, 2,500, 3,500, 4,000, 5,300, 9,000, 12,500, 13,500, 24,500, 27,100, 30,900 y 41,000.
Determinese, (a) el rango y (b) el rango del 50% central para estos datos muestrales.

(a) R = My - Mn=$ 41 000 - 1000 - $ 40 000

(b) R central 50% - P75 - P,s=21 750-2500=3% 19 250
en donde Pys = X |7sHo0p + 1151 = K1 E5+ 050 = 05175 = 13 500 + 8 250 = § 21 750

(Nota: éste es el valor interpolado entre fres cuartos de la distancia entre los montos de cuenta que ocupan los lugares
11y12)

o = -'!':u,'_-‘.‘i'l,llu:l_l N xil?s T EAPR Jealhl]
4.2 Calcule la desviacion media para los datos del problema 4.1. La media muestral para este grupo de valores fue
$12 053.53, segun se calculd en el problema 3.1.

Utilizando la tabla 4.8, se calcula la desviacion estandar:

pyf - SLE | §154 35609

" 5 = 510 367
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Tabla 4.8 Hoja de trabajo para calcular
la desviacion media para los
datos del restaurante

ESTADISTICA APLICADA

¢ ]

Tabla 4.9 Hoja de trabajo para calcular la desviacién estandar

muestral para los datos del restaurante

X X X | X — %] X X K (x- X1 X

$1000 | $-11053.3 $ 11053.3 $1000 | $-11053.3 $ 122 175 440.00 1000 000
1000 -11053.3 11053.3 1000 -11053.3 122 175 440.00 1000000
2500 -9553.33 9553.:'3 2500 -9553.33 91266114.09 6250000
2500 -9553.33 9553 33 2500 -9553.33 91266 114.09 6250000
2500 -9533.33 9553.33 2500 -9533.33 91266 114.09 6250000
3500 -8553.33 8552.33 3500 -8553.33 73 159 454.09 12250000
4000 -8053.33 8053.33 4000 -8053.33 64 856 124.00 16000 000
5300 -6753.33 6753.33 5300 -6753.33 45 607 466.09 28090000
9000 -3053.33 3053.33 9000 -3053.33 9 322 824.09 81000000
12 500 446.67 446.67 12 500 446.67 199514.09 156 250 000
13500 1446.67 1446.67 13500 1446.67 2092 854.09 182 250 000
24500 12 446.67 12 446.67 24500 12 446.67 155417 860.09 600250000
27100 15046.67 15046.67 27 100 15046.67 226402278.09 734410000
30900 18 846.67 18 846.67 30900 18 846.67 355 196970.09 954 810 000
41000 28 946.67 28 946.67 41000 28 946.67 837909704.09 1681000 000
Total $111 115.45 Total 2287 817 333.3 | Total 4 467060000
4.3 Determine la desviacion estandar muestral para los datos de los problemas 4.1 y 4.2 utilizando (a) la formula de

4.4

4.5

desviaciones y (b) la formula abreviada alternativa, y demuestre que las respuestas son iguales.
(De latabla4.9.)

(a) 7=¥ DX=XF . ¢ 218,
n-1

E7E33 - eaars sz g - 412 7aaal

(b) g=+ D¥I=aX? _+f 4 487 6AD 600 - 15012 055.507 J\E3ainanag $12 TES.A1

n=1 181
Las respuesta =, son ligeramente diferentes debido a error de redondeo, junto con el hecho de que la media muestral
se redonded a dos cifras decimales.

Una muestra de 20 trabajadores calificados de una compafiia pequefia obtuvieron los siguientes salarios en un dia
determinado (cifras redondeadas al peso mas cercano y ordenadas): $2400, 2400, 2400, 2400, 2400, 2400, 2400,
2400, 2550, 2550, 2650, 2650, 2800 2800, 2900, 3000, 3050, 3250, 3300, y 3400. Determine: (a) el rango y (b) el
rango central del 80% para esta muestra.

(a) R= My- M, =5340000-$240 000 =5100000
(b) R central 80% = Pgy - Pjy=$327500-$240000=287500
donde Py xl_l}ﬂ\"ﬂ'ﬂl'l:'d?ﬂ--Il'lﬂrl_h'-ﬂlll-xlﬂ-h- 325000+ $2500=$327005
Fyym xulm'll:m-l{']?“ 'Iﬁﬂj'l?}l = ¥ap=$ 240 000

Calcule la desviacién media de los salarios del problema 4.4. En el problema 3.4 se determiné que la media de esos
salarios sea de $2705. De la Tabla 4.10, la desviacion media es

nuaif'-'-'ﬁ';'—""l-%-m.w
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Tabla 4.10 Hoja de trabajo para calcular la Tabla 4.11 Hoja de trabajo para calcular la
desviacion media para los datos varianza y la desviacion estandar
de salarios muestrales para los datos de salarios
X i ¥ 1£- 3 X ¥-X (X-Tw
$240000 $-30500 $-30500 $240000 $-30 500 $ 930 250
240000 -30500 -30500 240000 -30 500 930 250
240000 -30 500 -30 500 240000 -30 500 930 250
240000 -30 500 -30 500 240000 -30 500 930 250
240000 -30 500 -30 500 240000 -30 500 930 250
240 000 -30 500 -30 500 240000 -30 500 930 250
240000 -30 500 -30 500 240 000 -30 500 930 250
240 000 -30 500 -30500 240000 -30 500 930 250
255000 -15500 -15500 255000 -15500 240 250
255000 -15500 -15500 255000 -15500 240 250
265000 -5500 -5500 265000 -5500 30250
265000 -5500 -5500 265000 -5500 30250
280 000 9 500 9 500 280 000 9 500 90 250
280 000 9 500 9 500 280000 9 500 90 250
290 000 19 500 19500 290000 19 500 380 250
300 000 29500 29500 300000 29500 870 250
305000 34 500 34 500 305000 34 500 1,190250
325 000 54 500 54 500 325 000 54 500 2,970 250
330 000 59500 59500 330000 59500 3,540 250
340000 69 500 69 500 340000 69 500 4,830250
Total $572 000 Total $21,945 000

4.6 Determine (a) la varianza muestral y (b) la desviacion estandar muestral para los datos de los problemas 4.4 y 4.5
utilizando las formulas de desviacion.
Con referencia alatabla4.11,

2094500
@) T—I_ |, 155.0dk

(b)

4.7. Un experto en estandares laborales observa el tiempo que se requiere para preparar una muestra de 10 cartas de
negocios en una oficina, obteniendo los siguientes resultados (en orden ascendente y redondeados al minuto mas
cercano: 5, 5, 5, 7,9.14.15,15,16,18. Determine: (a) el rango v (b) el rango central del 70% para la muestra.

(@) B=My=M,=18-5=13min
i1 Rcentral 70% - Pys— B - 168 -5 11.0 min
donde Fgs, = Xjpsraemeiimn ® Ain s = Fg + 16.0 min
Fo=X [ RETHAE TS o #rgons == 5.0 min

4.8 Calcule la desviacion media para el tiempo de preparacion del problema 4.7. En el problema 3.7 se calculd la media
muestral y resulto ser de 10.9 minutos.
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Delatabla4.12,

ESTADISTICA APLICADA

N - H@ - %} - 4.7 min

Tabla 4.12 Hoja de trabajo para calcular la desviacién media
para los datos de tiempo de preparacién

Tabla 4.13 Hoja de trabajo para
calcular la desviacién
estandar y la varianza

muéstrales para los datos
de tiempo de preparacion

X XX 1% - X X
5 -5.9 5.9 5 25
5 -5.9 5.9 5 25
5 -5.9 5.9 5 25
7 -3.9 3.9 7 49
9 -1.9 1.9 9 81
14 31 31 14 19
15 41 41 15 225
15 41 41 15 225
16 5.1 5.1 16 256
18 7.1 7.1 18 324
Total 47.0 Total 1,431

4.9 Determine (a) la varianza muestral y (b) la desviacién estandar muestral para los tiempos de mecanografia dados

en los problemas 4.7 y 4.8, utilizando las féormulas abreviadas alternativas.

(a) &~
(b) ==+ AT ]TE

EL COEFICIENTE DE VARIACION

Con referencia a la tabla 4.13,

wif—ak® 1431 - 1010.8°

n=1

2899

= PR AN« 5.7 mip

4,10 Determine el_coeﬁciente de variacion para los datos de salarios analizados en los problemas 4.4 a 4.6.
Como ¥ = $270.50 y s - $33.99,

411  Para la misma empresa industrial del problema 4.10, el salario diario promedio de una muestra de supervisores es

LE_TE .
€V & = gy ~ 0126

¥=$7307.50, con s » $455.20. Determine el coeficiente de variacion para estos salarios.

4.12  Compare la variabilidad de los salarios de los trabajadores especializados del problema 4.10 con los salarios de los
supervisores del 4.11 (a) en términos absolutos y (b) con respecto al nivel promedio de ingresos diarios para los dos
grupos de empleados.

cr-%n ;‘%%13 - Q0
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(@) En términos absolutos, existe mayor variabilidad entre los sueldos de los supervisores (s - $455.20) que entre
los salarios de los obreros (s = $ 339.90)

(6) En relacién con las medias respectivas, si se compararan los dos coeficientes de variacion de acuerdo con las
soluciones obtenidas para los problemas 4.10 y 4.11, puede observarse que el coeficiente de variacién para los
datos de salarios por hora ($126.00) es dos veces mayor que el coeficiente correspondiente para los salarios
semanales ($63.00), lo cual indica una mayor variabilidad relativa para los datos de salarios.

COEFICIENTE DE ASIMETRIA DE PEARSON

4.13 Calcule el coeficiente de asimetria para los datos del restaurante que se analizaron en los problemas 4.1 a4.3.
Como X= $12 053.33, Med (del problema 3.1) y s = $12783.41

158

Asimetria =

3 - Med) 30206352 - 5300 _
5 (278341

Por lo tanto, la distribucion de los montos de los importes tiene asimetria positiva o, lo que es lo mismo, esta sesgada
ala derecha.

4.14  Calcule el coeficiente de asimetria para los datos de los salarios analizados en los problemas 4.4 a 4.7.
Como X - $ 70.50, Med - $260.00 (del problema 3.4) y s -$33.99,

- MH - Med] _ WET0.50 - 2E0.00)
s 110
Por lo tanto, la distribucién de los salarios tiene un ligero sesgo positivo.

023

Asimetri

LOS RANGOS, LA DESVIACION MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA DATOS AGRUPADOS.

4.15 Determine (a) el rango y (b) el rango central del 50% para las rentas de la Tabla 2.5 (pagina 17) Supdngase que
esos son todos los departamentos de un area geografica dada.

(@) R =LsA) -L,«(B) = 649.50 - 349.50 = $300.00
(b) R central 50% = P75 - P,5 = 567.50 - 484.05 = $83.45
en donde

1
Sh-
F':ls'I..w['—m —‘j-iﬂgjﬂwlLﬁ]m-EﬁﬁTjﬂ

FI5N

& ‘a0 -
Fag e LI'I%J"W’J”* ==
+

4.16 Calcule la desviacion media para los datos de las rentas de la Tabla 2.5. Se determiné que la media de la poblacién
erade $ 522.75 en el problema 3.13.
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Al utilizar la Tabla 4.14

ESTADISTICA APLICADA

pp- ELAK-al_BIH50 o ,

Tabla 4.14 Hoja de trabajo para calcular la desviacion media para datos agrupados

Renta mensual (en | Punto medio de Nuamero de
miles de pesos) clase (X) departamentos [ X-u] iX-nl

$350-379 $364.50 3 $158.25 $474.75
380-409 394.50 8 12825 1,026.00
410-439 424.50 10 98.25 982.50
440-469 454.50 13 68.25 887.25
470-499 484.50 33 38.25 1,262.25
500-529 514.50 40 825 330.00
530-559 544.50 35 21.75 761.25
560-589 574.50 30 51.75 1,552.50
590-619 604.50 16 81.75 1,308.00
620-649 634.50 12 11175 1,341.00
Total 200 Total $9,925.50

[+

4.17 A partir del problema 4.14, determine la desviacion estandar de la poblacion utilizando (a) la férmula de desviaciones
y (b) la férmula abreviada, y demuestre que las respuestas son equivalentes,
(@) De la tabla 4.15

ﬂl_.l Hx —pPl J’l‘ﬁﬂ.“?.ﬁﬂ
R e T L L T o R AT =GR 99
T ™ 2Hh b s

Tabla 4.15 Hoja de trabajo para calcular la desviacion estandar mediante la férmula de desviaciones

Renta
mensual (en

miles de Punto medio Namero de
pesos) declase (X) | departamentos (f) X-p fE ey FiX-pr¥

$350-379 $364.50 3 $158.25 $25,043.0625 $ 75,129.1875
380-409 394.50 8 12825 16,448.0625 131,584.5000
410-439 424.50 10 98.25 9,653.0625 96,530.6250
440-69 454.50 13 68.25 4,658.0625 60,554.8125
470-499 484.50 33 3825 1,463.0625 48,281.0625
500-529 514.50 40 825 68.0625 2,722.5000
530-559 544.50 35 21.75 473.0625 16,557.1875
560-589 574.50 30 51.75 2,678.0625 80,341.8750
590-619 604.50 16 81.75 6,683.0625 106,929.0000
620-649 634.50 12 111.75 12,488.0625 149,856.7500

Total 200 Total 768,487.5000
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(b) De la Tabla 4.16,

— I_I,;EIII_—@_! -y 55,43:,&11::;] QUSILTISF = 3 oo sTe # SLD

Tabla 4.16 Hoja de trabajo para calcular la desviacion estandar utilizando la férmula abreviada

Renta mensual (en | Punto medio de Numero de
miles de pesos) clases (X) departamentos (f) X 79(2
$350-379 $364.50 3 $132,860.25 $  398,580.75
380-409 394.50 8 155,630.25 1,245,042.00
410-439 424.50 10 180,200.25 1,802,002.50
440-469 454.50 13 206,570.25 2,685,413.25
470-499 484.50 33 234,740.25 7,776,428.25
500-529 514.50 40 264.710.25 10,588,410.00
530-559 544.50 35 296,480.25 10,376,808.75
560-589 574.50 30 330,050.25 9,901,507.50
590-619 604.50 16 365,420.25 5,846,724.00
620-649 634.50 12 402,590.25 4,831.00
Total 200
Total 55,422,000.00

4.18 Junto con una auditoria anual, un despacho de contadores recopila los datos que se reportan en la Tabla 4.17.
Determine (a) el rango y (b) el rango central del 80% para esta muestra de registros.

Tabla 4.17 Tiempo que se requiere para auditar saldos de cuentas

Tiempo de auditoria | Limites exactos de | Numero de registros (f)| Frecuencia acumulada
(en minutos) clase (fa)
10-19 9.5-19.5 3 3
20-29 19.5-29.5 5 8
30-39 29.5-39.5 10 18
4049 39.549.5 12 30
50-59 49.5-59.5 20 50
Total 50

Utilizando la Tabla 4.17

@R=Ls(A)-Ls(A)-595-95=50.0 min
(b) R central 80% = Pgy - P1o=57.0 - 23.5 = 33.5 min
I tET

E EaLeh| N -7 . . '
en donde Pop=ipr o8~ |1 95 |M | e 35700000
v - L9 ,

i a0
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L]

y también By = r_,.—[ﬁr E]s- 19.5+[§-; glm-ﬂ.s o
-

4.19 Calcule la desviacion inedia para los datos de tiempos de auditoria de la Tabla 4.17. En el problema 3.15 se determind
que la media muestral era de 3.7 minutos.

Con referencia a la Tabla 4.18,

n

oy -BILCTD_S2 o,

Tabla 4.18 Hoja de trabajo para calcular la desviaciéon media

Tiempo en auditoria | Punto medio de clase | Numero de registros _
(en minutos) X) ) |- X| fx-- 1

10-19 14.5 3 28.2 84.6
20-29 24.5 5 182 91.0
30-39 345 10 82 82.0
40-49 44.5 12 18 21.6
50-59 54.5 20 11.8 236.0

Total 50 Total 5152

4.20 Determine (a) la varianza muestral y (b) la desviacion estandar muestral para los datos de la Tabla 4.17, utilizando
las formulas de desviaciones.

DelaTabla4.19,

a1 e -
(@) = p— 5 - 1538

(b) 8=V Eﬂif;fﬂ-ﬂigim <124 rish
|IT-

Tabla 4.19 Hoja de trabajo para calcular la varianza y la desviacién estandar

Tiempo de auditoria | Punto medio de Numero de _ _ _
(em minutos) clase (X) registros (f) X- X (X- ¥P FiX-%F

10-19 14.5 3 -28.2 795.24 2,385.72

'20-29 24.5 5 -18.2 331.24 1,656.20
30-39- 34.5 10 -8.2 67.24 672.40

40-49 445 12 18 3.24 38.88

50-59 54.5 20 11.8 139.24 2,784.80

Total 50 Total 7,538.002
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4.21  EnlaTabla 4.20 se reproducen los datos sobre el nimero promedio de lesiones por millar horas-hombre, tal como
se reportd en el problema 2.16; determine (a) el rango y (b) el rango central del 90% para esta muestra de 50
empresas.

Tabla 4.20 Numero promedio de lesiones por millar de horas-hombre en una industria
especifica
Numero promedio de Limites exactos de Numero de empresas | Frecuencia acumulada
lesiones clase 10 (fa}
1.5-1.7 1.45-1.75 3 3
1.82.0 1.75-2.05 12 15
2.1-23 2.05-2.35 14 29
2.4-2.6 2.35-2.65 9 38
2729 2.65-2.95 7 45
3.0-3.2 2.95-3.25 5 50
Total 50
@ R=Ls(A)-Ls(A) - 3.25- 145 = 1.80 lesiones
(b) R central 90% = Pgs - Pgs = 3.10 - 1.70 = 1.40 lesionas
LY
i~ ECE
endonde tMps = L; { ' } i=ZH5" '#J 0.30=3.10 lesiones
v 1
I 2.5-00 S
P =L+~ (k= 145 *l""S—. 10.30= 1.70 lesiones
4.22 Calcule la desviacion media para el nimero de lesiones de la Tabla 4.20. En el problema 3.17 se determiné que la
media muestral era de 2.32 lesiones por millar de horas-hombre.
Con referencia a la Tabla4.21,
oM - BhL-L) 1778 0.36 lesiones
n 50
Tabla 4.21 Hoja de trabajo para calcular la desviacion media

Numero promedio de | Punto medio de clase | Ntumero de empresas _ -

lesiones X 1] |4 - % FI5 - X
1.5-1.7 1.6 3 0.72 2.16
1.82.0 19 12 042 5.04
2.1-2.3 2.2 14 0.12 1.68
2.4-2.6 2.5 9 0.18 1.62
2729 2.8 7 048 3.36
3.0-3.2 3.1 5 0.78 3.90
— Total 17.76

Total 50
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4.23 Determine (a) la varianza muestral y (b) la desviacion estandar muestral para los datos de lesiones de la Tabla 4.20,

4.24

utilizando las férmulas abreviadas.

DelaTabla4.22,

. r-:,r:ri: nf 1770 - S2art  maz
@) B 4

{t} =¥ @.—'_'_"I '-"_n;].lﬁ-m 4 (.42 lesiones

= 17 1A6kp

Tabla 4.22 Hoja de trabajo para calcular la varianza y la desviacion estandar

Nuamero promedio | Punto medio de Nutmero de
de lesiones clase (X) empresas (f) e A

1.5-1.7 16 3 2.56 7.68
1.8-2.0 19 12 3.61 43.32
2123 22 14 4.84 67.76
24-2.6 25 9 6.25 56.25
2729 28 7 7.84 54.88
3.0-32 3.1 5 9.61 48.05

Total 50 Total 277.94

La distribucion de frecuencias de la Tabla 4.23, se reproduce del problema 2.21. Determine (a) el rango y (b) la
desviacion estandar, utilizando la formula abreviada. Observe que la base para determinar los limites exactos de
clase y los puntos medios de clase para distribuciones de frecuencias de "y menor que" como ésta. En el problema
3.19 se determind que la media muestral era de 10.8 minutos.

Tabla 4.23 Tiempo que se requiere para procesary preparar 6rdenes de restaurante

Limites exactos | Punto medio de Numero de

Tiempo, minutos de clase clase (X) pedidos (fj b -
5 y menor que 8 5.8-8.0 6.5 10 42.25 422.50
8 y menor que 11 8.0-11.0 9.5 17 90.25 1,534.25
11 y menor que 14 11.0-14.0 12.5 12 156.25 1,875.00
14 y menor que 17 14.0-17.0 155 6 240.25 1,441.50
17 y menor que 20 17.0-20.0 18.5 2 342.25 684.50
Total 47 Total 5,957.75

(@) R=Ls (4) - L; (4) = 20.0 - 50 = 150 min

. =1-ak* = Q5TT .
(b) 5=V Emn]- Iua _of zEs i _&;Llnm - paaTagat 32min
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RESULTADOS POR COMPUTADORA

4.25

Utilice una computadora para determinar el rango y la desviacion estandar para los datos de la Tabla 2.6 (pagina
18), sobre el tiempo de una muestra de 30 empleados requirié para terminar una tarea de ensamble. En el problema
3.24 se determinaron la media y la mediana para estos datos utilizando una computadora.

En la figura 4-2, se presentan los datos de entrada y los resultados obtenidos en la computadora. Como puede
observarse, R-9.0y s = 2.4375 = 4.2 minutos. Obsérvese que en el paquete de Minitab, la instruccién DESVIACION
ESTANDAR da como resultado la desviacién estandar muestral.

MTB > SET ASSEMBLY TIMES INTO Cl

DATA> 10 14 15 13 17 16 12 14 11 13 15 18 9
DATA> 14 14 9 15 11 13 11 12 10 17 16 12 11
DATA> 16 12 14 15

DATA> END

MIB > NAME FOR Cl IS 'TIME'

MTB > MAXIMUM 'TIME', PUT IN K1

MAXIMUM = 18.000
MTB > MINIMUM 'TIME', PUT IN K2
MINIMUM = 9.0000
MTB > SUBTRACT K2 FROM K1, PUT RANGE INTO K3
ANSWER = 9.0000
MTB > STANDARD DEVIATION OF 'TIME'
ST.DEV. = 2.4375

Fig. 4-2 Resultados Minitab.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

LOS RANGOS, LA DESVIACION MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA DATOS NO AGRUPADOS

4.26

4.27

4.28

El numero de automdviles que vendié cada uno de 10 vendedores de una distribuidora en un mes especifico, en
orden ascendente, es: 2,4,7,10,10,10,12,12,14,15. Determine (a) el rango y (b) el rango del 80% central para
esos datos.

Resp. (a) 13, (b) 115

Calcule la desviacion media para los datos de ventas para el problema 4.26. En el problema 3.25 se determind que
la media de la poblacién para esos valores sea de 9.6.

Resp. 3.16=3.2

Del problema 4.26, determine la desviacion estandar utilizando la férmula de desviaciones y considerando que el
grupo de valores constituye una poblacién estadistica.

Resp. 3995440
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4.29

4.30

4.31

4.32

4.33

4.34

4.35

4.36

4.37
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Se determina que los pesos de una muestra de sobres que salen de una oficina postal, al gramo mas cercano son:
21,18,30,12,14,17, 28,10,16 y 25. Determine (a) el rango y (b) el rango central del 50% para esos pesos.

Resp. (a)20.0,(b) 11.0

Calcule la desviacion estandar para las piezas postales del problema 4.29. En el problema 3.27 se determin6 que
la media muestral sea de 19.1 gramos.

Resp. 552 255

Determine (a) la varianza muestral y (b) desviacién estandar muestral para los datos del problema 4.29. Utilizando
las versiones abreviadas de las férmulas respectivas.

Resp. (a)45.7, (b) 6.8

Veinte estudiantes inscritos en un curso de analisis de decisiones lograron las siguientes calificaciones en sus
examenes, en orden ascendente: 39, 46, 57, 65, 70, 72, 72, 75, 77, 79, 81, 81, 84, 84, 84, 87, 93, 94. 97 y 97.
Determine (a) el rango y (b) el rango central del 90% para estos datos no agrupados.

Resp. (a) 58.0, (b) 6.8

Calcule la desviacion media para las calificaciones del problema 4.32. En el problema 3.29 se determiné que la
calificacion promedio de los examenes fue de 76.7

Resp. 11.76 = 11.8

Considere las calificaciones de los exdmenes del problema 4.32 como una poblacion estadistica y determine la
desviacion estandar utilizando (a) la formula de desviaciones y (b) la formula abreviada alternativa.

Resp. (a)15.294 = 15.3, (b) 15.294 = 15.3

El nimero de accidentes que ocurrieron en un mes determinado en 13 departamentos de manufactura de una planta
industrial fueron: 2, 0, 0, 3, 3, 12,1, 0, 8, 1, 0, 5, 1. Determine (a) el rango y (b) el rango central del 50% para el
numero de accidentes.

Resp. (a)12.0, (b) 35

Calcule la desviacion media para los datos del problema 4.35. En el problema 3.31 se determind que el nimero
promedio de accidentes es de 2.8.

Resp. 2.646 =2.6

Al considerar los datos de los accidentes del problema 4.35 como una poblacién estadistica, calcule la desviacion
estandar utilizando la férmula abreviada.

Resp. 3.465+35
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EL COEFICIENTE DE VARIACION

4.38 Determine el coeficiente de variacion para los datos de ventas de automéviles que se utilizaron en los problemas
4.26 a4.28.

Resp. CV=0.417

4.39 Con referencia al problema 4.38, en otra distribuidora (mas grande) se determind que el nimero promedio de
automoviles vendidos por vendedor en un mes especifico fue u - 17.6, con una desviaciéon estandar de v = 6.5.
Compare la variabilidad con las ventas por persona (a) en términos absolutos y (b) con respecto al nivel promedio
de ventas en las dos distribuidoras.
Resp. (a) La desviacién estandar para la primera distribuidora (4.0) es menor que la desviacion estandar para la

segunda distribuidora (6.5) (6) El coeficiente de variacién para la primera distribuidora (0.417) es mayor que el
coeficiente de variacion para la segunda distribuidora (0.369)

COEFICIENTE DE ASIMETRIA DE PEARSON

4.40 Calcule el coeficiente de asimetria para los datos de ventas de automdviles que se analizaron en los problemas 4.26
a4.28. En el problema 3.25 se determiné que la mediana para esos datos fue 10.0.

Resp. Asimetria =-0.30 (por ello, la distribucion de las ventas de automdviles esta ligeramente sesgada en forma
negativa, es decir, hacia la izquierda).

4.41  Calcule el coeficiente de asimetria para los datos de accidentes analizados en los problemas 4.35 a 4.37. En el
problema 3.31 se determiné que la mediana para estos datos es de 1.0.

Resp. Asimetria =1.54 (por ello, la distribucion de accidentes tiene asimetria positiva)

LOS RANGOS, LA DESVIACION MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA DATOS AGRUPADOS.

4.42 Determine (a) el rango y (b) el rango central del 80% para los datos de kilometraje de la Tabla 2.15 (pagina 28)
Resp. (a)12.00,(b)6.83

4.43 Calcule la desviacion media para los datos de kilometraje de la Tabla 2.15. En el problema 3.40 se determiné que
el kilometraje promedio fue de 28.95.

Resp. 1.76

4.44 Al considerar que los datos de kilometraje de la Tabla 2.15 son una muestra de viajes, calcule la desviacién estandar
para esos datos utilizando (a) la formula de desviaciones y (0) la férmula abreviada. En el problema 3.40 se determiné
que el kilometraje promedio fue de 28\.95.

Resp. (a) 1.7435 = 1.74, (b) 1.7435 = 1.74

4.45 Con los datos de la Tabla 3.10 (pagina 48),determine (a) el rango y (b) el rango central del 50% para el monto de
los préstamos personales.
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4.46

4.47

4.48

4.49

4.50

4.51

4.52
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Resp. (a) $2,800.00, (b) $892.31

Calcule la desviacion media para los datos de los préstamos personales de la Tabla 3.10. En el problema 3.42 se
determind que la media para esa muestra sea de $ 1109.50.

Resp. $512.00
Determine la variacion estandar muestral para los datos de la Tabla 3.10 utilizando la férmula abreviada.
Resp. $627.49

Determine (a) el rango y (b) el rango central del 90% para el tiempo Util de las herramientas de corte de la Tabla
2.17 (pagina 29)

Resp. (a) 149.95 h, (b) 93.75h

Calcule la desviacion media para la vida util de las herramientas de corte reportada en la Tabla 2.17. En el problema
3.44 se determiné que la vida ultil promedio sea de 87.45 horas.

Resp. 1857 h

Al considerar que los datos de la Tabla 2.17 son una poblacién estadistica, calcule (a) la varianza poblacional y (b)
la desviacion estandar poblacional utilizando las férmulas de desviaciones. En el problema 3.44 se determin6 que
la vida util promedio sea de 87.45 horas.

Resp. (a)714.29, (b) 26.73 h

De la Tabla 2.18 (pagina 30), determine (a) el rango y (b) la desviacién media para la edad de los solicitantes. En el
problema 3.46 se determind que la edad promedio era de 23.3 afios.

Resp. (a) 14.0, (b) 2.656 » 2.7 afios

Calcule la desviacion estandar muestral para los datos de la Tabla 2.18 utilizando la formula abreviada. Se determind
en el problema 3.46 que la edad promedio era de 23.3 afios.

Resp. 3.4 afos

RESULTADOS POR COMPUTADORA

4.53

Utilice una computadora para determinar el rango y la desviacion estandar para la muestra de 50 préstamos de la
Tabla 2.16 (pagina 28). En el problema 3.52, se calcularon la media y la mediana para esos datos utilizando una
computadora. También, en los problemas 4.45 y 4.47 se calcularon el rango y la desviacion estandar aproximados,
con base en los datos agrupados, y resultaron ser de 4.45 y 4.47, respectivamente.

Resp. R=%$2700.00y s = $642.24. Esto se compara con las aproximaciones de $ 2800 y $ 627.49, respectivamente,
que fueron las cifras que se obtuvieron a partir de los montos agrupados.



Probabilidad ?

5.1 DEFINICIONES BASICAS DE PROBABILIDAD

Histéricamente se han desarrollado tres diferentes enfoques conceptuales para definir la probabilidad y para determinar
valores de probabilidad: el clasico, el de frecuencia relativa y el subjetivo.

De acuerdo con el enfoque clasico de la probabilidad, si N (A)resultados elementales posibles son favorables en el
evento A, y existe N (S ) posibles resultados en el espacio muestral y todos los resultados elementales son igualmente
probables y mutuamente excluyentes; entonces, la probabilidad de que ocurra el evento A es

. LY, (5.7)
P A

Obsérvese que el enfoque clasico de la probabilidad se basa en la suposicién de que cada uno de los resultados es
igualmente probable. Debido a que este enfoque (cuando es aplicable) permite determinar los valores de probabilidad antes
de observar cualesquiera eventos muéstrales, también se le denomina enfoque a priori.

EJEMPLO 1.  En un mazo de cartas bien barajadas que contiene 4 ases y 48 cartas de otro tipo, la probabilidad de
obtener un as (A ) en una sola extraccion es

4 q 1
O o

Através del enfoque de frecuencia relativa, se determina la probabilidad con base en la proporcién de veces que ocurre
un resultado favorable en un determinado nimero de observaciones o experimentos. No hay implicita ninguna suposicion
previa de igualdad de probabilidades. Debido a que para determinar los valores de probabilidad se requiere de la observacion
y de la recopilacién de datos, a este enfoque se le denomina también enfoque empirico. La probabilidad de que ocurra un
evento A, de acuerdo con el enfoque de frecuencia relativa es

FiAY Numero de observaciones ded _ n(4)
Tamafio de la muestra n (5.2)

EJEMPLO 2.  Antes de incluir la cobertura para ciertos tipos de problemas dentales en pdlizas de seguros médicos para
adultos con empleo, una compafiia de seguros desea determinar la probabilidad de ocurrencia de esa clase de problemas,
para que pueda fijarse la prima de seguros de acuerdo con esas cifras. Por ello, un especialista en estadistica recopila datos
para 10 000 adultos que se encuentran en las categorias de edad apropiadas y encuentra que 100 de ellos han experimentado
el problema dental especifico durante el afio anterior.
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-

Por ello, la probabilidad de ocurrencia es:

-I':I 1m -
Fid] —Eln +1ﬂ,i.‘.l3ﬂ 001, o 1%

Tanto el enfoque clasico como el de frecuencia relativa producen valores de probabilidad objetivos, en el sentido de
que sefalan la tasa relativa de ocurrencia del evento a largo plazo. Por el contrario, el enfoque subjetivo a la probabilidad
es particularmente apropiado cuando solo existe una probabilidad de que el evento ocurra, y se da el caso de que ocurra o
no esa Unica vez. De acuerdo con el enfoque subjetivo, la probabilidad de un evento es el grado de confianza que una
persona tiene en que el evento ocurra, con base en toda la evidencia que tiene disponible. Debido a que el valor de la
probabilidad es un juicio personal, al enfoque subjetivo se le denomina también enfoque personalista. El desarrollo de este
enfoque de la probabilidad ha sido relativamente reciente y tiene relacion con el analisis bayesiano de decision (véanse las
secciones 1.3y los capitulos 18 a 20).

EJEMPLO 3.  Debido a los impuestos y a los posibles usos alternativos de sus fondos, un inversionista ha determinado
que la compra de terrenos vale la pena solo si existe una probabilidad de cuando menos 0.90 de que el terreno obtenga
plusvalia por 50% o0 mas en los proximos 4 afios. Al evaluar un determinado terreno, el inversionista estudia los cambios en
los precios en el area en afios recientes, considera los niveles corrientes de precios, estudia el estado corriente y futuro
probable de los proyectos de desarrollo inmobiliarios y revisa las estadisticas referentes al desarrollo econémico del area
geografica global. Con base en esta revision, concluye que existe una probabilidad de aproximadamente 0.75% de que se
dé la plusvalia que requiere. Como esta probabilidad es menor que la minima que requiere, (0.90), no debe llevarse a cabo
la inversion.

5.2 EXPRESION DE LA PROBABILIDAD

Se utiliza el simbolo P para designar la probabilidad de un evento. Por ello, P (A) denota la probabilidad de que ocurra el
evento A en una sola observacion o experimento.

El menor valor que puede tener una probabilidad es 0 (lo cual indica que el evento es imposible) y el mayor valor que
puede tomar es 1 (lo cual indica que es seguro que ocurra). Por ello, en general,

04 Pl S L (5.3)

En una observacion o experimento dados, el evento debe ocurrir o no. Por ello, la suma de la probabilidad de ocurrencia
mas la probabilidad de no ocurrencia siempre es igual a 1. Por ello, (en donde A' indica la no ocurrencia del evento (A), se
obtiene:

PiA) 4 PiA'}= 1 (5.4)

Un diagrama de Venn es un diagrama relacionado con la teoria de conjuntos en matematicas, que permite ilustrar los
eventos que pueden ocurrir en una observacion o experimento especificos. Una figura cerrada representa un espacio
muestral, y se utilizan porciones del area dentro de ese espacio para representar eventos elementales o compuestos o
espacios de eventos.

EJEMPLO 4. En la figura 5.1 se representan las probabilidades de dos eventos, Ay A' (que se lee "no A"). Como
P (A) + P (A") = 1, se considera la totalidad del area dentro del diagrama.
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Fig. 51

Como una alternativa a los valores de probabilidad, pueden expresarse las probabilidades también en términos de
posibilidades, La razén de posibilidad que favorece la ocurrencia de un evento es el cociente del nimero relativo
de resultados, que se designa como a, que le son favorables a A, con respecto al nimero relativo de resultados, que se
designan mediante b, que no le son favorables a A:

(5.5)
Pesitilidades = &1 & [Yaa i)

Una posibilidad de 5:2 (que se lee "5 a 2") indica que para cada cinco eventos elementales que constituyen éxitos
existen dos eventos elementales que constituyen fracasos. Obsérvese que, de acuerdo con el enfoque clasico de la
probabilidad analizado en la seccién 5.1, el valor de probabilidad equivalente a una razén de probabilidad de 5:2 es

qp_didl, = 3 5
B - sy “zvr 30277

—

EJEMPLO 5.  Suponga que se define el éxito como la extraccion de cualquier naipe con figura o un as de un mazo bien
barajado de 42 cartas. Como 16 cartas de las 52 son jotos, reinas, reyes o ases, las posibilidades asociadas con el éxito
son 16:36, 0 4:9. La probabilidad de éxito es 16/(16 + 36) =16/52 = 4/13.

-

5.3 EVENTOS MUTUAMENTE EXCLU/ENTES Y NO EXCLUYENTES

Dos 0 mas eventos son mutuamente excluyentes, 6 disjuntos, si no pueden ocurrir al mismo tiempo. Es decir, la ocurrencia
de un evento automaticamente impide la ocurrencia del otro (u otros). Por ejemplo, supdngase que se consideran dos
posibles eventos "as" y "rey" con respecto a la extracciéon de una carta de un mazo. Estos dos eventos son mutuamente
excluyentes porque ninguna carta puede ser al mismo tiempo as y rey.

Dos o mas eventos son no excluyentes cuando es posible que ocurran al mismo tiempo. Obsérvese que esta definicion
no indica que esos eventos deban necesariamente ocurrir en forma conjunta. Por ejemplo, supdngase que se consideran
los dos posibles eventos "as" y trébol". Estos eventos no son mutuamente excluyentes porque una carta determinada puede
ser al mismo tiempo as y trébol; sin embargo, esto no indica que todo as sea trébol o que todo trébol sea as.

—

—

EJEMPLO 6.  En un estudio de la conducta de los consumidores, un analista clasifica a las personas que entran en una

tienda de aparatos de sonido de acuerdo con su sexo ("masculino” o "femenino") y su edad ("menor de 30" o "30 o mayor").

Los dos eventos o clasificaciones, "masculino” y "femenino" son mutuamente excluyentes puesto que ninguna persona podria
clasificarse en ambas categorias. De manera similar, los eventos "menor de 30" y "30 o mayor" son también mutuamente

excluyentes. Sin embargo, los eventos "masculino” y "menor de 30" no son mutuamente excluyentes porque una persona

elegida al azar podria estar en ambas categorias.

— aa
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5.4 LAS REGLAS DE ADICION

Se utilizan las reglas de la adicion cuando se desea determinar la probabilidad de que ocurra un evento u otro (o ambos)
en una sola observacion. Simbdlicamente, puede representarse la probabilidad de que ocurra el evento A o el evento B
mediante P (A O B). En el lenguaje de la teoria de conjuntos, a esto se le denomina la unién de A y B, y se designa la
probabilidad mediante P (A U B), que se lee: ("la probabilidad de A unién B".)

Existen dos variaciones a la regla de la adicion, dependiendo de que los dos eventos sean mutuamente excluyentes.
La regla de la adicion para eventos mutuamente excluyentes es

P(A0B) =P(4UB) = P(4) + P(B) (5.6)

EJEMPLO 7. Cuando se extrae una carta de un mazo de barajas, los eventos "as" (A ) y "rey" (R) son mutuamente
excluyentes. La probabilidad de extraer ya sea un as o un rey en una sola extraccion es:

_ _ 4 _F _2
- R -L —_—_——
Aacki-HA+ Rk o w57

(Nota: el problema 5.4 amplia la aplicacién de esta regla a tres eventos.)

Para eventos que no son mutuamente excluyentes, se le resta a la suma de las probabilidades simples de dos eventos,
la probabilidad de la ocurrencia conjunta de los dos eventos. Puede representarse la probabilidad de la ocurrencia conjunta
mediante P (A y B). En el lenguaje de la teoria de conjuntos, se le denomina a esto la interseccion de A y B y se designa
la probabilidad como P (A n B) (que se lee: "la probabilidad de A interseccién B"). Asi, la regla de la adicién para eventos
que no son mutuamente excluyentes es

P(AOB)=P(A)+P(B)-P(AyB) (5.7)

A la férmula (5.7) también se le denomina con frecuencia regla general de la adicién porque para eventos que son
mutuamente excluyentes el Ultimo término es siempre igual a 0. Asi, la formula es algebraicamente equivalente a la férmula
5.6 para eventos mutuamente excluyentes.

—

— T e | T —_— e —_— T,

EJEMPLO 8. Cuando se extrae una carta de un mazo de barajas, los eventos "as" y "trébol" no son mutuamente
excluyentes. La probabilidad de obtener un as (A) o un trébol (T) (o0 ambos) en una sola extraccion es

FA c17=F4) 0 AT - By I - ;_2 , 143

525 &%

1 _ld_ %
-

Pueden utilizarse los diagramas de Venn para ilustrar el razonamiento en que se basan las dos reglas de la adicién.
En lafigura 5-2(a), se observa que la probabilidad de que ocurran A o B es conceptualmente equivalente a sumar la proporcion
de areaincluida en Ay B. En lafigura 5-2 (b), para eventos que no son mutuamente excluyentes.se incluyen algunos eventos
elementales tanto en A y B; por ello, existe traslape entre estos conjuntos de eventos. Cuando se suman las areas incluidas
en A y B para eventos que no son mutuamente excluyentes, el rea de traslape se suma dos veces. Por ello es que en la
regla de la adicién para eventos no excluyentes, se resta P (A y B) con el objeto de corregir la suma duplicada del area de
interseccion.


http://excluyentes.se
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Fig. 52
5.5 EVENTOS DEPENDIENTES, EVENTOS INDEPENDIENTES Y PROBABILIDAD CONDICIONAL

Dos eventos son independiantes cuando la ocurrencia o no ocurrencia de uno no tiene ningun efecto sobre la probabilidad
de ocurrencia del otro. Dos eventos son dependientes cuando 'a ocurrencia o no ocurrencia de uno si afecta la
probabilidad de ocurrencia del otro evento.

EJEMPLO 9.  Se considera que los resultados asociados con el lanzamiento de una moneda, dos veces seguidas son
eventos independientes porque el resultado del primer lanzamiento no tiene ningln efecto sobre las respectivas proba-
bilidades de que ocurra una cara o una cruz en el segundo lanzamiento. La extraccion de dos cartas sin reemplazo de un
mazo de barajas son eventos dependientes, porque las probabilidades asociadas con la segunda extraccion dependen del
resultado de la primera extraccion. En forma especifica, si saliera un "as" en la primera extraccién, entonces la probabilidad
de que salga un "as" en la segunda extraccién es la razén del niumero de ases que sigue habiendo en el mazo con respecto
al nimero total de cartas, o 3/51.

Cuando dos eventos son dependientes, se utiliza el concepto de probabilidad condicional para designar la probabilidad
de ocurrencia de un evento relacionado. La expresion P(B | A ) indica la probabilidad de que ocurra el evento B dado que
ocurre el evento A. Nétese que "B |A" no es una fraccion.

No se requieren expresiones de probabilidad condicional para eventos independientes porque, por definicion, no existe
relacién entre la ocurrencia de esos eventos. For o tanto, silos eventos A y B son independientes, la probabilidad condicional
P(B | A) siempre es igual a la probabilidad simple (no condicional) P (8). Por lo tanto, un enfoque que permite probar la
independencia de dos eventos A y B consiste en comparar

Fik| a4yl P (5.8)
o Pid | Bl i) (5.9)

(Véanse los problemas 5.8 a 5.10.)
Si se conocen la probabilidad simple (no condicional) de un primer evento A y la probabilidad conjunta de dos eventos
Ay b, entonces se puede determinar la probabilidad condicional P (BA) mediante:

P{B'A}I- ﬂ;—{ﬁ% (5.10)

(Véanse los problemas 5.8 a 5.10.)

Con cierta frecuencia se confunde la diferencia entre eventos mutuamente excluyentes y no excluyentes, por un lado,
y los conceptos de independencia y dependencia por el otro. Resulta particularmente importante observar la diferencia entre
eventos que son mutuamente excluyentes y eventos que son independientes. La mutua exclusividad indica que dos eventos
no pueden ocurrir al mismo tiempo, en tanto que la independencia sefiala que la probabilidad de ocurrencia de un evento no
es afectada por la ocurrencia del otro. Por lo tanto, se sigue que si dos eventos son mutuamente excluyentes, se tiene un
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ejemplo especifico de eventos muy dependientes, porque la probabilidad de un evento dado que el otro ha ocurrido seria
siempre igual a cero. Véase el problema 4.10.

5.6 LAS REGLAS DE LA MULTIPLICACION

Las reglas de la multiplicacion se refieren a la determinacién de la probabilidad de la ocurrencia conjunta de A y B. Como
se explicd en la seccion 5.4, esto se refiere a la interseccion de Ay 8: P (A n B). Existen dos variaciones a la regla de la
multiplicacion de acuerdo a si los eventos son independientes o dependientes. La regla de la multiplicacion para eventos
independientes es

Fid v B - B4 1 By = A1 PIE) (5.11)

EJEMPLO 10. De acuerdo con la férmula 5.11, si se lanza dos veces una moneda, la probabilidad de que ambos
resultados sean "cara" es un 12 X 112 = 1/4.

(Nota: en el problema 5.11 se amplia la aplicacion de esa regla a tres eventos.)

Los diagramas de arbol son particularmente utiles para ilustrar los posibles eventos asociados con observaciones o
ensayos secuenciales. La figura 5-3, es un ejemplo de estos diagramas para los eventos asociados con el lanzamiento de
una moneda dos veces, e identifica los resultados posibles y la probabilidad en cada punto de la secuencia.

Resultado del Primer Resultado del Probabilidad del
lanzamierto segundo lanzamiento|  Evento conjunto  § evento conjunto

1 Ty Cay Ca; 56/90

Ca.

In
1
* r; Ca; yCn 16/90
Cas, Cr,yCa, 16/90
ey CryCr, 2)M
00 = L0

Fig. 5-3

EJEMPLO 11.  Con referencia a la figura 5-3, se observa que son posibles cuatro tipos de secuencias, o eventos
conjuntos: Cay Ca, Cay Cr, Cry Ca, Cry Cr. De acuerdo con la regla de la multiplicacion para eventos independientes, en
este caso la probabilidad de ocurrencias conjuntas para cualquiera de esas secuencias es 1/4, 0 0.25. Como éstas son las
unicas secuencias posibles, y como se trata de secuencias mutuamente excluyentes, de acuerdo con la regla de adicion, la
suma de las cuatro probabilidades conjuntas debe ser 1.0, lo cual resulta ser cierto.
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Para eventos dependientes, la probabilidad de ocurrencia conjunta de A y B es la probabilidad de A multiplicada por
la probabilidad condicional de B dado A. Se obtiene un valor equivalente si se invierte la posicion de los dos eventos. Por
ello, la regla de la multiplicacién para eventos dependientes es:

Bid v B} = P{A) B(8 | A} (5.12)
PlAY Bl = P8y A) = FiBl (4| B) (5.13)

Ala férmula (5.72) o (5.13) se le denomina con frecuencia la regla general de la multiplicacién, debido a que para
eventos que son independientes, la probabilidad condicional P (B|A) es siempre igual al valor de la probabilidad no
condicional P (S), lo cual da como resultado que la férmula 5.12 sea equivalente a la 5.11 para eventos independientes.

EJEMPLO 12, Suponga que se sabe que un conjunto de 10 refacciones contiene ocho en buen estado (B) y dos partes
defectuosas (D). Si se seleccionan al azar dos refacciones sin reemplazo, la secuencia de posibles resultados y las
probabilidades correspondientes son las que se ilustran en el diagrama de arbol de la figura 5-4 (los subindices indican la
posicién secuencial de los resultados.) Con base en la regla de la mutiplicacién para eventos dependientes, la probabilidad
de que las dos refacciones seleccionadas estén ambas en buen estado es

Pﬁ{?urGﬂfﬂc.mwc.;.-[]—%]:fl]hiq pi]

9] oo T as
Evento conjunto Probabilidad
T Bz
_'_ﬁ'//
T -
“:---- R
/ L o, ByD 1690
; DyyB 16/90
—_ , '__’___.-" L 1y b2
""'\-\.\_\_\_. ' 3
(L)
-Dlh-h_“'“-q_
—_
P e DyyD; 2/90
: ¥ 90/90= 10
Fig. 5-4

(Nota: en los problemas 5.12(b) y 5.13 se amplia la aplicacion de esta regla a tres eventos.)

Si la probabilidad de la ocurrencia conjunta de dos eventos esta disponible, sin necesidad de utilizar las reglas de la
multiplicacién como tales, entonces, como una alternativa a las formulas 5.8 y 5.9, puede probarse la independencia de dos
eventos A y B comparando

Fidy 31 % Pia) PrH) (5.14)
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EJEMPLO 13. De acuerdo con lo que se sabe de un mazo de 52 cartas, se conoce que sélo hay una carta que sea al
mismo tiempo un as (A) y trébol (7) y, por ello, P(A y B) = 1/52. También se sabe que la probabilidad de extraer cualquier
as es 4/52 y que la probabilidad de extraer cualquier trébol es 13/52. Asi, puede verificarse que los eventos "as" y "trébol"
son eventos independientes de la siguiente manera:

Pl ¥ 5 1 AL A3
S T+
iz i R

! 1

= (por lo tanto los eventos son independientes)

5.7 TEOREMA DE BAYES

En su forma algebraica mas simple, el teorema de Bayes se refiere al calculo de la probabilidad condicional del evento A,
dado que ha ocurrido el evento B. La forma general del teorema de Bayes es

A B] - 5{;—(1&,—.51 (5.15)

La férmula 5.15 es simplemente una forma especifica de la férmula general para la probabilidad condicional que se
present6 en la seccion 5.5. Sin embargo, la importancia especial del teorema de Bayes consiste en que se aplica en el
contexto de eventos secuenciales y, ademas, en que la version de calculo de la formula proporciona la base para determinar
la probabilidad condicional de un evento que ha ocurrido en la primera posicion secuencial, dado que se ha observado un
evento especifico en la segunda posicion secuencial. La forma de célculo para el teorema de Bayes es

o _FAMMEA 5.16
P = B B AT (579

Tal como se ilustra en el problema 5.20 (c), el denominador de la expresion anterior es la probabilidad global (no
condicional) del evento en la segunda posicion secuencial; P (B) para la formula anterior.

EJEMPLO 14. Supdngase que existen dos umas U,y U,. La urna 1 tiene ocho bolas rojas y dos bolas verdes, en tanto
que la urna 2 tiene cuatro bolas rojas y seis bolas verdes. Si se elige una urna al azar, y después se selecciona al azar una
bola de esa urna, pueden representarse el proceso secuencial y las probabilidades mediante el diagrama de arbol de la
figura 5-5. El diagrama de arbol indica que la probabilidad de elegir cualquiera de las urnas es 0.50 y después, las
probabilidades condicionales de extraer una bola roja (R) o una verde (V) son las que se sefialan y las que corresponden
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a la urna Implicada. Ahora, supdngase que se observa una bola verde en la etapa 2 sin saber qué urna se seleccioné en la
etapa 1. ;Cual es la probabilidad de que se haya seleccionado la urna 1 en la etapa 1 ? En simbolos, ¢cual es P [LT,} ¥]?
Sustituyendo U, y V para Ay Bs4, respectivamente, en la formula de célculo del teorema de Bayes:

PLIMMG by . 500207 Ll

AU ST AL + PO FEDE (000020 + (030N0H0) ~ ot

f1.1%

Debe observarse que en el ejemplo 14 el teorema de Bayes ofrece la base para obtener lo que podria denominarse
un valor de probabilidad "condicional hacia atras", puesto que puede determinarse la probabilidad de que se haya
seleccionado una urna determinada en la etapa 1, dada la observacion de un elemento muestreado de esta urna en la etapa
dos. En el analisis bayesiano de decision este teorema ofrece la base conceptual para revisar las probabilidades asociadas
con diversos eventos, o estados implicados en un problema de decision. Véase la seccién 19.2

5.8 TABLAS DE PROBABILIDADES CONJUNTAS

Una tabla de probabilidades conjuntas es aquélla en la cual se enlistan como encabezados de renglon todos los posibles
eventos (o resultados) para una variable; como encabezados de columnas se enlistan todos los posibles eventos para una
segunda variable, y el valor que se anota en cada una de las celdas de la tabla es la probabilidad de su ocurrencia conjunta.
Es frecuente que las probabilidades de este tipo de tablas se basen en las frecuencias de ocurrencia observadas para los
diversos eventos conjuntos, mas que en eventos que son a priori por naturaleza. La tabla de frecuencias de ocurrencia
conjuntas que puede servir como base para construir una tabla de probabilidades conjuntas se denomina tabla de
contingencias.

EJEMPLO 15. LaTabla5.1 (a) es una tabla de contingencias que describe a 200 personas que entraron en una tienda
de equipos de sonido de acuerdo con sexo y edad, en tanto que la Tabla 5.1 (b), es la tabla correspondiente de probabilidades
conjuntas. La frecuencia que se reporta en cada una de las celdas de la tabla de contingencias se convierte en un valor de
probabilidad dividiéndolo entre el nimero total de observaciones, que en este caso es 200.

Tabla 5.1 (a) Tabla de contingencias para los clientes de la
tienda de equipos de sonido

Sexo
Edad Hombre Mujer Total
Menor de 30 60 50 110
30 y mayor 80 10 90
Total 140 60 200
Tabla 5.1 (b) Tabla de probabilidad conjunta para los clientes de la tienda de equipos de sonido
Sexo Probabilidad
Edad Hombre (h) Mujer (m) marginal
Menor de 30 (me) 0.30 0.25 0.55
30 y mayor (Ma) 0.40 0.05 0.45
Probabilidad marginal 0.70 0.30 1.00

En el contexto de las tablas de probabilidad conjunta, se denomina probabilidad marginal a las probabilidades que son
un total marginal de renglén o de columna. Mientras que los valores de probabilidad de las celdas son probabilidad de
ocurrencia conjunta, las probabilidades marginales son las probabilidades simples, no condicionales, de eventos especificos.
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EJEMPLO 16. La probabilidad de 0.30 que aparece en el renglén 1 y columna 1 de la Tabla 5.1 (b) indica que existe
una probabilidad de 0.30 de que una persona de ese grupo de 200, elegida al azar, sea hombre menor de 30 afios. La
probabilidad marginal de 0.70 de la columna 1 indica que existe una probabilidad de 0.70 de que una persona elegida al
azar sea hombre.

Al reconocer que una tabla de probabilidad conjunta incluye también todos los valores de la probabilidad no condicional
como totales marginales, puede utilizarse la férmula 5.10 para determinar cualquier valor de probabilidad condicional.

EJEMPLO 17. Suponga que interesa la probabilidad de que una persona elegida al azar de la Tabla 5.1 (b) sea "menor
de 30" (Me) dado que es "hombre" (H). La probabilidad, utilizando la férmula (5.10), es

cop PIHy M 033
P e T v A a7 .43

5.9 PERMUTACIONES

De acuerdo con el enfoque clasico para determinar probabilidades que se presentoé en la seccidn 5.1, el valor de probabilidad
se basa en el cociente del numero de resultados elementales igualmente probables que son favorables, con respecto al
numero total de resultados en el espacio muestral. Cuando los problemas son simples, es posible contar en forma directa
los resultados elementales. Sin embargo, para problemas mas complejos se requiere de los métodos de las permutaciones
y combinaciones para determinar el nimero de posibles resultados elementales.

El niUmero de permutaciones de n objetos es el nimero de formas en los que pueden acomodarse esos objetos en
términos de orden:

Permutaciones en n objetos = H ! = [Hh & {1 - Lpa - = ()% (3] (5.7

El simbolo n! se lee "n factorial". En problemas de permutaciones y combinaciones, n es siempre positiva. Obsérvese
también que, en matematicas 0! = 1.

EJEMPLO 18.... Tres miembros de una organizacion social se han ofrecido a fungir, en forma voluntaria, como presidente,
tesorero y secretario. EI nimero de formas (permutaciones) en que los tres podrian asumir los puestos es:

n!=3!=(3)2)1) =6 formas

Puede representarse este resultado mediante un diagrama secuencial. Suponga que se designan a las tres personas
como A, By C. El nimero de arreglos posibles, o permutaciones, se presenta en la figura 5-6.

Es comun que se desee conocer el nimero de permutaciones en algun subgrupo de n objetos, en vez de todos los
n objetos. Es decir, puede interesar el nUmero de permutaciones de n objetos tomados r a la vez, en donde r es menor
que n:

_ H! (5.18)
(-l

eFr
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Seleccion de Seleccion de Tesorero Seleccion de
Presidente__ . . Secretario

Fig. 5-6

TR

EJEMPLO 19. En el ejemplo 18, suponga que hay 10 miembros de la organizacién social y que no se han otorgado
aun nombramientos para presidente, tesorero y secretario. El nimero de arreglos diferentes de esos tres funcionarios,
elegido de entre los 10 miembros de la organizacion es:

10! 100 _ 10y T,
P AT ['J.EI-:'I}! - {?_l = L_l[_.ﬁ_l_l‘ CI0HSE) - 20

5.10 COMBINACIONES

En el caso de las permutaciones, es importante el orden en el que se acomodan los objetos. En el caso de las combinaciones,
lo importante es el nUmero de agrupaciones diferentes de objetos que pueden ocurrir sin importar su orden. Por lo tanto,
cuando se trabaja con combinaciones, siempre se busca el nimero de subgrupos diferentes que pueden tomarse a partir
de n objetos. El numero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez es:

"l
T Hee] (.19)

En mucbos libros de texto, se representa la combinacion de n objetos tomando r a la vez mediante l

n P
ol Obsérvese

que no es una fraccion.

EJEMPLO 20. Suponga que para formar un comité se va a elegir a tres miembros de una organizacién social pequefia
que tiene en total 10 miembros. El nimero de grupos diferentes de tres personas que podrian elegirse, sin importar el orden
diferente en el que cada uno de los grupos pueda ser conformado, es:

c ] COYREENTY  (LWSNE] _ TI0

S T ey o e
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Tal como se indica en la seccién 5.9, los métodos de permutaciones y combinaciones ofrecen una base para contar
los resultados posibles en situaciones relativamente complejas. En términos de combinaciones, es frecuente que resulte
posible determinar la probabilidad de un evento determinando el nimero de combinaciones de resultados que incluyen ese
evento, en comparacion con el nimero total de combinaciones que son posibles. Por supuesto, esto representa de nuevo
el enfoque clasico de la probabilidad, y se basa en la suposicion de que todas las combinaciones son igualmente probables.

EJEMPLO 21. Al continuar con el ejemplo 20, si el grupo contiene seis mujeres y cuatro hombres, ;cual es la
probabilidad de que la eleccion aleatoria de los miembros del comité dé como resultado una seleccion que incluya a dos
mujeres y un hombre? El método basico consiste en determinar el nUmero de combinaciones de resultados que contienen
exactamente dos mujeres (de 6) y un hombre (de 4 en total) y después obtener el cociente de este nimero con el total de
combinaciones posibles:

Numero de comités con 2My 1H= Zo % L. (véase la nota que aparece enseguida)
1] 1!

gy AT

Numero total de combinaciones posibles = a€5
o

ENC N 0 O IR

gm0 ity

Py L == " 10

= [ 3¢

Nota: en el ejemplo 21 anterior, se utiliza el denominado método de la multiplicacién. En general, si un evento puede
ocurrir en n, formas y un segundo evento puede ocurrir en n, formas, entonces

Numero total de formas en las que pueden ocurrir dos eventos en combinacion = #, * iy (5.20)

El valor de 60 en la solucion al ejemplo 21 se basa en la multiplicaciéon del nimero de formas en las que pueden elegirse
dos muijeres de las seis disponibles (15) por el nimero de formas en que puede escogerse un hombre del total de cuatro
disponibles (4).

Problemas resueltos

CALCULO DE VALORES DE PROBABILIDAD

5.1 Para cada una de las situaciones siguientes sefiale cudl seria el enfoque mas apropiado (clasico, de frecuencia
relativa o subjetivo) para determinar el valor de la probabilidad que se requiere.

(a). La probabilidad de que haya recesion el préximo afio
(b). La probabilidad de que aparezca un "uno" o un "seis" en un solo lanzamiento de un dado de seis lados.

(c). La probabilidad de que, de un envio de 20 refacciones que se sabe que contiene una defectuosa, una de ellas
elegida al azar resulte ser defectuosa.

(d). La probabilidad de que una refaccion elegida al azar de un envio grande de refacciones resulte defectuosa.

(e). La probabilidad de que una persona elegida al azar de las que entran en una tienda grande de departamentos
realice una compra.
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(f). La probabilidad de que el indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores aumente en 500
puntos en los proximos seis meses.

(a) Subjetiva, (b) clasica, (c) clasica, (d) de frecuencia relativa (puesto que no existe informacion respecto a la
proporcién global de partes defectuosas, se utilizaria la proporcion de partes defectuosas en una muestra para
estimar el valor de la probabilida), (e) frecuencia relativa, (f) subjetiva.

Determine el valor de probabilidad en cada una de las siguientes situaciones:

(a) La probabilidad de lesiones industriales en una industria especifica, en términos anuales. Una muestra aleatoria
de empresas que tienen en total 8 000 empleados reporté 400 lesiones de trabajo en un periodo reciente de 12
meses.

(b) La probabilidad de apostar a un ndmero ganador en el juego de la ruleta. Los nimeros de la ruleta incluyen un
"0, "00" y de " 1" hasta "36".

(c) La probabilidad de que un negocio concesionado de alimentos tenga éxito financiero. El prospecto de inversionista
obtiene datos para otras unidades del sistema de concesiones, estudia el progreso del &rea residencial en la que
se ubica el expendio y considera el volumen de ventas que se requiere para obtener éxito financiero, con base
en la inversion de capital que se requiere y en los costos reales de operacion. En términos generales, el
inversionista juzga que existe un 80% de probabilidad de que el expendio obtenga éxito financiero y un 20% de
probabilidad de que no lo logre.

Respuestas

(a) De acuerdo con el enfoque de frecuencia relativa, P = 400/8000 = 0.05. Como este valor de probabilidad se basa
en una muestra, es una estimacién del valor verdadero que se desconoce. También, se hace la suposicion implicita
de que los estandares de seguridad no han cambiado con respecto al periodo de los 12 meses en que se muestred.

(b) De acuerdo con el enfoque clasico, P = 1/38. Este valor se basa en la suposicién de que todos los nimeros son
igualmente probables, es decir, en que se tiene una ruleta bien balanceada.

(c) Con base en el enfoque subjetivo, el valor al que llega el prospecto de inversionista es P = 0.80. Observe que un
juicio como éste debe basarse en toda la informacion disponible dentro del panorama de tiempo para el que pueda
recopilarse ese tipo de informacion.

Para cada uno de los cocientes de posibilidad que se reportan en seguida, determine el valor de probabilidad
equivalente y, para cada uno de los valores de probabilidad que se reportan, determine el correspondiente cociene
de posibilidades.

(@) Un agente de compras estima que las posibilidades de que un envio llegue a tiempo son 2:1.

(b) Se determina que la probabilidad de que un componente nuevo no funcione de manera adecuada cuando se le
ensambla es P = 1/5.

(c) Se estima que las probabilidades de que un producto nuevo tenga éxito son 3:1.

(d) Se determina que la probabilidad de que el equipo de casa gane en el juego inaugural es 1/3.

Respuestas

(a) La probabilidad de que el envio llegue a tiempo es P = 2/(2 +1) = 2/3 = 0.67.
(b) Las posibilidades de que no funcione en forma apropiada son 1:4.

(c) La probabilidad de que el producto tenga éxito es P = 3/(3 + 1) = 3/4 = 0.75.

(d) las posibilidades de que gane el equipo son 1:2
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APLICACION DE LAS REGLAS DE ADICION

5.4 Determine la probabilidad de obtener un as (A), un rey (R) o un dos (D) cuando se extrae un naipe de un mazo bien
barajado de 52 cartas.

De la formula 5.6,
FAc o D=Rap AR Al - % '
(Nota: los eventos son mutuamente excluyentes.)

5.5 Con referencia a la Tabla 5.2, scual es la probabilidad de que una familia elegida al azar tenga ingresos (a) entre

$18 000 y $22 999, (0) menores de $23 000, (c) en alguno de los dos extremos, de ser menores de $18 000 o cuando
menos $40 000?

Tabla 5.2 Ingresos diarios de 500 familias

Numero de
Categorias Rango de ingresos familias

1 Menos de $18 000 60

2 $18 000-$22 999 100

3 $23 000-$29 999 160

4 $30 000-$39 999 140

5 $40 000 y mas 40
Total 500

1
(@) R2i=0=1=030

60 190 1£0 _ 3
_G0 L0 len_ oL
(b) ALodi= g o e~ 3 - 032

© Flafl-tm - = - 0.3

f0 _ 40 1o |
o0 N3

(Nota: los eventos son mutuamente excluyentes.)

5.6 De 300 estudiantes de negocios, 100 estan inscritos en contabilidad y 80 en estadistica para negocios. Estas
cifras de inscripcion incluyen 30 estudiantes que, de hecho, estan inscritos en ambos cursos. ;Cual es la

probabilidad deque un estudiante elegido al azar esté inscrito Unicamente en contabilidad (C) o Unicamente en
estadistica de negocios (E)?

Wi & M 1an |
P(COE)=P(C)+P(E)—P(CyE)=E~'ﬁ-ﬁ'ﬁ E A0
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(@) Construya un diagrama de Venn para ilustrar estos eventos.

(b) ¢ Cual es la probabilidad de que un solicitante elegido al azar tenga experiencia de trabajo o certificado (o ambos)?

(c) ¢Cual es la probabilidad de que un solicitante elegido al azar tenga experiencia de trabajo o certificado, pero no
ambos?

(@) Véase la figura 5-7
(b) P(To C)=P(T) + P(C)- P(T yC)=0.40+0.30-0.20 = 0.50
(Nota: Los eventos son de mutualidad exclusiva.)
(c) P(ToC, pero no ambos) =P (To C)-P(TyC)= 0.50-0.20 = 0.30

(&

Fig. 5-7

EVENTOS INDEPENDIENTES, EVENTOS DEPENDIENTES Y PROBABILIDAD CONDICIONAL

58

59

Para el problema 5.7 (a) determine la probabilidad condicional de que un solicitante elegido al azar tenga un

certificado, dado que tiene alguna experiencia de trabajo, (b) Aplique una prueba apropiada para determinar si la
experiencia de trabajo y el certificado son eventos independientes.

CyT L20_ .
(a) Fiﬂﬂ'ﬂﬁ‘;*:lllhm-ﬂﬂ

(b) RIC| TP los eventos 7'y C son dependientes, también se podria probar la indepen-

dencia aplicando la regla de la multiplicacion para eventos independientes (véase el problema 5.14 (a).

Dos divisiones de productos distintos de una empresa grande son productos marinos (M) y equipos de oficina (O)
Se estima que la probabilidad de que productos marinos tenga un margen de utilidad de cuando menos 10% en este
ario fiscal es de 0.30, la probabilidad de que la division de equipo de oficina tenga un margen de utilidad de cuando

menos 10% es 0.20 y la probabilidad de que ambas divisiones tengan un margen de utilidad de cuando menos 10%
es 0.06.

(a) Determine la probabilidad de que la division de. equipo de oficina tenga un margen de utilidad de cuando menos
10% dado que la Divisién de productos marinos alcanza ese criterio de utilidad.

(b) Aplique una prueba apropiada para determinar si el logro de la meta de utilidades de las dos divisiones es
estadisticamente independiente.

PIOy M1 _ b

(a) F'[ﬂi.'l-!i'] == ﬂ."ﬂ 1.0

A0
(b) MY L PR

Como 0.20 ='0.20, los dos eventos son independientes. También se podria probar la independencia utilizando la
regla de la multiplicacion para eventos independientes [véase el problema 5.14 (b)]e
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5.10 Suponga que un estudiante optimista estima que la probabilidad de obtener una calificacion final de "10" en el curso
de estadistica de negocios es 0.60 y que la probabilidad de obtener un "8" es 0.40. Por supuesto, no puede obtener
arabas calificaciones en forma final, puesto que son mutuamente excluyentes.

(a) Determine la probabilidad condicional de que obtenga un "8" dado que de hecho ha recibido la calificacién final
de "10", utilizando la férmula de calculo apropiada.

(b) Aplique una prueba apropiada para demostrar que esos eventos mutuamente excluyentes son dependientes.

Respuestas
G5 L
@ ABII-T Y e

(b) FHI1A 1 P4} Como (+ 0.40, los eventos son dependientes. Véase la seccion 5.5.

APLICACION DE LAS REGLAS DE LA MULTIPLICACION

5.11 En general, la probabilidad de que algln prospecto realice la compra cuando lo visita un vendedor es P = 0.40. Si
un vendedor elige tres prospectos al azar en un archivo y los visita, ¢cudl es la probabilidad de que la totalidad de
los tres prospectos realice una compra?

Como se supone que las acciones de los prospectos son independientes entre si, se aplica la regla de la multiplicacion
para eventos independientes.

P(los 3 son compradores) = P(el primero es comprador) x P(el segundo es comprador) x P(el tercero es comprador)
= (0.40) x (0.40) x (0.40) = 0.064

5.12 De 12 cuentas que se tienen en un archivo, cuatro contienen un error de procedimiento en la elaboracion de los
saldos.

(@) Si un auditor elige al azar dos de las 12 cuentas (sin reemplazo), ¢cual es la probabilidad de que ninguna de las
cuentas contenga error de procedimiento? Construya un diagrama de arbol para presentar este proceso
secuencial de muestreo.

(b) Si el auditor muestrea tres cuentas, ¢cual es la probabilidad de que ninguna de las cuentas incluya el error?

Respuestas

(@) En este caso los eventos son dependientes porque el resultado de la primera cuenta de la muestra afecta las
probabilidades que se aplican a la segunda. En donde E significa que no hay error en la primera cuenta que se
muestrea y £3 significa que no hay error en la segunda cuenta

e ren e I -
PLE y B2y ERES[E - ——* 77 - 1.:{1 yg T 042

i 1l Gk

—_

En lafigura 5-8, E representa una cuenta que tiene error de procedimiento, £' indica una cuenta que no tiene error, y
el subindice sefala la posicion secuencial de la cuenta muestreada.

(b) FE\ ¥ Eyy £51- FEIFRE; | £GFE, By £

& 3 & M 42 ..
TR TR
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__Fvento conjunto__ | _  Probabjlidad
2 con i 12/132
errores |
!
I
1 con ]
error 32/132
1 con . 32/132
error
0 con
error 56/132
| 132/132

Fig. 5-8

Cuando se muestrea sin reemplazo en un poblacién finita, los valores de probabilidad asociados con los diversos
eventos dependen de qué eventos (elementos muestreados) han ocurrido ya. Por otro lado, cuando se muestrea con
reemplazo, los eventos son siempre independientes.

(a) Suponga que se eligen al azar 3 naipes, sin reemplazo, de un mazo de 52 cartas, ¢ cudl es la probabilidad de que
las 3 cartas sean ases?

(b) Suponga que se eligen al azar tres cartas de un mazo de 52 naipes, pero que, después de cada seleccion, se
reemplaza el naipe y se revuelve el mazo antes de hacer la siguiente seleccion. ¢Cual es la probabilidad de que
las tres cartas sean ases?

Respuestas

(@) En este caso, se aplica la regla de la multiplicacion para eventos dependientes.

Py o Ag r Ag) = Pl PG A Bl | A dy)

LR I I | SR B a
R TR BT T R s

(b) En este caso se aplica la regla de la multiplicacion para eventos independientes.

A y Az r ) - BAY A F{A)

L SOV S DR . N B =
527335 Talei " TiaT " DOu03

Pruebe la independencia (a) de los dos eventos que se describieron en los problemas 5.7 y 5.8, y (b) para los dos
eventos que se describieron en el problema 5.9, utilizando la regla de la multiplicacion para eventos independientes.

(@) HFyl) T BN
D20 L [0AG« (0.3
B 12

Por lo tanto, los eventos Ty C son dependientes. Esto concuerda con la respuesta al problema 5.8 (b)
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() FIyYO) D FIM) KO
i 3 (030 = (0.2
0.0 = €0

Por lo tanto, los eventos My O son independientes. Esto concuerda con la respuesta al problema 5.9 (b)

5.15 Con los datos del problema 5.7, ¢cual es la probabilidad de que un solicitante elegido al azar no tenga ni experiencia
de trabajo ni certificado? ¢Son independientes estos eventos?

En forma simbolica, lo que se requiere es P (T % C*) para que estos eventos no sean mutuamente excluyentes sino
eventos dependientes. Sin embargo, en este caso no se tienen disponibles ni P (Y'£') ni P (&' ™)y, por lo tanto, no

puede utilizarse la regla de la multiplicacién para eventos dependientes. En este caso, puede obtenerse la respuesta
mediante substraccion, de la siguiente manera:

BT i v - WY ] - 050 =050

(La forma mas facil de comprender la ldgica de este planteamiento es dibujando un diagrama de Venn.)
Puede ahora también demostrarse que los eventos son dependientes y no independientes:

BTy L0 - WTBIC
054 111- PITH 11 - B
S0 F (L6 (8T
0504 047

La conclusion de que los eventos son dependientes coincide con la respuesta al problema 5.14 (a), en el cual se
trabajan los complementos de cada uno de estos eventos.

5.16 Con referencia al problema 5.11, (a) construya un diagrama de arbol para ilustrar la secuencia de las tres visitas,
utilizando V para representar una venta y V para representar la no realizacién de una venta, (b) ¢Cual es la
probabilidad de que el vendedor logre cuando menos dos ventas? (c) ;Cual es la probabilidad de que el vendedor
realice cuando menos una venta?

(a) Véase la figura 5-9

(b) "Cuando menos" dos ventas incluye ya sea dos o tres ventas. Ademas, haciendo referencia a la figura 5-9, se
observa que pueden presentarse dos ventas en cualquiera de tres formas distintas. Por lo tanto, se aplica la
regla de la multiplicaciéon para eventos independientes con el objeto de determinar la probabilidad de cada
frecuencia, y la regla de la adicién para indicar que cualquiera de estas frecuencias constituye un "éxito".

P(cuando menos 2 ventas) =P(Vy Vy V)+(Vy Vy V)
+ Py Vy V)+PVyVyV)
= (0.064) + (0.096) + (0.096) + (0.096) = 0.352
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Evento conjuntd Probabilidad

3 entas 0.064

2 ventas 0.096

2 ventas 0.096

1 venta 0.144

2 ventazs 0.096

1 venta 0.144

1 venta 0.144
0.216

0 ventas 1.000

Fig. 5-9

(c) En vez de seguir el método de la parte (b) es mas facil obtener la respuesta a esta pregunta mediante resta:

P'(cuando menos 1 venta)~ L - Finz K
=l-MFy ¥y
-l -0216 - 0784
5.17 En el problema 5.12 se establecié que 4 de 12 cuentas tenian errores de procedimiento.

(@) Si un auditor muestrea una cuenta al azar, ¢cual es la probabilidad de que tenga error?

(b) Si un auditor muestrea dos cuentas al azar, ¢cudl es la probabilidad de que cuando menos una de ellas tenga
error?

(c) Si un auditor muestrea tres cuentas al azar, jcual es la probabilidad de qué cuando menos una contenga error?

@ PE) Numero total de cuentas con error _ 1-1_ A e
Numero total de cuentas 23

(b) (cuando menos un E) = F¥E_« Fuh1 ME, ¥ Ey i+ M8y By

- B{E.1 it ]+P-.’£,‘.-P|:E3|£]+F'ITE|‘.IP[E;I-Fﬂ'
ERENEE AR

-l-'!:EJ!__I!-.J l11| lJ l]*| u]
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P(cuando menos un E) = 1 - Mru £)
=1 -PE v Ex
L -F5 L P(E | EL)

LR
ql-llEJ'\.ﬁ.:

() P(cuando menos un E) = - ~ Firar I}
-1 - PIE y#ix ) :
=a- MiE M B ) PUESVE 2 Er)

1z || 11 tll.‘l
CI . I I
'J'mu L33 163 075

TEOREMA DE BAYES

5.18 Se sabe que la caja A contiene un centavo (C) y una peseta (P), mientras que la caja B contiene dos pesetas. Se
elige una carta al azar y después se selecciona una moneda, también al azar, de esta caja, (a) Construya un diagrama
de arbol para ilustrar esta situacion que implica eventos secuenciales. (b) Si se elige la caja A en la primera etapa,
¢cual es la probabilidad de que se seleccione una peseta (P) en la segunda etapa? (c) Si se selecciona una peseta
(P) en la segunda etapa, ¢cudl es la probabilidad de que haya sido extraida de la caja A? (d) Si se selecciona un
centavo (en la segunda etapa), ¢cudl es la probabilidad de que haya sido extraido de la caja A?

(a) Véase la figura 5-10,

(b) DAL= 05

Ay FiA P D}t
(©) Al = s = P AP

o AT 4 .
(@ AA P o = WA I | A1 A FIC B

Por ello, si se obtiene un centavo, debe haber sido extraido de la caja A.
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Fig. 5-10

5.19 Un analista de una empresa manufacturera estima que la probabilidad de que una empresa competidora tenga planes

5.20

para comenzar a fabricar equipo nuevo en los proximos tres afios es de 0.30 y de 0.70 la de que la empresa no
tenga tales planes. Si la empresa de la competencia si tiene esos planes, definitivamente se construiria una nueva
instalacion fabril. Si la empresa de la competencia no tiene esos planes, existe aun una probabilidad de 60% de
que se construya la nueva instalacion fabril por otras razones.

(a) Al utilizar E para la decision de participar en el campo del equipo nuevo y F para la adicién de una nueva instalacién
fabril, ilustre los eventos posibles mediante un diagrama de arbol.

(b) Suponga que se observa que la empresa de la competencia, de hecho, ha comenzado a trabajar en la nueva
fabrica. Con esta informacion, ¢cudl es la probabilidad de que la empresa haya decidido ingresar al campo del
nuevo equipo?

Respuestas
(a) Véase lafigura 5-11

Fig. 5-11

KEy A P PF | E)
AF REVF| L+ REYHF| £

o D B3
(LKLY (eOEn Q5%

(b) PLE]F)-

Si hay un aumento en las inversiones de capital el siguiente afio, la probabilidad de que aumente el precio del acero
estructural es de 0.90. Si no hay aumentos en esa clase de inversiones, la probabilidad de aumento es de 0.40. En
forma global, se estima que existe una probabilidad del 60% de que aumenten el siguiente afio las inversiones de
capital.
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(@) Al utilizar / e I' para Indicar que se dan aumentos y que no se dan aumentos en las inversiones de capital, y
utilizando Ay A' para representar los aumentos y los no aumentos en los precios del acero estructural, construya
un diagrama de arbol para esta situacion que implica eventos dependientes.

(b) ¢Cual es la probabilidad de que no aumenten los precios del acero estructural aun cuando haya un aumento en
las inversiones de capital?

(c) ¢,Cual es la probabilidad global (no condicional) de un aumento en el precio del acero estructural del siguiente
afno?

(d) Suponga que, de hecho, aumentan los precios del acero estructural en el siguiente afio. ¢ Cual es la probabilidad
de que haya habido un aumento en las inversiones de capital?

(a) Véase Fig. 5.12.

(b) Feat|dy=il1n

(c) Este es el denominador de la formula de Bayes:
AT - FPlIv AleFiry A= FLHEA D+ B P | 1
= (OLEDRR - (U410 [0, = 0,70

(d) Mediante la formula de Bayes

PP £ R 113 N
Al HA) OB PO AR

(4.60) 0.40) 054 .\ ian

~ 10600 (D5 + [0.407/0.4F 0,70

TABLAS DE PROBABILIDADES CONJUNTAS

5.21 La Tabla 5.3 es una tabla de contingencias que presenta las reacciones de los votantes con respecto a un nuevo
plan de impuestos sobre la propiedad, de acuerdo con su afiliacion partidaria, (a) Prepare la tabla de probabilidades
conjuntas para estos datos, (b) Determine las probabilidades marginales e indique qué significan.
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Tabla 5.3 Tabla de contingencias para las reacciones de los votantes ante un

nuevo plan de impuestos sobre la propiedad

Afiliacion Reaccion

partidaria A favor Neutral Se opone Total
PAN 120 20 20 160
PRI 50 30 60 140
Los demas 50 10 40 100
Total 220 60 120 400

(a) Véase la Tabla 5.4).

Tabla 5.4 Tabla de probabilidad conjunta para las reacciones de los votantes ante un nuevo
plan de impuestos sobre la propiedad

Afiliacion Reaccion Probabilidad

partidaria A favor (F) Neutral (N) Se opone (O) marginal
PAN (4) 0.30 0.05 0.05 0.40
PRI(R) 0.125 0.075 0.15 0.35
Los demas (D) 0.125 0.025 0.10 0.25
Probabilidad 0.55 0.15 0.30 1.00
marginal

(b) Cada valor de probabilidad marginal sefiala la probabilidad no condicional del evento identificado segun el
encabezado de columna o renglén. Por ejemplo, si se elige al azar a una persona en este grupo de 400 votantes,
la probabilidad de que esté a favor del plan de impuestos es P (F) = 0.55. Si se elige un votante al azar, la
probabilidad de que pertenezca al PRI es P (P) - 0.35.

5.22 Con referencia a la Tabla 5.4, determine las siguientes probabilidades: (a)P(O), (b)P(Ry O), (c) P(D), (d)P(Dy F),
(e) PIDIRLAGPIR 1 O [p)PA oA, [M)F6A o F).

(a) P(0) =030 (la probabilidad marginal)
(b) P(Ry O)=0.15 el conjunto de probabilidades en la tabla)
(¢) P(I) =0.25 (la probabilidad marginal)
(d) PdyF)=0.125 (el conjunto de probabilidad en la tabla)

() HF|R)= W - % - % u 1.4 (la probabilidad de que el votante se oponga al plan dado que pertenece

i FRD

() KR|h= 5‘% - % = 1,50 (la probabilidad de que el votante sea del PRI, dado que se opone al plan)
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P(R o A)=P(R) + P(A) = 0.35 + 0.40 = 0.75 (la probabilidad de que el votante sea o del PAN o del PRI, los
cuales son eventos mutuamente excluyentes.)

P(A o F) =P(A) + P(F) -P(Ay F) = 0.40 + 0.55 - 0.30 = 0.65 (la probabilidad de que el votante sea o del PAN o
que esté a favor de la propuesta, los cuales no son eventos mutuamente excluyentes).

PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

5.23 Van a asignarse asientos contiguos en una mesa de banquete a las cinco personas que constituyen la alta
administracion de una empresa manufacturera pequefia, (a) Determine el nimero de arreglos distintos de asientos
que son posibles para las cinco personas, (b) Suponga que solo tres de los cinco funcionarios seran invitados a
representar a la compafiia en el banquete. ¢Cuantos arreglos distintos son posibles en la mesa, considerando que
pueden escogerse tres cualesquiera de las cinco personas?

(@) WPamn!=(H(H3)2)(1)=120

! ol [(FE4iIn2q1;

Pom T M =il

e S N TTES

5.24 Para el problema 5.23 (b) suponga que no importa el nimero de arreglos posibles distintos de los asientos, sino que
mas bien, Interesa el niUmero de agrupaciones diferentes de los tres funcionarios (de entre los cinco) que podrian
asistir al banquete. ¢Cuantas agrupaciones distintas existen?

Al utilizar la féormula (5.19),

B (PR NS . L ' S
[.- T T T T Ty E by

5.25 Un representante de ventas debe visitar seis ciudades en un viaje.

(a) Si existen 10 ciudades en el area geografica que va a visitar, ¢cuantas agrupaciones distintas de seis ciudades
existen que es posible visitar?

(b) Suponga que existen 10 ciudades en el area geografica que va a visitar y que, ademas, también importa la
secuencia en la que tiene programado hacer esas seis visitas. ¢ Cuantas secuencias distintas existen de seis
ciudades escogidas de entre el total de 10?

(c) Suponga que se han designado las seis ciudades que se visitaran, pero no se ha definido la secuencia en la que
se haran las visitas. ¢Cuantas secuencias son posibles para las seis ciudades designadas?

ool o W0 (LNONEKTESNSHANINENLY .
@ = rJ ool B0 -6 [GNSKAXINZHLKANIXINL  ©

! LeH [0 b T R K200
L S LI T L/ T 0. -
LTI TR Y [#K3NTN L 1L

(©)  aFu- Al Bl - (EXEXAIHINY - 720

5.26 De las 10 ciudades que se describieron en el problema 5.25, suponga que en realidad seis de ellas son "mercados
primarios" para el producto en cuestion, mientras que las otras cuatro constituyen "mercados secundarios”. Si el
vendedor elige en forma aleatoria las seis ciudades que va a visitar, ¢cual es la probabilidad de que (a) cuatro de
ellas resulten ser mercados primarios y dos de ellas mercados secundarios, y (b) resulte que las seis son mercados
primarios?
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@) Numero de combinaciones que incluyen cuatro y dos ciudades, respectivamente.
a -

Numero total dé combinaciones de seis ciudades.

& d!
JLa,Cz_ M2 TP _(15HE_ W3
SR T TR T I T I
!4
g 4
b o _sCaXCa_ 0TI BIA_{INN)_ 3
®r wls 1 210, zm’u'm
gt

Para este problema, puede obtenerse también la respuesta aplicando la regla de la multiplicacién para eventos
dependientes. La probabilidad de elegir una ciudad que es mercado primario en la primera seleccion es 6/10.
Siguiendo este resultado, la probabilidad de la siguiente seleccidn es 5/9, y asi sucesivamente. Sobre esta base, la
probabilidad de que las seis ciudades resulten ser mercados primarios es

5.27 Con respecto al banquete que se describié en el problema 5.23, determine la probabilidad de que el grupo de los
tres funcionarios elegidos de entre los cinco incluya (a) un funcionario especifico, (b) dos funcionarios especificos y
(c) tres funcionarios especificos.

Numero de combinaciones gue incluyen al funcionario especifico.

a) P = B R . .. . X
(@ Numero de combinaciones distintas de tres funcionarios

RIS
LCE TR (e _§
G B0 e
T

En este caso, el valor de la probabilidad es simplemente equivalente a observar que 3/5 de los funcionarios
seran elegidos vy, por ello, que la probabilidad de que se elija a cualquier persona especifica es de 3/5 o 0.60.

| 3
aCixa € DI (I3 3
(b P = = 51 T
112t
.
© P _aGxgCy _MOlOIZ: L 1 o
O I 1o 16

3121
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Problemas complementarios

CALCULO DE LOS VALORES DE LA PROBABILIDAD

5.28

5.29

Determine el valor de la probabilidad para cada uno de los eventos siguientes:
(a) La probabilidad de elegir al azar una cuenta por cobrar morosa, dado que 5% de las cuentas son morosas.

(b) La probabilidad de que una inversién en bienes raices tenga éxito. En el area que se evalua por lo general sélo
la mitad de esas inversiones tienen éxito, pero los métodos de decisién de los inversionistas especificos han
dado como resultado que se tenga un historial 30% mejor que para el inversionista promedio en la region.

(c) La probabilidad de que la suma de los puntos que aparecen en la cara superior de 2 dados lanzados al azar sea
7.

Resp. (a) 0.05, (b) 0.65, (c) 1/6

Para cada una de las siguientes razones de posibilidades determine el valor equivalente de probabilidad, y para
cada uno de los valores de probabilidad determine la razén de posibilidad equivalente

(@) Una probabilidad de P = 2/3 de que se satisfaga una fecha objetivo de entrega.

(b) Una probabilidad de P =9/10 de que un producto nuevo supere ei nivel de ventas de punto de equilibrio.
(c) Posibilidades de 1:2 de que un competidor logre un progreso tecnolégico.

(d) Una posibilidad de 5:1 de que un producto nuevo sea redituable.

Resp. (a) 2:1 (b) 9:1, (c) P=1/3, (d) P =5/6

APLICACION DE LAS REGLAS DE ADICION

5.30

5.31

5.32

5.33

Durante una semana determinada, se estima que la probabilidad de que el precio de una accién especifica aumente
(A), permanezca sin cambios (S) o se reduzca (R) es de 0.30,0.20 y 0.50, respectivamente.

(a) ¢, Cual es la probabilidad de que el precio de ia accién aumente o permanezca sin cambios?
(b) ¢ Cual es la probabilidad de que el precio de la accion cambie durante la semana?

Resp. (a) 0.50, (b) 0.80

De 500 empleados, 200 participan en un plan de reparto de utilidades de la compaiiia (P), 400 tienen una cobertura
de gastos médicos mayores (M) y 200 empleados participan en ambos programas. Construya un diagrama de Venn
para ilustrar los eventos designados con Py M.

Con referencia al diagrama de Venn que se presentd en el problema 5.31, ¢cual es la probabilidad de que un
empleado elegido al azar (a) participe en cuando menos uno de los dos programas, (b) no participe en ninguno de
los programas?

Resp. (a) 0.80, (b) 0.20

Se estima que la probabilidad de que un nuevo método de comercializacién tenga éxito (£) es 0.60. La probabilidad
de que los gastos para el desarrollo del método puedan mantenerse dentro del presupuesto original (P) es 0.50. Se
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estima que la probabilidad de alcanzar ambos objetivos es de 0.30. ¢ Cual es la probabilidad de que se logre cuando
menos uno de los objetivos?

Resp. 0.80

EVENTOS INDEPENDIENTES, EVENTOS DEPENDIENTES Y PROBABILIDAD CONDICIONAL

5.34

5.35

5.36

5.37

Para la situaciéon que se describié en el problema 5.31, (a) determine la probabilidad de que un empleado participe
en el plan de reparto de utilidades (P) considerando que tiene seguro de gastos médicos mayores (M), y (b) determine
si los dos eventos son independientes o dependientes, haciendo referencia al valor de la probabilidad condicional.

Resp. (a) 0.50, (b) dependientes

Para el problema 5.33, determine (a) la probabilidad de que el nuevo método de comercializacién tenga éxito (E),
dado que el costo de su desarrollo se ha mantenido dentro del presupuesto original (P), y (b) si los dos eventos son
independientes o dependientes, de acuerdo al valor de la probabilidad condicional.

Resp. (a) 0.60, (b) dependientes

Se estima que la probabilidad de que aumenten las ventas de automdviles en el siguiente mes (A) es de 0.40. Se
estima que la probabilidad de que aumenten las ventas de refacciones (R) es de 0.50. Sé estima que la probabilidad
de que ambas industrias experimenten un aumento en ventas es de 0.10. 4 Cual es la probabilidad de que (a) hayan
aumentado las ventas de automoviles durante el mes, dado que existe informacién de que han aumentado las
ventas de refacciones, (b) hayan aumentado las ventas de refacciones, dado que existe informacién de que
aumentaron las ventas de automéviles durante ese mes?

Resp. (a) 0.20, (b) 0.25

Para el problema 5.36, determine si los dos eventos son independientes o dependientes, de acuerdo con uno de los
valores de la probabilidad condicional.

Resp. Dependientes

APLICACION DE LAS REGLAS DE LA MULTIPLICACION

5.38

5.39

Durante un periodo determinado, aumentd el valor de mercado de las acciones comunes en circulacién en una
industria, que incluye solamente 10 compaiiias. Si un inversionista escoge dos de esas acciones al azar, ¢cual es
la probabilidad de que ambas hayan experimentado un aumento en su valor de mercado durante ese periodo?

Resp. 56/90 = 0.62

La proporcion general de articulos defectuosos en un proceso continuo de produccién es 0.10. ¢Cual es la
probabilidad de que (a) de dos articulos elegidos al azar ninguno tenga defectos D'), (b) dos articulos escogidos al
azar tengan defectos D), (c) cuando menos uno de los dos articulos escogidos al azar no tenga defectos D')?

Resp. (a) 0.81, (b) 0.01, (c) 0.99
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5.40

5.41

5.42

543

6.44

5.45
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Pruebe la independencia de los dos eventos que se describieron en el problema 5.31 utilizando la regla de la
mutiplicacién para eventos independientes. Compare su respuesta con el resultado de la prueba del problema
5.31 (b).

Resp. Dependientes

Pruebe la independencia de los dos eventos que se describieron en el problema 5.33 utilizando la regla de la
multiplicaciéon para eventos independientes. Compare su respuesta con el resultado de la prueba del problema
5.32(b).

Resp. Independientes

Del problema 5.38, suponga que un inversionista elige al azar tres de las acciones. Construya un diagrama de arbol
para ilustrar los diversos resultados posibles para la secuencia de las tres acciones.

Con referencia al diagrama de arbol que se preparé en el problema 5.42, determine la probabilidad de que (a) sdlo
una de las tres acciones experimente un aumento en su valor de mercado, (b) aumente el valor de mercado de dos
de las acciones, (c) aumente el valor de mercado de cuando menos dos acciones.

Resp. (a) 48/720 % 0.07, (b) 336/72%0.47, (c) 672/72%0.93

Con respecto al problema 5.39, suponga que se elige al azar una muestra de cuatro articulos. Construya un diagrama
de arbol para jlustrar los diversos resultados posibles en términos de que los articulos estén defectuosos (D) o no
tengan defectos (D')

Con respecto al diagrama de arbol que se prepard en el problema 5.44, determine la probabilidad de que (a) ninguno
de los cuatro articulos tenga defectos, (b) exactamente un articulo esté defectuoso, (c) estén defectuosos algunos
articulos.

Resp. (a) 0.6561 =0.66, (b) 0.2916%0.29, (c) 0.947 =0.95

TEOREMA DE BAYES

5.46

547

Suponga que existen dos urnas U;y U, La U, contiene dos bolas rojas y una verde, en tanto que U, contiene una
bola rojay dos verdes.

(a) Se elige una urna ai azar y después se elige al azar una bola de esa urna. La bola es roja. ¢ Cual es la probabilidad
de que la urna seleccionada haya sido la urna U;?

(b) Se elige una urna al azary después se seleccionan dos bolas también al azar (sin reemplazo) de esa urna. La
primera bola es roja y la segunda verde. ¢Cual es la probabilidad de que la urna seleccionada haya sido la U4?

Resp. (a)P(U;)=2/3, (b)P(U}) = 12

Con referencia al problema 5.46

(a) Suponga que se elige una urna al azar y después se seleccionan también al azar dos bolas (sin reemplazo) de
esa urna. Ambas bolas son rojas. ¢Cual es la probabilidad de que la urna seleccionada haya sido la U4?

(b) Suponga que se elige al azar una urna 'y después se extraen de ella dos bolas también al azar, pero la primera
bola seleccionada se devuelve a la urna antes de extraer la segunda. Ambas bolas son rojas. ¢Cual es la
probabilidad de que la urna seleccionada haya sido la U;?

Resp. () P(U,) =1,(b) P(U,,) =45
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PROBABILIDAD 101

Ochenta por ciento de material de vinil que se recibe del vendedor A es de calidad excepcional, en tanto que solo
cincuenta por ciento de material del vendedor B es de calidad excepcional. Sin embargo, la capacidad de fabricacién
del vendedor A es limitada y, por esa razén, solo cuarenta por ciento del vinil que la empresa adquiere proviene de
este vendedor. El sesenta por ciento restante se compra al vendedor B. Se inspecciona un embarque de vinil que

acaba de llegar y se encuntra que es de excepcional calidad. ¢ Cual es la probabilidad de que provenga del vendedor
A?

Resp. P(4) = 0.52

Se fabrica gasolina en tres refinerias con niveles diarios de produccién de 400 000, 800 000 y 1 200 000 litros,
respectivamente. La proporcién de la produccion que esta por debajo de las especificaciones de octanaje en las tres
refinerias es 0.03,0.05 y 0.04, respectivamente; se determina que una pipa transportadora de gasolina lleva gasolina
que se encuentra por debajo de las especificaciones de octanaje y, por lo tanto, la gasolina se devuelve para su
mejor refinacion. Determine la probabilidad de que la pipa haya sido llenada en cada una de las tres refinerias (a)
sin hacer referencia a la informacién de que el embarque esta por debajo de las especificaciones de octanajey (b)
dado que se tiene la informacion adicional de que el envio esta por debajo de las especificaciones de octanaje.

Resp. (a)

TABLAS DE PROBABILIDAD CONJUNTA

5.50 La Tabla 5.5 es una tabla de contingencias que representa la clasificacién de 150 compafiias muestreadas de acuerdo

5.51

5.52

con cuatro grupos industriales, y respecto a si su rendimiento sobre la inversién esta por encima o por debajo del
rendimiento promedio en la muestra de las 150 empresas. Prepare una tabla de probabilidad conjunta con base en
esos datos muestrales.

Tabla 5.5 Tabla de contingencias para el rendimiento sobre el
capital, segun el grupo industrial

Rendimiento sobre el capital
Categoria Superior al Inferior al
industrial promedio (S) promedio (D Total
I 20 40 60
o 10 10 20
m 20 10 30
n 25 15 40
Total 75 75 150

Con referencia a la tabla de probabilidad conjunta que se prepard en el problema 5.50, diga cuales son las siguientes
probabilidades: (a) P(1), (b) P(1l), (c) P(1ll), (d) P(IV).

Resp.  (a) 0.40, (b) 0.13, () 0.20, (d) 0.27

Con referencia a la tabla de probabilidad conjunta que se prepard en el problema 5.50, determine las siguientes
probabilidades: (a) P(1y S), (b) P(ll 0 I), (¢) P(S), (d) P(I 0 1I), (¢) P(1 y II), () P(S o I). (g) P(S/1). (h).P(LIL/ S).

Resp. (a) 0.13,(b) 0.57, (¢) 0.50, (d) 0.53, (c) 0, (f) 1.0, (g) 0.33, (h) 0.27
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PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

5.53 Suponga que ocho obreros van a ser asignados a ocho puestos de capacitacion fabril. ;De cuantas formas pueden
asignarse los ocho puestos a los ocho obreros?

Resp. 40,320

5.54 Con referencia a la situacion que se describié en el problema 5.53, suponga que soélo existen disponibles seis puestos
distintos para los ocho obreros calificados. ¢De cuantas formas puede asignarse a seis de las ocho personas que
son, para los seis puestos disponibles?

Resp. 20,160

5.55 Con respecto a la situacion que se describié en el problema 5.54, suponga que los seis puestos disponibles pueden
considerarse equivalentes, o no diferentes, para propositos practicos. ¢De cuantas maneras puede asignarse a las
seis personas de entre los ocho obreros calificados, para ocupar los seis puestos?

Resp. 28

5.56 Un grupo asignado a un proyecto esta formado por dos ingenieros y tres técnicos y debe ser conformado a partir de
una planta departamental que incluye a cinco ingenieros y nueve técnicos. jCuantos grupos de proyectos distintos
pueden formarse a partir de las 14 personas disponibles?

Resp. 840
5.57 Parala situacion de asignacion de personal que se describi6 en el problema 5.56, suponga que se asigna a las cinco
personas al azar, de entre las 14 personas disponibles en el departamento, sin importar si es ingeniero o técnico.

¢ Cudl es la probabilidad de que el grupo de proyecto incluya (a) exactamente dos ingenieros, (b) ningin ingeniero,
(c) ninguin técnico?

Resp. (a)Pw0.42, (b)P =0.06, (c)P % 0.0005



Distribuciones de
probabilidad para variables
aleatorias discretas: binomial,
hipergeométrica y Poisson

6.1 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA VARIABLES ALEATORIAS

En contraste con un evento, tal como se analizé en el capitulo 5, una variable aleatoria es un evento numérico cuyo valor
se determina mediante un proceso al azar. Cuando se asignan valores de probabilidad a todos los valores numéricos posibles
de una variable aleatoria X, ya sea mediante un listado o a través de una funcién matematica, se obtiene como resultado
una distribucién de probabilidad. La suma de las probabilidades para todos los resultados numéricos posibles debe ser igual
a 1.0. Pueden denotarse los valores de probabilidad individuales mediante el simbolo f(x), lo cual implica que hay implicita
una funcién matematica; mediante P(x = X), el cual implica que la variable aleatoria puede asumir diversos valores
especificos, o simplemente mediante P(X).

Para una variable aleatoria discreta, se pueden enlistar todos los valores numéricos posibles de la variable en una
tabla con las probabilidades correspondientes. Existen diversas distribuciones estandar de probabilidad que pueden utilizarse
como modelos para una amplia gama de variables aleatorias discretas en aplicaciones de negocios. Los modelos estandar
que se describen en este capitulo son las distribuciones de probabilidad binomial, hipergeométrica y Poisson.

Para una variable aleatoria continua no es posible enlistar todos los posibles valores fraccionarios de la variable y, por
lo tanto, las probabilidades que se determinan a través de una funcién matematica se ilustran en forma grafica mediante
una funcién de densidad de probabilidad o curva de probabilidad. En el capitulo 7 se describen diversas distribuciones
estandar de probabilidad que pueden servir como modelos para variables aleatorias continuas. Véase en la seccion 14 la
explicacion sobre la diferencia entre variables continuas y variables discretas.

EJEMPLO 1. EnlaTabla6.1 se muestra el nimero de camionetas que se han solicitado para renta en una arrendadora
de automdviles, en un periodo de 50 dias. En la ultima columna de la Tabla se incluyen las frecuencias observadas en este
periodo de 50 dias, convertidas en probabilidades. Asi, puede observarse que la probabilidad de que se hayan solicitado
exactamente siete camionetas en un dia elegido al azar en ese periodo es de 0.20, y que la probabilidad de que se hayan
solicitado seis 0 mas es de 0.20 + 0.20 + 0.08 - 0.56.

Tabla 6.1 Demanda diaria de arrendamiento de camionetas durante un periodo

de 50 dias
Demanda posible Probabilidad
X Numero de dias [FCXa
3 3 0.06
4 7 0.14
5 12 0.24
6 14 0.28
7 10 0.20
8 4 0.08
50 1.00
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6.2 EL VALOR ESPERADO Y LA VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

De la misma manera en que se hace para conjuntos de datos muestrales y poblacionales, con frecuencia resulta util describir
una variable aleatoria en términos de su media (véase la seccién 3.2) y su varianza (véase la seccion 4.5). La media (a largo
plazo) de una variable aleatoria X se denomina valor esperado y se denota mediante E(X) Para una variable aleatoria discreta,
resulta ser el promedio ponderado de todos los valores numéricos posibles de la variable, utilizando las probabilidades
correspondientes como pesos. Como la suma de los pesos (probabilidades) es 1.0, puede simplificarse la férmula 3.3, de
manera que el valor esperado de una variable aleatoria discreta es

BIX)=} XP(X) (6.1

EJEMPLO 2. Con base en los datos de la Tabla 6.1, se presentan en la Tabla 6.2 los calculos que conducen al valor
esperado de la variable aleatoria. El valor esperado es 5.66 camionetas. Observe que el valor esperado de la variable discreta

puede ser un valor fraccionario porque representa el valor promedio a largo plazo y no el valor especifico de determinada
observacion.

Tabla 6.2 Calculo del valor esperado para la demanda de

camionetas
Demanda posible Probabilidad Valor ponderado

X [F{A]] [XP{]

3 0.06 0.18

4 0.14 0.56

5 024 120

6 0.28 1.68

7 0.20 140

8 0.08 0.64
1.00 E(X) = 5.66

La varianza de una variable aleatoria X se denota mediante V(X); se calcula con respecto a £(X) como la media de la
distribucién de probabilidad. La forma general de desviaciones para la formula de la varianza de una variable aleatoria
discreta es

VIXY=T [X-EIX1PP(X} (6.2)

La forma abreviada para la formula de la varianza de una variable aleatoria discreta, que no requiere el calculo de las
desviaciones con respecto a la media, es

VIX) =} X*P(X)-[L XP(XIF
< E(XH-{R(X)T (6.3)

EJEMPLO3.  En la Tabla 6.3 se presenta la hoja de trabajo utilizada para el calculo de la varianza de la demanda de

renta de camionetas, utilizando la version abreviada de la formula. Tal como se sefiala enseguida, el valor de la varianza es
de 1.74.

V(X) = E(X°) - [E( X)]? = 33.78 - (5.66)* = 33.78 - 32.04 = 174
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Tabla 6.3 Hola de trabajo para el calculo de la varlanza para la demanda de camionetas

Demanda al Valor ponderado al
Demanda posible Probabilidad Valor ponderado cuadrado cuadrado

X [PX)] [XPOY] X% [x7Pix))

3 0.06 0.18 9 0.54

4 0.14 0.56 16 224

5 0.24 120 25 6.00

6 0.28 1.68 36 10.08

7 0.20 140 49 9.80

8 0.08 0.64 64 5.12
E(X) = 5.66 E(X?) =33.78

6.3 LA DISTRIBUCION BINOMIAL

La distribucion binomial es una distribucion discreta de probabilidad aplicable como modelo a diversas situaciones de toma
de decisiones, siempre y cuando pueda suponerse que el proceso de muestreo se ajusta a un proceso Bernoulli. Un proceso
Bernoulll es un proceso de muestreo en el que:

(1)  Solo son posibles dos resultados mutuamente excluyentes en cada ensayo u observacion. Por conveniencia, a
estos resultados se les denomina éxito y fracaso.

(2) Los resultados del conjunto de ensayos u observaciones, constituyen eventos independientes.

(3) Laprobabilidad de éxito, que se denota mediantep, permanece constante de un ensayo a otro. Es decir, el proceso
es estacionario.

Puede utilizarse la distribucién binomial para determinar la probabilidad de obtener un nimero determinado de éxitos
en un proceso Bernoulli. Se requieren tres valores: el nUmero especifico de éxitos (X), el nUmero de ensayos u observaciones

(n) y la probabilidad de éxito en cada uno de los ensayos (p). La formula para determinar la probabilidad de un nimero
determinado de éxitos X para una distribucién binomial, en donde q = (1-p) es:

PiX|n pl= CxpTa™ ¥

=}?T|;n_—'3f_}:*“ g (6.4)

EJEMPLO 4. La probabilidad de que un prospecto de ventas elegido al azar realice una compra es da 0.20. Si un

vendedor visita a seis prospectos, la probabilidad de que realice exactamente cuatro ventas se determina de la siguiente
manera:

PIX =dln=6 p=020]= ,u:;mm}‘mau}*—ﬁ{u HH 0,300

E-.‘-{E M4K3H1
(4= 3% 203}

[0 DD]E:I'[DM} DO1536 = D015

Con frecuencia existe interés en la probabilidad acumulada de *X o mas" éxitos o "X 0 menos" éxitos en n ensayos.
En este caso, debe determinarse la probabilidad de cada uno de los resultados incluidos dentro del intervalo designado, y
entonces sumar esas probabilidades.
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EJEMPLO 5.  En relacién con el ejemplo 4, la probabilidad de que el vendedor logre cuatro 0 mas ventas se determina
de la siguiente manera:

PIX=dln =6 p=0201=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)
=0.01536 + 0.001536+0.000064 = 0.016960=1.017

endonde P (X=4)=0.01536 (del ejemplo 4)
P(X=5) etat0.205[0.60)" - 5‘?—1'| 0.2005 0,801 - 6(0.00032)(0.80) = 0.001536
al

o (0.000064)(1) = (1)(0.000064) - 0.000064

P(X=6) qCn(0. 207" (080" =

(Nota: recuérdese que cualquier valor elevado a la potencia 0 es igual a 1.)

Como el uso de la férmula binomial implica una cantidad considerable de calculos cuando la muestra es relativamente
grande, con frecuencia se utilizan tablas de probabilidades binomiales. VVéase el apéndice 2.

EJEMPLO 6.  Si la probabilidad de que un prospecto de ventas elegido al azar realice una compra es de 0.20, la
probabilidad de que un vendedor que visita a 15 prospectos realice menos de tres ventas es

P(X<3|n=15p=020)=P(X=2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
=0.0352+0.1319+0.2309 (del apéndice 2)
= 0.398(==0.40

Los valores de p que se incluyen en el apéndice 2 no exceden de p = 0.50. Si el valor de p en un problema especifico
excede de 0.50, debe replantearse el problema para definir el evento en términos del nimero de "fracasos", en vez de utilizar
el niumero de éxitos (véase el problema 6.9).

Pueden determinarse el valor esperado (media) y la varianza de una distribucion binomial determinada enlistando la
distribucién en una tabla y aplicando las formulas que se presentaron en la seccién 6.2. Sin embargo, es posible calcular en
forma directa el niumero esperado de éxitos:

EX) = np (6.5)
En dondeq = (1 -p), la varianza del niumero de éxitos puede calcularse también en forma directa:

V(X) = npq (6.6)

EJEMPLO 7.  Parael ejemplo 6, el nimero esperado de ventas (como promedio a largo plazo) y la varianza asociadas
con la realizacion de visitas a 15 prospectos son:

E(X) = np = 15(0.20) = 3.0 ventas
V(X) = np(q) = 15(0.20)(0.80) = 2.4
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6.4 LA DISTRIBUCION BINOMIAL EXPRESADA MEDIANTE PROPORCIONES

En vez de expresar la variable aleatoria binomial como el numero de éxitos X, puede designarse en términos de proporcion'
de éxitos 0 que es el cociente del niumero de éxitos entre el nimero de ensayos:

(6.7)

En esos casos, se modifica la férmula (6.4) s6lo con respecto a la definicion de la proporcion. Por ello, la probabilidad
de observar exactamente una proporcién p de éxitos en n ensayos de Bernoulli es:

L X
F(p '—l:lrr. F) = Capty ¥ (6.8)

P(ﬁ'= ;ln, 1'I") EI A B S Lt (6.9)

En la formula (6.9), 1 (la letra griega "pi") es el equivalente de p, excepto en que indica en forma especifica que Ia’
probabilidad de éxito en un ensayo individual es un parametro poblacional.

EJEMPLO 8.  La probabilidad de que un empleado elegido al azar esté participando en un programa de inversion en
acciones de la compaiiia es 0.40. Si se eligen al a?ar cinco empleados, la probabilidad de que la proporcién de participantes:
sea exactamente 0.60, o tres de los cinco empleados muestreados es:

N L3 !
Pli=0600=Pi§ =§!n =5 po0dd) = 5C,{ﬂ.ln]"(u.ﬁuf=%m.m4]{u.3ﬁ}=ﬂ.zm4:n.23

Cuando la variable binomial se expresa en forma de proporcion, la distribucién sigue siendo discreta y no continua.
Sélo pueden ocurrir las proporciones para las cuales el nimero de éxitos X es un nimero entero. Por lo tanto, en el ejemplo
8 no es posible que exista una participacion de 0.50 participantes en una muestra de cinco. El uso de la tabla binomial cuando
se utilizan proporciones simplemente requiere que se convierta la proporcién designada & al nimero de éxitos X, para el
tamafio dado de la muestra n.

EJEMPLO 9. La probabilidad de que un empleado elegido al azar esté participando en un programa de inversion en
acciones es 0.40. Si se eligen 10 empleados al azar, la probabilidad de que la proporcion de participantes en el programa
sea de cuando menos 0.70 es

PiE=bid=PX=n=10,p=0.10) =P(X=7) + P(X=8) + P(X=9) + P(X = 10)
=0.0425 + 0.0106+0.0016+0.0001 = 0.0548

El valor esperado de una distribucion de probabilidad binomial, expresado mediante una proporcién, es igual a la
proporcion de la poblacion, que puede designarse mediante po k:

E(fl=¢ (6.10)
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o
La varianza de la proporcién de éxitos para una distribucion binomial de probabilidad, en donde g = (1-p), es
Vi g M (6.12)
it
o
I-a
v g =TT (6.13)

6.5 LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Cuando el muestreo se realiza sin reemplazo para cada uno de los elementos que se toman de una poblacion finita de
elementos, no se puede aplicar el proceso Bernoulli debido a que existe un cambio sistematico en la probabilidad de éxitos
al ir extrayendo elementos de la poblacién. Cuando se utiliza el muestreo sin reemplazo en alguna situacion en la que, de
no ser por el no reemplazo, se le pudiera calificar como proceso de Bernoulli, la distribucion discreta de probabilidad apropiada
resulta ser la distribucion hipergeométrica.

Si X es el nimero designado de éxitos, N es el nimero de elementos de la poblacion, T es el nimero total de "éxitos"
incluidos en la poblacién y n es el numero de elementos de la muestra, la formula para determinar las probabilidades

hipergeométricas es
XX
PIXIN Tny=-n_ L0247 (6.14)

( M
n
EJEMPLO 10. De seis empleados, tres han estado con la compafiia durante cinco o mas afnos, si se eligen cuatro
empleados al azar de ese grupo la probabilidad de que exactamente dos de ellos tengan una antigliedad de cinco afios o

mas es: (5_3)(3) (1){1) 33
4—21/h2 b R B A BT B
- = L=ﬂ-ﬁﬂ

- !‘l'- - - - _— — LT I —
PiXwiN=g T=3 =i (ﬁ) (ﬁ) my 3
| rl alH

Notese que en el ejemplo 10, el valor que se requiere de la probabilidad se calcula determinando el nimero de
combinaciones diferentes que incluirian a dos empleados con antigliedad suficiente y dos con menor antigiedad como
cociente del nimero total de combinaciones de cuatro empleados, tomados de entre los seis. Por ello, la férmula
hipergeométrica es una aplicacion directa de las reglas de analisis combinatorio que se describieron en la seccién 5.10.

Cuando la poblacién es grande y la muestra es relativamente pequefia, el hecho de que se realice el muestreo sin
reemplazo tiene poco efecto sobre la probabilidad de éxito en cada ensayo. Una regla practica conveniente consiste en
utilizar la distribucion binomial como aproximacion a la hipergeométrica cuando n < 0.05 N. Es decir, el tamafio de la muestra
debe ser cuando menos del 5% del tamafio de la poblacién. En diferentes textos pueden encontrarse reglas un tanto distintas
para determinar los casos en ios que una aproximacién como ésta es apropiada.
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6.6 LA DISTRIBUCION POISSON

Puede utilizarse la distribucion Poisson para determinar la probabilidad de que ocurra un numero designado de eventos,
cuando éstos ocurren en un continuo de tiempo o espacio. A un proceso como éste se le denomina proceso Poisson;
es similar el proceso Bernoulli (véase la seccion 6.3) excepto en que los eventos ocurren en un continuo (por ejemplo, en
un intervalo de tiempo) en vez de ocurrir en ensayos u observaciones fijas. Un ejemplo es la entrada de llamadas en un
conmutador telefénico. Al igual que en el caso del proceso de Bernoulli, se supone que los eventos son independientes y
que el proceso es estacionario.

Sélo se requiere un valor para determinar la probabilidad de que ocurra un nimero designado de eventos en un proceso
de Poisson: el numero promedio a largo plazo de eventos para el tiempo o dimensién especifico de interés. Por lo general,
esta media se representa mediante X (la letra griega "lambda") o, es posible, mediante P. La férmula para determinar la
probabilidad de un niumero determinado de éxitos N en una distribucion Poisson es

: .-'I.KE"'A
F{xla:=—~}r (6.15)

Aqui, e es la constante 2.7183 que es la base de los logaritmos naturales, y los valores de @™ pueden obtenerse en
el apéndice 3.

EJEMPLO 11. Un departamento de reparacién de maquinaria recibe un promedio de cinco solicitudes de servicio por
hora. La probabilidad de que se reciban exactamente tres solicitudes en una hora seleccionada al azar es

<

15 2~ ;
T OISM00ET

- =%
X - 3a~50) 11 -

En forma alternativa, puede utilizarse una tabla de probabilidades Poisson. En el apéndice 4 se incluyen las
probabilidades de diversos numeros especificos de éxitos para diversos valores de j.

EJEMPLO 12. Puede determinarse la respuesta al ejemplo 11 utilizando el apéndice 4 de probabilidades Poisson, de
la siguiente manera:

PLX w300 =50 =01

Cuando lo que interesa es la probabilidad de "X o mas" o "X o menos", se aplica la regla de adicién para eventos
mutuamente excluyente;.

EJEMPLO 13. Si en un departamento de reparacion de maquinaria se recibe un promedio de cinco solicitudes de
servicio por hora, la probabilidad de que se reciban menos de tres llamadas en una hora elegida al azar se determina de la
siguiente manera

FiX <l =3~=PX=2=pP(X=0) +P(X=1) +P(X=2)
=0.0067 + 0.0337 + 0.0842 = 0.1246
en donde F (X = 0| % =& 0= 000 (del apéndice 4)

PX=1|%=50=0,037
B (X =2)5=50) 00642
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Como se supone que un proceso Poisson es estacionario, se concluye que la media del proceso es siempre
proporcional a la longitud del continuo de tiempo o espacio. Por lo tanto, si se tiene disponible una media para una longitud
de tiempo, puede determinarse la media para cualquier otro periodo de tiempo que se requiera.

Esto esimportante porque el valor de X que se utiliza debe aplicarse al periodo de tiempo pertinente.

EJEMPLO 14. En promedio, 12 personas hacen preguntas cada hora a un consultor de decoracién en una tienda de
telas. La probabilidad de que tres o mas personas acudan en un periodo de 10 minutos (1/6 de hora) se determina de la
siguiente manera:

Promedio por horas =12

¥ = promedio por 10 minutos = % =20

PIX = 3A—20 = PLX = 34 - 201 — Pi X =4|4 = 100+ PLA =54 — 20+~
— 0L DB - QR D DSEL + 0,01 204 SLIN3A— DMK b L0062 — a2y 2

endonde P [X=3F|&=F0y 01804 (del apéndice 4)
X =dph=F0)=00302
PlEw Gy =20] =003
Pk =G]a=20)=0"1120
FlY=T | a« 2000024
PX=BIA=20] =04
P X=Qa=20] =002

Por definicién, el valor esperado (la media a largo plazo) de una distribuciéon de probabilidad Poisson es igual a la
media de la distribucion.

Ei¥)-% (6.16)

Resulta tambien que la varianza del nimero de eventos de una distribucién de probabilidad Poisson es igual a la media
de la distribucién:

XY= (6.17)

6.7 APROXIMACION DE POISSON A PROBABILIDADES BINOMIALES

Cuando el nimero de observaciones o ensayos n, en un proceso Bernoulli es grande, los calculos resultan ser bastante
laboriosos. Ademés, no es comun que estén disponibles probabilidades tabuladas para valores muy pequefios de p. Por
fortuna, la distribucién Poisson es apropiada como aproximacion de las probabilidades binomiales cuando n es grande y p
0 g son pequefias. Una regla conveniente consiste en afirmar que puede realizarse esa aproximacion cuando n > 30y, o
np<5 o0 nq <5. Otros textos pueden utilizar reglas un tanto distintas para determinar las ocasiones en que esa aproximacion
es apropiada.

La media de la distribucion de probabilidades Poisson que se utiliza para aproximar probabilidades binomiales es

A=up (6.18)
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EJEMPLO 15. Se sabe que 1 % de los articulos de un envio grande de transistores de un proveedor tiene defectos. Si
se elige una muestra de 30 transistores al azar, puede determinarse la probabilidad de que dos 0 mas de ellos tengan
defectos utilizando las probabilidades binomiales del apéndice 2:

PX=r—3 p—001) - (X - 207 PLE =314 - - - =003 25+ 00001+ 0uKIL2 = D.036

Endonde & = np = 30 (0.01) = 0.3, la aproximacion Poisson del anterior valor de probabilidad es
PLX =20 1= pX =2) + P(X = 3) + +=+=0.0333 + 0.0033 + 0.0002 = 0.0368
Por ello, la diferencia entre la aproximacion Poisson y el valor real de probabilidad binomial es solamente 0.0007.

Cuando n es grande, pero np y nq son mayores a 5.0, pueden aproximarse las probabilidades binomiales utilizando
la distribucién de probabilidad normal (véase la seccion 7.4).

En términos generales, la disponibilidad de computadoras ha hecho que la aproximacion de probabilidades de un
modelo con base en otro sea menos necesario.

6.8 APLICACIONES EN COMPUTADORA

Los paquetes de computacion para andlisis estadistico incluyen con frecuencia, tablas de probabilidad para las distribuciones
de probabilidad discretas comunes que se utilizan como modelos en situaciones de toma de decisiones. Esta disponibilidad
es particularmente Gtil cuando no existen las probabilidades especificas en tablas estandar. En el problema 6.21 se revisa
la obtencién de una tabla de probabilidades binomiales seleccionadas utilizando una computadora.

Problemas resueltos

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS
6.1 Se ha determinado que el nimero de camiones que llegan cada hora a un almacén tiene la distribucion de probabilidad

que se muestra en la tabla 6.4. Calcule (a) el nimero esperado de llegadas X por hora, y (b) la varianza de esta
distribucion de probabilidad para la variable aleatoria discreta.

Tabla 6.4 Llegada de camiones a un almacén cada hora

Numero de camiones (X) 0 1 2 3 4 5 6
Probabilidad [P (X)] 0.05 0.10 0.15 025 0.30 0.10 0.05
DelaTabla 6.5,

@ E(X)=315
) VO =EC)-[EQ) T =1205-(3.15=1205-99225=2.1275=2.13
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Tabla 6.5 Hoja de trabajo para el célculo del valor esperado y de la varianza de la llegada de
camiones
Numero de Valor ponderado al
camiones Probabilidad Valor ponderado | Numero al cuadrado cuadrado
(X) [PX) XP(X) (X?) XPX)]
0 005 0 0 0
1 010 010 1 010
2 015 030 4 060
3 025 075 9 225
4 030 120 16 4.80
5 010 050 25 250
6 005 030 36 180
E(X)=315 E(X2)= 1205

En la Tabla 6.6, se identifica la probabilidad de que en un sistema de computacion "se caiga" el nimero sefialado
de periodos por semana, durante la fase inicial de instalacion del sistema. Calcule (a) el nimero esperado de veces

por semana que la computadora no esta trabajando y (b) la varianza de esta distribucién de probabilidad.

Tabla 6.6 Numero de periodos por semana en los que no trabaja un sistema nuevo
de computacion
Numero de periodos (X) 4 5 6 7 8 9
Probabilidad [P (X) ] 001 008 029 042 014 006

Utilizando la Tabla 6.7,

(@) E (X) = 6.78

) V(X)=E (X)) -[E(X) ]’ =47.00 - (6.78) * = 47.00 - 45.9684 = 1.03

Tabla 6.7 Hoja de trabajo para el calculo de! valor esperado y de la varianza del mal
funcionamiento de una computadora
Numero de Numero al Valor ponderado al
periodos Probabilidad Valor ponderado cuadrado cuadrado
(X) [P(X)] [XP(X)] ) XPX)]
4 0.01 0.04 16 0.16
5 0.08 040 25 2.00
6 0.29 174 36 1044
7 042 294 49 20.58
8 0.14 112 64 8.96
9 0.06 054 81 4.86
1.00 E(X) =6.78 E (X?) = 47.00




6.3 En la Tabla 6.8 se enlistan los posibles resultados asociados con el lanzamiento de dos dados de seis lados y la
probabilidad asociada con cada resultado. Se determinaron estas probabilidades utilizando las reglas de la adicion
y la multiplicaciéon que se revisaron en las secciones 5.4y 5.6. Por ejemplo, puede obtenerse un "tres* mediante
la combinacion de un "uno"y un "dos", o mediante la combinacién de "dos" y "uno". Cada secuencia tiene una
probabilidad de ocurrencia de (1/6) X (1/6) - 1/36, y como las dos secuencias son mutuamente excluyentes, P(X =
3) - 1/36 + 1/36 - 2/36. Determine (a) el numero esperado en el lanzamiento de dos dados y (b) la desviacion

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA VARIABLES ALEATORIAS

estandar de esta distribucion.

Tabla 6.8 Posibles resultados en el lanzamiento de dos dados
Numero de los dos dados (X)| o 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Probabilidad [P (X)] 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
% 36 3% % 36 3% 36 3% 3% 36 %

De la Tabla 6.9,
E(X)=7
@ YiXI=E{XD—[E{X)]*=548%—(TV = 5483 - 40w 5 B3

(b) = VIX]=v583= L4l

Tabla 6.9 Hoja de trabajo para el calculo del valor esperado y de la varlanza asociados con el
lanzamiento de dos dados
Numero
Numero Probabilidad Valor ponderado al cuadrado | Valor ponderado al cuadrado
) [XP(X)] (X%) [X°P(X)]
2 1/36 2/36 4 4/36
3 2/36 6/36 9 18/36
4 3/36 12/36 16 18/36
5 4/36 20/36 25 100/36
6 5/36 30/36 36 180/36
7 6/36 42/36 49 294/36
8 5/36 40/36 64 320/36
9 4/36 36/36 81 324/36
10 3/36 30/36 100 300/36
11 2/36 22/36 121 242/36
12 1/36 12/36 144 144/36
36/36 EX) = 252/36 =17.0 E(Xz) = 1,974/36 a 54.83

LA DISTRIBUCION BINOMIAL

6.4 Debido a las elevadas tasas de interés, una empresa reporta que el 30% de sus cuentas por cobrar de otras empresas
estan vencidas. Si un contador toma una muestra aleatoria de cinco de esas cuentas, determine la probabilidad de
cada uno de los siguientes eventos, utilizando la formula de la probabilidad binomial: (a) ninguna de las cuentas
esta vencida, (b) exactamente dos cuentas estan vencidas, (c) la mayor parte de las cuentas estan vencidas, (d)

exactamente el 20% de las cuentas estan vencidas.
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@ PX=0n=3 pali0}= 00070 -% (0L B0 10,7007 == (116016207} = 14207

| .
(b) PLX = Hn =5, p =090} = ,C0IGFH0.707 -;—_;r, (G30030700% = [ H)(0.05H(0.343 ) = 0,3057
(c) FiX=3fn=5p=030)=PX =3}+PF{X = 4]+ P(X =5} =0, 1313 HQI035 + 00243 = 0L

endonde P{X =M= -3?—; (030 = (1006002 110 49y = 1333

r
POX =4) 'i?_'u (0300070 = ¢ $10051 100.70} = 0.02835

MX =5}-~£%I (03010 700" = { 10002433 1) = 400243

il
1141

X .
(d) P(;-Mﬂirr -5.p -u.m} —PiX = Un =5, p=0300 = O8I0 208 = = 0,300, 70)*

= g TIO0 I 2P0 b 30T F

6.5 Una empresa de comercializacion por correo tiene una circular que produce una tasa de respuestas de 10%. Suponga
que se envian por correo 20 de esas circulares en calidad de prueba de mercado, en un area geografica nueva.
Suponiendo que se aplica la tasa de respuesta del 10% en la nueva area, determine las probabilidades de los
siguientes eventos utilizando el apéndice 2: (a) nadie responde, (b) exactamente dos personas responden, (c) la
mayoria de las personas responde, (d) cuando menos el 20% de las personas responde.

@ MX=0lt=2,p=010}=01114
(b) PLX w2 =20, p=i{010) =1.IHED
© PiX—1ln=20p=0100=PX =111+ P[X —12}4 - —DiXH =0

A .
(d) F(;:n.zmn—mpun.m) = P{X=3y=2, p =010

=PLE =0+ PX <1+ PIX )+ PR ~3)
=120 02T F 1.IR52 1 01K ~ RGTL

6.6 Puede considerarse que la formula binomial esta compuesta de dos partes: una formula de combinaciones que
determina el numero de formas distintas en las que puede ocurrir el evento designado, y la regla de multiplicacion
para determinar la probabilidad de cada secuencia. Supdngase que se eligen al azar tres articulos de un proceso
que se sabe produce 10% de articulos defectuosos. Construya un diagrama de arbol de tres etapas que ilustre la
seleccion de los tres articulos y utilice D para indicar que se selecciona un articulo defectuoso y D' para identificar
la seleccion de un articulo sin defectos. También, anote los valores de probabilidad adecuados en el diagrama y
utilice la regla de la multiplicacion para eventos independientes con el objeto de determinar la probabilidad de que
ocurra cada una de las posibles secuencias de tres eventos.
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Véase lafigura6-1,

Primer Segundo Tercer Probabjlidad de
articulo articulo articulo cada secuencia
0.001

0.009

0.009

0.081

0.009

0.081

D 0.081

& n

=l
DY
090 h"‘-—...___‘ D' 0.729

Flg. 6-1 1.000

6.7 Con los datos del problema 6.6, determine la probabilidad de que exactamente uno de los tres articulos muestreados
esté defectuoso, haciendo referencia a la figura 6-1 vy utilizando la regla de la adicion para eventos mutuamente
excluyentes.

Al comenzar desde la parte superior del diagrama, las secuencias cuarta, sexta y séptima incluyen exactamente
un articulo defectuoso. Por ello,

P(X=D)=@Dy D'y D)+ (D yDyD) +D'y D'y D)
-0.081 +0.081 +0.081-0.243

6.8 De los problemas 6.6 y 6.7, determine la probabilidad de obtener exactamente un articulo defectuoso utilizando la
formula binomial, y observe la correspondencia entre los valores obtenidos mediante la formula y los que se
obtuvieron del diagrama de arbol.

Al utilizar la férmula (6.4),

PIX =13, p=010) =,c.qu.1u}lcmu]‘==%{u. WH0E)

= 00BN = 0,243
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Por ello, la primera parte de la férmula binomial sefiala el nUmero de grupos distintos de posiciones que pueden
incluir el numero designado de éxitos (en este caso existen tres formas en las que puede incluirse un articulo
defectuoso en el conjunto de tres). La segunda parte de la férmula representa la regla de la multiplicacion para los
eventos independientes especificados.

En un afio especifico el 70% de las acciones que se negociaron en la Bolsa Mexicana de Valores aumentaron de
precio, en tanto que el 30% restante permanecieron sin cambios o experimentaron una reducciéon en su precio. Al
principio del afio, un asesor de inversiones eligié 10 de las acciones y las calific6 como "especialmente recomen-
dables". Si las acciones de estas 10 empresas representan una seleccion aleatoria, ¢cudl es la probabilidad de que
(a) la totalidad de las 10 y (b) cuando menos 10 de las acciones aumenten de valor?

(@) PLX =100 =10, p = 030} = PLX" =0 = 10, g =030} = 0,02

(Atora: cuando p es mayor que 0.50, el problema debe replantearse en términos de X' (léase complemento
de X) y se concluye que X' = n -X. Por ello, el evento "aumenta el precio de las 10" es igual al de "no se
reduce el precio de ninguna").

(b) PIX=Blm=10p=0T0)= FiX =2|n=10, g = 0.3
- =0+ X =1+ P =1
= PAIR+10,121) +0,2335 =0, 3428

(Nota: cuando se replantea un enunciado de probabilidad en términos deX', en vez de X, y cuando hay implicita
una desigualdad, debe revertirse el simbolo de la desigualdad del enunciado original.)

6.10 Al utilizar el apéndice 10, determine:

(a) P(X=3n=9, p=050}

b PLX=n=15 p=050)
() PLX=3|n=2, p=005
(d) PIX =19 =20, p= 0.9}
PIX =8n=10 p=070

)
a) PN =y, p = 050} = 0. 2361
) PIX=T|R=15,p=0600= PX =8R =15, g=0.40) =0.11%]
) PAX =3|m= 2 p =008 = F{X =0+ PLX = 1+ PLX =20+ PIX =1
=0L3585 0774+ 0, 1887 + Q5% = 10,9841
(d) PLX=18[n=20p=030}= P{X'=Ln =20, g=0.10)
= PiX =0+ PIX =)+ PLE =2}
=0, 216+ 02702 + 02852 = G6TIE
() PIX=8ln=10p=070}=PLX' <n=104 =030
=FMA'=01+PA =1 =031+ 0,121 | =145

Si se lanza una moneda cinco veces, la distribucién de probabilidad con respecto al nimero de caras que ocurren
se basa en la distribucion binomial, con n =5 yp = 0.50 (véase la Tabla 6.10) Determine (a) el numero esperado
de carasy (b) lavarianza de la distribucién de probabilidad utilizando las formulas generales para variables aleatorias
discretas.
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Tabla 6.10 Distribucion binomial de probabilidad del nimero de caras que ocurren en
cinco lanzamientos de una moneda

Numero de caras (X) 0 1 2 3 4 5

Probabilidad [P (X)] 00312 01562 03125 03125 01562  0.0312

Al utilizar la Tabla 6.11,
(@) EIXI=24393ats
B WX = BN [ E{X 2= T.0910 —{28995) = T 4079 — 5. 2475 = 12504 4 7 2%

Tabla 6.11 Hoja de trabajo para el calculo del valor esperado y de la varianza
para el problema 6.11

Numero de Probabilidad | Valor ponderado| Numero al Valor ponderado al cuadrado
caras (X) [XPX)] cuadrado (X°) [(X°P(X)]

0 0.0312 0 0 0

1 0.1562 0.1562 1 0.1562

2 03125 0.6250 4 1.2500

3 03125 0.9375 9 2.8125

4 0.1562 0.6248 16 24992

5 0.0312 0.1560 25 0.7800

E(X) = 24995 E(X?*)=174979

6.12 Con referencia al problema 6.11, determine (a) el nimero esperado de caras y (0) la varianza de la distribucion de
probabilidad, utilizando las formulas especiales aplicables para distribuciones binomjales de probabilidad, y (c)
compare sus respuestas con las que se obtuvieron en el problema 6.11.

(@ EX)=np = 5(0.50) = 2.5
(b)) V(X)=npq=(5)0.50)(0.50)= 125
(c) Las respuestas que se obtuvieron con las formulas especiales aplicables a las distribuciones binomiales

corresponden a las respuestas que se obtuvieron mediante las formulas generales mas laboriosas que son
aplicables para cualquier variable aleatoria discreta.

LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

6.13 Un gerente selecciona al azar a n = 3 personas del conjunto de 10 empleados de su departamento, para asignarlos
a un estudio de clasificacion de sueldos. Suponiendo que anteriormente se asigné a cuatro de los empleados a un
proyecto similar, construya un diagrama de arbol de tres etapas que ilustre la seleccion de las tres personas en
términos de si cada uno de ellos tiene experiencia previa E, o no tiene experiencia previa E', en esa clase de estudios.
Ademas, anote los valores correspondientes de probabilidad en el diagrama vy utilice la regla de la multiplicacion
para eventos dependientes con el objeto de determinar la probabilidad de que ocurra cada una de las posibles
secuencias de tres eventos.

Véase lafigura 6-2.
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Primera Segunda Tercera Probabilidad de
eleccion eleccion eleccion cada secuencia

— — m— "

0.033

4
L]

0.100

0.100

0.167

0.100

0.167

0.167

0.167
1.001

Fig. 6-2

6.14 Con referencia al problema 6.13, determine la probabilidad de que exactamente dos de los tres empleados
seleccionados hayan tenido experiencia previa en los estudios de clasificacion de sueldos, haciendo referencia a
la figura 6-2 y utilice la regla de la adicion para eventos mutuamente excluyentes.

Al comenzar de la parte superior del diagrama de arbol, las secuencias segunda, tercera y quinta incluyen
exactamente dos empleados con experiencia. Por ello, mediante la regla de la adicidon para estas secuencias
mutuamente excluyentes:

P(X=2)=(EyEy E') + (EyE'yE) + (E'yEyE)
=0.100+0.100+0.100-0.30

6.15 Con referencia al problema 6.13, determine la probabilidad de que exactamente dos de los tres empleados hayan
tenido experiencia previa, utilizando la formula para determinar las probabilidades hipergeométricas.

G
(%)
{Ig_:)(:) {T)(:) (IT;WJ(%)_{_@@

PiX =2 N=10,T-4 n-12]- - =

RGN R

FLX[N Tai=

=3¢
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La seccion 6.5 establece que la férmula hipergeométrica es una aplicacion directa-de las reglas del analisis
combinatorio que se describieron en le secciéon 5.9. Para demostrar, esto, aplique la férmula hipergeométrica al

problema 5.26 (a).
(99 L8
' s—aflal Tz

 PLX =4 N =10, T=§, 4«6}~ (w) “
& #141

_isN1sy_ 90 3
Tone a7

(Nota: este resultado es equivalente a utilizar la férmula del analisis combinatorio en la solucién para el
problema 5.26 (a).)

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD POISSON

6.17

6.19

6.20

En promedio, cada hora cinco personas realizan transacciones en el mostrador de "servicios especiales" de un
banco. Suponiendo que la llegada de esas personas tiene una distribucion independiente e igualmente probable
en todo el periodo de interés, ¢ cual es la probabilidad de que mas de 10 personas deseen realizar transacciones en el
mostrador de servicios especiales en una hora especifica?

Al utilizar el apéndice 4,

PLX o 100 =50 = PAK =11l =500= P(X =11)+ P(X = 12)+...
= 0.0082+0.0034+0.0013 + 0.0005 +0.0002 = 0.0136

En promedio, un barco llega a cierto muelle cada dos dias; ¢ cual es laprobabilidad de que lleguen dos o mas barcos
en un dia seleccionado al azar?

Como el promedio por dos dfas = 1.0, entonces A= promedio por dia = 1.0 ¥ (1/2) = 0.5. Sustituyendo del
apéndice 4,

En promedio, cada rollo de 500 metros de acero laminado tiene dos defectos. Un defecto es una raspadura o alguna
otra irregularidad que afectarla el uso de ese segmento de la hoja de acero en el producto terminado. ¢Cual es la
probabilidad de que un segmento especifico de 100 metros no tenga ningun defecto?

Si el promedio por rollo de 500 metros = 2.0, entonces %= promedio por rollo de 100 metros =2.0 x (100/500)
=0.40. Por ello, del apéndice 4.

PIX =04 =d} =067

Una compafiia de seguros esta considerando la, adicién de cobertura para una enfermedad relativamente rara en el
campo de los seguros médicos mayores. La probabilidad de que una persona elegida al azar tenga esa enfermedad
es 0.001, y en el grupo asegurado existen 3 000 personas.

(a) ¢Cual es el numero esperado de personas que tiene la enfermedad en el conjunto?

(b) ¢Cudl es la probabilidad de que ninguna persona de las 3 000 tenga la enfermedad?

(a) Ladistribucion del numero de personas qué tendra la enfermedad seguiria la distribucién binomial de probabilidad
conn=3000yp = 0.001.

E(X) = np = (3,000)(0.001) =3.0 personas
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(b) No existen valores tabulados de probabilidades binomiales paran = 3 000 y p = 0.001. Tampoco resulta atractiva
la solucién algebraica de la féormula binomial debido a los numeros grandes implicados. Sin embargo, puede
utilizarse la formula de la distribucion Poisson para aproximar la probabilidad binomial, porque n& 30y
np > 5. Por lo tanto,

A =np = (3D HH] =30
Pt X =01 = 1000, p = 0,001} = Fopsaonl X =03 = 1401 = 458

(del apéndice 4)

APLICACIONES EN COMPUTADORA

6.21 La probabilidad de que un vendedor realice una venta con un prospecto previamente evaluado, con base en un
método especifico de presentacién del producto, es 0.33.

(a) Al utilizar programas disponibles de computacién, obtengala tabla de probabilidades binomiales para el nimero
de ventas, considerando que se realizan n = 10 visitas.

(b) Con referencia a la tabla, determine la probabilidad de que se realicen exactamente cinco ventas.

c) Con referencia a latabla, determine la probabilidad deque se realicen cinco o mas ventas.

(a) En lafigura 6-3, se presentan los datos de entraday los resultados obtenidos en una computadora para la tabla
que se requiere de probabilidades binomiales.

(b) Obsérvese que las probabilidades que se reportan en la figura 6-3 son acumuladas. Es decir, cada valor de
probabilidad es la probabilidad del numero correspondiente de ventas, o menos. Por lo tanto, la probabilidad
de que ocurran justamente cinco ventas es

P(X=5)=P(X <5)- P(X<4)
=0.9268-0.7936 = 0.1332
(© P(X>5) =1.00-P(X<4)
= 1.00-0.7936 = 0.2064

MTB > CDF;

SUB> BINOMIAL FOR N = 10, P = 0.33.
BINOMIOL WITH N = 10 P = 0.330000

K P( X LESS OR = K)

0 0.0188

i 0.1080

= 0.3070

3 0.5684

4 0.7936

5 o 95BN

6 0.9815

7 0.9988

-] 0.9997

9 1.0000

Fig. 6-3 Resultados de Minitab.
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Problemas complementarios

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

6.22

6.23

6.24

6.25

Se ha determinado que la llegada de clientes a un restaurante, durante intervalos elegidos al azar de 10 minutos,
sigue la distribucién de probabilidad que se presenta en la Tabla 6.12. Calcule el nimero esperado de llegadas para
intervalos de 10 minutos, y la varianza de las llegadas.

Tabla6.12 Llegada de olientes a un establecimiento en intervalos de 10 minutos

Numero de clientes (X) 0 1 2 3 4 5
Probabilidad [P (X)] 0.15 0.25 0.25 0.20 0.10 0.05

Resp. E(X) = 2.00, V(X)= 190

Se ha determinado que las ventas en expendios de publicaciones de una revista mensual tiene la distribucion de
probabilidad de la Tabla 6.13. Calcule el valor esperado en la varianza de las ventas de la revista, en miles.

Tabla 6.13 Ventas en expendios de una revista de publicacion mensual

Numero de revistas (X) en miles 15 16 17 18 19 20

Probabilidad [P (X)] 0.05 0.10 0,25 0.30 0.20 0.10

Resp. E(X) = 17.80, V(X) = 166

Un vendedor ha determinado que la probabilidad de que realice diversos numeros de ventas diarias, considerando
que visita 10 prospectos de clientes, es la que se presenta en la Tabla 6.14. Calcule el numero esperado de ventas
diarias y la varianza del numero de ventas.

Tabla 6.14 Ventas diarias cuando se visita a 10 prospectos

Numero de ventas (X) 1 2 3 4 5 6 7 8

Probabilidad [P (X)] 0.04 0.15 0.20 0.25 0.19 0.10 0.05 0.02

Resp. E(X) = 4.00, V(X) =252

Con referencia al problema 6.24, suponga que el vendedor obtiene una comisidén de $25,000 por cada venta que
realiza. Determine su comision diaria esperada (a) sustituyendo el monto de la comision por cada uno de los niUmeros
de ventas de la Tabla 6.14 y calcule la cantidad esperada por comisiones, y (b) multiplicando el numero
esperado de ventas que se calculd en el problema 6.24 por la comision que obtiene por cada venta.

Resp. (a)$ 100 000, (b) 100 000
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LA DISTRIBUCION BINOMIAL

6.26

6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

Existe una probabilidad de 90% de que un componente especifico se comporte en forma adecuada bajo condiciones
de alta temperatura. Si el aparato en el que se usa el componente tiene en total cuatro de ellos, determine la
probabilidad de cada uno de los siguientes eventos utilizando la férmula de las probabilidades binomiales.

(@) Todos los componentes se comportan de forma adecuada y, por lo tanto, el aparato funciona bien.

(b) El aparato no funciona bien porque falla exactamente uno de los cuatro componentes.

(c) El aparato no funciona porque falla uno o mas de los componentes.

Resp. (a) 0.6561, (b) 0.2916, (c) 0.3439

Verifique las respuestas del problema 6.26 construyendo un diagrama de arbol y calculando las probabilidades
mediante el uso de las reglas apropiadas de multiplicacion y de adicion.

Verifique las respuestas al problema 6.26 utilizando el apéndice 2.

Al utilizar la tabla de probabilidades binomiales, determine:

@ P(X=8n=20,p=030) (d) P (X = 5ln =10,p = 040)
() P(X=10n=20,p=0.30) () P(X>5n=10,p=040)
(¢) P(X=5n=20,p=030) ® P(X< 5n = 10, p = 040)

Resp. (a) 0.1144, (b) 0.0479, (c) 0.4165, (d) 0.2007, (¢) 0.1663, () 0.6330

Al utilizar la tabla de probabilidades binomiales, determine:

@ P(X=4n=12,p=070) (d) P(X< 3n = 8,p = 0.60)
®) P (X=9n=12,p=0.70) @) P(X = 5ln = 10, p = 0.90)
© P(X=3n=8,p=060) ® P (X> 7n = 10,p = 0.90)

Resp.(a) 0.0078, (b) 0.4925, (c) 0.1738, (d) 0.0499, (e) 0.0015, (f) 0.9298

Suponga que el 40% de los empleados a destajo de una empresa grande estan a favor de tener representacion
sindical y que se entrevista a una muestra aleatoria de 10 de ellos y se les solicita una respuesta anénima. ¢Cual
es la probabilidad de que (a) la mayoria de los que respondan, (b) menos de la mitad de los que respondan estaran
a favor de la representacion sindical?

Resp. (a) 0.1663, (b) 0.6330

Determine las probabilidades del problema 6.31, si el 60% de los empleados a destajo de la empresa estan a favor
de la representacion sindical.

Resp. (a) 0.6330, (b) 0.1663

6.33 Con referencia a la distribucion de la probabilidad del problema 6.24, ; pareceria que esta distribucion de probabilidad

tiene forma binomial? {Sugerencia: convierta la E (X) que se encontrd en el problema 6.24 en una proporcion y
utilice ese valor como valor p para compararlo con la distribucién binomial con n =10.)

Resp. Las dos distribuciones de probabilidad corresponden en forma cercana.
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LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

6.34

6.35

6.36

6.37

En una clase en la que hay 20 estudiantes, 15 estan insatisfechos con el texto que se utiliza. Si se le preguntara
acerca del texto a una muestra aleatoria de cuatro estudiantes, determine la probabilidad de que (a) exactamente
tres y (6) cuando menos tres de ellos estén insatisfechos con el texto.

Resp. (a) P=0.47, (b) P=%0.75

Verifique las respuestas al problema 6.34 construyendo un diagrama de arbol y calculando las probabilidades
mediante las reglas apropiadas de la multiplicacion y de la adicion.

En la seccion 6.5 se .sugirié que, en términos generales, puede utilizarse la distribucion binomial para aproximar las
probabilidades hipergeométricas cuando n < 0.05/V. Demuestre que la aproximacién binomial de los valores de
probabilidad que se solicitaron en el problema 6.34 es deficiente. (Sugerencia: utilice T/N como el valor de p para
la tabla binomial, la cual no se ajusta al requerimiento del tamafio de la muestra en este caso, porque n = 4 es
mucho mayor que 0.025 (20) = 1.)

Un equipo departamental incluye a cinco ingenieros y a nueve técnicos. Si se eligen al azar a cinco personas y se
les asigna a un proyecto, ¢cual es la probabilidad de que el equipo del proyecto incluya exactamente a dos
ingenieros? (Nota: éste es un replanteamiento del problema 5.57(a) para el cual se determind la respuesta mediante
analisis combinatorio.)

Resp. P=042

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD POISSON

6.38.

6.39

En promedio, seis personas utilizan un cajero bancario automatico cada hora, en el transcurso de las horas mas
concurridas en una tienda de departamentos. ¢ Cual es la probabilidad de que

(@) exactamente seis personas utilicen el cajero automatico durante una hora seleccionada al azar?
(b) menos de 5 personas utilicen la caja durante una hora elegida al azar?

(¢) nadie utilice la caja durante un intervalo de 10 minutos?

(d) nadie utilice la caja durante un intervalo de 5 minutos?

Resp. (a) 0.1606, (b) 0.2851, (c) 0.3679, (d) 0.6065

Suponga que el manuscrito para un libro de texto tiene en total 50 errores de mecanografia en el total de las 500
paginas que conforman el material, y que los errores estan distribuidos en forma aleatoria en todo el texto. ¢Cual
es la probabilidad de que

(@) un capitulo que cubre 30 paginas tenga dos o mas errores?
(b) un capitulo que tiene 50 paginas tenga dos o mas errores?
(c) una pagina elegida al azar no tenga error?

Resp. (a) 0.8008, (b) 0.9596, (c) 0.9048
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6.40 Se encuentra que soélo un generador de cada mil estd defectuoso, después de ser ensamblado en una planta

6.41

manufacturera, y los generadores defectuosos se distribuyen en forma aleatoria en toda la corrida de produccion.

(@) ¢Cuél es la probabilidad que un embarque de 500 generadores no tenga ningun generador defectuoso?
(b) ¢Cuél es la probabilidad que un embarque de 100 generadores incluya cuando menos un generador defectuo-
so?

Resp. Mediante la aproximacion de Poisson a las probabilidades binomiales. (a) 0.6065, (b) 0.952
Con referencia a la distribucion de probabilidad del problema 6.22, ; pareceria que esta distribucion de probabilidades

de llegadas sigue una distribucién de probabilidad Poisson? (Sugerencia: utilice la E(X) que se calculd en el problema
6.22 como la media (i} para determinar la distribucion Poisson con la que deben compararse las probabilidades.)

Resp. Las dos distribuciones de probabilidad corresponden en forma estrecha.

(Nota: en los problemas 7.16 a 7.22 se utilizan todas las distribuciones de probabilidad que se cubren en los capitulos 6
y7)

APLICACIONES EN COMPUTADORA

6.42 La probabilidad de que -dn componente electronico tenga defectos es 0.005.

(a) Utilizando algun programa de computadora, obtenga la tabla de probabilidades binomiales para el nimero de
componentes defectuosos si se utiliza n - 8 componentes en un aparato.

(b) Conreferencia a latabla, determine la probabilidad de que exactamente uno de los componentes tenga defectos.

(c) Con referencia a la tabla, determine la probabilidad de que uno o mas de los Componentes tengan defectos.

Resp. (b)0.0386, (c) 0.0393



Distribuciones de
probabilidad para variables
aleatorias continuas: normal
y exponencial

7.1 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

A diferencia de una variable aleatoria discreta, una variable aleatoria continua es la que puede tomar cualquier valor
fraccionario en un rango determinado de valores. (Véase la seccién 1.4.) Como existe un numero infinito de posibles
mediciones fraccionarias, no pueden enlistarse todos los valores posibles con una probabilidad correspondiente. Mas bien,
se define una funcién de densidad de probabilidad. Esta expresién matematica da la funcion de X, y se representa mediante
el simbolo f (X), para cualquier valor designado de la variable aleatoria X. A la grafica de una funcién de este tipo se le
denomina curva de probabilidad y el area entre dos puntos cualesquiera bajo la curva da la probabilidad de la ocurrencia
aleatoria de un valor entre esos dos puntos.

EJEMPLO 1. Para la distribucién continua de probabilidad de la figura 7-1, la probabilidad de que un embarque
seleccionado al azartenga un peso neto entre 3 000 y 4 000 kilogramos es igual a la proporcion del area total bajo la curva
qgue se encuentra en el area sombreada. Es decir, se define que el area total bajo la funcion de densidad de probabilidad es
igual a 1, y puede determinarse la proporcion de esta area que se encuentra entre dos puntos determinados aplicando el
meétodo de la integracion (del calculo diferencial e integral) junto con Ja funcion matematica de densidad de probabilidad para
esa curva de probabilidad.

LX)

-l 1
2000 4000 6000 8000 10000

12000 Peso, kg X)
Fig. 7.1

Existen diversas distribuciones continuas de probabilidad comunes que son aplicables como modelos a una amplia
gama de variables continuas en determinadas circunstancias. Existen tablas de probabilidades para esas distribuciones
estandar, haciendo que resulte innecesario el método de la integracién para determinar las areas bajo la curva de probabilidad
para estas distribuciones. Los modelos comunes de distribuciones de probabilidad continua que se describen en este capitulo
son las distribuciones normal y la exponencial.
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7.2 LA DISTRIBUCION NORMAL DE PROBABILIDAD

La distribucion normal de probabilidad es una distribucién continua de probabilidad que es, al mismo tiempo, simétrica y
mesokurtica (tal como se definié en la seccion 2.4.) Con frecuencia se describe a la curva de probabilidad que representa
a la distribuciéon normal como una campana, tal como se muestra en la curva de probabilidad de la figura 7-2.

fixy

r ——rwr—r—

Fig. 7.2

La distribucion normal de probabilidad es muy importante en inferencia estadistica por tres razones principales:
(1) Se sabe que las mediciones que se obtienen en muchos procesos aleatorios tienen esta clase de distribucion.
(2) Con frecuencia pueden utilizarse las probabilidades normales para aproximar otras distribuciones de probabilidad,
tales como las distribuciones binomial y Poisson.
(3) Las distribuciones de estadisticas como la media muestral y la proporcién muestral tienen distribucién normal
cuando el tamafio de la muestra es grande, sin importar la forma de la distribucién de la poblacién de origen (véase
la seccién 8.2).
Como se menciond antes, en el caso de las distribuciones continuas de probabilidad solo es posible determinar un
valor de probabilidad para un intervalo de valores. La altura de la funcion de densidad, o curva de probabilidad, para una
variable con distribucién normal esta dada por

J BT T
HE - —=—e (LA ¥ tdet]
_vlzwz (71)

en donde i es la constante 3.1416, e es la constante 2.7183, p es la media de la distribucion y  es la desviacion estandar
de la distribucion. Como cualquier combinacion distinta de ji y % genera una distribucion normal de probabilidad distinta
(todas ellas simétricas y mesokurticas), las tablas de las probabilidades normales se basan en una distribucion especifica:
la distribucién normal esténdar. Esta es una distribucion normal en la que u = & ¥ u =1. Cualquier valor X de una poblacién
con distribuciéon normal puede convertirse a su valor normal estandar equivalente, z, mediante la férmula

X-p

iTr

(7.2)

o

En el apéndice 5 pueden obtenerse las porciones de area para diversos intervalos de valores para la distribucion normal
estandar, en donde el limite inferior del Intervalo es siempre la media. Puede utilizarse esta tabla transformando los valores
designados de la variable X en valores normales estandar, y esta posibilidad hace que resulte innecesario utilizar el método
de la integracion con respecto a la ecuacion de la funcion de densidad.
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EJEMPLO 2. Se sabe que el tiempo Util de un componente eléctrico tiene una distribucién normal con mediap- 2 000
horas y desviacion estandarer- 200 horas. La probabilidad de que un componente elegido al azar dure entre 2 000y 2 400
horas se determina de la siguiente manera.

En la figura 7-3 se ilustra la curva de probabilidad (funcién de densidad para este problema y también se sefiala la
relacion entre la escala de horas, X, y laescala normal estandarz. Ademas, la parte sombreada es el area bajo la curva que
corresponde al intervalo "2 000 a2 400".

El limite inferior del intervalo es la media de la distribucién y, por lo tanto, se encuentra en el valor z - 0. El limite
superior del intervalo designado, en términos de un valorz, es:

Xop Zao0-2oob s

w _—— 20
T I 200
P

= M
= B0

1 1 1

Laanl L L X, horas
1 [ 1 1 1 'l Fl
i -2 -1 L} e <F °F| z Unidad normal estandar

Fig. 7.3

Del apéndice 5, se encuentra que
P(0<z<+ 2.0)=04772
Por lo tanto,

P(2 000 < X < 2 400) = 0.4772

Por supuesto, no todos los problemas implican un intervalo en el que la media es el limite inferior. Sin embargo, puede
utilizarse el apéndice 5 para determinar el valor de probabilidad asociado con cualquier intervalo de interés, realizando la
adicién o substraccién de areas, segun sea necesario, o utilizando el hecho de que la curva es simétrica. En el ejemplo 3,
y en los problemas 7.1 a 7.8 se incluyen diversos ejemplos de esta clase de aplicaciones.

EJEMPLO 3. Con respecto a los componentes eléctricos que se describieron en el ejemplo 2, suponga que interesa la
probabilidad de que un componente elegido al azar dure mas de 2 200 horas.

Debe observarse que, por definicidn, la proporcion total del area que se encuentra del lado derecho de la media de
2 000 en lafigura 7-4, es 0.5000. Por ello, si se determina la propprcion entre la mediay 2 200, puede restarse este valor
de 0.5000 para obtener la probabilidad de que las horas X sean mayores que 2 200, lo cual se representa graficamente
mediante la porcién sombreada de la figura 7-4.

20 - 2000 -
Ty =+ Lip
POX 5+ 10203413 fdel opindice 51
Pz > 107 = 5000 - 3415 - 01557
Por tanto, A 220 =LL5ET
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FIX) .
A = 2000
= 200

X, horas

-a -3 -1 u -1 +2 +3 r Unidad normal estandar
Flg. 7.4

El valor esperado de una variable aleatoria con distribucién normal es (en donde puede calcularse la media p de la
poblacién mediante las formulas que se presentaron en las secciones 3.2 y 3.8):

(7.3)
E(X]=y

Y, la varianza de una variable aleatoria con distribucién normal es (en donde la varianza n” de la poblacién puede
calcularse mediante las férmulas que se presentaron en las secciones 4.5,4.6 y 4.12):

(7.4)
KX} =o?

7.3 PUNTOS PERCENTILES PARA VARIABLES CON DISTRIBUCION NORMAL

Puede recordarse de lo visto en la seccion 3.7, que el punto percentil 90 es el punto de la distribucion tal que el 90% de los
valores se encuentran por debajo de él y el 10% por encima. Para la distribuciéon normal estéandar, es el valor de z tal que
la proporcion total de area a la izquierda de ese valor, bajo la curva normal, es 0.90.

EJEMPLO 4. En la figura 7-5, se ilustra la posicién del punto percentil 90 para la distribuciéon normal estandar. Para
determinar el valor requerido de z, se utiliza el apéndice 5 en el sentido contrario al comun, porque, en este caso, el area
bajo la curva entre la media y el punto de interés es 0.40, tal como se ha especificado, y se desea determinar el valor
correspondiente de z. En el apéndice 5 se busca en el cuerpo de la tabla el valor mas cercano a 0.4000. Este valor resulta
ser 0.3997. Determinando los encabezados del rengldn y de la columna, se encuentra que el valor de z asociado con esta
areaes 1.28y, porlotanto, Zpar + 1.28.

Dado el procedimiento de este ejemplo 4, que permite determinar un punto percentil para la distribucién normal
estandar, puede determinarse un punto percentil para una variable aleatoria con distribucién normal conviniendo el valor
pertinente de z al valor que se requiere de X, mediante la formula

:!{-.'.li-gg: (75)
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fiz)

Fig. 7.5

EJEMPLO 5.  Para la vida util de los componentes eléctricos que se describieron en los ejemplos 2 y 3, y utilizando la
solucién del ejemplo 4, el punto percentil 90 para la vida util de los componentes es

¥=ud pa= T 000+ (1.26X200) = 2256 b

Para los puntos percentiles que se encuentran por debajo del B[}® percentil, el valor asociado de z sera negativo, puesto
que ese valor se encuentra por debajo del 0 de la distribucién normal estandar.

EJEMPLO 6. Al continuar con el ejemplo 5, suponga que se desea determinar la vida util de los componentes, de manera
que sdlo el 10% de ellos fallen antes de ese tiempo (el punto percentil 10). En la figura 7-6, se ilustra el area correspondiente
de la distribucion de probabilidad normal estandar. Tal como se hizo en el ejemplo 4, se busca en el cuerpo de la tabla del
apéndice 5 el area que esté mas cercana a 0.4000 pero, en este caso, se toma un valor z negativo. La solucién es

Xmyvgae2 000+ (-L2E%I0) = | 744 h

7.4 APROXIMACION NORMAL A PROBABILIDADES BINOMIALES

Cuando el numero de observaciones o ensayos n es relativamente grande, puede utilizarse la distribucion normal de
probabilidad para aproximar las posibilidades binomiales. Una regla conveniente consiste en afirmar que ésas aproximacio-
nes son aceptables cuando = 30, y tanto np = 5 como /&j = 5. Esta regla, en combinacion con la que se proporciona en la

i)

Fig. 7.6

seccion 6.7 con respecto a la aproximacion de Poisson a las probabilidades binomiales, significa que en ios casos en que
n > 30, las probabilidades binomiales pueden aproximarse, ya sea mediante la distribucion normal o la de Poisson,
dependiendo de los valores np y nq. Algunos otros textos pueden utilizar reglas un tanto distintas para determinar los casos
en los que esas aproximaciones son apropiadas.
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Cuando se utiliza la distribucion normal de probabilidad como base para aproximar un valor binomial de probabilidad,
la media y la desviacion estandar se basan en el valor esperado y la varianza del nimero de éxitos de la distribucion binomial,
segun se vio en la seccion 6.3. El nimero promedio de "éxitos" es

w=np (7.6)
La desviacion estandar del nimero de "éxitos" es
a={npg (7.7)

EJEMPLO 7. Se ha observado que para un grupo grande de prospectos de venta, el 20% de los que un vendedor visita
en forma personal realizan la compra. Si un representante de ventas visita a 30 prospectos, puede determinarse la
probabilidad de que 10 o mas de ellos realicen una compra utilizando las probabilidades binomiales de la apéndice 2:

BN T b= M p= 020 = PrE = (0] F Y =2}
= 0.0355 +0.0161 + 0.0064 + 0.0022 + 0.0007 + 0.0002
= 0.0611 (el valor de la probabilidad binomial)

Ahora, se verifica si se satisfacen los criterios para la aproximaciéon normal

Bz M0 Si, n=30
Fsng > 57 Si, np=30(0.20) = 6
Fis ng > 5% Si, ng = 30(0.80) = 24

La aproximacion normal del valor binomial de probabilidad es
g HE = 300 R — 6l
= mpg = IR0 - T =200
Poprl X MR =30, p= DM & P X =45p 60, 7 =2.19)

(Nota: esto incluye una correccion por continuidad que se analizé anteriormente.)

L K- BI-60 35
" u L 219 .
PLYS BS[L = 6, o = 2 10 = Pz > = 1600
= 050K - M0 £z <+ [k = 0SM - 043457

= (hik54d (la aproximacion normal)

En el ejemplo 7, se supone que la clase de eventos "diez 0 mas" comienza en 9.5, cuando se utiliza la aproximacion
normal. A este ajuste de media unidad se le denomina correccién por continuidad. Se requiere porque es necesario asignar
toda el area bajo la distribucién normal continua a algun evento numérico, aun cuando no es posible tener un nimero
fraccionario de éxitos (por ejemplo, entre "nueve compradores" y "diez compradores"). En otras palabras, en el proceso de
una aproximacion normal, debe considerarse que un evento discreto tal como "diez compradores” representa un intervalo
continuo de valores que varian desde un limite exacto inferior de 9.5 hasta un limite exacto superior de 10.5. Por lo tanto, si
en el ejemplo 7 se hubiera solicitado la probabilidad de "mas de diez compradores”, la correccién por continuidad apropiada
implicaria sumar 0.5 al 10, y determinar el area para el intervalo que comienza en 10.5. Siguiendo este razonamiento, el 0.5
se afiade o se substrae como una correccion por continuidad, de acuerdo con la forma del planteamiento de probabilidad:
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[~

(1) Seresta 0.5 de X cuando P(X > X;) se requiere.
(2) Seresta0.5 de X cuando P(X < X;) se requiere.
(3) Sesuma 0.5 de X cuando P(X < Xj) es requerido.
(4) Sesuma0.5 de X cuando P(X > Xj) es requerido.

7.5 APROXIMACION NORMAL A PROBABILIDADES DE POISSON

Cuando la media & de una distribucion Poisson es relativamente grande, puede utilizarse la distribucion normal de
probabilidad para aproximar probabilidades tipo Poisson. Una regla practica consiste en afirmar que esa aproximacion es
aceptable cuando & = 10.0.

La media y la desviacion estandar de la distribucién normal de probabilidad se basan en el valor esperado y la varianza
del nimero de eventos de un proceso Poisson, segun se identifico en la seccién 6.6. Esta media es

H=1% (7.8)
La desviacién estandar es

o=+ (7.9)

EJEMPLO 8.  El nimero promedio de solicitudes de servicio que se reciben en un departamento de reparacion de
magquinaria por cada turno de 8 horas es 10.0. Puede determinarse la probabilidad de que se reciban mas de 15 solicitudes
en un turno de 8 horas elegido al azar utilizando el apéndice 4:

P X =154 = 10.0) = P(X=16)+ P(X=17)++ +
- 0.0217 +0.0128 + 0.0071 + 0.0037 +0.0019 + 0.0009 + 0.0004 + 0.0002 + 0.0001
=0.0488 (La probabilidad Poisson)

Como el valor d*es (cuando menos) 10, la aproximacion normal al valor de probabilidad Poisson resulta ser aceptable.
La aproximacion normal del valor de probabilidad Poisson es

=4 =100
o=y =-100=116
Pratane] X 7 15| 4 = Wik = Py, X == 155 = 100 o= 305%

(Nota: Esto incluye la correccion por continuidad que se analizé anteriormente.)

_K-p_iSS-100_ 55
T 318 3ag- kT

Mrz+ L0y =G5HH - PRz 5 - 1.741=0.5000-0.4591 =0.0409 (la aproximacion normal)

La correccién por continuidad que se aplico en el ejemplo 8 es del mismo tipo que la correccion que se describid para
la aproximacion normal de probabilidades binomiales. Las reglas que se revisaron en la seccién 7.4 con respecto al 0.5 que
se sumay se resta a la X“se aplican de igual manera a la situacién en la que se utiliza la distribucion normal para aproximar
probabilidades Poisson.
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7.6 LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL DE PROBABILIDAD

Si se presentan eventos en el contexto de un proceso Poisson, tal como se describio en la seccidn 6.6, entonces la longitud
del tiempo o el espacio entre eventos sucesivos tiene una distribucion exponencial de probabilidad. Como el tiempo o el
espacio son continuos, una medicion de este tipo es una variable aleatoria continua. Tal como resulta ser cierto para cualquier
variable aleatoria continua, no tiene sentido preguntar " cual es la probabilidad de que la primera solicitud de servicio llegue
exactamente en un minuto?". Mas bien, se debe determinar un intervalo dentro del cual debe ocurrir el evento, como por
ejemplo preguntando " cual es la probabilidad de que la primera solicitud de servicio llegue en un minuto?".

Como los procesos Poisson son estacionarios, y se tiene una probabilidad igual de que el evento ocurra a todo lo largo
del periodo relevante de tiempo, la distribucion exponencial se aplica: si lo que interesa es el tiempo (o espacio) hasta la
ocurrencia del primer evento, o el tiempo entre dos eventos sucesivos, o el tiempo que transcurre hasta que se presenta el
primer evento, después de cualquier punto en el tiempo elegido ai azar.

La probabilidad exponencial de que ocurra el primer evento dentro del intervalo designado de tiempo o espacio es (en
donde % es el numero promedio de ocurrencias para el intervalo de interés, segun la seccién 6.6);

PT=t=1-¢* {7.10)

De manera similar, la probabilidad exponencial de que el primer evento no ocurra dentro del intervalo designado de tiempo
0 espacio es

PiT=tp=e"" (7.11)

Para las dos férmulas anteriores, puede obtenerse el valor de &™ en el apéndice 3.

EJEMPLO 9. En un departamento de reparacién de maquinaria se reciben 5 solicitudes por hora en promedio.
Comenzando la observacion en cualquier punto del tiempo, la probabilidad de que se reciba la primera solicitud de servicio
dentro de un lapso de media hora es

Promedio por hora - 5.0
X = Promedio por media hora » 2.5
Fel-ophel-ptl=]-00820%=331732  (del apéndice 3)

El valor esperado y la varianza de una distribucién exponencial de probabilidad, en donde la variable se designa como
tiempo T, son

I
P[T]_?{: (7.13)

7.7 APLICACIONES EN COMPUTADORA

Es frecuente que los programas de computacion para andlisis estadistico incluyan la posibilidad de obtener probabilidades
para intervalos de valores con variables con distribucion normal. En los problemas 7.23 y 7.24 se ilustra el calculo de este
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tipo de probabilidades y, también, el de puntos percentiles para variables aleatorias con distribuciéon normal, utilizando una
computadora.

Problemas resueltos

LA DISTRIBUCION NORMAL DE PROBABILIDAD

7.1 Se ha ajustado el proceso de fabricacion de un tomillo de precision de manera que la longitud promedio de los tornillos
sea p- 13.0 cm. Por supuesto, no todos los tornillos tienen una longitud exacta de 13 centimetros, debido a fuentes
aleatorias de variabilidad. La desviacion estandar de la longitud de los tornillos es # - 0.1 cm y se sabe que la
distribucion de las longitudes tiene una forma normal. Determine la probabilidad de que un tomillo elegido al azar
tenga una longitud de entre 13.0 y 13.2 cm, e ilustre la proporcion de area bajo la curva normal asociada con este
valor de probabilidad.

De lafigura 7.7,
X—p 132-1310

T
e 0.1

PI0=X =133 - Pi<z=+200=04772  (del apéndice 5)

7.2 Para la situacion que se describi6 en el problema 7.1, ¢ cual es la probabilidad de que la longitud del tornillo exceda
de 13.25 cm? llustre la proporcién del area bajo la curva normal correspondiente a este caso.

Con referencia a la figura 7-8,

fix) FX)

X, cm ¥+ 1D3: X, o

Fig. 7.8

X-—p 13Y-130
= —= =

o ki
P(X> 13.25) = P(z> +2.5) =0.5000 - 0.4938 = 0.0062

+15

7.3 Del problema 7.1, ¢ cual es la probabilidad de que la longitud del tornillo esté entre 12.9 y 13.1 cm? llustre la proporcion
de area bajo la curva normal correspondiente a este caso.
Con referencia a la figura 7-9,
. X,—p 129-130
VU oa g

.H.';—u 13.1-1%0
R ket R I |

=7 0l

P28 =X =<13.1) = P{—1J0= z = +1.0}=0.3413+0.3413 = 0.6826

=—10
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(Nota: ésta es la proporcién de area desde -1 .0za u, mas la proporcion desde u hasta + 1 .0z. Note también que,
como la distribucion normal de probabilidad es simétrica, las areas hacia la izquierda de la media para valores
negativos de z son equivalentes a las areas que se encuentran del lado derecho de la media.)

7.4 ;Cual es la probabilidad de que la longitud de los tornillos del problema 7.1 se encuentre entre 12.8 y 13.1 cm? llustre
la proporcion del area bajo la curva normal para este caso.

FiX) fiX

0 e Gki ¥ om
) o K

Fig. 7.9

Con referencia a la figura 7-10,

_X-u_l28-130_-02

20
i el o
X.—pw L3T1- 134 b1
- T —m————— = — 4}
=T ol ol

Plita=X=131p=P[-20==z= | }=04T72 +{03413 - DLA1RE

7.5 En el problema 7.1, ;cudl es la probabilidad de que la longitud del tomillo esté entre 13.1 y 13.2 cm.? llustre la
proporcion del area bajo la curva normal que es relevante en este caso.
Con referencia a la figura 7-11,

XN—p 131-138

S '-T—Tl.l}
Ao—u 'I:!-E 13“ "
= —— --...I:I
F = 'I}'l

P X =130 = Pl 10 s = 42000 = 04TTL - I]]-ﬂ-]'l- i.1359

(Nota: la probabilidad es igual a la proporcion del érea de 13.0 a 13.2, menos la proporcion de area de 13.0 a 13.1.)

m |4 ‘ N
1an k1 1ae

Y, X, .i'l!n'llr'l
I

Fig. 7.11 Fig. 7.12
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7.6 El tiempo que se requiere para reparar cierto tipo de transmisién automotriz en un taller mecanico tiene distribucion
normal con media p=45 min y desviacién estandar « = 8.0 min. El gerente de servicio planea hacer que se inicie la
reparacion de la transmision de los automdviles de los clientes diez minutos después de que se recibe el vehiculo, y

le dice al cliente que el automévil estara listo en una hora. ¢, Cuél es la probabilidad de que el gerente esté equivocado?
llustre la proporcién de area bajo la curva normal para este caso.
De lafigura 7-12,

P{X = 50 min), puesto que el trabajo real comienza en 10 minutos

- -4
e B A s
B0 &D

P(X >580) = P(z > +0.62) = 0.5000 - 0.2324 = 0.2676

I=e———=—

PUNTOS PERCENTILES PARA VARIABLES DISTRIBUIDAS NORMALMENTE

7.7  Con referencia al problema 7.6, ;qué asignacion de tiempo de trabajo se requiere para que haya una probabilidad

del 75% de que la reparacién de las transmisiones se lleve a cabo dentro de ese tiempo? llustre la proporcion de
area correspondiente.

Tal como se ilustra en la figura 7-13, entre la media y el punto percentil 75 se incluye una proporcion de area
del 0.2500. Por lo tanto, el primer paso en la solucién implica determinar el valor de z requerido encontrando el area
en el cuerpo de la tabla del apéndice 5 que esté mas cercano a 0.2500. El area mas proxima es 0.2486, con
z, 1p=H2.B7. Después, se convierte este valor de z en el valor que se requiere de X, de la siguiente manera:

¥ = 4+ 70 =45+ (0.67)(8.0) = 50.36 min

f X}

L -]

Aa0g X, min
Fig. 7.13

7.8 Con referencia al problema 7.6 ;cual es la asignacion de tiempo de trabajo que se requiere para que haya una

probabilidad de sélo el 30% de que pueda terminarse el trabajo de reparacién dentro de ese lapso? llustre la proporcion
de area correspondiente.

Como una proporcién de area de 0.30 se encuentra a la izquierda del valor desconocido de X en la figura 7-14,
se sigue que hay una proporcion de 0.20 entre ese punto percentil y la media. Consultando el apéndice 5, se encuentra
que la proporcién de area mas cercana a ese valor es 0.1985, al cual corresponde un valor de Zg g *-0.52. El valor

de z es negativo porque el punto percentil se encuentra del lado izquierdo de la media. Finalmente, se convierte el
valor de z al valor que se requiere de X.
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Por lo tanto,

fix)

X, min

APROXIMACION NORMAL A LAS PROBABILIDADES BINOMIALES Y POISSON

7.9 Se ha encontrado que el 70% de las personas que entran a un centro comercial realizan cuando menos una compra.
Para una muestra de n = 50 personas, ¢cual es la probabilidad de que cuando menos 40 de ellas realicen una o mas
compras?.

Puede utilizarse la aproximacion normal del valor binomial de probabilidad que se requiere porque m>330, np

Sywngzh
po—ap = (S0 =350
or = rpy — T T AN =+ 1.5 = 1.14

Pl X =40 =50, pe OTO = P X =305 w— 358, r =320

(Nota: se incluye la correccién por continuidad que se describié en la seccién 7.4.)

_X—p_ W3-35D_ 4
T T am ias
PY =30 - Pl +1,39]) = 0.5EH =G T =100H2]

= 11.30

7.10 Para la situacion que se describe en el problema 7.9, ;cual es la probabilidad de que menos de 30 de entre 50
personas muestreadas realicen cuando menos una compra?.
Al considerar que, del problema T.E.Ji- 350y a = 324

Prtnaeumtl X <% 3 1= 50, 1 = 0,700 % Pyt X 5 29.5| = 358 o =3.24)
(Nota: se incluye la correccion por continuidad que se describié en la seccién 7.4).
. A-p B5-350 -53

- 374 134
PUX STy = Ple = - 100 =d5000 — 0,4554 = D ads

==L

7.11  Se sabe que las solicitudes de servicio llegan en forma aleatoria y en forma de proceso estacionario a un promedio
de 5 solicitudes por hora. ¢Cual es la probabilidad de que se reciban mas de 50 solicitudes de servicio durante un
turno de 8 horas?
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Como la media del periodo dé 8 horas para este proceso de Poisson excede k = 10, puede utilizarse la
distribucion nomal de probabilidad para aproximar el valor de probabilidad Poisson. Como = %= 4kl ya= o=

Y 0.5 - 6,22,
Frupenl A > SO = dihilbper B (X 2 508 | o = dDD = 6.32)

(Nota: se incluye la correccién por continuidad.)

puca SS-abn ws
- .32 £.32
P[X =50.5) = Py + L66) =0,5000— 04545 — 00483

=—+1.68

Con referencia al problema 7.11, ;cual es la probabilidad de que se reciban en un turno de 8 horas, 35 o menos
solicitudes de servicio?
Como n®=40.0 y a = 6.32,

Foanenl X = i) b =30,0) = Py, of X <358 e ~ $bib or— B30

(Nota: Se incluye la correccién por continuidad.)

X-p 355 400 -d5
= — e —— . 1]
- 611 4at

PLE = 1550 — Plza —071 03000 2602 —0.2388

LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL DE PROBABILIDAD

7.13

En promedio, cada dos dias llega un barco a determinado muelle. ¢;Cual es la probabilidad de que, después de la
salida de un barco, pasen cuatros dias antes de la llegada del siguiente?

Promedio por dos dias - 1.0
Promedio por dia=0.5

& = promedio de periodo de cuatro dias =4 x0.5 = 2.0
PTady=g-twpe 202313534 (del apéndice 3)

Cada rollo de 500 metros de lamina de acero tiene dos defectos en promedio. ¢ Cual es la probabilidad de que, al
desenrollar la lamina de acero, se encuentre el primer defecto en el primer segmento de 50 metros?

Promedio por rollo de 500 metros =2.0
% = Promedio por segmento de 50 metros= f—u =0

BFLR0) =1 wptm | p%%a ] (RA1873 = 018127 (del apéndice 3)

Puede transformarse una aplicacion que implique el uso de la distribuciéon exponencial a una forma de distribucion
Poisson, y viceversa. Para ilustrar este tipo de transformacién, supéngase que llega un promedio de 4 aviones a un
hangar para su reparacion, por cada periodo de 8 horas, (a) ¢Cual es la probabilidad de que la primera llegada no
ocurra durante la primera hora de trabajo? (b) Demuestre que el problema equivalente, usando la distribucién Poisson
es equivalente a la probabilidad de que no haya llegadas en el periodo de una hora, (c) ¢Cual es la probabilidad de
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que la primera llegada ocurra dentro de la primera hora? (d) Demuestre que el problema equivalente, usando el
enfoque Poisson corresponde a la probabilidad de que haya una o mas llegadas durante el primer periodo

(@) +=03%  (por hora)
AT 1) == %5 = DAKGS]
(b) FEX =04 = B.51 = 0063
(c) *=03F  (porhora)
HFE=1-¢" =1 -4=1-0.60653=039347 (del apéndice 3)
(d) FLXEUA= 5} - 1- #1X =) = 10000 - 0.6065 = 03935  (del apéndice 4)

(del apéndice 3)
(del apéndice 4)

Asi, se observa que en ambas transformaciones las respuestas son idénticas, excepto por el nimero de digitos
que se incluyen en las dos tablas.

PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

(Nota: en los problemas 7.16 a 7.22 se ilustra el uso de las distribuciones de probabilidad que se cubrieron en los
capitulos 6y 7.)

7.16 Un embarque de 10 maquinas Incluye una defectuosa. Si se eligen 7 maquinas al azar de ese embarque, ¢jcual es
la probabilidad de que ninguna de las 7 esté defectuosa?

Al utilizar la distribucion hipergeométrica (vease la seccion 6.5),

rX|N Tn= lr_)

()
F‘i?l.'—':l|.'-q'—m,]"_Ln_-,-]_(_w_}}( ( T2l {_)_[361.,11__ -
U

7.17 Suponga que en el problema 7.16, la proporcion global de maquinas con defectos es de 0.10, pero que se ensambla

un numero grande de ellas en la planta. ;Cual es la probabilidad de que una muestra aleatoria de 7 maquinas no
incluya ninguna defectuosa?

Al utilizar la distribuciéon binomial (véase la seccién 6.3),

P(X=0{n=7,p=0.10)=0.4783  (del apéndice 2)

7.18 Suponga que la proporcion de maquinas que tienen defectos en una operacion de ensamble es 0.10, y que se incluye
una muestra de 200 maquinas en un embarque especifico. ¢ Cual es la probabilidad de que cuando menos 30 de las
200 maquinas estén defectuosas?

En este caso, resulta aceptable el uso de la aproximacion normal a la distribucion binomial de probabilidad que
se describi en la seccién 7.4, porque st % 30, mp xSy * &
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B g = {HH{0L 140 = 2000
T N b TR LT T P A T PN R |
Pt X = 30| = 20D, p = 1A0) = Py X 2295 [ g = B = 324

(Nota: se Incluye la correccién por continuidad.)
A—p MH—Md 03
:____.l-l_'_ - =——=-1H
L 1.4 4.4

FOY > 29.51 = Pz x+224) = 05000 - 04875 = 00125 (del apéndice 5)

Suponga que la proporcion de maquinas defectuosas en una operacion de ensamble es de 0.01, y que se incluye
una muestra de 200 de ellas en un embarque especifico. ;Cudl es la probabilidad de que 3 0 menos maquinas estén
defectuosas?

En este caso, resulta aceptable el uso de la aproximacién de Poisson a la distribucion binomial de probabilidad
(seccion 6.7) porquert 2 ¥l ynp 2 5,

A=npe QHNHOLL) = 20
Pl X = Yo = 200k p = 00K 5 P (8 5 34 = 18}
L1357 + 02707 + Q2AT0T - ¢ 1804 = 0.8371
(del apéndice 4)

Un promedio de 0.5 clientes por minuto lleca a una caja de salida. Después de que el cajero inicia sus operaciones,
¢cual es la probabilidad de que tenga que esperar, cuando menos 3 minutos, antes de que llegue el primer cliente?
Al utilizar la distribucién exponencial le probabilidad que se describié en la seccion 7.6,

Promedio por minuto = 0.5
A = promedio por 3 minutos -0.5 %3 - 15
P(T=3)- gt=p'*u 032313 (del apéndice 3)

Un promedio de 0.5 clientes por minuto llega a una caja de salida en un almacén. 4 Cuadl es la probabilidad de que
lleguen 5 0 mas clientes en un intervalo dado de 5 minutos?
De la seccion 6.6, de la distribucion de probabilidad Poisson

Promedio por minuto =0.5
% = promedio por 5 minutos = 0.2 5 - 2.5
P 2 8)a = 2.5) = 0.0668 +0.0278 + 0.0099 + 0.0031 + 0.0009 + 0.0002 - 0.1087
(del apéndice 4)

Un promedio de 0.5 clientes por minuto llega a una caja de salida de un almacén ¢ Cual es la probabilidad de que
lleguen mas de 20 clientes a la caja en un intervalo especifico de media hora?

Aqui resulta aceptable el uso de la aproximacién normal a la distribucion de probabilidad Poisson que se
describié en la seccién 7.5, porque & £10.0

Promedio por minuto - 0.5
% = promedio por 30 minutos - 0.5 # 30 - 15.0
Hwdo= 170
o=k = {150 =387
P i d X = 20 = 15w P, (2 205 = L5, 7 - AT

(Nota: se incluye la correccion por continuidad.)
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K-y 950 150
Ty TR
FX>205)= P2+ 1.42)=0.5000 - 0.4222 - 0.0778  (del apéndice 5)

APLICACIONES EN COMPUTADORA

7.23 Del problema 7.1, la longitud promedio de los tornillos es p = 13.0 cm, con & = 0.1 cm. Las longitudes tienen una
distribucién normal. Utilizando un paquete disponible de computacion, determine la probabilidad de que la longitud

de un tornillo elegido al azar (a) exceda 13.25 cm, y (b) se encuentre entre 12.9y 13.1 cm.

(@) Con referencia a la figura 7-15, obsérvese que la probabilidad que se reportd inicialmente, 0.9938, es la
probabilidad acumulada entre infinito negativo y el valor designado, 13.25. Por lo tanto, la légica que se sigue en
la parte restante del resultado, consiste en obtener la respuesta que se requiere mediante sustraccion de la

siguiente manera:

P(X> 13.25) = 1.0000-P(X< 13.25)
= 1.0000-0.9938 = 0.0062

(Esta solucion corresponde a la respuesta que se obtuvo en forma manual en el problema 7.2.)

MTB > CDF AT 13.25;
SUB > NORMAL MU = 13.0, SIGMA = 0.1.

2.50 0.9936
MTB > SUBTRACT .0.9938 FROM 1.0000, PUT ANSWER IN KI1
ANSWER = 0.0068

Fig. 7.15 Resultado de Minitab para el problema 7.23 (a).

(b) Con referencia a la figura 7-16, y restando de nueva cuenta las probabilidades que se incluyen en los resultados:

P(12.9 < X < 13.1) = P(X< 13.1) -P(X<12.9)
=0.8413-0.1587 = 0.6826

(Esta solucion corresponde a la respuesta que se obtuvo en forma manual en el problema 7.3.)

MTB > CDF AT 12.9;

SUBC> NORMAL MU = 13.0, SIGMA = 0.1.
-1.00 0.1587

MTB > CDF AT 13. 1;

SUBC> NORMAL MU = 13.0, SIGMA = 0.1.

1.00 0.8413
MTB > SUBTRACT 0.1587 FROM 0.8413, PUT ANSWER IN K1
ANSWER = 0.6826

Fig. 7.16 Resultado de Minitab para el problema 7.23 (b).
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7.24 Del problema 7.6, el tiempo que se requiere para la reparacion de las transmisiones tiene distribucion normal, con p

- 45 min y = = 8.0 min. Utilizando algun programa de computadora, determine el tiempo al (a) punto percentil 75, y
(b) punto percentil 30.

(a) Con referencia a la figura 7-17, la respuesta es 50.3959 min. (Esta respuesta corresponde a la que se obtuvo en
forma manual en el problema 7.7, excepto por la ligera diferencia que se debe al redondeo).

MTB > INVCDF AT 0.75;
SUBC > NORMAL MU = 45.0, SIGMA = 8.0.
0.75 50.3959

F g. 7.17 Resultado de Minitab para el problema 7.24 (a).

(b) Con referencia a la figura 7-18, la respuesta es 40.8048 min. (Esta respuesta corresponde a la que se obtuvo en
forma manual en el problema 7.8, excepto por la ligera diferencia debida al redondeo.)

MTB > INVCDF AT 0.30;
SUBC> NORMAL MU = 45.0, SIGMA = 8.0.
0.30 40.3048

Fig. 1.18 Resultado de Minitab para el problema 7.24 (b).

Problemas complementarios

LA DISTRIBUCION NORMAL DE PROBABILIDAD

7.25 El promedio de estudiantes inscritos en jardines de nifios es de p = 500, con desviacion estandar o = 100. El numero
de alumnos inscritos tiene una distribucion aproximadamente normal. ¢ Cual es la probabilidad de que el nUmero de
alumnos inscritos en una escuela elegida al azar esté (a) entre 500 y 6507, (b) ¢ Entre 450 y 6007?

Resp. (a) 0.4332, (b) 0.5328

7.26 Paralos datos de las escuelas correspondientes al problema 7.25, ¢ cual es la probabilidad de que un jardin de nifios
elegido al azar tenga (a) menos de 300 alumnos inscritos? (b) ¢ Mas de 6507

Resp. (a) 0.0228, (b) 0.0668

7.27 Se ha determinado que la vida util de cierta marca de llantas radiales tiene una distribucién normal con = 38 000
kilbmetros y a= 3 000 kildmetros, (a) ¢, Cual es la probabilidad de que una llanta elegida al azar tenga una vida util
de cuando menos 35 000 kilémetros? (b) ¢ Cual es la probabilidad de que dure mas de 45, kildémetros?

Resp. (a) 0.8413. (b) 0.0099

7.28 Un distribuidor hace un pedido de 500 de las llantas especificadas en el problema 7.27. ; Aproximadamente cuantas
llantas duraran (a) entre 40 000y 45 000 kilémetros? (b) ¢40 000 kildmetros o mas?

Resp. (a) 121, (b)126
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7.29 Una persona compra 4 de las llantas que se describieron en el problema 7.27. ; Cual es la probabilidad de que las
4 llantas duren (a) cuando menos 38 000 kildmetros?, (b) ¢, Cuando menos 35 000 kilémetros? (Sugerencia: después
de obtener la probabilidad para una llanta, utilice la regla de la multiplicacién para eventos independientes que se vio
en la seccion 5.6 para determinar la probabilidad para las 4 llantas,

Resp. (a) 0.0625, (6) 0.5010

7.30 Se ha encontrado que el tiempo de servicio que se requiere por persona en una caja bancaria tiene una distribucion
aproximadamente normal con media » = 130 segundos y « - 45 segundos. ¢Cual es la probabilidad de que una
persona elegida al azar (a) requiera menos de 100 segundos para terminar sus transacciones? (b) ¢ Pase entre 2.0
y 3.0 minutos en la caja bancaria?

Resp. (a) 0.2514, (b) 0.4538

PUNTOS PERCENTILES PARA VARIABLES DISTRIBUIDAS NORMALMENTE

7.31 El nimero de alumnos inscritos en un conjunto de jardines de nifios de determinada zona tiene media u = 500 y
desviacion estandar # 100. El nimero de alumnos inscritos tiene una distribucion normal. ;Qué nimero de alumnos
inscritos se encuentra en el (a) punto percentil 50, (b) punto percentil 30 y (c) punto percentil 90?

Resp. (a) 500, (b) 448, (c) 628

7.32 Bajo las condiciones que se especificaron en el problema 7.30, (a) ¢qué tiempo necesitan el 20% de las personas
con las transacciones mas simples para terminar sus operaciones en la caja?, (b) jcuando menos qué tiempo se
requiere para las personas que se encuentran en el 5% mas alto del tiempo?

Resp. (a)92 sec, (b) 204 se c

APROXIMACION NORMAL A LAS PROBABILIDADES BINOMIAL Y POISSON

7.33 Paralos varios millares de articulos que se mantienen en existencia en una empresa, existe una probabilidad global
del 0.08 de que un articulo especifico (incluyendo tamafio y color determinados, etcétera) no se encuentre en
existencia. Si un embarque cubre los pedidos para 120 articulos distintos, ¢,cual es la probabilidad de que 15 o0 mas
de ellos no se encuentren en existencia?

Resp. 0.0495

7.34 Para el embarque que se describe en el problema 7.33, ;cudl es la probabilidad de que haya entre 10 y 15 articulos
gue no se encuentren en existencia?
Resp. 0.4887
7.35 Enel periodo mas ocupado, entre las 4 PM y 6 PM, un automévil entra a una gasolineria cada 3 minutos, en promedio.
¢ Cudl es la probabilidad de que cuando menos 25 automdviles entren a la gasolineria entre las 4y las 5 PM.
Resp. 0.1562
7.36 Para las llegadas de automoviles a la gasolineria que se describieron en el problema 7.35, ¢ cual es la probabilidad

de que entren menos de 30 automoviles entre las 4 y las 6 PM en un dia elegido al azar?

Resp. 0.0485



K

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 143

LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL DE PROBABILIDAD

7.37 En promedio, 6 personas utilizan un cajero bancario automatico cada hora, durante las principales horas comerciales

7.38

de una tienda de departamentos.
(@) ¢Cual es la probabilidad de que cuando menos pasen 10 minutos entre las llegadas de dos clientes?
(b) ¢ Cual es la probabilidad de que después de que salga un cliente, no llegue otro por cuando menos 20 minutos?

(c) ¢ Cual es la probabilidad de que llegue un segundo cliente antes de que pase un minuto después de que el primer
cliente comienza su transaccion bancaria?

Resp. (a) 0.36788, (b) 0.13534, () 0.09516

Suponga que el manuscrito para un libro de texto tiene un total de 50 errores de mecanografia incluidos en las 500
paginas del material, y que los errores estan distribuidos en forma aleatoria a lo largo del texto. Al comenzar a hacer
la revision ortografica de un capitulo especifico, ¢cual es la probabilidad de que el primer error en ese capitulo (a)
esté incluido dentro de las primeras cinco paginas?, (0) ¢ocurra después de las primeras 15 paginas?

Resp. (a) 0.39347 (b) 0.22313

PROBLEMAS DIVERSOS

7.39

7.40

7.41

(Nota: En los problemas 7.39 a 7.46 se utilizan todas las distribuciones de probabilidad que se cubrieron en los
capitulos 6y 7.)

Se ha encontrado que la distribucion de frecuencias de las estancias en un hospital es aproximadamente simétrica
y mesokurtica, con . - 8.4 y 15 - 2.6 dias (en donde se han medido las fracciones de dia). ¢Cual es la probabilidad
de que una persona elegida al azar permanezca en el hospital (a) menos de 5.0 dias?, (b) ¢Mas de 8.0 dias?

Resp. (a) 0.0951, (b) 0.5596

Una empresa que fabrica y comercializa una amplia gama de juguetes novedosos de precio bajo (tales como una
pelota que rebota en direccion inesperada) ha encontrado que, a largo plazo, el 40% de ios juguetes que fabrica tiene
cuando menos un éxito moderado de mercado. Si se han desarrollado 6 nuevos juguetes para su introduccion en el
mercado el siguiente verano, ¢ cudl es la probabilidad de que cuando menos 3 de ellos tenga un éxito moderado en
el mercado?

Resp. 0.4557
La empresa del problema 7.40 tiene 60 ideas para juguetes en proceso de desarrollo para su introduccién en los

siguientes afos. Si en algun momento dado se comercializan todos los 60 juguetes, ¢cudl es la probabilidad de que
cuando menos 30 de ellos tengan un éxito moderado en el mercado?

Resp.0.0735

7.42 De los problemas 7.40 y 7.41, suponga que el 5% de los juguetes que se comercializan resultan ser éxitos definitivos

de venta. Si se introducen en el mercado 60 nuevos juguetes en los siguientes afos, ¢cual es la probabilidad de que
ninguno de ellos resulte ser un éxito definitivo de ventas?

Resp. 0.0498

7.43 En promedio, llegan dos clientes por minuto a un puesto de refrescos de un estadio deportivo. ¢ Cual es la probabilidad

de que 5 0 mas clientes lleguen al puesto de refrescos en un minuto elegido al azar?

Resp. 0.0526
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7.44

7.45

7.46

ESTADISTICA APLICADA ! 7 |

Del problema 7.43, ; cual es la probabilidad de que después de abrir el puesto de refrescos pasen 2 minutos completos
antes de que llegue el primer cliente?

Resp.0.01832

Para la situacion que se describe en el problema 7.43, ;Cudl es la probabilidad de que lleguen al puesto mas de 5
personas durante un periodo de media hora?

Resp. 0.8907

De los 8 hoteles ubicados en una zona recreativa, puede decirse que tres de ellos son mediocres en términos de
servicios al cliente. Un agente de viajes elige al azar dos hoteles para dos clientes que estan planeando vacacionar

en esa region. ¢ Cual es la probabilidad de que cuando menos uno de los clientes se hospede en uno de los hoteles
mediocres?

Resp. 0.6429

APLICACIONES EN COMPUTADORA

7.47

7.48

Del problema 7.26, el numero de alumnos inscritos en los jardines de nifios de una region determinada tiene una
distribucién normal, con y= 500 y o= 100. Utilizando algun programa de computacion disponible, determine la
probabilidad de que una escuela elegida al azar tenga (a) menos de 300 y (b) mas de 650 alumnos inscritos.

Resp. (a) 0.0228, (b) 0.0668 (lo cual corresponde a las soluciones manuales del problema 7.26)

Del problema 7.31, el numero de alumnos inscritos en jardines de nifios tienen una distribuciéon normal con = 500
y+# 100. Utilizando un programa de computacion, determine el valor en el (a) punto percentil 30 y (b) punto percentil
90.

Resp. (a) 448, (b) 628 (que corresponden a las soluciones manuales del problema 7.31)



Distribuciones de muestreo
e intervalos de confianza
para la media

8.1 ESTIMACION PUNTUAL

Con frecuencia se estiman los parametros de una poblacién con base en estadisticas muestrales debido a factores como
tiempo y costo.Tal como se definié en la seccion 1.2, un parametro poblacional es una medida de resumen de una poblacion,
en tanto que a una medida de resumen de una muestra se le denomina estadistica muestra!l. Con el objeto de utilizar los
datos muestrales para realizar inferencias estadisticas, incluyendo estimaciones, la muestra que se tome debe ser una
muestra aleatoria, tal como se describid en la seccion 1.6.

EJEMPLO 1. La media p y la desviacion estandar u de una poblacion de mediciones son parametros poblacionales.
La media ¥ v la desviacion estandar s de una muestra de mediciones son estadisticas muestrales.

Un estimador puntual es un solo valor numérico basado en datos de una muestra aleatoria que se utiliza para estimar
el valor de un parametro poblacional. Una de las caracteristicas mas importantes de las estadisticas muestrales que se
utilizan como estimadores es que no son sesgados. Un estimador no sesgado es un estadistico muestral cuyo valor esperado
es igual al pardmetro que se estima. Tal como se explico en la seccion 6.2, un valor esperado es el promedio a largo plazo
de la estadistica muestral.

En la Tabla 8.1 se presentan algunos estimadores puntuales de pardmetros poblacionales que se utilizan con
frecuencia. En todos los casos, el estimador apropiado de un parametro poblacional es simplemente el correspondiente
estadistico muestral. Sin embargo, se debe notar que, en la seccion 4.5, la férmula 4.5 de la varianza muestral incluye "un
factor de correccion®. Sin esta correccion, la varianza muestral serla un estimador sesgado de la varianza poblacional.

Tabla 8.1 Estimadores puntuales utilizados con frecuencia

Parametro de la poblacion Estimador
Media, p ¥
Diferencia entre las medias de dos poblaciones; J; - Mz X -X
Proporcion, It &
Diferencia entre las proporciones de dos poblaciones, fty - T4 ﬁl_ rllﬁ
Varianza, &* o
Desviacién estandar, )
L.

8.2 DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

Una distribucion poblacional representa la distribucién de valores de una poblacion y una distribucion muestral representa
la distribucion de los valores de una muestra. En contraste con las distribuciones de mediciones individuales, una distribucion
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muestral es una distribucién de probabilidad que se aplica a los valores posibles de una estadistica muestral. Asi, la
distribucién muestral de la media es la distribucién de probabilidad de los valores posibles de la media muestr ¥, con base
en un determinado tamafio de muestra. _

Para cualquier tamafio de muestra dado n, tomado de una poblacién con media y, los valores de la media muestral X
varian de una muestra a otra. Esta variabilidad sirve de base para la distribucion muestral. La distribucién muestral de la
media se describe determinando el valor esperado E (&1 0 media, de la distribucién y la desviacion estandar de la distribucion
de las medias, gx. Como esta desviacion estandar indica la precision de la media muestral como estimador puntual, por lo
general se le denomina error estandar de la media. En general, se define el valor esperado de la media y el error estandar
de la media de la siguiente manera:

EiX)=p (8.1)
(8.2)

Oz - L

rdl

EJEMPLO 2. Suponga que la media de una poblacion muy grande es # 50.0 y que la desviacion estandar es . =12.0.
Se determina la distribucion muestral de las medias para una muestra de tamafio n = 36, en términos del valor esperado y
del error estandar de la distribucion de la siguiente manera

E[%) - u=3500

R Y ST R
L :

Cuando se muestrea a partir de una poblacion finita, se debe incluir un factor de correccién por poblacion finita en la
férmula para el error estandar de la media. Como regla general, la correccion es despreciable y puede omitirse cuando
n- 0.05 N, es decir, cuando el tamafio de la muestra es menos del 5% del tamafio de la poblacion. Muchos textos y
programas de computacion no incluyen esta correccion porque suponen que la poblaciéon siempre es muy grande, o quiza
de tamanio infinito. La formula para el error estandar de la media, incluyendo el factor de correccion por poblacion finita, es:

o MN—n
o YN -1

iFy = (8.3)

Si no se conoce la desviacion estandar de la poblacion, puede estimarse el error estandar de la media utilizando la
desviacion estandar muestral como estimador de la desviacion estandar de la poblacion. Para diferenciar este error estandar
del que se basa en una o conocida, se le designa mediante el simbolo &z (0 mediante .3_.en algunos textos). La formula del
error estandar estimado de la media es:

L (8.4)
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La formula del error estandar estimado de la media, incluyendo el factor de correccion por poblacion finita es:

5 fN-n (8.5)

BT R N —t

Ejemplo 3. Un auditor toma una muestra aleatoria de tamafio i = 16 de un conjunto de [i = 100 cuentas por cobrar. No
se conoce la desviacion estandar de los montos de las cuentas por cobrar para el total de las 100 cuentas. Sin embargo, la
desviacion estandar de la muestra es s = $57.00. Se determina el valor del error estandar para la distribucion muestral de

la media de la siguiente manera:
=t M a4 L0 1M--16 57 [E4
TTHENEOT R Vi e Ve

= 14,151 R4Rd = |4.25(0.5211] = 13176 513.13

En este ejemplo se estima el error estandar de la media con base en la desviacion estandar muestral, y se requiere
utilizar el factor de correccion por poblacion finita porque no es cierto que n < 0.05 N, es decir, 16 = 0.05(100).

El error estandar de la media ofrece la base principal para la inferencia estadistica con respecto a la media de una
poblacién que se desconoce, tal como se presenta en este capitulo y los siguientes. Un teorema de la estadistica que conduce
a la utilidad del error estandar de la media es

Teorema del limite central: Al aumentar el tamano de la muestra, la distribucion muestral de la media se aproxima
a la forma de la distribucién normal sin importar la forma de la distribucién de las mediciones individuales de la
poblacion. Para propositos practicos, puede suponerse que la distribucion muestral de la media es aproximada-
mente normal cuando el tamafio de la muestra es n = 30.

Por ello, si se tiene una muestra "grande" de 30, puede utilizarse siempre la distribucion normal de probabilidad junto con
el error estandar de la media. Ademas, si la poblacion tiene distribucion normal y se conor, puede utilizarse la distribucién normal
para hacer inferencias estadisticas a partir de muestras pequefias. En la seccion 8.5 se explica por qué se requiere conocer i

EJEMPLO 4. Un auditor toma una muestra aleatoria de tamario st = 36 de una poblacion de 1 000 cuentas por cobrar.
El valor promedio de las cuentas por cobrar de la poblacién es p- $ 2 600 con una desviacion estandar poblacional de
a = § 460, ; Cual es la probabilidad de que la media muestral sea inferior a $ 2 500?

XD

26000 SRAO0
[ y “ saldo promedio de las cuentas -
—L.EE o ]

Fig. 8-1
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En lafigura 8-1 se ilustra la correspondiente curva de probabilidad. Se describe la distribucién muestral mediante la
media y el error estandar

EX1=p = 26000 (dado)
4500 4500 o
&

[Note: no se requiere el factor de correccion por poblacion finita porque n <0.05 N, es decir, 36 es menor que 0.05 (1 000).]

=--131

o Kew 350,00 - 260.06 _ - L0
Yoo, 750 150

Por lo tanto,

AT < 250.00| = 260.00, g, - 7500 Fz < - 103
Fre -1 35 = 5000 - B-133 57 <)
= 13,5000 - 0,406 = (D9 LR

EJEMPLO 5.  Con referencia al ejemplo 4, ¢ cual es la probabilidad de que la media muestral se encuentre a no mas de
$ 150 de la media de la poblacion?

En la figura 8-2 se ilustra la curva de probabilidad para la distribucion muestral.

P{IAS.00 L0 € 275,00 | p = 200l gy - 150
L2500 26000 .o
s 7.50 '

donde

775,10 - 2EHa )
- - 2}

i k|

P-200 47542000~ 04T + DA77 = US4 = 055

fiX)

b0 00,00 a18.0¢ ¥, saldo promedio

i L L de las cuentas
—4im r +20Ml H
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8.3 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

Los ejemplos 4 y 5 ilustran la determinacién de la probabilidad de que la media muestral tenga diversos valores cuando se
conocen la media y la desviacién estandar de la poblacién. Lo que esta implicito aqui, es el razonamiento deductivo (que
parte de una verdad general y llega aun caso especifico) con respecto al resultado muestral y con base en parametros
poblacionales conocidos. Se pasa ahora a revisar el razonamiento inductivo (que parte de un caso particular para concluir
sobre una verdad general) utilizando datos muestrales para hacer afirmaciones acerca del valor de la media poblacional.

Los métodos de estimacion por intervalo que se revisan en esta seccion se basan en el supuesto de que puede utilizarse
la distribucion normal de probabilidad. Tal como se analiza en las secciones 8.2 y 8.5, esta suposicién es valida (1) cuando
it 2 3 debido al teorema del limite central, o (2) cuando n < 30, pero la poblacion tiene distribucién normal y se conoce o

Aunque la media muestral es Util como estimador no sesgado de la media de la poblacion, no hay forma de expresar
el grado de precisién de un estimador puntual. De hecho, en términos matematicos, la probabilidad de que la media muestral
sea exactamente correcta como estimador es P =0. Un intervalo de confianza para la media es un estimador de intervalo
que se construye con respecto a la media muestral y que permite especificar la probabilidad de que incluya el valor de la
media poblacional. El grado de confianza asociado con un intervalo de confianza sefiala el porcentaje a largo plazo de esa
clase de intervalos que incluirian el parametro que se estima.

Por lo general, se construyen los intervalos de confianza utilizando el estimador no sesgado .'i:' como punto medio del
intervalo. Sin embargo, en los problemas 8.14 y 8.15 se ilustra la construccién de un intervalo de confianza que se denomina
"en un sentido", y para el cual la media muestral no es el punto medio, del intervalo. Cuando puede utilizarse la distribucién
normal de probabilidad, el intervalo de confianza para la media se determina mediante:

e (8.6)
Xty (8.7)

Los intervalos de confianza que se utilizan con mayor frecuencia son los de 90,95y 99%. En la Tabla 8.2 se presentan
los valores de z que se requieren para esos intervalos.

Tabla 8.2 Proporciones seleccionadas de areas bajo la curva normal
z (mimero de unidades de desviacion estandar Proporcion de area en el
desde la media) intervalo J £ zo
1.645 0.90
196 0.95
2.58 0.99
EJEMPLO 6. En una semana determinada, se elige al azar una muestra de 300 empleados de un nimero muy grande

de ellos que trabajan en una empresa manufacturera. Los trabajadores realizan una labor a destajo y se encuentra que el
promedio de pago por pieza trabajada es de X = $1800, con una desviacion estandar muestral de s = $140. Se estima que
el pago promedio a destajo para todos los empleados de la empresa, con una estimacién por intervalo que permita tener
una confianza del 95% de que ese intervalo incluye el valor de la media poblacional, es:

Y+ L0 = 120460 + LOGCE56) = E174.94 n S1H5.42

endonde ¥ = S1B0.0HI (dado)
&g = 8540 = 1400790 - 256
(Nota: se utiliza s como estimador de 0.)

Por ello, puede afirmarse que el pago promedio a destajo para todos los empleados se encuentra entre $174 980 y
$185 020 con un grado de confianza del 95% en esa estimacién.
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Ademas de estimar el valor de la media poblacional como tal, en ocasiones interesa estimar la cantidad o monto total
de la poblacion . Véase el problema 8.11 (b).

8.4 DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA ESTIMAR LA MEDIA

Supoéngase que se especifica el tamafio que se desea en un intervalo de confianza y el grado de confianza correspondiente.
Si se conoce_y; o puede estimarse, como por ejemplo a partir de resultados de estudios similares, el tamafio de la muestra
que se requiere, con base en la distribucién normal, es:

(8.8)
zF
It~ .E}

En laférmula (8.8), z es el valor que se utiliza para el grado de confianza especificado, @ es la desviacion estandar de
la poblacién (o un estimador) y E es un factor de error "mas o menos" que se permite en el intervalo (que siempre es la mitad
del intervalo total de confianza). (Nota: cuando se determina el tamafo de la muestra, cualquier resultado fraccionario siempre
se redondea hacia arriba. Ademas, si el tamafio de la muestra que se calcula esta por debajo de 30, debe incrementarse a
esta cantidad, porque la férmula (8.8) se basa en el uso de la distribucion normal (esta regla se aplica a menos que se
conozca m y la poblacién tenga una distribuciéon normal).)

EJEMPLO 7. Un empleado de un departamento de personal desea estimar el numero promedio de horas de capacita-
cion que se dan a los supervisores de una divisién de la compaiiia, con un error de (mas o menos) 3.0 horas y con una
confianza del 90%. Con base en los datos de otras divisiones, estima que la desviacion estandar de las horas de capacitacion
es a = 20.0 horas. El tamafio minimo de la muestra que se requiere es

1

lf]’ [uu_ ]’-[Lﬁ-g]-Lgﬂ.z.w=1zl

8.5 LA DISTRIBUCION t DE STUDENT Y LOS INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA

En la seccion 8.3 se sefialé que el uso de la distribucion normal en la estimaciéon de una media poblacional es valida para
cualquier muestra grande (n x 30), y para una muestra pequefia (n = 30) soélo si la poblacién tiene distribucion normal y se
conoce o . En esta seccion, se revisa el caso en el que la muestra es pequefia y la poblacién tiene una distribucién normal,
pero se desconoce .

Si una poblacién tiene distribucidon normal, la distribuciéon muestral de la media para cualquier tamafo de muestra tiene
también distribucion normal; esto es cierto independientemente de si se conoce & o no. Sin embargo, en el proceso de inferir,
se convierte cada valor de la media en un valor normal estandar, y aquiradica el problema. Si se desconoce «, la formula
de conversion [X = pllp incluye una variable en el denominador porque sy, por lo tanto, a,, diferira de una muestra a otra.
Esto da como resultado que, al incluir la variable 5= en vez de la constante @: en el denominador, se obtienen variables
convertidas que no se distribuyen como los valoresz. En cambio, los valores se distribuyen de acuerdo con la distribucion
t de Student, que es platikurtica (aplastada) en comparacién con la distribucion normal. En el apéndice 6 se incluyen las
proporciones de area bajo la distribucion r, en donde la distribuciéon especifica se basa en los grados de libertad (gl)
correspondientes a la situacion. Para el caso de una sola muestra, g/l=n- 1 .

La distribucion es apropiada para realizar inferencias sobre la media cuando se desconoce o y la poblacién tiene una
distribuciéon normal, sin importar el tamafo de la muestra. Sin embargo, al aumentar el tamafio de la muestra (y los grados
de libertad), la distribucion f se aproxima a la forma de la distribucién normal. Una regla general es que puede aproximarse
una distribucion f mediante la distribucién normal cuando n = 30 (o los g/ = 29) para una sola muestra. Esta sustitucion es
distinta de la que se especificé mediante el teorema de limite central, y es una conveniencia que en ambos casos se requiera
que la muestra sea cuando menos de tamafio n < 30.
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Debe observarse que los valores de f que se reportan en el apéndice 6, indican la proporcién del "extremo" superior
de la distribucion, y no la proporcion entre la media y un punto dado, como fue el caso del apéndice 5 de la distribucion
normal. Cuando g/=n- 1, el intervalo de confianza para estimar la media de la poblacién cuando se desconoce 0,n <30y
la poblacién tiene una distribucion normal es:

Ktlyn (89)

EJEMPLO 8. La vida util promedio de una muestra aleatoria de n = 10 focos es X =4000 horas, con una desviacion
estandar muestral s = 200 horas. Se supone que la vida util de los focos tiene una distribucion aproximadamente normal.
Se estima la vida util promedio de la poblacion de focos de la cual se tomé la muestra, utilizando un intervalo de confianza
del 95% de la siguiente manera:

I 95% < D05
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en donde

8.6 TABLA RESUMEN PARA LA ESTIMACION POR INTERVALO DE LA MEDIA DE POBLACION

Tabla 8.3 Estimacion por Intervalo de la media poblacional
T T i T

Poblacion Tamafio de la muestra Se conoce Se desconoce T |
_ . |
Con distribucién normal _Grande (g & 3] X2, ; X&' .
Pequefia {0 < M) X +ar, ! Xt :
Sin distribucién normal Grande {p = ¥H X L ozm,® 1 ALt '
Pequefia {n = ™I} Por lo general, se utilizarian procedi-
. mientos no paramétricos basados en laf
mediana (véase el capitulo 21). |

* Se utiliza el teorema del limite central.
¥ Se utiliza z como aproximacion de t
t Se utiliza el teorema del limite central y se utiliza z como aproximacién de .

8.7 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Los programas y paquetes de computacién que se utilizan para realizar analisis estadisticos, por lo general permiten al
usuario especificar el porcentaje de confianza que se desea para el intervalo de la media, con base en datos muestrales
aleatorios. En los problemas 8.18 y 8.19 se ilustra el uso de la computadora para determinar intervalos de confianza para
la media de la poblacion.
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Problemas resueltos

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

8.1  Se sabe que la vida util promedio de los cinescopios de una marca especifica de televisores es u= 9000 horas, con
una desviacion estandar & g = 500 horas. Determine el valor esperado y el valor estandar de la distribucion muestral
de la media, con un tamafio de muestra de n = 25. Interprete el significado de los valores calculados.

E(X¥)= p= 0000
0500500
e R

Estos calculos indican que, a largo plazo, la media de un conjunto grande de medias muestrales, todas ellas
basadas en un tamafio de muestra de n = 25, sera igual a 9000 horas. Ademas, la variabilidad de esas medias
muestrales con respecto al valor esperado de 9000 horas se expresa a través de una desviacion estandar de 100

horas.

8.2  Para una poblacion grande de saldos de cuentas que tienen distribucion normal, se tiene un saldo promedio de ;1 =
$150 000, con desviacion estandar @ = $35 000. ¢ Cual es la probabilidad de que una cuenta muestreada al azar
tenga un saldo que excede de $160 000?

i}

150 160000 fsaldos de las cuentas

1 1 "

0 +0.29 Z
Fig. 8-3

En lafigura 8-3 se ilustra la curva de probabilidad para la variable.

_ X 60000 - 150000
R Tl

PrE = 160 QU = 150 0, o - 53 (XK = Pz = +0.29)
= (L3000 - P04 2 5 #0.29) = 0L5000 - 0.1011 - 03556
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8.3  Conreferencia al problema 8.2, ¢ cudl es la probabilidad de que la media de una muestra aleatoria de n = 40 cuentas

exceda de $160 000?

En lafigura 8.4 se ilustra la curva de probabilidad para la distribucién muestral Eiiﬂ- = p=$150 000

-
iy - R e g5 503

”:f-urlﬁﬂl}m lﬂmﬂ_.l_ﬂﬂi_rl}
Yoo 5533 5533

=+l

FiXY

L 1w ¥ saldo promedio

I | de las cuentas
i} +1.H1 £
Fig. 8-4

Por lo tanto,

PIE = LG 000t p o~ DGO, ey = 5 833 - Bz >+ 18D
~OS006 - Bl gz #1813
< fLSO0ND - MLdfdd = 0,853 1

8.4 Este problema y los dos siguientes sirven para ilustrar el significado de la distribucion muestral de la media, haciendo
referencia a una poblacién altamente simplificada. Suponga que una poblacién consta de solamente los cuatro valores
3, 5, 7y 8. Calcule (a) la media de la poblacion p, y (b) la desviacion estandar de la poblacion .

Con referencia a la Tabla 8.4.

'.‘-‘.Z’f P
@ w=- =575

o T

—36.7 *.w—rr. 5—[535F =675 - 33, ws—J 52
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Tabla 8.4 Hoja de trabajo para el problema 8.4

]
| X S

3 9
| 5 25
i 7 49
: 38 _t4
| EX-23 ZR =147

8.5 Para la poblacion que se describe en el problema 8.4, suponga que se toman muestras aleatorias simples de tamafio
n-=2, de esa poblacion. En cada una de las muestras, antes de elegir el segundo elemento muestral, no se reemplaza
el primer elemento escogido

(a) Enliste todos los pares posibles de valores que puede constituir una muestra.

(b) Para cada uno de los pares identificados en (a), calcule la media muestral X y demuestre que la media de todas
las medias muestrales posibles = es igual a la media de la poblacion de donde se seleccionaron las muestras.

(@) y (b) de la Tabla 8.5,

- EX i
-k I'.I

mccal

=575

[que es igual ala u que se calculd en el problema 8.4 (a)]

Tabla 85  Muestras posibles y medias
muestrales para el problema 8.5

Muestras posibles b3 |

! 3,5 4.0 |
_ 37 50

' 3,8 55 |
_ 5.7 60

! 5,8 6.5 |
7,8 7.5

' IX-345 |

8.6 Para la situacién de muestreo que se describié en los problemas 8.4 y 8.5, calcule el error estandar de la media
determinando la desviacion estandar de las seis medias muestrales posibles que se identificaron en el problema 8.5,
con respecto a la media poblacional p, Después, calcule el error estandar de la media con base en la o que se conoce
y, tratandose de un muestreo en una poblacién finita, utilice la férmula apropiada de las que se revisaron en este
capitulo. Verifiqgue que los dos valores del error estandar sean iguales.

Con referencia a la Tabla 8.5,
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Tabla 8.6  Hoja de trabajo para el
problema 8.6

_ox =
| i

X 40 | 16.00

, 5.0 I 25.00

! 55 ! 30.25

I 60 36.00

I 6.5 L 4225

I _ 15, _ 5625

o L&=345 o ENF20575
Primer método: ) _\[1 i’“_(i_)(‘_)l e (54-.-5]i

¥ M, M, & g

o5 T — (5T = T TRIT = TL.0625 — 111

Segundo método:

o JH_—»_E 42
T N N- T Y-
192 o
= —=ik -1 15 =
s VGGG — 1 ISEI0 8N =111

Por supuesto, el segundo método es el que comunmente se utiliza para determinar el error estandar de la media
cuando se trabaja con datos reales; pero conceptualmente, el primer método ilustra en forma mas directa el significado
del error estandar de la media.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

8.7

Suponga que se sabe que la desviacién estandar de la vida util de los cinescopios de una marca especifica de
televisores es a= 500, p aro que no se conoce el promedio de vida util. En términos generales, se supone que la vida
util de los cinescopios tiene una distribucion aproximadamente normal. Para una muestra de n = 15, la vida util
promedio es X =8 900 horas. Construya intervalos de confianza para estimar la media de la poblacion (a) con el
95% y (b) el 90% de confianza.

En este caso puede utilizarse la distribucién normal porque la poblacidn tiene distribucion normal y se conoce o.

(@ NEzm —§900%1 06—
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(b) K &am, =800 16512000 - & 65T 0 % 113 be
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8.8

8.9

ESTADISTICA APLICADA 8

Con respecto al problema 8.7, suponga que no puede asumirse que lavida util de la poblacion de cinescopios tiene
distribucién normal. Sin embargo, la media muestral de X = 8 900 se basa en una muestra de n = 35. Construya el
intervalo de confianza del 95% para estimar la media de la poblacion.

En este caso, puede utilizarse la distribucién normal de probabilidad utilizando el teorema del limite central,
que sefala que cuando n * 30 puede asumirse que la distribucion muestral tiene una distribucién normal, aun cuando
la poblacién no tenga distribucion normal. Por ello,

AN
Xz, EE'EH}—I';'E-———S‘J‘:ID*J‘I'E: =

wH w14

S0n
- H‘Jilllil.'?ﬁ(égq) — b 9INE - B R -5 TR & 0 G b

Con respecto al problema 8.8., suponga que puede asumirse que la poblacién tiene distribucién normal, pero que se
desconoce la desviacion estandar de la poblacién. Mas bien, se sabe que la desviacion estandar muestral es s = 500
y X 28 900. Estime la media de la poblacién utilizando un intervalo de confianza del 90%.

Como n 2 30, puede utilizarse la distribucion normal para aproximar la distribucién f. Sin embargo, como la
poblacion tiene distribucior normal, no es necesario utilizar el teorema de limite central. Por lo tanto,

Teo, -0 W |65 l?‘;"—ﬂ J O+ LGSR AT = 760 Y 0 L

8.10 Con respecto a los problemas 8.8 y 8.9, suponga que no se puede asumir que la poblacion tiene distribucion normal

8.1

y, ademas, que tampoco se conoce a. Al igual que antes, n =35, s =500 y X =8, 00. Estime la media de la poblacién
Utilizando un intervalo de confianza del 99%.

En este caso, se utiliza el teorema del limite central, al igual que en el problema 8.8, y se utiliza z como
aproximacion de t, como en el problema 8.9.

Ylze=0900 PESE[%.I F o001 I SHEL 45 - F o022 D 1R hr

Un analista de investigacion de mercados recopila datos de una muestra aleatoria de 100 clientes, de un conjunto
de 400 clientes que adquirieron un "cupdn especial”. Las 100 personas gastaron un promedio de ¥ = $24 570 en la
tienda, con una desviacion estandar de s = $6 600. Utilizando un intervalo de confianza del 95%, estime (a) el monto
promedio de las compras para los 400 clientes, y (b) el monto total en pesos para las compras realizadas por los 400
clientes.

L \/’;.:-j T
@ T ovn ¥ aN-L VI Y -

]
U TR0 = gupa0] 0,867 — 05T

X =15, = 2457 + 1.96(0.57) = $23.45 to $25.69
(b) MIX +zme]=400($23.45 to $25.69) = $9 380 a $10 276

a
M+ MiEs, ) — 002 5T L4012
=98281+448=59 380 to $10 276

(Nota: el intervalo de confianza para el monto total en pesos de las compras realizadas es simplemente el niUmero
total de clientes de la poblacién multiplicado por los limites de confianza para la cantidad promedio de compra por
cliente. A un valor poblacional como éste se le denomina cantidad total en algunos textos.)
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DETERMINACION DEL TAMANO NECESARIO DE LA MUESTRA PARA ESTIMAR LA MEDIA

8.12 Un prospecto de comprador desea estimar el promedio de ventas por cliente (en pesos), en una tienda de juguetes
ubicada en un aeropuerto. Con base en datos de otras tiendas similares, se estima que la desviacion estandar
de ese tipo de ventas es de aproximadamente a = $3200. ;Oué tamafio de muestra aleatoria se debe utilizar,
como minimo, si desea estimar las ventas promedio con un margen de error de $1000 y un intervalo de
confianza del 99%?

n=

2 b
%] - [51%]= (8.256)* = 68.16 = 69

8.13 Con referencia al problema 8.12, ; cual es el tamafio minimo que se requiere para la muestra si se supone que la
distribucion de los montos de ventas no es normal y el comprador desea estimar las ventas promedio con un margen
de error de $2000 y un intervalo de confianza del 99%7?

. [?ﬂ] - [Ef_g%ﬁl]z = (4.128/=17.04=18

Sin embargo, como no se supone que la poblacién tiene distribuciéon normal, el tamafio minimo de la muestra
es n - 30, lo cual permite utilizar el teorema de limite central como base para aplicar la distribucion normal de
probabilidad para construir el intervalo de confianza.

INTERVALOS DE CONFIANZA DE UN EXTREMO PARA LA MEDIA DE LA POBLACION

8.14 En ocasiones, es posible que se tenga mas interés en un intervalo de confianza de un extremo, y no en los intervalos
comunes de un extremo. Se presentar,a un caso asi, si solo se tuviera interés en el valor mayor (o solamente en el
valor menor) de la media en el grado especificado de confianza. Un "intervalo de confianza del 95% superior” se
extiende a partir de un limite inferior calculado hasta el infinito positivo, teniendo una proporcion del 0.05 del area
bajo la curva normal hacia la izquierda del limite inferior. De manera similar, un "intervalo de confianza del 95% inferior'
se extiende desde el infinito negativo hasta un limite superior calculado, teniendo una proporcion del 0.05 del area
bajo la curva normal a la derecha del limite superior.

Supdngase que un cliente potencial de una tienda de juguetes que se encuentra en un aeropuerto, observa
una muestra aleatoria de n = 64 ventas y encuentra que la media de la muestraes & = 14 630 con una desviacion
estandar de s = $2 400. Determine el intervalo de confianza del 95% superior, de manera que se identifique el valor
minimo de la media poblacional con un grado de confianza del 95%.

340 240
ST TEm g ¢

Int. del 95% superior = X - 1z = 14.63 - 1.645(0.30) = $14.14 0 mayor

Por ello, puede afirmarse, con un grado de confianza del 95%, que el promedio de ventas para la poblacion de
todos los clientes es igual o mayor que $14 140.
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(]

8.15 Con un intervalo de confianza del 99%, ¢ cual es la estimacion del valor maximo de las ventas promedio del problema
8.14?

Como X = $14.63 y4£=0.30,
Int. del 99% inferior - X - It = 14.63 +2.33(0.30) = $15.33 0 menos

Por ello, puede afirmarse, con un grado de confianza del 99%, que la venta promedio no es mayor de $15 530.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION t

8.16 En el problema 8.7 se construyeron intervalos de confianza para estimar la vida util promedio de una marca especifica
de cinescopios de television, suponiendo que la vida util de todos los cinescopios tiene distribucion aproximadamente

normal y gr = 500, y suponiendo una muestra de n = 15, con ¥ 8 900 horas. Supodngase que se desconoce a, pero
que la desviacion estandar de la muestra es s = 500.

(a) Construya el intervalo de confianza del 95% para estimar la media de la poblacion y compare ese intervalo con
la respuesta que obtuvo en el problema 8.7 (a).

(b) Construya el intervalo de confianza del 90% para estimar la media de la poblaciéon y compare este intervalo con
la respuesta dada al problema 8.7 (b).

(Nota: en este caso resulta apropiado utilizar la distribucion f porque se supone que la poblacion tiene distribucion
normal, se desconoce r y la muestra es pequefia (n < 30).)

I 2}
(a) X =hw7- 8900 i2'145ﬁ_ 8 900#2.145@
24X
]— 8900 +2.145(129.199) =8 623 a9 177 hr

= 8900 i2.145f3 o

1
"

El intervalo de confianza es mas amplio que el del problema 8.7 (a) lo cual refleja la diferencia entre una distribucion
rcon g/ =15—1 =14, y la distribucién normal de probabilidad.

Ttr,=8900+ 1.761(129.199) =8 67229 128 hr

De nueva cuenta, el intervalo de confianza es méas amplio que el del problema 8.7 (b).

8.17 Como supervisor del proceso de empacado de café en sobres, suponga que se toma una muestra aleatoria de 12
de los sobres en la planta empacadora. El peso neto de los sobres de café es el que se reporta en la Tabla 8.7.
Determine (a) el peso neto del café que se empaca en cada sobre, y (b) la desviacion estandar muestral. (c).
Suponiendo que el peso del café empacado tiene distribucién normal, estime el peso promedio por sobre de café
utilizando un intervalo de confianza del 95%.

Tabla 8.7 Peso neto del café empacado en 12 sobres

Gramos por sobre 157 158 159 16.0 16.1 162

Numero de sobres 1 2 2 3 3 1




Tabla 88 Hoja de trabajo para él problema 8.17

DISTRIBUCIONES DE MUESTREO E INTERVALOS DE CONFIANZA .,

Xpor sobre No. de sobres Total X X? por sobre X total
15.7 1 15.7 246.49 246.49
15.8 2 31.6 249.64 499.28
159 2 31.8 252.81 505.62
16.0 3 48.0 256.00 768.00
16.1 3 48.3 259.21 777.63
162 1 162 26244 262.44
n=12 EX=1916 T X'=3,059.46
Con referencia a la Tabla 8.8,
- LX 1914
(@) I-T"?- 1597 gr
HIX' {EXT \‘{12[3 49 44) — (19162
7 - ——— — — L= e =1|'qiiﬁli1-= . b
®) ‘f wiH - 11 12611 0.l
- T BB EY
© Erpge - 1R¥Fn, Cle 1597 £2.2Mm :-ﬁ

1=
= lS-FTil.Eﬂ[(E) =15.97+2.201(0.043) =15.88 a 16.06 gr

RESULTADOS POR COMPUTADORA

8.18 Con referencia a los datos de la Tabla 2.6 (pagina 16) que se refieren al tiempo necesario para terminar una tarea
de ensamble, y suponiendo que los datos se basan en una muestra aleatoria, utilice algin programa de computacion
para obtener el intervalo de confianza del 90% para la media de la poblacién.

En la figura 8-5 se presentan los datos de entrada y los resultados. Los resultados incluyen el tamafio de la
muestra, la media y la desviacion estandar muestrales, y el error estandar de la media. Se incluye, asimismo, el
intervalo de confianza solicitado. Tal como se observa, el intervalo de confianza del 90% para el tiempo promedio de
ensamble en la poblacién es de 12.544 a 14.056 minutos.

MTB > SET ASSEMBLY TIMES INTO Cl

DATA> 10 14 15 13 17 16 12 14 11 15 18
DATA> 14 14 9 15 11 13 11 12 10 16 12
DATA> 16 12 14 15

DATA> END

MTB > NAME FOR Cl IS 'TIME'

MTB > TINTERVAL WITH 90 PERCENT CONFIDENCE FOR 'TIME'

90.0 PERCENT C.TI.
12.544, 14.056)

N MEAN STDEV
TIME 30 13.300 2. 437

SE MEAN
0.445 (

Fig. 8-5 Resultados de Minitab del problema 8.18
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8.19

ESTADISTICA APLICADA | 8 |

Con referencia a los datos que se reportan en la Tabla 8.7, con respecto al peso neto del café que se empaca
en una muestra aleatoria de n = 12 sobres, utilizando algun programa de computacion, (a) determine el intervalo
de confianza del 95% para la media de la poblacién, y (b) compare las respuestas que se incluyen en los resultados
de la computadora con los que se obtuvieron mediante los calculos manuales del problema 8.17.

Con referencia a la figura 8-6,

(@) Intervalo de confianza del 95% = 15.8715 a 16.0618 gr

(b) Al comparar con las soluciones del problema 8.17 los valores de la media, la desviacién estandar, el error estandar
de la media y los limites de confianza difieren sélo ligeramente debido a las diferencias de redondeo que se
incluyeron en los calculos manuales.

MTB > SET WEIGHTS INTO Cl

DATA> 15.7 15.8 15.8 15.9 15.9 16.0 16.0 16.1 16.1 16.1 16.1
DATO> 16.2

DATA> END

MTB > NAME FOR Cl1 IS 'WEIGHT'

MTB > TINTERVAL WITH 95 PERCENT CONFIDENCE FOR 'WEIGHT'

N MEAN STDEV ~ SE MEAN 95.0 PERCENT C.TI.
WEIGHT 12 15.9667 0.1497 0.0432 ( 15.8715, 16.0618)

Fig. 8-6 Resultados de Minitab para el problema 8.19

Problemas complementarios

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

8.20

8.21

8.22

8.23

Se sabe que, el afio anterior, el promedio de ventas por tienda de un producto determinado de consumo popular tuvo
una distribucién normal con p - $3 400 000, con desviacién esandar de ¢ = $200 000. Si son muy numerosas las
tiendas que manejan ese producto, determine el error estandar de la media para una muestra de tamafio n = 25.

Resp. $40 000

Con referencia al problema 8.20, 4 cual es la probabilidad de que las ventas de una tienda elegida al azar sean (a)
mayores de $3 500 0007 (b) entre $3 350 000y $3 450 0007

Resp. (a) 0.3085, (b) 0.1974

Con referencia al problema 8.20, ¢cudl es la probabilidad de que la media (a) sea mayor de $ 3 500 0007 (b) esté
entre $3 350 000y $3 450 0007?. Compare sus respuestas con las que se obtuvieron en el problema 8.21.

Resp. (a) 0.0062, (b) 0.7888

Con referencia al problema 8.20, suponga que sdlo hay 100 tiendas que manejan ese producto. Determine el error
estandar de la media para la muestra con n =25 en este caso, y compare su respuesta con la que se obtuvo en el
problema 8.21.

Resp. $34 800
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28

8.29

8.30

8.31

8.32

Suponga que desea estimar el promedio de ventas por tienda para un producto determinado de consumo popular
durante el afio anterior, y que el nimero de tiendas es grande. Determine el intervalo de confianza del 95%,
considerando que las ventas se distribuyen en forma normal, X = $3 425 000, + % $200 000 y n = 25.

Resp. $3 346 600 a $3 503 400

Con referencia al problema 8.24, determine el intervalo de confianza del 95%, asumiendo que la poblacion tiene una
distribucion normal, X = $3 425 000, s =$200 000y n = 25.

Resp. $3 342 444 a $3 507 555

Para el problema 8.24. determine el intervalo de confianza del 95% suponiendo que la poblacién no tiene una
distribucién normal, £ = $3 425 000, s = $200 000 yn = 50.

Resp. $3 369.55 a $3 480.45

Para una muestra de 50 empresas tomadas de una industria determinada, se encuentra que el nimero promedio de
trabajadores porempresa es de 420.4, con una desviacion estandar muestral de 55.7. Existe un total de 380 empresas
en esaramaindustrial. Determine el error estandar de la media que debe usarse para estimar la media de la poblacién
mediante un intervalo de confianza.

Resp. 7.33

Para el problema 8.27, determine el intervalo de confianza del 90% para estimar el nimero promedio de trabajadores
por empresa en esa rama industrial.

Resp. 408.3 a 432.5

Para las situaciones que se describieron en los problemas 8.27 y 8.28, determine el Intervalo de confianza del 90%
para estimar el numero total de trabajadores empleados en esa industria.

Resp. 155 154 a 164 350

Un analista de un departamento de personal elige al azar los expedientes de 16 trabajadores a destajo y encuentra
que el salario promedio por pieza es de $950. Se supone que los salarios de esa empresa tienen una distribucién
normal. Si se sabe que la desviacion estandar de los salarios es de $100, estime la tasa promedio de salarios en la
empresa utilizando un intervalo de confianza del 80%.

Resp. $918 a $982

Con referencia al problema $.30, suponga que no se conoce la desviacion estandar de la poblacion, pero que si se
sabe que la de la muestra es de $100. Estime el promedio de salarios en la empresa utilizando un intervalo de
confianzadel 80%.

Resp. $916 a $984

El diametro promedio de una muestra den =12 varillas incluidas en un embarque es 2.350 mm, con una desviacion
estandar de 0.050 mm. Se supone que la distribucion de los diametros de todas las varillas incluidas en el embarque
tiene una distribucion aproximadamente normal. Determine el intervalo de confianza del 99% para estimar el diametro
promedio de todas las varillas.

Resp. 2.307 a 2.393 mm
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8.33 El diametro promedio de una muestra de n = 100 varillas Incluidas en un embarque es 2.350 mm con desviacion
estandar de 0.050 mm. Estime el diametro promedio de todas las varillas incluidas en el embarque, si éste contiene
500 varillas, utilizando un intervalo de confianza del 99%.

Resp. 2.338 a2.362 mm

8.34  El peso promedio de la muestra de 100 varillas del problema 8.33 es 8.45 gr, con desviacion estandar de 0.25 gr. Estime
el peso total del embarque (excluyendo los materiales de empaque) utilizando un intervalo de confianza del 99%.

Resp. 4195 kg a4 255 kg

DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA NECESARIO PARA ESTIMAR LA MEDIA

8.35 Se sabe, por registros historicos, que la desviacion estandar del nivel de ventas por tienda de un producto de consumo
popular es a = $200 000 y se supone que la poblacion de la totalidad de ventas por tienda tiene una distribucion
normal. ¢ Cual es el tamafio minimo de muestra que se requiere para estimar el promedio de ventas por tienda, con
un margen de error de $100 000 y con una confianza del 95%.

Resp. 15.37= 16

8.36 Un analista desea estimar el salario diario promedio de los trabajadores de una compafia determinada, con un
margen de error de $250 y una confianza del 90%. Se estima que la desviacion estandar de los salarios no es mayor
de $1 000. ¢ Cuél es el nimero de expedientes que deben muestrearse, como minimo, para satisfacer este objetivo
de investigacion?

Resp. 43.564 44

INTERVALOS DE CONFIANZA DE UN EXTREMO PARA LA MEDIA DE LA POBLACION

8.37 En vez del Intervalo de confianza de dos extremos que se construyo en el problema 8.24, suponga que se desea
estimar el valor minimo por tienda para ese producto durante el afio anterior. Al igual que antes, se supone que la
distribucién de las ventas es aproximadamente normal. Determine el valor minimo de la media utilizando un intervalo
de confianza del 95%, y considerando cf »$3 425 000, m=$200 000 y n = 25. Compare su intervalo de confianza
con el que se construyo en el problema 8.24.

Resp. u estimada » $3 359 000
8.38 Al utilizar los datos del problema 8.32, determine el intervalo de confianza del 99% inferior para estimar el diametro

promedio de todas las varillas incluidas en el embarque. Compare el intervalo con el que se construy6 en el
problema 8.32.

Resp. p estimada % 2.388 mm

RESULTADOS POR COMPUTADORA

8.39 Con referencia a la Tabla 2.16 (pagina 26), que contiene los montos de 40 préstamos personales, y suponiendo que
se trata de datos muestrales aleatorios, utilice un paquete de computacion para determinar el intervalo de confianza
del 99% para el monto promedio de los préstamos en la poblacion.

Resp. $8 222 000 a $1 372 000



Otros intervalos
de confianza

9.1 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS POBLACIONALES
UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

Con frecuencia es necesario estimar la diferencia entre dos medias poblacionales, tal como la diferencia entre los niveles
salariales en dos empresas. Como se indica en la seccion 8.1, el estimador puntual no sesgado de [, — 4zl €s {i1 - fa:l- El
intervalo de confianza se construye de manera similar a como se estima el de la media, excepto que el error estandar de la
distribuciéon muestral que corresponde en este caso es el de la diferencia entre medias. El uso de la distribucién normal se
basa en las mismas condiciones que para el caso de la distribucion muestral de la media (véase la seccion 8.2), excepto
que en este caso hay dos medias. La férmula que se utiliza para estimar la diferencia entre las medias de dos poblaciones,
con intervalos de confianza es

[-.‘!?l_--]E.:-']'J-E'I'-""-;',—_.'_J (9.1)

o |:--"":_r|_--!E:I}J-W:,—iE 9.2)

Cuando se conocen las desviaciones estandar de las dos poblaciones, el error estandar de la diferencia entre dos
medias es

T, ..,'“'-"r:"'i,'*'l-"il (9.3)

Cuando no se conocen las desviaciones estandar de las poblaciones, el error estandar estimado de la diferencia entre
dos medias, suponiendo que resulta apropiado el uso de la distribucién normal es

v 1 =
E-n=wi, tE, (9.4)

Los valores de los errores estandar de las medias respectivas que se incluyen en estas férmulas se calculan a través
de las férmulas dadas en la seccién 8.2, incluyendo la posibilidad de utilizar los factores de correccién por poblacion finita
cuando sea apropiado.

EJEMPLO 1. El salario diario promedio para una muestra de n = 30 empleados de una empresa manufacturera grande
es X = $28 000, con una desviacion estandar de s = $1400. En otra empresa grande, una muestra aleatoria de n =40
empleados tiene un salario promedio diario de $27 000, con desviacion estandar muestral de s = $1000. El intervalo dé
confianza del 99% para estimar la diferencia entre los niveles diarios de salarios en las dos empresas es
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Int. del 99% = [ X7 - X,izc i, .,
=$10.00+2.58(3.01)
=$10.00+7.77

=$223 a $17.77
en donde X, = Xy = $2RCO0 — §27C0H0 = §1010
z=2.58
g 14D LA400
REIRNCPRN RE
5o 1000 10
"“:x-'_%: Jan e Y

5

=

Por ello, puede afirmarse que el salario diario promedio de la primera empresa es mayor que el correspondiente a la
segunda, en una cantidad que va de $223 a $1777, con una confianza del 99% en esa estimacidn por intervalo.

Ademas del intervalo de confianza de dos extremos, puede construirse también un intervalo de confianza de un extremo
para la diferencia entre dos medias. (Véase problema 9.4).

9.2 LA DISTRIBUCION t DE STUDENT Y LOS INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE
LAS MEDIAS DE DOS POBLACIONES.
Tal como se explicd en la seccién 8.5, resulta necesario utilizar la distribucion r de Student cuando:
(1) No se conocen las desviaciones estandar i de las poblaciones.

(2) Las muestras son pequefias (n = 30). Si las muestras son grandes, entonces es posible aproximar los valores r
mediante la distribucién normal estandar z.
(3) Se supone que las poblaciones tienen distribuciones aproximadamente normales (debe observarse que no puede
aplicarse el teorema de limite central cuando se trata de muestras pequefias).
Sin embargo, cuando se utiliza la distribucion t para definir intervalos de confianza para la diferencia entre dos medias,
en vez de hacerlo para una sola, se requiere una suposicion adicional.
(4) Las varianzas de tas dos poblaciones (que se desconocen) son iguales, nf - %,

Debido a la anterior suposicion de igualdad de varianzas, el primer paso para determinar el error estandar de la
diferencia entre dos medias cuando se utiliza la distribucion r consiste en combinar las dos varianzas muestrales:

&.2=|:": - 1]'5:'4":"2_1]5%

ﬂ|+i"|'!_2

(9.5)
El error estandar de la diferencia entre dos medias, con base en la estimacién combinada de la varianza & 2 es
¥ \/gﬂ_# i 9.6
o, =] —t— .
LI F] n, n- ( )
En donde g/ =n, + ny = 2, el intervalo de confianza es

{E|'E:]—'fir&?|-'r: 9.7)

EJEMPLO 2. La vida util promedio de una muestra aleatoria de n; = 10 focos es E? 4600 horas con si = 250 horas.
Para otra marca de focos, la vida util promedio y la desviacién estandar para una muestra de n, = 8 focos son Xz = 4]
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horas y S,=200 horas. Se asume que la vida util de los focos de ambas marcas tiene una distribuciéon normal. El intervalo
de confianza del 90% para estimar la diferencia entre las vidas utiles promedio de las dos marcas de focos es.

Int. el 90% =4 %1 = Xz £ e, s,
e (N}t L T40[M0E 24T) = 600 190~ 4108 TR0 h
en donde X - %y = 400 - MM} = 600

b= fny - -z Tap = 1.746
i e k90250 T

7 - — — -= 5} AS6.25
“ Ak - 2 W+ 2 8383
— — el
P \/@ & v{E—LﬁS‘E-.ES:SE,ESE-.IS‘IM.EH
: H, o H: I 7

Asi, puede afirmarse con una confianza del 90%, que la primera marca de focos tiene una vida util promedio mayor
que la de la segunda, en una cantidad de entre 410 y 790 horas.

Debe observarse que en el caso de las dos muestras, es posible que ambas sean pequefias (n € 30) y que, aun asf,
resulte posible utilizar la distribuciéon normal para aproximar ¢, porque los g/=29. Sin embargo, al hacer esto, debe suponerse
que las poblaciones tienen una distribucién aproximadamente normal, porque no puede aplicarse el teorema de limite central
a cada una de las muestras pequefias por separado.

9.3 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

Tal como se explica en la seccién 6.4, la distribucion de probabilidad que resulta aplicable a las proporciones es la binomial.
Sin embargo, los célculos asociados con la construcciéon de intervalos de confianza para una proporcion poblacional
desconocida, con base en el proceso de Bernoulli que se describié en la seccion 6.3 son bastante laboriosos. Por ello, la
mayor parte de libros de texto utilizan la distribuciéon normal para aproximar la binomial al construir intervalos de confianza
para proporciones. Como se explicé en la seccidn 7.4, esta aproximacion es apropiada cuando nz 30 y tanto np & 5, cémo
ng &5 (en donde g =1 -p). Sin embargo, cuando se desconoce la proporciéon de la poblacién p [t &}, la mayor parte de bs
especialistas en estadistica sugieren que se tome una muestra de n & 100. Debe observarse que, en el contexto de la
estimacién estadistica, no se conoce %, sino que se estima mediantelﬁ -

La varianza de la distribucién de las proporciones (seccién 6.4) sirve de base para el error estdndar. Dada una
proporcién muestral observada, ﬁl , el error estimado de la proporcion es

TTR
dp= EL:'El (9.8

En el contexto de la estimacién estadistica, no se conoceria la proporcion de la poblacion p o &, porque es precisamente
el valor que se estima. Si la poblacion es finita, entonces resulta apropiado utilizar el factor de correccién por poblacion finita
(véase la seccion 8.2). Al igual que en el caso del error estandar de la media, por lo general no se considera necesario el
uso de ese factor de correccién si n = 0.05 N. La férmula para el error estdndar de la poblaciéon que incluye el factor de

correccion por poblacion finita es
B1-§1 \!H —n
X - 9.9
" J f N-1 (2.9

Finalmente, el intervalo de confianza aproximado para una proporcién poblacional es

EFLT (9.10)
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Ademas de los intervalos de confianza de dos extremos, también es posible construir intervalos de confianza de un
extremo para la proporcién de una poblacion (véase el problema 9.12).

EJEMPLO 3.  Una empresa de investigacion de mercados entrevista a una muestra aleatoria de 100 hombres de una
comunidad grande y encuentra que una proporcién muestral de 0.40 de ellos prefieren las hojas de rasurar fabricadas por
la empresa cliente de los investigadores, y no las demas marcas. El intervalo de confianza del 95% para la proporcion de
todos los hombres de esa comunidad que prefieren las hojas de rasurar de la empresa cliente de los investigadores se

determina de la siguiente manera:
fan -7 \/{DM}tmﬁu] | CE —
- R L— = — LD = ks
i o il o

B2 722=0.40 £ 1.96(0.05)

=0.40£0.098=0.40+0.10=0.3020.50

Por lo tanto, puede estimarse con una confianza del 95% que la proporcién de hombres de esa comunidad que prefieren
las hojas de rasurar de la empresa esta entre 0.30 y 0.50.

9.4 DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA ESTIMAR LA PROPORCION

Antes de obtener realmente una muestra, puede determinarse el tamafio minimo que se requiere especificando el grado de
confianza necesario, el error que resulta aceptable, y haciendo una estimacion inicial de =, la proporcion desconocida de la
poblacion:

il — =)
E:

En (9.11), z es el valor que se utiliza para el intervalo de confianza especificado, & es la estimacion inicial de la
proporcion poblacional y E es el factor de error de "mas y menos" que se permite en el intervalo (siempre es la mitad del
intervalo total de confianza).

Si no resulta posible realizar una estimacion inicial de ft, entonces debe estimarse que es de 0.50. Esta estimacién es
"conservadora” porque es el valor para el cual se requeriria el tamafio de muestra mas grande. Bajo esa suposicion, la
férmula general para el tamafio de la muestra se simplifica de la siguiente manera:

9.11)

1 K
n= (E_E) (9.12)

(Atora; Cuando se determina el tamafo de la muestra, todos los resultados fraccionarios deben redondearse hacia el
numero superior. Ademas, cualquier tamafio de muestra calculado que resulte ser menor de 100, debe aumentarse hasta
100, porque las férmulas 9.11 y 9.12 se basan en el uso de la distribucién normal.)

EJEMPLO 4. Para el estudio del ejemplo 3, suponga que antes de recopilar los datos se especificé que la estimacion
por intervalo del 95% deberla estar dentro del £ 0.05%, y no se hizo ninguna evaluacién previa acerca del probable valor de
r.- El tamafio minimo de muestra que se debe estudiar es

3 1 1
h__(.'*'.) =( 1.4 ) -(E) (1987 = IRL 16 = JH5

2E [3.0%) LR

Ademas de estimar la proporcion poblacional, también puede estimarse el nimero total de elementos en la categoria
de la poblacion [véase el problema 9.7 (b)].
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9.5 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES POBLACIONALES

Para estimar la diferencia entre las proporciones de dos poblaciones, el estimador puntual sesgado de [xy — my) 8 ﬁ—,ﬂy

(véase la seccion 8.1). El intervalo de confianza implica utilizar el error estandar de la diferencia entre las proporciones. El
uso de la distribucion normal se basa en las mismas condiciones que para la distribucion muestral de la proporcion que se
vio en la seccion 9.3, excepto que se trata de dos muestras y se aplican los requerimientos a cada una de ellas. El intervalo
de confianza para estimar la diferencia entre las proporciones de dos poblaciones es

(F =P 25y g (9.13)

El error estandar de la diferencia entre dos proporciones se determina mediante la formula 9.14, en donde el valor de
cada uno de los errores estandar de la proporcion se calcula segun se describid en la seccion 9.3:

Ny -Jsi,*.-rﬁz _ (9.14)

EJEMPLO 5. En el ejemplo 3 se reportd que una proporcion de 0.40 hombres de una muestra aleatoria de 100 tomada
de una comunidad grande, manifestd preferir las hojas de rasurar de la empresa cliente de los investigadores y no las demas
marcas. En otra comunidad grande, 60 hombres de una muestra aleatoria de 200 prefirieron las hojas de rasurar de la
empresa cliente. El intervalo de confianza del 90% para la proporcion de hombres de las dos comunidades que prefieren
las hojas de rasurar de la empresa cliente es:

Ih. el B0% =1 fy — ) = 3¢,
© =0.100+ 1.645(0.059)

=0.100£0.097
=0.003 a 0.197
en donde g, —f=0 4b—0.H =010
=154
_Bll-f) Ao}
i = o T
-] 0 IROTH
fh == — === = A0S
A A, ]

55, p,= 13, + £1, ~ TTA TR ~ DR = 0 089

9.6 LA DISTRIBUCION x* (JI-CUADRADA) Y LOS INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA
Y LA DESVIACION ESTANDAI;:"

Si se tiene una poblacién de valores con distribucién normal, puede mostrarse que las distribuciones x” (ji-cuadrada) son
las distribuciones de probabilidad apropiadas para la razon frr— 1]#% f o®. Existe una distribucion ji cuadrada distinta para
los diferentes valores den - 1 , que representan los grados de libertad (g/). Asi,

Lt L (9.15)

Como la varianza muestral es el estimador insesgado de la varianza poblacional, el valor esperado a largo plazo del
cociente anterior es igual a los grados de libertad, on - 1 . Sin embargo, en el caso6 de la mayoria de las muestras, la varianza
muestral no es idéntica a la varianza poblacional. Como se sabe que el cociente anterior tiene una distribucion ji-cuadrada,
puede utilizarse esta distribucion para realizar inferencias estadisticas sobre varianzas o desviaciones estandar desconoci-
das.
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Las distribuciones ji-cuadrada no son simétricas. Por ello, un intervalo de confianza de dos extremos para una varianza
o0 una desviacién estandar requiere del uso de dos valores distintos de x?, en voz del método de "mas-menos" que se utilizo
en los intervalos de confianza que se basan en la distribuciéon normal. La férmula para construir un intervalo de confianza
par la varianza de la poblacién es

o I r g dme 102 (9.16)
x B, superior I §f, inferior

El intervalo de confianza para la desviacion estandar de la poblacién es

(n— L5 {n—1k" 9.17)
2=V g
inferior

4,1'. super‘lor

En el apéndice 7 se enlistan las proporciones de area bajo las distribuciones ji-cuadrada, de acuerdo con diversos
grados de libertad, o gl. En laférmula general anterior, los subindices "superior" e "inferior" identifican los puntos percentiles
de la distribucion x? especifica que se utiliza para construir el intervalo de confianza. Por ejemplo, para un intervalo de
confianza del 90%, el "superior" es x,gwj y el "inferior" es ﬁu," Al excluir el 5% mayor y el 5% menor de la distribucion

ji-cuadrada, lo que resta es el 90% "central".

EJEMPLO 6. El salario diario promedio para una muestra de 30 trabajadores de una empresa grande es ¥ = 2800, cor
desviacion estandar muestral de s =140. Se supone que los salarios diarios de la empresa tienen una distribuciér
aproximadamente normal. El intervalo de confianza del 95% para estimar la desviacién estandar de los salarios es

SRR f
F - .F;f. inferior

-
plsuperior
famienny | fisiis oo
-t'}.!:l.l.l.'.l'l.'- .-'fi:-'.u.l.lz:-
\/5,@'_.@__"'_ 5650
asrr T TN 1608

V124 720 = 7 = 354, 1453
M5 =r=1581

En el ejemplo anterior debe observarse que, como los encabezados de las columnas del apéndice 7 son probabilidades
del lado derecho, y no valores percentiles, los encabezados de columna que se utilizan en la tabla son los valores
complementarios de los valores percentiles "superior" e "inferior* que se requieren.

Como alternativa para los intervalos de confianza de dos extremos, también pueden construirse intervalos de confianza
de un extremo para la varianza y la desviacién estandar (véase el problema 9.14).

9.7 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Por lo general, los programas de computadora que realizan analisis estadisticos tienen la capacidad de determinar diversos
tipos de intervalos de confianza, ademas de los intervalos de confianza para la media poblacional. En el problema 9.15 se
ilustra el uso de una computadora para obtener un intervalo de confianza para la diferencia entre dos medias poblacionales.
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Problemas resueltos

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS POBLACIONALES UTILIZANDO
LA DISTRIBUCION NORMAL

9.1 Para el estudio que se reportd en el problema 8.11, suponga que hubo 900 clientes que no adquirieron el "cupén
especial” pero que sirealizaron otras compras en la tienda durante el periodo de estudio. Para una muestra de 200
de estos clientes, el promedio de compras fue de X =$19 600, con una desviacién estandar muestral de s = $8400.

(a) Estime el monto promedio de compras para los clientes que no compraron los cupones, utilizando un intervalo
de confianza del 95%.

(b) Estime la diferencia entre el monto promedio de compra para los clientes con y sin cupdn, utilizando un intervalo
de confianza del 90%.

T N—m 58 'ME— K]
(a) Ry = T A e lft-{nu#";l'? '[IIIE'EHHH.SEE'I-IHI

X £ oag = 1960+ | 6012} = 519.60 & 1.02 = $18.5% & §HLE2
(b) ey, =3, + 33, =~ (057Y + (0527 = OITF DI = T I5T = 0,772
(X - Koz o, g, = (257 — 19600 £ 1LEAMD.TI} = 8467+ 1,07 - 4390 5 $604

Asf, puede afirmarse con una confianza del 90% que el nivel promedio de ventas para los clientes con cupén
excede a los que no lo tenian, en una cantidad que se encuentra entre $3700 y $6240.

9.2 Una muestra aleatoria de 50 hogares de la comunidad A tiene ingresos diarios promedio de ¥ =34 600, con
desviacion estandars = $2200. Una muestra aleatoria de 50 hogares de la comunidad B tiene un promedio de X =
$33 800, con desviacién estandar de s = $2800. Estime la diferencia en los ingresos diarios promedio de los hogares
en las dos comunidades utilizando un intervalo de confianza del 95%.

& _ 10 _ 2300
P AT
5; TR T

I I g i S YT Y
WSRO T ey e

=3311.17

S = N B+ = NI+ CABEAMY = U6 §26. 77 + 156 547 68 = BS01.66

(X, - R T zhy g, = | 56 GD0E— 33 HOD) 2 1.54{ 505_G6)
= B 98T 17 = —$15T.17 & %1 TETa7
Con un grado de confianza del 95%, los limites del intervalo de confianza sefialan que la media de la primera
comunidad podria ser inferior a la media de la segunda comunidad en $187.17, mientras que en el otro extremo,

la media de la primera comunidad podria exceder a la segunda hasta en $1787.17. Debe observarse que la

posibilidad de que no exista diferencia entre las medias de las dos poblaciones se encuentraincluida en este intervalo
de confianza del 95%.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO LA DISTRIBUCION ¢

9.3 En una planta empacadora, el peso neto promedio del café envasado en sobres, para una muestrade n = 12 sobres,
es f., = 15.97 gramos, con s1 = 0.15gr. En otra planta empacadora, el peso neto promedio del café que se empaca
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en sobres, para una muestra de sz = 1% +& f;. = 18,14 gr., con desviacion estandar de s, = 0.09 gr. Se supone que
las distribuciones de las cantidades empacadas tienen una distribucién aproximadamente normal. Estime la
diferencia del peso promedio de café que se empaca en sobres en las dos plantas, utilizando un intervalo de
confianza del 90%.

PP b Ry el VSO E Al B
B+ iy -2 12+15-2
aooF I (1.0 34
R . froting anae_
= A, n 12 L

(B -Fuan, b, =(1507- 1614} 1 {0047}
={—0 1T LTS, =[N T LS = —k25 » —[.LM

En otras palabras, puede afirmarse con una confianza del 90% que el peso neto promedio del café que se
empaca en la segunda planta se encuentra entre 0.09 y 0.25 gr de mas que en la primera planta.

INTERVALOS DE CONFIANZA DE UN EXTREMO PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS

9.4  Aligual que se hizo para la media, tal como se explico en el problema 8.14, puede estimarse la diferencia entre dos
medias utilizando un intervalo de confianza de un extremo. Con referencia a los datos del problema 9.1 (b), estime
la diferencia entre las compras promedio para los clientes "con cup6n*y "sin cupén”, construyendo un intervalo de
confianza del 90% superior. _ _

Dado que, del problema 9.1 (i, Xy — Xz = E4.97 ¥ 9p g, = 0,772,

Bed, (g, —pus)= (B = K3)--z5, o,
= $4.97 — [1,2H100.772]
=439k

9.5 Para los datos de ingresos que se reportaron en el problema 9.2, estime la diferencia maxima entre los niveles
promedio de ingresos de la primera y segunda comunidades construyendo un intervalo de confianza del 95%
inferior.

Dado que, del problema 92 Xy = Xz = $30y 2y 1-ry ™ SHREE,
Bt [y = o) S 08 = Kodrzse
= ER00+ 164350 50364
=11 aly.52

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA ESTIMAR LA PROPORCION DE UNA POBLACION

9.6 Un administrador universitario recopila datos sobre una muestra aleatoria nacional de 230 estudiantes inscritos en
programas de posgrado en administracion de empresas y encuentra que 54 de ellos tienen licenciaturas en
administracion o contaduria. Estime la proporcion de esos estudiantes a nivel nacional, que tienen licenciaturas en
administracion de empresas o contaduria, utilizando un intervalo de confianza del 90%.

5
f= =01.235
F 70 -
_ EE—__E_]_\‘I(W.HS:-W.?&S] \Ill'u.nlms
L ‘J Pk e I WODOTET6 = 0LUZH

F £ 2521235 = | e4500.020)
=025 =0 =019 & 023
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Aqui se supone que, a nivel nacional, el numero de estudiantes es lo suficientemente grande como para que no se
requiera el factor de correccién por poblacién finita.

9.7 En una area metropolitana grande en la que existen 800 expendios de gasolina, para una muestra aleatoria de n -
36 expendios, 20 de ellos venden una marca determinada de aceite. Utilizando un intervalo de confianza del 95%,
estime (a) la proporcién de todos los expendios de gasolina del area que venden ese aceite, y (b) el numero total
de expendios del area en los que se vende el aceite.

0
L .ﬁuﬁ-ﬂ.jﬁﬁ =%

f—f  flssies  fizeea |
.=,=J" £ -\/ Lo R —
[ k] g
Frs; = (0.56:£ 1 9E/0.0RI} =040 & D.72

(b) (Nota: al igual que en el caso de la solucion del problema 8.11 (b) para la media y la cantidad total, el nimero
total en una categoria de la poblacién se determina multiplicando los limites de confianza de la proporcién por el
numero total de elementos en la poblacién.)

N[ g = QOO 8 .72} = 320 8 576 estaciones
o Nifye N (zsph = BOGED.5E) £ BIDLI6) = 3202 576 estaciones

DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA ESTIMAR LA PROPORCION

9.8 Un administrador universitario desea estimar la proporciéon de estudiantes inscritos en programas de posgrado en
administracion de empresas, que también tienen licenciaturas en la misma area, con un margen de errordel 0.05 y
una confianza del 90%. ¢Qué tamafo de muestra debe utilizarse, como minimo, si no existe ninguna base para
estimar el valor apropiado de la proporcién antes de tomar la muestra?

Al utilizar la formula (9.12),
AR RLLERE ..
i (z_f') - (I{D.I'.Iﬁ':) =(16,45)* = 2060 = 271

9.9 Con respecto al problema 9.8, ;cual es el tamafio minimo de la muestra que se requiere si la informacion previa
sefala que la proporciéon no es mayor de 0.30?
De la férmula (9.11)

il —w) (G457 0,M000.70)
—— = T s IR =
z = Ty 237.50= 2%

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES POBLACIONALES

9.10 Al intentar medir la opinion de los profesores de un sistema escolar con respecto a un nuevo plan de estudios, un
supervisor escolar recopila muestras aleatorias de 100 padres de familia en cada una de dos regiones residenciales
importantes incluidas en el sistema escolar. En la primera regién, 70 de los 100 padres de familia sefialaron que
tenian intencion de votar a favor de la proposicidén, mientras que en la segunda regién, 50 de los 100 votantes
muestreados indicaron su intencidon de hacerlo. Estime la diferencia entre las proporciones reales de padres de
familia de las dos areas que tienen la intencion de votar a favor de la proposicién, utilizando limites de confianza del
95%.
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Por lo tanto,
S "'I.'Ti;l.l EI:'-':_ vl 1- mzj""."m" 1, Ly
Ly -k og g - A0 0500+ LOB0.0681 ~ 020+ 613 - 307 & 0.3

Asi, la diferencia en las proporciones poblacionales se encuentra entre 0.07 y 0.33 (o, lo que es lo mismo,
entre 7 y 33%). En esta solucion, se supone que el nimero de padres de familia en cada area es lo suficientemente
grande y resulta innecesario utilizar el factor de correccién por poblacion finita.

INTERVALOS DE CONFIANZA DE UN EXTREMO PARA PROPORCIONES

9.11 Al igual que se hizo para la media y para la diferencia entre dos medias (véanse los problemas 8.14. 9.4 y 9.5),
puede estimarse una proporcién o una diferencia entre dos proporciones utilizando intervalos de confianza de un
extremo. Para los datos del problema 9.6, encontrar la proporcién minima de estudiantes de posgrado que tienen

una licenciatura en administracion de empresas o contaduria, utilizando un intervalo de confianza del 90%
Dado que, el problema 9.6, g =~ 0.235 y & - 0.028,

#— 25, = 1,235 - LZH0AZR) = ¢ 1%7 0 mayor

9.12  Para los datos del problema 9.10, ¢ cual es el intervalo de confianza del 95% superior para la diferencia entre las
proporciones de personas de la primera y la segunda comunidad que tienen intencién de votar a favor del nuevo
plan de estudios?

fB —F)—zry _p = (0 —h 50— 1 454 0.068} = £HE o mayor
Asi, puede afirmarse con un grado de confianza del 95% que la diferencia minima entre las proporciones de votantes
en las dos regiones que tienen intenciones de votar a favor de la proposicion es de 0.088, u 8.8%
INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA'Y LA DESVIACION ESTANDAR

9.13  Parala muestra aleatoria de n =12 sobres de café del problema 8.17, la media era de ¥=15.97 gr, la varianza fue
de s?=0.0224, y la desviacion estandar s = 0.15. Estime (a) la varianzay (b) la desviacion estandar para todos los
sobres de café que se empacan en la planta, utilizando intervalos de confianza del 90%.

(a)
fr—1] & cufc p— 132
X}, uparer % &, \nlaricr

(140.0224) . o (T1KOD224)
of, 054 thoos




02466 . 0.7464
1068 457

00125 = ¢* = 00539
(b) BEIT = = (0530

G+ =023
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9.14  Aligual que para otros intervalos de confianza (véanse los problemas 8.14, 9.4, 9.5y 9.11), puede estimarse una
varianza o una desviacién estandar poblacionales utilizando intervalos de confianza de un extremo. Por lo general,
lo que interesa es el limite superior de la varianza o la desviacién estandar y, por ello, el intervalo de confianza del
extremo inferior es ei intervalo de ese tipo que se utiliza con mayor frecuencia. Para los datos del problema 9.13,

¢cual es el intervalo de confianza del 90% inferior para estimar la desviacion estandar de la poblaciéon?
17

Eid o= V[E‘"_. H-j—s

IE,J. aiine

B

0

(LL)C0x224)

meum

=0 G 2

Asf, puede decirse, con un grado de confianza del 90%, que la desviaciéon estandar de la poblacién no es

superior a 0.21.

RESULTADOS POR COMPUTADORA

9.15 EnlaTabla 9.1 se presentan las cantidades correspondientes a los pagos de seguro de dafios de automoviles para
cada una de dos areas geograficas (en miles de pesos), obtenidos de un nimero grande de esas indemnizaciones,
segun los registros de una compafia aseguradora. Se supone que los montos de las indemnizaciones en cada area
tienen una distribucion aproximadamente normal, y se supone que la varianza es mas o menos igual en las dos
areas. Utilizando algun paquete de computacion, obtenga el intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre
el monto promedio de las indemnizaciones en las dos areas.

Tabla 9.1

Reclamaciones de dafios de automoviles en dos ¢reas

geograficas (en miles de pesos)

Areal

Area 2

$1033
1274
1114
924
1421

$1069
1121
1269
1150
921

$1177
258
715
1027
871

$1146
1096
742
796
905

Como puede observarse en la parte correspondiente del listado de la figura 9-1, puede concluirse con una confianza
del 95% que el monto total de las indemnizaciones en el Area 1 es mayor que en el Area 2, en una cantidad que esta entre
$47 000y $466 000. La amplitud del intervalo de confianza es muy grande debido a la gran variabilidad de los datos, asi
como también a lo reducido de la muestra. Debe observarse que, en los paquetes de computacion como el que se ilustra
en lafigura 9-1, cuando no se conocen las varianzas poblacionales, entonces se utiliza la distribucion t aun para muestras
grandes, porque no es necesario utilizar la aproximacion normal cuando se pueden determinar, mediante la computadora,
los valores exactos de i para niumeros grandes de grados de libertad. (La parte del listado de la figura 9-1 que esta después

del intervalo de confianza se analiza en el problema 11.20, que se refiere a pruebas de hipdtesis.)
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MTB > SET CLAIMS FOR AREA-ONE INTO Cl

DOTO> 1033 1274 1114 924 1421 1069 1121 1269 1150 921
DATA> END

MTB > SET CLAIMS FOR AREA-TWO INTO C2

DOTA) 1177 258 715 1027 871 1146 1096 742 796 905
DATA) END

MTB ) TWOSAMPLE TTEST 95% CONFIDENCE INTERVAL.FOR Cl AND C2;
SUBO POOLED.

TWOSAMPLE T FOR Cl VS C2

N MEAN STDEV SE MEAN
Cl 10 1130 158 50
c2 10 873 272 86
95 PCT C1 FOR MU Cl1 - MU C2: (47, 466)

TTEST MU Cl1 - MU C2 (VS NE): T=2.57 P=0.019 DF=18.0

Flg.9-1 Resultado de Minitab.

Problemas complementarios

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS POBLACIONALES

9.16

9.17

9.18

9.19

Para un determinado producto de consumo popular, el promedio de ventas por tienda fue, el afio anterior, en una
muestra de n{=10 tiencf.. = $3 425 000, con S = $200 000. Para un segundo producto, el promedio de ventas
por tienda de una muestra n, =12 tiendas fue de Xz =$3 250 000, con 52 =$175 000. Se supone que los montos
de las ventas por tienda tienen distribucion normal, para ambos productos. Estime la diferencia entre el nivel
promedio de ventas por tienda del afio anterior utilizando un intervalo de confianza del 95%.

Resp. $8.28 a $341.72

De los datos del problema 9.16, suponga que los tamafios de las muestras fueron ny = 20 y n, = 24. Determine el
intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre las dos medias suponiendo que las varianzas poblacionales
no son iguales.

Resp. $62.83 a $287.17

Al utilizar los datos del problema 9.16, suponga que lo que interesa es solamente determinar la diferencia minima
entre los niveles de venta de los dos productos. Determine el limite inferior de ese intervalo de estimacion con un
grado de confianza del 95%.

Resp. $37.13 0 mas

Para una muestra de 50 empresas de una determinada rama industrial, se encuentra que el nimero promedio de
empleados por empresa es 3{1 - 420.4 con 5, = 55.7. Existe un total de 380 empresas en esa rama. En una segunda
rama industrial que cuenta con 200 empresas, el numero promedio de empleados de una muestra de 50 de ellas
es E:i = 392. 5 empleados con &= = 87.9. Estime la diferencia del nimero promedio de empleados por empresa en
ese ramo industrial, utilizando un intervalo de confianza del 95%.

Resp. 2.3 a53.5 empleados
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9.20

9.21

9.22
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Construya el intervalo de confianza del 99% para la diferencia entre las medias del problema 9.19.

Resp. -5.8 a 61.6 empleados

Eﬂ‘ﬂ. una muestra de 30 empleados de una empresa grande, se encuentra que el salario promedio diario es de
X4 =3$7500, con s, = $1000. En una segunda empresa se determina que el salario promedio diario para una muestra

de 40 empleados es fz = $9050, con #; = $1200. Estime la diferencia entre el salario diario promedio de las dos
empresas utilizando un intervalo de confianza del 90%.

Resp. $0.02 a $0.88 por hora
Para los datos del problema 9.21, suponga que se desea determinar la diferencia maxima entre los salarios promedio,
utilizando un intervalo de confianza del 90%. Construya ese intervalo de confianza del extremo inferior.

Resp. Est.{u, — g 5$0.78 por hora

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA ESTIMAR LA PROPORCION DE UNA POBLACION

9.23

9.24

9.25

9.26

9.27

Para una muestra aleatoria de 100 hogares de un area metropolitana grande, el nimero de hogares en los que
cuando menos un adulto esta en esos momentos desempleado es 12. Estime el porcentaje de hogares de esa area
en los que cuando menos un adulto esta desempleado, utilizando un intervalo de confianza del 95%. (Nota: pueden
obtenerse los limites porcentuales determinando en primer lugar el intervalo de confianza para la proporcion y
después mutiplicando sus limites por cien.)

Resp. 5.7% a 18.3%

Suponga que el intervalo de confianza que se obtuvo en el problema 9.23 resulta ser demasiado amplio para
propdsitos practicos (es decir, carece de precision). Se desea, mas bien, que el intervalo de confianza del 95% se
encuentre a no mas de dos puntos porcentuales del porcentaje real de hogares en los que existe cuando menos
un adulto desempleado. ¢ Cual es el tamarfio minimo de la muestra que se requiere para satisfacer esta especificacion
(a) si no se hacen suposiciones acerca de porcentaje real antes de recolectar una muestra de mayor tamafio, y (6)
si, con base en la muestra utilizada en el problema 9.22, se supone que el porcentaje real no es superior a 18%?

Resp. (a) 2401, (b) 1418

Un pequefio fabricante adquiere un lote de 200 partes electrénicas del "exceso de inventario" de una empresa
grande. Se encuentra que, para una muestra aleatoria de 50 de las refacciones, 5 de ellas tienen defectos. Estime
la proporcién de todas las partes del embarque que tienen defectos, utilizando un intervalo de confianza del 95%.

Resp. 0.03a0.17

Para el problema 9.25, estime el nimero total de refacciones del embarque que tienen defectos, utilizando un
intervalo de confianza del 90%.

Resp. 8a32

Para la situacion del problema 9.25, suponga que el precio de las refacciones seria satisfactorio para el fabricante
sila proporcion real de los articulos defectuosos no excede del 0.20. Construya un intervalo de confianza del 95%
de un extremo y observe si el limite superior de ese intervalo excede la proporcién del 0.20.

Resp. Est. £ 50.16
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES POBLACIONALES

9.28

9.29

En contraste con los datos del problema 9.23, en una segunda area metropolitana, una muestra aleatoria de 1000
hogares arroja que sdlo en 6 de ellos existe cuando menos un adulto desempleado que busca un empleo de tiempo
completo. Estime la diferencia en el porcentaje de hogares de las dos areas que incluyen un adulto desempleado,
utilizando un intervalo de confianza del 90%.

Resp.-0.6a+12.6%

Con referencia al problema 9.28, ;cual es el porcentaje maximo en el que el desempleo por hogares en la primera
area metropolitana excede al correspondiente a la segunda area, utilizando un intervalo de confianza de un extremo
del 90%?

Hesp.Est.Dif. £11.1%

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR

9.30 Para un determinado producto de consumo popular, el promedio de ventas por expendio, el afio pasado, de acuerdo

9.31

con una muestra de n=10 tiendas,fueX = $3 425 000, con s = 200 000. Se supone que las ventas por expendio
tienen una distribucién normal. Estime (a) la varianza y (b) la desviacion estandar de las ventas de ese producto
en todas las tiendas, el afio anterior, utilizando un intervalo de confianza del 90%.

Resp. (a) 21 278 < o2 £ 108 271, (b) 145.9 % £ 329.0

Con referencia al problema 9.30, existe preocupacion con respecto a qué tan grande puede ser la desviacion
estandar de las ventas. Construya un intervalo de confianza de un extremo del 90% que identifique este valor.

Resp.a £293.9

RESULTADOS POR COMPUTADORA

9.32

Una empresa que procesa un gran ndmero de sus pedidos por teléfono tiene dos tipos de clientes: generales y
comerciales. En la Tabla 9.2 se presentan los pedidos solicitados por teléfono para una muestra aleatoria de 12
clientes generales y 10 comerciales. Se supone que las cantidades de tiempo que se requieren para atender cada
tipo de llamada tienen una distribucién aproximadamente normal. Utilice un programa de computacién para obtener
el intervalo de confianza del 95% para la diferencia en la cantidad promedio de tiempo por llamada que se requiere
para cada uno de los dos tipos.

Resp.-23 a52 seg.


http://Hesp.Est.Dif

o

OTROS INTERVALOS DE CONFIANZA

Tabla9.2 Tiempo requerido (en segundos) para procesar

pedidos

Clientes generales

Clientes comerciales

48

66
106

84
146
139
154
150
177
156
122
121

81
137
107
110
107

40
154
142

34
165

177



Pruebas de hipotesis
sobre la media de
una poblacion

10.1 ETAPAS BASICAS EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

Al realizar pruebas de hipdtesis, se parte de un valor supuesto (hipotético) de un parametro poblacional. Después de
recolectar una muestra aleatoria, se compara la estadistica muestral, asi como la media (X), con el parametro hipotético, se
compara con una supuesta media poblacional (M). Después, se acepta o se rechaza el valor hipotético, segun proceda. Se
rechaza el valor hipotético sélo si el resultado muestral resulta muy poco probable cuando la hipétesis es cierta.

Etapa 1: plantear la hipotesis nula y la hipétesis alternativa. La hipdtesis nula (H,) es el valor hiotético del parametro
que se compara con el resultado muestral. Se rechaza sélo si el resultado muestral es muy poco probable en caso
de que la hipétesis sea cierta. Se acepta la hipétesis alternativa (H;) sélo si se rechaza la hipétesis nula.

EJEMPLO 1.  Un auditor desea probar el supuesto de que el valor promedio de todas las cuentas por cobrar en una
empresa determinada es $260 000, tomando una muestra de n = 36 y calculando la media muestral. Desea rechazar el valor
supuesto de $260 000 sdlo si la media muestral lo contradice en forma clara, por lo que debe "darse el beneficio de la duda"
al valor hipotético en el procedimiento de prueba. Las hipotesis nula y alternativa para esta prueba son Hy: u=$ 260 000 y
My #4260 000.

Etapa 2: Especificar el nivel de significancia que se va a utilizar. El nivel de significancia es el estandar estadistico que
se especifica para rechazar la hipétesis nula. Si se especifica un nivel de significancia del 5%, entonces se rechaza
la hipotesis nula solamente si el resultado muestral es tan diferente del valor hipotético que una diferencia de esa
magnitud o mayor, pudiera ocurrir aleatoriamente con una probabilidad de 0.05 o menos.

Debe observarse que si se utiliza el nivel de significancia del 5%, existe una probabilidad del 0.05 de rechazar la
hipétesis nula cuando, de hecho, es cierta. A esto se le denomina error tipo |. La probabilidad del error tipo 1 es siempre igual
al nivel de significancia que se utiliza como criterio para rechazar la hipdtesis nula; se le designa mediante la letra griega
a ("alfa") y , por ello, a designa el nivel de significancia. Los niveles de significancia que se utilizan con mayor frecuencia
en las pruebas de hipdtesis sonel 5y el 1 %.

Ocurre un error tipo |l si se acepta la hipétesis nula cuando, de hecho, es falsa. En la seccién 10.3 se explica la forma
en que se determina la probabilidad del error tipo |1. En la Tabla 10.1 se resumen los tipos de decisiones y las consecuencias
posibles, al realizar pruebas de hipotesis.

Etapa 3: Elegir la estadistica de prueba. La estadistica de prueba puede ser la estadistica muestral (el estimador
no sesgado del parametro que se prueba) o una version transformada de esa estadistica muestral. Por ejemplo,
para probar el valor hipotético de una media poblacional, se toma la media de una muestra aleatoria de esa
poblacién para utilizarla como estadistica de prueba. Sin embargo, si la distribucién de muestreo de la media tiene
distribucion normal, entonces es comun que se transforme la media muestral en un valor z el cual, a su vez, sirve
como estadistica de prueba.
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Tabla 10.1 Consecuencias de las decisiones en pruebas de

hipotesis
Situaciones posibles

La hipotesis La hipotesis

nula es nula es

Decisiones posibles verdadera falsa

Aceptar la hipdtesis nula Se acepta Error

correctamente tipo 11
Rechazar la hipétesis nula Error Se rechaza

tipo I correctamente

Etapa 4: Establecer el valor o valores criticos de la estadistica de prueba. Habiendo especificado la hipdtesis nula, el
nivel de significancia y la estadistica de prueba que se van a utilizar, se procede a establecer el o los valores criticos
de estadistica de prueba. Puede haber uno 0 mas de esos valores, dependiendo de si se va a realizar una prueba de
uno o dos extremos (véase la seccién 10.2). En cualquier caso, un valor critico identifica el valor de estadistica de
prueba que se requiere para rechazar la hipoétesis nula.

Efapa 5: Determinar el valor real de la estadistica de prueba. Por ejemplo, al probar un valor hipotético de la media
poblacional, se toma una muestra aleatoria y se determina el valor de la media muestral. Si el valor critico que se
establece es un valor de z, entonces se transforma la media muestral en un valor de z.

Etapa 6: Tomarla decisién. Se compara el valor observado de la estadistica muestral con el valor (o valores) criticos
de la estadistica de prueba. Después, se acepta o se rechaza la hipétesis nula. Si se rechaza ésta, se acepta la
alternativa; a su vez, esta decision tendra efecto sobre otras decisiones de los administradores operativos, como por
ejemplo, mantener o no un estandar de desempefio o cual de dos estrategias de mercadotecnia utilizar.

10.2 PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

Puede utilizarse la distribucion normal para probar un valor hipotético de la media poblacional: (1) cuando n > 30, utilizando
el teorema del limite central, o (2) cuando n < 30, pero la distribucion de la poblaciéon es normal y se conoce a (véase la
seccion 8.2).

Se utiliza una prueba de dos extremos cuando lo que interesa es una posible desviacion en cualquier direccion, a partir
del valor hipotético de la media. La férmula que se utiliza para establecer los valores criticos de la media muestral es similar
a la que se utiliza para determinar los limites de confianza para estimar la media de una poblacién (véase la seccién 8.3),
excepto que el valor hipotético de la media poblacional pg es el punto de referencia, y no la media muestral. Los valores
criticos de la media muestral para una prueba de dos extremos, dependiendo de si se conoce a, son:

.f;_'.q = H-":t I (]01)
.f.._—,q=,|.i.{.-=xsg (]02)

EJEMPLO 2. Para la hipdtesis nula que se plante6 en el ejemplo 1, determine los valores criticos de la media muestral
para probar la hipétesis con un nivel de significancia del 5%. Como se sabe que la desviacion estandar de las cuentas por
cobrar es 0 - 43 000, los valores criticos son:
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Hipotesis: Hy. |4 - $260 000; H) ja# JEEF GH),

Nivel de significancia: & = 00§

Estadistica de pruebeX con base en una muestra de 2 = 36, y con & =43 000.
... - valores criticos de la media muestral

E =y £ 3T 260 0 + L.!ﬁﬁﬁ--ifﬂmi '-“i?"zlﬁﬂ'g

= 26000 £ 196 TLESET = 260000 £ 14 046,67 = $245 953,34 ¢ 2174 Q466

Por lo tanto, para rechazar la hipotesis nula, la media muestral debe tener un valor inferior a $245 950 o mayor de
$274 050. Asi, existen dos regiones de rechazo en el caso de una prueba de dos extremos (véase la figura 10.1). Se
utilizan los valores de z de +1.96 para establecer los limites criticos porque para la distribucién normal estandar se tiene

0.05 de proporcion del area en los dos extremos (0.025 en cada extremo), lo cual corresponde al valor de a « 0.05 que se
especifica.

fix H Region de Region de

rechazo

Region de
aceptacion

245 953.33 260 000 274 046.67 .f

Fig. 10-1

En vez de establecer valores criticos en términos de la media muestral como tal, es comiin que se especifiquen los
valores criticos en las pruebas de hipotesis en términos de valores z. Para el nivel de significancia del 5%, los valores criticos
z para una prueba de dos extremos son -1.96 y +1.96, por ejemplo. Cuando se determine el valor de la media muestral, se

le transforma en un valor z para que pueda compararse con los valores criticos de z. La formula de transformacion,
dependiendo de si se conoce 0 0 no, es

(10.3)

(10.4)

EJEMPLO 3. Para el problema de prueba de hipotesis de los ejemplos 1 y 2, suponga que la media muestral es X =
$240 000. Se determina si se debe aceptar o rechazar la hip6tesis nula transformando esa media a un valor z y comparando
éste con los valores criticos de £1.96, de la siguiente manera:

oy @ T106.67  (del ejemplo)

R me 240000 260000 20 D0
L TGE.6T T LE5.6T

4

=170
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Este valor de z se encuentra en la region de rechazo del extremo izquierdo del modelo dé prueba de hipdtesis que se
ilustra en la figura 10-2. Por ello, se rechaza la hipotesis nula y se acepta la alternativey ¢ 8% [HH), Puede observarse
que se llega a la misma conclusién comparando la media muestral de X = $240 300 con los limites criticos de la media que
se identificaron en la figura 10-1.

f1£]! Region de
: rechazo

Region de
rechazo

Fig. 10-2

Una prueba de un extremo resulta apropiada cuando Unicamente interesan las desviaciones en un sélo sentido con
respecto al valor hipotético de la media. Al auditor del ejemplo 1 puede no interesarle que el promedio real de todas las
cuentas por cobrar exceda $260 000, sino solo que sea inferior a esa cantidad. Por ello, si le otorga el beneficio de la duda
a la afirmacion de que la media verdadera es cuando menos $260 000, la hipotesis nula y la alternativa son:

Hotp 2 $2600000 ¥ H,: p < $200 000

En las pruebas de un extremo existe una sola regién de rechazo y, para el ejemplo anterior, la prueba es del extremo
inferior. La region de rechazo para una prueba de un extremo siempre se encuentra en el extremo que representa apoyo
para la hipétesis alternativa. Al igual que para las pruebas de dos extremos, puede determinarse el valor critico para la media
como tal, o en términos de un valor de z. Sin embargo, los valores criticos para las pruebas de un extremo difieren de los
que se utilizan para las pruebas de dos extremos, porque la proporcién dada de area total se encuentra en ese extremo de la
distribucién. Enla Tabla 10.2, se presentan los valores dez necesarios para pruebas de uno y dos extremos. La formula general
para establecer el valor critico de la media muestral para una prueba de un extremo, dependiendo de si se conoce 0 0 no, es

Xog ot e, (10.5)
o} Xow = pu ¥ 28, (10.6)

En las formulas 10.5 y 10.6 anteriores, puede observarse que es posible que z sea negativa, dando como resultado
una substraccion del segundo término en cada férmula.

Tabla 10.2 Valores criticos de z en pruebas de hipotesis

Tipo de prueba

Nivel de significancia De un extremo | De dos extremos

5% +1.645 +1.96
(0-1.645)
1% +2.33 +2.58

(0-2.33)
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EJEMPLO 4.  Suponga que el auditor de los ejemplos 1 a 3, parte de la hipétesis nula de que la media de todas las
cuentas por cobrar es de cuando menos $260 000. Si la media muestral es $240 000, se prueba esta hipétesis con un nivel
de significancia del 5%, mediante los dos siguientes procedimientos.

(1) Se determina el valor critico de la media muestral, en donde Hy, = p 2 S260 000 y H = o < #2360 HGO
I’m =g+ rw = 200 000 + (- LE4SWT A6 6T = $248 225,32
Como ¥ = 240 0o, se encuentra en la seccion de rechazo. Por ello, se rechaza la hipétesis nula y se acepta la

alternativa de que p < & 283 003D,
(2) Se especifica el valor critico en términos de z, donde el valor critico de z [ == D.0R; e -1.245:

:Irpnhzmmu-mum}:_r;
Tt T tEAGT .

Como z =-2.79 se encuentra en la seccién de rechazo (a la izquierda del valor critico de -1.645), se rechaza la hipétesis
nula. En la figura 10-3 se ilustra el valor critico para esta prueba de un extremo, en términos de X v 2.

; lj:--,l Region de
- rechazo

Region de,
aceptacion

e I

248 210.82 260.000
. )
— 1

LAd] 1] £

et |

Fig. 10-3

10.3 ERRORES TIPO I Y TIPO Il EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

En esta seccién se analizan en forma completa los errores tipo | y tipo Il (definidos en la seccién 10.1), con respecto a las
pruebas de un extremo sobre una media hipotética. Sin embargo, los conceptos que se ilustran aqui son aplicables también
a otros modelos de pruebas de hipotesis.

La probabilidad del error tipo | es siempre igual al nivel de significancia que se utiliza al probar hipétesis nulas. Esto
es asi porque, por definicion, la proporcion de area en la region de rechazo es igual a la proporcion de resultados muestrales
que ocurririan en esa region, cuando la hipétesis es verdadera.

Por lo general, a la probabilidad del error del tipo Il se le designa mediante la letra griega |3 ("beta"). La uUnica forma
en que se puede determinar es con respecto a un valor especifico incluido dentro del rango de la hipdtesis alternativa.

EJEMPLO 5.  Aligual que en el ejemplo 4, la hipétesis nula que se va a probar es que la media de todas las cuentas
por cobrar es cuando menos $260 000, y esta prueba se llevara a cabo con un nivel de significancia del 5%. Ademas, el
auditor sefiala que consideraria que una media real de $240 000 (o menos) constituye una diferencia material importante
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con respecto al valor hipotético de la media. Al igual que antes, ¢ = $33 (XX} y el tamafio de la muestra es n - 36 cuentas.
Para determinar la probabilidad del error tipo |1, se requiere:

(1) plantear las hipotesis nulay alternativa para esta prueba,

(2) determinar el valor critico de la media muestral que debe utilizarse para probar la hipétesis nula con un nivel de
significancia del 5%,

(3) identificar la probabilidad del error tipo | correspondiente al valor critico que se calculé antes, como base para la
regla de decision,

(4) identificar la probabilidad del error tipo Il correspondiente a la regla de decision, dada una media alternativa
especifica de $240 000.
La solucién completa es

1) Hu: b & $266) 000 HLep o< 5260 000
@) Tom = o + 2oy = 260000 + (- L645W7 166.67) - 5245 210.82

donde ag = -oa = B L0 - BUO 71057

(3) la probabilidad del error tipo | es igual a 0.05 (el nivel de significancia que se utiliza para probar la hipétesis nula)
(4) la probabilidad del error tipo Il es la probabilidad de que la media de la muestra aleatoria sea igual o superior a
$248 210, dado que la media de todas las cuentas es en realidad $240 000.

JXop-my 2482124000 21083
o TIRET  TieesT .

Plermotipa I < By =+ 1,151 = 0.5000 - 0.9749 = 01251 = 0|

S

En la figura 10-4 se ilustra el método que se siguio en el ejemplo 5. En general, el valor critico de la media que se
determina con respecto a la hipétesis nula se "reduce" y se utiliza como valor critico con respecto a la hipétesis alternativa
especifica. En el problema 10.13 se ilustra la forma de determinar la probabilidad del error tipo Il para una prueba de dos
extremos.

fix]

Region

de rechazo Reg.ién de

(error aceptacion

tipo I) : I

. 240 205 B tio ?

fiX) J

Rechazo correcto de Aceptacion incorrecta

la hipétesis nula de la hipotesis nula

[ (error tipo II)
TN L IR X

* Fig. 10-4

Al mantener constantes el nivel de significancia y el tamafio de la muestra, la probabilidad del error tipo Il disminuye
conforme el valor de la media alternativa se aleja del valor de la hipétesis nula. Esa probabilidad aumenta al acercarse el
valor alternativo al valor de la hipétesis nula. Una curva caracteristica operativa (CO) ilustra la probabilidad de aceptar la



184 ESTADISTICA APLICADA | 10 |

hipétesis nula dados diversos valores alternativos de la media verdadera. La figura 10.5, es la curva CO aplicable a cualquier
prueba del extremo inferior de una media hipotética, con un nivel de significancia del 5%, y con base en el uso de la distribucion
normal de probabilidad. Debe observarse que es aplicable a cualquiera de esas pruebas, porque los valores sobre el eje
horizontal estan planteados en unidades del error estandar de la media. Para cualesquiera valores que se encuentren a la
izquierda de [, la probabilidad de aceptacion sefiala la probabilidad del error tipo 11. A la derecha de po.las probabilidades
sefalan la aceptacion correcta de la hipotesis nula. Tal como se sefiala con las lineas punteadas, cuando, de hecho, y= Ho
entonces la probabilidad de aceptar la hipotesis nulaes 1 - a, o en este caso, 1 - 0.05 = 0.95.

EJEMPLO 6.  Puede verificarse la probabilidad del error tipo Il que se determiné en el ejemplo 5, haciendo referencia
a lafigura 10-5, de la siguiente manera:

Tal como se determiné en el ejemplo 5, Yo = $260 000,u4 = $240 000 y o =7166.67. Por lo tanto, la diferencia entre
los dos valores designados de la media en unidades del error estandar es

_ B b 340000 - 260 000 _
T 6,67

-25

Con referencia a la figura 10-5, la altura de la curva en el valor de py - Z.B oy sobre el eje horizontal esta justamente sobre
el 0.10, tal como se muestra en las lineas punteadas. El valor real calculado en el ejemplo 5 es 0.13.

eje vert, = 0.8
eje horiz. = gl

gje vert. = .13
eje horiz. = -2.3 wp

Prohnbliclef de secprac Hy-

ey TRy TIrp Sdep - Iep H TR Posible posicion de la
media verdadera .

Fig. 10-5

Al realizar pruebas de hipotesis, el concepto de potencia se refiere a la probabilidad de rechazar una hipotesis nula
dado un valor alternativo especifico para el parametro (en los ejemplos que se han revisado, es la media de la poblacién).
Cuando se designa mediante p la probabilidad del error tipo |1, se sigue que la potencia de una prueba es 1 - 8. Con referencia
alafigura 10-5, puede observarse que la potencia para valores alternativos de la media es la diferencia entre el valor sefialado
por la curva CO y 1.0 y, por ello, puede obtenerse una curva de potencia mediante "substraccion" utilizando la curva CO.

EJEMPLO 7. Con referencia al ejemplo 5, puede determinarse la potencia de la prueba con el valor alternativo especifico
de la media de $240 000, de la siguiente manera:
Como [i = (error tipo 1l) - 0.13 (del ejemplo 5),

Potencia=1 - 1 ~ L{¥ - & 13 = {47

(Nota: Esta es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, en forma correcta, cuando p= $240 000.)
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10.4 DETERMINACION DEL TAMANO NECESARIO DE LA MUESTRA PARA LA MEDIA

Antes de extraer una muestra, puede determinarse el tamafio que se requiere especificando (1) el valor hipotético de la
media; (2) un valor alternativo especifico para la media, de manera que la diferencia con respecto al valor hipotético resulte
considerable; (3) el nivel de significancia que debe utilizarse en la prueba; (4) la probabilidad del error tipo Il que se permite;
y (5) el valor de la desviacion estandar para la poblacion, @, La férmula para determinar el tamafio minimo que se requiere
para la muestra, afin de probar un valor hipotético de la media con base en la distribuciéon normal es

f2— = b
':.I-l-l _H-n}l

En (10.7), z; es el valor critico de z que se utiliza para el nivel de significacion especificado (nivel a), en tanto que z,
es el valor de z correspondiente a la probabilidad especificada del error tipo Il [ishal ). El valor d ex”e b e ser conocido o
estimado de alguna manera. Puede utilizarse la férmula 10.7 para pruebas de uno o dos extremos. El Unico valor que difiere
para los dos tipos de pruebas es el valor de z que se utiliza (véanse los ejemplos 8 y 9).

(Nota: Cuando se esta determinando el tamafio minimo de muestra, siempre se redondean hacia arriba los resultados
fraccionarios. Ademas, si no se conoce , 0 la poblacién no tiene una distribucién normal, cualquier tamafio de muestra que
se calcule debe aumentarse cuando menos a este valor, porque la férmula 10.7 se basa en el uso de la distribucién normal.)

(10.7)

EJEMPLO 8. Un auditor desea probar la hipétesis nula de que el valor promedio de todas las cuentas por cobrar es
de cuando menos $260 000. Considera que la diferencia entre este valor hipotético y un valor especifico alternativo de
$240 000 (o menos) seria considerable. Los niveles aceptables de los errores tipo | {a)y tipo Il [f] son 0.05 y 0.10,
respectivamente. Se sabe que la desviacion estandar de los montos de las cuentas por cobrar es de « = $43 000. El
tamafio de la muestra que debe extraerse, como minimo, para llevar a cabo esta prueba es

An-n Pt (o1645 2 LIFP (430008 _ (RI556YL B40 000 200

- E
(- Mg P (240 0080 - 200 00FE 0 000 07K 355 % 40

(Nota: Como z, y z; siempre tienen signos algebraicos contrarios, se tiene que los dos valores zeta siempre se acumulan
en el numerador. Si el valor acumulado es negativo, el proceso de elevar al cuadrado da como resultado valores positivos.)

EJEMPLO 9. Suponga que el auditor del ejemplo 8 esta preocupado por una discrepancia en cualquier direccién con
respecto al valor nulo hipotético de $260 000, y que consideraria que una discrepancia de $20 000 en cualquier direccion
seria importante. Considerando la otra informacién y las especificaciones del ejemplo 8, el tamafio minimo de la muestra
que debe analizarse es

coimmEm e (-l9a- 12 P [LB6-(-135 0
WP TORO-Z0ME [ SI0000- MO0 T
S(AMP(AI00F |, (3 (45000
{0 F [20%
-i_ﬂ_l{_._,“':‘ 1“4_5‘"3“@ - 48,53 * 49

(Nota: Como las desviaciones con respecto al valor hipotético sélo pueden darse en una direccion, se utiliza el valor
de +1.96 0 -1.96 como valor de z,, con el correspondiente valor de z4. Al igual que en el ejemplo 8, los dos valores de z se
acumulan siempre antes de elevarlos al cuadrado.)
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10.5 PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION ¢

DE STUDENT
La distribucion t (véase la seccion 8.5) es apropiada como estadistica de prueba cuando la muestra es pequefia (n = 30),
la poblacion tiene distribucion normal, y se desconoce - El procedimiento que se utiliza para probar un valor hipotético de

una media poblacional es idéntico al que se describié en la seccion 10.2, excepto por el uso del como estadistica de prueba.
La estadistica de prueba que se utiliza es

j =B (10.8)

EJEMPLO 10. Se ha planteado la hipétesis nula de que la vida util promedio de los focos de una marca especifica es
cuando menos de 4200 horas. La vida util promedio para una muestra aleatoria de n = 10 focos es X = 4000 horas,con
desviacion estandar muestral de s = 200 horas. En términos generales, se supone que la vida util de los focos tiene una
distribucion normal. Se prueba la hipétesis nula con un nivel de significancia del 5%, de la siguiente manera:

L PETRE BN M= 200
terlien ol = %, o = 005 = -LAS%
T ena e,
SE O [y I [
X g, A{00-2HH -2
T ad e e

Como -3.16 se encuentra en la region de rechazo del extremo izquierdo (a la izquierda del valor critico -1.833), la
hipétesis nula se rechaza y se acepta la alternativa de que la vida util promedio es inferior a 4200 horas.

10.6 EL METODO DEL VALOR P PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS REFERENTES A UNA MEDIA
POBLACIONAL
Al seguir el método del valor P, en vez de comparar el valor observado de un estadistico de prueba con un valor critico,

se determina la probabilidad de ocurrencia del estadistico de prueba, suponiendo que la hipétesis nula es cierta, y se le
compara con el nivel de significancia &. Se rechaza la hipétesis nula si el valor P es inferior al nivel designado a,

EJEMPLO 11.  Con referencia al ejemplo 4, en el que Ho: u & $260 000, Hi: p£ $260 000+ = 0.05, X -$240 000,y la
estadistica de prueba calculada es z = -2.79, como la estadistica z se encuentra en direccion de la regién de rechazo, se
determina la probabilidad de que ocurra un valor de z de esa magnitud en forma aleatoria:

10z = =270 = 0L — 0.4974 — (026

Como el valor de P de 0.0026 es inferior al nivel de significancia especificado, a - 0.05, se rechaza la hipétesis nula.

Para pruebas de dos extremos, se duplica el valor P que se calcula con respecto a un extremo de la distribucion, y se
le compara con el nivel de significancia a (véase el problema 10.19).

Cuando se utiliza t como estadistica de prueba y se utiliza también una tabla para la distribucién t, no es
posible determinar un valor exacto de P. Mas bien, se identifica un rango de valores de probabilidad (véase el
problema 10.21).
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10.7 EL METODO DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS REFERENTES A
MEDIAS POBLACIONALES

De acuerdo con este método, se construye un intervalo de confianza para la media de la poblacion con base en los resultados
muestrales y después se observa si el valor hipotético de la media pobiacional queda incluido dentro de este intervalo. Si el
valor hipotético esta dentro del intervalo, entonces no es posible rechazar la hipétesis nula. Si el valor hipotético no esta
dentro del intervalo, entonces se rechaza la hipétesis nula. Se construye el intervalo 1 - u, en donde a es el nivel de
significancia que se utiliza para la prueba.

EJEMPLO 12. Con referencia al ejemplo 3, en el que Ho: i -$260 000, Hy: it » $260 00C« =$0.05, ¥ =$240 000, y
uf = 7166.67, puede probarse la hipétesis nula con un nivel de significancia del 5%, construyendo el intervalo de confianza
del 95%:

Xt g™ ZA0 (A 1 LOT [ TIGEET ) = 240000 £ 14 (ME.5T
= 523 95303 a 125 6.3V

Como el valor hipotético de $260 000 no esta dentro del intervalo de confianza del 95%, la hipétesis nula se rechaza
con un nivel de significancia del 5%.
Para pruebas de un extremo, se construyen intervalos de confianza de un extremo (véase el problema 10.23).

10.8 TABLA RESUMEN PARA PROBAR UN VALOR HIPOTETICO DE UNA MEDIA

Tabla 10.3 _Tabla de resumen de la prueba de un valor hipotético para la media

Poblacion Tamafio de la muestra a conocida i desconocida
X X —py™
Grande [r # 30) = e o=
e, L3 iy
Con distribucion
normal _
5 I £ -y f X —py
Pequefiafn % M¥h oy T.
X- i x- At
Grande [ 2 35) =T e
P . 1] L
Sin distribucion
normal

Por lo general, se utilizarian pruebas no paramétricas rela-
Pequefia fm & 31 cionadas con la media (véase capitulo 21).

* Se aplica el teorema central del limite
#=Se utiliza z como aproximacion de t
= Se utiliza el teorema central del limite y se aplica z como aproximacion de ¢

10.9 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Los programas de computacién para probar hipétesis sobre medias permiten al usuario especificar el valor hipotético,
asi como solicitar pruebas de uno o dos extremos. Por lo general, se utiliza el método de P para las pruebas de hipétesis,
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segun se describié en la seccién 10.6. En los problemas 10.24 y 10.25 se ilustra el uso de esos programas para pruebas de
dos o un extremo, respectivamente.

Problemas resueltos

PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

10.1

10.2

10.3

El representante de una comunidad informa a una empresa que se propone construir un centro comercial cuyo
ingreso promedio por hogar del area es de $25 000 diarios. Suponga que, para ese tipo de area, puede suponerse
que los ingresos por hogar tienen una distribucion aproximadamente normal y que puede suponerse que la desviacion
estandar es 4 - $2000, con base en un estudio previo. Se encuentra que el ingreso promedio por hogar para una
muestra aleatoria de n = 15 hogares es ¥ $24 000. Pruebe la hipétesis nula de que 11 = $25 000, estableciendo
limites criticos para la media muestral en términos de pesos y utilizando el nivel de significancia del 5%.

(Nofa; Puede utilizarse la distribucién normal de probabilidad aun cuando la muestra es pequefia, porque se
supone que la poblacion tiene distribucién normal y se conoce 0.)

Como Ho : g =$25000, yH;: p* $25 000, los limites criticos de X 71 0.05) son

L

2 [N
V15 )II

Xep = pntar: —upt s(i.) 15 I:-.’JI:|+1.%|[

W

(ICWk

—25ﬂﬂu+:.9ﬁ£-‘ s 1 — 1540+ 1YE[S16. K0T — 13 4T v 53643

ol g
Como la media muestral de % - $24 000 se encuentra entre los dos limites criticos y dentro de la regién de
aceptacioén de la hipétesis nula, no puede rechazarse la afirmacion del representante de la comunidad con un nivel
de significacién del 5%.

Pruebe la hipétesis del problema 10.1, utilizando la variable normal estandar z como estadistica de prueba.
Ha- =535 (00 My =525 K

2ol [ ae= 005 )= L1
v 200 Lo
Por ell c— -
or ello Ty % T aaT L5160
X g M0D- 25008 —| OB
. 514,50 1680

F —1.92

Como el valor calculado de z de -1.93 se encuentra en la region de aceptacion de la hipétesis nula, no puede
rechazarse la afirmacion del representante de la comunidad con un nivel de significancia del 5%.

Con referencia a los problemas 10.1 y 10.2, el constructor no esta en realidad preocupado por la posibilidad de que
el ingreso promedio por hogar sea superior a los $25 000 que se han supuesto, sino que sdlo le preocupa que pueda
ser inferior. Por ello, replantee las hipétesis nula y alternativa y realice la prueba de hipétesis apropiada, concediendo
el beneficio de la duda a la afirmacién del representante de la comunidad.

Fifps e o= K25 4400 A = B35 D
zoribee f o= 05 Y = -1 025
:=-1.493 [ del problemae 10.2)
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El valor calculado de z (-1.93) es inferior al valor critico de z (-1.645) para esta prueba del extremo izquierdo.
Por ello, se rechaza la hipotesis nula con un nivel de significancia del 5% y se acepta la hipotesis alternativa, que
afirma que el ingreso promedio por hogar es inferior a $25 000. La razon del cambio en la decisién con respecto
ai problema 10.2 se debe a que la region del rechazo del 5% se localiza en su totalidad en uno de los extremos de
la distribucion.

Para el problema 10.3, suponga que no se conoce la desviacion estandar de la poblacion, lo cual es comun, y que
no se supone que la poblacion de ingresos tiene distribucion normal. Se toma una muestra de n = 30 hogares, y se
encuentra que la desviacion estandar es s = $2 000 y la media muestral sigue siendc¥= $ 24 000. Pruebe la hipotesis
nula de que el ingreso promedio por hogar es de cuando menos $25 000 en la poblacion utilizando un nivel de
significancia del 5%.

(Nota: Puede utilizarse la distribucion normal de probabilidad con base en el teorema del limite central y debido
a que puede utilizarse z como aproximacion de f cuando # ¥ 30.)

Hy = 525000 A a0 525 000
Iiotibes b = 0008 1 = -1 645
5 200 20

h='=.._";_-_1.-'ﬁ =_ﬁi1~E = E154 2

% - fo_ 24 000 - 25 000 _ -1 000
P WADE WG

T

=--1iM

El valor calculado de z de -2.74 es inferior al valor critico de -1.645 para esta prueba del extremo inferior. Por
ello, se rechaza la hipédtesis nula con un nivel de significancia del 5%. Se debe observar que, en este caso, el valor
calculado de z es menor y se encuentra en forma mas clara en la region de rechazo, en comparacion con el problema
10.3. Esto se debe al aumento en el tamafio de la muestra de n = 15 a n = 30, lo cual da como resultado un valor
menor para el error estandar de la media.

Un fabricante esta considerando la adquisicion de un nuevo equipo para la fabricacion de herramientas y
especifica que, en promedio, el equipo no debe requerir mas de diez minutos de tiempo de preparacion por hora
de operacion. Un agente de compras visita una compaiiia en donde existe instalado otro equipo como el que se
esta considerando. De los registros que se tienen ahi, observa que una muestra aleatoria de 40 horas de
operacion incluye un total de 7 horas y 30 minutos de tiempo de preparacion, con una desviacion estandar del
tiempo de preparacion por hora de 3.0 minutos. Con base en este resultado muestral, ;puede rechazarse la
suposicion de que el equipo satisface las especificaciones de tiempo de preparacion, con un nivel de significancia
de 1%?

Hyi ¢ £ 10 min (por hora) fe: g > 1948 min (por hora)

zcritica {2 = 001y = +233
- XX i
o EE_B0min s in

T 40

T in 3% .
.T_!—\;.—;——\f.ﬁ‘—ﬁljz-o.47mm
X - 1125.-10.0 135

= B L sk

Ey L 047
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El valor calculado de z de +2.66 es mayor que el valor critico de +2.33 para esta prueba del extremo superior.
Por ello, se rechaza la hipétesis nula en el nivel de significancia del 1 %, y se acepta la hipétesis alternativa de que
el tiempo promedio de preparacién para ese equipo es mayor de 10 minutos por hora de operacion.

10.6 Se sabe que la desviacién estandar de la vida Gtil de una marca determinada de tubos de luz ultravioleta es
de m 500 horas, y que la vida util de los tubos tiene distribucion normal. El fabricante afirma que la vida util promedio
de los tubos es de cuando menos nueve mil horas. Pruebe esta afirmacion con un nivel de significancia del 5%,
considerandola como hipétesis nula, y suponiendo que la vida util promedio para una muestra de n = 15 tubos fue
de X= 8800 horas.

Hy p =300 Hy: e = w0
zcritica f o= 00} 1= -1 45

iry = ?:—-2—31-1293:-
«a |5 507
=£_'—_W B K — b 04 —1@____“5
iry M 120 -

El valor calculado de z de -1.45 no es inferior al valor critico de z =-1.645 para esta prueba del extremo inferior.
Por ello, no puede rechazarse la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%.

10.7 Con respecto al problema 10.6, suponga que los datos muestrales se obtuvieron de una muestra de n = 35 tubos.
Pruebe la afirmacion con un nivel de significancia del 5%.

Hy. e -y Q0 oo e ¥ ()
7z critica | ot = (k5 1 = 1,645

o S0 MHE
SV PR b

__.i_—_EL_H i) qmu_ :mﬁ 117

v, R4.4i 440G

El valor calculado de z de -2.37 es inferior al valor critico de -1.645 para esta prueba del extremo inferior. Por
ello, no es posible rechazar la hipétesis nula con un nivel de significancia del 5%.

10.8 Un analista de investigacion de mercados recolecta datos para una muestra aleatoria de 100 clientes que adquirieron
un "cupdn especiar. Las 100 personas gastaron un promedio de ¥=$24 570 en la tienda, con desviacion estandar
de s = $10 600. Antes de obtener estos resultados muestrales, el gerente de mercadotecnia habia afirmado que la
compra promedio para los clientes que habian aceptado la oferta de los cupones seria de cuando menos $25 000.
¢ Puede rechazarse esta afirmacion utilizando un nivel de significancia del 5%?

My Z 82500 Mo < 515000
z critica | «z = LS 1= - 1.6:d%

N-n_gg [A0 100 e -
\/;r T AT d:-l}ﬂ—! 0 ¥, S - OLE0AGT = 57222

wT
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—

(Se requiere el factor de correccion de poblacion finita porque n » 0.05 N.)

_X-py 3572400 430

e 728 Tt

=T

La z calculada de -.75 no es inferior al valor critico de -1.645 para esta prueba del extremo inferior. Por ello,
no puede rechazarse la afirmacion con un nivel de significancia del 5%.

ERRORES TIPO | Y TIPO Il EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

10.9 Parael problema 10.3, suponga que el constructor consideraria como una discrepancia importante que el promedio
de los ingresos diarios por hogar fuera de $23 500, o menos, en contraste con los $25 000 que se afirma como dato.

Identifique (a) la probabilidad del error tipo I, (b) la probabilidad del error tipo |1, y (c) la potencia asociada con esta
prueba del extremo inferior.

(@) P (error tipo 1) = 0.05 (el nivel « o nivel de significancia)
(b) P (error tipo 11) =P (de que se exceda el limite critico de X, dado |1 = $23 500).

Limite inferior critico de ¥ — o+ 2, — 25 (I r [ 1. 6A5H 51401 ~ B34 144 05

endonde p,— 2% HXI
F—-i.nd45

o 21D 2 OISk

T = — L3146 Hil
vl N

P(del error tipo IT) = [ X i= 24 145,86 | 4, — 23 500, 7. — 516,50
Lo Moy DA 14T86 -2 500 GARIG

i, YT LI T TY T I
P(del error tipo IT) = #3i =, z= -+ .26} = {t. 5CHMT — 0106 = 1, 103K -~ i 11
(c) Potencia - 1 - P(del error tipo 1) = 1.00 - 0.10=0.90

10.10 Con respecto a los problemas 10.3 y 10.9, el valor nulo hipotético especifico de la media es pg - $25 000 y el valor
alternativo especifico es px  $23 500. Con base en la muestra de n =15, i 516.80 y el valor critico de la media
muestra X$24149.86, (a) Explique qué se quiere decir cuando se sefiala que este Ultimo valor esta por encima

de un "valor critico", y (b) si el verdadero valor de la poblacion es = $23 000, ¢cual es la potencia de la prueba
estadistica?

(@) El valor de $24149.86 es el valor critico" de la media muestral porque si la media muestral es igual a este valor

o lo excede, se aceptara la hipotesis nula (H,: u = $25 000), en tanto que si la media muestral es inferior a este
valor, se rechazara la hipdtesis nula y se aceptara la alternativa (H1 : p = $25 000).
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(b) Potencia = P (Rechazar una hipotesis nula falsa dado un valor especifico de y), En este caso, potencia
P < 24149 By - 23000, oz~ B1GAQ

O Ao py A 49B6 230001 1dWHA
T o, CE1AND T OSL4 R0

—r

Potencia = #1 = <. 4 2.221 — [0 + {4364 = 0 FHEE = LYY

En otras palabras, dada una media poblacional de u- $23 000, existe una probabilidad de aproximadamente
99% de que se rechace la hipétesis nula (lo cual seria correcto) y aproximadamente una probabilidad del 1 % de que
sea aceptada (lo cual es incorrecto) y constituye un error de tipo I1).

10.11 Con referencia al problema 10.10

(a) ¢Cuél es la potencia de la prueba estadistica si la media poblacional es ;= $24 000? Compare esta respuesta
con el valor que se obtuvo para = $23 000 en la respuesta del problema 10.10 (b).

(b) ¢Cual es la potencia de la prueba estadistica si la media poblacional es p= $24 500? Compare esta respuesta
con los valores que se obtuvieron para p=$23 000 del problema 10.10 (b) y de = $24 000 del inciso anterior.

(@) Potencia —PIX < Id 14986 p =23 (K], o7, « SIGEQ] = PV 2 < 0290
=L AT — 0, 1148 = L6141 == ki1

Xep-gp 3414934 -21 0N [40.56
dondez = ———w —-— S =~ 039
endondez =, 316,90 216,50

En este caso, la potencia de la prueba es considerablemente menor que la potencia de 0.99 del problema 10.10

(b). Esto seria de esperar, puesto que la media actual de g $24 000, es un valor mas cercano a la media hipotética
nula n & $25 000.

(b) Potencia = P X ~ 34 144.Ré| e = 14 SO0, ery = 5 |6.E0) = Mz = - 06E]
= .T0 - 0,2518 = 02482 = 1.5
Boy- o, MI4UEE—14 500 —X50ld
w3680 S6E0

endonde #- - s

La potencia de la prueba es considerablemente inferior que los valores previos de 0.99 y 0.61.

10.12 En los problemas 10.9, 10.10 y 10.11, se determinaron las potencias de pruebas estadisticas de un extremo
correspondientes a valores alternativos de la media poblacional de $24 500, $24 000, $23 500 y $23 000. Estas
potencias resultaron ser 0.25, 0.61. 0.89 y 0.99, respectivamente. Determine los valores de las CO asociados con
estos valores alternativos de la media poblacional, y también para el caso en que & $25 000 (con Ho: u 2 $25 000).

Como el valor CO = P (aceptar la hipdtesis nula dado un valor especifico de u]. el valor CO = 1 - potencia (para
cada valor especifico de p} tal como se reporta en la Tabla 10.4.
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Tabla 10.4 Potenciay valores de la CO

Valor de p Potencia Valor de la CO
$25 000 0.05 0.95
24 500 0.25 0.75
24 000 0.61 0.39
23 500 0.90 0.10
23 000 0.99 0.01

En la Tabla 10.4, como $25 000 es el punto en el que comienza el rango de valores hipotéticos-nulos, la
"potencia" es, de hecho, la probabilidad del rechazo incorrecto de la hipdtesis nula y es, también, igual al nivel de
significancia y a la probabilidad del error tipo I. De manera similar, cuando  es inferior a $25 000 en la tabla, el valor
CO es la probabilidad de aceptar incorrectamente la hipdtesis nula y, por ello, es la probabilidad del error tipo II.

10.13 Para los problemas 10.1 y 10.2, suponga que al constructor le resultarla excesivo que los ingresos promedio diario
por hogar difirieran de los supuestos $25 000 en $1 500 o mas, en cualquier direccion. Como la hipétesis nula se
esta probando a un nivel de significancia del 5%, identifique la probabilidad del error tipo | y del error tipo 11.
(Nota: En esta solucién se amplia la explicacion que se dio en la seccion 10.3, porque se trata de una prueba
de dos extremos, en vez de la que se vio antes de un extremo.)

P(del error tipo I) = 0.05 (el nivel L, @nivel de significancia)
P(del error tipo II) = P(de que se exceda el limite critico inferior de &, dado g= $23 500) o
=P(de que Xeste por debajo del limite superior critico, dado 1 = $26 500)

(Nota: Cualquiera de los calculos producirla la solucion para la probabilidad del error tipo I1. Estos dos valores
no se acumulan porque el valor alternativo especifico s6lo puede encontrarse en un punto en alguna situacion
determinada. El calculo que aparece enseguida corresponde al primero de los dos métodos alternativos.)

Como, del problema 10.1, el limite critico inferior de = $23 987 y imp * $516.80,

Fidal eevoe tipo 1) = P{ X 223 087 |, = 25 300, o, = S16.H0) = Pz, = +0.34)
= 500 - (L2540 1 TG ] T
Xogmp, HMI-23MG 297
o, 5 16.80 116,20

en donde &4 = 10.04

DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA PROBAR LA MEDIA

10.14 Suponga que el posible constructor del centro comercial del problema 10.3 desea probar la hipotesis nula Hp : ¢ =
$25 000 con un nivel de significancia del 5%, y que considera que seria una diferencia importante que el nivel
promedio de ingresos de los hogares se encontrara en $23 500 (0 menos). Como le preocupa en particular el error
de construir un centro comercial en una area en la que no pueda tener éxito, fija el nivel deseado del error tipo Il en
#$0.01. Si se supone que la desviacién estandar de esos datos es #2000, determine el tamafio de la muestra
que se requiere para lograr los objetivos del constructor con respecto a los errores tipo | y tipo 1, si no se hacen
suposiciones de normalidad en la poblacion.
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Sin embargo, como no se supone que la poblacién tenga distribucién normal, se aumenta el tamafio de muestra

an =30, para que pueda aplicarse el teorema del limite central, y de esa manera, poder utilizar la distribucién normal
de probabilidad.

10.15 Elfabricante que esta considerando la adquisicién del equipo de fabricacion de herramientas del problema 10.5, ha
especificado en la hipétesis nula que el tiempo promedio de preparacién para el equipo es igual o menor a 10 minutos
por hora, (Ho: 1 2 10.0). Suponga que le preocupa en particular que el tiempo promedio de preparacién por hora
sea de 12.0 minutos 0 mas. Estima que la desviacion estandar es de aproximadamente a = 3.0 minutos, y supone
que una variable como la del tiempo de preparacion tiene probablemente distribucion normal. Debido a las
implicaciones de su decision a largo plazo, sefiala que la probabilidad de los errores tipo | y tipo | debe mantenerse
en, cuando mucho, 0.01. ; Cuantas horas seleccionadas al azar deben muestrearse para el equipo en preparacion,
como minimo, para satisfacer los objetivos de esta prueba?

(zy =)ot [133 -(-233]](3.0)°

(g4 — penl® (120 -100)°
(GRS 21T156(5) 1954404
-————lm e = = = - =4REE = |
24 40 4 CHsnR=a L=

PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA MEDIA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION ¢t DE ESTUDIANTE.

10.16 Como modificacion del problema 10.3, un representante de la comunidad le informa al posible constructor del centro
comercial que el ingreso promedio por hogar de la comunidad es de cuando menos p = $25 000, y se le da a esta
afirmacion el beneficio de la duda en el procedimiento de la prueba de hipétesis. Al igual que antes, se supone que
las cifras de ingresos de la poblacién tienen distribucién normal. Para una muestra aleatoria de n = 15 hogares, se
encuentra que la media muestral es ¥= $24 000, y que la desviacion estandar muestral es s = $2000. Pruebe la
hipétesis nula con un nivel de significancia del 5%.

(Nota: La distribucién i es apropiada porque la muestra es pequefia (n © 30), se desconoce 41 y se supone que
la poblacion tiene distribucion normal.)

Hyrp ~525000  Hpoo <825 000
t critica ng!"— 1d, o —-ﬂ.ﬂi}—- =1.7Th1

5 2000 2000
CTETUE W
Ko, MUM-Isome -1 00
T T ses0 Flean

— 31620

r —- 1915

El valor calculado de t de -1.935 es inferior al valor critico de -1.761 para esta prueba del extremo inferior. Por
lo tanto, se rechaza la hipdtesis nula a un nivel de significancia del 5%. La decision es la misma que la del problema
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10.3, en el que se conocia o, excepto que en aquel caso se utilizé z como estadistica de prueba y el valor critico fue
=-1.645.

10.17 De 100 alumnos de contaduria de una escuela de administracion de empresas, una muestra aleatoria de n = 12

estudiantes tiene un promedio global de calificaciones de 7 (en donde la calificacién mas alta es 10) con una
desviacién estandar muestral de s = 1. Se supone que las calificaciones de estos estudiantes tienen distribucion

normal. Pruebe la hipétesis de que la calificacion promedio global para todos los estudiantes de contaduria de esta
escuela es de cuando menos 8.0, utilizando un nivel de significancia del 1 %.

”:l.l.}:ﬁ HI;F.-CR
tcritica (gt = 11, e = i1y = =2714

s Iv-a 1 fwooi
FEEYN TTTIENY T

1 [ _
738\ g = L080(0.843) = 0.273

(Se requiere el factor de correccion por poblacién finita porque n = 0.05 N.)

FRTT - 1

TS, hEn b

- 3400

El valor calculado de t de -2.752 es menor que el valor critico de -2.718 para esta prueba del extremo inferior.
Por ello, se rechaza la hipétesis nula con un nivel de significancia del 1 %. Si se hubiera rechazado el factor de
correccion finita, el valor f calculado hubiera sido -2.586, y se hubiera aceptado erréneamente la hipétesis nula.

10.18 En su calidad de comprador comercial para una marca privada de un supermercado, suponga que toma una muestra
aleatoria de 12 sobres de café de una empacadora. Se encuentra que el peso promedio del contenido de café de

cada sobre es &= 15.97 gr., con s = 0.15. Los empacadores afirman que el peso neto promedio minimo del café es
de 16.0 gr. por sobre. ¢ Puede rechazar esa afirmacion con un nivel de significancia del 10%?

Hy:n =160 My = Ml
t criticafgd = 11 ¢r — 0,121 — — 1,383

A—py 1557k —0.03

——————— .
e 0043 T 43

El valor calculado de t de - 0.698 no es inferior al valor critico de -1.363 para esta prueba del extremo inferior
Por ello, no puede rechazarse la afirmacion con un nivel de significancia del 10%.

EL METODO DEL VALOR DE P PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS SOBRE LA MEDIA DE LA POBLACION

10.19 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 10.2 con un nivel de significancia del 5%.
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Hi: e — 525 00 Hpope #5235 000
F=-1m (del problema 10.2)
Pz = —1.97]) = 030 - 0.4732 = n.N268

Finalmente, como se trata de una prueba de dos extremos:

P =2(0.0268) = 0.0536

Como el valor de P de 0.0536 es mayor que el nivel de significancia 0.05, no es posible rechazar la hipétesis
nula a este nivel. Por ello, no puede rechazarse la afirmacion de que el promedio de ingresos por hogar en la poblacion
es $25 000.

10.20 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 10.3, a un nivel de significancia del 5%.

Hypz=325 0K H,:u-= 525000
=-1.93 (del problema 10. 3)

(Observe que la estadistica z esta en la direccion de la region de rechazo para esta prueba del extremo izquierdo.)

P(z= 193)=0.5000-0.4732 = 0.0268

Como el valor de P = 0.268 es menor que el nivel de significancia de 0.05, se rechaza la hipotesis
nula. Por ello, se acepta la hipotesis alternativa de que el promedio de ingresos por hogar en la poblacién
es inferior a $25 000.

10.21 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 10.16 a un nivel de significancia del 5%.

Hrop = 523 006 Hy oo e B35 Uiy
t=-1.93 (del problema 10.16)

Para esta prueba del extremo Izquierdo, y con g/ = 14:

Pl - 1030 = [GLA2S < P 0.03)

La probabilidad de que ocurra la estadistica i con un valor de -1.93 en forma aleatoria cuando la hipétesis nula
es cierta y se encuentra entre 0.025 y 0.05, dado que se requiere un valor de t de -2.145 para una probabilidad
de 0.025 en el extremo izquierdo y un valor de tde -1.761 para la probabilidad de 0.05 en el extremo derecho. Por
ello, la hipdtesis nula se rechaza a un nivel de significancia del 5% , y se concluye que el promedio de ingresos por
hogar en la poblacién es inferior a $25 000.
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EL METODO DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS SOBRE LA MEDIA DE
LA POBLACION

10.22 Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 10.2, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Hot = S25000  H,: o 625 00D
A 524 00
Fa = Fi16,50 (del problema 10.2)
Int. de conf, del 95% = X & zvr, = 24 (HW] £ | S5 16.RiFr
=24 D001 01293 =523 0RT.07 2 §25 012,53

Como el intervalo de confianza del 95% incluye el valor hipotético de $25 000, no puede rechazarse la hipdtesis
nula con un nivel de significancia del 5%.

10.23 Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 10.3, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Hy: =525 H Hy oo <0825 (i)
¥ = §24 00l
e =Ki16,50 (del problema 10.3)
Limite sup. de conf. = X 4 o, =24 D1+ 1 645[516.A0]
= 24 WH + BHL14 = 524 254 14

Con un 95% de confianza, se concluye que la media de la poblacion puede ser de hasta $24 850.14. Como
este intervalo de confianza de un extremo no incluye el valor hipotético de $25 000 (o mayor), se rechaza la hipdtesis

RESULTADOS POR COMPUTADORA

10.24 En la Tabla 10.5 se presentan las cantidades reclamadas por dafios a automoviles, para una muestra aleatoria de
10 aseguradoras implicadas en accidentes automovilisticos en una area geografica determinada (los datos estan

dados en miles de pesos). Utilice algin programa de computaciéon para probar la hipoétesis nula de que las
reclamaciones en la poblacion muestreada tienen un promedio de $1 000 000.

Tabla 10.5 Reclamaciones por
dafios de automoviles

(en 000)
$1033 $1069
1274 1121
1114 1269
924 1150
1421 921

Bop=5100 H:ux3t0¥ =005
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Observe la figura 10-6. Se reporta que el valor P es 0.029. Como esta probabilidad es inferior al nivel de
significancia de 0.05 que se especificd, se rechaza la hipdtesis nula y se concluye que el promedio de reclamaciones
en la poblacién difiere de $1 000 000, con base en esta prueba de dos extremos.

MTB > SET DAMAG6E CLAIMS INTO C1l
DATA> 1033 1274 1114 924 1421 1069 1121 1269 1150 921

DATA> END
MTB > NAME FOR Cl1 IS 'CLAIM'
MTB > TTEST OF MU = 1000 FOR 'CLAIM'

TEST OF MU = 1000.0 VS MU N.E. 1000.0

N MEAN STDEV SE MEAN T P VALUE
CLAIM 10 1129.6 158.0 50.0 2.59 0.029

Fig. 10-6 Resultados de Minitab para el problema 10.24

10.25 Con referencia a los datos de la Tabla 10.5, utilice algun programa de computacion para probar la hipétesis nula de
que el promedio de reclamaciones en la poblacion objetivo no es mayor que $1 000 000, utilizando el nivel de

significancia de 5%.
My g = 51 Fo BRI LR ALV = LA

Con referencia a la figura 10-7, se reporta que el valor P es 0.015. Como esta probabilidad es inferior al nivel
designado de significancia del 0.05, se rechaza la hipotesis nula y se concluye que el promedio de reclamaciones
en la poblacion es mayor que $1 000 000, con base en la prueba del extremo superior. (Nota: en Minitab, se
especifican las pruebas del extremo superior mediante el subcomando ALTERNATIVE = 1, en tanto que las pruebas
del extremo inferior se especifican con "ALTERNATIVE =-1".)

MTB > SET DAMAGE CLAIMS INTO C1

DATA> 1033 1274 1114 954 1421 1069 1121 1269 1150 921
DATA> END

MTB > NAME FOR Cl1 IS 'CLAIM'

MTB > TTEST OF MU 1000 FOR 'CLAIM'-;

SUBC> ALTERNATIVE 1.
TEST (OF MU = 1000.0 VS MU G.T. 1000.0

N MEAN STDEV SE MEAN T P VALUE
CLAIM 10 1129.6 158.0 50.0 E.59 0.015

Fig. 10-7 Resultados de Minitab para el problema 10.25

Problemas complementarios

PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE UNA MEDIA

10.26 Una cadena de restaurantes de comida rapida planea construir un nuevo expendio, si cuando menos 200
automaviles pasan por el lugar propuesto cada hora, durante determinadas horas. Para 20 horas muestreadas
al azar, dentro del intervalo especificado, se encuentra que el nimero promedio de automéviles que pasan por
ese lugar es X¥=208.5, con s = 30.0. Se supone que la poblacién estadistica es aproximadamente normal. Los
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administradores de la cadena de restaurantes adoptan, conservadoramente, la hipétesis nula de que el volumen de
trafico no satisface sus requerimientos, es decir, Ho: g * 200.0. ; Puede rechazarse esta hipétesis con un nivel de
significancia del 5%?

Resp. No
Suponga que los resultados muestrales del problema 10.26 se basan en una muestra de n = 50 horas. ;Puede
rechazarse la hipotesis nula con un 5% de nivel de significancia?

Resp. Si

10.28 Suponga que se determina que el valor promedio de ventas por tienda, para un producto determinado de consumo

10.29

10.30

10.31

10.32

popular, durante el afio anterior, es X = $3 425 000, en una muestra de n = 25 tiendas. Con base en datos de ventas
de otros productos similares, se concluye que la distribucion de las ventas es normal y que la desviacion estandar
de la poblacion es = $200 000. Suponga ademas, que se ha afirmado que el verdadero monto de ventas por ienda
es de cuando menos $3 500 000. Pruebe esta afirmacién con los niveles de significancia (a) 5%, y (b) 1 %

Resp. (a) Rechazar H,, (b) aceptar Hp.

En el problema 10.28, suponga que no se hace ninguna afirmacion con respecto a la desviacion estandar de la
poblacion, pero que s = $200 000. Pruebe esa afirmacion con los niveles de significancia del (a) 5%, y (b) 1 %
Resp. (a) Rechazar Hy (b) aceptar Hy.
Se encuentra que el nimero promedio de empleados para una muestra de 50 empresas de una industria especifica
es de 420.4, con una desviacion estandar muestral de 55.7. Existe un total de 380 empresas en ese ramo industrial.

Antes de recolectar los datos, se planted la hipétesis de que el nUmero promedio de empleados por empresa en esa
industria no era superior a 408. Pruebe esa hipotesis con el 5% de nivel de significancia.

Resp. Rechazar H,
Suponga que el analista del problema 10.30 olvida utilizar el factor de correccién por poblacion finita al determinar

el valor del error estandar de la media. ¢ Cual seria el resultado de la prueba si se sigue utilizando el 5% del nivel
de significancia?

Resp. Aceptar Hq
El fabricante de un automévil compacto afirma que el automavil rendira cuando menos 9 kilémetros por litro, en
promedio, manejando en carretera. En 40 ensayos de prueba, el promedio de rendimiento de gasolina de los

automoviles fue de 8.85 kildémetros por litro, con una desviacién estandar de 0.059 kildmetros por litro. ¢Puede
rechazarse la afirmacion del fabricante con un nivel de significacion del 5%?

Resp. No

10.33 Con referencia al problema 10.32, antes de realizar las pruebas en carretera, una agencia de defensa del consumidor

10.34

afirma que ese automaovil compacto no rinde los nueve kildémetros por litro en las condiciones especificadas. ¢ Puede
rechazarse esa afirmacion con un nivel de significancia del 5%? Considere usted las implicaciones de su respuesta
a esta pregunta y a la del problema 10.32 con respecto a cual hipétesis se designa como hipétesis nula.

Resp. No

Un analista de un departamento de personal selecciona al azar ios expedientes de 16 empleados que trabajan a
destajo, y encuentra que el salario promedio es de ¥= $75 000 semanales, con desviacion estandar de s = $10 000.
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Se supone que los salarios de la empresa tienen una distribucion normal. Pruebe la hipétesis nula Hy: p= $80 000,
utilizando un nivel de significancia del 10%.

Resp. Rechazar Hy

10.35 A una muestra aleatoria de 30 empleados de nivel secretarial Il de una organizacién grande se le aplica una prueba
estandar de mecanografia. Los resultados muestrales son X= 63.0 ppm (palabras por minuto) con s = 5.0 ppm.
Pruebe la hipétesis nula de que las secretarias en general no exceden la velocidad de mecanografia de 60 ppm,
utilizando un nivel de significancia del 1 %.

Resp. Rechazar H,

10.36 Se ha ajustado una maquina llenadora de botellas para que introduzca 4.00 litros de liquido en cada recipiente. Se
encuentra que, para una muestra de n = 10 botellas, la cantidad promedio de liquido introducido es ¥= 405 litros,
con s = 0.10 litros. Se supone que las cantidades con las que se llenan las botellas tienen una distribuciéon normal.
Basando la hipétesis nula en la suposicion de que este proceso esta "bajo control”, ; debe reajustarse la maquina
llenadora como resultado de una prueba con un nivel de significancia del 5%?

Resp. No

10.37 En un departamento de reparaciéon de magquinaria se recibe un embarque de 100 maquinas defectuosas. Se
encuentra que, para una muestra aleatoria de 10 de ellas, el tempo promedio de reparacién que se requiere es k=
85.0 minutos, con s =15.0 minutos. Pruebe la hipdtesis nula Hy: u = 100.0 minutos, utilizando un nivel de significancia
del 10%, y suponiendo que la distribucién del tiempo de reparacién es aproximadamente normal.

Resp. Rechazar H,

ERRORES TIPO | Y TIPO Il EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

10.38 Con referencia al problema 10.35, suponga que se considera que, si la velocidad de mecanografia promedio es de
cuando menos 64.0 ppm, se tiene una diferencia considerable con respecto al valor hipotético. Determine la
probabilidad del error (a) tipo | y (b) tipo I1.

Resp. (a)a = 0.01,(6) fi = 0.0192 & 0.02.

10.39 Para el problema 10.38, determine la probabilidad del error tipo Il (a) si se cambia el nivel de significancia al 5%, y
(b) si se mantiene el nivel de significancia del 1 %, pero se cambia el tamafio de muestra a n =60, y en lugar de n
-30.

Resp. (a) f = 0.003, (b) P 0.001.

10.40 Para el procedimiento de prueba que se describié en el problema 10.32, suponga que se considera como
discrepancia importante que el promedio de rendimiento de gasolina sea de 8.72 kilémetros por litro o menos. Con
esta informacién adicional, determine (a) e/ valor CO minimo si la hipétesis nula es cierta, y (b) la potencia minima
asociada con la prueba estadistica, si la discrepancia con respecto a la afirmacién del fabricante resulta ser
importante.

Resp.  (a) CO=0.95, (b) potencia=0.8729 m 0.87.
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10.41 Determine la potencia minima de la prueba del problema 10.40, si "se considera como discrepancia importante un
rendimiento real de (a) 0.128 kilémetros por litro, y (b) 0.0256 kildmetros por litro menos que el rendimiento hipotético.
Comparando diversos valores de potencia, considere la implicacion del estandar utilizado para definir una
"discrepancia importante”.

Resp. (a) Potencia = 0.4013 = 0.40, (b) potencia = 0.0869 « 0.09.

DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA PROBAR LA MEDIA

10.42 Antes de recolectar datos muestrales, el inversionista potencial del problema 10.26 estipula que el nivel del error
tipo | no debe ser mayor que u« = 0.01, y que, si el nUmero de automdviles que pasan por el lugar es de p= 210
automoviles por hora o mayor, entonces el nivel del error tipo |l tampoco debe exceder de |t = 0.01. Estima que la
desviacion estandar de la poblacién no es superior a = 40. ;Qué tamafio de muestra se requiere para lograr esos
objetivos?

Resp. n =347.45 = 348.
10.43 Para la situacion de prueba que se describié en el problema 10.28, se considera como discrepancia importante que
el promedio de ventas por tienda sea de $100 000 menos de lo que se pretende. Qué tamarfio de muestra se

requiere para que la prueba se lleve a cabo con un nivel de significancia del 1 %, y permitiendo una probabilidad
maxima de error tipo 1l de 1 = 0.05?

Resp. n-=63.20 = 64.

EL METODO DEL VALOR DE P PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS SOBRE LA MEDIA DE UNA
POBLACION

10.44 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 10.27 a un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar H, (P = 0.0228).

10.45 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 10.28 a un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar H, (P = 0.0307).

EL METODO DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS SOBRE LA MEDIA

10.46 Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 10.27, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Resp. Rechazar H,
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10.47 Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 10.34, utilizando un nivel

de significancia del 10%.

Resp. Rechazar Hy

RESULTADOS POR COMPUTADORA

10.48 Consulte la Tabla 2.26 (pagina 26) para los montos de 40 préstamos personales. Suponiendo que son datos
muestrales aleatorios, utilice algun paquete de computacion para probar la hipétesis nula de que el promedio de los
préstamos en la poblacién no es mayor de $1 000 000, utilizando un nivel de significancia del 1 %.

Resp. Aceptar Hy (P =0.17).



Otras pruebas de
hipotesis

11.1 PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

El procedimiento que se utiliza para probar la diferencia entre dos medias es similar al de la prueba para el valor hipotético
de una media (véanse las secciones 10.1 y 10.2), excepto que se utiliza el error estandar de la diferencia entre las medias
para determinar el valor z correspondiente al resultado muestral. El uso de la distribucion normal se basa en las mismas
condiciones que en el caso de una muestra, excepto que ahora se tienen dos muestras independientes. La férmula general
para determinar el valor de z para probar la diferencia entre dos medias, dependiendo de si se conocen los valores o para
las dos poblaciones, es

'__I:--fl'"-fE] {.I'-':_l. '_J-'-g.:'ll

= o, (11.1)
o o X E=j_f~uu-u:‘ru (11

Tal como se observa en (11.1) y (11.2), puede precederse a probar cualquier diferencia [u-—1zs. Sin embargo,
la hipdtesis nula que generalmente se prueba consiste en que las dos muestras se obtienen de poblaciones con medias
iguales. En este caso, {4y = sl * 1, y las formulas anteriores se vuelven mas simples:

- 11.3

o (113
.-".i.-l| _-lfl

0 potlmRs (11.4)
e 2

En general, el error estandar de la diferencia entre las medias se calcula como se describio en la seccion 9.1 (formulas
9.3y 9.4). Sin embargo, al probar la diferencia entre dos medias, la hipétesis nula de Interés, por lo general, no solo se
refiere a que las medias muestrales se obtuvieron de poblaciones con medias iguales, sino que, de hecho, las dos muestras
se obtuvieron de la misma poblacién de valores. Esto significa que ; = ag, que puede simplemente designarse con a. Por
ello, es frecuente que se estime la varianza supuestamente comun, combinando las dos varianzas muestrales, y se utiliza
después el valor estimado de x# como base para el error estandar de la diferencia. La estimacion combinada de la varianza
poblacional es

. 2 iy '-2.
PRORLANR )it dad i (11.5)

A1, =2
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L

El error estandar estimado de la diferencia, con base en la suposicién de que las desviaciones estandar de las
poblaciones son iguales, es

.AE a4
o ir

&_; —_p. = —+t— (116)
L n, H.

Puede probarse como hipétesis nula la suposicién de que las dos varianzas mustrales se obtuvieron de poblaciones

con varianzas iguales (véase la seccion 11.9).
En los siguientes ejemplos se ilustran pruebas con respecto a la diferencia entre medias, para uno y dos extremos.

EJEMPLO 1.  El salario promedio mensual para una muestra de n; = 30 empleados de una empresa manufacturera
grande wf. = $280 000, con desviacion estandar muestral de s, = $14,000. En otra empresa grande, una muestra aleatoria
de n,= 40 empleados tiene un salario promedio de X 2 =$270 000, con una desviacién estandar muestral de s, = $10 000.
No se supone que las desviaciones estandar de las dos poblaciones de salarios sean iguales. Se prueba la hipétesis de que
no existe diferencia entre los salarios promedio mensuales de las dos empresas, utilizando un nivel de significancia del 5%,

de la siguiente manera:

fulp -py =@ o,de maneraequivalente, j, =1y X, - F2RGOME X, = £
Hyfl - p 240 o,demanera equivalente, py*a, s = R4 O po = K20 16K
n, o~ 3l .~ Al
Z Critica#a= 0.05 = +1.96

E-R

g o

| SM000 - S0 Ledon o
305,58 © 3(H)5.58 '

< 5 _ TN 14000
a donde s, ;.?I- B Ziha k4

_ 5 L0000 1000
A, T W 625 §1581.03%

A —— .

8,2, < V% + L = (2086,140 + (15TL05)Y - 76 335 BT + 2 499 655,80 = 300558

Region de
rechazo

171 [ Region de
rechazo
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N
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El valor calculado de z, +3.32, se encuentra en la regién de rechazo de la hipétesis, tal como puede observarse en el
modelo que se ilustra en lafigura 11-1. Por ello, se rechaza la hipétesis nula, y se acepta la hipétesis alternativa de que el
salario promedio mensual de las dos empresas es diferente.

EJEMPLO 2. Antes de observar los resultados del ejemplo 1, un analista de sueldos consideraba que el salario promedio
de la primera empresa era mayor que en la segunda empresa. Con el objeto de someter su suposicién a una prueba critica,
le da el beneficio de la duda a la posibilidad contraria y plantea la hipétesis nula de que el salario promedio de la primera
empresa es igual o menor que el de la segunda. Se prueba la hipétesis, con nivel de significancia del 1 %, de nueva cuenta
sin suponer que las desviaciones estandar de las dos poblaciones son iguales:

Hir{y) - P20 o, de manera equivalente, P £ MLy
Hat[p) - a2 =0 o, de manera equivalente, > L,
z critica (& = 0.001) =+ 2.33
Z calculada = + 3.32 (del ejemplo 1)

El valor calculado de z de + 3.32 es mayor que el valor critico de +2.32 para esta prueba del extremo superior, tal
como se ilustra en la figura 11 -2. Por ello, se rechaza la hipétesis nula y se acepta la alternativa de que el salario promedio
de la primera empresa es mayor que el salario promedio de la segunda empresa.

flz}

Region de
rechazo

Region de
aceptacion

Fig. 11-2

11.2 PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO LA DISTRIBUCION t DE STUDENT

Cuando se prueba la diferencia entre dos medias utilizando la distribucién i, se requiere la suposicién de que las varianzas
de las dos poblaciones son iguales. Por ello, en una prueba como ésta, el error estandar estimado de la media se calcula

con las formulas (711.5) y (77.6). En las secciones 8.5 y 10.5 se describen los diversos requerimientos asociados con el uso
apropiado de la distribucion /.

EJEMPLO 3.  Para una muestra aleatoria de n, = 10 focos, se encuentra que la vida promedio es &4 = 4000 horas con
s,= 200. Para otra marca de focos, para los cuales se supone también que tienen una vida util con distribucion normal, una
muestra aleatoria de n, = 8 tiene una media muestral de .'i:'i = 4300 y una desviacion estandar muestral de s = 250. Se prueba

la hipétesis de que no existe diferencia entre la vida util promedio de las dos marcas de focos, utilizando un nivel de
significancia del 1%:
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El valor calculado de i de -2.833 cae en la region de aceptacion de la hipétesis nula. Por ello, no es posible rechazar
esta hipétesis a un nivel de significancia del 1 %.

et e mm m o, i — — —— e — t— & —

11.3 PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS, CON BASE EN OBSERVACIONES
APAREADAS

Los procedimientos de las secciones 11.1 y 11.2 se basan en la suposicién de que las dos muestras se obtienen como
muestras aleatorias independientes. Sin embargo, en muchas situaciones las muestras se extraen como pares de valores,
tal como cuando se determina el nivel de productividad de los trabajadores, antes y después de un programa de capacitacion.
A esta clase de datos se les denomina observaciones apareadas o pares asociados. También, a diferencia de las muestras
independientes, a dos muestras que contienen observaciones apareadas se les denomina muestras dependientes.

El método apropiado para probar la diferencia entre las medias de dos muestras, es decir, para observaciones
apareadas, consiste primero en determinar la diferencia d entre cada par de valores, y después probar la hipétesis nula de
que la diferencia poblacional promedio es 0. Por ello, desde el punto de vista de los calculos, se aplica una prueba a una
muestra de valores d.

La media y la desviacion estandar de la muestra de valores d se obtienen utilizando las formulas basicas de los capitulos
3 y 4, excepto que se sustituye d por X. La diferencia promedio para el conjunto de observaciones apareadas es

d= (11.7)
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La féormula de desviaciones y la férmula abreviada para la distribucion estandar y las diferencias entre observaciones

apareadas son, respectivamente:
: Tid-d)
I~ w1 (11.8)

Hd: - HE-I
r—1
El error estandar del promedio de las diferencias entre observaciones apareadas se obtiene mediante la férmula (8.4)
del error estandar de la media, excepto que, de nueva cuenta, se sustituye d por X:

5= (11.9)

p=— (11.11)

Como el error estandar del promedio de las diferencias se calcula con base en las diferencias observadas en las
muestras apareadas (es decir, se desconoce el valor poblacional 541, y como, por lo general, se supone que los valores d
tienen una distribucién normal, la distribucion ¢ resulta apropiada para probar la hipétesis nula de que p; =&

Los grados de libertad son el nimero de pares de valores observados, menos uno, o n - 1. Tal como se analizé en la
seccién 8.5, puede utilizarse la distribucion normal estandar z en lugar de las distribuciones t cuando n = 30. En el ejemplo
4 se ilustra una prueba de dos extremos, y en el 11.5 se ilustra una prueba de un extremo. Asi, la estadistica de prueba que
se utiliza para probar la hipétesis de que no existe diferencia entre las medias de un conjunto de observaciones apareadas
es

ha

=— 11.10
ir T ( )

EJEMPLO 4.  Un fabricante de automoviles obtiene datos de rendimiento de gasolina para una muestra de n = 10
automdviles en diversas categorias de peso utilizando gasolina comun, con y sin un determinado aditivo. Por supuesto, se
afinan las maquinas de acuerdo con las mismas especificaciones antes de realizar cada prueba y se utilizan los mismos
conductores para las dos condiciones (de hecho, el conductor no sabe qué tipo de gasolina se utiliza en las pruebas). Con
los datos de rendimiento de la Tabla 11.1, se prueba la hipétesis de que no existe diferencia entre el kilometraje promedio
que se obtiene con y sin el aditivo, utilizando un nivel de significancia del 5%:

Tabla 11.1 Rendimiento de kilometraje de automdviles y hoja de trabajo para calcular
la diferencia promedio y la desviacion estandar de la diferencia

Kilometraje con | Kilometraje sin
Automovil aditivo aditivo d &
1 12.66 1248 0.17 0.03
2 1234 12.31 0.03 0.00
3 11.00 11.14 -0.14 0.02
4 10.10 10.21 -0.10 0.01
5 9.79 9.69 0.10 0.01
6 8.86 890 0.03 0.00
7 8.84 824 0.10 0.01
8 7.79 7.59 021 0.04
9 755 " 741 0.14 0.02
10 7.0 6.90 0.10 0.01
Total 9545 24.86 0.58.62 0.9
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El valor calculado de t de + 1.59, se encuentra en la region de aceptacion de la hipétesis nula. Por ello, se acepta la
hipétesis nula de que no existe diferencia en el rendimiento que se obtiene por litro de gasolina, con y sin el aditivo.

11.4 PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA PROPORCION POBLACIONAL UTILIZANDO LA
DISTRIBUCION BINOMIAL

Cuando puede suponerse que un proceso de muestreo se ajusta a un proceso Bernoulli (seccion 6.3), puede utilizarse la
distribucién binomial para realizar pruebas de hipotesis sobre proporciones poblacionales.

Por lo general, las pruebas de proporciones que se basan en la distribucién binomial son de un extremo. Dado el valor
hipotético de la proporcion poblacional, la "region" de rechazo es el conjunto de observaciones muestrales que se desvia
del valor hipotético y para el cual la probabilidad de ocurrencia aleatoria no excede el nivel especificado de significancia. Es
decir, en esencia, se utiliza el método del valor P para pruebas de hipétesis (véase la seccién 11.10). El procedimiento de
prueba para un extremo se ilustra en el ejemplo 5. En el ejemplo 11.8 se ilustra una prueba de dos extremos utilizando una
distribucion binomial.

EJEMPLO 5. El director de la bolsa de trabajo de una universidad afirma que hacia el primero de marzo, cuando menos
€l 50% de los recién egresados tendra empleo de tiempo completo. El primero de marzo se entrevista a una muestra aleatoria
de 10 egresados, y solo dos afirman haber obtenido empleo. ¢ Puede rechazarse la afirmacion del director utilizando un nivel
de significancia del 8%% Har & & Q50 w Bz £ Q.BD,

Con base en la distribucion binomial, los valores de probabilidad correspondientes al hecho de que menos de 5
estudiantes hayan obtenido empleo, dada una proporcién poblacional de 0.50, son los que se presentan en la Tabla 11.2
(del Apéndice 2conn =10y x = 0.50).

Valores criticos de la estadistica de prueba: La estadistica de prueba es el nimero de estudiantes de la muestra de
n =10 que ya ha obtenido empleo. Con el objeto de rechazar la hipétesis nula en el nivel de significancia del 5%, sdlo "0" o
" 1" estudiantes deberian haber obtenido empleo. Esto es asi porque se acumulan las probabilidades en el "extremo inferior*
de esta distribucion binomial para determinar la regiéon de rechazo. Si se intenta incluir "dos" estudiantes en la region de
rechazo, se obtiene una probabilidad acumulada (para "cero, uno o dos") de 0.0010 + 0.0098 + 0.0439 - 0.0547, lo cual
supera el nivel especificado para la prueba de 0.05.

Resultado de la prueba. Con base en los valores criticos que se identifican en el parrafo anterior, el que solo dos
estudiantes de la muestra de 10 hayan obtenido empleos no es lo suficientemente reducido para rechazar la afirmacion del
director en un nivel de significancia del 5%.
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Tabla 11.2 Valores de probabilidad correspondientes
al hecho de que menos de cinco de diez
estudiantes hayan obtenido empleo

Numero de estudiantes Probabilidad

0.0010
0.0098
0.0439
0.1172
0.2051

EENNUS I | S )

(Nota: Con una muestra de mayor tamafo, la misma diferencia relativa con respecto al valor hipotético podria, de
hecho, conducir al rechazo de la hipétesis nula. Véase el problema 11.7.)

11.5 PRUEBA DEL VALOR HIPOTETICO DE UNA PROPORCION POBLACIONAL UTILIZANDO LA
DISTRIBUCION NORMAL

Como se explicaba en la seccion 7.4, puede utilizarse la distribucion normal como aproximacion de la binomial, cuando
n’z30y,tantonp = 5 como n (& 5, endonde q =1 - p. Fue sobre esta base que se construyeron intervalos de confianza
para la proporcién en la seccion 9.3, en donde se analizdé también el error estandar de la proporcion. Sin embargo, en el
caso de intervalos de confianza, se requiere un tamafio de muestra de cuando menos n = 100, tal como se explicd en la
seccion 9.3.

En pruebas de hipétesis, el valor del error estandar de la proporcion que se utiliza se basa en el valor hipotético ry:

1 — 7]
o= 1|"1'L;lﬂ- (11.12)

La férmula del error estandar de la proporcién que incluye el factor de correccion por poblacion finita es:

— Rl mt (N -—w
ma=f - P (11.13)

The procedure associatEedJ with testing a hypothesize EdM value of the population proportion is identical to that
described in Section 10.2, except that a value of the proportion rather than of the mean is being tested. Thus, the formula for
the z statistic for testing a hypothesized value of the proportion is

A
P~ T

s

z= (11.14)

EJEMPLO 6  En el ejemplo 5, el director de la bolsa de trabajo afirmaba que cuando menos, el 50% de los egresados
habria obtenido empleo hacia el primero de marzo. Suponga que se entrevista a una muestra de n - 30 egresados, en vez
delos 10 del ejemplo 5, y que sdlo 10 de ellos sefialan haber obtenido empleo hacia el primero de marzo. ¢ Puede rechazarse
la afirmacion del director con un nivel de significancia del 5%? Se utilizaz como estadistica de prueba, de la siguiente manera:
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Hynz050 W, <050
£ enticn (o= 005} = - |65
[Se justifica el uso de la distribucion normal porque @ & ¥k Bty 2 3, Fall - By & 5

ol 1 — ) \I/Fi!-““]'l”--m] .35 e
- \||/ . " W T

(Se supone que la muestra es menos del 5% del tamafio de la poblacion, y por ello no se utiliza el factor de correccion
por poblacion finita.)

F-mn 033050 -0
= 09 109

2= — -l

El valor calculado de z de -1.88 es menor que el valor critico de -1.645 para esta prueba del extremo inferior. Por ello,
se rechaza la afirmacion del director en un nivel de significancia del 5%.

11.6  DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA NECESARIO PARA PROBAR LA PROPORCION

Es posible determinar el tamafio que se requiere para una muestra, para probar el valor hipotético de una proporcién (antes
de extraerla) especificando (1) el valor hipotético de la proporcién, (2) un valor alternativo especifico de la proporcién, de
manera que la diferencia con respecto al valor hipotético-nulo resulte considerable, (3) el nivel de significancia que debe
utilizarse en la prueba, y (4) la probabilidad del error tipo Il que se permite. La férmula para determinar el tamafio minimo
de la muestra que se requiere para probar un valor hipotético de la proporcion es:

n= [“"” (1 = rgi— avmill :ﬂ]? (11.15)
T T My

En la formula (11.15), z, es el valor critico de z que se utiliza con el nivel especificado de significancia (nivel a), en
tanto que z; es el valor que corresponde a la probabilidad designada del error tipo Il (nivel B). Al igual que en la seccién
10.4, cuando se determina el tamafio de la muestra para probar la media, zy y z4 siempre tienen signos algebraicos opuestos.
Esto da como resultado que los dos productos del numerador siempre se acumulen. También, puede utilizarse la férmula
(11.15) en pruebas de uno o dos extremos, y cualquier tamafio de muestra que resulte ser fraccionario se redondea al entero
superior. Ademas, el tamarfio de la muestra debe ser suficientemente grande para permitir el uso de la distribucién normal
de probabilidad, junto con = ¥ a4, tal como se vio en la seccion 11.5.

EJEMPLO 7  Un legislador desea probar la hipdtesis de que, cuando menos, 60% de sus representados estan a favor
de cierta legislacion laboral que se esta presentando en el Congreso, utilizando el 5% como nivel de significancia. Considera
que una discrepancia importante con respecto a su hipdtesis consistiria en que solo el 50% (o menos) de las personas
estuvieran a favor de la legislacion, y esta dispuesto a aceptar un riesgo del error del tipo 1l de Fi = 0.05. El tamafio de la
muestra que debe extraer, como minimo, para satisfacer esas especificaciones es

. [w el | — gl — 7w, — m]‘ _ [Tl.mﬂmnm - [—u.m]w'r_u.sujtﬁT_ij
0,50 -an

ol By

_ [:J.ﬂﬁlﬂ.ﬂ]— b6450.500 | (—{-.Enﬁ—ﬂ.azz

=iz iz =
~A 1l -0 ) £16,28)% =263 04 = 166
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11.7 PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES POBLACIONALES

Cuando se desea probar la hipotesis de que las proporciones de dos poblaciones no son distintas, se combinan las dos
proporciones muestrales para proceder a determinar el error estandar de la diferencia de las proporciones. Debe observarse
que esto es distinto del procedimiento que se utilizé en la seccién 9.5 (sobre estimacion estadistica), en la que no se hizo la
suposicion de que no hay diferencia. Ademas, este procedimiento es conceptualmente similar al que se presenté en la
secciéon 11.1, en la que se combinaron dos varianzas muestrales para calcular el error estandar de la diferencia entre dos
medias. La estimacion combinada de la proporcion poblacional, con base en las proporciones obtenidas en dos muestras
independientes es

L _Mmptmi

(11.16)

L Bl o]

El error estandar de la diferencia entre dos proporciones que se utiliza para probar el supuesto de que no existe
diferencia es

m i

La formula de la estadistica z para probar la diferencia entre dos proporciones es

s
=" (11.18)
i 5/

Las pruebas sobre la diferencia entre dos proporciones pueden llevarse a cabo como pruebas de un extremo (véase
problema 11.11) o de dos extremos (véase ejemplo 8).

EJEMPLO 8. Una muestra de 50 hogares de cierta comunidad arroja que 10 de ellos se encuentran viendo un programa
especial de television. En una segunda comunidad, 15 hogares de una muestra aleatoria de 50 se encuentran observando
el programa especial. Se prueba la hipétesis de que la proporcion global de televidentes en las dos comunidades no difiere,
utilizando el nivel de significancia del 1 %, de la siguiente manera:

Az t& - m) =1 0, de manera equivalente ;=

H\: {m—m) ¥ D o de manera equivalente ) # 3

z critica (2 =0.01) =42.58

Bufot mafin  SD.UGH SAMBI0] 14
My Hy S+ 54 100

=01}

a
- =

Ll a T 751 [RIEI0,TS
SR LR T I O TR T o
1 *

f—f 020-030 —0.10
Ty DOET  DOET

=-L15
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El valor calculado de z de -1.15 se encuentra en la regién de aceptacién. Por ello, no es posible rechazar la hipotesis
de que no existe diferencia en la proporcion de televidentes en las dos comunidades.

11.8 PRUEBA PARA EL VALOR HIPOTETICO DE LA VARIANZA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION
JI CUADRADA

Tal como se explicd en la seccion 9.6, para una poblacion con distribucion normal, el cocient [1-11s= § a2tiene una distribucion
de probabilidad de x?, y se tiene una distribucion ji-cuadrada distinta para los diferentes grados de libertad (n -1). Por ello,
la estadistica que se utiliza para probar el valor hipotético de una varianza poblacional es

-‘——[”;:}E (11.19)

Las pruebas que se basan en la formula (71.19), pueden ser de uno o de dos extremos, aunque las hipotesis mas
comunes con respecto a las varianzas poblacionales se refieren a pruebas de un extremo. Puede utilizarse el apéndice 7
para determinar el o los valores criticos de la estadistica ji-cuadrada para diversos niveles de significancia.

EJEMPLO 9. La vida util promedio de una muestra aleatoria de n = 10 focos es X = 4000 horas, con desviacion estandar
de s = 200 horas. En general, se asume que la vida util de los focos tiene una distribucién normal. Suponga que, antes de
obtener la muestra, se plantea la hipétesis de que la desviacion estandar de la poblacién no es superior a -t = 150. Con base
en los resultados muestrales, se prueba esa hipétesis, con un nivel de significancia del 1 %, de la siguiente manera:

Ao o 71 BN [ parque = (1500 — 22 5160 L A R 11
ol gle ¥ o =) - 2T
L 13 1910410 00K} 364 B0

i e 2z 0

Como la estadistica de prueba calculada de 16.0 no excede el valor critico de 21.67 para esta prueba del extremo
superior, no puede rechazarse la hipétesis nula de que = < 150, en el nivel de significancia del 1 %.

11.9 LA DISTRIBUCION FY LA PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS VARIANZAS

Puede probarse que la distribucion Fes el modelo de probabilidad apropiado para el cociente de las varianzas de las muestras
tomadas en forma independiente de la misma poblacién con distribucion normal, y que existe una distribucion F diferente
para cada combinacion de grados de libertad g/, correspondientes a cada muestra. Para todas las muestras, g/=n - 1. Por
ello, la estadistica que se utiliza para probar la hipétesis nula de que no existe diferencia entre las dos varianzas es:

_ 4
FE‘I.?‘II Ty

I~

(11.20)

b ba

Como todas las varianzas muestrales son estimadores jnsesgados de la varianza poblacional, el valor esperado a
largo plazo del cociente anterior es aproximadamente 1.0. (Nota: el valor esperado no es exactamente 1.0, sino &', /lg! — &1,
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por razones matematicas que estan fuera del alcance de esta introduccién.) Sin embargo, no es probable que las varianzas
muestrales de cualquier par de muestras sean idénticas, aun cuando la hipétesis nula sea cierta. Como se sabe que ese
cociente tiene una distribucion F, puede utilizarse esta distribucion de probabilidad para probar la diferencia entre dos
varianzas. Aunque se tiene una suposicién matematica necesaria en el sentido de que las dos poblaciones tienen distribucion
normal, se ha demostrado que la prueba F es relativamente insensible a desviaciones con respecto a la normalidad cuando
las poblaciones son, cuando menos, unimodales y los tamafios de las muestras son mas o menos iguales.

En el apéndice 8, se sefialan los valores de F que son excedidos por proporciones de 0.05 y 0.01 de la distribucién de
valores F. Los grados de libertad g/ asociados con el numerador del cociente calculado de F son los encabezados de la
columna de la tabla, y los grados de libertad para el denominador son los encabezados de los renglones. En la tabla no se
identifica ningun valor critico de F para el extremo inferior de la distribucion, en parte debido a que la distribucion F se utiliza,
por lo general, en pruebas de un extremo. Esto es cierto en especial cuando se usa la distribucién F en el andlisis de varianza
(capitulo 13). Otra razodn para ofrecer sélo los valores de F del extremo superior es que los valores del extremo inferior
pueden calcularse mediante la denominada propiedad reciproca de la distribucién F, de la siguiente manera:

F 1
P 31_. inferior Fﬁl &' superior (1 121)

Al aplicar la formula (711.21), se determina el valor de F del 5% inferior anotando un valor del extremo superior en el
punto del 5% del denominador. Sin embargo, debe observarse que los dos valores de gl en el denominador son el inverso
del orden en el valor F que se requiere.

EJEMPLO 10. Para los datos del ejemplo 3, se supuso que la vida util de los focos tiene distribucién normal. Se prueba
la hipétesis nula de que las muestras se obtuvieron de poblaciones con varianzas iguales, utilizando el nivel de significancia
del 10%, y mediante la distribucion F:

Howl—ul ¥, — 20010 hr $,— 250 hr
Bl ok 5 — 40 (M £ = 5 500
n =0 r.=1

Para la prueba con el nivel de significancia del 10%, los valores criticos de F para el 5% superior y el 5% inferior son:

Fy 7 critica (5% superior) = 3.68
1

L
S Sy
Fosl 5% superior) .23

Fy 7 critica (5% inferior) =

. |
o s 32
A6k
T R

Como el cociente F calculado no es menor que 0.304, ni mayor que 3.68, se encuentra en la region de aceptacion de
la hipétesis nula. Por ello, no es posible rechazar la suposiciéon de que las varianzas de las dos poblaciones son iguales en
el nivel de significancia del 10%.
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11.10 METODOS ALTERNATIVOS PARA PRUEBAS DE HIPOTESIS NULAS

Tal como se describio en las secciones 10.6 y 10.7, los métodos del valor P y el del intervalo de confianza son alternativas
para el método del valor critico en las pruebas de hipotesis que se utilizaron en las secciones anteriores de este capitulo.

Mediante el método del valor P, en vez de comparar el valor observado de una estadistica de prueba con un valor
critico, se determina la probabilidad de ocurrencia de la estadistica de prueba, considerando que la hipotesis nula es cierta,
y se le compara con el nivel de significancia a. Se rechaza la hipotesis nula si el valor P es inferior que la a designada. En
los problemas 11.16 y 11.17 se jlustra la aplicacion de este método a pruebas de dos y de un extremo, respectivamente,
para la diferencia entre dos medias.

Con el método del intervalo de confianza, se construye el intervalo de confianza de 1-a para el valor del parametro
pertinente. Si el valor hipotético del parametro no esta incluido en el intervalo, entonces se rechaza la hipétesis nula. En los
problemas 11.18 y 11.19 se ilustra la aplicacion de este método a pruebas de dos y de un extremo, respectivamente, para
la diferencia entre dos medias.

11.11 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Existen paquetes de computacion disponibles para el calculo de la mayoria de las pruebas de hipotesis que se describieron
en este capitulo. Por lo general, se utiliza el método del valor P para probar las hipotesis, tal como se describié en la seccién
11.10. En el problema 11.20, se ilustra el uso de paquetes de computacion para probar la diferencia entre las medias de dos
muestras independientes, y en el problema 11.21, se ejemplifica el uso de esos programas con el disefio de observaciones
apareadas para probar la diferencia entre dos medias.

Problemas resueltos

PRUEBAS PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

11.1  Un constructor esta considerando dos lugares alternativos para un centro comercial regional. Como los ingresos de
los hogares de la comunidad son una consideracion importante en esa seleccion, desea probar la hipétesis nula de
que no existe diferencia entre el ingreso promedio por hogar en las dos comunidades. Consistente con esta hipotesis,
supone que la desviacion estandar del ingreso por hogar es también igual en las dos comunidades. Para una muestra
de m=30 hogares de la primera comunidad, encuentra que el ingreso diario promedio es ¥1=$35 500, con desviacion
estandar muestral de s; = $1 800. Para una muestra de m = 40 hogares de la segunda comunidad, Xa= $34 600, y
S2 =$2400. Probar la hipétesis nula en el nivel de significancia del 5%.

Hri Luy = L2 =ik (g, w0
X, =535 500 X, =$34 600
s; = $1 800 52 =$2 400
n;= 30 n, =40

z critica (o =0.05) = +£1.96

C1ycd * g — 1011 L r
(mo= s bin U 2901S00K=390 4000 FIR6DRO0N_ oo
.'1|+ﬂ|;|_2- M1 dAu-12 [iH

ol
o —

(Se combinan las varianzas debido a la suposicién de que los valores de las desviaciones estandar de las poblaciones
son iguales.)
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T A
Fopos, = \/’ z, ‘:= \f‘ N THS TR+ 11T T35 352278
1 -

=X, 35S0 -34 600 900

E= .t = feme=F. T2

o, tite M

El valor calculado de z de +1.72 se encuentra en la region de aceptacion de la hipoétesis nula. Por ello, no es
posible rechazar la hipotesis nula al nivel de significancia del 5%, y se acepta la hipétesis de que el ingreso promedio
por hogar de las dos comunidades no es diferente.

Con referencia al problema 11.1, antes de recolectar los datos, el constructor considerd que el ingreso de la primera
comunidad pudiera ser superior. Con el objeto de someter esta evaluacién a una prueba critica, le otorg6 el beneficio
de la duda a la otra posibilidad y planted la hipétesis nula ifp1 = Wal£ 0. Pruebe esta hipotesis con un nivel de
significancia del 5%, con la suposicion adicional de que los valores de la desviacion estandar para las dos poblaciones
no son necesariamente iguales.

Hyl (g — g =0 Ayl — )= 10
z critica e =005 = +1.5d%
5 L30a gD

e - —— = 812847
w0 548

Sy, =, 8= NEIE AT 370,730 = 252 TELED - S502.10

Bt Tl

Ei- N 35 500—34 600 500

—_— = — =130
. 230 U210

T =

El valor calculado z de +1.79 es mayor que el valor critico de +1.645 para esta prueba del extremo superior.
Por ello, se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se acepta la hipétesis alternativa de que el
ingreso promedio por hogar es mayor en la primera comunidad que en la segunda.

Con respecto a los problemas 11.1 y 11.2, antes de recolectar los datos, el constructor consideré que el ingreso
promedio de la primera comunidad excede al promedio de la segunda comunidad en cuando menos $1500 diarios.
En este caso, concediendo a esta evaluacion el beneficio de la duda, pruebe esa suposicion como hipotesis nula
utilizando un nivel de significancia del 5%. No se supone que las desviaciones estandar de las poblaciones son
iguales.

Hui (g —paiz 1 54 Hi Gy —pz) <00 500
z critica [o = [0Sy = —1,644
iy, £, —BSUZ.MF  (del problema 11.2)

z -—.-= —]. 1
Ta—2, 2.0 210
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El valor calculado de z de -1.19 no es menor que el valor critico de -1.645 para esta prueba del extremo inferior.
Por ello, no es posible rechazar la hipétesis a un nivel de significancia del 5%. Aunque la diferencia de la muestra
($900) no equivale a la diferencia de $1500 que el constructor supuso, no es lo suficientemente distinta cuando se
le otorga a esa suposicion el beneficio de la duda y se le considera como la hipétesis nula.

PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO LA DISTRIBUCION ¢

11.4 De 100 recién graduados en contaduria de una escuela superior de administracion de empresas, una muestra
aleatoria de ny = 12 estudiantes tiene un promedio de calificacion de 2.70 (en donde la calificacion mas alta es de
4), con una desviacion estandar muestral de 0.40. Para los 50 recién egresados de sistemas de informacion
computarizada, una muestra aleatoria de n, = 10 estudiantes tiene un promedio de calificacion de X'z =2.90, con
desviacién estandar de 0.30. Se supone que las calificaciones tienen distribucion normal. Pruebe la hipétesis nula
de que la calificacién promedio para las dos categorias de estudiantes es distinta, utilizando el nivel de significancia

del 5%.
Hoida — b=t Hp gy —p) &0
£,=270 ¥.=290
s; =0.40 s, = 0.30
n =12 n,=10
N; =100 N, =50

Torfiica (g - My o= 05] = 1 2080

(Nota: En la seccion 11.2 se especifica que una suposicion necesaria cuando se utiliza la distribucion t para
probar la diferencia entre dos medias es que las varianzas sean iguales.) Por ello, se combinan las dos varianzas
muestrales:

2 [n - I]"':"":.E:_j:lfé_ Ll ].:15_,_.1.!3_;-:'—[9}[ﬂ___'~|'.!|.2' J'T""'I-".'H.] _.EE — %125
e T oA, — 2 12+ 2 i) w7

T - 'llﬁ.(;h..l. |'1|} __E{a_""-: —i_:-} _ .‘J/_l:'_l:E (lﬁ-' 12) n 0.138 {:u]. - jl_j)
BTy LR A ahom, o1t L3 N TIHE- ] T

&1 40
= J{HH | (ﬁ} +D'DHL—1‘J = I TS L 0u0] 5 0 H 1A — S OOLEMT = 10 kD

(Para cada muestra n = 0.05 Ny, por ello, se requiere utilizar el factor de correccién por poblacion finita.)

X -F, o290 0.0

=-. =394
KPR R R

=

L

El valor calculado de t, -1.399, se encuentra en la regién de aceptacion de la hipétesis nula. Por ello, no es

posible rechazar la hipétesis nula de que no existe diferencia entre los promedios de calificaciones para las dos
poblaciones de estudiantes, a un nivel de significancia del 5%.
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PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS CON BASE EN OBSERVACIONES APAREADAS

11.5 Ladirectora de capacitacion de una compariia desea comparar un nuevo método de capacitacion técnica, que implica
una combinacion de discos de computacion de tutoria y resolucién de problemas en laboratorio, junto con el método
tradicional de andlisis de casos. Ella designa doce pares de entrenandos, de acuerdo con sus antecedentes y a su
desempeiio académico, y asigna a un miembro de cada par a la clase tradicional y el otro al nuevo método. Al final
del curso, se determina el nivel de aprendizaje mediante un examen que abarca informacién basica, al igual que la
habilidad para aplicar esa informacion. Como la directora de capacitacién desea otorgar el beneficio de la duda al
sistema establecido de ensefianza, plantea la hipétesis nula de que el desempefio promedio para el sistema
establecido es igual o mayor que el nivel promedio del desempefio para el nuevo sistema. Pruebe esta hipdtesis con
el nivel de significancia del 5%. En las primeras 3 columnas de la tabla 11.3 se presentan los datos del desempefio
de esta muestra.

Tabla 11.3 Datos del programa de capacitacion y hoja de trabajo para calcular la
diferencia promedio y la desviacion estandar de la diferencia.

Paren Método Método nuevo d
capacitacion tradicional (X;) X5) X;-X5) &
1 89 94 -5 25
2 87 91 -4 16
3 70 68 2 4
4 83 88 -5 25
5 67 75 -8 64
6 71 66 5 25
7 92 94 -2 4
8 81 88 -7 49
9 97 96 1 1
10 78 88 -10 100
11 94 95 -1 1
12 79 87 -8 64
Total 988 1,030 -42 378

o
Desempefio promedio (método tradicional) = Gk = F2.53

L2
Desempeiio promedio (método nuevo) = “ED 403
Hﬂ!].l.dléﬂ .H|i].|d-""“
¢ critica [gf = L1, & - O.0G) - - 1.7
Xd -
PRl 43 —_x
H
TH —Il 158 308 - Ay 23
1.,||' — 1.,!'5 [ ! = : \." =TT =438
4. 4.5k
PR oL RS
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g -35
i 1A%

El valor calculado de f de -2.652 es menor que el valor critico de -1.796 para esta prueba del extremo inferior.
Por ello, se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5% y se concluye que el nivel promedio de
desempefio para las personas que fueron capacitadas con el nuevo método es superior al de quienes fueron
capacitados con el método tradicional.

—

=-—2.5%52

PRUEBA PARA EL VALOR HIPOTETICO DE PROPORCION UTILIZANDO LA DISTRIBUCION BINOMIAL

11.6 Cuando un proceso de produccion se encuentra bajo control, el porcentaje de articulos defectuosos que se tienen
que eliminar en el proceso de inspeccion no supera el 1 %. Para una muestra aleatoria de n =10 articulos, se encuentra
uno defectuoso. Con base en este resultado muestral, ;puede rechazarse la hipétesis nula de que el proceso esta
bajo control a un nivel de significancia del 5%7?

Para las hipotesis Fe: ke < @,61 wily! x = 0.01, con base en la distribucién binomial, la probabilidad de obtener
uno 0 mas articulos defectuosos por efectos del azar, dado que x= 0.1 es 1.0 menos la probabilidad de obtener cero
defectuosos (del apéndice 1, con n = 10, p = 0.01):

PUX | R= A0, p—0.00) — 100 — 05044 = 0.0956

Como esta probabilidad es mayor que 0.05, no puede rechazarse la hipétesis nula. Para este problema, se
tendrian que encontrar dos o mas articulos defectuosos para poder rechazar la hipétesis nula, porque la probabilidad
correspondiente a este "extremo" de la distribucion es inferior al 0.05. Ademas, la probabilidad de que dos o mas
articulos estén defectuosos es también inferior a 0.0l:

PLE =Y n=10, p =000 — 00042 + dob)01 + 0L00H] +- - - o= 0003

11.7  Con referencia al ejemplo 5 (pagina 182), suponga que una muestra de n = 20 estudiantes sefiala en una encuesta
que solo cuatro tienen empleos hacia el primero de marzo (la misma proporcion muestral del ejemplo 5). ;Puede
rechazarse la afirmacion del director en este caso, utilizando un nivel de significancia del 5%?

Para las hipétesis Hy! £ * 0.0 ¥ Hy!y x % D.EQ, con base en la distribucion binomial, las probabilidades de que
los resultados muestrales difieran de la afirmacion del director, y que no excedan una probabilidad de 0.05, son las
siguientes (del apéndice 2, con n =20y p = 0.50):

Numero de estudiantes Probabilidad
que obtiene empleo Probabilidad acumulada
0 QLGN
1 LLIHEH)
2 LLHR 2
3 £ e 0.0207
4 .00
5 LeHAE
6 ikl
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Por lo tanto, para una prueba de un extremo al 5% de nivel de significancia (de hecho, a un nivel de 2.07%) el
numero critico para el rechazo es 5 o menos. Incluir la categoria "6" daria como resultado una probabilidad mayor
que 0.05.

Dado el resultado muestral de que sdlo cuatro estudiantes reportaron tener empleos, se rechaza la hipotesis
nula. Se debe observar que, aun cuando la proporcion muestral es la misma que la del ejemplo 5, el mayor tamafio
de muestra esta asociado con un menor error muestral, lo cual conduce a una prueba mas sensible para detectar la
diferencia.

Se supone que el 40% de los votantes en una eleccion votara por el candidato, y que el otro 60% de los votos estara
distribuido entre otros tres candidatos. De una muestra aleatoria de 20 votantes registrados que tienen intenciones
de votar en esas elecciones, 12 sefialan que votaran por el candidato. Pruebe la hipotesis de que la proporcion global
de votantes que estara a favor del candidato es n = 0.40, utilizando un nivel de significancia del 5%.

Como M- m= 40y Hy- e 0.40, con base en la distribucién binomial, las probabilidades de las observaciones
extremas en cualquiera de los "extremos" de la distribucion, y que no exceden una probabilidad acumulada de 0.025
en cada extremo, son las siguientes (del apéndice 1, con n =20, p = 0.40).

Numero de Probabilidad
candidato Probabilidad acumulada
0 Lo (RO
1 [, 005
) AL 0.0159
3 1343113
4 11055
12 UL LR
13 LR
14 LR 4T
15 LR
16 13.W33
17 00 r 0.0211
18 RFREA L)
19 11T
20 RURLALE |

Por lo tanto, para la prueba de dos extremos, el nivel global de significancia que no excede 0.025 en cada
extremo es, de hecho, i, = 0.037. El nimero critico de elementos de la muestra que implicaria el rechazo es "tres o
menos* o "trece 0 mas". Como 12 votantes sefialaron que tenian intenciones de votar por el candidato, no es posible
rechazar la hipétesis'nula.

PRUEBA DE UN VALOR HIPOTETICO DE LA PROPORCION, UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

11.9

Se plantea la hipotesis de que no mas del 5% de las refacciones que se fabrican en un proceso de manufactura
tienen defectos. Para una muestra aleatoria de n = 100 refacciones, se encuentra que 10 estan defectuosas. Pruebe
la hipdtesis nula al 5% del nivel de significancia.
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Hy malds fim > 003
z critica fo = A5) = ~1.G45

(Se justifica el uso de la distribucién normal porque M * 300, it &9, ¥ M1 — @) = 0.

il —mr 0031095 \/ﬁ.ﬁiﬁ .
— ] _ - LTS = 0,022
i - 100 e

Fema UL IN—45 005
o b2 2z

= = F2.27

El valor calculado de z de + 2.27 es mayor que el valor critico de +1.645 para esta prueba del extremo superior.
Por lo tanto, como se encuentran 10 refacciones defectuosas en el lote de 100, se rechaza la hipétesis de que la
proporcion de articulos defectuosos en la poblacion es de 0.05 o menor, utilizando un nivel de significancia del 5%
en la prueba.

11.10 Para el problema 11.9, el administrador estipula que la probabilidad de detener el proceso para ajustarlo, cuando
de hecho no es necesario, debe ser a un nivel de solo el 1 %, mientras que la probabilidad de no detener el proceso
cuando la proporcién verdadera de defectuosos es de i = 0.10 puede fijarse en el 5%. Qué tamafio de muestra
debe obtenerse, como minimo, para satisfacer esos objetivos de prueba?

. [zugalg'r!_fl—nqj—a.v"n.u w,]]‘ ) [2.35&5.55:-[&.515] -1 =1 ) T IO 0L *
: D10 =005

=T

_ {2.33-[-&.:15]— l.HE[-J.juu]]-' {'1.{&114

J 0% s ) — (20005 = i 2 = A2 efaccicres

Se trata de una muestra un tanto grande para efectos de muestreo industrial, por lo que el administrador podria
reconsiderar los objetivos de la prueba con respecto a la P (error tipo 1) de 0.01 y la P (error tipo Il) de 0.05.

PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS PROPORCIONES POBLACIONALES

11.11  Un fabricante esta evaluando dos tipos de equipo para fabricar un articulo. Se obtiene una muestra aleatoria de
n; =50 para la primera marca de equipo y se encuentra que 5 de ellos tienen defectos. Se obtiene una muestra
aleatoria de n, = 80 para la segunda marca y se encuentra que 6 de ellos tienen defectos. La tasa de fabricacion es
la misma para las dos marcas. Sin embargo, como la primera cuesta bastante menos, el fabricante le otorga a esa
marca el beneficio de la duda y plantea la hipdtesis 1.: =, £ x,, Pruebe la hipotesis en el nivel de significancia del 5%.

Bl = fr gy — ) =
z critica {¢r —(LO3] = +1.640%

b Pl B P = — LIRS
T 0+ R L3d



1" ! OTRAS PRUEBAS DE HIPOTESIS 221

s L JFECE FF eSS {0 NHLer)
Yk " " 50 i

JoieTE 007 .
= ” + a0 = i TR OO — Ol

= F:_040-00T5 0025
R LT LTI Y

= LAY

=g

El valor calculado de z de +0.49 no es mayor que +1.645 para esta prueba del extremo superior. Por ello, no
puede rechazarse la hipétesis nula en el nivel de significancia del 5%.

PRUEBA DEL VALOR HIPOTETICO DE UNA VARIANZA UTILIZANDO LA DISTRIBUCION JI-CUADRADA

11.12 Suponga que se plantea la hipétesis de que la desviacion estandar del salario por hora de los trabajadores a destajo
en una determinada industria es $3000. Para una muestra de n = 15 trabajadores elegidos al azar, se encuentra
que la desviacién estandar es s = $2000. Se supone que las cifras de ingresos de los trabajadores de la poblacion
tienen una distribucion normal. Con base en este resultado muestral, ; puede rechazarse la hipétesis nula utilizando
el nivel de significancia del 5%7?

i =PRI = 50 DA Gdr ) af = 59 (09 16

X critica (gf = 13, i = 0.0F) = .43 y 26,17 (respectivamente, para la prueba de dos extremos)

L V' C1402 0008 _ 1404 K000 _ 56 D00 000

) T T T T

El valor calculado de 6.22 es mayor que el valor critico de 5.63 y menor que el valor critico superior de 26.12
para esta prueba de dos extremos. Por ello, no se rechaza la hipétesis nula de que 1 = $ 3000 a nivel de significancia
del 5%.

11.13 Suponga que, en el problema 11.12, la hipétesis nula consistia en que la desviacion estandar de la poblacién es de
cuando menos $3000. Pruebe esa hipdtesis a un nivel de significancia del 5%.

Hp-otx 39 000 00 1y of < 50 00 D
a7 ertica [gf= 14, ot = 005] = 6.57 (valor critico del extremo inferior)
= R12  (del problema 11.12)

La estadistica de prueba calculada de 6.22 es apenas menor que el valor critico de 6.57 para esta prueba del
extremo inferior. Por ello, se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se acepta la hipotesis
alternativa de que * 4 $9 0N G0N [que o < $30004.
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PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS VARIANZAS

11.14 En el problema 11.4, que se referia a la prueba de la diferencia entre dos medias muestrales utilizando una
distribucion f, se requirié la suposicion de que las dos varianzas poblacionales eran iguales. Las dos varianzas
muestrales eras® =0.40°=0.16 y,5|"-20f302= 0.09, con n; =12y n, = 10, respectivamente. Pruebe la hipétesis
nuia de que las dos varianzas poblacionales son iguales, utilizando un nivel de significancia del 10%.

Hp: wi=uri 5 -D1é =0

Hy: ot s n.= L1 na=10

F 19 critica (5% superior) = 3.10  (del apéndice 8)

— 1 1 awe
Fo 5% supericr) 280 033

F'11 9 critica(5% inferior) =

El valor calculado de F de 1.78 es mayor que el valor critico inferior de 0.345 y menor que el valor critico superior
de 3.10. Por lo tanto, no es posible rechazar la hipétesis de que no existe diferencia entre las varianzas.

11.15 En el problema 11.1, se supuso que la varianza de los ingresos por hogar no era diferente en las dos comunidades.
Pruebe la hipétesis nula de que las dos varianzas son iguales, utilizando un nivel de significancia del 10%

Hri w5 - o 5% = (1 800)>=3 240 000 7% - (2 400)? =5 760 000

Hiaj=ai n; =30 n, =40

(Nota: Debido a las limitaciones del apéndice 8, no es posible determinar los valores especificos de F para 29
y 39 grados de libertad. Por ello, se determinan valores F aproximados utilizando los grados de libertad mas cercanos,
que son 30y 40, respectivamente.)

F30.40 critica (5% superior) = 1.74
L L
415 [ sdperiors 1,79

F304¢ critica (5% inferior) = 3

r ¥3 3 24 IRKD k2
ey g snowg

El valor calculado de la estadistica Fes mayor que el valor critico inferior de 0.559, y menor que el valor critico
superior de 1.74. Por ello, la estadistica F se encuentra apenas dentro de la regidon de aceptacion de la hipétesis
nula a un nivel de significancia del 10%.
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METODOS ALTERNATIVOS PARA PRUEBAS DE HIPOTESIS NULAS

11.16 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 11.1 a un nivel de significancia del 5%.

11.17

11.18

Mot g — g b= A TH PR
7Z=+1.72 (del problema 11.1)

P(z =+1.72) = 0.5000-0.4573 = 0.0427

Finalmente, como se trata de una prueba de dos extremos.

P = 2(0.0427) = 0.0854

Como el valor P de 0.0854 es mayor que el nivel de significancia de 0.05, no es posible rechazar la hipétesis
nula a ese nivel. Por ello, se concluye que no existe diferencia entre los promedios de ingresos en los hogares en
las dos comunidades.

Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipdtesis nula del problema 11.2 con un nivel de significancia del 5%.

Ay (g ) =0 Mg — pz) =0

z=+1.79 (del problema 11.2)

(Debe observarse que la estadistica z se encuentra en la direccion de la region de rechazo para esta prueba
del extremo superior.)

P(z = +1.79) = 0.5000 - 0.4633 = 0.0367

Como el valor de P de 0.0367 es menor que el nivel de significancia de 0.05, se rechaza la hipétesis nula y se
concluye que el nivel promedio de ingresos en la primera comunidad es mayor que en la segunda.

Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipotesis nula del problema 11.1, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Hy (g - g =i H o e — el i
X, -%35 500 X, - 334 600
Hy, T H51279 (del problema 11.1)
Int.de conf.del95% =X, X.i=zd, s
= (35 500 - 34 600) + 1.96(522.79)
=900+ 1 024.67=-$124.67 a $1 924.67
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Como el intervalo de confianza del 95% incluye la diferencia hipotética de $0, no es posible rechazar la hipdtesis
a un nivel de significancia del 5%.

11.19 Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 11.2.

Hl:l: |__|'.I.| _I'-'-I]'=|:| H|:|:f-|-1__l'-|-;,]-1"'|:|
X, -835500 K- 834640
5y, g~ SIEZAN (del problema 11.2)

Limite inferior del intervalo de confianza - [ X, — X.1- 25, _a,
= (35 500 - 34 600)-1.645(502.10)
=900-825.95 = $74.05

Con una confianza del 95%, se concluye que la diferencia entre las medias poblacionales puede ser hasta de
$74.05. Como este intervalo de confianza de un extremo no incluye el valor hipotético de $0 (o menos), se rechaza
la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5% y se concluye que el ingreso promedio por hogar en la primera
comunidad es mayor que para la segunda.

RESULTADOS POR COMPUTADORA

11.20 Con referencia a los datos de entrada y a los resultados que se obtuvieron en el problema 9.15 (pagina 153), se
tienen los datos de dos muestras aleatorias de reclamaciones de dafios de automoviles, habiendo obtenido las
muestras en areas geograficas distintas. La primera parte de los resultados que se analizaron en el problema 9.15
incluyen el intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre las dos medias poblacionales. Con referencia a
la Ultima parte del listado de la computadora, pruebe la hipétesis nula de que no existe diferencia entre la media de
las dos poblaciones, utilizando un nivel de significancia del 5% para la prueba.

My tgry = el = 0 Fho ey — pa) 00 o —ilL0%

En la ultima parte del listado de la figura 9-1, se observa que el valor reportado de P para la prueba de dos
extremos es de 0.019. Como esta probabilidad es menor que el nivel de significancia especificado de 0.05, se rechaza
la hipétesis nula. Se concluye que si existe una diferencia entre el nivel promedio de reclamaciones de dafios en las
dos areas. Debe observarse que, en este listado, puede utilizarse también el método del intervalo de confianza para
probar la hipétesis nula. Como el intervalo de confianza del 95% no incluye la diferencia de 0, se rechaza la hipétesis
nula de que la diferencia entre las medias de las poblaciones es 0, a un nivel de significancia del 5%.

11.21 Con referencia a los datos de la Tabla 11.3, que se referian a la prueba de la diferencia entre medias de observaciones
apareadas del problema 11.5, pruebe la hipétesis nula que se presenté en ese problema a un nivel de significancia
del 5%, utilizando algun paquete de computacion.

Mo =0 Hy:py =0 o =003
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Observe la figura 11-3. Se reporta que el valor P es de 0.011. Como esta probabilidad es menor que el nivel
especificado de significancia de 0.05, se rechaza la hipétesis nula a ese nivel de significancia y se concluye que el
nivel promedio de desempefio para las personas capacitadas con el nuevo método es superior al desempefio
obtenido con el método tradicional. Este resultado coincide con la solucién manual que se obtuvo utilizando el método
del valor critico en el problema 11.5. (Nota: El "subcomando" ALTERNATIVE = -1 especifica una prueba del extremo
inferior en Minitab.)

MTB > READ OLD METHOD AND NEW METHOD INTO Cl AND C2

DATA> 89 94

DATA> 87 91

DATA> 70 68

DATA> 83 88

DATA> 67 75

DATA> 71 66

DATA> 92 94

DATA> 81 88

DATA> 97 96

DATA> 78 88

DATA> 94 95

DATA> 79 87

DATA> END

MTB > NAME Cl1 - 'OLD', C2 = '"NEW, C3 = ' CHANGE'
MTB > LET 'CHANGE' = 'OLD' = 'NEW
MTB > TTEST OF MU = 0 FOR 'CHANGE';
SUBC> ALTERNATIVE = -1.

TEST (OF MU = 0. 00 vS MU L.T. 0.00

N MEAN STDEV SE MEAN T P VALUE
CHANGE 12 -3.50 4.58 1.32 -2.65 0.011

Problemas suplementarios

PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS

11.22

11.23

Tal como se report6 en el problema 9.16, el promedio de ventas por tienda de un articulo el afio anterior fue en una
muestra de ny =10 tiendas, X1 =$3 425 000, con's = $200 000. Para un segundo producto, el promedio de ventas
por tienda en una muestra de n =12 tiendas fue EE = $3 250 000, con s, = $175 000. Se supuso que las cantidades
por tienda tienen una distribucién normal para ambos productos. Pruebe la hipétesis nula de que no existe diferencia
entre el promedio de ventas para los dos productos utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Resp. Aceptar H,.

Para los datos del problema 11.22, suponga que los tamafios de las dos muestras eran ny = 20 y n, = 24. Pruebe
la diferencia entre las dos medias a nivel de significancia del 1 %.

Resp. Rechazar Hy.
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11.24

11.25

11.26
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Para una muestra de 30 empleados de una empresa grande, el salario promedio por semana es de ff $95 000,
con s = $10 000. En una segunda empresa grande, el salario promedio por hora para una muestra de 40 empleados
es ¥-=$90 500, con s,=$12 000. Pruebe la hipétesis de que no existe diferencia entre el salario promedio que se
paga en las dos empresas, utilizando un nivel de significancia del 5%, y suponiendo que las varianzas de las dos
poblaciones no son necesariamente iguales.

Resp. Aceptar H,.

En el problema 11.24, suponga que la hipdtesis nula que se desea probar es que el salario promedio de la segunda
empresa es igual o mayor que el salario promedio de la primera empresa. ¢ Puede rechazarse la hipétesis a un nivel
de significancia del 5%?

Resp. Sl

Una muestra aleatoria de n; = 10 vendedores se inscribe en un programa de incentivos, en tanto que una muestra
aleatoria de n; = 10 vendedores distintos se inscriben en un segundo sistema de incentivos. Durante el periodo de
comparacion, los vendedores que se encuentran en el primer sistema tienen comisiones promedio por venta de
21 = $5 000, con una desviacion estandar de s = $1 200, en tanto que los vendedores que participan en el segundo
sistema tienen comisiones promedio por articulo de &3 = $4 600, con una desviacién estandar de s; = $1 000.
Pruebe la hipdtesis nula de que no existe diferencia entre las comisiones por articulo para los dos sistemas de
incentivos, utilizando el nivel de significancia del 5%.

Resp. Aceptar Ho.

11.27 Con el objeto de comparar dos paquetes de computacion, un administrador hace que 10 personas utilicen cada uno

de los paquetes para llevar a cabo un conjunto estandar de tareas comunes en la oficina. Por supuesto, al llevar a
cabo la comparacion, el administrador tiene el cuidado de utilizar personas que no tengan una preferencia o una
capacidad distinguible en ninguno de los dos paquetes, y se seleccionan 5 personas para utilizar el paquete A en
primer lugar, en tanto que los otros 5 utilizan en primer lugar el paquete B. El tiempo que se requiere para llevar a
cabo el conjunto de tareas, al minuto mas cercano, es el que se reporta en la tabla 11.4. Pruebe la hipotesis nula
de que no existe diferencia entre el tiempo promedio que se requiere para realizar los trabajos estandar utilizando
los dos paquetes de computacién, con un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar Hy

Tabla 11.4 Tiempo requerido para realizar un conjunto estandar de labores utilizando
dos paquetes de computacién (redondeado al minuto mas cercano)

Persona 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Paquete A 12 16 15 13 16 10 15 17 14 12
Paquete B 10 17 18 16 19 12 17 15 17 14

PRUEBA DE UNA PROPORCION HIPOTETICA UTILIZANDO LA PROPORCION BINOMIAL

11.28 Suponga que se plantea la hipdtesis de que una moneda es "justa", no habiendo la oportunidad de examinarla en

forma directa. Se lanza la moneda, y se obtiene como resultado 5 "caras" en las 5 ocasiones. Pruebe la hipdtesis
nula con los niveles de significancia de (a) 5%, y (b) 10%.

Resp. (a) Aceptar Ho, (b) Rechazar H,
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11.29 Un vendedor afirma que, en promedio, obtiene pedidos de cuando menos el 30% de sus prospectos. Para una

muestra aleatoria de 10 prospectos, obtiene solamente un pedido. ;Puede rechazarse su afirmaciéon con base en
el resultado muestral y a un nivel de significancia del 5%?

Resp. No

11.30 El patrocinador de un programa "especial” de television esperaba que cuando menos el 40% del auditorio observaria

el programa en una area metropolitana especifica. Para una muestra aleatoria de 20 hogares que tenian sus
televisores prendidos, sélo en 4 de ellos se estaba observando el programa. Con base en este tamafio limitado de
muestra, pruebe la hipétesis nula de que cuando menos el 40% de los televidentes estaban observando el programa,
utilizando un nivel de significancia del 10%.

Resp. Rechazar H,

PRUEBAS PARA LAS PROPORCIONES UTILIZANDO LA DISTRIBUCION NORMAL

11.31

Con referencia al problema 11.29, suponga que el vendedor logra obtener 20 pedidos de 100 prospectos
seleccionados al azar. ;Puede rechazarse su afirmacién a un nivel de significancia de (a) 5%, y (b)1 %?

Resp. (a) Si, (b) no

11.32 Con referencia al problema 11.30, se amplia el tamafio de la muestra, de manera que se visitan 100 hogares con

11,33

11.34

los televisores prendidos. De estos 100 hogares, 30 tenian sintonizado el programa especial. ¢Puede rechazarse
la suposicion del patrocinador de que cuando menos el 40% de los hogares estarian observando el programa a un
nivel de significancia de (a) 10%, y (b) 5%?

Resp. (a) Si, (b) si.

Para los problemas 11.30 y 11.32, suponga que el patrocinador especifica que, como resultado del estudio, la
probabilidad de rechazar una afirmacion verdadera no debe ser mayor que P =0.02, y que la probabilidad de aceptar
la afirmacion dado que el porcentaje de personas que observan el programa es realmente de 30% o menos, no debe
ser menor que P =0.05. ;Qué tamafio de muestra se requiere en el estudio, como minimo, para satisfacer estos
requerimientos?

Resp. 311 hogares

Se sugiere, en los problemas 11.30 y 11.32, que el programa pudiera representar un atractivo distinto para los
televidentes urbanos y los de los suburbios, pero existe una diferencia de opinion entre el personal de produccién
con respecto al sentido de la diferencia. Para una muestra aleatoria de 50 hogares urbanos, 20 reportaron haber
estado observando el programa. Para una muestra aleatoria de 50 hogares de los suburbios, 30 reportaron estar
observando el programa. ¢Puede considerarse significativa la diferencia a un nivel del (a) 10%, y (b) 5%7?

Resp. (a) Si, (b) si

PRUEBAS SOBRE EL VALOR HIPOTETICO DE LA VARIANZA Y DE LA DIFERENCIA ENTRE DOS VARI ANZAS

11.35 Con base en las especificaciones dadas por un ingeniero de proceso, se plantea la hipétesis de que la desviacion

estandar de los didmetros de ciertas piezas no es mayor de 3.0 mm. Para una muestra de n =12 piezas, se encuentra
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11.36

11.37
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una desviacion estandar muestral de s =4.2 mm. Se supone que la distribucion de los diametros es aproximadamente
normal. ¢ Puede rechazarse la hipétesis nula de que la desviacién estandar verdadera no es mayor de 3.0 mm a un
nivel de significancia del (a) 5%y (b) 1 %?

Resp. (a) Si, (b) no

En el problema 11.22, bajo la suposicion necesaria de que las varianzas de las dos poblaciones eran iguales, no se
pudo rechazar la hipétesis nula de que las medias eran iguales utilizando la prueba t a un nivel de significancia del
5%. En un nivel de significancia del 10%, ¢se justifica la suposicion de que las dos varianzas no son diferentes?

Resp. Si

Se disefia un nuevo proceso de moldeo para reducir la variabilidad en el diametro de las piezas. Para probar el
nuevo proceso, se plantea, conservadoramente, la hipétesis de que la varianza de los diametros de las piezas con
el nuevo proceso es igual 0 mayor que la varianza para el proceso antiguo. Rechazar esta hipétesis nula permitiria
aceptar la alternativa de que la varianza del proceso nuevo es menor que para el proceso antiguo. Para una muestra
de n; = 8 piezas producidas con el nuevo proceso, s,= 4.2 mm. Para una muestra de n,= 10 piezas fabricadas con
el proceso antiguo s, = 5.8 mm. ¢ Puede rechazarse la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%?

Resp. No

METODOS ALTERNATIVOS PARA PROBAR HIPOTESIS NULAS

11.38 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 11.24 a un nivel de significancia del 5%.

Resp. Aceptar H, (P= 0.0836).

11.39 Al utilizar el método del valor P, pruebe la hipétesis nula del problema 11.25 a un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar Hy (P= 0.0418).

11.40 Aplique el método del Intervalo de confianza para probar la hipotesis nula del problema 11.24, utilizando un nivel de

11.41

significancia del 5%.

Resp. Aceptar H,.

Aplique el método del intervalo de confianza para probar la hipétesis nula del problema 11.25 utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Resp. Rechazar H.

RESULTADOS POR COMPUTADORA

11.42 Con referencia a los datos de la Tabla 9.2, en los que se utiliza un paquete de computacion para construir el intervalo

de confianza del 95% de la diferencia entre las medias del problema 9.32, y utilizando algun programa de computacion
disponible, pruebe la hipétesis nula de que la cantidad promedio de tiempo por articulo no difiere para los dos tipos
de llamadas, utilizando un nivel de significancia del 5%.

Resp. Aceptar Hy (P = 0.42).
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11.43 En la Tabla 11.4 se tienen los datos del tiempo que se requiere para realizar un conjunto estandar de trabajos
utilizando dos paquetes distintos de computacion. En el problema 11.27, se probd la hipétesis nula de que no existe

diferencia entre el tiempo promedio que se requiere para los dos paquetes. Utilizando algin paquete de computacion,
pruebe de nuevo esa hipétesis a un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar H, (P =0.038)



La prueba de
jl-cuadrada

12.1 LA PRUEBA DE JI-CUADRADA COMO PROCEDIMIENTO PARA PRUEBA DE HIPOTESIS.

Los procedimientos que se describen en este capitulo, implican la comparacion de frecuencias muestrales clasificadas en categorias
definidas de datos, teniendo en todos los casos el patron esperado de frecuencias que se basan en una hipétesis nula especifica.
Por ello, los procedimientos son todos de pruebas de hipétesis y en los andlisis se utilizan datos de muestras aleatorias.

La distribucion de probabilidad X? (ji-cuadrada) se describe en las secciones 9.6 y 11.8. La estadistica de prueba que
se presenta en la seccién siguiente se distribuye como el modelo de probabilidad de ji-cuadrada y, como se trata de pruebas
de hipétesis, se aplican también en este capitulo las etapas basicas que se describieron en la seccién 10.1.

En este capitulo se cubre el uso de la distribucion ji-cuadrada para pruebas de bondad del ajuste, pruebas de la
independencia de dos variablesy pruebas para hipétesis sobre proporciones. Una de las pruebas de proporciones consiste
en probar las diferencias entre varias proporciones, lo cual es una extensién de la prueba para la diferencia de dos
proporciones que se describié en la seccion 11.7.

12.2 PRUEBAS DE BONDAD DEL AJUSTE

La hipdtesis nula en una prueba de bondad del ajuste es una afirmacion sobre el patrén esperado de las frecuencias en un conjunto
de categorias. El patron esperado puede ajustarse a la suposicion de igualdad de probabilidades y puede, por ello, ser uniforme. O,
por otro lado, el patrén esperado puede ajustarse a distribuciones de probabilidad como la binomial, la Poisson o la normal.

EJEMPLO 1.  Un distribuidor regional de sistemas de aire acondicionado ha subdividido su regién en cuatro territorios.
A un posible comprador de una distribuidora se le dice que las instalaciones de equipos se distribuyen de manera
aproximadamente igual en los cuatro territorios. El prospecto de comprador toma una muestra aleatoria de 40 instalaciones
colocadas el afio anterior, de los archivos de la compafiia, y encuentra que el nimero de instalaciones en cada uno de los
cuatro territorios son los que se enlistan en el primer renglon de la Tabla 12.1, (en donde £, significa "frecuencia observada").
Con base en la hipdtesis de que las instalaciones estan distribuidas en forma equitativa, en el segundo renglén de la tabla
12.1 se presenta la distribucion uniforme esperada de las instalaciones (en donde f. significa "frecuencia esperada").

Tabla 12.1 Numero de instalaciones de sistemas de aire acondicionado
por territorio

Territorio
Total
A B C D
Numero instalado en la muestra f, 6 12 14 8 40
Namero esperado de instalaciones, f; 10 10 10 10 40
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Para aceptar la hipétesis nula, debe ser posible atribuir las diferencias entre las frecuencias observadas y las esperada?
a la variabilidad del muestreo y al nivel especificado de significancia. Asi, la estadistica de prueba ji-cuadrada se basa en la
magnitud de esta diferencia para cada una de las categorias de la distribucién de frecuencias. El valor de ji-cuadrada que
se utiliza para probar la diferencia entre un patron de frecuencias observado y otro esperado es:

[ — A

¥'=7 3 (12.1)

En la formula (72.1) anterior se observa que, si las frecuencias observadas son muy cercanas a las frecuencias
esperadas, entonces el valor calculado de la ji-cuadrada estara cercano a 0. Conforme las frecuencias observadas se alejan
de las frecuencias esperadas, el valor de ji-cuadrada se vuelve mayor. Por ello, se concluye que las pruebas de ji-cuadrada
implican el uso de solamente el extremo superior, con el objeto de determinar si un patrén observado de frecuencias es
diferente de un patrén esperado.

EJEMPLO 2.  El calculo de la estadistica de prueba ji-cuadrada para el patrén de frecuencias observadas y esperadas
delatabla12.1 es:

LS B0 32-10F  L4- 103 48—107 40
- e o — —_f - = } -
K- i 10 I T 10- 10 440

El valor que se requiere de la estadistica de prueba ji-cuadrada para rechazar la hipétesis nula depende del nivel de
significancia que se especifique y de los grados de libertad. En pruebas de bondad del ajuste, los grados de libertad gl son
iguales al numero de categorias menos el nimero de estimadores de parametros y menos 1. Los grados de libertad para
una prueba de bondad del ajuste con ji-cuadrada son (en donde k - nimero de categoria de datos y m = nimero de parametros
estimados con base en la muestra):

gl=k-m-1 12.2)

Cuando la hipétesis nula consiste en afirmar que las frecuencias tienen una distribucién igual, no se incluye ninguna
estimacion de parametros y m = 0. (En los problemas 12.6 y 12.8 se presentan ejemplos en los que m es mayor que cero.
Siempre se incluye la substraccion del "1", porque, dado un ndmero total de observaciones, una vez que se han anotado
las frecuencias observadas en k-1 categorias de la tabla de frecuencias, la Ultima celda en realidad no tiene "libertad" para
variar. Por ejemplo, con las tres primeras categorias de la Tabla 12.1 se observan las frecuencias 6,12 y 14, respectivamente,
y se sigue que la cuarta categoria debe tener una frecuencia de 8 con el objeto de poder acumular el tamafio designado de
la muestra de n = 40.

EJEMPLO 3.  Enseguida se presenta un ejemplo completo del procedimiento de prueba de hipotesis para los datos de
la Tabla 12.1, probando la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%.

Ho: El nimero de instalaciones estan distribuidas de manera uniforme en los cuatro territorios.
H; El nimero de instalaciones no esta distribuido de manera uniforme en los cuatro territorios.

Bork-m-l=4-0-1=3
X critica gl = 3, o= D05} = 7,5 (del apéndice 7)
X’ calculada = 4.00 (del ejemplo 2)
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Los valores calculados de la estadistica de prueba ji-cuadrada se basan en conteos discretos, en tanto que la
distribucién ji-cuadrada es una distribucion continua. Cuando las frecuencias esperadas £, de las celdas no son pequefias,
este factor carece de importancia en términos de la medida en la que la distribucién de la estadistica de prueba puede ser
aproximada mediante la distribucion ji-cuadrada. Una regla practica que se utiliza ampliamente es qué la frecuencia esperada
f. para cada celda, o categoria, debe ser de cuando menos 5. Las celdas que no satisfacen este criterio deben combinarse
con categorias adyacentes, cuando sea posible. Entonces, el niumero reducido de categorias constituye la base para
determinar los grados de libertad g/ aplicables a la prueba.Véanse los problemas 12.6 y 12.8. También pueden aumentarse
las frecuencias esperadas de todas las celdas de una tabla de datos aumentando el tamafio global de la muestra.
Compare las frecuencias esperadas de los datos de los problemas 12.1 y 12.3.

Las frecuencias esperadas pueden basarse en cualquier suposicion sobre la forma de la distribucion de frecuencias
de la poblacién. Si la suposicion se basa simplemente en el patrén histérico de las frecuencias, entonces, al igual que en el
caso de la hipétesis de igualdad de probabilidad, no se incluye ninguna estimacién de parametros ygl=k-m -1=k - 0 -1
=k-1.

EJEMPLO 4. Durante mucho tiempo, un fabricante de aparatos de television ha tenido el 40% de sus ventas en aparatos
de pantalla pequefia (de menos de 14 pulgadas), 40% de tamafio mediano (de 14 a 19 pulgadas) y el 20% en la categoria
de pantalla grande (de 21 pulgadas y mas). Para fijar los programas adecuados de produccién para el mes siguiente, se
toma una muestra aleatoria de 100 ventas durante el periodo y se encuentra que 55 de los aparatos eran pequefios, 35
medianos y 10 grandes. Enseguida, se prueba la hipétesis nula de que el patron historico de ventas sigue siendo igual,
utilizando el nivel de significancia del 1 %.

H, : Los porcentajes de compras de aparatos de television de pantalla pequefia, mediana y grande son 40%, 40% y
20%, respectivamente.
H; : El patrén actual de ventas de televisores es diferente del patrén histérico planteado en Ho.

plek-m-l=3-th-1=2
¥ erftica (g ~ 2 o= 000} = 5,21

Lax? calculada (en la Tabla 12.2 se encuentran las frecuencias observadas y esperadas) es:

i
¥ =T

fom L {55 -qﬂ]‘,[zs--an]‘+{|ﬂ 20)*

=101
5 4 4 Pl

La estadistica ji-cuadrada calculada de 11.25 es mayor que el valor critico de 9.21. Por ello, se rechaza la hipétesis
nula a un nivel de significancia del 1 %. Comparando las frecuencias observadas y esperadas de la Tabla 12.2, se encuentra
que el cambio principal consiste en que se venden mas aparatos pequefios y menos grandes, con cierta reduccion en las
ventas de los aparatos de tamafio mediano.

Tabla 122 Compras observadas y esperadas de aparatos de television, de
acuerdo con el tamafio de la pantalla

Tamatio de la pantalla
) Total
Pequefia | Mediana Grande
Frecuencia observada, f; 55 35 10 100
Patrén historico, f; 40 40 20 100
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12.3 PRUEBAS PARA LA INDEPENDENCIA DE DOS VARIABLES CATEGORICAS (PRUEBAS PARA
TABLAS DE CONTINGENCIAS)

En el caso de las pruebas de bondad del ajuste, existe sélo una variable categérica, tal como el tamafio de las pantallas de
los televisores y lo que se prueba es el patrén hipotético de las frecuencias, o distribucion, de la variable. Las frecuencias
observadas pueden enlistarse en un solo renglén, o en una sola columna de categorias. Las "pruebas de independencia”
implican dos variables categéricas y lo que se prueba es la suposicién de que las dos variables son estadisticamente
independientes. La independencia implica que el saber la categoria en la que se clasifica una observacién con respecto a
una variable, no tiene ningun efecto sobre la probabilidad de caer también en alguna de las diversas categorias de las otras
variables. Como se trabaja con dos variables, se anotan las frecuencias observadas en una tabla de clasificacién doble o
tabla de contingencia (véase la seccion 5.8). Mediante la expresion r® k se definen las dimensiones de este tipo de tablas,
en donde r indica el niumero de renglones y k el numero de columnas.

EJEMPLO 5. La Tabla 12.3 es una reproduccion de la seccién 5.8 y es un ejemplo del formato mas simple posible de
una tabla de contingencias, ya que las dos variables (sexo y edad) tienen sélo dos niveles de clasificacién, o categorias.Por
ello, se trata de una tabla de contingencias de 2 = 2.

Tabla 12.3 Tabla de contingencia para los clientes
de la tienda de aparatos de sonido

Sexo
Edad Total
Hombre Mujer
Menor de 30 60 50 110
30 y mas 80 10 90
Total 140 60 200

Si se rechaza la hipétesis nula de independencia para datos clasificados como los de la Tabla 12.3, es sefial de que
las dos variables son dependientesy que existe una relacién entre ellas. Por ejemplo, para la Tabla 12.3, esto indicaria que
existe una relacién entre la edad y el sexo para los clientes de la tienda de aparatos de sonido.

Dada la hipotesis de independencia de las dos variables, la frecuencia esperada correspondiente a cada una de las
celdas de la tabla de contingencia debe ser proporcional al total de frecuencias observadas de columna y de renglén. Sif;
es la frecuencia total de un renglén determinado y f es la frecuencia total de una columna determinada, entonces una
férmula conveniente para determinar la frecuencia esperada para la celda de la tabla de contingencia que se encuentra en
ese renglon y columna es

I
L= : d (12.3)
La formula general para los grados de libertad correspondientes a una prueba de independencia es
grir=110k- 1} (12.4)

EJEMPLO 6. En la Tabla 12.4 se presentan las frecuencias esperadas para los datos de la Tabla 12.3. Por ejemplo,
para la celda del renglén 1y columna 1, el calculo de la frecuencia esperada es
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En este caso, las tres frecuencias esperadas restantes puedep obtenerse mediante substraccion de los totales de
renglén y de columna, como alternativa al uso de la férmula (72.3). Esta es una indicacién directa de que existe un grado
de libertad para una tabla de contingencia de 2 = 2 y que sdlo la frecuencia de una ceida "tiene libertad" para variar.

Tabla 124 Tabla de frecuencias esperadas para las
frecuencias observadas que se reportan
en la Tabla 12.3

Sexo
Edad Total
Hombre Mujer
Menor de 30 77 33 110
30 y mas 63 27 90
Total 140 60 200

La estadistica de prueba ji-cuadrada para tablas de contingencia se calcula exactamente de la misma manera que
para las pruebas de bondad del ajuste (seccion 12.2).

LT Tl il ——

EJEMPLO 7.  Enseguida se realiza la prueba de la hipétesis nula de independencia para los datos de la Tabla 12.3,
utilizando un nivel de significancia del 1 %.

Hoy: El sexo y la edad de los clientes de la tienda es independiente.
H,. El sexo y la edad son variables dependientes (existe una relacién entre las variables sexo y edad).

- k- 1= - DE- =1
2% ot el = f, i o= CLO1 ) = dah
s LY _160=TTF (50337 En-g3® -7
X =E £ ow T &3 21 24
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La estadistica de prueba calculada de 27.8 excede el valor critico de 6.63. Por ello, se rechaza la hipétesis nula de
independencia a un nivel de significancia del 1 %. Con referencia a la Tabla 12.3, se observa que es mas probable que los
clientes de sexo masculino tengan mas de 30 afios de edad, al tiempo que es més probable que las mujeres tengan menos
de 30 afos. El resultado de la prueba de ji-cuadrada arroja que no puede pensarse que esa relacion observada en la muestra
se debe al azar, a un nivel de significancia del 1 %.

12.4 PRUEBAS DE HIPOTESIS SOBRE PROPORCIONES

Prueba de un valor hipotético de la proporcién. Dada una proporcion poblacional hipotética y la proporcion observada para
una muestra aleatoria tomada de esa poblacién, en la seccion 11.5 se utilizé la distribucién normal de probabilidad como
aproximacion del proceso binomial, con el objeto de probar ese valor hipotético. Puede probarse matematicamente que una
prueba de dos extremos como esa es equivalente a la prueba ji-cuadrada de bondad del ajuste que implica un renglon
de frecuencias y dos categorias (una tabla de 2 = 1). Como la prueba de ji-cuadrada implica analizar las diferencias
entre frecuencias observadas y esperadas, sin tomar en cuenta la direccion de las diferencias, no existe procedimiento
de prueba ji-cuadrada que sea equivalente para una prueba de un extremo sobre la proporcién de una poblacion.
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EJEMPLO 8.  El gerente de un departamento de personal estima que una proporcion de = = 0.40 de los empleados de
una empresa grande participara en un nuevo programa de inversién en acciones. Se entrevista a una muestra aleatoria de
n = 50 empleados y 10 de ellos manifiestan su intencion de participar. Se podria probar el valor hipotético de la proporcion
poblacional utilizando la distribuciéon normal de probabilidad, tal como se describe en la seccion 11.5. Enseguida, se ilustra
el uso de la prueba de ji-cuadrada para lograr ese mismo objetivo utilizando un nivel de significancia del 5%:

Aoz = 3 Hyex ¢ 040
gl=bk-m-17Z-0-1=1

(Existen dos categorias de frecuencias observadas, tal como se muestra en la Tabla 12.5).
roritica ol = I, = 0053 = 354

La x? calculada (en la Tabla 12.5 se muestran las frecuencias observadas y las esperadas) es:

s =Y 10208 au- 1)
Sy = - = - -—— =
ToeT g 20 g oA

Tabla 125 Frecuencias observadas y esperadas para el ejemplo 8

Participacion en los programas

Si No Total
Numero observado en la muestra, f; 10 40 50
Numero esperado en la muestra, f; 20 30 50

La estadistica de prueba calculada de 8.33 excede el valor critico de 3.84. Por ello se rechaza la hipétesis nula a un
nivel de significancia de 5% y se concluye que la proporcion de participantes en el programa en toda la empresa no es de
0.40.

Prueba de la diferencia entre dos proporciones. En la seccién 11.7 se presenta un procedimiento para probar la
diferencia entre dos proporciones, con base en la distribuciéon normal. Puede probarse matematicamente, que una prueba
de dos extremos como esa es equivalente a una prueba ji-cuadrada para tablas de contingencias en la que las frecuencias
observadas se condensan en una tabla de 2 = 2. De nueva cuenta, no existe prueba de ji-cuadrada equivalente para una
prueba de un extremo con base en la distribuciéon normal.

El procedimiento de muestreo que se utiliza con las pruebas de la diferencia entre dos proporciones consiste en obtener
dos muestras aleatorias, una para cada una de las dos (k) categorias. Esto difiere del uso de una tabla de 2 * 2 para probar
la independencia de dos variables (seccion 12.3) en que en este caso solo se obtiene una muestra aleatoria para el analisis
global.

EJEMPLO 9. En el ejemplo 8 de la seccién 11.7 se reporta que en 10 de 50 hogares de una comunidad se estaba
viendo un programa especial de television, y que 15 de 50 hogares en una segunda comunidad estaban viendo el mismo
programa. En ese ejemplo, se probd la hipétesis nula Hy: [ — may = @ 0, de manera equivalente H: 4 = az en el nivel de
significancia del 5%. Enseguida se presenta la prueba correspondiente utilizando la estadistica de prueba ji-cuadrada.

Hyim| =%, Hoix o+ ox
A= - LME- 1= 2-12-11=1
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(Tal como se muestra en la Tabla 12.6, las frecuencias observadas se condensan en una tabla de 2 % 2.)

Tabla 12.6 Audiencia del programa de televisidon en dos comunidades

Numero de televidentes 10 15 25
Numero de no televidentes 40 35 75
Total 50 50 100

2 ellmica (gt = 1. o= 000 = £.65

La x? calculada (en la tabla 12.6 se presentan las frecuencias observadas, en tanto que las frecuencias esperadas que se
calcularon con la férmula (12.3) se presentan en la Tabla 12.7) es

Rt L ) Ll P A U 1 R R 2

¥TeTy 124 k35 175 g M
Tabla 12.7 Frecuencias esperadas para los datos de la Tabla 12.6
Comunidades
Comunidad 1 Comunidad 2 Total
Numero de televidentes 12.5 12,5 25
Niimero de no televidentes 375 37.5 75
Total 50 50 100

La estadistica de prueba calculada de 1.34 no es mayor que el valor critico de 6.63. Por ello, no es posible rechazar
la hipétesis nula a un nivel de significancia del 1 %, y se concluye que la proporcién de televidentes de las dos comunidades
no es distinta.

Prueba de la diferencia entre diversas proporciones poblacionales. Siguiendo el método basico del ejemplo 9, puede
utilizarse la prueba de ji-cuadrada para probar la diferencia entre diversas (k) proporciones poblacionales, utilizando una
tabla de 2 % k para el analisis de las frecuencias. En este caso, no existe procedimiento matematico equivalente basado en
la distribucion de probabilidad normal. En este caso, la hipétesis nula afirma que no existe diferencia entre las diversas
proporciones poblacionales (o que las diversas proporciones muestrales distintas pudieron haber sido obtenidas al azar de
la misma poblacion). El procedimiento de muestreo que se sigue consiste en recolectar varias muestras aleatorias
independientes, una para cada una de las k categorias de datos.

- [

EJEMPLO 10. Al seguir con el ejemplo 9, suponga que se muestrean los hogares de cuatro comunidades y se investiga
el nimero en los que se estaba viendo el programa especial de television. En la Tabla 12.8 se presentan los datos muestrales
observados, y en la Tabla 12.9 se presentan las frecuencias esperadas, calculadas con la férmula (12.3). Enseguida se
realiza la prueba de la hipétesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones poblacionales.
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(Nota: El rechazo de la hipétesis nula no indica que todas las igualdades son falsas, sino solo que cuando menos una
es falsa.)

gh=lr=-Dk-1=2-11d-1)=5
3 emken fml= 3 o= B1) = 11,38
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Tabla 12.8 Audiencia del programa de televisién en cuatro comunidades

Comunidades
1 2 3 4 Total
Nuamero de televidentes 10 15 5 18 48
Numero de no televidentes 40 35 45 32 152
Total 50 50 50 50 200

Tabla 12.9 Frecuencias esperadas para los datos de la Tabla 12.8

Comunidades
1 2 3 4 Total
Numero de televidentes 12.0 12.0 12.0 12.0 48
Numero de no televidentes 38.0 38.0 38.0 38.0 152
Total 50 50 50 50 200

El valor calculado de la estadistica ji-cuadrada, 10.75, no es mayor que el valor critico de 11.35. Por ello, las diferencias
en las proporciones de televidentes en las cuatro comunidades muestreadas no son lo suficientemente grandes para rechazar
la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%.

12.5 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Por lo general, los paquetes de computacion para analisis estadistico tienen la capacidad de llevar a cabo pruebas de bondad
del ajuste y pruebas de tablas de contingencia. Sin embargo, como tanto las frecuencias esperadas como las observadas
se obtienen en forma directa de los datos muestrales en las pruebas de tablas de contingencia, estas pruebas requieren
solo la captura de las frecuencias observadas para realizar la prueba. Como se explica en las secciones 12.3y 12.4, pueden
utilizarse pruebas de tablas de contingencia para probar la independencia de dos variables categéricas o para probar
hipétesis sobre la igualdad de dos o0 mas proporciones poblacionales. En el problema 12.15 se ilustra el uso de un programa
de computacion para una prueba de tabla de contingencia.
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Problemas resueltos
PRUEBAS DE BONDAD DEL AJUSTE

12.1  Alguien afirma que los clientes de una tienda de pantalones vaqueros son hombres y mujeres, en proporciones
iguales. Se observa una muestra aleatoria de 40 clientes y 25 resultan ser hombres y 15 mujeres. Pruebe la hipotesis
nula de que el numero global de hombres y mujeres que son clientes en esa tienda es igual, aplicando la prueba de
ji-cuadrada, y utilizando el nivel de significancia del 5%.

Tabla 12.10 Frecuencias observadas y esperadas para el problema 12.1

Clientes
Hombres Mujeres Total
Numero en la muestra (/) 25 15 40
Nutmero esperado (f; ) 20 20 40

De la Tabla 12.10

Hy: El nimero de clientes hombres y mujeres es igual.
H;: El nimero de clientes hombres y mujeres no es igual.
gh=k-m-l=2-0-1=«]

o vmiliva (gl = L, o= DIGE = 584

oy MR 13 S 201
I 3 )
_I:ﬁ]:‘ | |__:'-|

-=23
20 it} i

La estadistica de prueba calculada, 2.50, no es mayor que el valor critico de 3.84. Por lo tanto, no es posible rechazar
la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%.

12.2  Con referencia al problema 12.1, suponga que la afirmacion dice, mas bien, que los clientes de la tienda son dos
terceras partes de hombres y una tercera parte de mujeres. Utilizando los datos observados de la Tabla 12.1, pruebe
esta hipdtesis utilizando el nivel de significancia del 5%

De la Tabla 12.11

H,: Existe el doble de clientes hombres que mujeres.
H;: No existe el doble de clientes hombres que mujeres.

of=k-m-|=2-0-1a=]
7o [gf= 3, - 005) - 354
gy B TAF (8- 206TE nis-13ay
s 2T b1
I=FATE AT
47 1333

= 0+001 =071
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Resulta evidente que la estadistica calculada de ji-cuadrada, 0.31, no excede el valor critico de 3.84. Por ello, no
se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%. El hecho de que no se hayan podido rechazar las hipotesis
nulas de los problemas 12.1 y 12.2 ilustra el "beneficio de la duda" que se otorgd a cada una de esas hipdtesis. Sin
embargo, el tamario de la muestra también afecta la probabilidad de los resultados (véase el problema 12.3).

Tabla 12.11 Frecuencias esperadas y observadas para el problema 12.2

Clientes
Hombres Mujeres Total
Ntmero en la muestra (f; ) 25 15 40
Numero esperado (f;) 26.67 1333 40

12.3 Para la situacion que se describe en el problema 12.1, suponga que se prueba la misma hipétesis nula, pero que
se duplican las frecuencias muestrales en cada una de las categorias. Es decir, de una muestra aleatoria de 80

clientes, 50 son hombres y 30 son mujeres. Pruebe la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5% y compare
la decision con la que se tomé en el problema 12.1.

De la Tabla 12.12

Hy: El numero de clientes hombres y mujeres es igual.
H,: El nimero de clientes hombres y mujeres no es igual.

.j'f'k-mul'l-lfl- i=1
it s (el = 1, o = 0L05) = 5.84

lTv[fb_jr}J‘rsn_dullz . ilu—dl'.”:u
Kr=my a0 40

5.00)

El valor calculado de ji-cuadrada de 5.00 es mayor que el valor critico de 3.84. Por ello, se rechaza la hipétesis
nula, a un nivel de significancia del 5%. Aun cuando los datos muestrales son proporcionales en estos dos problemas,

en este caso la decisién es "rechazar H," en lugar de "aceptar H, ." Esto demuestra la mayor sensibilidad de las
pruebas estadisticas que se realizan con tamafios grandes de muestra.

Tabla 12.12 Frecuencias esperadas y observadas para el problema 12.3

Clientes
Hombres Mujeres Total
Ntimero en la muestra (f) ) 50 30 80
Numero esperado (f; ) 40 40 80

12.4 Un fabricante de refrigeradores ofrece tres lineas basicas de su producto que pueden describirse, en términos
comparativos de su precio, como "bajo", "i

, "intermedio” y "alto". Antes de llevar a cabo una camparfa de promocion
para resaltar las virtudes de los refrigeradores de precio alto, los porcentajes de ventas en las tres categorias eran
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de 45, 30 y 25, respectivamente. De una muestra aleatoria de 50 refrigeradores que se vendieron después de la
promocion, el nimero de los que se vendieron en las categorias de precio bajo, intermedio y alto fueron 15,15y 20,

respectivamente. Pruebe la hipdtesis nula de que el patrén actual de ventas no difiere del patrén histérico, utilizando
un nivel de significancia del 5%.

Con referencia a la Tabla 12.13,

Hy: El patron actual de las frecuencias de ventas sigue el patron historico.
H4: patrén actual de las frecuencias de ventas es diferente del patrén histérico.

mk-i-1=3-0-1=2
X2 critica [gf = & = 0,05} = 5.0
E_Eu.'. —-LF _(15-125) (15 15 120 - 125
VoA T T T T s 1za
_TSE e 0.8
25 ¥ 113

.00

El valor calculado de la estadistica de prueba de 7.00 es mayor que el valor critico de 5.99. Por ello, se rechaza
la hipdtesis nula a un nivel de significancia del 5%. Aunque este rechazo no prueba en si mismo en qué difieren los
patrones de ventas actual e histérico, un repaso de la Tabla 12.13 muestra que se vendieron mas refrigeradores de
precio alto y menos de precio bajo de lo que se hubiera esperado de acuerdo con el patron histérico de ventas.

Tabla 12.13 Frecuencias esperadas y observadas para el problema 12.4

Categorias de precio del refrigerador

Bajo Intermedio Alto Total
Numero vendido (f; ) 15 15 20 50
Numero esperado de ventas (f) 225 15 12.5 50

12.5 Cualquier distribucién de probabilidad puede servir de base para determinar las frecuencias esperadas correspon-
dientes a una prueba de bondad del ajuste (véase la seccién 12.2). Suponga que se plantea la hipdtesis de que la
distribucion de descomposturas de maquinaria por hora en una planta de ensamble se ajusta a una distribucién de
probabilidad Poisson, como se describe en la seccién 6.6. Sin embargo, no se identifica la distribucion especifica
de Poisson utilizando la media de la distribucién, X. En la Tabla 12.14 se presenta el nimero de descomposturas
observadas durante 40 horas que se incluyeron en la muestra.

(@) Determine el valor de X que debe utilizarse para probar la hipétesis de que el nimero de descomposturas de
maquinas se ajusta a una distribucion de probabilidad Poisson.

(b) Construya la tabla de las frecuencias esperadas con base en la distribucién Poisson que se identifico en (a) para
una muestra de n =40 horas
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Tabla 12.14 Numero observado de descomposturas dé maquinaria durante 40 horas
muestreadas y hoja de trabajo para el calculo del nUmero promedio de
descomposturas por hora

Numero de descomposturas Frecuencia observada
X ) ALY

0 0 0
1 6 6
2 8 16
3 11 33
4 7 28
5 4 20
6 3 18
7 1 7

&f, ~ 40 E|L0x] =128

ELLIXI] 128
X, 40

=131 descomposturas por hora

(@) X-=

Por lo tanto, se fija la media de la distribucién Poisson en 1 = 3.2.

(o) Las frecuencias esperadas se determinan por medio de la distribucién Poisson en el apéndice 4. VVéase la Tabla
12.15.

Tabla 12.15 Calculo de las frecuencias esperadas para el problema
de las descomposturas de maquinaria, de acuerdo con
la distribucion Poisson, con 3= 3.2y n =40

Numero de Frecuencia esperada
descomposturas (.X) Probabilidad (P) FACE: o]
0 0.0408 1.6
1 0.1304 52
2 0.2087 83
3 0.2226 8.9
4 0.1781 7.1
5 0.1140 4.6
6 0.0608 24
7 0.0278 1.1
8 0.0111 04
9 0.0040 0.2
10 0.0013 0.1
11 0.0004 0.0
12 0.0001 0.0
13 0.0000 0.0
Total 1.0001 39.9
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12.6 Con la informacion de las Tablas 12.14 y 12.15, pruebe la hipétesis nula de que la distribucién de las descomposturas

12.7

de maquinaria por hora se ajusta a una distribucion Poisson a un nivel de significancia del 5%.

Ho: La distribucién de las descomposturas observadas en la maquinaria cada hora se ajusta a una variable con
distribucion Poisson.
H4: La distribucion de las descomposturas de maquinaria no se ajusta a una variable con distribucién Poisson.

X? critica:  En la Tabla 12.16 se muestran las frecuencias observadas y esperadas que se comparan. Observe que,
para satisfacer el requerimiento de que cada f, sea de cuando menos 5, se tuvieron que combinar varias
categorias en cada uno de los extremos de la distribucion de frecuencias. Ademas, se estima un
parametro, ., con base en la muestra. Porello, g/l=k-m-1=5-1-1=3,yla x? critica (g/=3,x=
0.05)=7.81.

X2 calculada. Tal como se indica en la Tabla 12.16, la x? calculada = 7.81.

Tabla 12.16 Frecuencias esperadas y observadas para el problema de
descomposturas de maquinaria y calculo de ji-cuadrada

Numero de Frecuencia Frecuencia | L ._JI:':"
descomposturas observada (f;) esperada (7. ) I
q 0L, 16004 0098
2 3 nx 0.011
3 1 a9 0.496
4 T 7.1 0.001
5 4 48
6 k| 24
7 Ll L1l
] U K 04 H.H 0.073
9 0 02
10 i ik 1}
X’ =0.675

Como resulta evidente que la estadistica de prueba calculada, 0.675, no excede el valor critico de 7.81, no
puede rechazarse la hipétesis nula de que el nimero de descomposturas de maquinaria por hora es una variable
con distribucion Poisson, a un nivel de significancia del 5%.

Con respecto a los datos muestrales que se presentan en la Tabla 12.5, suponga que, en una planta de ensamble
similar, las descomposturas de maquinaria por hora tienen distribucion Poisson, con a = 2.5. Determine si las
descomposturas en esta planta difieren significativamente de las descomposturas en aquélla, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

En este caso, no se estima ningun parametro base en la muestra y las frecuencias esperadas se determinan

utilizando la distribuciéon Poisson con media - 2.5

Ho-. La distribucién observada de las descomposturas de maquinaria por hora se ajusta a una variable con distribucion
Poisson, con. = 2.5,

H,. La distribucion observada de descomposturas de maquinaria no se ajusta a una variable con distribucion Poisson
yi=25.

En la Tabla 12.17 se ilustra el calculo de las frecuencias esperadas.
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Tabla 12.17 Calculo de las frecuencias esperadas para el problema de las
descomposturas de maquinaria, de acuerdo con la distribucién
Poisson con km 2.5y n =40

Numero de Frecuencia esperada
descomposturas (X) Probabilidad (P) Jol=ul

0 0.0821 33

1 0.2052 8.2

2 0.2565 10.3

3 0.2138 8.6

4 0.1336 53

5 0.0668 2.7

6 0.0278 1.1

7 0.0099 0.4

8 0.0031 0.1

9 0.0009 0.0

10 0.0002 0.0
Total 0.9999 40.0

X?critica:  En la Tabla 12.18 se muestra la comparacion de las frecuencias observadas y esperadas. Con el
reducido numero de categorias, K =4, y sin estimar ningun parametro con base en la muestra,
Feg—m-tmd— 0 T2 vl erllon (g = 3, o= 0,05 = 7.8

X2 calculada: Tal como se muestra en la Tabla 12.18, la x? calculada = 6.85.

Tabla 12.18 Frecuencias observadas y esperadas para el problema de las
descomposturas de maquinaria y calculo del valor de ji-cuadrada

Numero de Frecuencia Frecuencia I ':_ fo-f "
descomposturas (X) observada (fy) esperada (f;) i
1
? 5]‘*" :;} 1.5 2.63
2 & i3 0.51
3 I LA 0.67
4 '."l 5.3
5 4, 27
6 315 H] |> 0K 3.04
7 1 | 04
8 0, 0.1
X =6.85

La estadistica calculada de ji-cuadrada, 6.85, no excede el valor critico de 7.81. Por ello, no se rechaza la
hipétesis nula de que el numero de descomposturas de maquinaria por hora tenga distribucion de variable Poisson,
con &= 2.5, y aun nivel de significancia del 5%. Tal como era de esperarse, la estadistica de prueba x* es mayor
en este problema que en el problema 12.6, en donde X se bas6 en la misma media muestral. Sin embargo, la
estadistica de prueba sigue cayendo en la region de aceptacion de la hipétesis nula.
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12.8 En laTabla 12.19, tomada del problema 2.16, se muestra el nimero de lesiones por millar de horas-hombre en una
muestra de 50 empresas tomadas de una rama industrial determinada. La media para esta distribucion se calculd
en el problema 3.17 y es X = 2.32; la desviacion estandar muestral es s = 0.42, segln se determind en el problema
4.23. Pruebe la hipétesis nula de que el patrén de frecuencias de la poblacion se distribuye en forma normal, utilizando
el nivel de significancia del 5%.

Numero promedio de lesiones por Numero de
millar de horas-hombre empresas

1.5-1.7 3
1.8-2.0 12
2.1-2.3 14
2.4-2.6 9
2.7-29 7
3.0-32 5

50

H,: La distribucion de frecuencias tiene distribucién normal.
H;: La distribucién de frecuencias no sigue una distribucion normal.

En la Tabla 12.20 se muestran las frecuencias esperadas, utilizando el apéndice 5 de la distribucion normal
de probabilidad y utilizando la media y la desviacion estandar muestrales como estimadores de los respectivos
parametros de la poblacién. En la Tabla 12.21 se muestran las frecuencias observadas y las esperadas que se
comparan.

Tabla 12.20 Calculo de las frecuencias esperadas para las lesiones industriales en 50 empresas

Numero promedio de Limites exactos de clase Probabilidad Frecuencia
lesiones por millar de en unidades normal pertenencia para esperada
horas-hombre (limites estandar (z)* cada categoria (P) (=50xP)

exactos de clase)

1.45-1.75 -2.07to0 -1.36 0.09 4.5
1.75-2.05 -1.36t0-0.64 0.17 85
2.05-2.35 -0.64 to 0.07 027 135
2.35-2.65 0.07 to 0.79 0.26 13.0
2.65-2.95 0.79 to 150 0.15 75
2.95-3.25 150 to 2.21 0.07 35

1i 50.5

*Con baseen ji =& =232y fr =s- 0.42; por ejemplo, para X = 145, z= (¥ —nJ} v = (1.45 - 2.32)/ 0.42
= - 2.07. TEI primer valor de probabilidad de 0.09 es la proporcidon de area que se encuentra en el
"extremo" total a la izquierda de z =-1.36 y el Ultimo valor de probabilidad de 0.07 es la proporcion de
area que se encuentra en el extremo completo a la derecha de z = 1.50. Este procedimiento es necesario
para las clases de los extremos, con el objeto de asignar la totalidad del area bajo la curva normal en
la distribucién de frecuencias.
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Tabla 12.21 Frecuencias observadas y esperadas para os datos de lesiones-industriales y
calculo de x?

245

Numero promedio de lesiones por Frecuencia Frecuencia L [0 iz ]
millar de horas-hombre observada (fy ) esperada (f.) £

1.5-1.7 LA -15}
1.8-2.0 FI gs) 0 0.31
2.1-2.3 14 L35 0.02
2.4-2.6 o 130 1.23
2.7-2.9 Tl 7.51
3.0-3.2 gf 12 asf 1Y 0.09

x> =1.65

Bl=fk-m-led-2-1=]
X? critica fgf = 1, @ = 0.0%1 = 384

X? calculada = 1.65 (como se muestra en la Tabla 12.21)

La estadistica ji-cuadrada calculada, 1.65, no es mayor que el valor critico de 3.84. Por ello, no se rechaza la hipétesis
nula de que la distribucion de frecuencias de la tasa de accidentes sigue una distribuciéon normal, a un nivel de significancia
del 5%, y, por ello, se acepta la hipétesis.

PRUEBAS PARA LA INDEPENDENCIA DE DOS VARIABLES (PRUEBAS DE TABLAS DE CONTINGENCIAS)

12.9 En la Tabla 12.22 (una tabla de contingencia tomada del problema 5.21) se presentan las reacciones de los votantes
ante un nuevo plan de impuestos sobre bienes raices, de acuerdo con su afiliacion politica partidaria. Con esos

datos, construya una tabla de frecuencias esperadas suponiendo que no existe relacion entre afiliacion partidaria y
reaccion ante el plan fiscal.

Tabla 12.22 Tabla de contingencia para las reacciones de los
votantes ante un nuevo plan de impuestos

Afiliacion Reaccion
partidista
A favor Neutral Se opone Total
PAN 120 20 20 160
PRI 50 30’ 60 140
Otro 50 10 40 100
Total 220 60 120 400

En la Tabla 12.23 se presentan las frecuencias esperadas por celda, calculadas con la férmula f.= (f. f )/n
(véase la seccion 12.3).
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Tabla 12.23 Tabla de las frecuencias esperadas para las frecuencias
observadas que se reportan en la Tabla 12.22

Afiliacion Reaccion
partidista
A favor Neutral Se opone
PAN 88 24 48 160
PRI 77 21 42 140
Otro 55 15 30 100
Total 220 60 120 400

12.10 Con referencia a las Tablas 12.22 y 12.23, pruebe la hipétesis nula de que no existe relacion entre la afiliacion
partidaria y la reaccion de los votantes, utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Ho: La afiliacion partidaria y la reaccion de los votantes son independientes (no existe relacion).
H,: La afiliacion partidaria y la reaccion de los votantes no son independientes.

B=lr=-l1ie-1y=03-102(53-1%=4
X critica [ gf =4, 1w =1h011] - 1574
2 o LH=NF {L2-K2)7 In- Y rIn-4%"  (5n-177)°
CTLTS T T T s e
Imu—m’ I[-Eu:l—:l‘!}" Iiﬁil—.‘.ﬁ‘.l’ A= 15}’_ rd_n—;_-::l‘,_’
i 42 i5 15 L]
=11.64+0.67+16.33 +947 +3.86 + 7.71+0.45+1.67 + 3.33-55.13
La estadistica de prueba calculada, 55.13, claramente excede el valor critico de 13.28. Por ello, se rechaza la

hipétesis nula a un nivel de significancia del 1 %, y se concluye que existe una relacion entre la afiliacion partidaria
y la reaccion ante el nuevo plan de impuestos.

12.11 EnlaTabla 12.24, se presentan los datos relacionados con la reaccion de los estudiantes ante la ampliacion de un
programa deportivo colegial de acuerdo con la clase a la que pertenecen, en donde "division menor" indica que se
trata de un alumno de nuevo ingreso o que se encuentra en el segundo afo, y la "divisién superior" sefiala que los
alumnos se encuentran en el tercero o cuarto afio. Pruebe la hipétesis nula de que la posicién de clase y la reaccion
ante el programa deportivo son variables independientes, utilizando el nivel de significancia del 5%.

Tabla 12.24 Reaccion de los estudiantes ante el plan deportivo, de
acuerdo con su generacién

Generacion
Reaccion
Division inferior | Divisién superior Total
A favor 20 19 39
En contra 10 16 26
Total 30 35 65
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Ho: La posicion de clase y la reaccion ante el programa deportivo son independientes.
H,: La posicion de clase y la reaccion ante el programa deportivo no son independientes.

pimfr-k-Ne{2-132-1)=1
it erlrica (gl = 1, o = 005) = 3,84
X? calculada (las frecuencias esperadas por celda se presentan en la Tabla 12.25).

(£ Al _{20-0EF (9 -21F 010 12 as-e
.II-;. 1% 1] 12 14

El valor calculado de la estadistica de prueba, 1.03, no es mayor que el valor critico de 3.84. Por ello, no puede
rechazarse la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se acepta la hipétesis de que las dos variables son
independientes.

x =F

Tabla 12.25 Tabla de las frecuencias esperadas para las frecuencias
observadas que se reportan en la tabla 12.24

Generacion
Reaccion
Division inferior | Division superior Total
A favor 13 21 39
En contra 12 14 26
Total 30 35 65

PRUEBAS DE HIPOTESIS SOBRE PROPORCIONES

12.12 Como el problema 12.1 implica una tabla de frecuencias observadas de 1 ® 2, el procedimiento es equivalente a
probar una proporcién poblacional hipotética, tal como se explicé en la seccién 12.4.

(a) Plantee la hipétesis nula como una proporcion hipotética e interprete el resultado de la prueba que se llevé a
cabo en el problema 12.1, desde este punto de vista.

(b) Pruebe la proporcion hipotética utilizando la distribucién normal de probabilidad, y demuestre que el resultado
es equivalente a la misma prueba realizada con la distribucién ji-cuadrada.

(a) Ho: La proporcion de clientes hombres = ® 0.50; H,: &+ 0.50

. %% critica (gt = 1, ot = (rCF3) = B4
¥ = L3 (del problema 12.1)

El valor calculado de ji-cuadrada, 2.50, no es mayor que el valor critico de 3.84. Por ello, no puede
rechazarse la hipotesis de que &= 0.50, al nivel de significancia del 5%.

(b) Hy % =050 MK

z critica (@= 0.05)=+ 196
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Utilizando la férmula (71.12),

Taefl"ma \Jﬁa.smm.m; "ETI
= - — — b T
o= 4 = " e - ¥0.0025 - 0.7

De la formula (11.74),

o T YT

El valor z calculado, -1.58, no se encuentra en ninguna de las reglones de rechazo de la hipétesis nula.
Por ello, no puede rechazarse la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se concluye que == 0.50.

fow 0375 085 Z0B3S

12.13 Como el problema 12.11 implica una tabla de frecuencias observadas de 2 ® 2, el procedimiento resulta equivalente
a probar la diferencia entre dos proporciones muestrales. Plantee las hipétesis nula y alternativa desde este punto
de vista e interprete la prueba que se realizd en el problema 12.11. En este caso, se supone que se tienen dos
muestras aleatorias independientes, una para cada condicién de clase de los estudiantes.

H:m—m H;owp & e

en donde 1 = Proporcion de estudiantes de la division inferior que estan a favor del programa deportivo.

rp = proporcion de estudiantes de la division superior que estan a favor del programa deportivo.

¥ oritica (pf v 4, a2 - LAY = 354
3= LA Olel protalaina 12._1)

El valor calculado de la estadistica de prueba, 1.03, es menor que el valor critico de 3.84. Por ello, no puede
rechazarse la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se acepta la hipétesis de que la proporcion de
estudiantes de la divisién inferior que esta a favor del programa deportivo es igual a la proporcion de estudiantes
de la divisién superior que también estan de acuerdo con el programa deportivo.

12.14 En la Tabla 12.26, se representa una ampliacion del estudio que se analiz6 en los problemas 12.11 y 12.13. Plantee
la hipétesis nula desde el punto de vista de una tabla de frecuencias de 2 = k que pueda utilizarse para probar la
diferencia entre k proporciones, utilizando el nivel de significancia del 5%. En este caso se supone que se obtuvo
una muestra aleatoria independiente para cada una de las tres posiciones de clase.

Tabla 12.26 Reaccion de los estudiantes a la ampliacion del programa deportivo,
de acuerdo con su generacién

Generacion
Reaccion Total
Division inferior | Division superior Egresado
A favor 20 19 15 54
En contra 10 16 35 61
Total 30 35 50 115

Hin, = =4,

H;:Notodas ) = T = Iy




LA PRUEBA DE JI-CUADRADA 249

en donde®1 = proporcion de estudiantes de la division inferior que estan a favor del programa deportivo.
fiz = proporcion de estudiantes de la division superior que estan a favor del programa deportivo.
nz = Proporcion de estudiantes graduados que estan a favor del programa deportivo.

gz le-Lp-1y=12-13[3-1)=2
X critica [gf = Z, o= 15} 5,99

X? calculada (las frecuencias esperadas por celda se presentan en la Tabla 12.27):

g th L0 a0 (9164 05-205° 10— 1581 (16— 186 (3 zlxi.s:-’_”H
= 14,1 1hd  TAE 15,5 e | 2®S

El valor calculado de la estadistica de prueba ji-cuadrada, 11.23, es mayor que el valor critico de 5.99. Por ello,
se rechaza la hipotesis nula a un nivel de significancia del 5% y se concluye que no todas las tres proporciones
poblacionales son iguales.

Tabla 12.27 Tabla de las frecuencias esperadas para las frecuencias observadas
de la Tabla 12.26

Generacion
Reaccion Total
Division inferior | Division superior Egresado
A favor 14.1 16.4 235 54
En contra 159 18.6 26.5 61
Total 30 35 50 115

RESULTADOS POR COMPUTADORA

12.15 Con referencia a los datos de la tabla de contingencia (12.22), utilizando algun paquete de computacion, pruebe la
hipdtesis nula de que no existe relacion entre la afiliacion partidaria y la reaccion de los votantes, utilizando un nivel
de significancia del 1 %.

Ho: La afiliaciéon partidaria y la reaccién de los votantes son independientes (no existe relacion).
Hy: La afiliacion partidaria y la reaccion de los votantes no son independientes.

Del listado de computadora que aparece en la figura 12-1:

ol=4
X’ calculada - §5.13
X critica [ = 4, = 0,007 = L3278 (del apéndice 7)

Como la estadistica de prueba calculada, 55.13, es mayor que el valor critico de 13.28, se rechaza la hipétesis
nula a un nivel de significancia del 1 %, y se concluye que existe una relacion entre la afiliacion partidaria y la reaccion
al nuevo plan impositivo. Este resultado es igual al que se obtuvo mediante calculos manuales en el problema 12.10.
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MTB > READ CONTINGENCY-TOBLE INTO C1-C3

DOTO) 120
DOTO) 50
DOTO) 50
DOTO) END

20
30
10

20
60
40

MTB > CHISQUARE Cl1--C3
Expected counts are printed below observed counts

Cl Cc2 C3 Total
1 120 20 20 160
88.0 24.0 48.0
2 50 30 60 140
77.0 21.0 42.0
3 50 10 40 100
55.0 15.0 30.0
Total 220 60 120 400
Chisg = 11.64 + 0.67 + 16. 33 +
9.47 + 3.86 * 7.71 F
0. 45 + 1.67 + 3.33 = 55.13
df = 4

Fig. 12-1 Listado de Minitab

Problemas complementarios

PRUEBAS DE BONDAD DEL AJUSTE

12.16 Con los datos de la Tabla 12.28, pruebe la hipétesis nula de que las preferencias de los consumidores para las cuatro
marcas de vino son iguales, utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Resp. Rechazar H,

12.17 Al utilizar la Tabla 12.28, pruebe la hipétesis de que los consumidores que prefieren la marca C son tantos como los
que prefieren las otras tres marcas combinadas, a un nivel de significancia del 1 %.

Tabla 12.28 Preferencia de grupos de consumidores
para cuatro marcas de vino

Marca

Total

30 20 40 10 100

Resp. Aceptar Hy

12.18 En la Tabla 12.29 se reporta la caracteristica de seguridad mas importante que prefiere una muestra aleatoria de
compradores de automéviles. Pruebe la hipdtesis nula de que la poblacion global de compradores de automdviles
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tiene una distribucion similar, en términos de la preferencia por estas caracteristicas de seguridad, utilizando el nivel
de significancia del (a) 5%y (b) 1 %.

Tabla 12.29 Identificacion de las caracteristicas de seguridad mas importantes para
compradores de automdviles nuevos
Dispositivo de seguridad
Frenos de Suspension Seguros Control de
disco modificada | Bolsas de aire | automaticos crucero Total
20 10 30 25 15 100

Resp. (a) Rechazar Hy, (b) Aceptar Hp

En un curso universitario de estadistica para negocios, la distribucién histérica de las calificaciones NP (no
presentado) NA (no acreditado), S (suficiente), B (bien) y MB (muy bien), ha sido del 10, 30, 40 , 10 y 10%,
respectivamente. En el grupo de un profesor nuevo se termina el semestre con ocho estudiantes de calificacion NP,
17 con NA, 20 con S, 3 con B y 2 con MB. Pruebe la hipétesis nula de que esta muestra difiere en forma significativa
del patrdn histérico, utilizando el nivel de significancia del 5%.

Resp. Aceptar Hy
En la tabla 12.30 se presenta el nimero de transistores que no satisfacen un riguroso requerimiento de calidad, en

20 muestras de n =10 cada una. Pruebe la hipétesis nula de que esa distribucion no difiere en forma significativa
de la distribucién binomial con n =10 y p = 30, utilizando un nivel de significancia del 5%.

Tabla 12.30 Numero de transistores defectuosos en 20 muestras de tamafio de
n=10 cada una
Numero de defectuosos
por muest['a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de muestras 0 1 2 4 5 5 2 1 0 0 0

Resp. Rechazar H,

Con referencia a la Tabla 2.15 (pagina 25), se determiné que ¥= #&.85y s = 2.52 (véanse los problemas 3.40 y
4.44). Pruebe la hipotesis nula de que esa distribucion de frecuencias se ajusta a una distribucién normal de
probabilidad con un nivel de significancia del 5%.

Resp. No puede probarse porque g/ = 0.

12.22 Para los datos de la Tabla 2.18 (pagina 27), se encontr6 que, para esa muestra de datos agrupados, ¥ = 233 afios

ys =3.4 afos (véanse los problemas 3.46 y 4.52). Pruebe la hipétesis nula de que esa distribuciéon de frecuencias
se ajusta a una distribucién normal de probabilidad utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Resp. Rechazar Hy
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PRUEBAS PARA LA INDEPENDENCIA DE DOS VARIABLES (PRUEBAS PARA TABLAS DE CONTINGENCIA)

12.23 Como extension del problema 12.18, se clasificaron en forma separada las opiniones de hombres y mujeres (véase

la Tabla 12.31). Pruebe la hipétesis de que no existe relacion entre el sexo y el dispositivo de seguridad que se
prefiere, utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Tabla 12.31 Identificacion de las caracteristicas de seguridad méas importantes para compradores de
automoviles, segun su sexo

Entrevistados Frenos de Suspension Seguros Control de
disco modificada | Bolsas de aire | automaticos crucero Total
Hombres 15 5 20 5 5 50
Mujeres 5 5 10 20 10 50
Total 20 10 30 25 15 100

Resp. Rechazar Hy

12.24 Para estudiar la relacién entre la condicién de empleo al momento de un préstamo y el hecho de si después el

préstamo se vuelve moroso o no, un gerente bancario elige al azar 100 cuentas, y obtiene los resultados que se

muestran en la Tabla 12.32. Pruebe la hipétesis nula de que la condicion de empleo y la condicion del préstamo son
variables independientes, utilizando para la prueba un nivel de significancia del 5%.

Tabla 12.32 Condicion de empleo y condicion de préstamo para una muestra
de 100 cuentas

Condicion actual del | Condicion de empleo al momento del préstamo
préstamo
Con empleo Desempleado Total
Moroso 10 8 18
No moroso 60 22 82
Total 70 30 100

Resp. Aceptar Hy

12.25 El director de una escuela primaria divide a los padres de familia en tres categorias de ingresos, de acuerdo con el

rumbo en donde viven y de acuerdo con tres niveles de participacion en los programas escolares. Con los datos de
la Tabla 12.33, pruebe la hipétesis de que no existe relacion entre los ingresos y la participacion de los programas
escolares, utilizando un nivel de significancia del 5%. Evalue el significado de los resultados de la prueba.

Resp. Rechazar Hy
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Tabla 12.33 Nivel de ingresos y participacién en los programas
escolares de los padres de estudiantes de una
escuela primaria

Participacion Nivel de ingresos
en los
programas Bajo Medio Alto Total
Nunca 28 48 16 92
Ocasional 22 65 14 101
Regular 17 74 3 94
Total 67 187 33 287

PRUEBAS DE HIPOTESIS SOBRE PROPORCIONES

12.26 Con referencia a los problemas 12.16 y 12.25, identifique las aplicaciones de la prueba ji-cuadrada que son

equivalentes a probar la proporcion hipotética de la poblacion. Para cada problema que identifique, plantee la
hipétesis nula correspondiente.

Resp. Problema 12.17

12.27 Con referencia a los problemas 12.16 a 12.25, identifique las aplicaciones que son equivalentes a probar la diferencia
entre dos proporciones muestrales, identificando las dos muestras aleatorias distintas que se requieren. Para cada
problema que identifique, plantee la hipotesis nula correspondiente.

Resp. Problema 12.24

12.28 Con referencia a los problemas 12.16 a 12.25, identifique las aplicaciones que son equivalentes a probar las

diferencias entre tres 0 mas proporciones, identificando las k muestras aleatorias distintas que se requieren, y plantee
la hipétesis nula correspondiente.

Resp. Problema 12.23

RESULTADOS POR COMPUTADORA

12.29 Con los datos de la tabla de contingencia que aparece en la Tabla 12.33, utilice algun paquete de computacion para

probar la hipétesis nula de que no existe relacion entre el nivel de ingresos y la participacion en los programas,
utilizando un nivel de significancia del 5%.

Resp. Rechazar Hy



Anélisis de
varianza

13.1  FUNDAMENTOS DE LAS PRUEBAS PARA LA DIFERENCIA ENTRE VARIAS MEDIAS

La prueba de ji-cuadrada se utiliza para probar las diferencias entre diversas proporciones, y el andlisis de varianza
(ANOVA, por sus iniciales en inglés) se utiliza para probar las diferencias entre diversas medias. Una suposicion
fundamental en la que se basa el analisis de varianza consiste en que las diversas medias muestrales se obtienen a
partir de poblaciones con distribucion normal y con la misma varianza 2. Sin embargo, se ha encontrado que el
procedimiento de prueba es bastante insensible a las violaciones de la suposicién de normalidad cuando las poblaciones
son unimodales y los tamafios de muestra son aproximadamente iguales. Como la hipétesis nula consiste en que las
medias poblacionales son iguales, la suposicién de igualdad de varianzas (homogeneidad de la varianza), también
implica que, para propdsitos practicos, la prueba se ocupa de la hipotesis de que las medias provienen de la misma
poblacion. Esto es asi porque cualquier poblacion distribuida normalmente queda definida por sus dos parametros, la
media y la varianza (o0 desviacion estandar). En la seccién 7.2 puede encontrarse una descripcion general de
la distribucién normal de probabilidad. Todos los procedimientos de calculo que se presentan en este capitulo son para
modelos de efectos fijos, en contraste con los modelos de efectos aleatorios. Esta diferencia se explica en la seccion
13.6.

Los fundamentos en los que se basa el analisis de varianza fueron desarrollados inicialmente por el estadistico britanico
Ronald A. Fisher, y la distribucién F se denomina, en su honor. El razonamiento conceptual es el siguiente:

(1) Calculese la media para cada grupo muestral y, después, determinese el error estandar de la media & con base
solo en las diversas medias muestrales. En términos de calculo, esta es la desviacion estandar de esos diversos
valores promedio.

(2) Ahora, dada la formula =, ~ £/, se sigue que, & = +n% , y que £% = n.*;-'f. Por ello, el error estandar de la media
calculado en (1) puede utilizarse para estimar la varianza (comun) de la poblacion, de la que fueron obtenidas las
diversas muestras. A esta estimacion de la varianza poblacional se le denomina cuadro medio entre tratamientos
(CMET). Fisher denominaba a cualquier estimacion de la varianza un "cuadrado medio" porque, en términos de
calculo, una varianza es el promedio de las desviaciones con respecto a la media grupa!, elevadas al cuadrado,
(véase la seccion 4.5).

(3) Calculese la varianza de cada grupo muestral por separado y con respecto a la media de cada uno. Después se
combinan estas varianzas ponderandolas con el n -1 correspondiente a cada muestra. Este procedimiento de
ponderacion de la varianza es una extension del que se utiliza para combinar y ponderar dos varianzas muestrales
(seccion 11.1). La estimacion resultante de la varianza poblacional se denomina cuadrado medio del error (CME)
y se basa sélo en las diferencias intergrupales. De nueva cuenta, se le denomina "cuadrado medio" porque es
una estimacion de varianza. Se le denomina "error" porque las desviaciones dentro de cada uno de los pocos
grupos muestrales pueden deberse solamente a errores de muestreo aleatorio, y no pueden deberse a diferencias
entre las medias de los diferentes grupos de la poblacion.

(4) Silahipotesis nulade que py = 1y g - - -~ py €s cierta, entonces se sigue que cada uno de los dos cuadrados

medios que se obtienen en (2) y (3) son un estimador insesgado e independiente de la misma varianza poblacional
. Sin embargo, si la hipdtesis nula es falsa, entonces el valor esperado del CMET es mayor que el CME. En
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esencia, cualesquiera diferencias entre las medias poblacionales incrementarian el CMET, al tiempo que no
tendrian ningun efecto sobre el CME, que se basa sdlo en las diferencias intergrapales.

(5) Con base en la observacion de (4), se puede utilizar la distribucion F para probar la diferencia entre las dos
varianzas, como se describe en la seccion 11.9. Se trata de una prueba de un extremo, y la forma general de la
prueba F en analisis de varianza es

g o CMET
et CME

Si el cociente F se encuentra en la regién de rechazo para el nivel de significancia especificado, entonces se
rechaza la hipotesis de que las diversas medias muestrales provienen de la misma poblacion.

En el problema 13.1 se ilustra la aplicacién de estas cinco etapas para probar una hipétesis que implica la diferencia
entre tres medias.

Aunque esas etapas anteriores son Utiles para describir el enfoque conceptual que subyace al analisis de varianza, la
extension de este procedimiento para disefios que son mas complejos que la simple comparacion de k medias muestrales,
resulta laborioso. Por esta razon, en las secciones siguientes se describe cada uno de los disefios en términos de modelo lineal
que identifica los componentes que influyen sobre la variable aleatoria. También, se presenta una tabla de andlisis de varianza
que muestra el calculo de los valores de los cuadrados medios que se requieren, para cada tipo de disefio muestral.

13.2 DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE UN FACTOR (ANOVA CON UN CRITERIO
DE CLASIFICACION)

El procedimiento del analisis de varianza con un criterio de clasificacion se ocupa de probar la diferencia entre k medias
muestrales cuando se asignan los elementos en forma aleatoria a cada uno de los diversos grupos de tratamiento. Por ello,
la explicacion general de la seccion 13.1 se refiere al modelo de clasificacion con un criterio.

La ecuacion lineal, o0 modelo, que representa este disefio completamente aleatorizado de un factor es

Ap=ptoyta, (13.2)

en donde p - media global de todas las poblaciones sometidas al tratamiento k
o - efecto del tratamiento de un grupo particular K de donde el valor se obtuvo por muestreo
Ey - el error aleatorio asociado al proceso de muestreo (e es la letra griega épsilon)

La Tabla 13.1 es la tabla resumen para el disefio completamente aleatorizado de un factor de analisis de varianza,
incluyendo todas las férmulas de calculo. En los problemas 13.2 a 13.5 se ilustra la aplicacion de estas férmulas a datos
muestrales. El sistema de simbolos que se utiliza en esta tabla es un tanto distinto del que se empleé en la seccion 13.1,
debido a la necesidad de un sistema que pueda extenderse légicamente al andlisis de varianza de dos sentidos. Por ello,
el CMET se convierte en cuadrado medio entre los A grupos de tratamientos (PCA). Ademas, debe observarse que la
definicion de simbolos en el contexto del andlisis de varianza no necesariamente es consistente con el uso de esos simbolos
en el andlisis estadistico general. Por ejempla, en (713.2) se refiere al efecto sobre un valor muestreado al azar, proveniente
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del grupo de tratamiento en el que se encuentra ubicado; no tiene nada que ver con el concepto de a en los procedimientos
generales de pruebas de hipétesis que se definieron en la seccién 10.1 De manera similar, N en la Tabla 13.1 designa el
tamafio total de la muestra para la totalidad de los grupos de tratamiento juntos, y no el tamafio de la poblacion. Otros
simbolos nuevos que se incluyen en la Tabla 13.1 son Ty que representa la suma (total) de los valores en un determinado
grupo de tratamiento, y T, que representa la suma de los valores muestreados en todos los grupos combinados.

Tabla 13.1 Tabla resumen para el analisis de varianza con un criterio de calificacion (no es necesario que
los grupos de tratamientos sean iguales)

Fuente de variacion Grados de Suma de cuadrados Cuadrado medio Cociente
libertad (g/) (SC) (CM) F

Entre grupos de I T2 2 M L _Ma
tratamientos (4) K-l =Y - K- CHE

fmp TFC
Error de muestreo (E) N-K SCE=SCT-SCA FME - LCE

N-K

o K _T 1

Total (7) N-1 scr-YF ¥ F-or
=] K=

A diferencia de la forma de la hipétesis nula que se describe en la seccion 13.1, la forma general de la hipétesis nula
en el analisis de varianza hace referencia al componente relevante del modelo lineal. Por ello, para el analisis de varianza
con un criterio de clasificacién pueden plantearse las hipétesis nula y alternativa de la siguiente manera:

Hep = W=~ hy 0, de manera equivalente Hya, -0 para todos los tratamientos
(niveles de factor)
Himotodapy ~pa = 7 Hra,+0 para algunos tratamientos

13.3 ANALISIS DE VARIANZA CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION

El andlisis de varianza con dos criterios de clasificacion se basa en dos dimensiones de clasificacion, o tratamientos.
Por ejemplo, al analizar el nivel de aprovechamiento en un programa de capacitacion, podria considerarse tanto el efecto
de un método de instruccion como el efecto de la escolaridad previa. De manera similar, podria investigarse el rendimiento
de gasolina de acuerdo con la categoria del automévil y de acuerdo con el octanaje de la gasolina. En tablas de datos, a los
tratamientos que encabezan las columnas normalmente se les denomina tratamientos A, y a los que encabezan los renglones
se les denomina B.

La interaccion en un experimento de dos factores significa que los dos tratamientos no son independientes, y que el
efecto de un tratamiento determinado sobre otro difiere segun los niveles del otro factor. Por ejemplo, al estudiar el rendimiento
de la gasolina en automdviles, un octanaje elevado podria mejorar el rendimiento en cierto tipo de automoviles, pero no en
otros. De manera similar, puede diferir la efectividad de diversos métodos de instruccién segun los niveles de habilidad de
los estudiantes. Para probar la interaccion, debe incluirse en cada una de las celdas de una tabla de datos de dos sentidos
mas de una observacion o medicion muestreada (es decir, réplicas). En la seccion 13.4 se presenta el procedimiento analitico
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apropiado cuando existe sélo una observacion por celda, y en el cual no es posible probar la interaccion entre los dos factores.
El procedimiento analitico se amplia, para incluir la replicacion y el analisis del efecto de la interaccion en la seccion 13.5.

13.4 EL DISENO ALEATORIZADO EN BLOQUES (ANOVA CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION,
UNA OBSERVACION POR CELDA)

El modelo de analisis de varianza con dos criterios de clasificacion, en el cual existe sélo una observacion por celda, se
denomina, por lo general, disefio aleatorizado en bloquea, porque es el principal uso para el modelo. ¢ Qué tal si se extiende
laidea de utilizar observaciones apareadas para comparar dos medias muestrales (seccion 11.3) al modelo basico de analisis
de varianza con un criterio de clasificacion, y se asignan aleatoriamente a cada nivel de tratamiento los grupos aek elementos
apareados? En analisis de varianza, a esos grupos asociados se les denomina bloques, y como los elementos se asignan
en forma aleatoria con base en su pertenencia a los bloques, a ese disefio se le denomina aleatorizado en bloques. En este
tipo de disefo, la dimensién de 'bloque™ no es una dimensioén de tratamiento como tal. El proposito especifico de este disefio
no es probar el efecto de "bloques”. Mas bien, al ser posible asignar parte de la variabilidad entre los elementos a logros
anteriores, por ejemplo, puede reducirse el CME, con lo que la prueba resultante para los A tratamientos resulta ser mas
sensible.

El modelo lineal para el analisis de varianza con dos criterios de clasificacion con una observacion por celda (sin
replicacion), es

x||¢=|ﬂ+ﬂ_|:+ﬂ'||+f_r* (133)
en donde M =|a media global, sin importar el tratamiento.
= efecto del tratamiento/ en la dimensién (renglén) B.

Fy = efecto del tratamiento ken la dimension (columna) A,
G T error aleatorio asociado al proceso de muestreo.

La Tabla 13.2 presenta el resumen del andlisis de varianza con dos criterios de clasificacion sin replicacion. En
comparacion con la Tabla 13.1, para un andlisis de varianza con un criterio de clasificacién, el unico simbolo nuevo en esta
tablaes Tf, queindica que se eleva al cuadrado el total de cada grupo/ (para los tratamientos B, o bloques). En los problemas
13.6 y 13.8 se ilustra la aplicacién de estas férmulas.

Tabla 13.2 Tabla resumen para el analisis de varianza con dos criterios de calificaciéon con una observacion
por celda (disefio aleatorizado en bloques)

Fuente de Grados de Suma de cuadrados (SC) Cuadrado medio Cociente
variacion libertad (g/) (@\%)] F
Entre grupos de kT 12 | . HCA _EMA |
tratamiento (4) K-l sea=Yy = - CMA"ETT = EME
a W
Entre grupos 13 i L | op_CME
de tratamiento J-1 SCR- i E Tf s CME J-1 F CHE
o bloques (B) J=1
Error de muestreo (E) | (J-1)(K-1) SCE = SCT-SCA-SCB | CME = ECE |
[F-IXK-1)
I " T 2
- a_L°
Total (7) N-\ ST -y
Jen k=L
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13.5 DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE DOS FACTORES (ANOVA CON DOS CRITERIOS
DE CLASIFICACION, n OBSERVACIONES POR CELDA)

Tal como se explicéd en la seccion 13.3, cuando se incluye la replicacion en un disefio con dos criterios de clasificacion, si
es posible probar la interaccion entre los dos factores. Por ello, cuando se utiliza este tipo de disefio, pueden probarse, con

analisis de varianza, tres hipotesis nulas distintas: que no existen efectos por columna (los promedios por columna no difieren
en forma significativa), que no existen efectos por rengléon (las medias por renglén no difieren en forma significativa) y que

no existe interaccion entre los dos factores (los dos factores son independientes). Un efecto de interaccién significativo indica
que el efecto de los tratamientos de un factor varia de acuerdo con los niveles del otro factor. En ese caso, la existencia de

efectos por renglén y/o columna puede no ser significativo desde el punto de vista de la aplicacion de los resultados.

El modelo lineal para el analisis de varianza con dos criterios de clasificacion, con replicacion, es

(13.4)

en donde ¥ =la media global sin importar el tratamiento
Fiy = efecto del tratamiento j en la dimension (renglén) B
1, = efecto del tratamiento k en la dimension (columna) A
= efecto de la Interaccién entre el tratamiento y (del factor B) y el tratamiento k (del factor A) en donde ,
(es la letra griega "iota")
2 = €l error aleatorio asociado al proceso de muestreo

La Tabla 13.3, presenta el resumen para el andlisis de varianza con dos criterios de clasificaciéon con replicacion. Las
féormulas que se incluyen en la tabla se basan en la suposicion de que existe un nimero igual de observaciones en todas
as celdas. En el problema 13.9 se ilustra la aplicacién de estas formulas.

Tabla 13.3 Tabla resumen para el analisis de varianza con un criterio de calificacion
(con mas de una observacion por celda)

Fuente de Grados de Suma de cuadrados (SC) Cuadrado medio
variacion libertad (gl) (CAl) Cociente F
Entre grupos de x ]l‘i s o CME - _SCE
tratamientos (4) K-1 804 - E Y wT L F Ci A
LA
Entre grupos de IT: oy . SCA . CME
tratamientos o J-1 E _E F Chid J-1 F CME
bloques (B) =1
\
Interaccién entre J-1) (K-1) S P YL SN L SO F- Chig
los factores A4 y B(I) SCI- 2 E E ’ - 1KK - 1) Py
|I- Fmt =
| |
T2
-3A-5C8- W
Error de muestreo (E) JK (n-) SCE = SCT-SCA _ oyT- i)
- SCB - SCI TKjn-1]
a o X I
Total (7) N-1 STy Y Yrie-sp
i-. -1 k-1
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13.6 CONSIDERACIONES ADICIONALES

Todos los procedimientos de calculo que se presentan en este capitulo son para modelos de efectos fijos en analisis de
varianza. En un modelo de efectos fijos, se incluyen en el experimento todos los tratamientos de interés para un factor
determinado. Por ejemplo, en el problema 13.1 se supone que los Unicos métodos de instruccion que interesan son
los tres métodos que se incluyen en el disefio. Por otro lado, en un modelo de efectos aleatorios se incluye sélo
una muestra aleatoria de todos los posibles tratamientos, para el factor del experimento. Por ejemplo, de diez
métodos distintos de instruccién, pueden elegirse tres de ellos al azar. Se requiere un método de calculo distinto
para este ultimo caso, porque la hipétesis nula afirma que no existen diferencias entre los diversos métodos de
instruccién en general, y no solo entre los métodos especificos de instruccion que se incluyen en el experimento.
En la mayoria de los experimentos, el modelo de efectos fijos resulta apropiado y, por lo tanto, en este capitulo se
presentan solo este tipo de modelos.

Los conceptos que se muestran en este capitulo pueden ampliarse a mas de dos factores. A los disefios que implican
tres 0 mas factores se les denomina disefios factoriales y, de hecho, la mayor parte de los especialistas en estadistica
incluyen en esta categoria al analisis de varianza con dos criterios de clasificacion. Aunque es posible probar diversos
numeros de hipotesis nulas con el mismo conjunto de datos, utilizando disefios factoriales, la extension de esos disefios
puede conducir a un numero extremadamente grande de categorias (celdas) en la tabla, con los correspondientes
problemas de muestreo. Debido a estas dificultades, se han elaborado disefios que no requieren la inclusion de todas
las combinaciones posibles de los niveles de tratamientos para cada factor. Esos disefios, tales como el de cuadrados
latinos y el de bloques incompletos, son ejemplos de esos desarrollos, y se describen en textos especializados en analisis
de varianza.

Sin importar cual disefio de experimento se use, es comun que el rechazo de una hipétesis nula en analisis de varianza
no proporcione al analista base alguna para tomar decisiones finales, porque esos rechazos no sirven para identificar las
diferencias exactas entre los tratamientos o los niveles de los factores. Por ejemplo, si existe una diferencia significativa en
el logro de los estudiantes para tres métodos distintos de instruccion, lo siguiente seria intentar determinar qué pares de
meétodos difieren entre si. Se han desarrollado diversos métodos para realizar esas comparaciones por pares que se llevan
a cabo junto con el analisis de varianza.

13.7 APLICACIONES EN COMPUTADORA

Existen programas de computacion disponibles para todos los disefios de analisis de varianza que se describen en
este capitulo, asi como también para disefios mas compiejos, que salen del alcance de este libro. En los problemas
13.3,13.7 y 13.10, se analiza el uso de programas de computacion para el disefio completamente aleatorizado de
un factor, para el disefio aleatorizado en bloques y para el disefio completamente aleatorizado de dos factores, res-
pectivamente.

Problemas resueltos

DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE UN FACTOR

13.1 Se asignan en forma aleatoria 15 participantes de un programa técnico a tres tipos distintos de métodos de
instruccion, todos los cuales pretenden desarrollar un nivel determinado de habilidad en disefio auxiliado por
computadora. En la Tabla 13.4, se presentan las calificaciones del avance al término de la unidad de instruccién, y
se presentan también las calificaciones promedio correspondientes. Utilice el procedimiento de analisis de varianza
de la seccion 13.1 para probar la hipétesis nula de que las tres medias muestrales se obtienen de la misma poblacion,
utilizando un nivel de significancia del 5% para la prueba.
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Tabla 13.4 Calificaciones de las personas en capacitacién con tres métodos de
instruccion distintos

Método de Calificaciones Calificaciones
instruccion Calificacion de las pruebas totales promedio
Ay 86 79 81 70 84 400 80
A 90 76 88 82 89 425 85
A 82 68 73 71 81 375 75
Heop =ps= iy 0, de manera equivalente, H,: e8; = 0 Para todos los tratamientos

Hj:notodas 1, = ia = Hg A2 &, ® Para algunos tratamientos

(1) Lamedia global de las 15 calificaciones es

3 _IX_ 1300 _
Rp=St= S =200

El error estandar de la media, con base en las tres medias reportadas es

o f XA (HO—BOK +1B5 - BOF+ (75— B0)® 0
"7 N Nim. 8+ mediaz - | =y == 5@

i-1 X

) CMTR= nsE'- 5(5.0)*=5(25.0) = 125.0
(3) Delaférmula general:

2 ELK -Xy
H-1

X

la varianza para cada una de las tres muestras es

A

o _ (BB =800 + {79 —8D)° + 151 - &0+ {HH-RIn* | (24 801 134

————— 2383
5—1 4

" (90 - RSP (76— BS) 4+ (B8RS4 IRT-RE) (8- 837 140

= a_q = 4 = i

o AB2 75065755 4 (7X—TAY 4 (71 15) (61 75K 154 _
porie T TR ===

s 8.5
-1 4

Entonces

. , A, -1 L m - 10554 (e — 1135 (4S5 + 403508+ 463550 QR0
o} (combinada)= — -_—
Ht+m+m-13 S+5-5-5 12

Por ello, CME- 37.3
(4) Como el CMET es mayor que el CME, resulta apropiada la prueba de la hipétesis nula.

Feritica(gl =  k-Lkn-k, @=0.05) =F(2,12;i =0.05) =3.88

(®) F=CMTRICME =125/37.3=3.35
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Como la estadistica calculada F, 3.35, no es mayor que el valor critico, 3.88, no es posible rechazar, al nivel
de significancia del 5%, la hipdtesis nula de que las calificaciones promedio para los tres métodos de instruccion de
la poblacién son iguales entre si.

13.2  Repita el analisis de varianza del problema 13.1 (con los datos de la Tabla 13.14) utilizando el procedimiento general
que se describe en la seccién 13.2, junto con las férmulas de la Tabla 13.1.

Las diversas cantidades que se requiere sustituir en las férmulas de la Tabla 13.1 son:

n =5 n; =5 n;=5 N=15
T, =400 T, =425 T, =375 T=1 200
TI= 1600 Ti=ieiezs  Ti=1abEZS  T2= 1440000
T 1 440 (N
L b n i P T Y
FrET I

o 'an:_ . .
L F XI=pT9 4 BT =50 098
r=1km=|
K T
SCT-1I F Xl—--';r--gﬁﬁl?ﬂ—ﬂﬁ-ﬂﬂﬂ-ﬁ'ﬁk

£ OTEOF Goool 180625 140625
SC4= L —-—= + +
pwl M. L 5 5 5

SCE =SCI-SCA = 698 - 250 - 448

— St (M} = 250

En la Tabla 13.5 se presenta el andlisis de varianza (ANOVA) para los datos de la Tabla 13.4. Tal como se
esperaba, el cociente F es idéntico al que se calculd en el problema 13.1, y con base en 2 y 12 grados de libertad,
es inferior al valor critico F, 3.88 que se requiere para un nivel de significancia del 5%. Por ello, se concluye que no
existe efecto entre los niveles de tratamientos (métodos de instruccion) y, por ello, se concluye también que las
diferencias entre las medias no son significativas, a niveles del 5%.

Tabla 13.5 Tabla de ANOVA para el analisis de tres métodos de instruccion (datos de la Tabla 13.4)

Fuente de variacion | Grados de libertad (g/)| Suma de cuadrados | Cuadrado medio (CM) Cociente F'

Entre grupos de tra- 3-1-2 250 20 _ s 18 oy
tamientos (4) 1 haz v
Error de muestreo 15-3-12 448 4f 97 33

(E) 12

Total (7) 15-1-14 698
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MTB >
DATA>
DATA>
DATA>
DATA>
DATA>
DATA>
MTB >
MTB >

REOD TEST SCORES BY METHOD INTO C1-C3

8& 98 8E
79 76 68
81 88 73
70 £z 71
64 89 81
END
NOME C1 = '0-1',

ESTADISTICA APLICADA

C2 =

VA_2V,

AOVONEWAY FOR DOTO IN C1-C3

ANALYSIS OF VARIANCE

SOURCE DF Ss
FOCTOR 2 E50.0
ERROR 12 448.0
TOTOL 14 698.0
LEVEL N MEON
0-1 5 80.000
0-2 5 85.000
0-3 5 75.000
POOLED STDEV = 6. 110
Fig. 13-1

MS
125.0
37.3

STDEV
6. EO5
5.916
6. EO5

C3

INDIVIDUAL 95 PCT CI'S FOR MEON

10_3'

BOSED ON POOLED STDEV

t +—— ——t
[——————— K. = ===}
d—— % ———
| ————— B ¥
— e i o m e —— ——————
7E.0 78.0 84.0

Listado de Minitab para el problema 13.3

e

_____ +—-

ANALISIS DE VARIANZA CON UN CRITERIO DE CALIFICACION CON GRUPOS DESIGUALES

13.4 En ocasiones, los datos que se utilizan para realizar andlisis de varianza con un criterio de calificacién, no incluyen
grupos de igual tamafo para los diversos niveles de tratamiento. En la Tabla 13.6, se reportan las palabras por
minuto que se mecanografiaron en diferentes marcas de maquinas eléctricas de escribir. Las palabras por minuto
corresponden a personas asignadas en forma aleatoria, y sin experiencia previa en estos equipos, después de
haberles dado cierta capacitacion. Pruebe la hipétesis nula de que el promedio de palabras por minuto para cada
una de las tres maquinas no es distinto, utilizando un nivel de significacion del 5%.

Tabla 13.6 Promedio de palabras por minuto para tres marcas de maquinas de escribir,

con base en un periodo de prueba de 15 minutos

Marca de maquina Total de Promedio de
de escribir Numero de palabras por minuto PPM PPM
A, 79 83 62 51 77 352 70.4
A, 74 85 72 — — 231 77.0
A; 81 65 79 55 — 280 70.0
H_:,' £, " 0 para todos los tratamientos (marcas de ma-
Hp: gy = H3—H; o, de manera equivalente, quinas de escribir).

Hj. notodas 1, = 1y ©

T

M =y * 0 para algunos tratamientos,
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Las diversas cantidades que es necesario substituir en las formulas comunes del analisis de varianza con un
criterio de calificacion son:

n =35 1‘12:3 nz=4 N =12
=352 T,=231 - Ts =280 T=863
Ti= 1219k Ti= 42361 Ti=TH 400 T? = 744 769

T 744 769
o ~ 82 0541

o &
E Sy LR+ EE R L P

H K T=

HT="7 % XE—F=63 441-62064.1 = 1376.9
dm] g

5CA '. nr L B, AN o ea) - W7
£m M 5 3 4

SCE =SCT-SCA4=13769-103.7=1273.2

En la Tabla 13.7 se presenta el analisis de varianza para esta prueba. Con un nivel de significancia del 5%, el
valor critico de F (gl =2,9) es 4.26 y el cociente calculado F, 0.37, se encuentra entonces en la regién de aceptacion
de la hipétesis nula y se concluye, con base en esos resultados muestrales, que no existen diferencias entre las tres
marcas de maquinas de escribir, en términos de su velocidad de escritura. De hecho, como el CMET es menor que
ei CME, puede observarse que la variabilidad entre las tres maquinas de escribir es menor que la variabilidad
esperada, suponiendo que no existen diferencias entre las marcas de las maquinas.

Tabla 13.7 Tabla de ANOVA para el andlisis de la velocidad en mecanografia en tres marcas
de maquinas de escribir

Grados de Suma de Cuadrado
Fuente de variacion libertad (g/) cuadrados (SC) medio (CM) Cociente F'
Entre grupos de tratamientos 3-1-2 103.7 AL 51, g - 737
(4) (marca de maquina de 2 L41.5 !
escribir)
Error de muestreo (E) 12-3-9 12732 13732 1415
]
Total (7) 12-1-11 13769

RELACION DEL DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE UN FACTOR CON LA PRUEBA t PARA
PROBAR LA DIFERENCIA ENTRE LAS MEDIAS DE DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES

13.5 Puede considerarse que el disefio completamente aleatorizado de un factor es una extension a k grupos de la prueba
para la diferencia entre las medias de dos muestras independientes utilizando la distribucion t de Student. En las
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dos aplicaciones se requiere la suposicion de que las muestras se obtienen de la misma poblacién con distribucion
normal, para la cual se desconoce la varianza o? (véase la seccion 11.2). Por ello, se sigue que, cuando se aplica
el analisis de varianza con un criterio de calificacion a un disefio en el que k - 2, el resultado es directamente
equivalente a utilizar la distribucion t para probar la diferencia. De hecho, para el analisis en el que k =2, F = t2,
tanto en términos de los valores criticos que se requieren para la significancia, como con respecto a los correspon-
dientes valores calculados de la estadistica de prueba para los datos muestrales. Para demostrar estas observacio-
nes, se lleva a cabo (a) la prueba f y (b) el analisis de varianza con un criterio de calificacién para las diferencias
entre las medias de las primeras dos marcas de maquinas de escribir que se reportan en la Tabla 13.6. Utilice el 5%
del nivel de significancia para probar la hipétesis nula de que no existe diferencia entre las dos medias.

(a) Al utilizar la prueba f para grupos independientes:

Hyppe =0 fop, =p) X =704 X =70

Hip -pp0 ey py mo=3 =13
£ coftden [g) = 6, o = 0,0F) = £2.447
- EA XYY UG+ (N3 --0407 4 (62 - T0.40% 1 {51 - Tldr! 4 {77 — )
T 5-1
123,20
" a = {RiLE
BX-XF — 770 r (85— 770071 (72-77.0)° 9K
oo DA K (T 7P ¢ (8577010 1 (72— 77.0) D
’ eyl i a
we b =118 = 1054 [ApIE0A+{214%0 S212
grtm st o Ly ) w2
|-|-|-|-||-|=..2 443—7 n k56,5047
. C 136.B687  1I6.NBAT
='+-—<=-\,!(—+”——»J[ = - TERSE - 5.5
Ay R 5 %

¥ - X. 04-7T0  -6.6

L =——= -7
E. 554 H.5d

r=

El estadistico r calculado, - 0.77, se encuentra en la region de aceptacién de la hipétesis nula, y, por lo tanto,
no es posible rechazarlo a un nivel de significancia del 5%.

(b) Paralos dos niveles de tratamientos (marcas de maquinas de escribir, marcas de vino) y con base en el analisis
de varianza con un criterio de calificacion:

Hiw=ez A{oo-0 n; =35 n =3
(LRI T {ﬂn‘:ﬁu] T, =352 T,=231
T =121904 T% - 53 361
E_HQ Em:u 4861
M K

¥ £x1=?9*+u.t’+--- 43388
Iml grl
a k. F

SCT= X E NT- =3 TG - 42 4561 - 5029

1= =]
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X 2
SCA- v 33 _T_ 1M SR80 e - 517
Sm N 3

SCE=SC7-8CA4=9029 - 81.7= 8212

En la Tabla 13.8 se presenta el andlisis de varianza para esta prueba. Al nivel de significancia del 5%, el valor
critico de F (g =1,6) es 5.99. Como la estadistica F, 0.60, se encuentra en la region de aceptacion de la hipotesis
nula, se acepta y se concluye que no existe efecto de tratamientos.

Tabla 13.8 Tabla de ANOVA para el analisis de la velocidad en mecanografia en dos marcas de
maquinas de escribir

Fuente de variacion Grados de Suma de Cuadrado medio
libertad (gl) cuadrados (SC) (CAM) Cociente F
Entre grupos de tratamientos %13 R].7
(A) (marca de 2-1=1 81.7 [ sLT {J_E;.é_rﬂﬂ
maquina de escribir)
.4

8§-2=06 821.2 ﬁ—-l:'l-ﬁa-‘?
Error de muestreo (E) f

8-1=7 902.9

Total (T)

Por ello, se sustenta la observacién acerca de la comparabilidad de los dos procedimientos de prueba. En
términos de los valores criticos, la Feiica = 5.99 y 12 tyiica + 2.44. Por ello, (£ 2.447)2 =5.99. Al igual que para los
valores calculados de las estadisticas de prueba, Fy t .F= 0.60y t =-0.77; (-0.77)>= 059 = 0.60, en donde la
ligera diferencia se debe simplemente a errores de redondeo.

DISENO ALEATORIZADO EN BLOQUES (ANALISIS EN DOS SENTIDOS SIN INTERACCION)

13.6 Para los datos de la Tabla 13.4, suponga que, de hecho, se utilizé un disefio aleatorizado en bloques y que se asocid
a los entrenandos antes del experimento, asignando a un entrenando de cada uno de los grupos de habilidad (con
base en los logros de cursos anteriores) a cada uno de los métodos de instruccion. La Tabla 13.9 es la Tabla 13.4
maodificada, porque los valores que se reportan se reorganizaron para reflejar el disefio aleatorizado en bloques. Sin
embargo, puede observarse que se incluyen los mismos valores de la Tabla 13.4 en los grupos de tratamientos A,
excepto que se les reporta de acuerdo con los grupos de habilidad By, por lo tanto, se les orden6 de manera diferente.
Pruebe la hipétesis nula de que no existe diferencia en el desempefio promedio entre los tres métodos de instruccion,
utilizando un nivel de significancia del 5%.
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Tabla 13.9 Calificaciones de las personas en capacitacion con tres
métodos de instruccién, de acuerdo con su nivel de habilidad

Nivel de Meétodo de instruccion
habilidad _
(bloque) A 4, A; Total (Tj) Promedio X,
86 90 82 258 86.0
B, 84 89 81 254 84.7
B; 81 88 73 242 80.7
By 79 76 68 223 74.3
Bs 70 82 71 223 74.3
Gran total
Total (Tx) 400 425 375 T =1200
Gran media
Promedio [X,] | 80.0 850 | 75.0 T, = 80.0

Las diversas cantidades que se requieren para la tabla de analisis de varianza son:

Paraj
T, =258 T, =254 Ty =242 Ty =223 Ts =223
T =66 564 13=64516 T3 =58 564 Ti=49 729 Fi=49729
Para k:
T;= 400 T, =425 Ts =375
1= 160 000 F1=180625 %= 140 625
n= 5 1'12:5 n; = 5
Global:
T=1 200 T2 =1 440 000 N=15
T 14440 000
—_—= = i (W]
N 13
I K
YOX OXT=meT B P =G TR
Tu] £a)

Lox . T
SCT=x % XK*— | —96 550 —0f K] — 595

L ."I
E - TT T 160N
sca=y cb T 160N [RQ023 10823 000 =250
cmy My M 5 5 5
- ™ 1 .
SCB E L T}‘—-;ﬂ- = (66564+64 516+ 58 564+49 729 + 49 729) =96, 000 = 367.3
e ;

-

SCE = SCT- SCA - SCB = 698 - 250 - 367.3 = 80.7
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En la Tabla 13.10 se presenta el analisis de varianza (ANOVA) para esos datos. Con respecto a la ecuacion
lineal que representa este modelo, los dos cocientes F de la Tabla 13.10 se refieren a las pruebas de las siguientes
hipétesis nula y alternativa:

H, = 0 para todas las columnas H,: fi= O para texios los renglones

H;: o 0 para algunas columnas H,: [i;* 0 para algunos renglones

Tabla 13.10 Tabla de ANOVA para el analisis de tres métodos de instruccion, de acuerdo
en su nivel de habilidad

Fuente
de variacion

Suma de cuadrados
(SC)

Grados de
libertad (g/)

Cuadrado medio

Cociente (F)

Entre grupos de

tratamientos (4) (método)

250.0

12%
= _ 114
10k 12

Entre bloques (b)
(nivel de habilidad)

3673

918 _

m—?.]

Error de muestreo (E)

80.7

(5-1)(3-1)=8

698.0

15-1=14

Total (T)

13.7

En términos de las implicaciones practicas, la primera hipotesis nula se refiere a la prueba de la diferencia
entre las medias por columna, que es el propdsito basico del analisis. La segunda hipétesis nula se refiere a la
prueba de la diferencia entre las medias por renglon, que reflejan la disposicién en bloques que se realizé de acuerdo
a un nivel de habilidad.

Al utilizar el nivel de significancia del 5%, la razén F que se requiere para rechazar la primera hipétesis nula
(g/- 2,8) es 4.46, en tanto que la F que se requiere para la segunda hipédtesis nula (g/ =4,8) es 3.84. Por ello, los
dos cocientes F calculados en la Tabla 13.10 se encuentran en la region de rechazo de la hipétesis nula. Se concluye
que existe una diferencia significativa en las calificaciones para los diferentes métodos de instruccion, y que también
existe una diferencia significativa en las calificaciones para los diferentes niveles de habilidad. Note que esto es
distinto a lo que se obtuvo en el problema 13.2, en donde se consideré que los datos eran tres muestras
independientes. EI CME del presente analisis es sustancialmente menor que el que se encontré en el problema
13.2, porque una buena parte de esa variabilidad pudo asignarse a las diferencias en el nivel de habilidad.

Utilice algun paquete de computacién para realizar el andlisis del problema 13.6 (con los datos de la Tabla 13.9)
para el disefio aleatorizado en bloques.

El listado de computadora que se presenta en la figura 13-2, corresponde a los resultados que se obtuvieron
mediante los célculos manuales de la Tabla 13.10. Sin embargo, debe observarse que, para este programa
especifico, no se reportan los dos cocientes F, sino que es necesario calcularlos con base en los cuadrados medios
que se incluyen en el listado. Al igual que en el problema 13.6, se concluye que existe una diferencia entre las medias,



268

ESTADISTICA APLICADA | 13 |

de acuerdo a un método de instruccion, y que existe también una diferencia entre las medias segun el factor de
bloque del nivel de habilidad, ambos a un nivel de significacién del 5%.

MTB > READ METHOD IN Cl, BLOCK IN C2, SCORE IN C3

DATA> 1 1 BE
DATA> 1 2 84
DATA> 1 3 81
DATA> 1 4 79
DATA> 1 5 70
DATA> 2 1 90
DATA> 2 2 89
DATA> 2 3 BA
DATA> 2 4 76
DATA> 2 5 82
DATA> 3 1 82
DATA> 3 2 81
DATA> 3 3 73
DATA> 3 4 68
DATA> 3 5 71
DATA> END

MTB > NAME Cl = 'METHOD', C2 = 'BLOCK', C3 = 'SCORE'

MTB > TWOWAY AOV FOR 'SCORE', DIMENSIONS 'METHOD', 'BLOCK'

ANALYSIS OF VARIANCE SCORE

SOURCE DF SS MS F
METHOD 2 250.0 125.0 12.4
BLOCK 4 367.3 91.8 91.8
ERROR 8 80.7 10. 1

TOTAL 14 698.0

Fig. 13.2 Listado de Minitab para el problema 13.7

RELACION DEL DISENO ALEATORIZADO EN BLOQUES CON LA PRUEBA ¢t PARA PROBAR LA
DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS UTILIZANDO OBSERVACIONES APAREADAS

13.8

Cuando k =2, el disefio aleatorizado en bloques es equivalente a la prueba t para la diferencia entre las medias de
observaciones apareadas y F = t2. Esto es similar al caso del problema 13.5 para dos muestras independientes.
Para ilustrar estos puntos, se aplica el analisis de varianza a los datos de la Tabla 13.11. que se tom6 del ejemplo
4 del capitulo 11. En dicho ejemplo, la t critica (g/ =9, &= 0.05) es + 2.262, la estadistica t calculada es + 1.59 y, por
ello, no es posible rechazar la hipétesis nula. Realice la prueba a un nivel de significancia del 5%.



Tabla 13.11

automoviles muestreados

ANALISIS DE VARIANZA

Kilometraje obtenido en automéviles con y sin aditivo para la gasolina, para 10

Automovil aditivo (por litro) aditivo (por litro) (Tj) total f 1:, 1 promedio
1 941 9.28 18.69 9.345
2 9.18 9.15 18.33 9.165
3 8.18 8.28 16.46 823
4 7.51 7.59 15.10 7.55
5 728 721 14.49 7.245
6 6.59 6.62 13.21 6.605
7 6.21 6.13 12.33 6.17
8 5.79 5.64 11.44 5.715
9 5.62 5.51 11.13 5.565
10 521 513 1033 517
Gran total
Total (T) 60.97 70.54 T=141.52
Gran media
Promedio (¥, ] 7.10 7.05 F;=17.0076
Las diversas cantidades que se requieren para la tabla de analisis de varianza son
Para j:
= 1469 = 1833 T+ I, - 1an T, = 1443
T{ = 34 1161 T%- 1359850 Ti= 2105310 TE = N0l Ti= ME.060)
Ts= 13H L= 14 Ty= 1143 Ty= 1113 Tlg= 104
Tic 745041 T% = | 53,2756 T§=130,5440 Ti= 1230763 T3 [BESHE6
Para K:
T, - T0.98 T, = T
Ti= 5030.LaM Ti= 49755014
R L[] = L
Global:
T= 141.52 Tt= 20027.91 N- 20
G _ 2002791
TN = 1 6113955
1 §

E Ex‘l-g.m SO 18 o 503 = ] DAL

J~1 k-1
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it .
5::1‘-2 E.:-‘F-i-]D#l.ESE-l-]LI[]LE-'JSS-S?.Eﬁ
del £l W

[ 11 -
S04 = T:.%-jm?i;m 1 49"';"?91'5 w1 (113855~ 0T
k=i !

SCP‘— E ‘=—(349316l+---+1069156 1 001.39.55=39.8164

SCE=SCT-SCA - SCB =39.86 - 0.0097 - 39.8164 = 0.0339

En la Tabla 13.12 se presenta el analisis de varianza para los datos de la Tabla 13.11. La hipétesis nula de
Interés, que es conceptualmente Igual a la que se probd en el ejemplo 4 del capitulo 11, es, para los grupos de
tratamientos Hy: wy = 0y H,: @, * 8, La F critica (g9/ -=1, 'm =0.05)= 5.12.

Como el valor calculado de la estadistica F es 2.54 y no es mayor que el valor critico de 5.12, no es posible
rechazar la hipdtesis de que no existe efecto de tratamientos (de no diferencia entre las medias) al nivel de
significancia del 5%.

Note el valor muy grande de la F calculada para la dimension de bloques. Con referencia a los datos de la
Tabla 13.11, este resultado no resulta sorprendente porque, en apariencia, los 10 automdviles se encontraban en
diferentes categorias de peso y existen diferencias sustanciales en el kilometraje para las diversas categorias.

Tabla 13.12 Tabla de ANOVA para el analisis de kilometraje de automoviles con y sin aditivo para la

gasolina
Fuente de variacion Grados de Suma de Cuadrado medio
libertad (g/) cuadrados (SC) (CM) Cociente ¥
Entre grupos de 2-1=1 0097 AlT 1
tratamientos (A) l e (RONILE 233
Entre bloques (B) 10-1=9 39.8164 R L 1424
(diferentes automoviles) o 4404 CotRIg - s
Error de muestreo (E) @-1)10-1)=9 0.0339 0339 _ o wo
5 e
Total (7) 20-1=19 39.86

Tal como se esperaba, el valor critico de F en este problema es Igual al cuadrado del valor critico que se utilizé
en la prueba t: 5.12 = ( 2.262)2. También, excepto por los errores debidos al redondeo, el valor t2 calculado del
ejemplo 4 del capitulo 11, es igual al valor calculado de F, 2.54, con t?= (1 .59)2 =2.53.

DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE DOS FACTORES

13.9 Se esta capacitando a nueve personas en cuatro materias distintas y se les asigna, en forma aleatoria, a tres métodos
diferentes de instruccion. A cada método de instruccion se le asignaron tres estudiantes. Con referencia a la Tabla 13.13,
pruebe las diversas hipotesis nulas de interés con respecto a ese disefio, con un nivel de significancia del 5%.
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Para.J:

ANALISIS DE VARIANZA

Las diversas cantidades que se requieren para la tabla de analisis de varianza son

Para k:

Global:

T, =717 T, =709 T;=722 T,=732

T5 =514 089 TE= 502 681 T;-521284 Ty — 535824
T, =960 T,=1020 T; =900

Tl ~921 600 F3 = 1040 400 TE=810 000

Tabla 13.13 Calificaciones de las personas en capacitacion con tres
métodos de instruccion, y para cuatro areas de estudio

Materia Método de instruccion Total Promedio
Tj X
AI AZ A3 ( ]) I:' e
70 83 81
79 89 86 717 79.7
72 78 79
77 77 74
B, 81 87 69 709 78.8
79 88 77
82 94 72
B; 78 83 79 722 80.2
80 79 75
85 84 68
B4 90 90 71 732 813
87 88 69
Gran total
Total (T}) 960 1020 900 T=2880
Gran media
Promedio (%] 80 85 75 X; =80
T =2 880 7° = 8 294 400 N=36
T 8294 400
= T a
e o 230 400

1 K n ]
P (‘L‘ x} = 70+79+72)%+ (77+81 +79)*+ o« o+ (68 +71+69)> = 694 694

4
T ¥ XP=70+79%+ 7224777 + 0 e 0+ 697 =232 000

o

A r
SCT=71 % :; x’—h,.—23zooo-2304oo=1600
- m| L= .
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=]

T OTE 9200 1040408 S04 fan
SCA= % ——"m S —— e ——

Somf N (aNAr (dr (304

dorl oyt os140m9 Spe SR SR 284 55 524
SCB- % —& —au——0r |- |- —f S 2 400 = X
SrREOA QaMay o [ (AwSr 0 ana 30.400=308

-230 400 = 600

-
®

LR LY T
scr==-r I {l X| -sca-scs -

1
W 3 (694 694) -600 - 30.8 - 230 400 = 533.9

SCE - SCT- SCA - SCB -SCI=I 600.0 - 600.0 - 30.8 - 533.9 - 435.3

Tabla 13.14 Tabla de ANOVA para el andlisis de los tres métodos de instruccidon que se aplicaron en
cuatro materias

Grados de Suma de cuadrados | Cuadrado medio

Fuente de variacion libertad (g/) a0 (CM) Cociente F
Entre grupos de tratamientos 3.1=2 600.0 f'm."l}_ 300.0 Jm'qf 1657
(A) (método) 2 8
Entre grupos de tratamientos 4-1=3 30.8 A0.5 =101 L3 —[5T
(B) (materia) 3 161
Interaccion entre el método (4 -1 ) ( 3-1 ) =6 5339 53_5'9 = H9.0 E — 47
y la materia (1) & 8.1

(H)(3)(3-) =24 4353 W33 4z

Error de muestreo (E) : ! '
Total (T) 36-1=35 1600.0

En la Tabla 13.14 se presenta el andlisis de varianza (ANOVA) para los datos de la Tabla 13.13. Con respecto
al modelo lineal para el analisis de varianza con dos criterios de calificacion con replicacién, en la Tabla 13.14 se
presentan los tres cocientes F que se refieren a las siguientes hipétesis nulas y alternativas:

£, 7 ™, = 0 para todas las columnas; ;! B * 0 para algunas columnas
.t 4= 0 para todos los renglones; /, = fiy * para algunos renglones
H.:1:¢= 0 paratodas las celdas; ; * 1y * U para algunas celdas

Al utilizar el nivel de significancia del 5%, el cociente F que se requiere para rechazar la primera hipétesis nula
(gl = 2,24) es 3.40; para la segunda, la F que se requiere (gl = 3,24) es 3.01; y para la tercera, la F que se requiere
(9/=6,26), es 2.51. Por ello, se concluye que existe una diferencia significativa en las calificaciones para los diferentes
meétodos de instruccion, que no existe diferencia significativa entre las diversas materias, y que existe una interaccicn
significativa entre los dos factores. Esta ultima conclusion indica que la efectividad de los tres métodos de instruccion
varia para las diferentes materias. Por ejemplo, puede observarse en la Tabla 13.13, que para la materia B el
método A, fue el menos efectivo, en tanto que para la materia B, el método A; fue el menos efectivo. Sin embargo,
al revisar la tabla, se observa que el método A, es cuando menos igual a los otros métodos para todas las materias.
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Porello, en este caso no parece que la mejordecisidn sea la posibilidad de utilizar diferentes métodos de instruccion
para diferentes materias aun cuando existe un importante efecto de interaccion.

13.10 Al utilizar algun programa de computacion, realice el analisis del problema 13.9 (con los datos de la Tabla 13.13),
para el disefio completamente aleatorizado de dos factores.

El listado de computadora que aparece en la figura 13-3, corresponde a los resultados que se obtuvieron
mediante los calculos manuales de la Tabla 13.14. Sin embargo, para este programa especifico no se reportan los
tres cocientes F, sino que es necesario calcularlos con base en los cuadrados medios que se incluyen en el listado.
Los resultados de las pruebas de significancia son los mismos que en el problema 13.9.

Problemas complementarios

DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE UN FACTOR

13.11 En doce tiendas se colocaron cuatro tipos de publicidad, y se asignaron tres de esas tiendas al azar a cada uno de
los distintos tipos de publicidad, con el propésito de estudiar el impacto de punto de venta de los carteles. Con
referencia a la Tabla 13.15, pruebe

Tabla 13.15 Ventas de productos, de acuerdo con el cartel
publicitario que se utilizd

Tipo de Ventas Ventas
cartel Ventas totales promedio
4, 40 | 44 | 43 127 423
4; 53 | 54 | 59 166 553
Ay 48 | 38 | 46 132 44.0
A, 48 | 61 | 47 156 52.0

la hipétesis nula de que no existen diferencias entre los valores promedio de ventas para los cuatro tipos de carteles,
utilizando el nivel de significancia del 5%.

Resp. La Fcritica (g/= 3,8) +4.07. La F calculada = 4.53. Por ello, se rechaza la hipotesis nula de que my= 0 para
todos los niveles de tratamiento.

13.12 Utilice algun programa de computacion para realizar el analisis del problema 13.11 (con los datos de la Tabla 13.15)
para el disefio completamente aleatorizado de un factor.

Resp. Igual que para el problema 13.11
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MTB > READ METHOD IN Cl, SUBJECT IN C2, SCORE IN C3

DATAY i 1 72
INFTA} I 1 Y
DATH} 1 1 e
BETA: 2 77
bATAY 1 2 B1
pATAF 1 & 7
paTA) 1 3 Bz
TRy 1 3 TA
DETHY 1 K LY
CRTiRY i i BS
DRTAY 1 4 38
DATH: 1 5 ar
oATRY 2 1 B3
DOTR: & 1 E
DATAY =2 L TEB
OATRA 2 Z T
DAYE: 2 2 a7
HETAY 2 ) B
OATAY & 3 =
mTar  Z 3 B3
DT 2 3 T3
mATHr  Z & B
DRTO = 4 a8
THaTHE} 2 i EA
DATA} 3 1 g1
TR} ] 1 BE
DETR} 3 ] T
DATE: 3 2 T4
DATA? 2 a £
DRTEY 3 = i
DATAY 3 ] T=
DATAY i 3 73
DATRAY 2 3 TS
OATAY 3 8 &8
paTR: 3 & T
IRTR} a i a3
DATA > END

MTB > NAME Cl = 'METHOD', C2 = 'SUBJECT', C3 = 'SCORE'
MTB > TWOWAY AOV FOR 'SCORE', DIMENSIONS 'METHOD', 'SUBJECT'

ANALYSIS OF VARIANCE SCORE

SOURCE DF SS MS F
METHOD 2 600.0 300.0 16.57
SUBJECT 3 30.9 10.3 0.57
INTERACTION 6 533.8 89.0 4.92
ERROR 24 435.3 18.1

TOTAL 35 1600.0

Fig. 13.3 Resultados de Minitab para el problema 13.10

9
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EL DISENO ALEATORIZADO EN BLOQUES (ANALISIS CON DOS CRITERIOS DE CALIFICACION, SIN

INTERACCION)

13.13 Tres gerentes de producto evaluaron los disefios elaborados por cuatro disefiadores de automoviles, segun se
reporta en la Tabla 13.16. Pruebe la hipétesis nula de que las calificaciones promedio dadas a los disefiadores no

difieren, utilizando un nivel de significancia del 1 %.

Disefiador _
Evaluador Total (7}) Promedio [4, 1
1 2 3 4

A 87 79 83 92 341 85.25

B 83 73 85 89 330 82.50

C 91 85 90 92 358 89.50

Gran total
Total (T}) 261 237 258 273 T=1029

Gran media
Calificacion promedio [Xy ) 87.0 79.0 86.0 91.0 X, =8575

Resp. La F (gl - 3,6) - 9.78. La F calculada =12.29. Por ello, se rechaza la hipétesis nula de que g, =0 para todos

los efectos de tratamiento (columna).

13.14 Utilice algun programa disponible de computacién para realizar el analisis del problema 13.13 (con los datos de la
Tabla 13.16) para el disefio aleatorizado en bloques.

Resp. Igual que para el problema 13.13

DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO DE DOS FACTORES

13.15 Latabla de datos de menor tamafio en la cual puede aplicarse el analisis de varianza con un criterio de calificacion
con interaccion, es una tabla de 2 X 2, con dos observaciones por celda. En la Tabla 13.17, que es de este tipo, se
presentan los datos de ventas para un producto de consumo popular, en ocho regiones asignadas al azar. Pruebe
el efecto de los dos factores y de la interaccion entre ellos, para los niveles de ventas, utilizando el nivel de significancia
del 1 %. Comente el significado de los resultados de la prueba.

Resp. Al nivel de significancia del 1 %, los valores criticos de F correspondientes a los efectos de columna, renglén
e interaccion, son, respectivamente, F (gl - 1, 4) =21.20; F (g/ =1, 4) =21.20; y F (g/ = 1, 4) = 21.20. Los
correspondientes cocientes F calculados son, respectivamente, F =96.00, F =49.52 y F = 7.66. Por lo tanto, existen
efectos significativos por columna y por renglén, pero no existen efectos significativos de interaccion.
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Tabla 13.17 Ventas semanales, en millones de pesos, con y sin publicidad, y con y sin

descuento en los precios

Descuento en Con Sin
el precio publicidad publicidad Total (Tj) Promedio (X;)
Con descuento 9.8 6.0 31.7 7.925
10.6 53
Sin descuento 6.2 43 21.5 5.375
7.1 39
Gran total
Total (T;) 33.7 19.5 T=53.2
Gran media
Promedio {% } 8.425 4.875 .= 6.650

13:

13.16 Utilice algiin programa de computacion para realizar el andlisis del problema 13.15 (con los datos de la Tabla 13.17)

para el disefio completamente aleatorizado de dos factores.

Resp. Igual que para el problema 13.15, excepto por ligeras diferencias debidas al redondeo.



Analisis de regresion y
correlacion lineal

14.1 OBJETIVOS Y SUPOSICIONES DEL ANALISIS DE REGRESION

El principal objetivo del andlisis de regresion es estimar el valor de una variable aleatoria (la variable dependiente) conociendo
el valor de una variable asociada (la variable independiente). La ecuacién de regresién es la férmula algebraica mediante
la cual se estima el valor de la variable dependiente (seccion 14.3).

El término de analisis de regresién simple indica que se estima el valor de la variable dependiente con base en una
variable independiente, en tanto que el analisis de regresién multiple (que se analiza en el capitulo 15) se ocupa de la
estimacion del valor de la variable dependiente con base en dos 0 mas variables independientes.

Las suposiciones generales en las que se basa el modelo de la regresién que se presenta en este capitulo son: (1) la
variable dependiente es una variable aleatoria; (2) las variables dependiente e independiente tienen una relacion lineal; y
(3) las varianzas de las distribuciones condicionales de la variable dependiente, para diversos valores de la variable
independiente, son iguales (homoscedasticidad). La primera suposicion indica que, aunque puedan controlarse los valores
de la variable independiente, los valores de la variable dependiente se deben obtener a través del proceso de muestreo.

Si se utiliza la estimacion por intervalos en el analisis de regresion, se requiere una suposicion adicional: (4) las distribuciones
condicionales de la variable dependiente, para valores diferentes de la variable dependiente, son todas distribuciones normales para
la poblacion de valores.

EJEMPLO 1 Un analista desea estimar el tiempo de entrega de refacciones industriales embarcadas por camién. Desea
utilizar el tiempo de entrega como variable dependiente y la distancia como variable independiente. Suponga que elige diez
embarques recientes de los registros de la compafiia, de manera que las distancias por carretera correspondientes estan
mas o menos equitativamente dispersas entre 100 y 1000 kilémetros de distancia, y registra el tiempo de entrega para cada
embarque. Como se va a utilizar la distancia por carretera como variable independiente, esa seleccion de viajes con distancias
especificas resulta aceptable. Por otro lado, la variable dependiente (el tiempo de entrega) es una variable aleatoria en su
estudio, lo cual se ajusta a los supuestos del analisis de regresion. El que las variables tengan o no una relacion lineal, por
lo general se determina construyendo un diagrama de dispersién (véase la secciéon 14.2) o una grafica de residuales (véase
la seccion 14.4) Estos diagramas se utilizan también para observar si la dispersién vertical (varianza) es mas o menos igual
a lo largo de la linea de regresion.

14.2 EL DIAGRAMA DE DISPERSION

Un diagrama de dispersioén es una grafica en la que se traza cada uno de los puntos que representan un par de valores
observados para las variables independiente y dependiente. El valor de la variable independiente se grafica con respecto al
eje horizontal, y el valor de la variable dependiente Y se traza con respecto al eje vertical (véase el problema 14.1).

La forma de la relacién representada mediante el diagrama de dispersién puede ser curvilinea y no lineal. Aunque el
analisis de regresion para las relaciones curvilineas esta fuera del alcance de este libro, en la seccion 16.2 se revisa en
forma limitada el analisis de tendencias curvilineas. Para relaciones que no son lineales, un enfoque utilizado con frecuencia
consiste en determinar algiin método para transformar los valores de una o ambas variables, de manera que la relaciéon de
los valores transformados si sea lineal. Después, puede aplicarse el analisis de regresién a los valores transformados y
pueden transformarse los valores estimados de la variable dependiente, de vuelta a la escala original de medicién.
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EJEMPLO 2.  Un ejemplo de una relacion curvilinea, seria la relacion entre los afios transcurridos desde la constitucion
de una compaiiia y su nivel de ventas, en el caso de que las ventas hayan aumentado cada afio en el mismo porcentaje
sobre el afio anterior. La curva resultante, con una pendiente creciente, seria un ejemplo de la denominada relacién
exponencial.

Si la grafica de dispersion indica una relacién que, en términos generales es lineal, entonces se ajusta una linea recta
a esos datos. La ubicacion precisa de esa linea se determina mediante el método de minimos cuadrados (seccién 14.3). Tal
como se ilustra en el ejemplo 3, una linea de regresion con pendiente positiva indica una relacion directa entre las variables;
una pendiente negativa indica una relacion inversa; y una pendiente de cero indica que las variables no tienen relacion entre
si. Ademas, la medida de la dispersion vertical de los puntos trazados con respecto a la linea de regresion es sefial del grado
de relacion entre las dos variables.

EJEMPLO 3. En la figura 14-1 se incluyen varias graficas de dispersion y las lineas de regresion asociadas, que ilustran
diversos tipos de relacion entre variables.

(d) Relacion curvilinea directa (e) Relacion lineal directa, con menor  (f) Relacién lineal directa, con
grado de relacion que en a. mayor grado de relacion que en a.
Fig. 14.1

14.3 EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS PARA AJUSTAR UNA LINEA DE REGRESION

El modelo lineal que representa el modelo de regresion lineal simple es:

FrBa+ P45 (14.1)

endonde¥] = Valor de la variable dependiente en el i-ésimo ensayo u observacion.
o = Primer parametro de la ecuacion de regresion, que indica el valor de Y cuando X = O.
fi = Segundo parametro de la ecuacion de regresion, que indica la pendiente de la linea de regresion.
Xi El valor especificado de la variable independiente en el i-ésimo ensayo, u observacion.
L] Error aleatorio de muestreo en el i-ésimo ensayo, u observacion (2 ef el griego "épsilon")
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Los parametros Big y By del modelo de regresion lineal se estiman mediante los valores by y bs con base en datos
muestrales. Asi, la ecuacién de regresion lineal, con base en datos muestrales, es

Fe b bX (142)

Al depender del criterio matematico que se utilice, pueden elaborarse diversas ecuaciones lineales distintas para una
grafica de dispersion determinada. De acuerdo con el criterio de minimos cuadrados, la linea de regresion que mejor se
ajusta (y su correspondiente ecuacion) es aquella para la cual se minimiza la suma de los cuadrados de las desviaciones
entre los valores estimados y los valores observados de la variable dependiente. Las férmulas de calculo para determinar
los valores de by y by de la ecuacion de regresion lineal que satisface el criterio de minimos cuadrados son

b —E_x:.t_n{f 14.3
1= Ex:l_ﬂ.i? (4 )
b= ¥Y=bE (14.4)

Una vez que se plantea la ecuacion de regresion, puede utilizarsele para estimar el valor de la variable dependiente
para un determinado valor de la variable independiente. Sin embargo, esas estimaciones deben hacerse sélo en el rango
de valores dentro de los que se muestre6 originalmente la variable independiente, porque no existe base estadistica para
suponer que la linea de regresién es apropiada fuera de sus limites. Ademas, debe determinarse si la relacion que expresa
la ecuacién de regresion es real o pudiera haber ocurrido en los datos muestrales debido simplemente al azar (véase la
seccién 14.6). En el problema 14.2 se ilustra laforma de obtener la ecuacion de regresion a partir de datos muestrales.

14.4 RESIDUALES Y GRAFICAS DE RESIDUALES

A
Para un valor X dado de la variable independiente, al valor ¥ frecuentemen"te se le denomina el valor ajustado de la variable
dependiente. Ala diferencia entre el valor observado Yy el valor ajustado ¥ se le denomina residual para esa observacion,
y se le denota mediante e:

e-¥Y-V (14.5)

En el problema 14.3 se reporta el conjunto completo de residuales para determinados datos muestrales. Se obtiene
una grafica de residuales trazando los residuales e, con respecto a la variable independiente X o, de manera alternativa,
con respecto a los valores ajustados de lalinea de regresion '¥. Estas graficas son Utiles como alternativa al uso del diagrama
de dispersion, parainvestigar si parecen satisfacerse las suposiciones sobre linealidad e igualdad de varianzas condicionales.
En el problema 14.3 se incluye una grafica de residuales para los datos. Estas graficas son especialmente importantes en
el analisis de regresién multiple, segun se describe en el capitulo 15.

El conjunto de residuales para los datos muestrales sirve también para calcular el error estandar de la estimacién, tal
como se describe en la siguiente seccion.

14.5 EL ERROR ESTANDAR DEL ESTIMADOR

El error estandar del estimador es la desviacién estandar condicional de la variable dependiente Y, dado un valor de la
variable independiente X. Para datos poblacionales, el error estandar del estimador se representa mediante el simbolo Gy
La formula de desviaciones que permite estimar este valor con base en datos muestrales es

LR (3
-'-‘vx—‘\f | (14.6)
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Notese que el numerador de laférmula (74.6) es la suma de los cuadrados de los residuales que se analizaron en la seccién
anterior. Aunque la féormula (74.6) refleja en forma clara la idea de que el error estandar del estimador es la desviacion
estandar con respecto a la linea de regresion (es decir, es la desviacién estandar de la "di§persi()n" vertical con respecto a
la linea), en términos de calculos, la formula implica calcular todos los valores ajustados ¥ para los datos muestrales. La
férmula alternativa para calculos que no requiere determinar cada uno de los valores ajustados y es, por ello y en términos

generales, mas facil de utilizar,
F
JET"—EJ..ET’—#.EJ{}’ (147
Iyvx = .
n—212
Tal como se vera en las siguientes secciones, el error estandar del estimador sirve de base para los diversos errores
estandar que se utilizan en los procedimientos de prueba de hipdtesis y de estimacion por intervalos en el analisis de

regresion. En los problemas 14.5 y 14.6 se ilustra el calculo estandar del estimador, utilizando las féormulas de calculo y
desviaciones, respectivamente.

14.6 INFERENCIAS SOBRE LA PENDIENTE

Antes de utilizar la ecuacion de regresion para realizar estimaciones o predicciones, debe determinarse en primer lugar si,
de hecho, existe una relacién entre las dos variables de la poblacion o, por otro lado, si pudiera ser que la relacion que se
observa en la muestra haya ocurrido por azar. Si no existe relacién en la poblacién, la pendiente de la linea de regresién
poblacional seria cero, por definicién: |':|.1 = {1, Porello, la hipétesis que generalmente se prueba es Hy: [i; = (b, También puede
plantearse la hipétesis nula, como prueba con un criterio de calificacién, en cuyo caso la hipétesis alternativa no es
simplemente que las dos variables estan relacionadas, sino que la relacién es de algun tipo especifico (directa o inversa).

Se prueba el valor hipotético de una pendiente calculando la estadistica t y utilizando n - 2 grados de libertad. Se
pierden dos grados de libertad en el proceso de la inferencia porque se incluyen en el analisis de regresion dos estimaciones
de parametros, by y by. La férmula general es

b —
p=tam ke (14.8)
.‘Ih
en donde
frx
5= (14.9)
" JEXT-RRF

Sin embargo, cuando la hipétesis nula dice que la pendiente es cero, lo cual generalmente es el caso, se simplifica la
férmula (14.8) y se plantea de la siguiente manera:

_h

",

f (14.10)

En los problemas 14.7 y 14.8 se ilustran pruebas para la pendiente con uno y dos criterios de calificacién,
respectivamente.

El Intervalo de confianza para la pendiente de la poblacion, i, se construye de la siguiente manera (y los grados de
libertad asociados con la t sonn - 2).

btz
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14.7 INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CONDICIONAL

La estimacion por punto de la media condicional de la variable dependiente, dado un valor especifico de X, es el valor de la
linea de regresion . Cuando se utiliza la ecuacion de regresién para estimar la media condicional, el simbolo apropiado
para representarla es i,

g =byt by X (14.12)

Con base en los datos muestrales, el error estandar de la media condicional varia de acuerdo con el valor designado
de X,y es

I (X-X7
Nopng — Lq 14.13
L R TYR Y Jn TX_[{EX 1/ n] (4 )

Dada la estimacion puntual de la media condicional y el error estandar de la media condicional, el intervalo de confianza
para la media condicional, utilizando n - 2 grados de libertad, es

Frine 3 T (14.14)

De nueva cuenta, se tienen n - 2 grados de libertad por los dos estimadores de parametros by y b1 que se requieren
para la ecuacion de regresion. En el problema 14.10 se ilustra la construccion de un intervalo de confianza para la media
condicional.

14.8 INTERVALOS DE PREDICCION PARA VALORES INDIVIDUALES DE LA VARIABLE DEPENDIENTE

En contraste con los intervalos de confianza, que son estimaciones de parametros de poblaciones, en un intervalo de
prediccién se estima un valor individual y es, por lo tanto, un intervalo de probabilidad. Podria parecer posible construir un
intervalo de prediccion utilizando el error estandar del estimador que se define en las férmulas (14.6) y (14.7). Sin embargo,
ese intervalo estaria incompleto, porque el error estandar del estimador no incluye la jncertidumbre asociada con el hecho
de que la linea de regresién basada en datos muestrales incluye también error muestral y, por lo general, no es idéntica a
la linea de regresion para la poblacion. El error estandar completo para un intervalo de prediccion se denomina error estandar
del prondéstico, e incluye la jncertidumbre asociada con la "dispersion” vertical con respecto a la linea de regresion y ademas,
la jncertidumbre asociada con la posicién del valor mismo en la linea de regresién. La férmula basica para el error estandar
del prondstico es

By iguiente)™ Vi b i ee (14.15)

La version de célculo para la formula del error estandar del prondstico es

T TX-Ar
o |"] L _ 14.16
S'I'(s|gu|eme) Sy R E‘T" - [il,_x j"_n'lﬂj ( )

Finalmente, el intervalo de prediccién para un valor individual de la variable dependiente, utilizando n - 2 grados de
libertad, es

ill t.IE'I" (siguiente) (14]7)
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En el problema 14.11 se ilustra el calculo del error estandar del prondstico y la construccion de un intervalo de
prediccion.

14.9 OBJETIVOS Y SUPOSICIONES DEL ANALISIS DE CORRELACION

En contraste con el analisis de regresion, en el andlisis de correlacion se mide el grado de relacion entre las variables. Al
igual que para el andlisis de regresion, en este capitulo sélo se cubre el andlisis de correlacién simple, que se ocupa de la
medicion de la relacion entre solo una variable independiente y la variable dependiente. En el capitulo 15 se describe el
analisis de correlacion mdltiple.

Las suposiciones sobre la poblacion en las que se basa el analisis de correlacion simple son: (1) la relacion entre las
dos variables es lineal, (2) ambas variables son variables aleatorias, (3) para cada una de las variables, las varianzas
condicionales para diferentes valores de la otra variable son iguales (homoscedasticidad), y (4) para cada variable las
distribuciones condicionales, dados diferentes valores de la otra variable, son todas ellas distribuciones normales. La ultima
suposicion es la de una distribucién normal bivariada. Debe observarse que estas suposiciones son similares a las que se
manejaron para el analisis de regresion excepto que en el analisis de correlacion los supuestos se aplican a ambas variables,
en tanto que en el analisis de regresion puede fijarse la variable independiente en diversos valores especificos, y no es
necesario que sea una variable aleatoria.

EJEMPLO 4  Con referencia al procedimiento de recoleccion de datos del ejemplo 1, que se refiere a las variables de
distancia por carretera y tiempo de entrega para una muestra de 10 embarques recientes de refacciones industriales enviadas
por camion, en vez de que el analista escoja los 10 embarques para que estén equitativamente dispersos entre las distancias
de 100 y 1000 kildmetros, se eligen esos 10 embarques enteramente al azar, sin tomar en consideracién la distancia por
carretera o el tiempo de entrega para cada observacion. A diferencia del ejemplo 1, en donde sdlo el tiempo de entrega es
una variable aleatoria, en este plan modificado de muestreo, ambas variables son aleatorias y, por ello, si son apropiadas
para el andlisis de correlacion.

14.10 EL COEFICIENTE DE DETERMINACION

Considérese, si se estimara un valor individual de la variable independiente Y sin conocer el valor de ninguna otra variable,
la incertidumbre asociada con esta estimacion, y la base para construir un intervalo de prediccion, seria la varianza r# , Sin
embargo, si se tiene un valor dado X, la incertidumbre asociada con la estimacion se representa mediante w¥% » (0 5%, para
los datos muestrales), tal como se describe en la seccion 14.5. Si existe relacion entre las dos variables, entonces 2% ; sera
menor que ¥, para una relacion perfecta, en la que todos los valores de la variable dependiente son iguales a los valores
correspondientes ajustados de la linea de regresion, o x = & Por ello, si no existe la relacién perfecta, el valor de v?  indica
la incertidumbre que permanece después de considerar el valor de la variable dependiente. O, puede decirse que el cociente
de u} con respecto a of indica la proporcién de varianza (incertidumbre) de la variable dependiente que sigue sin
explicarse después de haberse dado un valor especifico de la variable dependiente:

a3, _ varianza no explicada restante en Y (14.18)

e varianza total en Y

En laférmula (14.18), se determinus'?r_ » mediante el procedimiento que se describi6 en la seccién 14.5 (excepto que
se utilizan los datos de la poblacién) y oif mediante las férmulas generales que se presentaron en las secciones 4.5y 4.6.
Dada la proporcién de varianza no explicada, una medida util de la relacion es el coeficiente de determinacion; el
complemento del cociente anterior que indica la proporcién de la varianza en la variable dependiente que queda
estadisticamente explicada mediante la ecuacion de regresion (es decir, conociendo la variable Independiente asociada, X).
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Para datos poblacionales, el coeficiente de determinacion se representa mediante la letra griega p* (ro cuadrada"), y se
calcula de la siguiente manera:

-

PRI (14.19)

2
ri

Para datos muestrales, puede obtenerse el valor estimado del coeficiente de determinacion mediante la formula
correspondiente:

S L. (14.20)
¥y

Para propositos de calculo resulta conveniente la siguiente formula para el coeficiente de determinacion muestral:

i REY+RIXY n¥?
Y i—af?

(14.21)

En el problema 14.12 se ilustra la aplicacion de la formula (14.21). Aunque esta es una férmula que se utiliza con
frecuencia para calcular el coeficiente de determinacién de datos muestrales, no incluye ninguna correccién para el sesgo
y tiene un ligero sesgo positivo. En la seccion siguiente puede verse el factor de correccion que se utiliza.

14.11 EL COEFICIENTE DE CORRELACION

Aunque el coeficiente de determinacion r es relativamente facil de interpretar, no se prueba muy bien en pruebas estadisticas.
Sin embargo, la raiz cuadrada del coeficiente de determinacion, que se denomina el coeficiente de correlacion r si se presta
para las pruebas estadisticas, porque puede utilizarse para definir una estadistica de prueba que tiene distribucién i cuando
la correlacion en la poblacion @ es igual a 0. El valor del coeficiente puede variar de -1.00 a + 1.00. El signo aritmético
asociado con el coeficiente de correlacion, que es siempre igual al signo de By de la ecuacion de regresion, indica la direccion
de larelacion entreX y Y (positiva - directa; negativa - inversa). El coeficiente de correlacion poblacional, teniendo el mismo
signo aritmético que B4 de la ecuacién de regresion es:

p=~p- (]4.22)

El coeficiente de correlacién muestral es

P (14.23)

En resumen, el signo del coeficiente de correlacion indica la direccién de la relacion entre las variables X'y Y, en tanto
que el valor absoluto del coeficiente muestra la medida de la relacién. El coeficiente de correlacion elevado al cuadrado es

el coeficiente de determinacion e indica la proporcion de la varianza de Y que queda explicada por el conocimiento de X (y
viceversa).
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EJEMPLO 5.  En lafigura 14-2 se ilustra la apariencia general de los diagramas de dispersion asociados con diversos
valores de correlacion.

Y T, Y Y
...r_:. - = -.I-l_.?:
r =+1 X 5 r = X r=-1 X
hﬂr"'-_L i - © 2=
Y

Fig. 142

Como una alternativa a la férmula (74.21), la siguiente férmula no requiere del calculo previo de los valores de regresion
de by y by. Se utilizarla esta formula cuando el propésito del analisis es determinar el grado y el tipo de la relacién entre dos
variables, pero sin un interés simultaneo en estimar Y, dada X. Cuando se utiliza esta formula se determina en forma
automatica el signo de coeficiente de correlacion, sin necesidad de observar o calcular la pendiente de la linea de regresion.
Laformula es

REXY -XXEY
r=- e e (14.24)
FarX? O RXPVREYT OEYY

En el problema 14.13 se ilustra la aplicacion de la formula (74.24).

El coeficiente de correlacion muestral res un estimador un tanto sesgado de p, con un valor absoluto que es demasiado
grande. Este factor no se menciona en muchos libros de texto porque la magnitud del sesgo es reducida, excepto para
muestras muy pequefas. Un estimador insesgado para el coeficiente de determinacion de la poblacién puede obtenerse de
la siguiente manera:

=1 ¢ rﬁ(" ') (14.25)

14.12 EL METODO DE LA COVARIANZA PARA COMPRENDER EL COEFICIENTE DE CORRELACION

Otra medida que puede utilizarse para expresar la relacién entre dos variables aleatorias es la covarianza muestral. La
covarianza mide la medida en la que dos variables "varian juntas" y se utiliza en analisis financieros para determinar el riesgo
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total asociado con inversiones interrelacionadas. Al igual que para el coeficiente de correlacion, un signo positivo indica una
relacion directa, en tanto que un signo negativo indica una relacion inversa, la férmula para las covarianzas muestrales es

X -Xur—- ¥

n—1

cav{ X, ¥)= (14.26)

Al estudiar laférmula (14.26) puede concluirse, por ejemplo, que cuando el valor observado de Y tiende a variar en la
misma direccién con respecto a su media, que el valor observado de X con respecto a su propia media, entonces los productos
de esas desviaciones tienden a ser valores positivos. Por ello, la suma de esos productos seria positiva, indicando una
relacion directa, y no inversa. Mientras que el coeficiente de correlacién puede variar solamente entre -1.00 y + 1.00 y, por
lo general, se le considera como una medida de la relacion, la covarianza no tiene esos limites de valory no es una medida
generalizada. La féormula que permite transformar la covarianza en el coeficiente de correlacién es

cov( X, ¥)
r=— (14.27)
BeFy

En el problema 14.14 se ilustra el calculo de una covarianza muestral y su transformacién en el coeficiente de
correlacion correspondiente.

14.13 SIGNIFICACION DEL COEFICIENTE DE CORRELACION

Es comun que la hipotesis nula de interés sea que la correlacion en la poblacion p= {1, porque si se rechaza esta hipétesis
aun nivel especificado &, se concluiria que existe una relacion real entre las variables. También puede plantearse la hipétesis
como prueba con un criterio de calificacion. Considerando que se satisfacen las suposiciones que se mencionaron en la
seccion 14.9, la siguiente estadistica muestral que incluye a r se distribuye como la distribucion r, con g/ =n-2, cuando

p-0: r
[ (14.28)

Nkl
n-2

Probar la hipétesis nula de que p = fl es equivalente a probar la hipétesis nula de que B =1tien la ecuacion de regresion
(véase el problema 14.15).

14.14 ESCOLLOS Y LIMITACIONES ASOCIADAS CON LOS ANALISIS DE REGRESION

(1) No es legitimo estimar un valor de Y en analisis de regresion si el valor de X esta fuera del rango de valores que
sirviera como base para la ecuacion de regresion.

(2) Si el estimadorde Yimplica la prediccién de un resultado que no ha ocurrido aun, los datos histéricos que sirvieron
como base para la ecuacion de regresién podrian no ser relevantes para eventos futuros.

(3) El uso de un intervalo de confianza de prediccion se basa en el supuesto de que las distribuciones condicionales
de y son normales y tienen igual varianza.

(4) Un coeficiente de correlacién significativo no necesariamente indica causalidad, sino que puede simplemente
indicar una asociaciéon comun con otros eventos.

(5) Una correlacién "significativa" no es necesariamente una correlacién importante. Dada una muestra grande, una
correlacion de, por ejemplo, r =+ 0.10 puede ser significativamente diferente de 0 al nivel de & = 0.05. Aun asi,
un coeficiente de determinacion de r? = 0.01 para este ejemplo, indica que sélo el 1 % de la varianza de Y queda
estadisticamente explicada conociendo X.

(6) La interpretacion de los coeficientes de correlacion y de determinacion se basa en el supuesto de una distribucion
normal bivariada para la poblacion y, para cada variable, de igualdad de varianzas condicionales.
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(7) Tanto para el analisis de regresién como para el de correlacion, se supone un modelo lineal. Para una relacién
curvilinea, es posible que pueda aplicarse una transformacion que permita lograr la linealidad. Otra posibilidad
consiste en restringir el andlisis del rango de valores dentro de los cuales la relacién es esencialmente lineal.

14.15 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Existen programas de computacién para ejecutar los diversos procedimientos de los analisis de regresién y correlacion que
se cubren en este capitulo. En el problema 14.17 se ilustra el uso de programas y se comparan diversas partes de los listados
con los resultados que se obtienen mediante calculos manuales en los problemas de final del capitulo.

Problemas resueltos

ANALISIS DE REGRESION LINEAL

14.1 Suponga que un analista toma una muestra aleatoria de 10 embarques recientemente enviados por camion de una
compaiiia y registra la distancia en kildmetros y el tiempo de entrega, al mediodia mas cercano, y a partir del momento
en que el embarque estuvo listo para su transportacion. Construya la grafica de dispersion para los datos de la Tabla
14.1 y determine si un analisis de regresion lineal es apropiado.

Tabla 14.1 Observaciones muestrales de distancia de transporte y tiempo de entrega para 10
embarques elegidos al azar

Embarque muestreado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Distancia (X), kilome-| 825 215 1070 | 550 480 920 1350 | 325 670 1215
tros

Tiempo de entrega
(Y), dias 3.5 1.0 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 15 3.0 5.0

En la figura 14-3 se muestra el diagrama de dispersion para estos datos. El primer par de valores que se reporta en
la tabla se representa mediante el punto trazado por encima de 825 del eje X y alineado con el 3.5 del eje Y.

or »
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% tr . *
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= p L 2 ]
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0 200 400 600 800 1000 1 200 1 400

X, distancia del transporte, kildmetros.
Fig. 14.3
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Los otros puntos del diagrama de dispersion se trazaron en forma similar. Observando el diagrama, parece ser que,
en términos generales, los puntos trazados siguen una relacién lineal, y la dispersién vertical con respecto a la linea es mas
o0 menos igual para los valores bajos que para los valores altos de X. Por eso, el analisis de regresion lineal parece ser
apropiado.

14.2 Determine la ecuacion de regresiéon por minimos cuadrados para los datos del problema 14.1, y trace la linea de

regresion sobre la grafica de dispersion para estos datos.

Con referencia a la Tabla 14.2,

; XY T (26 1 - (10006212850 __4_553
TEXEF—aKT T T M - (10N TeE T 1 T S60

By= ¥ —h& = 05— (l038MT62) ~ 01068 =001
b+ b X 0|+ D3N

= DM ERS1 =0.0036

Por lo tanto,

Tabla 14.2 Calculos para la ecuacion de regresion lineal, para estimar el tiempo de entrega, con base
en la distancia de transporte

Embarque Distancia (X), Tiempo de entrega (7),
muestreado kilémetros dias Xy X Y
1 825 3.5 2 887.5 680 625 12.25
2 215 1.0 215.0 46 225 1.00
3 1070 4.0 4 280.0 1 144 900 16.00
4 550 2.0 1 100.0 302 500 4.00
5 480 1.0 480.0 230 400 1.00
6 920 3.0 2 760.0 846 400 9.00
7 1 350 4.5 6 075.0 1822 500 20.25
8 325 15 487.5 105 625 2.25
9 670 3.0 2 010.0 448 900 9.00
10 1215 5.0 6 075.0 1 476 225 25.00
Totales 7 620 28.5 26 370.0 7 104 300 99.75
gL IX Tex _ LY WS
] 14l H 10
Media =1h1 =2.E]

Esta linea estimada de regresion, con base en datos muestrales, se traza en el diagrama de dispersién para
los datos, y es la que se presenta en la figura 14-4. Deben observarse las lineas punteadas que indican la cantidad
de desviacion entre cada uno de los valores muestreados de Y y el valor estimado correspondiente, . Esla suma
de estas desviaciones al cuadrado lo que se minimiza mediante lalinea de regresion, linea que se determiné mediante
el procedimiento anterior.
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¥, tempo de enlgga, digs.

1 L L L - — - [

0 200 400 600 800 1000 1 200

X, distancia de la transportacién, kilémetros

Fig. 14.4

14.3 Determine los residuales y construya una gréfica de residuales con respecto a los valores ajustados para los datos
de la Tabla 14.2, utilizando la ecuacion de regresién que se elabor6 en el problema 14.2. Compare la grafica de
residuales con el diagrama de dispersién de la figura 14-4.

Tabla 14.3 Calculo de los residuales para el problema del tiempo de entrega

Embarque Distancia Tiempo de entrega Valor Residual
muestreado (X), kilometros (Y), dias ajustado (5"_: fe= ¥ . ﬁ
1 825 3.50 3.08 0.42
2 215 1.00 0.88 0.12
3 1,070 4.00 3.96 0.04
4 550 2.00 2.09 -0.09
5 480 1.00 1.84 -0.84
6 920 3.00 342 -0.42
7 1,350 4.50 4.97 -0.47
8 325 1.50 1.28 0.22
9 670 3.00 2.52 0.48
10 1,215 5.00 4.48 0.52

En la Tabla 14.3 se presenta el calculo de los residuales, en tanto que en la figura 14-5 se muestra la grafica
correspondiente. Observe que la forma general de la dispersion de los valores de la variable dependiente Y, con
respecto a la linea de regresion de la grafica de esparcimiento, y la dispersion de los residuales e con respecto a la
linea de desviacion "0", de la gréafica de residuales, son similares, exceptuando por la escala vertical "alargada" de
la gréafica de residuales.
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Flg. 14.5 Diagrama residual
14.4 Al utilizar la ecuacion de regresion que se elabor6 en el problema 14.2, estime el tiempo de entrega, desde el momento

en que el embarque esta disponible para un viaje de 1000 kildmetros. ¢ Podria utilizarse esta ecuacion de regresién
para estimar el tiempo de entrega para un embarque de 2500 kildmetros?.

i""O.ll +0.0036x=0.11 +0.0036(1000) =3.71 dias

No es apropiado utilizar la ecuacién anterior para un viaje de 2500 kildmetros, porque los datos muestrales para esa
ecuacién de regresion lineal estimada incluyeron sélo datos de distancias de hasta 1350 kilémetros.

14.5 Calcule el error estandar del estimador para el problema del analisis de tiempo de entrega, y con referencia a los
valores que se determinaron en la solucion al problema 14.2.
¥ B I¥—BIXY [0 TE—(102RS] (0I6HIE 3T
S noz Y 162

14683

= SO = A5HT =045

14.6 Calcule el error estandar del estimador mediante la férmula basica que utiliza los residuales y que se determiné en
el problema 14.3. Compare su respuesta con la que se obtuvo mediante la formula abreviada del problema 14.5
anterior.

el 516
3”_\{1_'= 18538 gami2 =048

Excepto por una ligera diferencia de redondeo, esta respuesta coincide con la que se obtuvo en el problema
14.5.

14.7 Al utilizar el error estandar del estimador del problema 14.5, pruebe la hipétesis nula Hy: B1 =0 para la distancia del
viaje y el tiempo de entrega de la Tabla 14.2, utilizando un nivel de significancia del 5%.
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Dadodyg  0.46y los valores de la Tabla 14.2,

- e T
TSR aRE T 104 300- 100762y L 13924
Hy: f,=0 M 1, w0

t critica [gf =&, a=005)=+ 2305

by 036
T 0OHM

Como el valor calculado de f de + 9.00 se encuentra en una de las regiones de rechazo para esta prueba con dos
criterios de calificacion, se concluye que existe una relacion significativa entre la distancia y el tiempo de entrega.

— (.00

=440

14.8 Con referencia al problema 14.7 anterior, pruebe la hipétesis nula H.;,! 4 = Oa un nivel de significancia del 5%.
Ay 50 H:f=~0
Tcritica [ = &, ot = 0L05% = + 1360
IR 1] (del problema 14.7)

Como la estadistica (calculada de + 9.00 excede el valor critico de + 1.860, se rechaza la hipétesis nula. Para
esta prueba con un criterio de calificacién, se concluye que la pendiente de la linea de regresién poblacional es
positiva y que, por ello, existe una relacién directa (y no inversa) entre la distancia del embarque y el tiempo de
entrega.

14.9 Determine el intervalo de confianza del 95% para fi1, con los datos de distancia y tiempo de entrega que se analizaron
en los problemas anteriores.

Como ¥, = 1{¥K5 (del problema 14.2) y g/=n - 2= 10 - 2 = 8, el intervalo de confianza del 95% para [}, es

by = I, = D050 & 2306, (000047 = 0026 L 00007 = QD02 T 2 0.0045

14.10 Al utilizar los valores que se determinaron en los problemas anteriores, construya el intervalo de confianza del 95%
para media del tiempo de entrega para una distancia de 1000 kildmetros.

Dado Ii (para X= 1000) = 3.71 dias, &pp = 0.46, y los valores de la Tabla 14.2,
¥

1 A \/ AU R
- = D46 _— =01Td5 = D?
ety o s T B A 107 7108 306 17 6201710

El intervalo de confianza del 95% para la media condicional (en donde g/ = 10 - 2 = 8) es

J-lpi ey =3.71 £(2.306) (0.17) = 3.71 £ 0.39 = 3.32 a 4.10 dias

Por ello, se estima que el tiempo promedio de entrega para embarques a 1000 kildmetros, desde el momento
en que el embarque esta disponible, se encuentra entre 3.32 y4.10 dias, con una confianza del 95% en ese intervalo
de estimacioén.

14.11 Al utilizar los valores que se determinaron en los problemas anteriores, determine el intervalo de prediccion del 95%
para el tiempo de entrega de los embarques que se envian a una distancia de 1000 kilémetros. Compare ese intervalo
con el que se construyd en el problema 14.10.
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Como ¥ (para ¥ = 1000) = 3.71 dias, 55, = DA, ¥ g5, - 0.17

S ggione™ $ o F Sy =¥ HIAEF +[O.TTF =¥ 02405 = 404 £ 020

En donde gf = 10-2=#, ¢] intervalo de prediccién del 95% es

i BT gitente = 71 3 2I060.4D) = 371 113 =2.58 2 4.84 dias

Tal como se esperaba, este intervalo de prediccion es un tanto mas amplio que el que se construy6 para la

media condicional en el problema 14.10, puesto que en esta aplicacion el intervalo se refiere a un valor individual,
y no a una media.

ANALISIS DE CORRELACION

14.12 Para los datos de distancia y tiempo de entrega, el procedimiento de muestreo que se describe en el problema 14.1
indica que ambas variables son, de hecho, variables aleatorias. Si, ademas, se asume una distribucién normal
bivariada para la poblaciéon e iguales varianzas condicionales para cada variable, entonces se puede aplicar el
analisis de correlacion a los datos muestrales. Utilizando los datos que se calcularon en el problema 14.2, calcule
el coeficiente de determinacion para los datos muestrales (ignore el sesgo de este coeficiente).

e PaE VB IXY - n¥?
L1 -n¥*
CARLIXTEED | IR0 E 3 - (0] (2855

9075 — (1000255

1, B3
- —th)e1 = 0.9
135258
Por ello, como estimador puntual, puede concluirse que aproximadamente el 91 % de la varianza del tiempo
de entrega queda estadisticamente explicada por la distancia del viaje. Ademas, considerando la distancia de los
viajes, puede concluirse también que sélo el 9% de la varianza permanece sin explicacion.

14.13 Para los datos de distancia y de tiempo de entrega (a) calcule el coeficiente de correlacion, con respecto al coeficiente

de determinacion del problema 14.12, y (b) determine el coeficiente de correlacion utilizando la formula abreviada
alternativa parar.

(a) =1 =BG = < (Y535 = HEYS

El valor positivo de la correlacion se basa en que la pendiente by de la linea de regresion es positiva, tal como
se calculo en el problema 14.2.

() re .. MEXV XXXV _ L1626 3T - (7 £2000 28,51
SrEXT YRS REYE Y VR GUEDCT 104 30— 1T A2 T 149 TR - {2H.5)F
dfy 53l 44 530

e .= — oI~ MUY = 18
(3 MIZEHLZAR 1ARI0T) Y 03566

Los dos valores son iguales, excepto por una ligera diferencia debida a redondeo.
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14.14 Para los datos de distancia y de tiempo de entrega, (a) calcule la covarianza muestral, y (b) convierta el valor de la
covarianza en el coeficiente de variacion. Compare su respuesta al inciso (b) con las respuestas que se obtuvieron
para el coeficiente de correlacién en el problema 14.13.

X - XY -¥

@ coviX Fi=

L
4 533
= “FINHM (e laTabla 14.4)
cor X, ¥
® -
Syl
LXi-uX-
donde #x = Tl [de la férmula (4.11)]
T L0 300 - L0076y
- -_— . T (de la Tabla 14.2)
1
=+ T4 JG.60 = 179,7455
L¥i—p¥’
i T A ]— [de la formula (4.11)]
~ \'ﬁ'ﬂ.’fﬁ 10(2.8%)°
-1 (de la Tabla 14.2)
— 25T - T4
217 [L94HT = + .45
F— =1 = [LY
31945514340
El coeficiente de correlacion es igual al que se calculé en el problema 14.13.
Tabla 14.4 Calculo de la covarianza
Tiempo de
Embarque Distancia, entrega (Y), _ _
muestreado (X), kilébmetros dias A-X =¥ LTI
1 825 35 63 0.65 40.95
2 215 1.0 -547 -1.85 1011.95
3 1070 4.0 308 1.15 354.20
4 550 2.0 =212 -0.85 180.20
5 480 1.0 -282 -1.85 521.70
6 920 3.0 158 0.15 23.70
7 1 350 4.5 588 1.65 970.20
8 325 1.5 -437 -1.35 589.95
9 670 3.0 -92 0.15 -13.80
10 1215 5.0 453 2.15 973.95
X -762 F=28s L =4 653.00
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14.15 Determine si el valor de la correlacién que se calculd en el problema 14.14 (b) es significativamente distinto de 0, a
un nivel de significacion del 5%.

=0 L
fontica gl =8 a - 005)=12 UK
r (L9445 LR

- T g
Jl—r‘ Jl T AT
n—-1 -1

Como la estadistica de prueba t = + 8.50, se encuentra en una regién de rechazo, se rechaza la hipétesis nula
y se concluye que sf existe una relacion significativa entre la distancia y el tiempo de entrega. Observe que esta
conclusion coincide con la prueba de la hipétesis nula de que fi; = 0, del problema 14.7. La diferencia en los valores
calculados de f en estas dos pruebas se debe al redondeo de valores en calculos previos.

14.16 Se encuentra que el coeficiente de correlacion entre los ingresos y los montos de la deudas pendientes a corto plazo
es de r= +0.50, para una muestra de n=10 personas a las que una institucion financiera otorgd un préstamo.

(@) Pruebe la hipdtesis de que no existe correlacion entre esas dos variables, en toda la poblacion de personas que
obtienen préstamos, utilizando el nivel de significaciéon del 5%.

(b) Interprete el significado del coeficiente de correlaciéon que se calculd.
(@) Hu: g -0 H:-mr 0
fomtica (g~ 10 - 2 =% o= 0030 = £ 2 4%
.5 _ 0=

r
r= = = =
. \{1 A \/1 (05 006
n-2 [

Como la estadistica f calculada de +1.634 no se encuentra en una regién de rechazo, no es posible rechazar
la hipdtesis nula 'y se continlia aceptando la suposicion de que no existe relacién entre las dos variables. Puede
pensarse que la relacién que se observa en la muestra se debe al azar, con un nivel de significancia del 5%.

+1.634

(b) Con base en el coeficiente de correlacion de r =+ 0.50, podria tenerse la tentacién de concluir que, como - 0.25,
aproximadamente de 25% de ta varianza de las deudas a corto plazo se explica estadisticamente por la cantidad
de ingreso por hogar. Sin embargo, como no se rechazo la hipétesis nula en la parte (a), una interpretacién mas
apropiada diria que nada de la varianza de Y esta asociada con cambios en X. De esta manera, es apropiado
considerar la interpretacion de 7 solo si se rechaza la hipétesis nula de que no existe relacion.

RESULTADOS POR COMPUTADORA

14.17 Utilice algun programa de computacién para realizar los andlisis de regresion y correlacién para los datos de distancia
y tiempo de entrega de la Tabla 14.2. Compare los resultados especificos con los que se obtuvieron en los célculos
manuales de los ejercicios anteriores.

Los datos de entrada y los resultados de la computadora se presentan en la figura 14-6.
Se identifican los siguientes elementos en los resultados:

(1) Eldiagrama de dispersion, que corresponde al diagrama que se prepar6 en forma manual en la grafica 14-3,
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La ecuacién de regresién, que corresponde a la solucién del problema 14.2, excepto por el efecto del redondeo
de valores en los calculos manuales.

La grafica de residuales, que corresponde a la gréafica que se preparé en forma manual en la figura 14-5.

El tiempo estimado de entrega para un embarque de 1000 kildmetros que corresponde a la solucién del
problema 14.4.

El error estandar del estimador, que corresponde a la solucion del problema 14.6.

La prueba t para la hipétesis nula, Hp: @4 =0, que corresponde a la solucién del problema 14.7

El intervalo de confianza del 95% para el tiempo de entrega promedio de todos los embarques de 1000
kildbmetros que corresponde a la solucién del problema 14.10.

El intervalo de prediccion del 95% para el tiempo de entrega de un embarque especifico a 1000 kilémetros,
que corresponde a la solucién del problema 14.11.

El coeficiente de determinacion entre el tiempo de entrega y la distancia, que corresponde a la solucién del
problema 14.12.

El coeficiente de correlacion entre el tiempo de entrega y la distancia, que corresponde a la solucion del
problema 14.13.

Jq3 La covarianza de la distancia y el tiempo de entrega, que corresponde a la solucion del problema 14.14(a).

oo

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

ANALISIS DE REGRESION LINEAL

14.18 En laTabla 14.5 se presentan datos muestrales sobre el nimero de horas de estudio invertidas por los estudiantes

14.19

14.20

fuera de clase, durante un periodo de tres semanas, para un curso de estadistica de negocios, junto con las
calificaciones que obtuvieron en un examen aplicado al final de ese periodo. Prepare un diagrama de dispersion
para estos datos, y observe si parecen satisfacerse las suposiciones de linealidad y de igualdad de las varianzas
condicionales.

Tabla 14.5 Horas invertidas en estudio, en un curso de estadistica y calificaciones
del examen para una muestra de n =8 estudiantes

Estudiante muestreado 1 2 3 4 5 6 7 8

Horas de estudio (X) 20 | 16 | 34 | 23 | 27 | 32| 18 | 22

Calificacion en el examen (Y) 64 | 61 | 8 | 70 88 | 92 | 72 | 77

Resp. Con base en el diagrama de dispersidn, parece que las suposiciones de linealidad y de igualdad de varianzas
condicionales se satisfacen razonablemente.

Determine la recta de regresion por minimos cuadrados para los datos de la Tabla 14.5, y trace la recta sobre la
grafica que se construy6 en el problema 14.18.

Resp. ¥=2]-1HX

Determine los residuales y construya una grafica de residuales con los valores ajustados de los datos de la tabla

14.5, utilizando la ecuacién de regresion que se elaboré en el problema 14.19. Compare la grafica de residuales con
el diagrama de dispersion que se elaboré en el problema 14.18.



MTB > NAME Cl = 'DISTANCE', C2 = 'DELTIME'
MTB > READ 'DISTANCE', 'DELTIME'

DATA > 825 3.5
DATA > 215 1.0
DATA > 1070 4.0
DATA > 550 2.0
DATA > 480 1.0
DATA > 920 3.0
DATA > 1350 4.5
DATA > 325 1.5
DATA > 670 3.0
DATA > 1215 5.0

DATA > END
MTB > PLOT 'DELTIME' VS. 'DISTANCE'

A O+
- *
DELTIME -
- *
3. B+ u
- L | L
=R
ar "
- *
1.8+
- o L ]
250 500 750 1000 1250

MTB > REGRESS 'DELTIME' USING 1 PREDICTOR 'DISTANCE', C3, PUT FITS IN C4;
SUBO RESIDUPLS IN C5;
SUBO PREDICT 1000.

@The regression equation is
DELTIME = 0.118 + 0.00353 DISTANCE

Predictor Coef Stdev e—rat io
Constant 0.1181 0.3551 a. 33
DISTANCE 0.00935651 0.0004214 @_ﬁﬂaﬁi

:'= = @, AChd f—eg = 99.0% R-sg(adj) = 88.8%
Analysis of Variance ‘E)
SOURCE DF SS MS
Regression 1 16.882 16.682
Error 8 1.843 0.230
Total 9 18.525

Fig. (14.6) Resultado de Minitab (las partes numeradas se definen en la solucién para el problema 14.17).
(Continda en la p. 296)
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Fit Stdew.Fit ow C.I. . g5 0. 1.
2. T3 a.i1agz 1 3. 20k, 4. 123) ‘,1 2.519, &. BAQTH
MTB > NAME C4 = 'ESTIMATE', C5 = 'RESIDUAL'
MTB > PLOT 'RESIDUAL' VS. 'ESTIMATE'
a— E 3
- #*
0. 40+ *
RESIDUAL- #*
#* #*

@ 0. 00+ .

— — : : +—— +====ESTIMATE
B, 80 1.E@ 2. %d S 2 §. e b, B3

MTB > CORRELATION OF 'DISTANCE' AND 'DELTIME'

Correlation of DISTANCE and DELTIME = 0.949

MTB > COVARIANCE OF 'DISTANCE' AND 'DELTIME'
DISTANCE DELTIME

DISTANCE _ 144806.62
DELTIME @—\-517.00 2.06

Fig. (14.6) (Continuacion).

14.21 Calcule el error estandar del estimador para los datos de la Tabla 14.5, utilizando los residuales que se determinaron
en el problema 14.20.

Resp. Syx = 6.16

14.22 Paralainformacion muestral que se presento en el problema 14.18, (a) pruebe la hipétesis nula de que la pendiente
de la recta de regresion es 0, utilizando el nivel de significancia del 1 %, e interprete el resultado de esta prueba; (b)
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repita la prueba para la hipétesis nula de que el verdadero coeficiente de regresion es igual o menor que cero,
utilizando el nivel de significancia del 1 %.

Resp. (a) Rechazar Hy y concluir que existe una relacion significativa, (b) Rechazar Hy y concluir que existe una
relacion positiva significativa.

14.23 Utilice la ecuacion de regresion que se determiné en el problema 14.19 para estimar la calificacion de un estudiante
que dedico 30 horas al estudio de la materia.
Resp. Y=85

14.24 Con referencia a los problemas 14.21 y 14.23, construya el intervalo de confianza del 90% para estimar la calificacion
promedio de los estudiantes que dedicaron 30 horas a preparar el curso.
Resp. 79.02 2 90.98.

14.25 Con referencia a los problemas anteriores, construya el intervalo de prediccion del 90% para las calificaciones de
un estudiante individual que dedicé 30 horas a la preparacién del curso.

Resp. 71.59 a 98.41
14.26 En la Tabla 14.6 se presentan datos que relacionan el nimero de semanas de experiencia en un trabajo de instalacion

de cables de componentes electronicos en miniatura, y el nimero de componentes que se rechazaron la semana
anterior, para 12 trabajadores seleccionados al azar. Trace estos datos muestrales en un diagrama de dispersion.

Tabla 14.6 Semanas de experiencia y numero de componentes rechazados durante una semana
muestreada para 12 trabajadores de ensamble

Trabajador

muestreado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Semanas de

experiencia (X) 7 9 6 14 8 12 10 4 2 11 1 8
Numero de

rechazos () 26 20 28 16 23 18 24 26 38 22 32 25

14.27 De la Tabla 14.6, determine la ecuacién de regresion para justificar el numero de componentes rechazados, dado
un numero especifico de semanas de experiencia, y grafique la recta de regresion sobre el diagrama de dispersion.
Comente la naturaleza de la relacion, segun sefiala la ecuacién de regresion.

Resp. ¥=35.57- 140X

14.28 Pruebe la hipétesis nula de que no existe relacion entre las variables de la Tabla 14.6, y que la pendiente de la recta
poblacional de regresion es cero, utilizando un nivel de significancia del 5% para esta prueba.

Resp. Rechazar H, y concluir que existe una relacion.

14.29 Para la informacién muestral de los problemas 14.26 y 14.27, construya un Intervalo de confianza del 95% para
estimar el valor del coeficiente poblacional de regresion 4, e interprete el valor de este coeficiente.

Resp. -1.85a-0.95
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14.30 Al utilizar la ecuacion de regresion que se elabord en el problema 14.27, estime el nimero de componentes
rechazados para un empleado con tres semanas de experiencia en el empleo.

Resp. tu3137

14.31 Al continuar con el problema 14.30, construya el intervalo de confianza del 95% para estimar el nimero promedio
de rechazos para empleados que tienen tres semanas de experiencia en la operacion.
Resp. 28.74 a 34.00

14.32 Con referencia a los problemas 14.30 y 14.31, construya el intervalo de prediccion del 95% para el numero de
componentes rechazados correspondiente a un empleado con tres semanas de experiencia en el empleo.

Resp. 25.09 a 37.65

ANALISIS DE CORRELACION

14.33 Calcule el coeficiente de determinacién y el coeficiente de correlacién para los datos de la Tabla 14.5, que se
analizaron en los problemas 14.18 a 14.25, aprovechando el hecho de que en el problema 14.19 se calcularon los
valores de b y by para la ecuacién de regresion. Interprete los coeficientes dados.

Resp. #=0.7449 & 0.74,r=+0.863 & +0.86

14.34 Para el valor muestral que se determiné en el problema 14.33, pruebe la hipétesis nula de que (@)p=0y (b)p = O,
utilizando el nivel de significancia del 1 %, con respecto a cada prueba. Interprete sus resultados.

Resp. (a) Rechazar H , y concluir que existe una relacion significativa, (b) Rechazar H; y concluir que existe una
relacion positiva significativa.

14.35 Para los datos de la Tabla 14.5, (a) calcule la covarianza muestral, y (b) convierta esta covarlanza en coeficiente de
correlacion. Compare su respuesta a (b) con el coeficiente de correlacion que se obtuvo en el problema 14.33.

Resp. (a) cov(x, y) =+ 62.86, (b)r=+0.8622 = +0.86

14.36 Para los datos muestrales que se reportan en la Tabla 14.6, y que se analizan en los problemas 14.26 a 14.32, determine
el valor del coeficiente de correlacion utilizando la formula que no se basa en el uso de los valores b, y b, de la recta
estimada de regresion. Interprete el significado de este valor calculando el coeficiente de determinacion.

Resp. r=-0.908 ® -0.91, I = 0.8245 % 0.82

RESULTADOS POR COMPUTADORA

14.37 Utilice alguin programa de computacion para realizar los analisis de regresion y correlacion de los datos que aparecen
en la Tabla 14.6. Como parte de los resultados, incluya un diagrama de dispersion, el calculo de la ecuacion de
regresion, el intervalo de confianza del 95% para el nimero promedio de rechazos correspondiente a empleados
con tres semanas de experiencia, el intervalo de prediccion del 95% para un empleado individual que tiene 3 semanas
de experiencia y el coeficiente de correlacion muestral. Compare los resultados de la computadora con los que se
obtuvieron mediante los célculos manuales en los ejercicios anteriores.

Resp. Excepto por diferencias pequefias debidas a redondeo, los resultados son iguales a los que se obtuvieron
mediante los calculos manuales.
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correlacion multiple

15.1 OBJETIVOS Y SUPOSICIONES DEL ANALISIS DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

El analisis de regresion multiple es una extension del andlisis de regresion simple, segun se describe en el capitulo 14, a
aplicaciones que implican dos o mas variables independientes para estimar el valor de la variable dependiente. En el caso
de dos variables independientes, que se denotan con X 4 y X5, el modelo algebraico lineal es

V=t BX Xt (15.1)

Las definiciones de los términos anteriores son equivalentes a las definiciones que se dieron en la seccion 14.3 para
el analisis de regresion simple, excepto que en este caso existe mas de una variable dependiente. Con base en los datos
muestrales, la ecuacion de regresion lineal para el caso de dos variables independientes es

-

Y=l b B X, +b.X; (15.2)

(Nota: en algunos libros de texto y en algunos programas de computacién se designa a la variable dependiente X;;
entonces, las diversas variables independientes se identifican en forma secuencial comenzando con X».)

La ecuacién de regresion simple identifica la mejor linea de ajuste con base en el método de minimos cuadrados, segun
se describe en la seccion 14.3. En el caso del analisis de la regresion mudltiple, la linea del mejor ajuste es un hiperplano en
el espacio n-dimensional (espacio tridimensional en el caso de dos variables independientes). Los calculos que se requieren
para determinar los valores de los estimadores de los parametros para la ecuacion de regresion multiple y los correspon-
dientes valores del error estandar son complicados y, por lo general, implican algebra de matrices. Sin embargo, hay muchos
paquetes de computacion disponibles para llevar a cabo esos calculos, y los problemas resueltos del final de este capitulo
utilizan esos programas. Algunos libros de texto especializados en el analisis de regresion y correlacién incluyen descrip-
ciones matematicas completas de los andlisis que se llevan a cabo.

Las suposiciones para el andlisis de regresion lineal multiple son similares a las del caso simple que implica una sola
variable independiente. Para las estimaciones puntuales, las suposiciones principales son que: (1) la variable dependiente
es una variable aleatoria, pero no es necesario que las variables independientes sean variables aleatorias; (2) la relacion
entre las diversas variables independientes y la variable dependiente es lineal; y (3) las varianzas de las distribuciones
condicionales de la variable dependiente, dadas diversas combinaciones de valores de las variables independientes, son
todas iguales (homoscedasticidad). Para la estimacién por intervalos, una suposicién adicional es que (4) las distribuciones
condicionales para la variable dependiente tienen distribucion de probabilidad normal.

15.2 CONCEPTOS ADICIONALES EN EL ANALISIS DE REGRESION MULTIPLE

La Constante (en la ecuacion de regresion): aunque tanto by, como los diversos valores b; son todos estimaciones de
parametros en la ecuacion de regresion, en la mayoria de los listados de computacion, el término "constante" se refiere al
valor de la ordenada al origen, by. En analisis de regresién multiple, éste es el valor de la ecuacion de regresion que
corresponde a la variable dependiente Y, cuando todas las variables independientes son iguales a cero.
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Coeficiente de regresion parcial (o coeficiente neto de regresion): de hecho, cada uno de los coeficientes de regresion
b; es un coeficiente de regresion parcial. Un coeficiente de regresion parcial es el coeficiente condicional dado que se incluyen
también en la ecuacién una o mas de las otras variables independientes (y sus coeficientes). En términos conceptuales, un
coeficiente parcial de regresion representa la pendiente de la linea de regresion entre la variable independiente de interés,
y la variable dependiente dado que las otras variables independientes se incluyen en el modelo y "se mantienen constantes".
El simbolo by, > (0 b1z, 3 cuando la variable dependiente se designa mediante X4), es el coeficiente parcial de regresion para
la primera variable independiente, dado que también se incluye en la ecuacion de regresidon una segunda variable
independiente. Por sencillez, cuando se presenta la ecuacion de regresidon completa, a este coeficiente se le designa por lo
general como b.

Uso de la prueba F. Como se describe en la seccion 15.5, el analisis de varianza se utiliza en analisis de regresion
para probar la significancia del modelo global, antes de considerar la significaciéon de variables independientes individuales.

Uso de pruebas t: Tal como se muestra en la seccion de problemas resueltos al final del capitulo, las pruebas t se
utilizan para determinar si el coeficiente parcial de regresion de cada variable independiente representa una contribucién
significativa al modelo global.

Intervalo de confianza para la media condicional: En el problema 15.9 se ilustra la determinacién de estos intervalos
de confianza. La férmula para el intervalo de confianza es (en donde el error estandar de la media condicional para dos
variables independientes se designa mediante s ¥ jzl-

ffy L By (15.3)

Intervalos de prediccién: El intervalo de prediccidon para estimar el valor de una observacion individual de la variable
dependiente, dados los valores de diversas variables independientes, es similar al intervalo de prediccion en analisis de
regresién simple, segun se describe en la seccion 14.8. En el problema 15.10 se ilustra el calculo de uno de esos intervalos.
La féormula general para el intervalo de prediccién es

f’ L rj'lf' (siguiente) (] 3. 4)

Anélisis de regresion por pasos: En el analisis de regresion por pasos hacia adelante, se afiade al modelo una variable
independiente en cada uno de los pasos o etapas de seleccién de esas variables. En el analisis de regresion por pasos hacia
atras, se comienzaincluyendo en el modelo todas las variables pertinentes y, después (posiblemente), se elimina una variable
en cada paso. Existen dos enfoques, de entre varios disponibles, para elegir los modelos y el analisis de regresiéon multiple.
Existen varios programas de computacion para realizar el andlisis de regresion hacia adelante o hacia atras. En los problemas
resueltos del final del capitulo se utiliza un procedimiento por pasos hacia atras.

15.3 EL USO DE VARIABLES INDICADORAS (FICTICIAS)

Aunque el modelo de regresion lineal se basa en que las variables independientes se encuentran en una escala
cuantitativa de medicion, es posible incluir variables cualitativas (categéricas) en los modelos de regresion multiple. Algunos
ejemplos de esas variables son el sexo de un empleado en un estudio de niveles de sueldo y los cédigos de ubicacion en
un modelo de evaluacion de bienes raices.

Las variables indicadoras utilizan el cédigo binario, 0,1. Se utiliza k para designar el nimero de categorias que existen
para la variable cualitativa, y se requieren k -1 variables indicadoras para codificar la variable cualitativa. Por ello, el sexo
de un empleado puede codificarse mediante una variable indicadora, porque k = 2 en este casoy 2 - 1 = 1. El sistema de
codificacion puede ser, entonces, 0 = mujery 1 = hombre (o viceversa). Para un modelo de evaluacién de bienes raices en
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el que existen tres tipos de ubicaciones, identificadas como A, By C, k =3y, por lo tanto, se requieren 3 - 1 = 2 variables
indicadoras. Estas podrian codificarse de la siguiente manera, suponiendo que existen otras dos variables independientes
incluidas en el modelo, X4 y X:.

Ubicacion X 3 X, 4
A 0 0
B 1 0
C 0 1

(Nota: En el esquema binario de codificacion que se ilustra en el parrafo anterior, no puede haber mas de un"1" en
cada renglon, y debe haber exactamente un " 1" en cada columna.)

La dificultad que se presenta con las variables cualitativas que tienen mas de dos categorias, es que se utiliza mas de
una variable indicadora para representar la misma variable cualitativa. En especifico, las variables indicadoras X; y X4
presentadas antes, si se toman yuntas, representan una variable de ubicacién. En la regresion por pasos surge la cuestion
de si se deben, y como, seleccionar en forma apropiada esas variables indicadoras, de manera individual, para incluirlas en
el modelo, si resulta que son parte de un conjunto de ellas que se utilizaron para codificar una variable cualitativa. Este tema
se trata en libros avanzados sobre analisis de regresion. Los problemas resueltos dei final del capitulo incluyen la
consideracion de una variable cualitativa con dos categorias.

15.4 RESIDUALES Y GRAFICAS DE RESIDUALES

Tal como se definié en el capitulo 14.4, en andlisis de regresion un residual es

e=Y-¥ (15.5)

En la seccion 14.4, se defini6 la grafica de residuales como una grafica de los residuales e con respecto a la variable
independiente X, o con respecto al valor ajustado ¥. En el analisis de regresion simple, puede utilizarse un diagrama de
dispersion o una grafica de residuales para observar si parecen satisfacerse las suposiciones de linealidad y de igualdad de
varianzas condicionales. Sin embargo, en analisis de regresion multiple, el unico tipo de grafica que permite abordar este
analisis para el modelo global es la grafica de residuales con respecto al valor ajustado ¥, porque ésta es la Unica grafica
bidimensional que puede incluir el uso de varias variables independientes. Si se observa en una de esas graficas que existe
algun problema con respecto a la linealidad o la igualdad de varianzas condicionales, entonces pueden elaborarse gréaficas
individuales de residuales o de dispersion para cada variable independiente del modelo, con el objeto de buscar la fuente
del problema. Los listados de computadora correspondientes a los problemas resueltos incluyen la grafica de residuales
para el modelo global, asi como también las gréaficas de residuales para las variables independientes individuales.

15.5 ANALISIS DE VARIANZA EN REGRESION LINEAL

Tal como se indicaba en la seccion 15.2, se utilizan las pruebas F para probar la significancia del modelo global. Es decir,
se les utiliza para probar la hipétesis nula de que no existe relacién en la poblacién, entre las (diversas) variables
independientes consideradas como grupo y la variable dependiente. Si existe s6lo una variable dependiente en el modelo
de regresion, entonces la prueba F es equivalente a una prueba t de dos extremos, realizada sobre la pendiente b4. Por ello,
en el analisis de regresion simple no se requiere la prueba F. Por claridad, sin embargo, se hace hincapié en el modelo de
regresion simple para explicar el razonamiento que subyace al uso del analisis de varianza. La explicacion se aplica de
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manera similar al caso de la regresion mdltiple, excepto que los valores estimados ' se basan en diversas variables
independientes, en vez de sdlo una.

Y T

(v ¥)
- (-1

X
Fig. 15-1

Observe el diagrama de dispersion de la figura 15-t. Si no existe efecto de regresion en la poblacion, entonces la linea
¥ difiere de la linea Y simplemente por azar. Se sigue que el estimador de la varianza basado en las diferencias -"r ¥ique
se denomina cuadrado medio de regresion, (CMR) seria diferente de la varianza estimada con base en los residuales
(Y - ¥ que se denomina cuadrado medio del error (CME), sélo por cuestiones aleatorias. Por otro lado, si existe efecto de
regresion, entonces el cuadrado medio de regresion se ve aumentado, en comparacion con el cuadrado medio del error.
En la Tabla 15.1 se presenta el formato estandar de las tablas de analisis de varianza que se utilizan para probar la
significancia a un efecto global de regresion. Los grados de libertad k asociados con el CMR de la tabla son el nimero de

variables independientes que aparecen en la ecuacion de regresién multiple. Tal como se muestra en la tabla, la estadistica
de prueba es:

CHR
CHE
(15.6)

En los problemas 15.1 y 15.3 se ilustra el uso de la prueba F en andlisis de regresién multiple.

Tabla 15.1 Tabla de analisis de varianza para comprobar la significancia del efecto de regresion

Grados de Suma de cuadrados Cociente
Fuente de variacion libertad (gl) (SC) Cuadrado medio (CM) F
Regresion (R) k SCR SCR oA
CHR-— F-twE
Error de muestreo (E) n-k-1 SCE Y] _SCE
r-k-1
Total (T) n-l SCT
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15.6 OBJETIVOS Y SUPOSICIONES DEL ANALISIS DE CORRELACION MULTIPLE

El analisis de correlacion multiple es una extension del andlisis de correlacién simple (que se describié en el capitulo 14), a
situaciones que implican dos o mas variables independientes y su grado de asociacion con la variable dependiente. Al igual
que en el analisis de regresién multiple que se describe en la seccién 15.1, la variable dependiente se designa mediante Y,
en tanto que las diversas variables independientes se designan en forma secuencial comenzando con X;. (Nota: en algunos
libros de texto y programas de computacidn, a la variable dependiente se le designa mediante X4, en cuyo caso las variables
independientes se designan en forma secuencial comenzando con X5.)

El coeficiente de correlacion miltiple, que se designa mediante Ry.4z para el caso de dos variables independientes,
muestra la medida de la relacién entre dos variables independientes consideradas como grupo, y la variable dependiente.
Como es posible que una de las variables Independientes tenga una relacién positiva con la dependiente, al mismo tiempo
que la otra puede tener una relacion negativa con lavariable dependiente, todos los valores de R que se reportan son valores
absolutos, sin signo algebraico. El problema 15.12 incluye el calculo de un coeficiente de correlacién multiple y la prueba de
significancia de ese coeficiente.

El coeficiente de determinacion multiple se representa mediante & a para el caso de dos variables independientes.
Siendo su interpretacion similar a la del coeficiente de determinacion simple (seccidén 14.10), éste indica la proporcion de
varianza de la variable dependiente que queda estadisticamente explicada al conocer las dos (o mas) variables inde-
pendientes. El coeficiente de determinacién multiple muestra! para el caso de dos variables independientes es

it

A
Ri==1- __1'” (15.7)
Fy

La férmula (715.7) es equivalente a la féormula (74.20) del andlisis de regresion simple, y se presenta con propositos
conceptuales, mas que para su aplicacion en calculos. Como en este capitulo se utilizan programas de computacion para
los andlisis de regresion y correlacion multiples, no se incluyen los procedimientos de calculo. En el problema 15.12 se
considera un coeficiente de determinacion multiple incluido en los listados de la computadora, y su interpretacion.

Las suposiciones del analisis de correlacion multiple son similares a las que se aplican al caso simple con una sola
variable independiente. Estas suposiciones son: (1) todas las variables implicadas en el analisis son variables aleatorias,
(2) todas las relaciones son lineales, (3) las varianzas condicionales son todas iguales (homoscedasticidad) y (4) las
distribuciones condicionales son todas normales. Estos requerimientos son bastante exigentes y rara vez se satisfacen por
completo en situaciones reales. Sin embargo, el analisis de correlacién multiple es bastante robusto porque permite violar
algunas de estas suposiciones, en particular la que se refiere a que todas las distribuciones condicionales son normales, sin
que se tengan consecuencias serias sobre la validez de los resultados.

15.7 CONCEPTOS ADICIONALES EN EL ANALISIS DE CORRELACION MULTIPLE

Ademas del coeficiente de correlacion multiple y del coeficiente de determinacion multiple que se describieron en la seccién
anterior, los siguientes conceptos o procedimientos son Unicos para el analisis de correlaciéon multiple.

Coeficiente de correlacion parcial: Indica la correlacion entre una de las variables independientes en el analisis de
correlaciéon multiple, y la variable dependiente, manteniendo la otra u otras variables independientes estadisticamente
constantes. La correlacién parcial con la primera de las dos variables independientes se designaria mediante ryq 2 en tanto
que la correlaciéon parcial con la segunda de las variables independientes se designaria mediante ryp4- (Si la variable
dependiente se designa mediante X4, entonces estos dos coeficientes se designarian mediante fiz3 y 11 respectiva-
mente.) El valorde la correlacion parcial difiere del valor de la correlacién simple porque en este ultimo caso, no se controlan
estadisticamente las otras variables independientes.

Coeficiente de determinacién parcial: Este es el cuadrado del valor del coeficiente de correlacién parcial que se
describié en el parrafo anterior. Este coeficiente indica la proporcion de varianza que queda estadisticamente explicada por
una variable independiente especifica, manteniendo la otra o las otras variables independientes constantes en términos
estadisticos.
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15.8 FALLAS Y LIMITACIONES ASOCIADOS CON LOS ANALISIS MULTIPLES
DE REGRESION Y CORRELACION

Dos areas importantes de dificultad son las que se refieren a la colinealidad y a la autocorrelacion. Enseguida se describen
en forma breve. En libros especializados en analisis de regresion y correlacion pueden encontrarse revisiones detalladas
de estos problemas y de lo que puede hacerse para resolverlos.

Colinealidad o (Multicolinealidad): Cuando las variables independientes de un analisis de regresion mdltiple estan muy
correlacionadas entre si, los coeficientes de regresién parcial (o neta) son poco confiables en términos de significado. De
manera similar, puede resultar cuestionable el significado practico de los coeficientes de la correlacion parcial. Por ejemplo,
es posible que la correlacion parcial para una variable independiente determinada sea extremadamente negativa, aun cuando
la correlacion simple sea altamente positiva. Por ello, en general, debe tenerse cuidado al interpretar los coeficientes de
regresion parcial y los de correlaciéon parcial, cuando existen variables independientes que tienen una correlacion positiva
0 negativa extrema entre si.

Autocorrelacion: Se refiere a la falta de independencia de la variable dependiente Y en el muestreo. Es probable que
se presente esta situacion cuando los valores y correspondan a series de tiempo, en cuyo caso el valor de la variable
dependiente de un periodo casi siempre esta relacionada con los valores de periodos subsecuentes. En estos casos, se
subestima el error estandar de cada uno de los coeficientes de regresion parcial b; al igual que se subestima el error estandar
del estimador. Esto da como resultado que las predicciones o intervalos de confianza sean mas estrechos (mas precisos)
de lo que deberian, y con demasiada frecuencia se rechazan las hipétesis nulas sobre la ausencia de relacion.

15.9 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Los problemas resueltos al final de este capitulo hacen todos ellos referencia al andlisis de Minitab que se presenta en la
figura 15-2 y que se aplico a los datos de la Tabla 15.2. Tal como se ilustra en los problemas, se utiliza un procedimiento por
pasos hacia atras (véase la seccion 15.2). Sin embargo, en vez de utilizar el procedimiento automatico por pasos hacia atras
disponible en Minitab, se utilizan "comandos" de regresién en cada paso con el objeto de hacer resaltar la Iogica del
procedimiento, y el criterio que se utiliza para decidir la inclusion de las variables independientes en el modelo de regresién
multiple.

MTB > NAME Cl = 'SALARY' , C2 = 'EXPER', c3 = 'EDUC, C4 = 'SEX'
MTB > READ 'SALARY', 'EXPER', 'EDUC, 'SEX'
DATA > 34900 5.5 4.0 0

DATA > 40500 9.0 4.0 1

DATA > 38900 4.0 5.0 0

DATA > 39000 8.0 4.0 1

DATA > 37500 9.5 5.0 1

DATA > 35500 3.0 4.0 0

DATA > 36000 7.0 3.0 0

DATA > 32700 1.5 4.5 0

DATA > 45000 8.5 5.0 1

DATA > 40000 7.5 6.0 0

DATA > 36000 9.5 2.0 1

DATA > 33600 6.0 2.0 0

DATA > 35000 2.5 4.0 1

DATA > 32500 1.5 4.5 1

DATA > END

MTB > REGRESS Cl ON 3 PREDICTORS C2-C4

The regression equation is
SALARY = 25495 + 802 EXPER + 1596 EDUC + 383 SEX

Fig. 15-2 Listado de Minitab (las etiquetas numeradas son las que se identifican en las soluciones.)



Predictor Coef Srdey t-ratio

Constant 25495 coiad 9.07

EXPER 801.6 2Z8. 5 3.51

EDUC 1595.7 HER. & 2.85

SEX 383 1287 0.30 q..@

s = 2252 R-sq = 67.5% R-sqg(adj) = 57.8%

Analysis of Variance

SOURCE DF SS MS L

Regression 3 105309888 35103896 LAz

Error 10 50702240 5070224

Total 13 156012128

SOURCE DF SEQ SS

EXPER 1 6328147E

EDUC 1 41580688

SEX 1 447733

Unusual Observations

Obs. EXPER SALARY Fit Stdev.Fit Residual
5 9.50 37500 41472 1193 -3972
9 8.50 45000 40670 1084 4330

R denotes an obs. with a large st. resid.

MTB > REGRESS Cl ON 2 PREDICTORS C2-C3, C5, PUT FITS

SUBC> RESIDUALS IN C7;
SUBC> PREDICT 5.5 4.0.

@The regression equation is

SALARY = 25511 + 826 EXPER + 1604 EDUC

Predictor Coef Stdev trratice

Constant 25511 2690 3. 48

EXPER 825.7 204.6 4. @4 (,

EDUC 1603.7 536.3 2. 99

s = 2156 R-sqg = 67.2% R-sg(adj) = 61.3%

Analysis of Variance

SOURCE DF SS MS

Regression 2 104862160 5E431072

Error 11 51149968 4649997

Total 13 156012128

SOURCE DF SEQ SS

EXPER 1 63281472

EDUC 1 41580688

Unusual Observations

Obs. EXPER SALARY Fit Stdev.Fit Residual
5 9.50 37500 41374 1098 -3874
9 8.50 45000 40548 961 4452

R denotes an obs. with a large st. resid.

St. Resid
-2. 08R
2. 19R

IN C6;

St.Resid
-2.09R
2. 31R

Flg. 15-2 (continuacion)
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Fit GDGhidew.Fat 95% C. I. 95% P. I.
36467 585 ' 35180, 37755) wh 31548, 41386)
MTB > NAME C6 = 'ESTIMATE', C7 = 'RESIDUAL'

MTB > PLOT 'RESIDUAL' VS. 'ESTIMATE'

- »
RESIDUAL-

2500+

- *

—_—t - e — e L o - r——— +

t ————-ESTIMATE
34500 36000 37500 39000 40500

MTB > PLOT 'RESIDUAL' VS. 'EXPER'

- "
RESIDUAL-

2500+
- ¥
- * *
- *

+ } } 4 —EXPER
1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0

Fig. 15-2 (continuacion)
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MTB > PLOT 'RESIDUAL' VS. 'EDUC

*
RESIDUAL—
2500+
- *
- 3
- L |
0+ * *
- L ]
- [ 2
-2500+
- L
2.40 3.20 4.00 - 4.80 5. 60

MTB > CORRELATION FOR Cl-C4

SALARY EXPER EDUC
EXPER 0.637
EDUC 0.432 -0.126
SEX 0.297 0.352 0. 000

Ffg. 15-2 (continuacién)

Tabla 15.2 Salarios diarios para una muestra de supervisores

Afos de
educacion
Persona Salario Afios de después de la
muestreada diario (7) experiencia (X;) | secundaria (X;) Sexo (X3)
1 $34 900 55 4.0 F
2 40 500 9.0 4.0 M
3 38 900 4.0 5.0 F
4 39 900 8.0 4.0 M
6 30 4.0 F
7 35 500 7.0 3.0 F
8 36 000 15 4.5 F
9 32 700 8.5 50 M
10 45 000 75 6.0 F
11 40 000 9.5 2.0 M
12 36 000 6.0 2.0 F
14 35 000 15 45 M
32 500

307

EDUC
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Problemas resueltos

En la Tabla 15.2 se reportan datos de sueldos diarios para una muestra aleatoria de n = 14 supervisores, de una poblacion
grande. En lafigura 15-2 se presenta el andlisis de Minitab que sirve de base para las soluciones de los problemas resueltos
que aparecen enseguida.

15.2

15.4

Con los resultados correspondientes al primer comando de regresion de la figura 15-2 (identificado mmn 2% y para
el caso en el que se incluyen en el modelo las tres variables independientes), pruebe la hipétesis nula de que existe
un efecto significativo de regresion, utilizando el 5% como nivel de significancia.

La F critica (3,10, 0.05) = 3.71. Como la estadistica de prueba calculada es F = 6.92 (identificada con & en
el listado), se rechaza la hipétesis nula de que no existe efecto de regresién. Se concluye que &f existe una relacién
en la poblacién, entre las tres variables independientes en conjunto y la variable dependiente de salarios.

Debe observarse que con este programa de computacion es necesario calcular la estadistica F en forma
manual.

Al continuar con el problema 15.1, identifique el coeficiente de regresion parcial que tiene la estadistica t menor y
determine si la contribucién de esa variable al modelo es significativa, a un nivel del 5%.

Debe observarse que los grados de libertad para la prueba t son los mismos que para el CME del analisis de
varianza y son iguales al tamafio de la muestra menos el nimero de parametros estimados en la ecuacién de
regresion multiple o, en este caso, g/ = 14 - 4 =10.

La variable para la cual la estadistica t es menor es la variable indicadora del sexo (X3), con ¢t =0.30 (que se
Identifica con fren lafigura 15-2). Como la t critica (10,0.05) = + 2.228, no es posible rechazar la hipétesis nula de
que Il =1. Porello, se concluye que el sexo no contribuye en forma significativa al modelo y se le debe eliminar de
la ecuacion de regresion multiple. Como se analizé en la seccion 15.2, a ese procedimiento de eliminar una variable
a la vez se le denomina andlisis de regresion por pasos hacia atras.

Observe el resultado del segundo comando de regresion de la figura 15-2, que se identifica con el 1!,y que se basa
en el uso de los afos de experiencia y en los afios de educacién como variables independientes, pero sin incluir la
variable indicadora de sexo. Pruebe la hipotesis nula de que no existe efecto de regresion, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

La F critica (2,11,0.05) = 3.98. Como la estadistica F calculada es 11.28 (que se identifica con & en el listado),
se rechaza la hipdtesis nula y se concluye que existe un efecto significativo de regresion.

Al continuar con el problema 15.3, observe cual de los coeficientes parciales de regresion tiene la menor estadistica
t y determine si la contribucion de esa variable al modelo de regresion multiple es significativa a un nivel del 5%.
La variable que tiene la menor estadistica t es educacion (X;), con t =2.99 (se identifica con & enel listado).
Como laf critica (11, 0.05) = +2.201, se rechaza la hipétesis de que I = I a un nivel de significancia del 5%, y se
concluye que esa variable si contribuye en forma significativa al modelo de regresion multiple.
El hecho de que no se elimine ninguna variable en esta etapa del procedimiento por pasos hacia atras significa
que ya se han determinado las variables Independientes que se incluiran en el modelo de regresion multiple.

Con referencia a la grafica de residualgs identificada con un i en la figura 15-2, en la que se trazan los residuales
con respecto a los valores ajustados ¥, determine si los requerimientos de linealidad y de igualdad de varianzas
condicionales parecen satisfacerse.

Parece que si se satisface la suposicion de linealidad. Sin embargo, con respecto a la igualdad de las varianzas
condicionales, parece que éstas tienen valores un tanto mayores que el salario estimado, cuando se rebasa el valor
de $40 000 sobre la escala horizontal de la grafica de residuales.
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REGRESION Y CORRELACION MULTIPLE

Continuando con el problema 15.5, y observando las dos siguientes graficas de residuales de la figura 15-2, comente
sobre el proposito de estudiarlas y sobre los resultados de sus observaciones.

Pueden utilizarse esas graficas individuales para tratar de identificar la fuente de cualquier problema observado
en la grafica de residuales para el modelo global. Las graficas de residuales individuales para afios de experiencia
y afios de educacion son lineales, pero ambas muestran varianzas condicionales mayores cuando se eleva el nimero
de afios, lo cual identifica la fuente de la posible dificultad que se identificé en la solucion del problema 15.5. Aunque
se procede a realizar calculos adicionales en estos problemas resueltos, la posible desigualdad de las varianzas
condicionales serla una consideracion importante al interpretar los intervalos de confianza y de prediccién.

Con referencia a la ecuacidn de regresion multiple que se basa en las dos variables independientes de la figura 15-2
(que se identifican con M@ en el listado, estime el sueldo anual de una persona que tiene 5.5 afios de experiencia y
4.0 anos de educacion posterior a la secundaria.

¥ = by + B4y + gk
= P51 + REG K, + 1EM X
= 25 511 + B26(5.5) + 160440
=4 38 47 (o, del listado de computadora con base en valores menos redondeados durante los calculos,

e identificados con @) en lafigura 15-2, $36 467).

Interprete el significado de los diversos valores bjque se incluyen en la ecuacién de regresion del problema anterior.

La cantidad by = 25 511 es la ordenada al origen, es decir, el punto sobre el eje Y, para el cual X;=0y X; =0.
Literalmente, seria el salario diario estimado para una persona que no tiene ni experiencia ni educacion posterior a
la secundaria. Sin embargo, no existe ese significado practico, porque no se incluyeron esos valores de las variables
independientes en el rango de los valores muestreados.

La cantidad by = 826 indica que, en promedio, a un aumento de un afo en los afios de experiencia le
corresponde un aumento de $826 de salario diario, dado que la variable afios de educacién también se incluye en
el modelo de regresién y, por lo tanto, queda estadisticamente controlada o "constante".

La cantidad &, = 1 604 indica que, en promedio, a un aumento de un afio en los afios de educacion le
corresponde un aumento de $1 604 de salario diario, dado que también se incluye en el modelo de regresién la
variable afios de experiencia.

Con referencia a la porcion apropiada del listado, determine el intervalo de confianza del 95% para el sueldo diario
promedio de todos los elementos de la poblacidn con 5.5 afios de experiencia y 4.0 afios de educacioén posterior a
la secundaria.

95% C.I. = $35180 a $37 775 (identificado con & en el listado)

Con referencia a la porcion pertinente del listado de la figura 15-2, determine el intervalo de prediccion del 95% para
una persona especifica que tiene 5.5 afios de educacién y 4.0 afios de educacion posterior a la secundaria. Compare
este intervalo con el que se obtuvo en el problema 15.9 e interprete el significado de este intervalo de prediccion.

95% P..=$31 548 a$41 386 (identificado con I an el listado)

Tal como se esperaba, este intervalo es mas amplio que el intervalo de confianza del problema 15.9. Un
intervalo de prediccion es un intervalo de probabilidad para un valor individual de Y, en vez de serlo para una media.
El intervalo de prediccion indica que existe una probabilidad de 0.95 que una persona con 5.5 afios de experiencia
y 4.0 afos de educacion posterior a la secundaria obtenga un sueldo diario de entre $31 548 y $41 386.
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15.11 Con referencia a la tabla de correlacion que aparece al final del listado, y que se identifica con @) (@) ¢qué variable
tiene la mayor correlacion con el sueldo diario, y cudl es esa correlacion? (b) ¢Qué otras dos variables, aparte del
salario, tienen la mayor correlacion entre si, y cual es esa correlacion?

(Nota: la significancia de estos coeficientes simples de correlacion se determinaria usando la prueba t que se
describié en la seccién 14.13. De hecho, el Unico valor de correlacion simple de la tabla que es significativo a un
nivel del 5% es el coeficiente de 0.637.)

(a) La mayor correlaciéon se da entre la experiencia y el sueldo, con r =0.637.

(b) La mayor correlaciéon se da entre la experiencia y el sexo, con r = 0.352. Puede observarse en los datos
de entrada para la computadora que el cédigo que se utilizd en la variable indicadora de sexo es: mujer=0y
hombre =1. El hecho de que parezca positiva la correlacion entre la experiencia y el sexo indica que los afios de
experiencia para el cédigo de sexo " 1" (hombre) tiende a ser mayor que los afios de experiencia para el codigo
de sexo "0" (muijer).

15.12 Al tilizar el listado de la figura 15-2, determine el coeficiente de determinacion mdltiple y el coeficiente de correlacion
multiple para el modelo reducido con dos variables independientes. Interprete el coeficiente de determinacién y
sefiale la forma en que podria probarse la significacion del coeficiente de correlacion.

El coeficiente de determinacion muiltiple es R? = 0.675 (sin ajuste para los grados de libertad), y se identifica
con @ en el listado. Esto indica que aproximadamente el 67.5% de la varianza de los sueldos de los analistas
queda estadisticamente explicado por sus afios de experiencia y sus afios de educacién posterior a la secundaria.

El coeficiente de correlacion multiple es A = fEI G = 0.es , que se reporta como valor absoluto. La hipétesis
nula de que este coeficiente poblacional de correlacion mudltiple es igual a 0 se prueba aplicando la prueba F al
modelo correspondiente de regresion multiple del problema 15.3, en el que se rechazé la hipétesis nula de que no
existe relacién entre las variables independientes de experiencia y educacion, consideradas en conjunto, con la
variable dependiente de salario.

Problemas complementarios

En la Tabla 15.3 se reportan los precios de Instalaciones fabriles, con una muestra aleatoria de 30 instalaciones elegidas
al azar, 10 de cada una de 3 subdivisiones. Tal como se observa, ademas de la subdivisién y del precio, se incluyen los
datos de superficie del terreno y la superficie construida. Siendo el precio la variable dependiente, realice un analisis de
regresion por pasos hacia atras utilizando algin programa de computacién. También obtenga una grafica de residuales para
el modelo final de regresion y una matriz de correlacion de todos los coeficientes de correlacion simple, como base para las
soluciones de los problemas complementarios que aparecen enseguida. Utilice el esquema del cddigo binario de la seccion
15.3 para las dos variables indicadoras que se requieren para codificar la subdivisién a la que corresponde cada una de las
instalaciones.

15.13 Obtenga la ecuacién de regresion multiple para estimar el precio de una fabrica con base en las tres variables de
tamario del terreno, superficie construida y ubicacion. Pruebe la significancia del modelo de regresién mltiple a un
nivel del 5%.

Resp. 'I-" = 40462 + 36.0X; + 0.94 X, + 4267 X3 + 26 648X,. El modelo de regresion es significativo al nivel del 5%.
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15.14 Observe cual de las variables tiene el coeficiente de regresién parcial con el menor, valor de la estadisticar, y
determine si la contribucién de esa variable es significativa a un nivel del 5%. (Nota: para la solucién, se adopta la
posicion de que, dado que las dos variables indicadoras representan una variable cualitativa de ubicacion, o se
eliminan ambas o ninguna. Por ello, solo se considerarla el mayor de los dos cocientes i asociados con las variables
indicadoras.)

Resp. Eltamanio del lote tiene el menor valor de la estadistica de prueba (f - 0.44) y se le debe eliminar del modelo.

Tabla 15.3 Precios de instalaciones fabriles en tres subdivisiones

Precio (enmiles Superficie del
Instalacién faoril demillones de Area construida terreno (metros
muestreada pesos) (metros cuadrados) cuadrados) Subdivisién
1 102 200 1500 A 12 000
2 103 950 1200 A 10 000
3 87 900 1200 A 10 000
4 110 000 1600 A 15 000
5 97 000 1400 A 12 000
6 95 700 1200 A 10 000
7 113 600 1600 A 15 000
8 109 600 1500 A 12 000
9 110 800 1500 A 12 000
10 90 600 1300 A 12 000
11 109 000 1600 B 13 000
12 133 000 1900 B 15 000
13 134 000 1800 B 15 000
14 120 300 2000 B 17 000
15 137 000 2000 B 17 000
16 122 400 1700 B 15 000
17 121 700 1800 B 15 000
18 126 000 1900 B 16 000
19 128 000 2000 B 16 000
20 117 500 1600 B 13 000
21 158 700 2400 C 18 000
22 186 800 2600 C 18 000
23 172 400 2300 C 16 000
24 151 200 2200 C 16 000
i 179 100 2800 C 20 000
26 182 300 2700 C 20 000
27 195 850 3000 C 22 000
28 168 000 2400 C 18 000
20 199 400 2500 C 20 000
30 163 000 2400 C 18 000

15.15 Al continuar con el problema 15.14, obtenga la ecuacion de regresion multiple para el modelo reducido y pruebe la
significancia del modelo a un nivel del 5%.

Resp. i = 41 153 + 43.6X; + 4025X; + 24 319X,. El modelo de regresion es significativo al nivel del 5%.
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15.16 Aligual que en el problema 15.14, observe cual de las variables tiene el coeficiente de regresién parcial con el menor

valor reportado de la estadistica f, y determine si la contribucién de esa variable al modelo de regresion multiple es
significativa a un nivel del 5%.

Resp. El menor valor de la estadistica de prueba es para la primera variable indicadora (f = 0.79), el cual se ignora
dada la posicién que se describid en el problema 15.14 con respecto a las variables indicadoras. La siguiente
estadistica de prueba de menor magnitud es la correspondiente a la segunda variable indicadora (t = 2.44) y es
significativa a un nivel del 5%. Por ello, esta variable no debe eliminarse del modelo.

15.17 Observe la grafica de residuales para el modelo de regresion multiple del problema 15.15. ;Se satisfacen las

suposiciones de linealidad e igualdad de varianzas condicionales?

Resp. Las suposiciones se satisfacen en forma razonable. Existe una observacion "aberrante" en la porcién superior
derecha de la gréfica, y debe verificarse su precision en los datos originales para esa instalacion fabril (fabrica nimero
29).

15.18 Utilice el modelo de regresién del problema 15.15 y estime el precio de una fabrica con (a) 1200 metros cuadrados,

15.19

15.20

15.21

15.22

en la subdivision A; (b) 1800 metros cuadrados, en la subdivisién B; y (c) 2400 metros cuadrados en la
subdivisién C.

Resp. (a)$93423, (b) $123583, (c)$ 170 012

Utilice el modelo de regresion del problema 15.15 para determinar el intervalo de confianza del 95% para el precio
promedio condicional de todas las fabricas con (a) 1200 metros cuadrados, en la subdivision A, (b) 1800 metros
cuadrados, en la subdivision B, y (c) 2400 metros cuadrados en la subdivision C.

Resp. (a) $87118 a$99 728, (b) $118 229 a$128 937, (c) $164250a$175 774

Al continuar con el problema 15.19, determine el Intervalo de prediccion del 95% para el precio de una fabrica
individual en cada una de las tres categorias que se Identificaron en el problema anterior.

Resp. (a) $75 428 a $111 419, (b) $105 898 a $141 268, (c) $152199 a $187 825

Con referencia a la matriz de coeficientes de correlaciéon simple para todas las variables que se incluyeron en el
estudio, (a) ¢Qué variable tiene la mayor correlacion con el precio? (b) ¢ Cual de las dos variables "candidatas" a
ser las variables independientes tienen la mayor correlacién entre si?

Resp. (a) La superficie de construccion con r=0.962, (b) la superficie de construccion y de lote, conr = 0.961.

Determine (a ) el coeficiente de determinacion muiltiple (sin correccion por grados de libertad), y (b) el coeficiente
de correlacion multiple para el modelo final de regresion multiple.

Resp. (a) R’ = 0945  (b) R = ¢/D.B4S - 0972



Analisis de series de
tiempo y pronosticos
de negocios

16.1 EL MODELO CLASICO DE SERES DE TIEMPO

Una serie de tiempo es un conjunto de valores observados, tales como datos de produccion o ventas, para series ordenadas
secuencialmente de periodos de tiempo. Algunos ejemplos de estos datos son las ventas de un producto determinado para
un conjunto de meses, y el nimero de trabajadores que laboran en una industria determinada durante varios afios. Las
series de tiempo se ilustran mediante graficas de lineas (seccion 2.8), y los periodos de tiempo se representan sobre el eje
horizontal, mientras que en el vertical se representa la serie de valores.

EJEMPLO 1. En la figura 16-1 se presenta una grafica de linea que ilustra las ventas anuales de una compaiia (ficticia)
que comenzo a operar en 1980. Como puede observarse, se alcanzé una cumbre en las ventas anuales en 1985, la cual
fue seguida por dos afios de menores ventas, que culminaron en el valle de 1987, la cual fue de nuevo seguida por niveles
crecientes de ventas durante los Ultimos tres afios de la serie de tiempo que se reporta.

Y, vonlas, mlles db pesgs

1980 1985 1990

Ao

Fig. 16-1

El analisis de series de tiempo es el procedimiento mediante el cual se identifican y separan los factores relacionados
con el tiempo que influyen sobre los valores observados de la serie. Una vez que se identifican esos valores, se les puede
utilizar para mejorar la interpretacion de los valores histéricos de la serie de tiempo y para pronosticar valores futuros. El
enfoque clasico al analisis de series de tiempo identifica cuatro de esos efectos, 0 componentes:
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(1) Tendencia (T): el movimiento global a largo plazo de los valores de la serie de tiempo (Y) durante un nimero
prolongado de afios.

(2) Fluctuaciones ciclicas: (C): movimientos recurrentes hacia arriba y hacia abajo con respecto a la tendencia y
que tienen duracién de varios anos.

(3) Variaciones estacionales: (E): movimientos hacia arriba y hacia abajo con respecto a la tendencia y que no duran
mas de un afo y que, ademas, se presentan todos los afios. Es comun que se identifiquen esas variaciones con
base en datos mensuales o trimestrales.

(4) Variaciones irregulares (I): las variaciones erraticas con respecto a la tendencia, que no pueden adjudicarse a
efectos estacionales o ciclicos.

El modelo en el que se basa el analisis clasico de series de tiempo se apoya en la suposicion de que, para cualquier
periodo de la serie de tiempo, el valor de la variable estd determinado por el efecto de los cuatro componentes que se
definieron antesy, ademas, que los componentes tienen una relaciéon multiplicativa. Por ello, Y representa el valor observado
de la serie de tiempo,

F=TxCwfny (16.1)

El modelo que se representa mediante la férmula (16.1) se utiliza como base para separar los efectos de los diversos
componentes que influyen sobre los valores de la serie de tiempo, segun se describe en las secciones siguientes de este
capitulo.

16.2 ANALISIS DE TENDENCIA

Como el analisis de tendencia se ocupa de la direccion del movimiento de la serie de tiempo a largo plazo, es comun que
esos analisis se lleven a cabo analizando datos anuales. Por lo general, se deben utilizar datos de cuando menos 15 o 20
afios, para no Incluir como sefal de la tendencia global de la serie de tiempo los movimientos ciclicos que implican pocos
afios de duracion.

El método de minimos cuadrados (seccién 14.3) es la base mas comun que se utiliza para identificar el componente
de tendencia de la serie de tiempo, determinando la ecuaciéon que mejor se ajuste a la linea de tendencia. Debe observarse
que, en términos estadisticos, una linea de tendencia no es una linea de regresién porque la variable dependiente Y no es
una variable aleatoria sino que, mas bien, es un valor histérico acumulado. Ademas, sélo puede haber un valor histérico
para cualquier periodo de tiempo determinado (no una distribucion de valores) y los valores asociados con periodos de
tiempo adyacentes son dependientes. No obstante, el método de minimos cuadrados es una base conveniente para
determinar el componente de la tendencia de una serie de tiempo. Cuando parece que el aumento o la disminucién a largo
plazo sigue unatendencia lineal, la ecuacion para los valores de la linea de tendencia, utilizando X para representar el afo,
es

Como se explicaba en la seccion 14.3, el componente by de la formula (16.2) representa el punto de interseccion de
la linea de tendencia con el eje Y, mientras que b; representa la pendiente de la linea de tendencia. Utilizando X para
representar el afo Y como el valor observado de la serie de tiempo, las férmulas para determinar los valores de by y by, para
la ecuacion de la linea de tendencia son

LIXY —nXY
b= (16.3)

b{.: F_b‘pf
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En el problema 16.1 puede observarse el calculo de la ecuacion de tendencia lineal.

En el caso de tendencias no lineales, con frecuencia se utilizan dos tipos de curvas de tendencia para realizar el analisis:
la curva de tendencia exponencial y la curva de tendencia parabdlica. Una curva de tendencia exponencial tipica es aquella
que refleja una tasa constante de crecimiento durante un periodo de afios, y que podria aplicarse a las ventas de
computadoras personales durante 1980. Véase lafigura 16-2 (a). A las curvas exponenciales se les denomina de esa manera
porque la variable independiente X es el exponente de b, en la ecuacion general:

¥o= byby (16.5)
Y Y
Afio X o Afio X
(a) Tendencia exponencial (b) Curva de Gompertz
Fig. 16-2

Al aplicar el logaritmo en ambos lados de (76.5) se obtiene una ecuacién lineal de tendencia logaritmica,

log ¥r=hopg b+ X log b, (16.6)

La ventaja de la transformacion en logaritmos es que la ecuacion lineal para el andlisis de tendencia puede aplicarse
a los logaritmos de los valores cuando la serie de tiempo sigue una curva exponencial. Después, es posible reconvertir los
valores pronosticados en logaritmos de Y7, a sus unidades originales de medicién, sacando el antilogaritmo de los valores.
No se ilustra este tipo de analisis en este libro.

Puede observarse que muchas series de tiempo que representan las ventas de productos presentan tres etapas: una
etapa introductoria de crecimiento lento en las ventas, una etapa intermedia de rapidos aumentos en las ventas y una etapa
final de crecimiento lento al saturarse el mercado. Este conjunto de tres etapas puede abarcar muchos afios para algunos
productos, tales como acero estructural. Para otros productos, tales como radios de banda civil, la etapa de saturacion puede
alcanzarse con relativa rapidez. La curva de tendencia especifica que incluye las tres etapas que se acaban de describir es
la curva de Gompertz, que se ilustra en la figura 16-2 (b). La ecuacién para la curva de tendencia de Gompertz es

Yo =h bl (16.7)

Los valores de by, b; y b, se determinan obteniendo en primer lugar el logaritmo de ambos lados de la ecuacién, de
la siguiente manera

bag Yo —lag b+ (log b, 1bY (16.8)

Finalmente, los valores de la curva de tendencia se calculan obteniendo los antilogaritmos de ios valores calculados
mediante la formula (16.8). Los detalles de esos calculos se incluyen en libros especializados en analisis de series de tiempo.
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16.3 ANALISIS DE VARIACIONES CICLICAS

Los valores anuales de una serie de tiempo representan unicamente los efectos de los componentes de tendencia y ciclicos,
porque se definen los componentes estacional e irregular como efectos a corto plazo. Por ello, puede identificarse el
componente ciclico en datos anuales dividiendo los valores observados entre el valor correspondiente de la tendencia, de
la siguiente manera:

LA LA 16.9

El cociente que se obtiene de (716.9) se multiplica por 100 para que la media ciclica relativa sea de 100.0. Una media
ciclica relativa de 100 indicaria la ausencia de efectos ciclicos sobre el valor anual de la serie de tiempo. Véase el problema
16.2.

Para auxiliar en la interpretacién de relativos ciclicos, con frecuencia se prepara una "tabla de ciclos" que ilustra los
relativos ciclicos de acuerdo con el afio. Construyendo una tabla como esta, pueden realzarse las cumbres y los valles
correspondientes al componente ciclico de la serie de tiempo. Véase el problema 16.3.

16.4 MEDICION DE VARIACIONES ESTACIONALES

El efecto del componente estacional sobre los valores de la serie de tiempo se identifica determinando el niumero indice
estacional correspondiente a cada mes (o trimestre) del afio. La media aritmética de los doce numeros indices mensuales
(o cuatro numeros trimestrales) es 100. La identificacion de influencias estacionales positivas y negativas es importante para
la planeacién de la produccion y los inventarios.

EJEMPLO 2. Un namero indice de 110 para un mes determinado indica que los valores de la serie de tiempo para ese
mes han promediado 10% por encima de los otros meses, debido a algun factor estacional positivo. Por ejemplo, pudieran
haber aumentado las ventas de junio de rasuradoras eléctricas en 10%, en comparacion con otros meses, debido al Dia del
Padre.

El procedimiento que se utiliza con mayor frecuencia para determinar los numeros indices estacionales es el método
del cociente del promedio mévil. Con este método se determina, en primer lugar, el cociente que resulta de dividir el valor
de cada mes entre el promedio moévil centrado en ese mes. Como un promedio moévil que se basa en datos mensuales (o
trimestrales) de un afio completo, "equilibraria" las fluctuaciones irregulares y estacionales, pero no la tendencia a largo
plazo ni los efectos ciclicos, el cociente del valor mensual (o trimestral) con respecto aun promedio moévil puede representarse
en simbolos de la siguiente manera:

Y 'TKE:E“I‘SEI
Promicdio mewil T+C (16.10)

El segundo paso del método del cociente del promedio mévil, consiste en promediar el componente irregular. Por lo
general, esto se realiza enlistando los diversos cocientes aplicables al mismo mes (o trimestre) para los diversos afios,
eliminando los valores mayor y menor, y calculando el promedio de los cocientes restantes. A esta media se le denomina
media modificada, debido a la eliminacion de los dos valores extremos.

El paso final en el método del cociente del promedio mévil consiste en ajustar las razones promedio modificadas
mediante un factor de correccién, para que la suma de los 12 cocientes mensuales sea 1200 o (400 para cocientes
trimestrales). Véase el problema 16.4.
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16.5 APLICACION DE AJUSTES ESTACIONALES

Una aplicacion frecuente de los indices estacionales consiste en ajustar datos observados de series de tiempo, eliminando
la influencia del componente estacional de los datos. A esos datos estacionales se les denomina datos ajustados
estacionalmente, o datos desestadonalizados. Los ajustes estacionales son de particular importancia cuando se desea
comparar datos de diferentes meses con el objeto de determinar si se ha presentado un aumento (o disminucién) con respecto
a las expectativas estacionales.

EJEMPLO 3.  Un aumento del 10% de abril a mayo en el precio de fertilizante doméstico en un afio determinado
representa una disminucién relativa si el nimero indice estacional para mayo estd 20% encima del nimero indice
correspondiente a abril. En otras palabras, si se presenta un aumento, pero no es tan grande como se esperaba de acuerdo
con los datos histéricos, entonces se presenta una disminucion en la demanda con respecto a esas expectativas.

Se ajustan los efectos estacionales de los valores mensuales (o trimestrales) observados de una serie de tiempo
dividiendo a cada uno de los valores entre el indice mensual (o trimestral) correspondiente a ese mes. Después, se multiplica
el resultado por 100 para mantener la posicion decimal de los datos originales. El proceso de ajustar las variaciones
estacionales de los datos puede representarse de la siguiente manera:

%-%ﬂ-ﬁc:: (16.11)

Aunque los valores resultantes después de aplicar la férmula (76.77 ) se encuentran en las mismas unidades de
medicion que los datos originales, no representan ocurrencias reales. Mas bien, son valores relativos y sélo tienen sentido
para propositos de comparacion. Véase el problema 16.5.

16.6 PRONOSTICOS CON BASE EN FACTORES DE TENDENCIA Y ESTACIONALES

La ecuacion de la linea de tendencia ofrece un punto de partida para realizar prondsticos a largo plazo sobre valores anuales.
Sin embargo, una consideracion de particular importancia en los prondsticos a largo plazo es el componente ciclico de la
serie de tiempo. No existe método estandar para pronosticar el componente ciclico con base Unicamente en los valores
histéricos de la serie de tiempo, pero existen diversos indicadores econémicos (seccion 16.7) que son Utiles para anticipar
puntos ciclicos de cambio.

Para los pronésticos a corto plazo, el punto de partida es el valor de tendencia que se proyecta y que después se ajusta
en su componente estacional. Debido a que, por lo general, la ecuacion de la linea de tendencia se basa en el analisis de
valores anuales, el primer paso que se requiere es "simplificar" esa ecuacion para que quede expresada en términos
de meses (o trimestres). Se modifica una ecuacién de tendencia, con fechas anuales, para obtener valores proyectados

mensuales, de la siguiente manera:
(i) (3 -hrie
Yr=—=+|—||—]j=—*+—X
URETSATTY L ETY R TREYr (16.12)

Para obtener valores trimestrales proyectados, se modifica una ecuacién de tendencia con datos anuales, de la
siguiente manera:

b (B (X}
el SRl Eba s (16.13)
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La base de las modificaciones anteriores no resulta evidente si se pasa por alto el hecho de que los valores de tendencia
no estan asociados con puntos en el tiempo, sino mas bien, con periodos de tiempo. Debido a esta consideracion, es
necesario separar los tres elementos de la ecuacion de la tendencia anual (bg, by y X).

Después de la transformacion para los datos mensuales de la féormula (16.72 ), el punto base del afio que antes se
identificaba como X = 0, se encontraria a mediados del afio, o sea el primero dejulio. Como es necesario que el punto base
se encuentre a la mitad del primer mes del afio base, 15 de enero, se modifica la ordenada al origen b, /12, en la ecuacion
modificada, y después se reduce en 5.5 veces la pendiente modificada. Se lleva a cabo un ajuste similar para los datos
trimestrales. Por ello, una ecuacién de tendencia modificada para obtener valores mensuales y con X = 0, teniendo el 15 de
enero como ano base, es

by . h,\} L3
Y= — oS5 — | o= X
TRl ol i (16.14)

De manera similar, una ecuacién de tendencia modificada para obtener valores proyectados trimestrales y con X = 0,
enmedio del primer trimestre del afio base, es:

M .&-,) M
¥, =-""-11, wL | ]
tE [1.5] m-}lﬁ}i (16.15)

En el problema 16.6 se ilustra el proceso de simplificar una ecuacion de tendencia. Después que se determinan los
valores mensuales (o trimestrales) de la tendencia, puede multiplicarse cada uno de esos valores por el indice estacional
apropiado (y dividir entre 100 para conservar la ubicacion decimal de los valores) para establecer un punto inicial que permita
realizar prondsticos a corto plazo. Véase el problema 16.7.

16.7 PRONOSTICOS CiCLICOS E INDICADORES DE NEGOCIOS

Tal como se indicaba en la seccién 16.6, los prondsticos que se basan en los componentes de tendencia o estacional de
una serie de tiempo se consideran sélo como el punto inicial de los prondsticos econdémicos. Una razén de esto es la
necesidad de considerar el efecto probable del componente ciclico durante el periodo pronosticado, en tanto que una segunda
razon es la importancia de identificar los factores causales especificos que han influido sobre las variables de la serie de
tiempo.

Para los pronésticos a corto plazo, con frecuencia se supone que el efecto del componente ciclico es igual que el que
se ha dado en los valores recientes de la serie de tiempo. Sin embargo, para periodos mas prolongados, o aun para periodos
breves de inestabilidad econdmica, resulta importante identificar los puntos ciclicos de cambio de la economia nacional. Por
supuesto, las variaciones ciclicas asociadas con un producto determinado pueden o no coincidir con el ciclo general de
negocios.

EJEMPLO 4. Histéricamente, las ventas de automoviles han coincidido en forma estrecha con el ciclo general de
negocios de la economia nacional. Por otro lado, las ventas de refacciones para automdviles tienden a ser contraciclicas,
con respecto al ciclo global de negocios.

Se han identificado diversas series de tiempo que, histéricamente, han resultado ser indicadores de surgimientos y
recesiones ciclicas con respecto al ciclo global de negocios. Un grupo de estos, a los que se denomina indicadores lider,
por lo general llegan a los puntos ciclicos de cambio antes del cambio correspondiente en la actividad econémica general.
Los indicadores lider incluyen medidas como la tasa de desempleo en manufactura, el valor de los pedidos nuevos en las
industrias de bienes duraderos, y un indice de precios y cotizaciones del mercado bursatil. Un segundo grupo, al que se
denomina Indicadores coincidentes, son series de tiempo que por lo general han tenido puntos de cambio que coinciden
con el ciclo general de negocios. Los indicadores coincidentes incluyen medidas como la tasa de desempleo y el indice de
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produccion industrial. El tercer grupo, al que se denomina indicadores rezagados, son las series de tiempo para tas cuales
las cumbres y los valles generalmente se retrasan con respecto al ciclo general de negocios. Los indicadores rezagados
incluyen medidas como la manufactura y los inventarios comerciales, y las tasas preferenciales promedio que indican los
bancos.

Ademas de considerar el efecto de las fluctuaciones ciclicas y de pronosticar esas fluctuaciones, también deben
estudiarse las variables causales especificas que histéricamente han influido sobre los valores de la serie de tiempo.

El andlisis de regresion y de correlacion (capitulos 14 y 15) son particularmente aplicables a estudios como la relacién
entre la estrategia del precio y el volumen de ventas. Aparte de los analisis histéricos, otras areas que requieren atencion
son las posibles implicaciones de productos nuevos y los cambios en el ambiente del mercado.

16.8 LA SUAVIZACION EXPONENCIAL COMO METODO DE PRONOSTICO

La suavizacion exponencial es un método de prondstico que no se basa en ei andlisis de los componentes histéricos de la
serie de tiempo como tales. Mas bien, utiliza como prondstico un promedio mévil ponderado, en donde los pesos que se
asignan se reducen en forma exponencial conforme mayor es la antigiiedad de los periodos. Existen, de hecho, diversos
tipos de modelos de suavizacién exponencial, tal como se describe en los libros especializados en prondsticos de negocios.
El método que se presenta en esta seccién es el de suavizacion exponencial simple.

El siguiente modelo algebraico sirve para representar la forma en que se determinan los pesos exponencialmente
decrecientes. En especifico, en donde a es una constante de suavizacion que se analiza mas adelante, el valor méas
reciente de la serle de tiempo se pondera con a, el siguiente valor mas reciente se pondera con a1 = i3}, el siguiente valor
con afl —a)? etc; y después se suman todos los valores ponderados para determinar el pronéstico:

Vooa=aV+all-al¥. _ +all—al* ¥ o+ +afll-wl“Y,_, (16.16)
en donde ‘:"; .« = pronostico para el siguiente periodo
& = constante de suavizacion 13 % 1]
Yt = valor real para el periodo mas reciente
Yt=1 = valor real para el periodo que precede al mas reciente
Yt=k = valor real para los k periodos precedentes al periodo mas reciente

Aunque la tabla anterior sirve para presentar el razonamiento que subyace a la suavizacion exponencial, su uso es
bastante laborioso. Por ello, se utiliza un procedimiento simplificado que requiere de un pronédstico "semilla" inicial, pero que
no exige la determinacién de los pesos. La formula para determinar el prondstico mediante el método simplificado de
suavizacion exponencial es

4 L]
Y= F+al¥—F) (16.17)
en donde 'F"r: 1 = prondstico para el siguiente periodo
¥y = prondstico para el periodo mas reciente
a = constante de suavizacion {5 5 1]
¥r = valor real para el periodo mas reciente

Como el valor mas reciente de la serie de tiempo debe estar disponible para determinar un prondstico para el siguiente
periodo, sdélo puede utilizarse la suavizacién exponencial para pronosticar el valor del siguiente periodo de la serie 'g"l"rﬂ- para
diversos periodos a futuro. Conforme mas cercano a 1.0 se fije el valor de la constante de suavizacién, mas ponderado
estara el prondstico con los resultados mas recientes. Véase el problema 16.8.
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La suavizacion exponencial simple es mas efectiva como método de prondstico cuando las influencias ciclica y regular
representan los principales efectos sobre los valores de una serie de tiempo. Cuando existe una tendencia lineal definida,
la suavizaddn exponencial doble produce un mejor prondstico. La suavizacion exponencial triple es apropiada en
el caso de una tendencia no lineal definida, al tiempo que pueden utilizarse otros métodos que se describen en textos
avanzados de prondsticos, para incorporar la existencia de una influencia estacional poderosa.

16.9 RESULTADOS POR COMPUTADORA

Existe una amplia gama de programas de computacion para realizar analisis de series de tiempo y para efectuar prondsticos
de negocios, y muchos de ellos incluyen técnicas mas elaboradas de las que pueden incluirse en la explicacion limitada que
se da en este libro sobre este tema especializado. En el problema 16.9 se ilustra el uso de Minitab para determinar la ecuacion
de tendencia lineal, mientras que en el problema 16.10 se ilustra el uso del programa denominado SEASON para determinar
limites estacionales y para ajustar estacionalmente los datos de entrada.

Problemas resueltos

ANALISIS DE TENDENCIA

16.1 EnlaTabla 16.1 se presentan los datos de ventas para un periodo de 11 afios de una compaifiia ficticia, que empezé
a operaren 1980, segun se describié en el ejemplo 1. Los datos de esta serie de tiempo se ilustran mediante
la grafica de linea de la figura 16-1. También se incluyen los calculos necesarios para determinar la ecuacién de la
tendencia lineal. (a ) Determine la ecuacion de tendencia lineal para esos datos mediante el método de minimos
cuadrados, codificando 1980 como 0, y llevando todos los valores con dos cifras decimales. (b ) Dibuje la linea de
tendencia sobre la grafica de linea de la figura 16.1.

Tabla 16.1 Ventas anuales (en miles de pesos) de una empresa que
vende equipo de computacién, incluida la hoja de trabajo
para determinar la ecuacién de la tendencia lineal

Afio codificado| Ventas, en
Afio (X) miles (Y) XY X
1980 0 $ 02 0 0
1981 1 04 04 1
1982 2 0.5 1.0 4
1983 3 0.9 2.7 9
1984 4 1.1 4.4 16
1985 5 15 7.5 25
1986 6 13 7.8 36
1987 7 1.1 7.7 49
1988 8 1.7 13.6 64
1989 9 19 17.1 81
1990 10 2.3 23.0 100
Totales 55 12.9 85.2 385

(@) Yr=+bX
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endonde £ =§£= 55 50
| 11
¥ 1239
- — == 7
| 1

_EXY- u:E‘F_ BE2 —11{5.00)(1-17]
IX*-pXx* M5 —1145009°
20.8%

=——ua1%
g

b= P- 5,8 117090500} =022
¥r =022+ 0.19X (con X = 0 en 1980)

ty

Puede utilizarse esta ecuacion como punto de partida para los pronésticos, como se describié en la seccion 16.6.
La pendiente de 0.19 indica que en los 11 afios de existencia de la compaiia, ha habido un aumento promedio
en ventas de 0.19 millones de pesos ($190 000) anuales.

(b) La figura 16-3 representala grafica de linea de la figura 16-1, pero habiendo dibujado también la linea de tendencia.
La cumbre y el valle de la serie de tiempo que se analizaron brevemente en el ejemplo 1 resultan ahora visibles
mas claramente.

worlbas, miles dir Pk

1980 1985 1990

ANALISIS DE VARIACIONES CIiCLICAS

16.2 Determine el componente ciclico de cada uno de los valores de la serie de tiempo que se reporta en la Tabla 16.1,
utilizando la ecuacion de tendencia del problema 16.1.
En la Tabla 16.2 se presentan los calculos de los relativos ciclicos. Como se indica en la Ultima columna de la
tabla, se determina cada uno de los relativos ciclicos multiplicando el valor observado en la serie de tiempo por 100
y dividiendo entre el valor de la tendencia. Por ello, se calculé el relativo ciclico de 90.00 para 1980, evaluando:
100(0.20)/0.22.
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Tabla 16.2 Calculo de los relativos ciclicos

Afo codificado Ventas, en miles de pesos Relativo ciclico
Afo (X) 100 Y/ Y
Real Y) Esperada (X)
1980 0 0.20 0.22 90.9
1981 1 0.40 0.41 97.6
1982 2 0.50 0.60 83.3
1983 3 0.90 0.79 113.9
1984 4 1.10 0.98 112.2
1985 5 1.50 1.17 1282
1986 6 130 1.36 95.6
1987 7 1.10 1.55 71.0
1988 8 1.70 1.74 97.7
1989 9 1.90 193 98.4
1990 10 2.30 2.12 108.5

16.3 Construya una tabla de ciclos para los datos de ventas que se reportan en la Tabla 16.1, y que se basan en los
relativos ciclicos determinados en la Tabla 16.2.
La tabla de ciclos se presenta en la figura 16-4 e incluye la cumbre y el valle que se observaron previamente
en lafigura 16-3.

120 fur

110

N\

100

90

Felatun chedico

}_
80 jum
70 pe
[ I A TN AN A RN NN FUS I
1980 1985 1990
Ano
Fig. 16-4

MEDICION DE VARIACIONES ESTACIONALES

16.4 En la Tabla 16.3 se presentan los datos trimestrales de ventas para la compafia ficticia cuyos datos anuales se
reportan en la Tabla 16.1. Determine los indices estacionales mediante el método del cociente a promedio movil.
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Tabla 16.3 Ventas trimestrales para la empresa de computacion

Ventas trimestrales, en millones de pesos

Trimestre 1985 1986 1987 1988 1989 1990
1 500 450 350 550 550 750
2 350 350 200 350 400 500
3 250 200 150 250 350 400
4 400 300 400 550 600 650

En la Tabla 16.4 se presenta el primer paso del método del cociente de promedios moviles, y que consiste en
calcular el cociente de cada valor trimestral con respecto al promedio mévil de cuatro trimestres, centrado en ese
trimestre.

Los totales moviles de cuatro trimestres se centran entre los trimestres de la tabla, porque, en su calidad de
total mévil para un numero par de trimestres, el total caerla siempre entre los dos trimestres. Por ejemplo, el primer
total que se enlista, 1500 (en miles de pesos) es el monto total de las ventas del primero al cuarto trimestre de 1985.
Como se trata de trimestres, el total se centra en forma vertical en la tabla, entre los trimestres segundo y tercero.

Como se desea que el promedio movil esté centrado en cada trimestre, en vez de hacerlo entre trimestres, los
totales moviles de cuatro trimestres que se encuentran juntos se combinan para formar los totales méviles centrados
a dos afios. Debe observarse que este tipo de total no incluye dos afios de datos como tales. Mas bien, se incluyen
en el total dos periodos de cuatro trimestres que se traslapan. Por ejemplo, el primer total mévil centrado de 2950
(en miles) incluye el total de los cuatro trimestres de 1985 (1500) mas el total de 1450 correspondiente al segundo
trimestre de 1985 hasta el primer trimestre de 1986.

El promedio movil centrado de cuatro trimestres es simplemente el Total movil centrado de dos afios dividido
entre 8.

Finalmente, la razdén a promedio mdvil de la ultima columna de la Tabla 16.4 es el cociente de cada valor
trimestral de ventas dividido entre el promedio mdvil centrado de ese trimestre. Este cociente se multiplica por 100
y, de hecho, se reporta como porcentaje.

En la Tabla 16.5 se incluyen los pasos segundo y tercero necesarios para determinar los indices estacionales.
La media modificada para cada uno de los trimestres es el promedio de los tres cocientes restantes para cada
trimestre, después de eliminar los cocientes mayor y menor. Por ejemplo, para el trimestre 1, los dos cocientes
extremos (122.2 y 146.7) se eliminan del analisis, y se tiene que el promedio de los tres cocientes restantes es 132.6.

Finalmente, se multiplican las medias modificadas por un factor de ajuste, para que la suma de los indices sea
aproximadamente 400 (1200 para indices mensuales). El factor de ajuste que se utiliza con los indices trimestrales
promedio modificados, con el objeto de obtener indices trimestrales, es

400

- —— —

suma de medias trimestrales (16.18)

factor trimestral de ajuste =

El factor de ajuste que se usa con los indices mensuales promedio modificados, para obtener indices
mensuales, es
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Tabla 16.4 Tabla de trabajo para determinar los cocientes de promedios moviles para los datos
trimestrales de ventas (en millones de pesos)
Promedio mévil Cociente del
Total mévil de Total movil centrado | centrado de cuatro promedio movil
Afio Trimestre | Ventas cuatro trimestres | de cuatro trimestres trimestres (porcentaje)
1985 I 500
II 350
1500
1 250 2950 368.75 67.8
1 450
v 400 2900 362.50 110.3
1450
1986 I 450 2 850 356.25 126.3
1 400
II 350 2 700 337.50 103.7
1300
11 200 2 500 312.50 64.0
1200
v 300 2250 281.25 106.7
1050
1987 I 350 2 050 256.25 136.6
1 000
I 200 2 100 262.50 76.2
1 100
II 150 2 400 300.00 50.0
1300
v 400 2750 343.75 116.4
1450
1988 I 550 3000 375.00 146.7
1550
II 350 3250 406.25 86.2
1 700
111 250 3 400 425.00 58.8
1700
v 550 3450 431.25 127.5
1750
1989 I 550 3 600 450.00 122.2
1850
I 400 3750 468.75 85.3
1900
I 350 4000 500.00 70.0
2 100
v 600 4 300 537.50 111.6
2 200
1990 I 750 4450 556.25 134.8
2250
II 500 4 550 568.75 87.9
2 300
I 400
v 650
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factor mensual de ajuste = 1200
suma de medias mensuales

(16.19)

Para los cocientes de la Tabla 16.5, el factor de ajuste es 400/395.4 o 1.0116. Cada una de las medias
modificadas se multiplica por este factor de ajuste para obtener indices trimestrales. En términos generales, puede
observarse que el trimestre que tiene el mayor efecto estacional "positivo" es el trimestre 1, en el que las ventas
estan por lo general 34.1% arriba del trimestre tipico. Por otro lado, por lo general las ventas del trimestre 3 son
solamente de 64.2% de las ventas del trimestre tipico. Al tener conciencia de esas variaciones estacionales, las
empresas las pueden tomar en consideracion para planear programas de trabajo y para realizar prondsticos de

ventas.
Tabla 16.5 Calculos de los indices estacionales para los datos trimestrales
indice
estacional:
Media Media x
Trimestre 1985 1986 1987 1988 1989 1990 modificada | 1.0116*
1 126.3 136.6 146.7 1222 134.8 132.6 134.1
2 103.7 76.2 86.2 85.3 87.9 86.5 87.5
3 67.8 64.0 50.0 58.8 70.0 63.5 64.2
4 110.3 106.7 116.4 127.5 111.6 112.8 114.1
395.4 399.9

*Factor de ajuste = 400/395.4 = 1.0116

APLICACION DE AJUSTES ESTACIONALES

16.5 Con referencia a los indices estacionales que se determinaron en la Tabla 16.5,
(a) Calcule el valor ajustado estacionalmente para cada trimestre, redondeando los valores a millares de pesos.

(b) Compare los resultados de los trimestres tercero y cuarto de 1990, con base en (1) el nivel reportado de las
ventas reales, y (2) los valores con ajuste estacional.

(a) Los valores con ajuste estacional se reportan en la Tabla 16.6. Cada uno de los valores desestacionalizados se
determind dividiendo el valor trimestral de la Tabla 16.3 entre el indice estacional para ese trimestre (de la Tabla
16.5) y multiplicando por 100 para conservar la ubicacion del punto decimal. Por ejemplo, el valor con ajuste
estacional de 373 (en miles) para el trimestre | de 1985, se obtuvo dividiendo 500 (de la Tabla 16.3) entre 134.1
(de la Tabla 16.5) y multiplicando por 100.

(b) Los niveles reportados de ventas para los trimestres tercero y cuarto indican un aumento considerable en las
ventas entre esos dos trimestres; de $400 000 a $ 650 000. Sin embargo, con base en los valores ajustados
estacionalmente, existe una reduccion de 8.5%, de $623 000 a $570 000. Por ello, aunque las ventas aumentaron
en el cuarto trimestre, el aumento no fue tan grande como debiera haber sido, de acuerdo con las diferentes
influencias histéricas de esos dos trimestres.
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Tabla 16.6 Valores ajustados estacionalmente para los datos trimestrales

Trimestre 1985 1986 1987 1988 1989 1990
1 $373 $336 $261 $410 $410 $559
2 400 400 229 400 457 571
3 389 312 234 389 545 623
4 351 263 351 482 526 570

PRONOSTICOS CON BASE EN FACTORES ESTACIONALES Y DE TENDENCIA

16.6  Simplifique la ecuacién de tendencia que se elabord en el problema 16.1 para que quede expresada en términos
de trimestres y no de afios. También, ajuste la ecuacion para que los valores de la tendencia queden en millares de
pesos y no en millones. Trabaje los valores finales con una cifra decimal.

(o] b
Yr (trimestral) =ﬂ— L5 (!5) + (#) X
e 0.4 0.1%
e (o), (0,
4 Li 1%
=0.0550-0.0178 +0.0119X
=0.0372+0.0119X
La ecuacion trimestral de tendencia, en unidades de miles de pesos, es:
Y7 (trimestral) = 1000 (0.0372 + 0.0119X) = 37.2 + 119 X
Para la ecuacion anterior, X - 0 en el primer trimestre de 1990.
16.7

Pronostique el nivel de las ventas trimestrales para cada uno de los trimestres de 1991, con base en la ecuacion de
tendencia trimestral que se determiné en el problema 16.6, y con ios indices estacionales calculados en la Tabla 16.5.

Los valores pronosticados con base en la ecuacién trimestral de tendencia, y después ajustados con los indices
estacionales trimestrales, son:

Primer trimestre, 1991 = [37.2 + 11.9(44)] x LY =540

|_ﬂ|:| I
Segundo trimestre, 1991 = [37.2 + 11.9(45)] x —5 - 3¢

Tercer trimestre, 1991 = [37.2 + 11.9(46)] x E = 1753

l]'-H

=== = NkiLG

Cuarto trimestre, 1991 = [37.2 + 11.9(47)] x ik
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LA SUAVIZACION EXPONENCIAL COMO METODO DE PRONOSTICO

16.8 Con referencia a los datos anuales de la serie de tiempo de la Tabla 16.1, y utilizando el nivel real de ventas de 1984

(1.1 millén de pesos) como el prondstico "semilla” de 1985, determine el prondstico de las ventas anuales utilizando
el método de la suavizacion exponencial simple, y redondeando el prondstico a una cifra decimal. En primer lugar,
utilice una constante de suavizacion de a = 0.80, después utilice una constante de suavizacién de a =0.20, y
entonces compare los dos conjuntos de prondsticos.

La Tabla 16.7 es una tabla de trabajo en la que se reportan los dos conjuntos de prondsticos. Por ejemplo, el
prondstico para 1986, con a=0.20, se determiné de la siguiente manera:

Fo=Ftalr -1

f-lurF !}m&s"'ﬂ'l Views— f-m_t]
=$1.1+0.20(0.4) =1.1+0.08 =1.18 == $1.2

Por lo general, los errores de prondstico son menores para a - 0.80. Por ello, el mayor peso que se da a los
errores de prondstico produce mejores pronosticos para esos datos.

Tabla 16.7 Pronosticos, aflo por aflo, con el método de suavizacion exponencial

a=0.20 a=0.80
Ventas en Error del Error del

Afio millones Pronostico prondstico Pronostico prondstico
ir} A [¥) {¥,— ¥} t¥y | ¥-¥
1985 $1.5 $1.1 $0.4 $1.1 $0.4
1986 13 12 0.1 14 -0.1
1987 11 12 -0.1 13 -0.2
1988 17 12 0.5 11 0.6
1989 19 13 0.6 16 03
1990 2.3 14 0.9 1.8 0.5
1991 16 22

RESULTADOS POR COMPUTADORA

16.9 Aplique algun paquete de computacion para obtener la ecuacion de tendencia lineal para los datos de ventas anuales

16.10

de la Tabla 16.1. Utilice los afios codificados en la Tabla 16.1.

En la figura 16-5 se incluye la ecuacion lineal, que difiere ligeramente de la que se determiné en forma manual
en el problema 16.1 debido al redondeo de los valores. Como se explicaba en la seccién 16.2, debe observarse que
no es una ecuacion de regresion como tal, aun cuando se utilizé el comando de "regresion" para obtener la ecuacion
lineal.

Utilice algun paquete de computacion para determinar los indices estacionales con base en los datos trimestrales
de la Tabla 16.3, y también haga el ajuste estacional de los datos.

En la figura 16-6 se incluyen los indices trimestrales y los datos dBsestacionalizados. Excepto por ligeras
diferencias debidas a redondeo, los resultados son iguales a las soluciones de los problemas 16.4 y 16.5.
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MTE ¥ NAME Cl = 'YEAR', CS = 'SALES'
MTE } READ 'YEAR', 'SALES'

DATA) o o=

DATA) 1 @4

DATA) a2 .5

DATA) k] a.a

DATA) & 1.1

DATA) ] 1.5

DATA) & 1.3

DATA) 7 1.1

DATA) 2] .7

DATA) a 1.9

DATA) 1@ 2.3

DATA) END

MTB > REBRESS 'SALES' USING 1 PREDICTOR 'YEAR'

The regression equation 1is

SALES = 0. 232 + 0.188 YEAR

Predictor Coef Stdev t-ratio

Constant 0.2318 0.1169 1.98

YEAR 0.18818 0.01976 9.52

s = 0.2072 R-sg 91.0% R-sg(adj) = 90.0%

Analysis of Variance

SOURCE DF SS MS

Regression 1 3.8954 3.8954

Error 9 0.3865 0.0429

Total 10 4.2818

Unusual Observations

Obs. YEAR SALES Fit Stdev. Fit Residual
8 7.0 1.1000 1.5491 0.0739 -0.4491

R denotes an obs. with a large st. resid.

Fig. 16-5 Resultado de Minitab para el problema 16.9

St.Resid
-2.32R

16




E ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO Y PRONOSTICOS DE NEGOCIOS 329
TNFd1 ¥ aLLUES?S
Tl lmm ey I I LSSl Al e e P I I TN IT LI da R N r A A O PN FSEICATALA Cdmm m
ZLRI02 1155 1791 1331 1814 s 3e23 Hep 1aae
t R A A5 LT LRy - 1.1 T5a.00 b T 10 D30 P |
i IF.ECE HEH AT 233.f0 Iif. [ [ M | Sac.op Jacl .40
[1l cha iy 230005 1330 L bl 180. 62 OG0 C.10 Ca.ad
1y AC0L Lo LI (Y| FE Tt | i, 0] 4130 H Z.C0 [ N
EE k5 yRL 1 Hoe nts
zammiemans Sen he FEEEER L ER DR SLANEC T TARTERCD Powic | awrmacrsr
L L O S TR .7 St - B [T L ) -
[ 0.GT 124412 LEL Thcad? 12302 1Tk 83 3,0 C.0C 'Iilu'I;
Ir J-5d 11587 a.1% Jea1d Al,.13 AT . [ 11 ] Tl ELT
3 gt LT M Tlusl LT P N, O0.00 £_gn wha2?
R ¥ 113,14 TAE, a1 115,28 127.3% 111.87 .00 0= 040 .m0 T
“igo.ae
mrmmprr
FiAieMNALLT LB JU5T O DarT
e NIRRT T R FRESFEITITT SIS TITATICALS G hmad L mn mman mma mr iy mE g T R EETEPET
L L L S LT O L1 | R
1 Fr2.7F 315.4% ° bk 14 41004 W0, 04 5.'_|1|.15 0. 0Q C.O3
I EOd.GR ARG 27 124.42 L 1T LAY h ] C.OM
TI1 MLEFE L H1.11 233.15 1§n,. 17 FEL BdZ.21 .00 0.00
[ 330,58 d52.42 50,54 437,10 424.m4 L LY .05 T .10

Fig. 16-6 Resultado de computadora para el problema 16.10 (SEASON, derechos reservados por
Leonard J. Kazmier).

Problemas complementarios

ANALISIS DE TENDENCIA

16.11 Conlos datos de la Tabla 16.8, determine la ecuacién de tendencia lineal para el valor total del producto de la industria
petrolera mexicana, designando 1975 como el afio base, con el propdsito de codificar los afios.

Resp. ¥ 11 969.32 +2704.98 X (en millones de pesos)

16.12 Construya la grafica de linea para los datos de la Tabla 16.8, y dibuje la linea de tendencia en esa grafica.

ANALISIS DE VARIACIONES CICLICAS

16.13 Determine los relativos ciclicos para los datos anuales de la serie de tiempo que se reportan en la Tabla 16.8.
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Tabla 16.8 Valor total de
la produccion
de la industria
petrolera mexicana
(millones de pesos)

Valor (en millones de

Afo pesos de 1970)

1970 130429

1971 14 081.6

1972 15505.9

1973 182413

1974 21 601.8

1975 26776.4

1976 312473

1977 34073.8

1978 34 665.1

1979 35701.2

1980 354992
Fuente: Indicadores Economicos del
Banco de México S.N.C.

16.14 Elabore una tabla de ciclos para ilustrar los relativos ciclicos que se determinan en el problema 16.13 anterior.

Resp. Los relativos ciclicos muestran una cumbre en 1981-1982 y un valle en 1979.

MEDICION DE VARIACIONES ESTACIONALES

16.15 En la Tabla 16.9 se presentan los datos trimestrales para el nimero de pedidos que se recibieron en una empresa
ficticia. Determine los indices estacionales con base en esos datos, utilizando tres cifras decimales durante los
calculos, y redondeando los indices a dos decimales.

Resp. 1=68.19, 11 =93.76, Ill = 113.42, IV = 124.64

APLICACION DE AJUSTES ESTACIONALES
16.16 Al continuar con el problema 16.15, realice el ajuste estacional de los datos y comente la comparacién de los valores
resultantes para los trimestres tercero y cuarto de 1990.

Resp. Aunque hubo un aumento en los pedidos del tercero al cuarto trimestres en los datos originales, con base en
los datos ajustados estacionalmente se observa una reduccién en los pedidos.
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Tabla 16.9 Numero de pedidos en una empresa (en millares)

Afio
Trimestre 1986 1987 1988 1989 1990
1 9 10 13 11 14
11 16 15 22 17 18
111 18 18 17 25 25
v 21 20 24 21 26

PRONOSTICOS CON BASE EN FACTORES DE TENDENCIA Y ESTACIONALES

16.17 Suponga que la ecuacién de tendencia para los pedidos trimestrales (en millares) es Yr=13.91 + 0.43 X, en donde
X =0, en el primer trimestre de 1986. Pronostique el nimero de pedidos para cada uno de los cuatro trimestres de
1991, con base en los componentes estacional y de tendencia de la serie de tiempo.

Resp. 1 = 15341 = 21.51, III = 26.51, IV = 29.66

LA SUAVIZACION EXPONENCIAL COMO METODO DE PRONOSTICO

16.18 Con referencia a los datos de la Tabla 16.8, utilizando la cantidad de 1982 ($34 073.8, millones de pesos) y el
pronéstico "semilla” de 1983, siga el método de la suavizacion exponencial simple con una constante de suavizacion
de a= 0.70 para determinar los prondsticos, afio por afio, de 1983 a 1986.

Resp. 36 292.53, 35404.25, 35 272.14. 33 035.25

RESULTADOS POR COMPUTADORA

16.19 Utilice algun paquete de computacion para determinar la ecuacion de tendencia lineal para los datos de valor de la
produccion petrolera, que aparecen en la Tabla 16.8, y designando a 1975 como el afio codificado X = 0.

16.20 Utilice algun paquete de computacion para (a ) determinar los indices estacionales trimestrales, y (b) desestacio-
nalizar los datos sobre el nimero de pedidos de clientes de la Tabla 16.9.



Numeros indice para
economia y negocios

17.1 INTRODUCCION

Un namero indice es un relativo porcentual que expresa una medicion en un periodo determinado como el cociente con
respecto a un periodo base determinado. Las mediciones pueden estar relacionadas con cantidad, precio o valor.

EJEMPLO 1.  El indice de Precios al Consumidor (IPC) que elabora el Banco de México, S.N.C., es un ejemplo de un
indice de precios, mientras que el indice de Produccion Industrial es un ejemplo de un indice de cantidad.

Cuando el nimero indice representa una comparacion para un producto o articulo individual, se trata de un nimero
indice simple. Por otro lado, cuando el nimero indice se construye para un conjunto de productos o articulos, se trata de un
numero indice agregado o numero indice compuesto.

EJEMPLO 2.  El indice de precios de, por ejemplo, 130 para mantequilla es un indice de precios simple que indica que
el precio de la mantequilla en un periodo dado fue 30% superior al precio del periodo base, para el cual por definicién el
indice de precios es 100. El mismo indice de precios de 130 para el indice de Precios al Consumidor (un indice de precios
agregado) indicaria que el precio promedio de la "canasta basica" de aproximadamente 120 bienes y servicios resulto ser
30% superior en el periodo dado, en comparacién con el periodo base.

17.2 CONSTRUCCION DE iNDICES SIMPLES

Se utiliza p, para representar el precio de un articulo basico en un periodo determinado, y p, indica el precio en el periodo
base. La formula general para el indice de precios simple, o relativo de precios, es

I =%x G (Véase el problema 17.1) (17.1)

De manera similar, utilizando q, para indicar la cantidad de un producto que se fabrica o se vende en un periodo
determinado, y q, para la cantidad del periodo base, la férmula general para el indice simple de cantidad, o relativo de
cantidad, es

f=— JHfih:l (Véase el problema 17.2) (17.2)

Finalmente, el valor de un articulo en un periodo designado es igual a su precio multiplicado por la cantidad vendida
(o fabricada). Por ello, p,q, indica el valor de un articulo en un periodo determinado, poqo indica el valor de un articulo en
el periodo base. La férmula general para el indice simple de valor, o relativo de valor, es
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I"-ﬁ * 101 (Véase el problema 17.3) 73

17.3 CONSTRUCCION DE INDICES AGREGADOS DE PRECIOS

Para obtener un indice agregado de precios se podrian simplemente sumar los precios de diversos articulos o productos
para el periodo dado y para el periodo base, respectivamente, para después compararlos. Un indice como éste seria un
indice de precios agregado no ponderado. Por lo general, un indice no ponderado no es muy util porque el peso implicito de
cada articulo en el indice depende de las unidades sobre las cuales se basan los precios.

EJEMPLO 3.  Si se reporta el precio de la leche "por galén", y no "por litro", entonces el precio de la leche haria una
mayor contribucién en un indice de precios no ponderado para un conjunto de articulos que lo incluye.

Debido a la dificultad que se describe en el ejemplo anterior, por lo general los indices de precios agregados se ponderan
de acuerdo con las cantidades g de los articulos. La pregunta referente a qué tamafo de periodo debe utilizarse es lo que
permite diferenciar los distintos tipos de relativos de precios agregados. Uno de los indices de precios agregados mas popular
es el indice de Laspeyres, en el cual los precios se ponderan con las cantidades correspondientes del afio base antes de
hacer la suma. La formula es

FiLy= E'F;-I.‘."‘m = b (Véase el problema 17.4) 17.4)

En vez de utilizar las cantidades del afio base como pesos, se podrian utilizar las cantidades del afio dado. En este
caso, se construye lo que se denomina indice de Paasche. La formula es

M= %H Id  (Véase el problema 17.5) (17.5)

.

Puede decirse que tanto el método de Laspeyres como el de Paasche para construir indices de precios agregados
utilizan el método de la suma ponderada de precios. Un método alternativo es el del promedio ponderado de relativos de
precios, mediante el cual el indice simple de precios se pondera para cada articulo individual mediante un valor pq. Los
valores que se utilizan pueden ser para el afio base, poqo 0 para el afio dado, p,qg.. Por lo general, se utilizan como pesos
los valores del afio base, lo cual da como resultado la siguiente formula para los relativos de precios ponderados:

_ gl (o gk % L0 (17.6)

i (Véase el problema 17.6)

¥ L,e,

Algebraicamente, (17.6) es equivalente al indice de Laspeyres, mientras que si se utilizan los valores del periodo dado
Ccomo pesos, se obtiene un indice equivalente al de Paasche. La razén de la popularidad del método del promedio ponderado
de relativos de precios es que a través de este procedimiento se calculan los indices para cada articulo por separado, y con
frecuencia se requieren esos indices simples para propositos de analisis, ademas del indice de precios agregado mismo.

17.4 RELATIVOS EN CADENA

Los relativos en cadena son indices para los cuales siempre se utiliza como base el periodo anterior. Por ello, para un conjunto
de relativos en cadena referentes al valor anual de ventas, cada nimero indice representa una comparaciéon con respecto
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al afio anterior. Esos relativos son utiles para resaltar comparaciones de un afio a otro, pero no son convenientes para hacer
comparaciones a largo plazo. Véase el problema 17.7.

17.5 CAMBIO DEL PERIODO BASE

Con frecuencia la base de un numero indice establecido se cambia a un afio mas reciente, para que las comparaciones
actuales resulten mas significativas. Suponiendo que las cantidades originales con las que se calculd una serie de numeros
indice, no estan disponibles, se puede cambiar el periodo base para un nimero indice dividiendo cada uno de los indices
originales entre el indice del nuevo afio base y multiplicando el resultado por 100:

indice antiguo de la nueva base

(17.7)

Fctnbiudsy = * 10  (Véase el problema 17.9)

17.6 FUSION DE DOS SERIES DE NUMEROS iNDICE

Con frecuencia, los numeros indice sufren cambios por la adicién de ciertos productos o por la exclusion de otros, asi
como también por cambios en el afio base. Aun asi, para mantener la continuidad historica, es deseable tener series
unificadas de numeros indice. Con el objeto de fusionar las dos series de tiempo distintas para formar una sola serie continua
de numeros indice, debe haber un afio de traslape para las dos series, de manera que se hayan calculado ambos tipos de
numeros indice para ese afio. Por lo general, el afio del traslape es también el nuevo afio base, porque resulta ser el afio
en el que se afadieron o eliminaron productos del indice agregado. Los nimeros indice que deben cambiarse en el proceso
de combinacién son los indices de la serie antigua. Se logra el cambio dividiendo el nimero indice nuevo para el afio del
traslape (100.0, si ésta es la nueva base) entre el indice antiguo para ese afio y después multiplicando cada uno de los
numeros indice de la serie vieja por este cociente. Véase el problema 17.10.

17.7 EL INDICE DE PRECIOS AL CONSUMIDOR (IPC)

El indice de Precios al Consumidor es el indice mas ampliamente conocido debido a que se le utiliza como indicador del
costo de vida. Lo publica mensualmente el Banco de México, y es un indice de precios agregado para una "canasta basica"
de aproximadamente 120 articulos y servicios. Se publican dos tipos de indices: el indice de precios al consumidor nacional,
asi como también el indice para las principales ciudades. En las publicaciones actualos el periodo de base del IPC es 1978.

17.8 EL PODER DE COMPRA'Y LA DEFLACION DE LOS VALORES DE UNA SERE DE TIEMPO

Mientras que el indice de Precios al Consumidor indica el precio de una canasta basica de articulos y servicios, en
comparacion con el afio base de 1978, el reciproco de IPC indica el poder de compra del peso con respecto al afio base (es
decir, en pesos de 1978):

Valor del peso = ﬁ = 1H)  (Véase el problema 17.11) (17.8)

La deflacién de una serie de tiempo es el proceso mediante el cual una serie de valores a precios corrientes se convierte
a su equivalente en valores a pesos constantes. Utilizando la formula (77.8), el replanteamiento de esos valores a pesos
constantes del afio base se lleva a cabo mediante:
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Cantidad defiacionada = MI'I%EQ@% K 1{x} (17.9)

Véase el problema 17.12.

17.9 OTROS INDICES PUBLICADOS

El Banco de México publica también el indice de Precios al Productor, el indice de Precios de Materias Primas Consumidas
por Rama de Actividad Econémica, el indice del Costo de Edificacion de la Vivienda de Interés Social, el indice de Salarios,
Sueldos y Prestaciones Medias, el indice del Total de los Salarios, Sueldos y Prestaciones Pagadas, el indice del Costo
Medio de las Horas-Hombre Trabajadas por el Personal Ocupado, y otros.

Problemas resueltos

iNDICES SIMPLES

17.1  Con referencia a la Tabla 17.1, determine los indices de precios simples para los tres articulos, en 1990, utilizando
1985 como afo base.

Tabla 17.1 Precios y consumo de tres articulos basicos en una area metropolitana,

1985 y 1990
Precio promedio Consumo mensual per cdpita
Articulo Unidades 1985 (p,) 1990 (py) 1985 (qo) 1990 (qn)
Leche Litro $100 1500 5 6
Pan Pieza 0.5 88 1300 3.8 3.7
Huevo Docena 168 2500 1.0 12
. ] =l _
Para la leche: J‘F a % LEW) = 100 # 100 =1500
Pa 1300
Para el pan: L= E A 1] - TN % 100 = 1477.27
Para ol huevo: g = Pregpp -2y 100-1488.1
"oy [ 63

17.2 Con referencia a la Tabla 17.1, determine los indices de cantidad simples para los tres articulos en 1990, utilizando
1985 como afo base.
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Para la leche: L= gn“ L} = % x 1O = Tack
0
tn 1.7
Para el pan: J'i.-axmﬂ-ﬁxlm—g'?.ﬂ
Para el huevo: I~ T 190 = 12w yowp - 1]
T L1

17.3 Calcule los relativos simples de valor de 1990, para los tres articulos de la Tabla 17.1. Utilice el afio de 1985 como

ario base.
Para la leche: },-%nlm-%xlm-wm
Para el pan: fu‘EjiIJM'WH EEVERERER )
Para el huevo: l.- Pelde 100 (25 {R2) [CHT = | TRE.T

{LE8} (110H

INDICES AGREGADOS DE PRECIOS

17.4 Calcule el indice agregado de precios de Laspeyres para los tres articulos de la Tabla 17.1, para 1990, utilizando
1985 como afio base.

Con referencia a la Tabla 17.2, el indice se calcula de la siguiente manera:

J'{L]-%x 1':]1]-%! b= 1A% 42
b

Tabla 17.2 Hoja de trabajo para determinar el indice de
Laspeyres para los datos de la Tabla 17.1

Articulo Pudn Podo
Leche $7 500 $500
Pan de caja 4 940 3344
Huevos 2 500 168
Total £ py~ 514 240 E ppttn = Sob02.4

17.5 Calcule el indice agregado de precios de Paasche para los tres articulos de la Tabla 17.1, para el afio 1990, utilizando
el afio 1985 como afio base.

Al utilizar la Tabla 17.3, se calcula el indice de la siguiente manera:
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P o LGRIG
REym o M=o X 100 14910

Tabla 17.3 Hoja de trabajo para determinar el indice de
Paasche para loa datos de la Tabla 17.1

Articulo Pado Podn
Leche $9000 $600
Pan de caja 4810 325.6
Huevos 3000 201.6
Total L, = $16ELD L pom, = BLIZ7.2

17.6 Calcule el indios de precios para los tres articulos de la Tabla 17.1, mediante el método del promedio ponderado de
relativos de precios, utilizando 1985 como afo base.

Con referencia ala Tabla 17 .4,

. Ellpeal {pa pel * 10001 _ 1 493 99950

Epd. Ty B

L

Esta respuesta coincide con el indice de Laspeyres que se calculd en el problema 17.4.

Tabla 17.4 Hoja de trabajo para el calculo del promedio ponderado del relativo de
precios paraloadato dela Tabla 17.1

Relativo de precios | Ponderacion de valor Relativo ponderado
Articulo (Pn/qox100) (Poqo) [(Po90)Pn/qox100)]
Leche 1500 500 750000
Pan de caja 1477.27 3344 493 999.09
Huevos 1488.10 168 250000.8
Total 1002.4 1493 999.89
RELATIVOS EN CADENA

17.7 EnlaTabla 17.5 se presentan los datos de ventas de la industria farmacéutica mexicana (en millones de pesos),
para los afos de 1983 a 1988. Determine los relativos en cadena para esos datos.

Enla misma Tabla 17.5 se muestran los relativos en cadena. Por ejemplo, el relativo en cadena de 449.70 indica
que las ventas de 1984 fueron 339.70% mayores que las ventas del afio anterior, 1983.
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Tabla 17.S Ventas de la industria farmacéutica (millones de pesos)

Aflo 1983 1984 1985 1986 1987 1988
Ventas (millones de pesos) 8931 40163 86 053 150 810 368 294 737 897
Relativo en cadena _ 449.70 214.25 175.25 24421 200.36

Fuente: Revista Expansion Vol. XXI, Num. 531, 20 de diciembre de 1989.

17.8 Con referencia a los montos de ventas de la Tabla 17.5, calcule los indices de valor para esos seis afios, utilizando
1983 como afio base.

En la Tabla 17.6 se reportan los indices de valor.

Tabla 17.6 indices de valor para las ventas de la industria farmacéutica, 1983-1988
Afo 1983 1984 1985 1986 1987 1988
indice de valor (1983 =100) 100.0 449.70| 963.53 1688.61| 4123.77 8262.20

Fuente: Tabla 17.5

CAMBIO DEL PERIODO BASE

17.9 Cambie los indices de valor que se reportan en la Tabla 17.6, del afio base de 1983 a 1988 como el afio base comun
para los indices, utilizando solamente los indices que se reportan en esa tabla.

En la Tabla 17.7 se reportan los indices calculados utilizando el afio de 1988 como base. A manera de ejemplo,
el nuevo indice de valor para 1983 se. determina de la siguiente manera:

!

indice antiguo del nuevo afio base

n(antiguo)

! )
- (LI RT3 E
e pors 1585 00

INmodi -
N(modificado)

_ o0

29000 " 10y = 10,0012

Tabla 17.7 indices de valor utilizando los afios base de 1983 y 1988, para las ventas de la
industria farmacéutica

Afo 1983 1984 1985 1986 1987 1988
indice de valor (1983=100) 100.0 449.70 963.53 1688.61 4 123.77 8262.20
indice de valor (1988= 100) 0.012 0.054 0.117 0.204 0.499 100

Fuente: Tabla 17.6
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FUSION DE DOS SERIES DE NUMEROS iNDICE

17.10 En la Tabla 17.8 se presentan dos series hipotéticas de indices de precios, una calculada para un conjunto de articulos

basicos para los afios 1975 a 1980, utilizando como afio base 1975, y la otra calculada comenzando en 1980 para
un conjunto modificado de articulos basicos. Asi, 1980 es el afio de traslape para el que se calculan ambos indices.
Combine estas dos series para conformar una serie continua de nimeros indice, utilizando 1980 como afio base.

Las series fusionadas de indices se reportan en la Ultima columna de la Tabla 17.8. El cociente que resulta de
dividir el nuevo nimero indice de 1980 (100.0) entre el humero indice para 1980 de la serie antigua (119.2) es 0.839,
y se utiliza este valor como factor de multiplicaciéon para convertir cada uno de los nimeros indice de la serie antigua.

Tabla 17.8 Fusion de dos series hipotéticas de numeros indice

indice antiguo de precios | indice de precios modificado | indice de precios combinado
Afio (1975 - 100) (1980 - 100) (1980 = 100)
1975 100.0 83.9
1976 103.1 86.5
1977 106.9 89.7
1978 110.0 92.3
1979 114.1 95.7
1980 119.2 100.0 100.0 *
1981 105.2 105.2
1982 1113 111.3
1983 117.5 117.5
1984 124.8 124.8
1985 129.9 129.9
1986 137.7 137.7

EL INDICE DE PRECIOS AL CONSUMIDOR Y LA DEFLACION DE VALORES DE SERES DE TIEMPO

17.11

En la Tabla 17.9 se reportan los valores del indice de Precios al Consumidor de 1980 a 1986. Determine el poder
de compra del peso para cada uno de esos afos, en términos del valor del peso en el afio base de 1978.

En la dltima columna de la Tabla 17.9 se reporta el valor del peso en cada afio. Por ejemplo, el valor para 1980
se determind de la siguiente manera:

Valor del peso = L LW - L. 10H3 = 513,67

IrC 1403

Asi, en 1980, el valor del peso era 67 centavos en términos de pesos de 1978, en promedio.
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Tabla 17.9 indices de precios al consumidor y valor
del peso, 1980-1986 (afio base - 1978)

indice de precios al Valor del
Ano consumidor (IPC) peso
1980 149.3 0.670
1981 191.1 0.523
1982 303.6 0.329
1983 612.9 0.163
1984 1014.1 0.099
198S 1599.7 0.063
1986 2979.2 0.034

Fuente: Banco de México, Indicadores Econémicos

17.12 EnlaTabla 17.10 se reportan los sueldos anuales de un profesor universitario que comenzd a trabajar en 1980. (a)
Deflacione esta serie de tiempo, de manera que las cantidades queden expresadas en pesos de 1978. (b) Replantee
los salarios en pesos de 1980. (c) ¢ Cual fue el aumento salarial porcentual entre 1983 y 1989, en términos de pesos
nominales (corrientes)? (d) ¢ Cual fue el aumento porcentual del sueldo entre 1983 y 1989 en términos de pesos

constantes?
Tabla 17.10 Sueldos anuales

Sueldo Salario deflacionado Salario replanteado

IPC Afio (en millones de pesos) (pesos de 1978) (en pesos de 1983)
766.1491 1983 1 130 522 1000 000
1219.3764 1984 3 246027 1 884 934
1999.6229 1985 5 250410 1918 514
4 108.2000 1986 8 194 732 1491937
10 647.2 1987 13 122 098 935 453
16147.3 1988 20 123 860 948 952
19327.9 1989 26 134 521 1030 631

(a) En la tercera columna de la Tabla 17.10 se reportan los montos deflacionados. Por ejemplo, la cantidad
deflacionada para 1983 se determind de la siguiente manera:

Cantidad deflacionada = Cantlda;lPrg orfada 1H)

OO0 o 5190822

T 1481

(b) En la ultima columna de la Tabla 17.10, se reportan los salarios en términos de pesos de 1983. Pueden
determinarse esas cantidades multiplicando cada uno de los montos corrientes por el cociente del IPC de 1983
y el IPC de cada uno de los afios respectivos. Sin embargo, como ya se han determinado las cantidades
defladonadas en pesos de 1978, un procedimiento mas sencillo consiste en multiplicar cada una de las cantidades
deflacionadas por el IPC de 1983. Por ejemplo, el salario de 1984, planteado en pesos de 1983, es
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Sueldo de 1984 (pesos de 1983) = salario de 1981 (pesos de 1978) E}:D‘;El

-sz-mnzn%usmm.m

Sueldo de 1989 - sueldo de 1983

(c) Aumento (pesos nominales)™ Sueldo do 1983 x100

_26000000-1000000
$1000000

x 100 =2 500%

$134521-$130522
A t de 1978) = 100 = 3.06%
(d) umento (pesos de ) $130 522 x 100

Problemas complementarios

iNDICES SIMPLES

17.13 Con referencia a la Tabla 17.11, y utilizando 1988 como afio base, calcule los relativos simples de precio para (a) el
papel tamafio carta, (b) los blocks de taquigrafia, (c) los marcadores y (d) los clips.

Resp. (a) 111.7, (b) 121.6, (c) 109.5, (d) 109.1

Tabla 17.11 Precios promedio y consumo mensual de una muestra seleccionada
de articulos de oficina en determinada empresa, 1988 y 1989

Precio promedio Consumo mensual
Articulo Unidades
1988 1989 1988 1989
Papel tamafio carta Millar $26400 | $29 500 45 8.0
Blocks para taquigrafia Pieza 3700 4500 10.0 16.0
Marcadores Pieza 2100 2300 8.0 6.0
Clips Caja 1 100 1200 2.0 2.0

17.14 Con referencia a la Tabla 17.11, y utilizando 1988 como afio base, calcule los relativos simples de cantidad para (a)
el papel tamafio carta, (6) los blocks de taquigrafia, (c) ios marcadores y (d) los clips.

Resp. (a) 177.8, (b) 160.0, (c) 75.0, (d) 100.0

17.15 Con referencia a la Tabla 17.11, y utilizando 1988 como afio base, calcule los relativos simples de valor para (a) el
papel tamafio carta, (b) los blocks de taquigrafia, (c) los marcadores y (d) los clips.

Resp. (a) 198.7, (b) 194.6, (c) 82.1, (d) 109.1
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17.16

1717

17.18

Determine el indice de precios de Laspeyres para los precios de 1989, correspondientes a los articulos de oficina
que aparecen en la Tabla 17.11.

Resp.I(L)= 113.6

Determine el indice de precios de Paasche para los precios de los articulos de oficina, correspondientes a 1989, que
aparecen en la Tabla 17.11.

Resp. | (P)=113.7

Determine el indice agregado de precios para los precios de 1989 que aparecen en la Tabla 17.11, utilizando el
método del promedio ponderado de relativos.

Resp.l,= 1136

RELATIVOS EN CADENA

17.19

En la Tabla 17.12 se reporta la cantidad de energia eléctrica generada en México durante los afios 1983 a 1988.
Determine los relativos en cadena para esos datos.

Resp. Comenzando con 1983:108.1,107.89,102.89,106.80,105.61.

Tabla 17.12 Cantidad de energia eléctrica generada a nivel nacional 1983-1988
(en kilowatt-horas)

Afio 1983 1984 1985 1986 1987 1988

77 521 83 804
Fuente: Primer Informe de Gobierno 1989.

90412 93 024 99 349 104 924

Gigawatt - hora

17.20 Con referencia a las cifras de la cantidad de energia eléctrica generada que aparecen en la Tabla 17.12, calcule los

relativos de cantidad de 1983 a 1988, utilizando 1983 como afio base.

Resp. Comenzando con 1983:100.0,108.1,116.63,120.00,128.16,135.35.

CAMBIO DEL PERIODO BASE

17.21

Cambie el afio base de 1983 que se utilizd para los indices de cantidad que se calcularon en el problema 17.20, al
ano base de 1988, utilizando los indices que se determinaron en ese problema, y no las cantidades originales de la
Tabla17.12.

Resp. Comenzando con 1983: 77.88, 79.87, 86.17, 88.66, 94.69,100.00.
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FUSION DE DOS SERIES DE NUMEROS iNDICE

17.22 El periodo base que se utilizd para el indice de Precios al Consumidor antes de que se utilizara 1978 como afo base
fue 1970. En la Tabla 17.13 se reporta el indice de Precios al Consumidor para los afios 1971 a 1980, utilizando el
periodo base de 1970, y el indice de Precios al Consumidor revisado para 1978 a 1986, utilizando el afio base 1978.
Un economista desea elaborar una serie unificada de indices utilizando como afio base comtin el de 1978. Combine
las dos series histdricas de indices para satisfacer este objetivo.

Tabla 17.13 indices de precios al consumidor para la serie antigua
(1970 - 100) y la serie nueva (1978 -100)

indice antiguo de precios Nuevo indice de precios

Ao (1970 - 100) (1978 = 100)
1971 103.1

1972 104.2

1973 1054

1974 106.7

1975 108.1

1976 109.9

1977 113.1

1978 116.3 100.0
1979 121.2 118.2
1980 127.7 149.3
1981 191.1
1982 303.6
1983 612.9
1984 1014.1
1985 1599.7
1986 2979.2

Fuente: Banco de México S.N.C. Indicadores Econémicos

EL iINDICE DE PRECIOS AL CONSUMIDOR Y LA DEFLACION DE SERIES DE TIEMPO

17.23 En la Tabla 17.4 se reportan los salarios iniciales que se les pagaban a los empleados de determinada compania
entre 1983 y 1989. Utilizando los indices de Precios al Consumidor que se reportan en la Tabla 17.10, (a) Def lacione
los salarios mensuales y expréselos en pesos de 1978, y (b) replantee los sueldos mensuales en términos de pesos
constantes de 1983.

Resp. Comenzando con 1983: (a) $53 583.39,138 822,138 340,109 316,108 471,104 395, 72 838; (b) 79 999,
207 261,106 542,163 209,161 947,155 862,108 747.

Tabla 17.14 Promedio de salarios mensuales en una empresa, 1983 -1986

Afio 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

Sueldo mensual $80 000 $250000 $420000 $670000 $1100000 $1 670 000 $2670 000




Analisis bayesiano
de decisiones: Tablas de
pagos y arboles de decision

18.1 LA ESTRUCTURA DE LAS TABLAS DE PAGOS

Desde el punto de vista de la teoria estadistica de las decisiones, una situaciéon de decisiones bajo condiciones de
incertldumbre puede representarse mediante ciertos factores comunes que se incluyen en la estructura de la tabla de pagos
pesa la situacién. En esencia, una tabla de pagos identifica la ganancia (o pérdida) condicional correspondiente a todas las
combinaciones posibles de actos y eventos de decision; también, tipicamente, indica la probabilidad de ocurrencia para
cada uno de los eventos mutuamente excluyentes.

Tabla 18.1 Estructura general de una tabla de pagos

N Acciones
Eventos Probabilidad | A, A, A; o An
E, R Ay XN, X .
'Eﬂ 'P.E x.ﬂ x."! "xH- == x!rl
EJ P1 xﬂ 'x'}.! x:l:‘\- =t xJH
E.H P.ﬂ xnl xn: -x.-ﬂ:l- [N -x.luu

En la Tabla 18.1, /as acciones son los cursos alternativos de accion, o estrategias, que estan disponibles para quien
toma ias decisiones. Como resultado del analisis, se elige alguna de esas acciones como la mejor. La base para la eleccién
es el tema de este capitulo. Como minimo, debe haber cuando menos dos acciones posibles, de manera que exista de hecho
la oportunidad de seleccion. Un ejemplo de una accién es el nimero de unidades de un articulo especifico que deben
ordenarse para el almacén.

Los eventos identifican las ocurrencias que estan fuera del control de quien toma las decisiones y que determinan el
nivel de éxito de una accion determinada. A estos eventos se les denomina con frecuencia "estados de la naturaleza",
"estados” o "resultados". En este capitulo se revisan soélo los eventos discretos. Un ejemplo de un evento es el nivel de la
demanda del mercado para un articulo determinado en alguin periodo de tiempo estipulado.

Se incluye la probabilidad de cada evento como parte del formato general de una tabla de decisiones cuando
esas probabilidades estan disponibles. Sin embargo, una caracteristica del andlisis bayesiano de decisiones es que esas
probabilidades deben estar siempre disponibles, puesto que pueden basarse en datos objetivos o pueden determinarse de

manera subjetiva con base en juicios personales. Como los eventos de la tabla de pagos son mutuamente excluyentes y
<haustivos, la suma de los valores de probabilidad debe ser 1.0.

Finalmente, las anotaciones en las celdas son los valores condicionales, o consecuencias econdémicas condicionales.
Por lo general, a estos valores se les denomina pagos en la literatura, y son condicionales en el sentido de que el resultado
econdémico que se experimenta depende del acto de decision que se elige y del evento que ocurre.
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EJEMPLO 1.  Un contratista de aire acondicionado y calefaccion debe comprometerse a la adquisicion de unidades de
aire acondicionado central para el primero de abril, las cuales va a revender e instalar durante la siguiente temporada
veraniega. Con base en la demanda del verano anterior, las condiciones econdmicas actuales y los factores competitivos
del mercado, estima que existe una probabilidad de 0.10 de vender solamente 5 unidades, una probabilidad de 0.30 de
vender 10 unidades, una probabilidad de 0.40 de vender 15 unidades, y una probabilidad de 0.20 de vender 20 unidades.
Los aparatos de aire acondicionado pueden ordenarse en conjuntos de cinco, y se tiene un precio unitario de $2 000 000,
y el precio de reventa al menudeo es de $2 600 000 (mas los cargos de instalacion). Las unidades que no se venden al final
de la temporada se devuelven al fabricante, el cual otorga un crédito neto de $1 600 000, después de deducir los cargos por
embarque.

La Tabla 18.2 es la tabla de pagos para esta situacion. Debe observarse que, como se estima que habra una
demanda de mercado de cuando menos cinco unidades, pero no mas de veinte, éstos son légicamente los limites para las
posibles acciones (unidades ordenadas). La estipulacién de unidades puede darse sélo en conjuntos de 5, y sirve para
simplificar el problema y reducir el tamafio de la tabla de pagos. Los pagos de la Tabla 18.2 se basan en un margen de
utilidades de $600 000 por unidad vendida, y una pérdida de $400 000 por cada unidad que no se venda. Asi, por ejemplo,
si se ordenan 15 unidades para las existencias y sélo se presenta una demanda de 10, el resultado econémico es una
ganancia de $6 000 000 para las 10 unidades vendidas, menos una pérdida de $2 000 000 para las 5 unidades que se
devuelven al fabricante, lo cual da una ganancia resultante de $4 000 000 en A3, E; en la tabla.

Tabla 18.2 Tabla de ganancias para el numero de unidades de aire
acondicionado que deben ordenarse

Demanda Cantidad del pedido
del

mercado | Probabilidad | A1:5 Az:10 AzlS A4:20
E:5 0.10 $3000000 | $1000000 | -$1000000 |-$3 000 000
E,:10 0.30 3000000 6000000 4 000000 2000 000
E;:15 040 3000000 6000000 9000000 7000 000
E4:20 0.20 3000000 | 6000000 9000000 | 12000 000

1.00

En las secciones siguientes se hace referencia al ejemplo 1 para ilustrar la aplicacién de los diferentes criterios (o
estandares de decision) que pueden utilizarse para identificar la decision que se considera mejor. Los métodos de este
capitulo que implican el uso de valores de probabilidad asociados con cada evento, se refieren solo a las probabilidades
planteadas durante la estructuracion inicial de la tabla de pagos. Como estos valores se plantean antes de la recopilacion
de cualquier informacién adicional, se les denomina probabilidades a priori en analisis bayesiano de decisiones. Véanse en
los capitulos 19 y 20 otros conceptos del andlisis bayesiano de decision.

18.2 TOMA DE DECISIONES CON BASE UNICAMENTE EN PROBABILIDADES

El enfoque del analisis bayesiano de decisiones implica utilizar toda la informacion que se incluye en la tabla de pagos. Sin
embargo, en esta seccidén se consideran brevemente los criterios que se utilizarian si se ignoraran las consecuencias
economicas (o si no se determinaran), y sila decisién se basara exclusivamente en las probabilidades de ios eventos posibles.

En esos casos, un criterio de decisién que puede utilizarse consiste en identificar el evento que tiene la maxima
probabilidad de ocurrencia, y elegir la decision que corresponda a ese evento. Otra base para elegir la mejor accion consistiria
en calcular la esperanza del evento y elegir la accién correspondiente. Sin embargo, como ninguno de estos criterios hace
referencia a las consecuencias econdmicas de las diversas decisiones y eventos, representan una base incompleta para
elegir la mejor decision.
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EJEMPLO 2. En la Tabla 18.3 se presenta la distribucién de probabilidad para la demanda del mercado de las unidades
de aire acondicionado central del ejemplo 1. El evento con la maxima probabilidad es E; = 15, para el cual P - 0.40. Con
base en el criterio de maxima probabilidad, el nimero de unidades ordenadas seria 15.

En la Tabla 18.3 se incluye el calculo de la demanda esperada E (D) (véase también la seccién 6.2). Como las unidades
de aire acondicionado pueden ordenarse sélo como unidades completas, y como, ademas, sélo se les puede ordenar en
conjuntos de cinco, no puede ordenarse el nivel esperado de demanda de 13.5 unidades. Se ordenarian diez unidades con
una esperanza de no tener disponibles 3.5 unidades (como promedio a largo plazo), o se pedirian 15 unidades con una
esperanza de tener un exceso de 1.5 unidades (en promedio).

Tabla 18.3 Distribucién de probabilidad de la demanda de
mercado para las unidades de aire acondicionado
y célculo de la demanda esperada

Demanda del mercado (D) Probabilidad /P(D)] (D)P(D)
E;:.5 0.10 0.5
E,:10 0.30 3.0
E;:15 0.40 6.0
E4:20 0.20 4.0
1.00 E(D) = 13.5

Una dificultad asociada con los dos criterios que se describieron en el ejemplo 2, consiste en que en realidad no es
posible evaluar el éxito a largo plazo sin hacer ninguna referencia a las consecuencias econémicas. Por ejemplo, supéngase
que el contratista puede ordenar aparatos de aire acondicionado para sus existencias sin realizar ningun pago previo, y con
la oportunidad de devolver las unidades que no se venden, a costa del fabricante. En circunstancias como éstas, no habria
riesgos asociados con el exceso de inventarios, y la mejor decision seria ordenar 20 unidades, para que el inventario resultara
adecuado para el mayor nivel posible de la demanda.

18.3 TOMA DE DECISIONES CON BASE UNICAMENTE EN LAS CONSECUENCIAS ECONOMICAS

La matriz de pagos que se utiliza para la toma de decisiones con base Unicamente en las consecuencias econémicas, es
similar a la Tabla 18.1, excepto por la ausencia de la distribucién de probabilidad de los eventos posibles. Se han definido y
utilizado tres criterios para la toma de decisiones en estas circunstancias, y son los criterios maximin, maximax, y el del
arrepentimiento minimax.

El criterio maximin es el estdndar que sefiala que la mejor accion es aquella para la cual el valor minimo es mayor que
el minimo de cualquier otra decisién. Utilizar este criterio conduce a una estrategia de decision muy conservadora, ya que
quien toma las decisiones se preocupa especialmente por "lo peor que puede pasar" con respecto a cada accion. En términos
de calculos, se determina el valor minimo de cada columna de la tabla de pagos, y la mejor accion es aquella cuyo valor
resultante es mayor.

EJEMPLO 3. En la Tabla 18.4 se presentan las consecuencias econdmicas de las diversas acciones y eventos para el
problema que se describe en el ejemplo 1. El valor minimo de decision se enlista en el ultimo renglon de la tabla. De estos
valores, el mayor resultado econémico (el maximo de los cuatro minimos) es $3 000 000. Como la accién "A;: ordenar cinco
unidades de aire acondicionado" es la que corresponde a este resultado, se tiene entonces que es la mejor decision desde
el punto de vista del criterio maximin.
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Tabla 18.4 Numero de unidades de aire acondicionado que deben

Demanda del mercado Aq:S. Ay 10 Aj:15 A4:20
E:5 $3 000000 | $1000000 | -$1000000 |-$3000 000
E,:10 3000000 6000000 4000000 2 000 000
E;:15 3000000 6000000 9 000000 7000 000
E4:20 3000 000 6000000 9000000 12 000 000
Minimo $1000000 | $1000000 | -$1000000 | -$3 000 000
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El criterio maximax es el estandar que define que la mejor accion es aquella cuyo valor maximo es mayor que el maximo
para cualquier otra decision. Este criterio es filoséficamente opuesto al criterio maximin, puesto que quien toma las decisiones
se orienta especificamente hacia "lo mejor que puede suceder" con respecto a cada accién. En términos de calculos, se
determina el valor maximo de cada una de las columnas de la tabla de pagos, y la mejor accion es aquella cuyo valor
resultante es mayor.

EJEMPLO 4. En la Tabla 18.5 se enlista, en el ultimo renglén de la tabla, el valor maximo de decision. El mayor de estos
valores maximos (el maximo de los maximos) es $12 000 000 y, por ello, la accién correspondiente A4: ordenar 20 unidades
de aire acondicionado" seria la mejor accion desde el punto de vista del criterio maximax. En vez de llevar a cabo los dos
pasos para identificar los maximos de columna y después el maximo de estos diversos valores, puede utilizarse un
procedimiento abreviado para ubicar el valor maximo de la tabla.

Tabla 18.5 Numero de unidades de aire acondicionado que deben
ordenarse de acuerdo con el criterio maximax

Demanda del mercado A5 A5:10 A3 15 A4:20
E:5
E;:IO $3 000000 | $1000000 | -$1000000 | -$3 000 000
E:15 3000000 6000000 4000000 2 000 000
E,:20 3000000 6000000 9000000 7 000 000
3000000 6000000 9000000 12 000000
Maximo $3 000000 | $6000000 $9 000 000 | $12 000 000

El analisis mediante el criterio del arrepentimiento minimax se basa en lo que se denominan "arrepentimientos”, y no
en valores convencionales como tales. Un arrepentimiento, o pérdida condicional de oportunidad para cada accion, es la
diferencia entre el resultado econdmico para esa accion, y el resultado econémico para la mejor acciéon dado que un evento
especifico ha ocurrido. Por ello, el valor de arrepentimiento mas deseable, o "mejor", es "cero", que indica que el acto
corresponde perfectamente al evento dado. También puede observarse que aun cuando exista una ganancia econémica
para un evento y una accién especificos, también podria haber una pérdida de oportunidad debido a que algun otro acto
pudiera dar como resultado un pago mayor que el evento considerado.

En el ejemplo 5 se ilustra la construccion de la tabla de pérdidas de oportunidad, o arrepentimientos. Se identifica como
la mejor accion aquella para la cual el arrepentimiento maximo posible es menor. Filoséficamente, el criterio del arrepenti-
miento minimax es similar al criterio maximin en términos de "asumir lo peor". Sin embargo, el uso del concepto de pérdida
de oportunidad da como resultado un criterio mas amplio, ya que se considera que no poder mejorar una ganancia es
ciertamente una forma de pérdida.
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EJEMPLO 5. LaTabla 18.6 es la tabla de pérdidas de oportunidad para los valores condicionales de la Tabla 18.5. En
términos de calculos, los valores de arrepentimiento se determinan asumiendo cada uno de los eventos en turno, es decir,
de acuerdo con los renglones. Por ejemplo, dado que ocurre E1, la mejor accién (con referencia a la matriz de pagos de la
Tabla 18.2).

Tabla 18.6 Tabla de pérdidas de oportunidad para el numero de unidades de aire acondicionado
que se ordenan, y aplicacién del criterio del arrepentimiento minimax

Demanda
del mercado
A& Az 0 Ay 18 [ Ay 20
11 -] $ 0 $2 000 000 $4 000 000 $6 000 000
(=$3000000-1000000) | [-$3 000 000 - (-1 000 000)] | [- $3 000 000 - (-3 000 000)]
Eg 10 3000000 0 2000 000 4 000 000
(=6 000000-3000000) (=6 000000-4 000 000) (-6 000 000-2 000 000)
Ay 1B 6000000 3000000 0 2 000 000
(=9 000000-3000000) (-9 000 000-6 000 000) (-9 000 000-7 000 000)
Ev 23 9000 000 6000000 3000 000 0
(=12000000-3000000) | (-12000000-6000 000) (-12000000-9 000 000)
Maximo de
arrepentimiento $9000 000 $6 000 000 $4000000 $6 000 000

es A4, con un valor de $3 000 000. Si se elige A,, el resultado es $1 000 000, lo cual difiere de la mejor accién en
$3 000 000, que es entonces el valor del arrepentimiento para A,. Si se elige A, el arrepentimiento = $3 000 000
- (-1 000 000) - $4 000 000. Si se elige A, el arrepentimiento = $3 000 000 - (-3 000 000) = 6 000 000. Los valores
restantes de las pérdidas de oportunidad se determinan de manera similar, y el mejor valor condicional en cada renglén sirve
como base para determinar los valores de arrepentimiento en ese renglén. Por ejemplo, en el renglén 2, para E,:10 la mejor
accion es A,:10; con un pago de $6 000 000, de acuerdo con la Tabla 18.5.

En el ultimo renglén de la Tabla 18.6, se enlista el maximo arrepentimiento que puede ocurrir de acuerdo con cada
acto de decision. El menor de estos maximos (el minimo de los arrepentimientos maximos) es $4 000 000; "A;: ordenar 15
unidades" se elegirla, entonces, como la mejor accién desde el punto de vista del criterio de arrepentimiento minimax.

18.4 TOMA PE DECISIONES CON BASE EN LAS PROBABILIDADES Y EN LAS CONSECUENCIAS
ECONOMICAS: EL CRITERIO DEL PAGO ESPERADO

Los métodos que se presentan en esta seccion utilizan toda la informacion contenida en la tabla basica de pagos (seccién
18.1). Asi, se consideran tanto las probabilidades de los posibles eventos, como las consecuencias econémicas para todas
las combinaciones de acciones y eventos.

El criterio del pago esperado (PE), es el estandar de acuerdo con el cual la mejor accioén es la que tiene el mayor
resultado econdmico esperado, en calidad de promedio a largo plazo. Debe observarse que, en el presente caso, lo que
interesa es el resultado econémico promedio a largo plazo, y no simplemente el valor promedio del evento a largo plazo (el
nivel de demanda), que se analizé en la seccion 18.2. En términos de calculo, se determina el pago esperado para cada
accién multiplicando el pago condicional correspondiente a cada combinacion de evento y accion por la probabilidad del
evento, y sumando estos productos para cada accion.

EJEMPLO 6. En la Tabla 18.7 se repite la informacion de la Tabla 18.2, excepto que se han colocado en el Gltimo renglén
los pagos esperados. En la Tabla 18.8 se ilustra el procedimiento que se utiliza para calcular esos pagos esperados. En la
Tabla 18.7, el mayor pago esperado es $6 500 000 y, por ello, la accion correspondiente "A3: ordenar 15 unidades" es la
mejor accién desde el punto de vista del criterio del pago esperado.
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Tabla 18.7 Tabla de ganancias para el numero de unidades de aire acondicionado
que deben ordenarse, e identificacion de la mejor decisiodn, de acuerdo
con el criterio de la ganancia esperada
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Cantidad del pedido
Demanda -
del mercado | Probabilidad A3 Az 10 Ay 15 A

E:5 0.10 $3000000 $1000000 | -$1000000 | -$ 3 000000
£z 10 0.30 3000000 6000000 4000000 2000000
Ey 15 0.40 3000000 6000000 9000000 7000000
Bz 0.20 3000000 6000000 9000000 12 000000

Pago esperado (PE) $3000000 $5500000 $5 500000

Tabla 18.8 Calculo de la ganancia esperada para la decision A
en la Tabla 18.7

Demanda del | Pago pata 4, PX) XP(X)
mercado X
o -$ 3000000 0.10 -$ 300000
Ey 10 2000000 0.30 600000
£ 15 7000000 0.40 2 800000
£:20 12000000 0.20 2 400000
EXP( XYy =58 S0 R

Con frecuencia se denomina criterio bayeslano al criterio del pago esperado. El uso del adjetivo "bayesiano" aqui
difiere de su uso en el teorema de Bayes para revisar valores de probabilidad a priori (véanse las secciones 5.7 y 19.2). Por
ello, una referencia a "procedimientos bayesianos" en analisis de decisiones puede Implicar el uso del criterio del pago
esperado, la revision de valores de probabilidad a priori, 0 ambas cosas.

La mejor accidn que se identifica mediante el criterio del pago esperado puede determinarse también identificando la
accion que tiene la minima pérdida esperada de oportunidad (PEO), o arrepentimiento esperado. Esto es as!, porque es
l6gico que la accidn que tiene la mayor ganancia esperada tiene, al mismo tiempo, el menor arrepentimiento esperado. En
los libros en los que se hace referencia a las pérdidas de oportunidad en términos simples como pérdidas o pérdidas
esperadas, se sobreentiende que se trata de pérdidas de oportunidad.

EJEMPLO 7. En la Tabla 18.9 se repiten los valores de pérdida de oportunidad de la Tabla 18.6. Se muestra también
la probabilidad de cada uno de los eventos y la pérdida esperada de oportunidad para cada decision. En la Tabla 18.10 se
ilustra el procedimiento utilizado para calcular las pérdidas esperadas de oportunidad. Como se indica en la Tabla 18.9, la
minima pérdida de oportunidad esperada es $1 800, y, por ello, el correspondiente acto "ordenar 15 unidades" es el mejor
desde el punto de vista de minimizacion de la pérdida esperada de oportunidad. Debe observarse que este mismo acto es
el que se identificd utilizando el criterio del pago esperado en el ejemplo 6.
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Tabla 18.9 Tabla de pérdidas de oportunidad para el nimero de unidades de aire

acondicionado que deben ordenarse, y calculo de las pérdidas
de oportunidad esperadas

Cantidad del pedido
Demanda del mercado Probabilidad Api5 Ax10 As:ls Ay20
E;:5 0.10 $ 0/ $2 000000 | $4 000 000 | $6 000 000
E»:10 0.30 3000 000 0| 2000000| 4000000
E;:15 0.40 6000000 | 3000000 0| 2000000
E4:20 0.20 9000000 | 6000000 | 3 000000 0
Pérdida de oportunidad esperada (POP) $5 100 000 | $2 600 000 | $1600000 | $2 600 000

Tabla 18.10 Calculo de la pérdida de oportunidad esperada para
la decision A4 en la Tabla 18.9

Demandadel | Pérdida de oportunidad
mercado condicional para A4: PO P(PO) (PO)P(PO)
E;:5 $6000 000 0.10 $ 600 000
E,:10 4000000 0.30 1200 000
E;:15 2000000 040 800 000
E4:20 0 0.20 0
POE = $2 600 000

18.5 ANALISIS DE ARBOLES DE DECISION

Con frecuencia los problemas de decisiones se complican por el hecho de que los pagos no estan solamente asociados con
una decision inicial, sino que los eventos subsecuentes implican la necesidad de decisiones adicionales en cada una de las
etapas de un proceso secuencial. Necesariamente, la evaluacion de las acciones alternativas de decision en la primera
etapa de un proceso secuencial como esos debe basarse en la evaluacion de los eventos y las decisiones del proceso en
su conjunto. El analisis de arboles de decision es el método que puede utilizarse para identificar la mejor accion inicial, asi
como también las mejores acciones subsecuentes. El criterio de decision que se satisface es el criterio bayesiano del pago
esperado (véase la seccion 18.4).

El primer paso en el analisis de arboles de decision consiste en construir el arbol que corresponda a una situacion de
decisiones secuenciales. El arbol se construye de izquierda a derecha, identificando en forma apropiada los puntos de
decision (puntos secuenciales en los que debe tomarse una decision) y los eventos aleatorios (puntos secuenciales en los
que ocurre algun evento probabilistico). La construccion de un arbol de decision valido para una situacién determinada
secuencial depende en especial de un analisis apropiado de la situacion global. Véase el problema 18.12.

Después de que se construye el arbol de decisiones, se anotan en el diagrama los valores de probabilidad de los
eventos aleatorios y los pagos que pueden ocurrir. Muchos de los pagos estan a diversas etapas de distancia del punto
inicial. Con el objeto de determinar los pagos esperados de las acciones alternativas en el punto inicial de decision, los pagos
esperados se calculan sistematicamente, de derecha a izquierda, en el arbol. En ocasiones, a este proceso se le denomina
"reversion” (véase el problema 18.13). Como resultado de la aplicacion de este proceso analitico, puede identificarse el mejor
acto en el punto inicial de decision.



18 ANALISIS BAYESIANO DE DECISIONES: TABLAS DE PAGOS Y ARBOLES DE DECISION 351

18.6 LA UTILIDAD ESPERADA COMO CRITERIO DE DECISION

Por lo general, el criterio del pago esperado se utiliza junto con el analisis de la tabla de pagos, y con el analisis de arboles
de decision (véase la seccion 18.4). Sin embargo, cuando la persona que toma las decisiones percibe que alguna o mas de
las consecuencias econdmicas son demasiado grandes o pequenas, el criterio del pago esperado no necesariamente ofrece
una base para identificar la "mejor" decision. Esto es particularmente probable para situaciones unicas, mas que para
situaciones repetitivas.

EJEMPLO 8. Considere la situacion de la Tabla 18.11, y suponga que la decision con respecto a cada par se toma
solamente una vez. Aunque puede demostrarse con facilidad que el valor esperado de A, es mayor que el de A, en todos
los casos, la mayoria de las personas elegiria A4, y no A, para cada uno de estos pares. Como se supone que cada eleccion
es una accién Unica, la eleccion de A; es racional aunque no se maximice el pago esperado. La implicacion de estas
conclusiones es que los valores monetarios pueden no representar en forma apropiada los valores reales, de acuerdo con
quien toma las decisiones, en situaciones que incluyen la posibilidad de pérdidas o ganancias excepcionales.

Tabla 18.11  Tres pares de decisiones alternativas con sus consecuencias correspondientes

A;: Recibir $ 1 000 000 con seguridad A,:  Recibir $2 000 000 con probabilidad de 0.50 O recibir
$100 con probabilidad de 0.50
A,: Pagar $10 A,:  Sufrir una pérdida de $8 000 con probabilidad
de 0.001,0 no sufrir ninguna pérdida con probabilidad
de 0.999
A;: Recibir $15 000, con probabilidad de 0.50, 6 recibir A,:  Recibir $50 000 con probabilidad de 0.50 0
$5 000, con probabilidad de 0.50. perder $25 000 con probabilidad de 0.50

La utilidad es una medida que expresa el verdadero valor relativo de diversos resultados, incluyendo las consecuencias
economicas, para una persona que toma decisiones. En este libro se maneja sélo la utilidad de las consecuencias
economicas. Cualquier escala dada de utilidad puede comenzar en un valor minimo arbitrario y tener un valor maximo
arbitrario también. Sin embargo, es conveniente tener valores de utilidad que comiencen en un minimo de 0 y que
lleguen hasta un maximo de 1.00, y ésta es la escala que se utiliza con mayor frecuencia. Con una escala como ésta, se
entiende que un resultado con utilidad de 0.60 es doblemente deseable que uno con una utilidad de 0.30. Por otro lado,
debe observarse que un resultado econémico de $60 000 no es necesariamente el doble de deseable que un resultado de
$30 000 para un tomador de decisiones con recursos limitados.

Al utilizar un contrato de referencia, pueden determinarse los valores de utilidad de una persona para diferentes valores
monetarios. Siguiendo este método, se le pide a la persona que sefiale una cantidad cierta que aceptaria, o que pagaria, y
que considera equivalente a cada una de un conjunto de situaciones inciertas que implican riesgo. La primera situacion
riesgosa que se ilustra siempre incluye los dos limites extremos del rango de valores monetarios de interés, es decir, los
limites superior e inferior que tienen utilidades de 0 y 1.0, respectivamente. Véase el problema 18.14.

Una vez que se ha establecido el procedimiento para el contrato de referencia, puede continuarse cambiando ya sea
las probabilidades designadas o una o mas de las consecuencias econémicas en la situacién riesgosa. De esta manera, es
posible determinar el conjunto de valores de utilidad que corresponde a un rango de valores monetarios. Véase el problema
18.15.

Después de determinar los valores de utilidad, es posible trazar los valores apareados en una grafica. Puede trazarse
una linea suave ajustada sobre los puntos trazados, a manera de aproximacién de la funcion de utilidad de quien toma las
decisiones, paravarios pagos. La convencion usual consiste en trazar los valores monetarios en el eje horizontal y los valores
de utilidad en el eje vertical. Puede utilizarse esta grafica como base para estimar el valor de utilidad de cualquier resultado
monetario entre los limites designados de la funcién. A su vez, esto hace posible substituir valores de utilidad por valores
monetarios en la tabla de pagos, y permite también determinar la mejor accion identificando la que tiene la maxima utilidad
esperada (UE). Véanse los problemas 18.16 y 18.17.
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La forma de la funcion de utilidad indica si un tomador de decisiones es aficionado al riesgo o si lo evita (véase la figura
18-1). Para quien evita los riesgos, a cada peso adicional sobre el eje horizontal le corresponde una pendiente cada vez
menor de la funcion de utilidad. Es decir, podria decirse que cada incremento adicional tiene un valor positivo para quien
toma las decisiones, pero no tanto como los incrementos anteriores (la curva es concava). Por el contrario, la figura 18-1 (c)
indica que, para la persona que busca los riesgos, cada incremento monetario adicional tiene un valor mayor (la curva es convexa).
También puede probarse que las personas que evitan los riesgos designan una cantidad cierta que es consistentemente
menor que el pago esperado para la situacion de riesgo, en tanto que las personas que buscan los riesgos designan una
cantidad cierta que es consistentemente mayor que el pago esperado para la situacién. Véase el problema 18.16.

¥ ¥ 5

(a) Evita asumir riesgos (b) Neutral ante el riesgo (c) Asume riesgos
Fia. 18-1

En términos generales, la forma de la curva de utilidad refleja la actitud que tiene hacia el riesgo la persona que toma
las decisiones y, por lo tanto, es un factor importante para determinar qué accidon es mejor para quien toma las decisiones
en un momento especifico. Para una empresa que se encuentra en peligro financiero, un contrato de oportunidad especifico
que incluye la posibilidad de una perdida grande y el consecuente fracaso del negocio puede no representar una buena
oportunidad, aun cuando el pago esperado del contrato resulte positivo y represente un rendimiento importante. El concepto
de utilidad ofrece una base para demostrar por qué las dos partes que Intervienen en un contrato (tal como la aseguradora
y el asegurado) pueden experimentar una utilidad positiva, y por qué una situacion de riesgo que es "apropiada" para una
empresa puede no serio para otra. Sin embargo, si la funcion de utilidad es lineal, o aproximadamente, como en la figura
18-1(b), entonces el criterio de pago esperado es equivalente al criterio de la utilidad esperada para ese tomador de
decisiones.

Problemas resueltos

TABLAS DE PAGOS

18.1  Con base en un nuevo método tecnoldgico, un fabricante ha desarrollado un aparato de television a color con una
pantalla de 45'. El propietario de una tienda pequefia estima que al precio de venta de $2 800 000, los valores de
probabilidad asociados con la ventade 2, 3,4 6 5 aparatos durante los tres meses de interés son 0.30,0.40, 0.20
y 0.10, respectivamente. Con base s6lo en estos valores de probabilidad, ;qué nimero de aparatos debe ordenar
el encargado de la tienda para sus existencias, suponiendo que no es posible reordenar pedidos durante el periodo?

Con base en el criterio de maxima probabilidad, deben ordenarse 3 aparatos, puesto que la probabilidad de
0.40 para la venta de 3 aparatos es mayor que la probabilidad de cualquier otro evento.
Por otro lado, la expectativa del nivel de demanda es
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2(0.30) + 3(0.40) +4(0.20) + 5(0.10) = 3.1
Con base en esta expectativa para el evento, la decision mas parecida consiste en ordenar 3 aparatos.
18.2 Para la decisidon de inventarios del problema 18.1, el margen de utilidad para cada aparato que se vende
es $200 000. Si no se venden aparatos durante los tres meses, la pérdida total para la tienda es de $300
000 por aparato. Con base sélo en estas consecuencias econdémicas, e ignorando los valores de probabilidad
que se identificaron en el problema 18.1, determine las mejores decisiones desde el punto de vista de los
criterios maximln y maximax.

Con referencia a la Tabla 18.12, la mejor accién para el criterio maximin es A4: ordenar dos aparatos. Para el
criterio maximax, la mejor accién es A,: ordenar 5 aparatos.

Tabla 18.12 Numero de aparatos de televisién que deben ordenarse, de acuerdo
con los criterios maximin y maximax

Cantidad del pedido
Demanda del mercado A,:2 Ay:3 As:4 A4=5

E;:2 $ 400000 $ 100000 -$ 200000 | -$ 500 000
E>:3 400000 600000 300000 0
E;:4 400000 600000 800000 500000
E4:5 400000 600000 800000 1000000
Minimo $ 100000 -$ 200000 $ 500 000
Maéximo $ 400000 $ 600000 $ 800000

18.3 Determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax, para la situaciéon que

se describe en los problemas 18.1 y 18.2.

Tabla 18.13 Tabla de pérdidas de oportunidad para el nimero de aparatos
de television que deben ordenarse, y aplicacion del criterio
del arrepentimiento minimax

Cantidad del pedido
Demanda del mercado A2 A,:3 As:4 Ay:5
E;:2 $ 0 $ 300000 $ 600000 $ 900 000
E»:3 200000 0 300000 600000
E;:4 400000 200000 0 300000
E4S 600000 400000 200000 0
Arrepentimiento maximo $ 600000 $ 600000 $ 900000

En la Tabla 18.13 se incluyen las pérdidas de oportunidad (arrepentimientos) para esta situacion. Desde el

punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax, la mejor decision es A,. ordenar 3 aparatos.
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Con referencia a los problemas 18.1y 18.2, determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio del pago
esperado.

En la Tabla 18.14 se presenta la tabla completa de decision para este problema, y se reportan los pagos
esperados para los posibles actos de decision. Como se indica en la tabla, la mejor accién, desde el punto de vista
del criterio del pago esperado es A;: ordenar 3 aparatos.

Al utilizar la Tabla 18.14 determine la mejor decision de acuerdo con el criterio bayesiano, identificando la que tiene
la menor pérdida de oportunidad esperada.

En la Tabla 18.15 se repiten los valores de las pérdidas de oportunidad de la Tabla 18.13, y se identifica la
pérdida de oportunidad esperada correspondiente a cada decision. Como se indica en la tabla, la mejor accién desde
el punto de vista de la minimizacion de la pérdida de oportunidad esperada es A,: ordenar 3 aparatos. Este resultado
era de esperarse, puesto que la accion que satisface el criterio bayesiano de maximizar el pago esperado también
resulta ser la decision que tiene la menor pérdida de oportunidad esperada.

Tabla 18.14 Tabla de pagos para el nimero de aparatos de television que deben ordenarse,
y aplicacion del criterio del pago esperado

Cantidad del pedido
Demanda del
mercado Probabilidad A2 Ay:3 Az:4 Ay
E;:2 030 $ 400000 $ 100 000 -$ 200 000 -$ 500 000
E,:3 040 400000 600000 300 000 0
E;:4 0.20 400000 600000 800 000 500 000
E4:5 0.10 400000 600000 800 000 1 000 000
Pago esperado (PE) $ 400000 $ 450000 $ 300000 -$ 50 000

Tabla 18.15 Tabla de pérdidas de oportunidad para el nUmero de aparatos de television que deben
ordenarse, y calculo de las pérdidas de oportunidad esperadas

Cantidad del pedido
Demanda
del mercado Probabilidad A2 A3 A4 4405

E;:2 0.30 $ 0 $ 300 000 $ 600 000 $ 900 000
E,:3 040 200000 0 300 000 600 000
E;:4 020 400 000 200 000 0 300 000
E4:5 0.10 600 000 400 000 200 000 0

Pérdida de oportunidad esperada|  $ 220 000 $ 170000 $ 320 000 $ 570 000

(POE)

18.6 En laTabla 18.16 se presentan los pagos (rendimientos) correspondientes a cinco tipos alternativos de decisiones

de inversion para un periodo de un afio. Como no se tienen disponibles las probabilidades correspondientes a los
posibles estados, determine las mejores decisiones desde el punto de vista del criterio maximin y maximax.



18 ANALISIS BAYESIANO DE DECISIONES: TABLAS DE PAGOS Y ARBOLES DE DECISION 35S

Tabla 18.16 Rendimientos monetarios asociados con diversas alternativas de inversion,
para un fondo de $10 000 000

Decision de inversion
Estado de la Ay As Aq As
economia Cuenta de Bonos Acciones Acciones Acciones de
ahorros AAA especulativas riesgo
E;: Recesion $600 $500 -$2 500 -$5 000 -$10 000
E,: Estable 600 900 800 400 5000
E;: Expansion 600 900 4000 10000 20 000

En la Tabla 18.17 se identifican los valores maximo y minimo para cada uno de los actos de la Tabla 18.16.
Como seria de esperar, el criterio maximin conduce a tomar la muy conservadora decision A+: invertir en una cuenta
de ahorros. Por otro lado, el criterio maximax conduce a la decision del otro extremo, As: invertir en acciones de
riesgo.

Tabla 18.17 Decisién de inversion que debe tomarse de acuerdo con los criterios maximin

y maximax
Decision de inversion
Consecuencia
econdmica Ay As Ay As
Cuenta de Bonos Acciones Acciones Acciones de
ahorros AAA especulativas riesgo
$500 -$2 500 -$5 000 -$10 000
Maxima $600 $900 $4 000 $10 000 :ﬁ

18.7 Determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax para la situaciéon que
se describe en el problema 18.6.

En la Tabla 18.18 se muestra que la mejor accidn en este caso es A,: invertir en acciones especulativas. Debe

observarse la medida en que los valores del arrepentimiento minimax para los primeros cuatro actos se ven

afectados por la posibilidad de una gran ganancia con As, y que no se consideran los valores de probabilidad
utilizando este criterio del arrepentimiento minimax.

Tabla 18.18 Tabla de pérdida de oportunidad para el problema de decision sobre inversiones,
y aplicacion del criterio del arrepentimiento minimax

Decision de inversion

Estado de la economia Ay A, A_3 A4 As
Cuenta de Bonos Acciones Acciones Acciones de
ahorros AAA especulativas riesgo
E;: Recesion $ 0 $ 100 $ 3 100 $ 5600 $10 600
E,. Estable 300 0 100 500 5900
E;: Expansion 19 400 19 100 16 000 10 000 0
Arrepentimiento maximo $19 400 $19 100 $16 000 $10000 $10 600
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18.8 Para el problema 18.6, suponga que las probabilidades correspondientes a condiciones de recesion, estabilidad
econdmica y expansion son 0.30, 0.50 y 0.20, respectivamente. Determine la mejor decision desde el punto de
vista del criterio bayesiano de maximizar el pago esperado.

En la Tabla 18.19 se presenta la tabla completa de pagos para este problema, y también se sefiala el pago
esperado correspondiente a cada decisién. La mejor accion desde el punto de vista del criterio del pago esperado
es A,: invertir en bonos.

Tabla 18.19 Tabla de pagos para el problema de inversiones, y determinacidon de la mejor accion,

de acuerdo con el criterio de la ganancia esperada
Decision de inversion
Estado de la Ay A, As Ay As
economia Probabilidad Cuenta de Bonos Acciones Acciones Acciones de
ahorros AAA especulativas riesgo

E;: Recesion 0.30 $600 $500 -$2 500 -$5 000 -$10 000
E,: Estable 0.50 600 900 800 400 -5 000
E;: Expansion 0.20 600 900 4 000 10 000 20 000
Pago esperado (PE) $600 $780 $ 450 $ 700 -$ 1500

18.9

Hasta aqui, se han presentado situaciones en las que pueden ocurrir consecuencias econémicas tanto positivas
como negativas. Cuando las consecuencias son todas ellas valores de costos, pueden aplicarse las mismas
técnicas suponiendo que todas las cifras de costos se identifican como valores negativos (pagos). Sin embargo,
con frecuencia se identifican las cifras de costos como "costos" pero se reportan como valores absolutos, sin el
signo negativo. En estos casos, debe tenerse presente que el costo minimo, y no el maximo, es el costo "mejor", y
debe ajustarse la aplicacion de los diversos criterios de decisiéon en forma correspondiente. Utilizando la Tabla
18.20, determine las mejores decisiones desde el punto de vista de los criterios maximin y maximax, modificando
en forma apropiada la aplicaciéon de esos criterios.

Tabla 18.20 Tabla de costos asociados con tres planes de inspeccién de productos

Plan de inspeccion

Proporcion de productos
defectuosos en el embarque A Ay
Inspeccion al 100% Inspeccion al 5% Ninguna inspeccion
E;:0.01 $100 § 20 $ 0
E,: 0.05 100 150 400

Como el menor costo es el mejor y el mayor costo el peor, cuando se aplica el criterio maximin, el objetivo
consiste en seleccionarla accion cuyo costo maximo sea el menor. En este contexto, al criterio maximin se le podria
denominar el criterio "minimax". Tal como se sefala en la Tabla 18.21, la decision que satisface ese criterio es As:
inspeccion al 100%. Utilizando este criterio, se minimiza el costo maximo que puede ocurrir.

En el contexto de una tabla de costos, utilizar el criterio maximax implica elegir la decisién cuyo valor minimo
sea el menor. Por ello, al criterio se le podria denominar "minimin" en este caso. Como se muestra en la Tabla
18.21, el criterio que satisface ia orientacién optimista que representa el criterio maximax (es decir, el que minimiza
el costo minimo) es A3: ninguna inspeccion.
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Tabla 18.21 Plan de Inspeccion de calidad que debe elegirse de acuerdo
con tos criterios maximin y maximax
Plan de inspeccion
Proporcion de productos
defectuosos en el embarque A; 4 4;
Inspeccion al 100% Inspeccion al 5% Ninguna inspeccion

E;: 0.01 $100 $ 20 $ 0
E,:0.05 150 400

Costo maximo $150

Costo minimo $100 $ 20

18.10 Determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax para la situacion del

problema 18.9.

Observe la Tabla 18.22. Como la mejor decision para un estado determinado es aquella que da como resultado
el costo menor, a esa decision se le asigna una pérdida de utilidad de cero. Por ello, dado E4, A; es la mejor decision
ya que tiene el menor costo y, por ello, un arrepentimiento de $0. La decision que minimiza el arrepentimiento

maximo que puede ocurrir es A,: inspeccion del 5%.

Tabla 18.22 Tabla de pérdidas de oportunidad para el problema del plan de inspeccién
de calidad, y aplicacion del criterio de arrepentimiento minimax

Proporcion de productos

Plan de inspeccion

defectuosos en el embarque Ay Ay A;
Inspeccion al 100% Inspeccion al 5% Ninguna inspeccion
E;: 0.01 $100 $20 $ 0
E,:0.05 0 50 300
Arrepentimiento maximo $100 $300

Del problema 18.9, determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio bayesiano general de maximizar
el pago esperado, dada una probabilidad de 0.80 de que el embarque contenga una proporcion de 0.01 defectuosos,

y dada una probabilidad del 0.20 de que el embarque tenga una proporcion de 0.05 defectuosos.

Tabla 18.23 Tabla de costos para el problema del plan de inspeccion de calidad, y aplicacién
del criterio bayesiano

Proporcion de productos

Plan de inspeccion

A AZ

Inspeccion al 5%

Aj
Ninguna inspeccion

defectuosos en el embarque Probabilidad Inspeccion al 100%
71 kAL 0.80 $100 $ 20 $ 0
E-; A5 0.20 100 150 400
$100 $ 80

Costo esperado
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Cuando se manejan cifras de costos, se satisface el criterio bayesiano eligiendo la decision que tenga el
minimo costo esperado. La Tabla 18.23 es una tabla completa de decision para este problema, y muestra que la
mejor decisién desde este punto de vista es A, inspeccién del 5%. Debe observarse que, en términos del costo
esperado (a largo plazo), la accion menos preferida es la estrategia "conservadora" de inspeccionar el 100%.

ANALISIS DE ARBOLES DE DECISION

18.12 A un fabricante se le presenté una proposiciéon para un producto nuevo y debe decidir desarrollarlo o no. El costo
del desarrollo del proyecto es $200 000 000; la probabilidad de éxito es 0.70. Si el desarrollo no tiene éxito, se
termina el proyecto. Si tiene éxito, el fabricante debe entonces decidir si el nivel de produccion ha de ser alto o
bajo. Si la demanda es alta, el aumento en la utilidad, dado un nivel elevado de produccion, es de $700 000 000;
dado un nivel bajo, es de $150 000 000. Sila demanda es baja, el incremento en la utilidad, dado un nivel elevado
de produccion, es $100 000 000; dado un nivel bajo, es $150 000 000. Todos estos incrementos en utilidades son
cifras brutas (es decir, antes de restar los $200 000 000 del costo de desarrollar el producto). Se estima que la
probabilidad de una demanda elevada es P - 0.40, y para la demanda baja es P - 0.60. Elabore el arbol de
decisiones para esta situacion.

La figura 18-2 muestra el arbol de decision para este problema. Como es usual en estos diagramas, los puntos
de decision se identifican mediante un cuadro, y los eventos aleatorios se identifican mediante circulos.

Ganancia
=+ $500 000 000

O Puntos de decision ! e
0 Eventos aleatorios =l -

Ganancia
=-$100 000 000

Ganancia
=-$50000000

Ganancia
"Il‘ﬁ:].-:_ =-$50000000

Terminar el
proyecto;
ganancia = - $200 000 000

Ganancia
=30

Fig. 18-2

18.13 Con referencia a la figura 18-2, determine si el fabricante debe intentar el desarrollo de este producto, o no,
determinando la ganancia esperada correspondiente a las acciones alternativas "desarrollar" y "no desarrollar".
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En la figura 18-3 se repite el arbol de decision presentado en la figura 18-2, pero ahora se incluyen las
ganancias esperadas correspondientes a cada una de las decisiones posibles del proceso secuencial, y se eliminan
las acciones no preferidas de cada decision cruzando con dos rayas la rama correspondiente. Trabajando
de derecha a izquierda, se determina la ganancia esperada de la decision "nivel alto de produccién”, y que es
$140 000 000, de la siguiente manera:

PE (nivel alto de fabricacion) - (0.40) (500 000 000) + (0.60) (-100 000 000) - $140 000 000.

De manera similar,

PE (nivel bajo de fabricacion) - (0.40) (-50 000 000) + (0.60) (-50 000 000) = $50 000 000.

Al comparar las dos ganancias esperadas, la mejor decisiéon es "nivel alto de fabricacion"; se elimina la
posibilidad de la otra accion. Pasando a la izquierda hacia el siguiente punto de decisiéon (que es también el punto
inicial de decision en este caso), las ganancias esperadas para las dos posibles decisiones son

EP(Desarrollar) - (0.70)(140 000) + (0.30)(-200 000) - $38 000
EP(No desarrollar) - $0

Al comparar las dos ganancias esperadas, la mejor accién en el punto inicial es "desarrollar". Al calcular la
ganancia esperada de "desarrollar", debe observarse que la probabilidad de 0.70 (para "desarrollo con éxito") se
multiplica por $140 000 000, y se ignora la rama adyacente de -$50 000 000, debido a que corresponde a una
decision eliminada en la etapa previa de analisis.

"= -$100000000

-$50000000

-$50000000

-$200000000

Fig. 18-3
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FUNCIONES DE UTILIDAD Y UTILIDAD ESPERADA

18.14 En la Tabla 18.2 se observa que los dos resultados monetarios extremos son=$3 000 000 y +$12 000 000.
Supongase que quien toma las decisiones indica que le seria indiferente recibir una cantidad cierta de $2 400 000
o participar en una situacion de riesgo en la que existe una oportunidad del 50% de ganar $12 000 000, y una
probabilidad del 50% de perder $3 000 000. Siguiendo la convencion de asignar a los valores monetarios extremos
inferior y superior valores de utilidad de "0" y "1.0", respectivamente, determine los valores de utilidad asociados
con=$3 000 000, $2 400 000y $12 000 000.
Se comienza asignando valores de utilidad a las dos consecuencias monetarias extremas:

U(-$10 000000)-0 U($12 000 000) =1.0

La utilidad de la cantidad cierta de $2 400 000 se determina de la siguiente manera:

U(cantidad cierta) = P(U de un resultado elevado) + (1= P) (U de un resultado bajo)
U($2 400 000)= 0.50(1.0) + 0.50(0)
U($2400 000)=0.50

18.15 Al continuar con el problema 18.14, suponga que se le presentan cuatro contratos de referencia adicionales a la
persona que toma las decisiones (véase la Tabla 18.24). Determine los valores de utilidad para cada una de las
cantidades ciertas.

Tabla 18.24 Cuatro contratos de referencia con sus correspondientes
cantidades ciertas

Numero del contrato Probabilidad de Probabilidad de Cantidad cierta
ganar $12 000 000 | perder $3 000 000 equivalente
1 0.10 0.90 -$2 000000
2 0.30 0.70 0
3 0.70 0.30 6000000
4 0.90 0.10 10000000

Contrato Num. 1:
Cantidad cierta = 0.10(+$12 000 000) vs. 0.90(-$3 000 000)
-$1000 000 =0.10(+$12 000 000) vs. 0.90(-$3 000 000)
U(-$2 000 000)  =0.10(1.0)+0.90(0)-0.10

Contrato Num. 2:
Cantidad cierta = 0.30(+$12 000 000) vs. 0.70(-$3 000 000)
$0 = 0.30(+$12 000 000) vs. 0.70(-$3 000 000)
U($0) = 0.30(1.0)+0.70(0)= 0.30

Contrato Num. 3:
Cantidad cierta = 0.70(+$12 000 000) vs. 0.30(-$3 000 000)
$6 000000 = 0.70(+$12 000 000) vs. 0.30(-$3 000 000)
U($6 000 000) = 0.70(1.0)+0.30(0)-0.70
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Contrato Num. 4:

Cantidad cierta = 0.90(+$12 000 000) vs. 0.10(-$3 000 000)
$10 000000 = 0.90(+$12 000 000) vs. 0.10(-$3 000 000)
U($10 000 000) 090(1.0)+0.10(0)-0.90

En la Tabla 18.25 se resumen los valores de utilidad equivalentes a los diversos valores monetarios
determinados antes y en el problema 18.14. Observe que, cuando la situacién de riesgo del contrato de referencia
implica los dos resultados extremos con valores de utilidad de "1.0" y "0", los valores de utilidad de la cantidad

cierta fijada por quien toma las decisiones es siempre igual a la probabilidad del resultado que tiene la utilidad
asignada de 1.0.

Tabla 18.25 Valores de utilidad y valores monetarios equivalentes

Valor monetario -$1500000( -1000000 0 1200000 | 3000000 | 5000000 | 6000 000
Valor de utilidad 0 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90

1.00

18.16 Con referencia a la Tabla 18.25, construya una grafica para ilustrar la funcién de utilidad de este tomador de
decisiones. Describa su actitud con respecto al riesgo que se manifiesta en los contratos de referencia que le
presentaron.

En lafigura 18-4 se observa que este tomador de decisiones evita los riesgos en el rango de consecuencias
monetarias manejadas en este problema. Observe lafigura 18-1. Basicamente, muestra que la cantidad cierta que
considera equivalente a la situacién de riesgo designada en el contrato de referencia siempre es inferior al pago

E 1
1 = 5
Ganancias, millones de pesos

-

]
-k -1 a 1 1 *

Fig. 18-4
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esperado correspondiente, excepto porlos dos puntos extremos de la curva de utilidad. Por ejemplo, en el problema
18.14, esta persona plante6 que, para ella, una cantidad cierta de $1 200 000 era equivalente a una probabilidad
de 0.50 de ganar $12 000 000 y una probabilidad de 0.50 de perder $3 000 000. Sin embargo, el pago de esta
situacion de riesgo es 0.50 ($12 000 000) + 0.50 (-$3 000 000) - $6 000 000 + (-$1 500 000) = $4 500 000.

Determine los valores de utilidad aproximados para cada uno de los pagos de la Tabla 18-2, con referencia a la
funcion de utilidad de la figura 18-4, y determine la mejor decisién desde el punto de vista de la maximizacion de
la utilidad esperada.

En la Tabla 18.26 se identifican los valores de utilidad equivalentes a los pagos de la Tabla 18.2. Utilizando el
criterio de maximizacién de la utilidad esperada, la mejor accion esAs;, al igual que para el criterio del pago esperado
(ejemplo 6). Sin embargo, observe que mientras que los pagos esperados para las acciones Az y A, eran iguales
en la Tabla 18.7, los valores de utilidad esperados de estos dos actos no son iguales.

Tabla 18.26 Tabla de utilidad para el numero de unidades de aire acondicionado
que deben ordenarse, y seleccién de la mejor accion, de acuerdo
con el criterio de la utilidad esperada

Cantidad del pedido
Demanda
del mercado | Probabilidad Al S A,:10 Aj:15 Ay 20

E::5 0.10 0.55 0.38 0.21 0
E,:10 0.30 0.55 0.70 0.61 0.47
E;:15 0.40 0.55 0.70 0.86 0.78
E4:20 0.20 0.55 0.70 0.86 1.00
Utilidad esperada (UE) 0.550 0.668 0.653

Problemas complementarios

TABLAS DE PAGOS

18.18

18.19

Un analista de inversiones estima que existe una probabilidad de aproximadamente 50% de un "auge" en la industria
quimica durante el primer trimestre del afio, y que las probabilidades de "ningin cambio” y de "recesion" son mas
o menos iguales. Un cliente esta considerando invertir $10 000 000 en un fondo de inversién que se especializa
en acciones comunes de la industria quimica, o invertir ese dinero en bonos AAA, que producen 28% anual. Si la
industria quimica experimenta un auge durante el primer trimestre, el valor de las acciones de la sociedad de
inversion (incluyendo dividendos) aumentara en 35.0% en los préximos doce meses. Si no existe cambio, el valor
aumentara en 3.0%. Si ocurre una recesion, el valor se reducird en 30.0%. Ignorando los costos por comisiones,
construya una grafica de pagos para este problema de inversién.

Para la decision sobre inversiones que se describio en el problema 18.18, determine las mejores decisiones desde
el punto de vista de los criterios (a) maximin y (0) maximax.

Resp. (a) Az nvertir en bonos AAA, (b) A;: invertir en un fondo de inversion.
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Determine la mejor decision, desde el punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax, para el problema
18.18.

Resp. A,: invertir en bonos AAA

Para el problema 18.18, determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio del pago esperado.

Resp. A;: invertir en bonos AAA

Un vendedor al menudeo adquiere cierto producto en $3 000 por caja y lo vende en $5 000 por caja. El elevado
margen de utilidad refleja que los productos son perecederos, puesto que no tienen ningun valor después de cinco
dias. Con base en experiencias con productos similares, el vendedor confia en que la demanda para el articulo
esta entre 9 y 12 cajas, inclusive.

Construya la tabla de ganancias apropiada. Determine la mejor decision desde el punto de vista del criterio
(a) maximin y (b) maximax.

Resp. (a)A;: ordenar 9 cajas, (b) Ay ordenar 12 cajas

Construya la tabla de pérdidas de oportunidad (arrepentimientos) para el problema 18.22, y determine la mejor
decision desde el punto de vista del criterio de arrepentimiento minimax.

Resp. A,: ordenar 10 cajas

Al continuar con el problema 18.22, el vendedor estima que los valores de probabilidad asociados con la venta de
9 a 12 cajas del producto son 0.30,0.40, 0.20 y 0.10, respectivamente. ldentifique las mejores decisiones desde
el punto de vista de (a) el criterio de probabilidad maximay (b) la esperanza del evento.

Resp. (a) A,: ordenar 10 cajas, (b) A, ordenar 10 cajas

Con referencia a los problemas 18.22 y 18.23, determine la mejor cantidad del pedido, desde el punto de vista de
(a) el criterio del pago esperado y (b) el criterio de minimizacion de la pérdida de oportunidad esperada. Demuestre
que esos criterios son equivalentes identificando también las acciones que son mejores en segundo y tercer lugar,
con respecto a cada criterio.

Resp. (a)Az: ordenar 10 cajas, (b) A, ordenar 10 cajas

Junto con la instalacion de una nueva maquina, el propietario de un barco que hace viajes especializados tiene la
oportunidad de comprar hélices de refaccién, a $600 000 cada una, para utilizarlas durante la siguiente temporada
de trabajo. Las hélices se ajustan especialmente para el barco, y como el propietario ya ha firmado un contrato
para vender la nave después de la temporada, las hélices extra que se tengan después de haber terminado la
temporada carecen de valor. Si no se tiene una hélice de repuesto en forma inmediata cuando se le requiere, el
costo de comprarla, incluyendo el tiempo muerto de navegacion, es $1 200 000. Con base en su experiencia, el
propietario del barco estima que las probabilidades correspondientes a necesitar de 0 a 3 hélices en la proxima
temporada son 0.30, 0.30, 0.30 y 0.10, respectivamente. Construya una tabla de costos para este problema, y
determine el numero de hélices que deben ordenarse desde el punto de vista del criterio (a) maximin, y (b) maximax.

Resp. (a) A4: ordenar tres hélices, (b) A,: no ordenar ninguna hélice extra

Para la situacion del problema 18.26, determine la mejor decision desde el punto de vista de (a) el criterio de la
probabilidad maximay (b) la esperanza del evento.

Resp. (a) indiferente entre 0,1 y 2 hélices; (b) A,: ordenar una hélice
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Para el problema 18.26, determine la mejor decisién desde el punto de vista del criterio de la ganancia esperada
(en este caso, costo esperado).

Resp. A,: ordenar una hélice
Varias semanas antes de latemporada de vacaciones, un grupo de comerciantes debe decidir si ordena colchones
y sombrillas de playa, o nada, para venderlos en un centro de recreo. Como se indica en la Tabla 18.27, el éxito

monetario de la decisiéon de vender esos articulos depende de las condiciones del clima. Determine las mejores
acciones desde el punto de vista de los criterios (a) maximin y (b) maximax.

Resp. (a) As: nada, (B) A,: sombrillas de playa

Tabla 18.27 Pagos para el problema de decisién sobre la temporada vacacional

Clima A,: Colchones de playa |4, Sombrillas de playa A;: Ninguna
Frio $100 -§ 80 $0
Caliente -50 150 0

Determine la mejor accion desde el punto de vista del criterio del arrepentimiento minimax del problema 18.29.

Resp. As: nada

Continuando con el problema 18.29, uno de los comerciantes visita la oficina del servicio meteoroldgico y se entera
de que, en los Ultimos diez afios, el clima ha sido "caliente" en seis de los diez dfas que dura la temporada vacacional.
Utilice esta informacion para determinar las probabilidades correspondientes a las dos condiciones del clima.
Después, determine las mejores acciones desde el punto de vista (a) del criterio de probabilidad maxima y (b) del
criterio de la ganancia esperada.

Resp. (a) A,: sombrillas de playa, (b) A,: sombrillas de playa

ANALISIS DE ARBOLES DE DECISION

18.32 Un inversionista esta considerando colocar un depdsito de $10 000 000 para reservar una oportunidad de concesion

en una nueva area residencial durante un afio. Existen dos areas de incertidumbre asociadas con esa situacion de
decisiones secuenciales: en primer lugar, es posible que un competidor importante de otra concesionaria decida
abrir un expendio en la misma areay, por otro lado, no se sabe si esa &rea residencial crecera para convertirse en
un mercado moderado o grande. El inversionista estima que existe una probabilidad de .50 de que el sistema
competidor de concesiones establezca unatienda. Por ello, lo primero que el inversionista debe decidir es si realiza
el pago inicial de $10 000 000. Después de que se sepa la decision del sistema competidor, el inversionista debe
decidir si ha de proceder o no a construir su propio expendio. Si existe competencia y el mercado es grande, la
ganancia neta para el periodo de Interés se estima en $15 000 000; si el mercado es moderado habra una pérdida
neta de $10 000 000. Si no existe competencia y el mercado es grande, la ganancia neta sera de $30 000 000; si
el mercado es moderado, habra una ganancia de $10 000 000. El inversionista estima que existe una probabilidad
de aproximadamente .4% de que el mercado sea grande. Utilizando el analisis de arbol de decisiones, determine
si debe realizarse o no el deposito inicial de $10 000 000.

Resp. Realizar el depdsito (PE - $9 000 000).
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FUNCIONES DE UTILIDAD Y UTILIDAD ESPERADA

18.33 Paralos problemas 18.6 y 18.8, los puntos extremos de las posibles consecuencias monetarias son -$10 000 000
y $20 000 000. Describa lo que usted haria para desarrollar una funcion de utilidad para la persona que debe tomar
esta decisién de inversion.

18.34 Con base en su respuesta al problema 18.33, suponga que se ha obtenido el conjunto de valores de utilidad que
se reporta en la Tabla 18.28. Construya la curva de utilidad correspondiente y utilicela para determinar los términos
en los que puede describirse al inversionista con respecto al riesgo: lo evita, lo busca o es neutral. llustre el
significado de su conclusion en el contexto del problema.

Resp. Altomador de decisiones le gusta asumir riesgos.

Tabla 18.28 Valores de utilidad equivalentes a los valores monetarios, para el problema de decisiones
sobre inversién

Valor monetario -10 000 -2 500 2000 10 000 14 000 18 000 20 000

Valor de utilidad 0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

18.35 Determine la mejor decisién para la situacion que se describe en los problemas 18.6 a 18.8, con base en el criterio
de la utilidad esperada, y utilizando la funcién de utilidad que se construyé en el problema 18.34.

Resp. As: Invertir en acciones de riesgo (UE = 0.230)



Analisis bayesiano
de decisiones: -
El uso de informacidon muestral

19.1 EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA (VEIP)

Como los diversos eventos posibles, o estados, son ciertos y estan asociados con una distribuciéon de probabilidad, la
disponibilidad de Informacién perfecta indica que quien toma las decisiones sabe qué evento ocurrira para cada una de las
alternativas individuales de decision. El valor esperado de la Informacién perfecta (VEIP) es la diferencia entre la ganancia
esperada (a largo plazo) dada esa informaciéon, menos la ganancia esperada correspondiente a la mejor decision bajo
condiciones de incertidumbre. Aunque la informacién perfecta como tal raras veces esta disponible, el VEIP sirve como
indicacion del valor maximo que cualquier muestra puede tener para quien toma las decisiones. Al determinar el VEIP, debe
observarse que, bajo condiciones de incertidumbre, la "mejor accion" se identifica como la estrategia consistente para cada
una de las alternativas de accién. Por otro lado, la disponibilidad de informacién perfecta conduce a una estrategia mixta,
en la que la decision esta perfectamente asociada con el evento, o estado, para cada una de las alternativas. La férmula
para determinar el valor esperado de la informacion perfecta, en donde GEIP designa la ganancia esperada con informacién
perfecta, es

VEIP = GEIP - PE(bajo condiciones de incertidumbre) (19.1)

EJEMPLO 1. Con referencia a la Tabla 18.7, de la pagina 306, en donde la mejor accién bajo condiciones de
incertidumbre es As: ordenar 15 unidades, con una ganancia esperada de $6 500 000. Si la informacion perfecta se tuviera
disponible, se elegiria la accion A, el 10% de las veces, se elegiria la accion A, el 30 % de las veces, etc., de acuerdo con
las frecuencias relativas de los correspondientes niveles de demanda. Observe la Tabla 19.1. Como se sefiala, la ganancia
esperada con informacion perfecta es $8 100 000. Por ello, el VE/P =8100 000 - 6 500 000 - $1 600 000. Esto es lo mas
que valdria cualquier informacién muestral, en promedio, porque es la cantidad maxima en que se podria aumentar la
ganancia esperada, eliminando toda la incertidumbre.

Tabla 19.1 Determinacion del pago esperado con informacién perfecta para
la situacion de decision de la Tabla 18.7

Demanda del Valor condicional de la Pago
mercado Probabilidad Mejor accion mejor accion esperado
E;: 5 0.10 4, $ 3 000 000 $ 300 000
E,:10 0.30 4, 6 000 000 1 800 000
E;:15 0.40 As 9000 000 3 600 000
E4:20 0.20 Ay 12 000 000 2 400 000
$8 100 000

Considérese ahora la relacion entre la pérdida de oportunidad y el valor de la informacién perfecta. Por definicion, la
POE de la mejor accion es la cantidad promedio de arrepentimiento para la accion optima, en calidad de promedio a largo
plazo. Véase la seccion 18.4. Como la POE de la mejor accion es la cantidad promedio que se pierde sobre las mejores
ganancias posibles dada una estrategia perfecta (combinada), se sigue que debe ser también el valor de la informacion
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perfecta, para una situacién determinada de decisiones. Por ello, una base alternativa para determinar el valor esperado de
la informacién perfecta es

VEIP = POE (mejor accidn) (19.2)

EJEMPLO 2.  En el ejemplo 7 del capitulo 18 (pagina 307), se determiné que la mejor decision (Az) era la misma,
independientemente de si se identificaba la accién con la PE mas alta o con la POE menor. Ahora, puede observarse ademas
que la POE de la mejor accion ($1 600 000) indica también el VEIP para esta situacion. Este valor corresponde al valor que
se obtuvo en el ejemplo 1 anterior.

Deben observarse en los ejemplos anteriores la diferencia entre la ganancia esperada con informacién perfecta, y el
valor esperado de la informacion perfecta. La ganancia esperada con informacion perfecta (GE/P) indica el resultado a largo
plazo cuando se elimina toda la incertidumbre, mientras que el valor esperado de la informacién perfecta (VEIP) es el
promedio de incrementos de valor al eliminar la incertidumbre en las decisiones.

Al igual que en el capitulo 18, en éste se restringe el analisis a los eventos que se ajustan a una distribucion discreta
de probabilidad. En el capitulo 20 se analiza la forma de determinar el valor de la informacién perfecta y el valor de la
informacién muestral para eventos que tienen una distribucién de probabilidad normal.

19.2 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD A PRIORIY A POSTERIORI

En la seccion 5.7 se utiliza el teorema de Bayes para determinar la probabilidad de un primer evento, dado que ya ha ocurrido
un segundo evento especifico. Esta seccidn presenta la aplicacién del teorema de Bayes para modificar las diversas
probabilidades asociadas con el conjunto total de posibles eventos, o estados, en una situacion de decisiones. En este
contexto, la distribucién da probabilidades a priori es la distribucion de probabilidad aplicable antes de recolectar informacion
muestral. Con frecuencia, esas distribuciones de probabilidad son subjetivas en el andlisis bayesiano de decisiones, puesto
que se basan en juicios, aunque también pudieran basarse en informacion histérica. La distribucién de probabilidad a
posteriori es la distribucion de probabilidad que se tiene después de observar la informacién muestral, y después de utilizarla
para modificar la distribucién de probabilidad a priori, aplicando el teorema de Bayes.

Como se ilustra en la seccién 5.7, para poder aplicar el teorema de Bayes, deben conocerse la probabilidad a priori
del evento incierto, y la probabilidad condicional del resultado muestral. Tipicamente, se determinan las probabilidades
condicionales utilizando alguna de las distribuciones estandar de probabilidad, de acuerdo con la naturaleza de la situacion
de muestreo.

EJEMPLO 3.  Cuando un proceso de manufactura se encuentra bajo control, la proporcion de productos defectuosos
es de solo 0.01; cuando esta fuera de control, la proporcién es 0.10. Histéricamente, se ha encontrado que el proceso esta
fuera de control el 5% de las veces, y sobre esta base se presentan los valores de probabilidad de la Tabla 19.2. Se
inspecciona una muestra de n = 10 productos y se encuentra que uno de ellos esta defectuoso. Para utilizar la férmula de

Tabla 19.2 Valores de probabilidad previos
correspondientes a los dos niveles posibles
de fraccion de productos defectuosos en un
proceso de manufactura

Fraccion de productos defectuosos Probabilidad previa

0.01 0.95
0.10 0.05
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Bayes con el propésito de modificar los valores de la probabilidad a priori, la distribucién binomial de probabilidad (seccién
6.3) sirve de base para determinar la probabilidad condicional del resultado muestral, dada cada fraccién de productos
defectuosos. Por ejemplo, la probabilidad de que x - 1 producto esté defectuoso, dada una muestra n = 10, y una fraccion
de p =0.01, es 0.0914, de acuerdo con el apéndice 2. Debe observarse que en este contexto, el valor de "p" de la tabla
binomial es la fraccién de productos defectuosos y no el valor de la probabilidad a priori asociado con esa fraccion de
productos defectuosos. El diagrama de arbol para esta situacion de muestreo (Fig. 19-1) incluye todas las probabilidades
condicionales, asi como también las a priori.

Fraccion de
productos Numero de productos

defectuosos defectuosos en n = 10

MY =0 2 X =)

1

A1dE 10X ={I-::n.":'22]-
Fig. 19-1

Al tilizar la féormula (5.76), se determina la probabilidad a posteriori de que la verdadera fraccion de articulos
defectuosos sea 0.01, dado que se ha encontrado que uno de los elementos de la muestran = 10 es defectuoso.

FLAalPLa: Al
BLAIPTE ALE PLATFR- A
Pip-= =0L0L ) = L def| p=1H)
Tip=0ULix Pildei p=0010+ Pip—0.10] % PLLdel p = 0.H
le ':" _II:_I:I I:I‘:llli] I:I IH&E

= o e = 081161 =08
£0.45170.05141 + [0.05)0. 3874 6.10620

LAl M=

Blp — (00| 1 def.i—

Ahora podria aplicarse también la férmula de Bayes para determinar la probabilidad de que la verdadera fraccion de
productos defectuosos sea 0.10, dado el resultado muestral obtenido. Sin embargo, como sélo son posibles dos niveles de
fraccion de productos defectuosos, este valor es evidentemente el complemento del 0.82 que se determiné antes, o también
0.18. En la Tabla 19.3 se resumen los valores de probabilidad a prioriy a posteriori para este ejemplo. Debe observarse que
el cambio en los valores de probabilidad después de la muestra refleja el hecho de que observar un producto defectuoso en
una muestra aleatoria de n = 10 es mas probable con la fraccion de defectuosos de 0.10 que con la de 0.01.

Tabla 19.3 Distribuciones de probabilidad a priori y a posteriori

Fraccion de productos Probabilidad a priori Probabilidad a posteriori
defectuosos
0.01 0.95 0.82

0.10 0.05 0.18
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En el ejemplo 3 se presenta una aplicacion directa de la metodologia de la seccion 5.7. Sin embargo, cuando se trata
de modificar un conjunto completo de valores de probabilidad, resulta mas conveniente un enfoque tabular para elaborar
la distribucion de probabilidades a posterior!, y no la aplicacion repetida de la férmula de Bayes para determinar cada uno
de los valores de probabilidad posteriores.

Tabla 19.4 Modificacion de la probabilidad para el problema de fraccion de productos

defectuosos
() ) (3) ) (5)
Probabilidad
condicional del Probabilidad conjunta P aposteriori
Evento P apriori resultado muestral Col. (2) x Col. (3) Col. (4) / suma 6
0.01 0.95 0.0914 0.08683 0.81761 - 0.82
0.10 0.05 0.3874 0.01937 0.18239 = 0.18
Total 1.00 0.10620 1.00
EJEMPLO 4. En la Tabla 19.4 se ilustra el uso del enfoque tabular para elaborar la distribucion de probabilidad a

posteriori, para la situacion que se describe en el ejemplo 3. Para cada uno de los eventos, se determina el valor de la
probabilidad a posteriori, dividiendo la probabilidad conjunta de la celda correspondiente entre la suma de la columna (4).
Mediante este procedimiento, cada una de las anotaciones de la columna (4) es equivalente al numeradorde la férmula de
Bayes, en tanto que la suma de la columna (4) es equivalente al denominador. Tal como se sefiala, se obtienen los mismos

19.3 ANALISIS BAYESIANO A POSTERIORi Y EL VALOR DE LA INFORMACION MUESTRAL (DESPUES
DEL MUESTREO)

Puede aplicarse ahora el procedimiento mediante el cual se utiliza la informaciéon muestral para revisar una distribucion de
probabilidad a priori a un problema de decision que se refiere a si se ha de aceptar o no un embarque de un proveedor.
Primero se determina la mejor accién con base en ladistribucién a prioriy, después, con base en una distribucién a posteriori.
Finalmente, se determina el valor del resultado muestral especifico con base en si la identificacién de la mejor accion resulté
modificada al revisar los valores de las probabilidades a priori.

EJEMPLOS. La Tabla 19.5 muestra que la fraccion (proporcion) de productos defectuosos, en un embarque de 1 000
de ellos, puede darse en uno de cuatro niveles: 0.01,0.05,0.10 y 0.20. Se incluyen en la tabla los valores de la probabilidad
a priori con base en la experiencia histérica de ese proveedor. Los costos para Aq: Aceptar, se basan en el hecho de que la
identificacion y eliminacion de un producto defectuoso que se convierte en parte de un componente ensamblado cuesta
$1 000. Por ello, para una proporcion de productos defectuosos de 0.01, existen 0.01 X1 000 = 10 productos defectuosos,
que implican un costo de 10 X $1 000 = $10 000 por su eliminacién a posteriori. Los costos asociados con A,: Rechazar, se
basan en la informacion de que si la verdadera proporcion de productos defectuosos es 0.05 o menos, la compafia esta
contractualmente obligada a aceptar el embarque y, por ello, debe pagar los gastos adicionales del embarque cuando el
proveedor lo devuelve a la compania. Con base en la distribucion de probabilidad a priori, la accion que tiene el menor costo
esperado es A, Aceptary, por ello, en ausencia de informacidén muestral, deberla aceptarse el embarque en forma rutinaria.
De hecho, si la mejor accion fuera otra, serfa indicacion de que se ha contratado al proveedor equivocado
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Tabla 19.5 Tabla de decision para el problema del embarque, utilizando la distribucién a priori

Fraccion de

productos Costo Costo Costo Costo

defectuosos condicional de condicional de esperado de esperado de
) (F) apriori A;: Aceptar A, Rechazar Aj: Aceptar Aj,: Rechazar
0.01 0.50 $10000 $200000 $ 5000 $100 000
0.05 0.30 50000 200000 15 000 60 000
0.10 0.10 100000 0 10 000 0
0.20 0.10 200000 0 20000 0
Total 1.00 $50000 $160000

Mientras que el analisis del ejemplo 5 se basa en la distribucién de probabilidad a priori, en el ejemplo 6 se supone
que existe informacion muestral disponible que se utiliza para modificar la distribucién de probabilidad a priori.

EJEMPLO 6. Para la situacion que se describe en el ejemplo 5, suponga que se selecciona una muestra aleatoria de
n =10 productos y que se encuentra que dos de ellos estan defectuosos. Utilizando el procedimiento tabular que se describié
en la seccién 19.2, se modifica la distribucién de probabilidad a priori en la Tabla 19.6. Como era de esperarse, los valores
de probabilidad a posteriori correspondientes a las proporciones de productos defectuosos de 0.10 y 0.20 son mayores que
los respectivos valores de probabilidad a priori, debido al resultado muestral. Las probabilidades condicionales de la Tabla
19.6 se basan en la distribucién binomial de probabilidad. Al igual que en la seccién 19.2, observe que, cuando se utiliza la
tabla binomial, los valores de "p" son cada una de las proporciones correspondientes de productos defectuosos, y no el
valor de la probabilidad a priori.

Tabla 19.6 Modificacion de probabilidades para el problema de los embarques

Fraccion de Probabilidad

productos condicional del

defectuosos resultado muestral Probabilidad

(F) apriori EPX = Qe = 10, 1] conjunta (P) a posteriori

0.01 0.50 0.0042 0.00210 0.0284=0.03
0.05 0.30 0.0746 0.02238 0.3022=0.30
0.10 0.10 0.1937 0.01937 0.2616=0.26
0.20 0.10 0.3020 0.03020 0.4078 =041

Total 1.00 0.07405 1.00

El anélisis bayesiano a posteriori es el proceso que consiste en determinar la mejor accién revisando la distribucion
de probabilidad a priori, con base en datos muestrales, para después utilizar la distribucion de probabilidad a posteriori que
se obtiene para determinar la mejor decisién. Teniendo disponible la distribucion de probabilidad a posteriori que se obtuvo
en el ejemplo 6, en el ejemplo 7 se termina el analisis bayesiano a posteriori.

EJEMPLO 7. En la Tabla 19.7, el costo esperado para A,: Rechazar ($66 000) es inferior al costo esperado correspon-
diente a A;: Aceptar. Por ello, dado que la muestra de n= 10 contenia dos productos defectuosos, la mejor accion, desde
el punto de vista del criterio bayesiano de minimizar los costos esperados, consiste en rechazar el embarque y devolverlo,
en vez de introducir los productos al proceso de manufactura.
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Tabla 19.7 Tabla de costos para el problema de los embarques, utilizando la distribucion

de probabilidad a posteriori

371

Fraccion de
productos Costo Costo Costo Costo
defectuosos condicional de | condicional de esperado de esperado de
() (P) aposteriori A Aceptar A, Rechazar A: Aceptar Aj:Rechazar
0.01 0.03 $ 10 000 $200000 $ 300 $ 6000
0.05 0.30 50000 200000 15000 60000
0.10 0.26 100000 0 26 000 0
0.20 0.41 200000 0 82 000 0
Total 1.00 $123,300 $66000

Al haber ilustrado en los ejemplos 5 a 7 el proceso del analisis bayesiano a posteriori, ahora es posible considerar el
valor asociado con una muestra que ya se ha tomado. El valor de la informaciéon muestral (VIM) estimado para una muestra
que ya ha sido observada, se basa en la diferencia entre las ganancias esperadas a posteriori (o costos) de las mejores
acciones que se identifican antes y después del muestreo, o

VIM = (pago esperado posterior de la mejor accion posterior)

- (pago esperado posterior de la mejor accion previa) (19.3)
Por ello, si identificar la mejor accién no cambia el resultado de un analisis a posteriori, entonces el valor de la informacion
muestral es $0, aun cuando la ganancia esperada correspondiente a esa decision hubiera cambiado en términos generales.

EJEMPLO 8. Para estimar el valor de la informacién muestral del ejemplo 7, observe en primer lugar que, como resultado
del analisis a posteriori, se modifica la mejor decision para que sea ahora A; Rechazar, y ya no A;. Aceptar, la cual fue
aplicable sin la muestra. El valor estimado de la informacién muestral que se obtiene es

VIM = -66 000 - (-123 300) = -66 000 + 123 300 - $57 300

(Nota: Como en este caso los dos valores esperados son costos, se anotan como valores negativos para que el VIM
resulte, como debe ser, positivo. A largo plazo, la informacién muestral sirvié para modificar las probabilidades a priori y
obtener una evaluacién mas precisa. Aun cuando se pensaba que el costo esperado del A;: Aceptar era $50 000, con base
en el andlisis a priori, considerando la informacion muestral se reconoce que una evaluaciéon mas confiable de ese costo
esperado es $123 300. La informacién muestral obligoé a cambiar la decision, de esta Ultima, a la decision A,: Rechazar, con
un costo esperado (posterior) de $66 000, reduciendo de esta manera el costo esperado en $57 300, que es lo que se
hubiera experimentado de haber elegido la decision A;.)

19.4 ANALISIS PREPOSTERIOR: EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION MUESTRAL (VEIM) ANTES
DEL MUESTREO

El andlisis preposterior es el proceso mediante el cual se estima el valor de la informacién muestral antes de recolectar la
muestra. El procedimiento basico consiste en considerar todos los resultados posibles muestrales, determinar el valor
estimado de cada uno de los resultados muestrales para el proceso de decision y, después, determinar los valores esperados
de la informacién muestra/ (VEIM) ponderando cada uno de esos distintos valores con la probabilidad de que ocurra el
resultado muestral correspondiente.



372 ESTADISTICA APLICADA

[

En el ejemplo 9 se ilustra el proceso del analisis preposterior para una muestra de solamente n =1. Como es necesario
considerar todos los posibles resultados muestrales, el calculo del VEIM para muestras que no son pequefias resulta muy
laborioso. Sin embargo, el procedimiento que se ilustra enseguida puede aplicarse a muestras mas grandes utilizando una
computadora.

EJEMPLO 9.  Suponga que desea determinar el valor esperado de la Informaciéon muestral correspondiente a una
muestra de n = 1, para el problema de decisién que se describe en el ejemplo 5. La Tabla 19.5 es la tabla de costos para
este problema, y con base en la distribucion a priori, la mejor accién es A;: Aceptar el embarque, con un costo esperado de
$50 000 (en contraste con A,: Rechazar el embarque, con un costo esperado de $160 000). Se procede determinando el
VIM correspondiente a cada uno de los posibles resultados muestrales, y después se combinan esos valores para calcular
el VEIM para la muestra de n =1.

Paso 1: Determinar la distribucion a posteriori si se encuentran 0 productos defectuosos en la muestrade n=1.Enla
Tabla 19.8 se presentan el procedimiento de revision y la distribucion de probabilidad a posteriori. Observe que los valores
de probabilidad han "cambiado" un tanto en la direccion esperada. Observe también que la suma de la columna de
"probabilidad conjunta” se identifica indicando la probabilidad global (incondicional) del resultado muestral que se observa.
Este valor de probabilidad se utiliza en la etapa final de determinacién del VEIM.

Tabla 19.8 Modificacion de la probabilidad para el problema de los embarques, dado que no hay
productos defectuosos en una muestra de n - 1

Fraccion de productos Probabilidad condicional de
defectuosos resultado muestral Probabilidad
(P, (P) a priori [P(X=0|n=1,P;)] conjunta (P) a posteriori
0.01 0.50 0.99 0.495 0.5211=0.521
0.05 0.30 0.95 0.285 0.3000 =0.300
0.10 0.10 0.90 0.090 0.0947 = 0.095
0.20 0.10 0.80 0.080 0.0842 =0.084
Total 1.00 P(X=0) = 0.950 1.000

Paso 2: Determinar la mejor accion si se encuentran cero productos defectuosos en la muestra de n =1, y determinar
los pagos (costos) esperados correspondientes a las acciones alternativas. Como se muestra en la Tabla 19.9, la mejor
accion es Aq: Aceptar el embarque, que es la misma accion que se consideré mejor con base en el analisis previo (antes de
utilizar la informacion muestral) en el ejemplo 5.

Tabla 19.9 Determinacion de la mejor accion para el problema de los embarques, dado que no existen
productos defectuosos en una muestra de n=1

Fraccion de productos Costo Costo Costo Costo

defectuosos condicional de | condicional de esperado de esperado de
(P;) (P) aposteriori|  A;: Aceptar A, Rechazar Aj:Aceptar A, Rechazar
0.01 0.521 $ 10000 $ 200000 $ 5210 $104 200
0.05 0.300 50000 200000 15000 60 000

0.10 0.095 100000 0 9 500 0

0.20 0.084 200000 0 16 800 0
Total: $46 510 Total: $164 200
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Paso 3: Determinar el valor estimado de la informacién de que se encuentren cero productos defectuosos en la muestra
de n = 1. Como no ha cambiado la mejor accién al observar los resultados muestrales, el valor de la muestra es $0. O,
utilizando la férmula (719.3),

VIM = (ganancia esperada posterior de la mejor accion posterior) - (ganancia esperada posterior de la mejor accion previa)
=-46510- (-46510=-46 510 + 46 510 = $0

Paso 4: Determinar la distribucién a posteriori si se encuentra un producto defectuoso en la muestraden = 1. En la
Tabla 19.10 se presentan el proceso de revisién y la distribucién de probabilidad a posteriori. De nueva cuenta, observe que
los valores de probabilidad se han modificado en la direcciéon esperada. También, de nueva cuente la suma de la columna
de "probabilidad conjunta* sefala la probabilidad global del resultado muestral que se considera, en este caso el de X = 1,
dado n =1, y dada la distribucion de probabilidad a priori.

Tabla 19.10 Modificaciéon de las probabilidades para el problema de los embarques, dado un producto
defectuoso en una muestraden - 1

Fraccion de productos Probabilidad condicional
defectuosos del resultado muestral
(pi) (P) apriori [P ==L ml Probabilidad conjunta (P) a posterior i
0.01 0.50 0.01 0.005 0.10
0.05 0.30 0.05 0.015 0.30
0.10 0.10 0.10 0.010 020
0.20 0.10 0.20 0.020 0.40
F Todgh (¥ = 13= 0,05 Total: 1.00

Paso 5 : Determine la mejor accién si se encuentra un producto defectuoso en la muestra de n - 1 y las ganancias
(costos) esperados correspondientes a las acciones alternativas. Como se muestra en la Tabla 19.11, la mejor accién es A,:
Rechazar el embarque, que difiere de la mejor accién, de acuerdo con la distribucién de probabilidad a priori.

Tabla 19.11 Determinacion de la mejor accion para el problema de los embarques, dado un producto
defectuoso en una muestraden - 1

Fraccion de

productos Costo Costo Costo Costo

defectuosos ( P)a condicional de condicional de esperado de esperado de
( ‘Pd posteriori A;: Aceptar A>: Rechazar A;: Aceptar A,: Rechazar
0.01 0.10 $ 10000 $ 200000 $ 1000 $ 20000
0.05 0.30 50000 200000 15 000 60000
0.10 0.20 100000 0 20000 0
0.20 0.40 200000 0 80000 0

Total: $ 116000 Total: $ 80 000

Paso 6: Determine el valor estimado de la informacién de que un producto esta defectuoso en la muestra den = 1.
Como existen cambios en la mejor accion si se incluyen los resultados observados en la muestra, ese valor se determina
utilizando la férmula (19.3):

VIM = (Ganancia esperada posterior de la mejor accion posterior) - (ganancia esperada posterior de la mejor accion previa)
=-80000 - (-116 000 = -80 000 + 116 000 = $36 000
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Paso 7: Como ya se ha determinado el VIM correspondiente a cada uno de los posibles resultados muestrales, se
combinan estos valores para obtener el valor esperado de la informacién muestral, a través de la siguiente formula:

FEIM = E (FIM) PXD (19.4)
Al aplicar esta formula:
VEIM = 0(0.950) + 36 000(0.50) = 0 + 1 800 = $1 800

En el calculo anterior, se multiplica cada uno de los posibles VIM por la probabilidad de que ocurra el correspondiente
resultado muestral, y se suman estos productos. Como se muestra en las etapas 1y 4 anteriores, las probabilidades de que
ocurran los dos diferentes resultados muestrales para este problema son las que se indican mediante las sumas de las
columnas de "probabilidad conjunta” de las Tablas 19.8 y 19.10, respectivamente.

19.5 GANANCIA NETA ESPERADA DEL MUESTREO (GNEM) Y EL TAMANO OPTIMO DE LA MUESTRA

Para cada uno de los tamafios de muestra que se consideran, se define la ganancia neta esperada del muestreo (GNEM)
como la diferencia entre el valor esperado de la informacion muestral y el costo de la muestra (CM):

GNEM= VEIM - CM (19.5)

Si la GNEM de la muestra que se considera es superior a 0, entonces debe tomarse la muestra a menos que otra
muestra tenga otra GNEM mayor. Este tema se contempla en una parte posterior de esta seccion, con respecto al tamafio
optimo de la muestra.

EJEMPLO 10. Para el tamafio de muestra de n =1 que se considerd en el ejemplo 9, el VEIM = $1 800. Suponga que
el costo de la inspeccion es de $1 200 por producto. Se determina la ganancia neta esperada al obtener una muestra de
n =1 en esta situacién, de la manera siguiente:

GNEM= VEIM- CM=1800-1 200 = $600

Por ello, es mejor obtener una muestra de un articulo antes de decidir aceptar o rechazar el embarque, en vez de tomar
la decision sin la informacién muestral.

Al aumentar el tamafio de la muestra que se considera en el analisis preposterior, el VEIM se vuelve cada vez mayor
y se aproxima al valor del VEIP, para esa situacion. El tamario 6ptimo de la muestra es aquel que permite maximizar la
GNEM. En lafigura 19-2 se ilustra la relacion entre el VEIP, el VEIM, y el CM, conforme se aumenta el tamafio de la muestra.
En lafigura 19-3 se indica la relacion general entre el tamafio de la muestray la GNEM.

CA CRE
FEfF

Fig. 19-2 Fig. 19-3
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EJEMPLO 11. Enla Tabla 19.12, y de acuerdo con el orden del tamafio de la muestra,-se presentan los valores de
VEIM, CMy la GNEM para el problema de la inspeccién de embarques que se revisa en los ejemplos 9 y 10. Los valores
correspondientes a n - 0 se basan en la ausencia de una muestra, en tanto que los valores correspondientes a n=1 se
determinaron en los ejemplos 9y 10. Los valores para n = 2 se determinaron mediante un procedimiento similar al que se
siguié paran = 1, excepto que fue necesario considerar tres posibles resultados muestrales (X =0, X=1 y X=2). No se
presentan en este capitulo los célculos correspondientes. Como la GNEM siempre tiene una "cumbre" en algun tamafio
muestral (incluyendo posiblementen = 0), y después declina, se concluye de la informacion de la Tabla 19.12 que el tamafio
6ptimo de la muestra para este problema simplificado es n = 1. Para problemas mas realistas que implican la consideracion
de tamafios de muestra mas grandes, seria imprescindible el uso de una computadora.

Tabla 19.12 VEIM, CMy GNEM para el problema
de los embarques, de acuerdo con
el tamafio de la muestra

Tamarfio de
la muestra
(n) VEIM M GNEM
0 $0 $0 $0
1 1800 1200 600
2 2 830 2 400 430

En algunos textos en los que se incluye el andlisis bayesiano de decisiones, se revisa la determinacién de la ganancia
esperadaterminal global (GETG)y de la ganancia esperada terminal global neta (GETGN) junto con el analisis preposterior.
Para cada uno de los posibles tamafios de la muestra, la ganancia esperada terminal global es el valor esperado de la mejor
accion antes del muestreo, mas el valor esperado de la informacién muestral. Se reduce esta suma mediante el costo del
muestreo, con el objeto de determinar la ganancia esperada global neta. Asi, la ganancia esperada terminal global es

GETG = PE (mejor accion previa) + VEIM (19.6)

La ganancia esperada terminal global neta es

GETGN= GETG - CM (19.7)

Finalmente, debe observarse que si es necesario tomar la muestra, entonces la mejor decision dependera del resultado
muestral observado. Por ello, una regla de decision bayesiana completa que implique el muestreo exige que se identifique
el tamafo 6ptimo de la muestra y que, ademas, se especifique la mejor accion de acuerdo con diversos resultados muestrales.

EJEMPLO 12. La Tabla 19.13 es un resumen del problema de inspeccién de embarques. Ademas de los valores que
se reportaron antes, se indican las GETG y GETGN para cada uno de los tres tamafios de la muestra que se consideran.
Los costos se expresan como valores negativos, para que la substraccion que conduce a determinar los valores GETGN
resulte ser algebraicamente consistente con la formula general. Por ello, el tamario dptimo de la muestra para la Tabla 19.3
es el que tiene el mayor valor (algebraico) de GETGN, o n = 1. Observe que esta conclusion es consistente con el resultado
que se sefiala en el ejemplo 11 y en la Tabla 19.12. Dado que debe tomarse una muestra de n = 1, se observa también en
la Tabla 19.13 que, si el articulo muestreado no esta defectuoso (X = 0), la mejor accion es A;: Aceptar. Si el producto
muestreado esta defectuoso (X = 1), la mejor accion es A;: Rechazar.
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Tabla 19.13 Resumen del analisis preposterior para el problema de los embarques y la designacion de la mejor
regla bayesiana de decisién (los costos de inspeccidn se expresan como numeros negativos)

Regla de decision
Tamafio de la
muestra (n) VEIM GETG CM GNEM GETGN Aj: Aceptar | A, Rechazar
0 $ 0 L$ 50 000* $0 $0 -$50 000 Siempre Nunca
11 1800 48 200 1200 600 -49 400 X=0 X=1
9 2 830 _47 170 2 400 430 -49 570 X=0 x> 1

*Este es el pago (costo) esperado de la mejor accién, con base en la distribucion de probabilidad previa y sin
muestreo. Vea la Tabla 19.7.
t El tamafio éptimo de la muestra, ya sea maximizando GNEM o GETGN.

Problemas resueltos

EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA.

19.1 Determine el VEIP para la situacién de decisiones sobre inversion de los problemas 18.6 a 18.8, determinando la
GOE correspondiente a la mejor accion, con base en el criterio bayesiano de la ganancia esperada.

Como se muestra en la Tabla 18.19, la mejor accion desde el punto de vista del criterio de la ganancia esperada
es Ay Bonos. Las pérdidas de oportunidad para todas las acciones se identifican en la Tabla 18.18. Por ello,

VEIP = GOE(A4>) = 100(0.30) + 0(0.50) + 19 100(0.20) = $3 850

19.2 Determine el VEIP para el problema del embarque que se describe en el ejemplo 5, determinando en primer lugar
el costo esperado con informacion perfecta.

Como este problema de decision se refiere a costos, debe observarse que en este caso se determina el VEIP
restando el costo esperado con informacion perfecta del costo esperado de la mejor accion, bajo condiciones de
incertidumbre. Con respecto a la Tabla 19.5, con informacién perfecta, se aceptaria el embarque en los casos en los
que la fraccion de productos defectuosos sea de 0.01 o0 0.05, y se rechazaria en los casos en que sea 0.10 o 0.20.
Con base en esta regla de decision, el costo esperado, y después el VEIP, se calcula de la siguiente manera:

CE (con informacion perfecta) = 10 000(0.50) + 50 000(0.30) + 0(0.10) + 0(0.10) = $20 000
CE (bajo condiciones de incertidumbre) = $50 000 (del ejemplo 5).
VEIP = CE (bajo condiciones de incertidumbre) - CE (con informacion perfecta).

=50 000 - 20 000 = $30 000

19.3 Enel problema 18.5, la mejor accién con respecto al nimero de televisiones con pantalla grande que deben ordenarse
se determina identificando la accion que tenga la GOE menor. La mejor accion es A,: Ordenar tres aparatos, y se
tiene que GOE (A;) = $170 000. Con referencia a la Tabla 18.14, demuestre que esta GOE es igual al VEIP que
puede calcularse determinando primero el valor esperado con la informacion perfecta.

PEIP =400 000(0.30) + 600 000(0.40) + 800 000(0.20) + 1 000 000(0.10) = $620 000
PE (bajo condiciones de incertidumbre) = $450 000 (del problema 18.4)
VEIP = PEIP - PE (bajo condiciones de incertidumbre)

=620 000 - 450 000 = $170 000
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ANALISIS DE DECISIONES PREVIO Y POSTERIOR

19.4 Un producto nuevo que se esta considerando en la empresa tendra un nivel de ventas bajo, moderado o alto. La
eleccion consiste en comercializar o no el producto. La Tabla 19.14 es la tabla de pagos que indica las probabilidades
correspondientes a los tres niveles posibles de ventas, con base en el mejor juicio de los administradores, y las
consecuencias econdmicas de esta situacion.

(a) Determine la mejor accion desde el punto de vista del criterio bayesiano de maximizar la ganancia esperada.

(b) Determine el valor maximo que puede tener cualquier informacion adicional.

Tabla 19.14 Tabla de pagos para la comercializacion de un producto nuevo
(en miles de pesos)

Accidn de decision
Evento Probabilidad A: Comercializar | A,: No comercializar
E;: Ventas bajas 0.40 -$30 000 $0
E,: Ventas moderadas 0.40 10 000 0
E;: Ventas altas 0.20 50 000 0
(a) GE(A;) = -30000(0.40) + 10 000(0.40) + 50 000(0.20) = $2 000
GE(A,) = $0

Por lo tanto, la mejor accion es As: Comercializar el producto.

(b) En la Tabla 19.15 se ilustra la tabla de pérdidas de oportunidad, o arrepentimientos, para esta situacion de
decisiones. Como el VEIP es igual a la GOE de la mejor accion,

VEIG =GOE(A,) = 30 000(0.40)+ 0(0.40)+ 0(0.20) = $12 000

De manera alternativa, puede determinarse el VEIP calculando primero la ganancia esperada con la informacion
perfecta, y después restando el valor esperado de la mejor accién (bajo incertidumbre) de ese valor:

GEIP = 0(0.40) + 10 000(0.40) + 50 000(0.20) = $14 000
VEIG = GEIP - GE (bajo condiciones de incertidumbre)
= 14 000 - 2 000 = $12 000

Tabla 19.15 Tabla de pérdida de oportunidad para la comercializacién de un
producto nuevo (en miles de pesos)

Accion de decision

Evento Probabilidad A,: Comercializar | A,: No comercializar
E;: Ventas bajas 0.40 $ 30000 $ 0
E,: Ventas moderadas 0.40 0 10 000
E;: Ventas altas 0.20 0 50 000

19.5 Para la situacién que se describe en el problema 19.4, una prueba de mercado de producto en una regién da como
resultado un nivel moderado de ventas. Una revisién de los patrones historicos de ventas en esa region sefiala que,
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para productos con ventas bajas a nivel nacional, las ventas en esa region fueron moderadas el 30% de las
veces. Para productos con un nivel moderado de ventas a nivel nacional, las ventas en esa region fueron
moderadas el 70% de las veces. Para productos con un nivel elevado de ventas nacional, las ventas en la region
fueron moderadas solo el 10% de las veces.

(@) Modifique las probabilidades a priori que se utilizaron en el problema 19.4, con base en el resultado muestral de
que las ventas fueron moderadas en la regiéon de prueba de mercado.
(b) Determine la mejor decision con base en el analisis de decisiones a posteriori.

(a) Enla Tabla 19.16 se determina la distribucion de probabilidad a posteriori. Tal como seria de esperar, la probabilidad
de que el verdadero nivel de la demanda sea moderado aumenta después de tomar en consideracion los
resultados de la muestra.

(b) La mejor accion después de la muestra (la accion bayesiana posterior) se determina utilizando las probabilidades
a posteriori que se determinan en la Tabla 19.16, junto con los valores condicionales que se presentaron en la
Tabla 19.14. Las ganancias esperadas correspondientes a las acciones A, (Comercializar) y A; (No comercializar)
son:

PE(4; ) = -30 000(0.29) + 10 000(0.67) + 50 000(0.05) = $500
PE(4>) = $0

Por lo tanto, al igual que en el caso del analisis previo, la mejor accion es A;: Comercializar el producto.

Tabla 19.16 Modificacion de las probabilidades para la comercializacién de un producto nuevo, con
base en un nivel moderado de ventas en el mercado de prueba

Probabilidad
condicional del
Evento (P) a priori resultado muestral Probabilidad conjunta (P) a posteriori
E;: Ventas bajas 0.40 0.30 0.12 0.2857 = 0.29
E,: Ventas moderadas 0.40 0.70 0.28 0.6666 = 0.67
Ej: Ventas altas 0.20 0.10 0.02 0.0476 = 0.05
Total 1.00 0.42 1.01

19.6 ;Cual es el valor estimado de la informacién muestral que se obtuvo en el problema 19.5? ; Cémo se reconcilia este
valor con la diferencia observada en el pago esperado, en esta situacién de riesgo, después y antes de la muestra?

Como la accién éptima no resultdé modificada por el resultado muestral, la muestra no tenia valor como tal. En
forma mas especifica,

VIM = (ganancia esperada posterior de la mejor accion posterior)
- (pago esperado posterior de la mejor accion previa)
=500 - 500 = $0

La diferencia entre los valores posterior y previo de la accion optima es 500 000 - 2 000 000 = - $1 500 000.
En otras palabras, la ganancia esperada posterior es $1 500 000 menos que la ganancia esperada previa para la
misma accion. Sin embargo, este cambio se presentd porque la muestra ofrecié mayor informacién con respecto a
los estados inciertos, y en este sentido la informacion muestral no ocasion6 ningun cambio como tal. Sin la muestra,
se determind que la ganancia esperada de la mejor accion era $2 000 000, pero después de la muestra se reconoce
que, para esta situacion especifica, debe cambiar la expectativa previa. Sin embargo, como todavia se elegiria la
misma accion como la 6ptima, este conocimiento no ocasiona cambios en el resultado monetario esperado eventual,
con respecto a lo que hubiera ocurrido sin la informacion muestral.
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El propietario de una pequefia planta manufacturera tiene la oportunidad de adquirir cinco tornos usados, en conjunto,
del equipo de desecho de una gran empresa de la regién. El factor incierto es el nUmero de maquinas que requeriran
un ajuste general antes de que puedan estar en posibilidades de usarse. La decisién de compra debe tomar en
consideracion el costo de las maquinas, el valor que tienen si estuvieran en buenas condiciones, y el costo del ajuste
general, las diversas consecuencias economicas de esta decision se dan en la Tabla 19.17. Determine la mejor
accion en este caso, y la ganancia esperada correspondiente a esta accion.

Tabla 19.17 Tabla de decisidn para la compra de tomos usados (en miles de

pesos)
Acto de decision
Numero de tornos
defectuosos Probabilidad A= Comprar A;: No comprar
0 0.05 $5 000 $0
1 0.10 3 000 0
2 0.20 1000 0
3 0.30 -1000 0
4 0.30 -3 000 0
5 0.05 -5 000 0

PE(4;) = 5 000(0.05) + 3 000(0.10) + 1 000(0.20) + (-1 000)(0.30) + (-3 000)(0.30) + (-5 000)(0.05)
= -$700
PE(42) = $0

Por ello, la mejor accion es Ax: No comprar las maquinas con una ganancia esperada de $0.

Determine el valor esperado de la informacién perfecta para la situacion de decision que se describe en el problema
19.7.

PEIP =5 000(0.05) + 3 000(0.10) + 1000(0.20) + 0(0.30) + 0.(0.30) + 0(0.05) = $750
PE (bajo condiciones de incertidumbre) = $0  (del problema 19.10)
VEIP = PEIP - PE (bajo condiciones de incertidumbre) - 750 - 0 = $750

Con referencia al problema 19.7, suponga que se permite realizar una inspeccién minuciosa de cada una de las
maquinas, pero que esa inspeccion cuesta $50 000 cada una. El propietario de la compariia manufacturera elige dos
maquinas al azar, hace que las inspeccionen, y se entera de que ninguna de las dos necesita el ajuste general.
Determine la mejor accién con base en un analisis bayesiano posterior.

Como la poblacion (cinco maquinas) es finita y de tamano relativamente reducido, la distribucion de probabilidad
que se utiliza para determinar las probabilidades condicionales de los resultados muestrales debe tomar en
consideracion el hecho de que se trata de una situacién de muestreo sin reemplazo. Pueden determinarse las
probabilidades necesarias utilizando diagramas de arbol, o mediante la distribucion hipergeométrica (seccién 6.5).
Para la poblacion de cinco maquinas que incluye dos defectuosas, por ejemplo, puede utilizarse la figura 19-4, junto
con la regla de multiplicacion para eventos dependientes, para obtener la probabilidad condicional que se requiere
(véase la seccién 5.6). En esta figura, D representa una maquina defectuosa observada, y D'representa una maquina
observada que no esta defectuosa. Tal como se sefiala, la probabilidad de no observar ningiin producto defectuoso
en una muestra de n = 2 para la poblacion dada es 0.30. Pueden determinarse de manera similar las probabilidades
condicionales para otras poblaciones.
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Primera maquina Segunda maquina
A

Fig. 19-4

La modificacion de la distribucion de probabilidad a priori, con base en el resultado que se encontrd que de
dos maquinas muestreadas ninguna era defectuosa, se presenta en la Tabla 19.18 (los valores de la probabilidad
condicional de la tercera columna se determinaron por alguno de los dos procedimientos que se describieron antes).
Utilizando la distribucion de probabilidad a posteriori, se calculan los pagos esperados posteriores, de la siguiente
manera:

PE (4,)=5 000(0.25) + 3 000(0.30) + 1 000(0.30) + (-1000)(0.15) + (-3 000)(0.00) + (-5 000)(0.00)
- $2 300
PE(4;) = $0

Por lo tanto, la mejor accion bayesiana posterior es A, Comprar las maquinas con un pago esperado
de $2 300 000

Tabla 19.18 Modificacion de las probabilidades para la compra de los tornos usados con base
en un resultado de ninguna maquina defectuosa en una muestra den =2

Probabilidad
Numero de tornos condicional del Probabilidad
defectuosos (P) a priori resultado muestral conjunta (P) a posteriori

0 0.05 1.00 0.05 0.25
1 0.10 0.60 0.06 0.30
2 0.20 0.30 0.06 0.30
3 0.30 0.10 0.03 0.15
4 0.30 0 0 0
5 0.05 0 0 0

Total 1.00 P(X=0)=020 1.00

19.10 ¢Cual es el valor neto estimado de la informaciéon muestral que se obtuvo en el problema 19.9?

VIM = (valor esperado posterior de la mejor accion posterior)
- (valor esperado posterior de la mejor accion previa)
=2300-0=$2300
WM neto = VIM - CM =2 300 - 100 = $2 200
Observe que el valor neto calculado arriba no es la GNEM que se describe en la seccion 19.5, porque el valor

del parrafo anterior es la ganancia neta estimada correspondiente a una muestra especifica que ya se ha tomado, y
no el valor esperado de una muestra de un tamafo determinado, previo al muestreo.
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ANALISIS PREPOSTERIOR

19.11 En la seccion 19.5 se indicé que es posible determinar la ganancia esperada total global (GETG) sumando el VEIM
para el tamafio dado de la muestra al PE (previo). Como es ldgico, también es posible determinar la GETG
identificando la PE (posterior) correspondiente a cada uno de los posibles resultados muestrales y después
ponderando esas ganancias con sus respectivas probabilidades, para determinar la ganancia esperada terminal
global. Aplique este procedimiento al analisis preposterior del ejemplo 9, y demuestre que el valor resultante de la
GETG es el mismo que se reporté en la Tabla 19.13.

La férmula alternativa para la ganancia esperada terminal global es
GETS - T {PE, pemedianiF{X;) (19.8)

Las cantidades GE posteriores posibles para la muestra den - 1 se reportan en las Tablas 19.9 y 19.11, en
tanto que las correspondientes probabilidades de los resultados muestrales se reportan en las Tablas 19.8 y 19.10.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién anterior,

GETG = (-46 510)(0.95) + (-80 000)(0.05) = -$48 180

Excepto porlos errores de redondeo, este es el mismo pago (costo) negativo, que los - $48 200 que se reportaron
en laTabla 19.13.

Problemas complementarios
EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA

19.12 Para los problemas 18.22 a 18.25, determine el valor esperado de la informacién perfecta, restando las ganancias
esperadas de la mejor accion bajo incertidumbre, de la ganancia esperada con informacién perfecta. Compare su
respuesta con la pérdida de oportunidad esperada de la mejor accién, segun se determin6 en el problema 18.25.

Resp. VEIP =20.20-18.50 = $1.70

19.13 Para los problemas 18.26 a 18.28, determine el valor esperado de la informacién perfecta concerniente al nimero
de hélices extra que se requieren.

Resp. VEIP = $480 000

ANALISIS DE DECISIONES PREVIO Y POSTERIOR

19.14 Un comerciante tiene la oportunidad de adquirir un embarque de diez sistemas estereofénicos de alta calidad
fabricados en el extranjero en $1 000 000. Sin embargo, el equipo ha estado en transito en el barco carguero durante
algun tiempo, y existe alguna posibilidad real de que los aparatos hayan sido dafiados por la humedad. Con base en
su experiencia con la compafia transportista, el comerciante estima que existe una probabilidad del 20% de que el
embarque esté dafiado. Si el embarque esta dafiado, el comerciante puede vender los aparatos estereofénicos por
solamente $500 000. Si no se han dafiado los aparatos, puede revender el embarque para obtener una utilidad neta
de $300 000. Determine si esta persona debe o no comprar el embarque, desde el punto de vista del criterio de la
ganancia esperada.

Resp. Comprar, con GE = $140 000
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Con respecto a la decision del comerciante del problema 19.14, para propdsitos practicos, "dafiado” significa que
la mitad de los aparatos se han visto afectados, porque un dafio mas amplio seria evidente. El comerciante paga
$10 000 para hacer que se seleccione al azar un aparato, se desempaque y se pruebe, y encuentra que funciona de
manera adecuada. Determine la mejor accion dada esta informacion muestral, y la ganancia esperada correspon-
diente.

Resp. Comprar. GE =$212 000

¢ Cual es el valor estimado de la informaciéon muestral que se obtuvo en el problema 19.15?
Resp. $0, o considerando el costo del muestreo, -$10 000.

Con referencia a las decisiones sobre inversion que se describieron en los problemas 18.18 a 18.21, determine (a)
la ganancia esperada con informacion perfecta (GEIP) y (b) el VEIP para el problema.

Resp. (a)$1 150, (b) $350

Para los problemas 18.18 a 18.21, a través de algun enfoque simplificado, el analista de inversiones define "aumento”
el que (cuando menos) el 70% de los compradores regulares de productos quimicos aumenten el monto de sus
pedidos; "sin cambio" el que (aproximadamente) el 50% de los compradores aumenten el monto de sus pedidos, y
"reduccién” el que el 30% (o menos) de los compradores aumenten el monto de sus pedidos. Entrevista a una muestra
de 20 compradores de productos quimicos y se entera de que 14 de ellos estan aumentando el monto de sus pedidos,
con respecto a pedidos anteriores.

(a) Modifique la distribucion de probabilidad previa correspondiente a los tres estados posibles de la industria quimica,
segun se dan en el problema 18.18, tomando en consideracion este resultado muestral.

(b) Utilizando la distribucién de probabilidad a posteriori, determine la mejor accién desde el punto de vista del criterio
de la ganancia esperada, y comparela con la respuesta al problema 18.21.

Resp. (a) P (Auge) = 0.91, P (sin cambio) = 0.09, P (depresion) = 0.00;
(o) Invertir en un fondo de inversion (PE = $1 392 000)

Estime el valor de la informacién muestral que se obtuvo en el problema 19.18.
Resp. $592 000

Al utilizar la distribucién de probabilidad a posteriori que se determiné en el problema 19.18, determine (a) el pago
esperado con informacién perfectay (b) el VEIP después de que se ha tomado la muestra. Compare sus resultados
con los que se obtuvieron en el problema 19.17.

Resp. (a) $1 437 000, (b) $45 000

Con referencia al problema 18.29, suponga que el club no necesita comprometerse a comprar los colchones o las
sombrillas de playa sino hasta 3 dias antes del evento. Por ello, los miembros deciden completar el prondstico del
meteorodlogo con informacién adicional. Observando el historial del meteordlogo, los dias que han estado de hecho
frescos, él ha pronosticado en forma correcta el tiempo el 90% de las veces. Para los dias que son de hecho
calurosos, ha pronosticado de forma correcta el clima el 70% de las veces. Para el dia del carnaval, el meteordlogo
pronostica clima fresco. Modifique la distribucion de probabilidad previa que se dio en el problema 18.31, con base
en este prondstico.

Resp. P (Fresco) - 0.67, P (Caluroso) - 0.33

Al tomar en consideracion el prondstico del clima que se da en el problema 19.21, determine la mejor decision para
la situacion que se describe en el problema 18.29.

Resp. Av. Ordenar colchones de playa.
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19.23 Estime el valor del pronéstico del tiempo que se da en el problema 19.21.
Resp. $54 600

ANALISIS PREPOSTERIOR

19.24 En el ejemplo 9 se determind que el VEIM para una muestra de n - 1 fuera de $1800. Utilizando el procedimiento
de calculo que se ilustré en ese ejemplo 9, determine el VIM correspondiente a una muestra de n =2, y siendo que
se encuentra que el numero de productos defectuosos es X =0, X =1 y X = 2, respectivamente.

Resp. $0, $23 220y $134 140

19.25 Con referencia a las cifras condicionales del VEIM que se calcularon en el problema 19.24, determine el VEIM
correspondiente a una muestra den =2.

Resp. $2830



Analisis bayesiano
de decisiones:Aplicacion
de la distribucion normal

20.1 INTRODUCCION

En este capitulo se revisa el analisis bayesiano de decisiones para un evento (estado) que es una variable aleatoria continua
con distribuciéon normal, y no una variable aleatoria discreta. En la seccion 20.2 se ilustra la metodologia para determinar la
media y la desviacion estandar para una distribucion de probabilidad a priori. En este caso, las técnicas de analisis se basan
ademas en el requerimiento de que soélo se evallen o comparen dos decisiones, y que las funciones de pago correspondientes
a esas acciones sean funciones lineales de pago (seccién 20.3). Aunque puede parecer que estos requerimientos son
demasiado restrictivos, es posible analizar una amplia gama de decisiones mediante estas técnicas.

EJEMPLO 1.  Una empresa que fabrica aparatos electronicos ha decidido ensamblar un aparato de localizacion por
radio para distribuirlo después. La decisién especifica que debe tomarse ahora es si se habra de instalar en la planta de
ensamble el equipo Tipo 1 o Tipo 2. Se requiere una mayor inversion de capital para el equipo Tipo 2, pero el costo variable
de manufactura es menor, lo cual, a su vez, arroja una mayor utilidad, después de haber cubierto el costo fijo (de capital)
(véase el ejemplo 5). Sin embargo, el equipo Tipo 2 seria mas redituable que el equipo Tipo 1, sélo con niveles de venta
relativamente mayores, lo cual es el evento incierto en este problema. Se supone que quien toma las decisiones estima que
el nivel de ventas incierto sigue una distribucién normal. Como la estimacion del nivel de ventas es el factor clave para
determinar el tipo de equipo que producira el mejor rendimiento, resulta ser el area de interés principal en el analisis previo.
En este ejemplo, se sefiala que (1) laincertidumbre con respecto al evento tiene una distribucion normal; (2) se consideran
dos acciones, comprar el equipo Tipo 1 o el equipo Tipo 2; y (3) existe un aumento constante en las utilidades por cada
unidad vendida, lo cual sefiala la existencia de funciones lineales de pago- para las dos acciones.

20.2 DETERMINACION DE LOS PARAMETROS DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL
APRIORI

La distribuciéon de probabilidad a priori describe la incertidumbre asociada con la estimacion de ese evento aleatorio por
parte de quien toma las decisiones. No es el evento el que sigue la distribucion de probabilidad, sino mas bien, la estimacién
de la ocurrencia del evento. Como la estimacion se basa en un juicio, no existe teorema matematico que justifique el uso
de la distribucién normal para describir ese juicio en casos especificos. Sin embargo, en las situaciones de juicio en las que
la persona que toma las decisiones esta consciente de varios factores inciertos que podrian influir sobre el valor del resultado,
se ha encontrado que el uso de la distribucién normal es una aproximacion satisfactoria.

Como se describe en la seccion 7.2, se define una distribucion normal identificando su media y su desviacion estandar.
Puede obtenerse la media de la distribucion a priori pidiendo al tomador de decisiones que identifique el valor "mas probable”
del evento aleatorio, o pidiéndole un valor tal que exista un 0.5% de probabilidad de que el valor real sea menor y un 0.5%
de probabilidad de que sea mayor. Obsérvese que, de hecho, el primer método implica solicitar para la moda de la distribucién
de probabilidad, en tanto que en el segundo caso se pide la mediana de la distribucién. Como se sefiala en la seccion 3.6,
la media, la mediana y la moda, se encuentran todas en el mismo punto para una variable con distribucién normal. En este
texto se designa la media de la distribucién de probabilidad previa mediante My
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EJEMPLO 2.  Para el problema de decisién que se presenta en el ejemplo 1, suponga que quien toma las decisiones
indica que el nivel nacional mas probable de ventas para el aparato de localizacion por teléfono es de 40 000 unidades
durante el periodo de interés. Con base en este juicio, se designa el valor de la media de la distribucién previa como M, =
40 000 unidades.

La media previa se obtiene describiendo ya sea la moda o la mediana, porque es facil describir y conceptualizar estas
medidas de manera no matematica. En el caso de la desviacion estandar, seria ain mas dificil obtener en forma directa esa
estimacion previa. En cambio, quien toma las decisiones proporciona los limites para un intervalo establecido de probabilidad,
y se determina la desviacién estandar de la distribucién previa mediante el tamafio observado del intervalo. En contraste
con los intervalos de confianza clasicos que se basan en informacion muestral, a los intervalos que se basan en juicios se
les denomina con frecuencia Intervalos de credibilidad. El intervalo del "50% central" es el que mas se utiliza, puesto que es
posible que este rango de resultados sea el mas facil de conceptualizar. Después, se determina la desviacion estandar
observando que el 50% central de la distribucion normal se encuentra contenido dentro de aproximadamente + 2/3 o unidades
(el valor especificdl. & a). Utilizando S, para designar la desviacion estandar previa, la férmula de célculo para determinar
la desviacién estandar previa utilizando el intervalo de credibilidad del 50% central es

ES _ Imtatvalg del. SI0E comiml (20.1)

E 2

g = A timeryndo del 30% cenml) (20.2)
0 o 4

———

EJEMPLO 3.  Sien el problema de decisién analizado en los ejemplos 1 y 2, el tomador de decisiones establece que
tiene una confianza del 50%, y el nivel real de ventas se encuentra entre 35 000 y 45 000 unidades, la desviacion estandar
de la distribucion de probabilidad previa es

I

45 D0 - 35 DG
% I

3 i}

5= 7 500 unidades

Con los procedimientos que se ilustran en los ejemplos 2 y 3 se determinan los valores de My y Sy para la demanda
total del mercado. Sin embargo, con frecuencia se analiza la estimacion para eventos como ventas con base en los resultados
promedio por tienda, en vez de utilizar el mercado global. Esto es asi por dos razones. En primer lugar, un administrador
puede encontrar que esto es mas facil. En segundo término, y lo mas Importante desde el punto de vista del andlisis, si se
va a revisar la distribucion de probabilidad previa con base en Informacion muestral, entonces la informacién muestra! se
obtendria de tiendas elegidas al azar. Para utilizar esa informacioén muestral, la distribucion previa misma debe estar planteada
con base en tiendas individuales.

EJEMPLO 4. Si se piensa recolectar informacién muestral, al mismo tiempo que se utiliza el juicio de los administrado-
res, pueden convertirse las estimaciones que se obtuvieron en los ejemplos 2 y 3 a una base de tiendas individuales. De
manera alternativa, pudiera haberse pedido en primer lugar las estimaciones por tienda. Suponga que el dispositivo de
localizacion telefonica se va a distribuir en un total de 500 tiendas en todo el pais. Si se le pide a quien toma las decisiones
que diga cual es el nivel mas probable de ventas por tienda, la respuesta deberla ser M, = 80, para que fuera consistente
con la estimacién hecha de 40 000 unidades para el mercado total en el ejemplo 2. De manera similar, deberia establecer
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que existe una probabilidad del 0.5% de que el promedio de ventas por tienda se encuentre entre 70 y 90 unidades, para
gue sea consistente con el intervalo dado para las ventas totales en el ejemplo 3. Por ello, con base en las tiendas, la
desviacién estandar previa es

THk— Tl
2

=1

"Wl bk

Sﬂ:
S= 15

Se hailustrado la forma de obtener los parametros de una distribucién de probabilidad previa, suponiendo que la
distribucién es normal. El estudiante debe prestar atencion especial al hecho de que la media previa y la desviacion estandar
previa describen la estimaciéon de quien toma las decisiones del evento aleatorio, y de su incertidumbre con respecto al
evento. Como se supone que la estimacion es insesgada, se sigue que M, es una estimacién de la media poblacional global
U (por ejemplo, el nivel promedio real de ventas de las 500 tiendas). Sin embargo, no puede concluirse que Sy es un estimador
de 0. Con respecto a esto, resulta mas apropiado pensar que My y Sy son similares a X y o;, respectivamente, pero que se

basan enjuicios y no en valores muestrales.

20.3 DEFINICION DE LAS FUNCIONES DE PAGO LINEALES Y DETERMINACION DE LA MEJOR
ACCION

La existencia de una funcién lineal de pago indica que la ganancia esperada correspondiente a las acciones es una funcién
lineal con respecto al nivel de incertidumbre. En términos algebraicos,

hwu” - Ik| ¥ 'E']I (203)

Vogo sk = & + boX (20.4)

en donde k es el factor constante (una erogacion de capital seria una constante negativa), b es el aumento en los ingresos
(o costos) por unidad de la variable aleatoria, y, por ello, indica la pendiente de la recta, y X indica el valor de la variable'
aleatoria.

EJEMPLO 5.  Para la situacion que se describe en el ejemplo 1, suponga que el gasto de capital que se requiere es
$350 000 000 para el equipo Tipo 1, y de $450 000 000 para el Tipo 2. Debido al menor costo variable de manufactura
correspondiente al equipo Tipo 2, el aumento en las utilidades (con respecto al costo variable) es de $12 000 por unidad
cuando se utiliza este equipo, en comparacién con $10 000 de aumento en las utilidades por unidad para el Tipo 1. En
seguida se representan en forma algebraica las funciones de la ganancia, y se representan graficamente en la figura 20-1

Pago (A;)=350000+10X

Pago (A2) =450 000 + 12X
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Fig. 20-1

El punto en el que se cruzan las dos funciones lineales de ganancia indica el punto de indiferencia con respecto a
elegir entre las dos acciones, porque las ganancias condicionales son iguales en ese punto. A este punto se le denomina
con frecuencia punto de equilibrio en el analisis estadistico de decisiones. Puede determinarse en forma algebraica el valor
especifico de la variable aleatoria en el punto de equilibrio resolviendo simultaneamente las dos ecuaciones:

eyt Xy = kg 1 b X
bp\:._t —b;.k’.. _-kl_"'-l
Al —th=ka- k

X, = E:‘ E

by — b

Al haber establecido el punto de equilibrio, puede determinarse graficamente la mejor accion observando si la media

previa se encuentra por arriba o por debajo del punto de equilibrio, y seleccionando la accién que resulte dptima de ese lado

del punto de equilibrio. También puede identificarse la mejor accion, sustituyendo el valor de la media previa en cada una

de las funciones de pago y eligiendo la accién que tenga el mayor pago esperado. Las ganancias esperadas para las dos
decisiones que tienen funciones lineales de pago son:

(20.5)

PE{.I‘“]“]"’I?]-“.J (206)

F.E':-rqz:l-llﬁg"'by“ﬂ (20.7)

EJEMPLO 6. Para las acciones y las funciones de pago que se describen en el ejemplo 5, el punto de equilibrio es (en
donde las cantidades se expresan en miles):

ka- by _ 450 00 - (-350 000) _ - L0 06D
B, - by - 12 -2

X.- = 50 (N emidesles
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Se determind que la media previa es M, =40 000 unidades en el ejemplo 2. Observando la figura 20-1, se aprecia qué
este valor se encuentra a la izquierda del punto de equilibrio, y que la mejor accién es A, (comprar el equipo Tipo 1). En
forma alternativa, puede determinarse la ganancia esperada asociada con cada accion:

PEA) &, + by = -550600 + 1040 000) - 130 100
PEAZ) -k + ByMy = -450 D00 + 12(40 000) - $30 000

Por lo tanto, la mejor accion es A; (adquirir el equipo Tipo 1), con una ganancia esperada de $50 000 000. Debe
observar que, al determinar la mejor accion, sélo se requiere M, para la distribucion de probabilidad previa.

El analisis presentado hasta aqui se refiere a la demanda total de mercado. Sin embargo, como se sefialaba en la
seccion 20.2, si se piensa recolectar informacién muestral, resulta mas conveniente un analisis por tienda para el uso

subsecuente de los resultados muestrales. En el andlisis por tienda, las funciones lineales de pago se basan en las ventas
promedio por tienda, en calidad de variable:

Pago (Al = &+ iy p (20.8)

Prgo {Az) = ks + M6 (20.9)

En las ecuaciones anteriores, N es el numero de tiendas, § u es el nivel promedio de ventas por tienda. De manera
similar, el punto de equilibrio en términos de ventas promedio por tienda debe incluir el numero de tiendas:

i k! - ‘EI ) (20.10)
M .."-I-b| — JI'IIE"

Finalmente, las ganancias esperadas correspondientes a las dos acciones, cuando las funciones de pago son lineales,
se basan en las ventas promedio por tienda, y se determinan de la siguiente manera:

PE[,-{l}-.i:J I iy (20.11)
FE(A} - &+ WM, (20.12)
EJEMPLO 7. Como existen 500 tiendas, cada unidad adicional de ventas promedio por tienda representa 500 unidades

adicionales en total. En lugar de las funciones de pago que se determinaron en el ejemplo 5, se tiene.

Thapea (4, 1= by By = =330 000 + (500010 u - -5 D6 1 5 400y

T (Ag) = ko + K = 530000 + (SO0 120 10 - 4560 10K * 1 iiin

En lugar del punto de equilibrio para las ventas totales que se reportan en el ejemplo 6, el punto de equilibrio promedio
de ventas por tienda es

-y -ASDD00 - (-250 000 . .
Ui -i"u'f:'| - Iw"z SO0 - S0 1Z) 100 unidades por tienda
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Del ejemplo 4, M, = 80 por tienda. Por ello, la ganancia esperada correspondiente a cada accién, con base en un
analisis por tienda, es

PE (A)) =k, + Nb;M, = -350 000 + (500)(10)(80) = $50 000

PE (A;) =k, + Nb,My=-450 000 + (500X 12X80)=$30 000
Estos valores son idénticos a los que se obtuvieron mediante el analisis del mercado total en el ejemplo 6.

Si las funciones lineales son costos y no ingresos, la mejor accidn es la que tiene el menor costo esperado. Véanse
los problemas 20.5 a 20.8.

20.4 FUNCIONES LINEALES DE PERDIDA POR PARTES Y EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION
PERFECTA (VEIP)

En el contexto del analisis estadistico de decisiones, el término funcién de pérdida siempre se refiere a una funcion de pérdida
de oportunidad. Para el problema de dos acciones con funciones lineales de pago, se tiene que la funcién de pérdida
correspondiente a cada accion es una funcion lineal por partes, conformada por dos elementos lineales, o segmentos. Esto
es asi porque de un lado del punto de equilibrio la pérdida de oportunidad asociada a una accion especifica sera cero, en
tanto que del otro lado la pérdida de oportunidad aumenta de manera lineal con cada unidad adicional, a partir del punto de
equilibrio. La mejor manera de presentar el proceso para determinar las funciones lineales de pérdida por partes es a través
de un ejemplo.

EJEMPLO 8. Enlos ejemplos 4 a 6 se determinaron las siguientes funciones de pago y punto de equilibrio:
Pago (A;)=k; +b;X=-$350 000 + 10X
Pago (A;) =k,-b, X=-$450 000 + 12X

Xb=50 000

Se observé en el ejemplo 6 que la accion A, es la 6ptima (sin pérdida de oportunidad) cuando el nivel de ventas se
encuentra por debajo del punto de equilibrio, y que la accién A, es la 6ptima cuando el nivel de ventas se encuentra por
encima del punto de equilibrio. Para la accion A4 si el nivel real de ventas es superior al punto de equilibrio, entonces la
pérdida de oportunidad es la diferencia entre los dos aumentos en los ingresos ($12 - $10) multiplicado por el nimero de
unidades en las que se excede el punto de equilibrio. Especificamente,

=5L000X — 50 00} para X = X[ =501 4NY)
Pﬂ[a'll.r x}[=|:| para x:. I',».[—'S'l} m]

Por otro lado, existe un incremento de $2, para la accion A,, en la pérdida de oportunidad, por cada una de las unidades
en las que el nivel real de ventas esta por debajo del punto de equilibrio:

=i para X = X, [=50{00)

ot x]{ =52.00{50 OMf— X para X = Xl 50 D}

Las funciones lineales de pérdida por partes que se elaboraron antes para A, y A; se ilustran graficamente en las figuras
20-2 y 20-3, respectivamente.
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En el ejemplo 8 se observa que la pérdida de oportunidad unitaria para la accion A, es igual a la pérdida de oportunidad
unitaria para la accién A,, cuando ocurre cada tipo de pérdida. En otras palabras, la pendiente de la funcion de pérdida de
oportunidad, en términos de valor absoluto es la misma para ambas acciones, en la porcién por partes que no es igual a
cero. Resulta conveniente designar el valor absoluto de la pendiente de la funcién de pérdida como 6. En términos de célculos,

b=t — b (20.13)

Como se sefialaba en la seccion 19.1, el valor esperado de la informacion perfecta es la pérdida de oportunidad
esperada para la mejor accién. Asi, para la situacién de dos acciones con funciones de pérdida lineales por partes, soélo
resulta Importante lafuncién de pérdida de oportunidad para la mejor accién, al calcular la POE. La férmula para determinar

100}
-~ -
:g 75 4
= 5
T3
g‘ 4 e LB
3% e
i 2 i
g g 3 8
= 25f E =
23 & E
0 1 1 1 1 L L 1 N
0 20 40 50 60 80 100 0 20 40 50 60 80 100
X, total de ventas, miles de unidades X; total de ventas, miles de unidades
Fig. 20-2 Fig. 20-3

el valor esperado de la informacion perfecta, para un problema de dos acciones con funciones lineales de pérdida por partes
' una distribucion normal de probabilidad previa es

VETF = D8, L1 (20.14)
en donde .h—lh-, -h_;l
So = Desviacion estandar de la distribucion de probabilidad previa
Xh - M-:.
n= -
S
L(D) - La funcion de pérdida normal unitaria para D (Véase el apéndice 9)
EJEMPLO 9. En el ejemplo 6 se determin6 que la mejor accién para el problema de compra de equipo era la accion

A; Comprarequipo Tipo 1, con un pago esperado de $50 000. Utilizando lainformacién de los ejemplos anteriores, se puede
determinar el VEIP de la siguiente manera:

VEIP =bS,L(D) = (2)(7 500)(0.4270) = $640.50
en donde =By = by = 1= 121
Bp =T X} (del ejemplo 3)
D_l:::r. - M| |50 0D 44 K
(I T 5151
L(D) = 0.04270 (del apéndice 9)

=11
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La cantidad maxima que la ganancia esperada puede incrementar a largo plazo, suponiendo que se elimina la
incertidumbre, es $640.50. Por lo tanto, ninguna informacion muestral podria valer mas que esa cantidad, como promedio
a largo plazo.

Con el objeto de comprender el procedimiento de célculo de la formula para el VEIP, resulta util sobreponer la funcién
de probabilidad normal a la funcién de pérdida de oportunidad para la mejor accién. En la figura 20-4, para el célculo del
VEIP del ejemplo 9, las pérdidas de oportunidad ocurren a la derecha de X, = 50. Observe que conforme mayor es la
diferencia entre My y X}, menor es la probabilidad de sufrir una pérdida de oportunidad, segun lo sefialaria la proporcion de
la distribucién de probabilidad que cae a la derecha de X,. Por k> tanto, conforme se incrementa el valor de D en la formula
del VEIP, menor es el valor de L (D). Conceptualmente L(D) representa el producto de la funcion de pérdida de oportunidad
y de la funcién de probabilidad a la derecha del punto de equilibrio de la figura 20-4, y puede considerarse como la POE de
la mejor accién, dada una funcién de pérdida con pendiente de 1.0 y una distribucién normal con desviacién estandar de
1.0. Por lo tanto, el producto de b 'y Sy en la formula del VEIP sirve para transformar el valor de L(D) dado en el apéndice 9
para la funcién de pérdida normal unitaria, en el valor apropiado para la aplicacion especifica.

501

|-"1-|I

40k

30

Tré i ke e Dpotund
millones de pesos

0 20 40 50 60

X total de ventas, miles de unidades

Fig. 20-4

Como se sefialaba en las secciones 20.2 y 20.3, resulta mas apropiado un analisis de los datos por tienda, que el
analisis total del mercado, si se sabe con anticipacién que habran de recolectarse datos muestrales, posteriormente, para
tiendas elegidas al azar. En un andlisis por tienda como éste, el calculo del VEIP debe considerar que la pérdida de
oportunidad por unidad debe representar el cambio de pérdida de oportunidad unitario en el valor promedio por tienda. La
pendiente de las funciones de pago para las dos acciones, con respecto a cambios en las ventas promedio por tienda, se
designa mediante Nb; y Nb, . Por ello, el valor, absoluto de la pendiente de la funcién de pérdida de oportunidad, para el
analisis por tienda, se determina de la siguiente manera:

b = | N, - e (20.15)

EJEMPLO 10. En el ejemplo 7 se identificaron las funciones de pago para las dos acciones, en términos de las ventas
promedio por tienda, y fueron:

Pago (A;) =-350 000+5 000
Pago (4,) =-450 000+6 OO0 p
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Se identificd que el punto de equilibrio, en términos del promedio de ventas por unidad, fue g ™ 108 unidades por
tienda.

En el ejemplo 4 se determinaron la media y la desviacién estandar previas, con base en el analisis por tienda, y
resultaron ser My = 80y Sg = 15, respectivamente.

Con lainformacioén que se resume anteriormente, se determina el VEIP para este problema de decisién de la siguiente
manera:

VEIP = bS,UD) = (1 000)(15)(0.04270) = $640.50
endonde b =My — M| =15 00— & Q0 = 1 N
Sp= 15
p My |mﬂ-aﬂ|
= = —133
% 15 |
L(D)=0.04270  (del apéndice 9)

r

Por ello, el VEIP que se determiné con base en el promedio de ventas por tienda coincide con el resultado del ejemplo
9, que se basé en el andlisis del mercado total.

20.5 ANALISIS BAYESIANO POSTERIOR

Cuando se recopila informacién muestral después de haber planteado una distribucion de probabilidad previa, es posible
determinar la distribuciéon de probabilidad a posteriori calculando los valores de la media posterior y de la varianza posterior.
La media posterior se designa como M, y se calcula a través de alguna de las siguientes férmulas:

_ A1 S+ {1 (3 X

M = .
S PR AR P (20.16)
_ Myoi+ X853
o M, _—Sﬁ+ ﬂ'i (20.17)

La féormula (20.16) muestra la base conceptual para determinar la media posterior. En esencia, esta media posterior
es un promedio ponderado, en el cual se ponderan las medias previa y muestral mediante el inverso de sus respectivas
varianzas. Sin embargo, la formula (20.17) resulta mas conveniente para realizar calculos. Si se desconoce la desviacion
estandar de la poblacién o, entonces se considera, en términos generales, aceptable el uso de la desviacion estandar
muestral, s, y se sustituye &g & open las féormulas anteriores.

EJEMPLO 11. En el ejemplo 4 se determinaron la media previa y la desviacion estandar previa para el problema de
decision de compra de equipo, y fueron M, =80y Sy = 15. Suponga que se fabrica el dispositivo electronico para realizar
una prueba piloto y se distribuye a través de nueve tiendas elegidas al azar. Se encuentra que el nivel promedio de ventas
por tienda =110 unidades, con desviacion estandar de s =18 unidades. Como se desconoce g, se usa el estimador de
vZaf = #25n = 32449 = M y la formula (20.17) para calcular la media posterior.

M, S+ {'r';?—— 335+ 36 w1 = 105.9 unidades
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Se designa mediante &% lavarianza de la distribucion posterior, y la raiz cuadrada de ese valor es la desviacion estandar
posterior S1. La base conceptual que se utiliza para determinar la varianza posterior queda indicada mediante la ecuacion:

g =?+—= (20.18)

En laférmula (20.18) se muestra que el inverso de la varianza posterior es igual al inverso de la varianza previa mas
el inverso de la varianza de la media. Debe observarse que, desde el punto de vista del analisis de decisiones, una varianza
mas grande indica mayor incertidumbre, y que, conforme mayor es la varianza, menor es su inverso.

La férmula abreviada que se deriva de la férmula (20.18) es:

S

e

5 (20.19)

Al igual que cuando se determind la media posterior, si la desviacién estandar poblacional o es desconocida, por lo
general se utiliza la desviacion estandar muestral s para calcularaﬁ como estimador de -:E.

EJEMPLO 12.  Dada la informacion del ejemplo 11, se calcula la varianza y la desviacién estandar de la distribucién
posterior de la siguiente manera:

Shetl __ Susy  (225)3I6} 8 100
Bl Bl4gl 15436 261
5 =i5T=56

8=

= 3L.03

Después de plantear la distribucion de probabilidad posterior, se determina la mejor accién para esas decisiones, con
base en esa distribucion de probabilidad modificada, y con base también en las funciones de pago establecidas previamente.
Como se explicaba en la seccién 19.3, la informaciéon muestral tiene valor sélo si se da un cambio en la identificacion de la
mejor accion, como resultado de revisar la distribucién previa. Al igual que en el capitulo 19, el valor estimado de la informacién
muestral, para una muestra que ya se ha seleccionado es

VIM = (pago esperado posterior de la mejor accion posterior) (20.20
- (pago esperado posterior de la mejor accién previa)

EJEMPLO 13  En el ejemplo 7 se determinaron las funciones de pago para el problema de decisiones sobre equipo,
con base en las ventas promedio por tienda, y resultaron ser:

Page (A = -350 DO+ 5000y Pago {A;) = —450 000 + G000
Al utilizar el valor de la media posterior, M; = 105.9, se determina la ganancia esperada correspondiente a cada accion:
Pago (4,) =-350 000 + 5 000(105.9) = $179 500 Pago (4, ) =-450 000 + 60 00(105.9) = $185 400

Por lo tanto, se elige la accion A,, con base en el analisis bayesiano posterior, y no la acciéon A; que fue la que se
eligié con base en el andlisis previo. El valor estimado de la muestra que se obtuvo en este caso es

VM = (pago esperado posterior de la mejor accidon posterior) - (pago esperado posterior de la mejor accidon previa)
=185 400-179 500 =$5 900



394 ESTADISTICA APLICADA 20

20.6 ANALISIS PREPOSTERIOR Y EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION MUESTRAL (VEIM)

Como se considera que la media previa es un estimador insesgado de la media poblacional, no hay razén para anticipar
una diferencia entre los valores de la media previa y la media posterior, antes de tomar una muestra. Sin embargo, puede
anticiparse que la varianza posterior sera menor que la varianza previa. Debe recordarse de la seccién 20.4, que la pérdida
de oportunidad esperada de la mejor accion depende de la diferencia entre la media de la distribucion de probabilidad y el
punto de equilibrio. Cuando se reduce la varianza, se reduce la POE (y, por ello, el VEIP), porque la diferencia entre la media
y el punto de equilibrio es entonces mayor, en unidades de la desviacion estandar. Conceptualmente, el valor esperado de
la informacion muestral es la diferencia esperada entre el VEIP, antes de la muestra, y el VEIP que se anticipa después de
la muestra. Por ello, el VEIM es la reduccién que se espera en la pérdida de oportunidad esperada correspondiente a la
mejor accion, como resultado de tomar una muestra del tamafo especificado.

La reduccion en la varianza entre las distribuciones de probabilidad previa y posterior se designa mediante &2, y puede

determinarse mediante alguna de las siguientes formulas:

S5+ 5 S (20.21)
.2t 20.22

En la formula abreviada (20.22), se requiere el valor de la desviacion estandar poblacional para determinar la varianza
de lamedia = E Sin embargo, por lo general ese valor es desconocido. Ademas, no esta disponible un estimador muestral
porque no se ha tomado aun la muestra. Por ello, es necesario estimar el valor de ¢ mediante el analisis de situaciones
similares.

Una vez que se determina el valor de %2, se calcula el valor esperado de la informacién muestral mediante la férmula:

FEM = 8% 1D (20.23)
en donde B=|b — by
e — M.

¥,
L.(D+) = funcién de pérdida normal unitaria para D« (véase el apéndice 9)

0, =

En (20.23), b es la pendiente de la funcién de pérdida correspondiente a la mejor accion (véase la seccion 20.4) y D-
es similar a D en la férmula del VEIP que se presenté en la seccion 20.4, excepto que en el denominador de la formula se
encuentra S y no S,.

EJEMPLO 14. En el ejemplo 4 se calcularon la media previa y la desviacién estandar previa para el problema de
decisiones sobre equipo, en un andlisis por tienda, y resultaron ser My = 80 y Sy =15. Se tiene informacién de los dispositivos
electrénicos que fabrican otras compaifiias, en el sentido de que la desviacién estandar de las ventas por tienda para el
periodo de tiempo relevante es aproximadamente o = 28, Es posible determinar el valor esperado de la informacion
proveniente de un estudio de mercado en el que se analizaron nueve tiendas al detalle, de la siguiente manera:

gl = 5 (15¥ Wax§  spels
o

= - : - - = LB7.&%
Sloery AV +dddd IS+ 4ddd IF844

, )
en donde cr;m--%-ﬂgh%-m.u

VEIM = bS« L(D+) = (1 000)(13.71)(0.03208) = $439.82

donde b=|Nh - Nby| = SO0—-6 WA~ 19 (del ejemplo 10)
(e =My 1K _ﬂ _
L 5, | i |

L(D-) = 003208
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Debe recordarse que, en el ejemplo 13, el valor estimado de la informacién muestral para una prueba especifica de
n -=9, que ya se habia tomado, fue de $5 900. El VEIM de $439.82 que se calculd en el ejemplo 14 sefiala que éste seria el
valor promedio a largo plazo para una muestra de tamafio n =9. En muchos casos especificos, la muestra tendra un valor
de $0, porque la seleccion de la mejor accion no habra resultado afectada por la informacién muestral.

20.7 GANANCIA NETA ESPERADA DEL MUESTREO (GNEM) Y EL TAMANO OPTIMO DE MUESTRA

En el ejemplo 15 se determinan la ganancia neta esperada del muestreo y el tamafo 6ptimo de la muestra para el problema
de decision sobre equipo. En la seccion 19.5 puede revisarse un analisis de estos conceptos y procedimientos.

EJEMPLO 15.  Se encontré en el ejemplo 14 que el VEIM, para una muestra de n = 9, es $439.82. Suponga que el
costo de disefiar el estudio de mercado es $300 y que el costo de obtener los datos de ventas de cada una de las tiendas
muestreadas es $10. Dada la distribucién previa de probabilidad, con M, = 80, Sy = 15 y una o estimada de 20, puede
determinarse la GNEM correspondiente a tamafios de muestra alternativos de ny = 9, n, = 12 y n3 = 15, de la siguiente
manera:
Paran =9:
VEIM = $439.82 (del gjemplo 14)
GNEM = VEIM- CS =439.82 - 390.00 = $49.82
Paran =12
i (151" 50625
¥OgI+el [15F+3531 25833

= |95

2
endondenini'uTﬂ'%E"%'—Hﬂji\

VEIM = bX+ L(D+) = (1 000)(14.00)(0.03431) = $480.34
endonde & =|by —iig = |5 (b — & 30U = | (K3
- 100 — &0
D,= 1"“ M"| = l = |43
| s, T
GNEM =VEIM -CM= 480.34 - 420.00 = $60.34

para n =15:

5t (15F 50825

.5'2-. - =
¥Oosihal (ISP ~M6T 25167

=M. 16

donde ur} =% =LTI'_F|1.E =z % = M 6T
VEIM = bS-L(D+) = (1 000)(14.18)(0.03587) = $508.64

where B = | By = | =[5 i — 5 HI] = 1 AW
_Ml -
5, L4.15

0o, =

GNEM = VEIM -CM= 508.64 - 450.00 = $58.64

Observe la informacién resumida que se presenta en la Tabla 20.1. De los tamafios de muestra que se consideran, el
tamario éptimo de muestra es n =12, con una GNEM de $60.34. Aunque no se consideraron todos ios tamafios de muestra
posibles, como las GNEM correspondientes a n=9 y n=15 son menores que la GNEM de n = 12, resulta evidente que el
tamafio de muestra de n = 15 ha rebasado el punto del tamafio 6ptimo de la muestra, y que el dptimo se encuentra en algun
puntoentren=9 yn=15.
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Tabla 20.1 VEIM, CMy GNEM para la decision sobre la compra
de equipo, de acuerdo con el tamafo de la muestra

Tamafio de la muestra (n) VEIM CM GNEM
0 $ 0 $ 0 $0
9 439.82 390.00 49.82
12 480.34 420.00 60.34
15 508.64 450.00 58.64

Finalmente, es posible determinar el pago esperado terminal global (PETG) y e\pago esperado terminal global neto (PETGN)
junto con el analisis preposterior. Estos conceptos se explican en la seccion 19.5, y los calculos correspondientes se ilustran
en el ejemplo 12.

20.8 ANALISIS BAYESIANO DE DECISIONES VERSUS PROCEDIMIENTOS CLASICOS DE DECISION

En este capitulo y los dos anteriores se ha revisado el analisis bayesiano de decisidon, y se le ha comparado con los
procedimientos clasicos que se utilizaron en la mayor parte del texto. Las principales técnicas de la inferencia clasica son
la estimacion por intervalos y las pruebas de hipotesis. El analisis bayesiano de decision se ocupa principalmente de la
seleccion de una decisidon. Aunque las técnicas clasicas se refieren en forma directa a la estimacién o a las pruebas de
hipotesis sobre parametros poblacionales, los resultados de estos procedimientos se refieren a cursos alternativos de accion,
o decisiones. Por ejemplo, aceptar la hipétesis nula de que el nivel promedio de ventas para un producto se encuentra por
debajo del punto de equilibrio corresponderia a la decision de no comercializar el producto. Asi, tanto los procedimientos
clasicos como los bayesianos se ocupan del proceso de seleccionar las mejores decisiones.

La principal diferencia entre los procedimientos clasicos y los bayesianos es el uso de la informacién subjetiva (previa)
en el andlisis bayesiano, y la evaluacion de decisiones alternativas en términos de consecuencias econdémicas (o,
posiblemente, utilidades). Las consecuencias econdmicas pueden plantearse en términos ya sea de pagos o pérdidas de
oportunidad condicionales (arrepentimientos). En esencia, la seleccion de los niveles m y |} para las probabilidades de los
errores Tipo | y Tipo Il en pruebas de hipdtesis es la base para evaluar la importancia de los dos tipos alternativos de errores.
El uso de pérdidas de oportunidad en el analisis bayesiano representa una evaluacién similar, sélo que de manera mas
explicita. Mientras los procedimientos clasicos de decision se basan totalmente en el analisis de datos recopilados mediante
muestreo aleatorio, los procedimientos bayesianos pueden también incluir el analisis de datos muestrales (mediante el
analisis posterior), pero no dependen de la disponibilidad de esos datos.

Desde el punto de vista practico, un factor importante en la ejecucién de analisis bayesiano de decisiones es que éstos
identifican los juicios de los administradores, para incluirlos en el analisis. Esto significa que se requiere que el especialista
en estadistica trabaje junto con el personal de administracién. Por el contrario, la orientacién exclusiva hacia los datos
muestrales que se da en los procedimientos clasicos de decisién puede no dar oportunidad a los administradores de incluir
sus conocimientos en el analisis de las decisiones, y éstos pueden considerar que sus juicios son importantes para el proceso.

Problemas resueltos

ANALISIS DE DECISIONES ANTES DEL MUESTREO

20.1 El propietario de una pequena compania manufacturera esta considerando afiadir generadores eléctricos a la linea
de equipo eléctrico automotriz que fabrica. La inversion de capital que se requiere para fabricar los generadores es
$150 000 000, y se da una utilidad de $2 000 por generador que se vende a través del sistema de distribucion, que
cuenta con 100 tiendas. Durante el periodo total de importancia para este caso, el propietario estima que el promedio
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de ventas de generadores eléctricos sera de 700 unidades por tienda, y que existe una probabilidad del 0.5% de
que el nivel promedio de ventas por tienda se encuentre entre 600 y 800 unidades.

(a) Al suponer una distribucion de probabilidad previa normal, determine la mediay la desviacién estandar de esta
distribucién.

(b) Las dos posibles decisiones son A : Fabricar los generadores, y A,: No fabricarlos. Plantee las funciones de
pago lineales correspondientes a esas acciones, e ilustrelas en una sola grafica.

(@) M, = 700 unidades
2 5= idecvabo cle] S0% central _ BO0 - Gk Lou
| 2 3
By = 1%
(b) Pago [A-}= &, +&F w= -7 50 CHHY 0+ 10000 DE 00 b — - 150 000 000 - 206 000 o

Pago [yl &y 1 Ny = (4 CLEHI) (U3 G = O

En la figura 20-5 se ilustran esas dos funciones de pago lineales.

150 =

1
100 —

Popo condicicial. willunes

U e

150 1 1
0 200 400 600 800

1, Promedio de unidades vendidas por tienda

1000

Fig. 20-5

20.2 Determine la mejor accién para la situacién de decisiones que se plantea en el problema 20.

1, calculando los valores
esperados correspondientes a las dos posibles acciones.

PE(A,) = k; + Nb, My = -150 000 000 + (100) (2 000) (700) = -$10 000 000
PE(A;) = k> + Nb,M, = 0+ 100(0)700 =0

Por lo tanto, la mejor accién es A,: No fabricar los generadores.

20.3 Con referencia al problema 20.1, (a) determine el valor del punto de equilibrio en términos de las ventas promedio
por tienda, en unidades, y (b) plantee las funciones de pérdida lineales por partes para las dos acciones posibles.



398 ESTADISTICA APLICADA 20 |

llustre la funcion de pérdida para la accion A,: No fabricar, en una gréfica en la que se ilustre también la distribucion
de probabilidad previa normal.

_ dy-k 0= 130000000) _ L5000k 00
(@) Mo W~ 10G{2000)- 1000} 2edann o0 000

Observe que este es el volumen promedio de ventas en el que se cruzan las dos funciones lineales de pago,
de la figura 20-5.

=0 =g (5750)
b a,, para
) oL, J'I!']‘[—EEI'I]'I:".'SI'.'I = u]  para g7 gy (S750)
= = T80 o =
F'ﬂ'[-"-_-.#}[ Mg —T501  para pa = py, (5750)
=i para @ ='-_IH-I| (:750)
Observe la figura 20-6
gufé 20k
45
E E 20 =
=
i 'E 10
" 2;0 400 600 ! 750_éCC 1 OOO_
ki Promedio de unidades vendidas por tienda
Fig. 20-6

20.4 Para los problemas 20.1 a 20.3, (a) determine el valor esperado de la informacién perfecta, (b) Suponga que el
propietario de la empresa manufacturera elige la mejor accion, de acuerdo con el andlisis bayesiano. ;Cual es la
probabilidad de que su decision resulte equivocada?

(@) VEIP = bS, L (D) = (200 000) (150) (0.2555) = $ 7 665 000
en donde =] Jify - B, | - | HHOH - 41| = 200 40
Sy= 150
.= |750- 700] S0
[ = — 33
& | EE 150
L (D)=0.2555 (del apéndice 9)

(b) Con referencia a la figura 20-6, la probabilidad de que la decisién de no fabricar los generadores resulte
equivocada es equivalente a la probabilidad de que el promedio de ventas por tienda supere el punto de equilibrio
de 750 unidades. Convirtiendo el valor del punto de equilibrio en un valor z normal unitario, se tiene

r -

Mb—Hn_TFﬂ-'TE'I}_

3 == 03
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Por lo tanto,

Pl Ti0b= Mr033) - 0500 - 0=z =033)
=L SUMp - 01293 — 33707 & 017

20.5 Un gerente puede adquirir una maquina fotocopiadora con dos proveedores. La maquina de marca Y cuesta
$8 000 000, y tiene un costo variable de $5 por copia. La marca Z cuesta $9 000 000 pero tiene un costo
variable de $4.50 por copia.

(a) Plantee la funcion de costo lineal correspondiente a la accion A, : Comprar la marca Y, y la accion A,: Comprar
la marca Z.

(b) El gerente estima que la vida util de las maquinas es de 500 semanas. Replantee las funciones de costo lineales
que se determinaron en (a) en términos del promedio de copias por semana.

(@) CA =k iy X = 1000 000+ S0 X
£ (A =ty + By X = SHHT OO0 1 45 X

Nota: Estas funciones de costos se podrian expresar como funciones de pago utilizando signos negativos
en las ecuaciones anteriores para la inversion de capital y para el incremento en los costos. Sin embargo, por lo
general, en estudios de costos comparativos se considera mas conveniente utilizar valores positivos, y considerar
que representan costos.

(b) CAA =By o+ My o= B0 e [S04H) (500 g = 5 OO0 23 0001
€ [Ag] =k 4 ¥y 1 = 1 00 + (SO0 (45] 1 = 9000 + 22 30 -

20.6  (a) No se esperan cambios en el volumen de trabajo para el periodo de tiempo en el que se planea utilizar la maquina
fotocopiadora del problema 20.5 (juna suposicién evidentemente simplificadora!). Ei gerente estima que se
obtendra un promedio de 500 copias por semana en la maquina. Determine qué marca de maquina debe
comprarse con base en ei costo esperado global correspondiente a cada una de las dos marcas de maquinas.

(b) Determine el volumen del punto de equilibrio en términos del nimero promedio de copias que se fabrica por
semana, y que daria como resultado que el gerente no prefiriera ninguna de las dos maquinas, en términos del
costo esperado global.

@) POl ) = &, + b, My = 3000 DO + 25 £00 {5000 - 320 500 00
PClda}= by + Ny My = 9000 D03+ 27 500 (5007 = $30 250 (00

Por lo tanto, la mejor accion es A,: Comprar la marca Z, porque ésta tiene un menor costo esperado. (Nota:
Si el analisis se hubiera llevado a cabo en términos de los valores esperados, los dos valores anteriores hubieran
sido negativos y, por ello, el mayor valor seria el correspondiente a la accion A,.)

Sk BODROO0- AO0000G I ebOODR o0 L
(b) A W, i, SO0 [30) - SO0 [49) 25 000 - 22 500 plasp

20.7 Repase los problemas 20.5 y 20.6: (a) Suponiendo una distribucion de probabilidad previa normal, es posible
determinar su desviacién estandar con base en alguna estimacion del gerente sobre dos puntos percentiles de la
distribucién, y no necesariamente identificando un intervalo de credibilidad del 50% central. Por supuesto, la media
previa de 500 copias por semana se encuentra en el percentil 50 de la distribucion. Ademas, suponga que eferente
estima que existe una probabilidad de sélo el 0.10% de que el nimero de copias promedio por semana sea superior
a 700. Determine la desviacion estandar de la distribucion de probabilidad previa, (b) Plantee las funciones de pérdida
lineal por partes para las dos acciones, con base en el nimero promedio de copias por semana.
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(a) Con referencia a la distribucién normal estandar (apéndice 5), se observa que el valor correspondiente al punto
percentil 90 es aproximadamente z = +1.28. Puede utilizarse una férmula general de z y despejar la incognita de
So, de la siguiente manera:

g - M, 00— 50D
2=HTr g JHITT R
5, z .2
® Pﬂm,.m{_}ﬁmn_ﬂ para # ¥ #a [= 401
— para 1% i =400
poia \.[_D para s &= pay [=415E}
TE BT 2B - 4001 parg g g d =400

20.8 Determine el VEIP para la decisiéon sobre la maquina fotocopiadora que se describe en los problemas 20.5 a 20.7.

VEIP = bS, L(D) = (2 500) (156.25) (0.1580) = $61,718.75
Endonde  B=|APy - i |= 25000- 22500 =2 50K

Sy= 156.25
- M |40 suu| 15

- e - — 00
- TR La&.25 156,25

L (D) 0.1580 (del apéndice 9)

El reducido valor del VEIP indica que no existe riesgo financiero considerable en esa situacién de toma de
decisiones, ni tampoco una gran posibilidad de ganancia econdmica esperada para el muestreo.

ANALISIS BAYESIANO POSTERIOR
20.9 Con referencia a los problemas 20.1 a 20.4, se realiza una prueba de mercado con un generador similar al que se
va a afabricar en 10 tiendas elegidas al azar. El promedio de ventas por tienda esde X = B2, con una desviacion

estandar muestral de s = 110. Determine la media y la desviacion estandar de la distribucion posterior.

_ Ml XD WML 20 b iS22 S 18 TG BN

M, = - —T7B5_3 unidades
530 ek 32 5000F] 104 13 R0l
. s‘(.ﬁ.‘—m} 12 L8k 16 -- 1) .
donde wry #5l. = — - - . _ 0 2
en donde o} . = | T2 = {mn_l) L ZLOHO9) — 1 099 999 = | 1460

(En este caso se utiliza el factor de correccién finita porque n > 0.05 N. Véase la seccién 8.2)

Sled (32 E00KE MK 24 TSOAHD
Niveg 21K L B 23600

=1

— 143 TI5R
y =128

20.10 Con referencia al problema 20.9, (a) determine la mejor accion (Aq,: Fabricar los generadores, o A,: No fabricar los
generadores) (b) ¢ Cual es el valor estimado de la informacién muestral?

(a) PE(A;) =k; +Nb; M; = - 150 000 000 + (100) (2 000) (795.3) = $9 060 000
PE(A,) = k> + Nb, M; = 0+ (100) (0) (795.3)= 0
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Por lo tanto, la mejor accion es A4, Fabricar los generadores.
(b) VIM = (pago esperado posterior de la mejor accion posterior) - (pago esperado posterior de la mejor accion previa)
=9060000 - 0=$9060000

En el problema 20.4, se determind que el VEIP, antes de tomar cualquier muestra, era de $7 665. (a);,Como es
posible que el valor de la informacion muestral que se determiné en el problema 20.10 exceda el VEIP? (b)
Determine el VEIP (posterior) para la decisién sobre la fabricacion de generadores. Es decir, calcule el valor
esperado de la informacion perfecta, después de haber tomado la muestra que se describe en el problema 20.9, y
después de haber incorporado los resultados al andlisis.

(a) VEIP es el valor esperado de la informacién perfecta. Por lo tanto, es posible que un resultado muestral especifico
tenga un valor estimado que supere ese valor promedio a largo plazo para la informacion perfecta.

(b) VEIP (posterior) = bS, L(D;) = (200 000) (32.38) (0.03667) = $237.47
donde b =200 000
Si= 3238
Jien - B2, Ivsn—?us.3| 45,3
oy - - o == i
i f | 3238 3298
L(D) = 0.03667 (del apéndice 9)

El gerente de los problemas 20.5 a 20.8 decide contar el nimero de oopias que se requieren en el departamento
durante un periodo de 5 semanas, antes de comprar la fotocopiadpra. Considera que esas cinco semanas son una
muestra aleatoria del periodo de 500 semanas (de nueva cuenta, una suposicion simplificadoral). EI niimero
promedio de copias en ese periodo de muestra es X = 454, con desviacion estindar s =100. Determine la desviacion
estandar y la media de la distribucion posterior.

_ Mot XSE (TOOHD 000+ (4% 156.25)  E] 986 127
T Bl {156.25)7 + 2 000 6 414,062

1 1
en donde la ot gt T

451N

=2 (K

.1
oo Sd _(Madnel000) L

TRl Ta ALADE14 D O
S;=42.99

Con referencia al problema 20.12, determine (a) la mejor accién, (A4: Comprar la marca Y o A,: Comprar la marca
Z) con base en la distribucién posterior, y (b) el valor estimado de esta informacion muestral.

@) EC (4,) =k +Nb; M, =8 000 000 + 25 000 (453.8) = $19 345 000
EC (A2) = ks + Nb, M, =9 000 000 + 22 500 (453.8) = $19 210 500

Por lo tanto, la mejor accion es A, Comprar la maquina Z, porque a ésta le corresponde el menor costo esperado.

(b) Como los resultados de la informacién muestral no cambiaron la identificacion de la mejor accién, la muestra
no tiene valor. O, analizando la formula general:
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VIM = (pago esperado posterior de la mejor accion posterior) - (pago esperado posterior de la mejor accion previa)
=-19210500- (- 19210 500)=$0

EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION MUESTRAL (VEIM) Y LA GANANCIA NETA ESPERADA DEL
MUESTREO (GNEM)

20.14

20.15

20.16

Con referencia a los problemas 20.1 y 20.4, determine el valor esperado de la informacién muestral (VEIM)
correspondiente a una muestra de n = 10 tiendas, si se estima que la desviacién estandar es « = 310.

Dada la media previa M, =700, la desviacién estandar previa Sy =150, y la desviacion estandar estimada de
las ventas por tienda, o = 31,

. 0134 MG 250 )
5- =— —— e ———— —_m
YOR el (1EDF HE1R) N EEL 14 300
¥, 118
. i et {."'-"—.ll‘j 'JIZII:IIII'I}(]I}I}—]IJ}
P LR ——— - = |9 M R0%) =8 131
en donde 3 - gy 9 —1 l i 1

[Se utiliza el factor de correccion por poblacion finita porque n > 0.05 N. Véase la seccion 8.2.)
VEIM = bS+ L(D+) = (200)(128)(0.2339) = $5 988
en donde B — | Wby = W] = [200 - 0, — 200

w,— M, |750-7m| S0
- = -,
By &, | 1R TR
(del apéndice 9)

En los problemas 20.6 y 20.7, la media previa en términos de copias promedio por semana fue de My= 500, con

So @ 156. Determine el VEIM correspondiente a una muestra den = 5, si la desviacion estandar estimada es
o= 2E0.

% 156 S 240 B06
= [, r___ - T T?
BL- L [158Y - 12 50 16 A6
5, — L2165
: ‘est 513K
en donde 'T.zrsr. == - =—5---—'13 KL

VEIM =DbS. L(D.) = (2500) (126.80) (0.1223) = 3 876.91
endonde h=| by - Ny | = | 25 DN - 23 5| = 2 S

5 .'H..|_ sl sgo| 10w
St

o= -
| 2F. =k | 26. 14k

-

-0

L(D-) = 0.1223

En el problema 20.8 se determino que el VEIP era de $61.72. Por ello, el valor esperado de una muestra de
sblo 5 semanas serviria para reducir la incertidumbre econdmica en esta situacion de decisiones, en $3 876 91,
en promedio.

Con referencia al problema 20.15, suponga que el costo de contar el nimero de copias que se producen en esos
momentos en el departamento se estima en $5 000 por semana. Determine la ganancia neta esperada correspon-
diente a una muestra n =5 semanas.

GNEM = VEIM - CM =3 87691 -2 500=1376.91
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Problemas complementarios

ANALISIS DE DECISIONES ANTES DEL MUESTREO

20.17

20.18

20.19

20.20

20.21

20.22

20.23

Un distribuidor tiene la opcion de manejar una nueva linea de muebles de oficina. El manejo de esa linea requiere
de un gasto adicional de capital de $80 000 000 para un nuevo almacén. El aumento en las utilidades, por encima
de los costos variables por el manejo de los muebles de oficina, es del 10% del volumen de ventas. En el periodo
durante el cual se va a amortizar el gasto de capital, el propietario de la empresa estima que el volumen de ventas
mas probable para los muebles sera de $900 000 000, y que existe una probabilidad del 0.50% de que el volumen
esté entre $750 000 000y 1 050 000 000.

(a) Al suponer una distribucion de probabilidad previa normal, determine su media y su desviacion estandar.

(b) Las dos posibles decisiones son A; Distribuir y A,. No distribuir. Plantee las funciones lineales de pago
correspondientes a esas dos acciones e ilustrelas en una sola grafica.

Resp. (a) Mo: $900 000 000y S, = $225 000 000.

Determine la mejor accion para las condiciones que se describen en el problema 20.17.
Resp. A Distribuir, con PE =$10 000 000

Para el problema 20.17, (a) determine el punto de equilibrio en términos del volumen total de ventas que se requieren.

(b) Plantee las funciones de pérdidas lineales por partes de las dos posibles acciones. llustre la funcion de pérdida
para la accion A;: Distribuir, en una grafica que también incluya la distribucién de probabilidad previa normal.

Resp. (a) X, = $800 000 000

Para los problemas 20.17 a 20.19, (a) ¢,cual es el valor promedio maximo de la informacién sobre el mercado? (b)
Suponga que el propietario de esa distribuidora elige la mejor accion, de acuerdo con el analisis bayesiano. ¢ Cual
es la probabilidad de que su decision sea correcta?

Resp. (a) $4 880 250, (b) G = 0.67

El fabricante de un producto nuevo requiere de una inversién de capital de $100 000 000. Para ese producto, los
precios variables de fabricaciéon seran de $2 000 por unidad, el precio de venta es de $5 000 por unidad, y el gerente
de mercadotecnia estima que el valor promedio de ventas mas probable sera de 80 unidades por tienda. Existen
50 tiendas. Suponiendo una distribucién de probabilidad previa normal, determine si la mejor accion es A;: Fabricar,
0 A; No fabricar, determinando los pagos esperados correspondientes a esas acciones.

Resp. A1 Fabricar con GE = $20 000 000.
Al continuar con el problema 20.21, el gerente de mercadotecnia afirma que existe una probabilidad de 0.70% de

que las ventas del producto superen el promedio de 75 unidades por tienda. Determine (a) la desviacién estandar
de la distribucion de probabilidad normal previa, y (b) el valor esperado de la informacién perfecta.

Resp. (a) So= 9 600, (b) VEIP = $540 000

Se supone que la incertidumbre inherente en la estimacion de las ventas para la nueva linea de productos tiene
distribucion normal con M, =7 000 unidades y Sp = 1 000. La inversion de capital que se requiere para incluir la
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nueva linea de productos es $80 000 000, y la ganancia (sobre el costo variable) para cada uno de los articulos
vendidos es $10 000. Sefiale cuél es la mejor decision en estas condiciones (As: Comercializar o A2:No comercia-
lizar) y la correspondiente ganancia esperada.

Resp. A, No comercializar, con GE =0
Con referencia al problema 20.23, sila empresa lleva a cabo un estudio de mercado para probar la linea de productos
en una reglén de muestra, ¢ cual es el maximo del valor promedio de esa informacién adicional?

Resp. $833 000.

ANALISIS BAYESIANO POSTERIOR

20.25

20.26

20.27

20.28

20.29

20.30

Una vez que se ha determinado la distribuciéon de probabilidad previa con base en un andlisis del mercado total,
pueden determinarse los valores de la media previa, la desviacion estandar previa y el punto de equilibrio por tienda,
simplemente dividiendo cada uno de los valores correspondientes del mercado total entre el nimero de tiendas que
se tienen. Para los problemas 20.17 a 20.20, suponga que existe un total de 800 tiendas a nivel nacional. Determine
los valores por tienda para (a) la media previa, (b) la desviacion estandar previay (c) el punto de equilibrio.

Resp. (@) Mo = $1 125 000, (b) So = $281 000, (c) s = $1 000 000

Con respecto a la transformacion de los valores por tienda que se realizé en el problema 20.25, suponga que se
elige al azar una muestra de n = 4 tiendas para probar los resultados de mercado para la linea de productos. Para
esta muestra, el nivel promedio de ventas de la linea de muebles de oficina es X = $900 000, con s - $300 000.
Determine (a) la media y (b) la desviacion estandar de la distribucion posterior del nivel estimado de ventas por
tienda.

Resp. (a) My = $950 000, (b) S1 = $132 000
(a) Con base en la distribucion posterior que se determiné en el problema 20.26, determine la mejor accién (A,:

Distribuir, o A: No distribuir) para el problema de decisiones que se describe en los problemas 20.17 a 20.20.
(b) ¢ Cual es el valor estimado de la informacién muestral que se obtuvo en el problema 20.26?
Resp. (a) A,: No distribuir, (b) $4 000 000
Con referencia a los problemas 20.21 y 20.22, suponga que el producto se ofrece a través de 10 tiendas elegidas
al azar. El nivel promedio de ventas del producto en esas tiendas es X - 60.0 unidades, con s = 25.0 unidades.

Determine (a) la media y (b) la desviacion estandar de la distribucion posterior del nivel estimado de ventas por
tienda.

Resp. (a)M;=68.1, (b)S1=6.1

Al continuar con el problema 20.28, identifique (a) la mejor accion y (b) el valor estimado de la informacién muestral
queso recolecto.

Resp. (a) A;: Fabricar, con PE =$2150 000, (b) $0

(a) Determine el VEIP para los problemas 20.21 y 20.22 después de haber tomado la muestra que se describe en
el problema 20.28.
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(b) Compare el valor del VEIP posterior que se determind en el inciso (a) anterior, con el VEIP de $540 000 que se
determiné antes de tomar la muestra en el problema 20.22. Explique el significado del cambio que ocurre.

Resp. (a) VEIP posterior= $2 694 000

EL VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION MUESTRAL (VEIM) Y LA GANANCIA NETA ESPERADA DEL

MUESTREO (GNEM)

20.31 Enlos problemas 20.21 y 20.22 se calculd la distribucion de probabilidad previa por tienda, y fueron My =80.0y S,
= 9.6. Existe un total de 500 tiendas. Si se fabrica el producto, se estima que la desviacion estandar del nivel de

ventas en cada una de las tiendas sera de aproximadamente o = 30. Determine el VEIM correspondiente a una
muestra de n = 10 tiendas.

Resp. VEIM = $96 340

20.32 Explique la razon de la diferencia entre el VEIP de $96 340 para una muestra de n = 10, que se calculd en el
problema 20.31, vy el valor estimado de $0 para la muestra de n = 10 que se determino en el problema 20.29.

20.33 Con respecto a la muestra que se considera en el problema 20.31, suponga que el costo de que todas las tiendas
participen en el estudio es de $15 000. Determine el GNEM para una muestrade n =10.

Resp. GNEM = - $53 660



Pruebas estadisticas
no parametricas

21.1 ESCALAS DE MEDICION

Antes de considerar las diferencias entre los métodos no paramétricos con respecto a los procedimientos paramétricos que
constituyen la mayor parte de este libro, resulta util definir cuatro tipos de escalas de medicion en términos de la precision
de los valores reportados.

En la escala nominal se utilizan nimeros solo para identificar categorias. No representan ninguna cantidad o monto
como tales.

[T

EJEMPLO 1.  Siacuatro regiones de ventas se les asignan los nimeros 1 a4, solo a manera de identificacion, entonces
se trata de una escala nominal, puesto que los nimeros sirven simplemente como nombres de categorias.

En la escala ordinal los numeros representan rangos. Los nimeros indican magnitud relativa, pero no se supone que
las diferencias de los rangos son iguales.

EJEMPLO 2.  Un analista financiero jerarquiza cinco acciones, del 1 al 5, en términos de su potencial de aumento de
precio. Por lo general, la diferencia entre el potencial de crecimiento del precio entre las acciones con los rangos 1 y 2 no
seria igual que, por ejemplo, la diferencia entre las acciones con los rangos 3y 4.

En la escala de intervalo se representan diferencias entre valores que se miden. Sin embargo, el punto cero es arbitrario
y no un cero "absoluto". Por ello, no es posible comparar los nimeros mediante razones o cocientes.

EJEMPLO 3. En las escalas de temperatura Fahrenheit o Celsius, una diferencia de 5° de, por ejemplo, 70°F a 75°F,
es la misma diferencia en temperatura que de 80°F a 85T. Sin embargo, no puede decirse que 60°F es el doble de caliente
que 30°F, porque el punto 0°F no es un cero absoluto (la ausencia completa de calor).

[SeST)

En la escala de razén, existe un verdadero punto cero, y, por ello, es posible comparar las mediciones en forma de
razones.

EJEMPLO 4.  No sdlo es cierto que una diferencia en el valor de un inventario de $5 000 000 es la misma cantidad que,
por ejemplo, entre $50 000 000 y $55 000 000, que entre $60 000 000 y $65 000 000; también es cierto que un valor de
inventario de $100 000 000 es el doble de grande que un valor de inventario de $50 000 000.
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21.2 COMPARACION DE LOS METODOS ESTADISTICOS PARAMETRICOS VERSUS NO
PARAMETRICOS

La mayor parte de métodos estadisticos que se describen en este libro se denominan métodos paramétricos. El punto focal
del analisis paramétrico es algun parametro poblacional, cuya estadistica muestral tiene una distribucién conocida. Ademas,
las mediciones se realizan en el nivel de escala de intervalo o de razén. Cuando no se satisfacen uno o mas de estos
requerimientos o suposiciones, pueden utilizarse los denominados métodos no paramétricos. Un término alternativo son los
métodos de distribucion libre, que describen en particular el hecho de que no se conoce la distribucion de la estadistica
muestral.

Si se justifica el uso de una prueba paramétrica, tal como la prueba i, entonces siempre es preferible utilizar ésta y no
su equivalente paramétrico. Esto se debe a que, si se utiliza el mismo nivel de significancia en ambas pruebas, la potencia
de la prueba no paramétrica siempre es inferior a la de su equivalente paramétrica. (Recuerde, de la seccion 10.3, que la
potencia de una prueba estadistica es la probabilidad de rechazar una hipétesis nulafalsa.) Con frecuencia se utilizan pruebas
no parameétricas cuando se trata con muestras pequefias, debido a que en estos casos no puede aplicarse el teorema central
del limite (seccion 8.2).

Las pruebas no paramétricas pueden utilizarse para probar hipétesis referentes a (a forma, la dispersion o posicion
(mediana) de la poblacion. En la mayor parte de las aplicaciones, las hipétesis se refieren al valor de una mediana, a la
diferencia entre dos medianas, o a las diferencias entre diversas medianas. Esto difiere de los procedimientos paramétricos,
que se concentran principalmente en medias poblacionales.

De las pruebas estadisticas descritas en el texto, la prueba de ji-cuadrada que se presenta en el capitulo 12 es, de
hecho, una prueba no paramétrica. Recuerde, por ejemplo, que los datos que se analizan estan dados en escala nominal
(datos categoricos). Se dedico un capitulo especial a la prueba de ji-cuadrada debido a su amplia utilizacion y a la variedad
de sus aplicaciones.

21.3 LA PRUEBA DE RACHAS CORRIDAS PARA LA ALEATORIEDAD

Una corrida es un conjunto de observaciones similares. Se utiliza la prueba de corridas para probar la aleatoriedad de un
conjunto de observaciones (donde a cada una de éstas se le asigna una de dos categorias).

EJEMPLO 5. Suponga que, al clasificar segun el sexo una muestra aleatoria de n = 10 personas, la secuencia de
observaciones es M, M, M, M, F, F, F, F, M, M. Existen tres corridas en estos datos, es decir, existen tres conjuntos de
observaciones iguales.

Paradatos numéricos, unaformade obtener el esquema de dos categorias que se requiere, consiste en clasificar cada
una de las observaciones segun sea mayor o menor que la mediana del grupo. En general, se rechaza la hipétesis nula de
que lasecuencia de observaciones es aleatoria si se obtiene unnimero muy grande o muy pequefio de corridas, con respecto
a lo que se esperarla en una muestra aleatoria.

Se determina el nimero de corridas de elementos similares para los datos muestrales, utilizando el simbolo C para
designar el nimero de corridas observadas. Utilizando n1 para representar el nimero de elementos muestreados de un tipo,
y n2 para el nimero de elementos muestreados del segundo tipo, la media y el error estandar correspondientes a la
distribucion muestral de la estadistica de prueba C, cuando la secuencia es aleatoria, son:

Innt
M="_|‘_;L+1 (21.1)
L =

O L 1) (21.2)
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Si ny > 20 o n, > 20, la distribucion muestral de C se aproxima a la distribucion normal. Por ello, bajo esas
circunstancias, es posible convertir a la estadistica C a la estadistica de prueba z, de la siguiente manera:

<

F-
oL e (21.3)
IR
Existen tablas de la estadistica de prueba C en libros de texto especializados en estadistica no paramétrica, para los
casos en querty 5 Jymy £30,
En el problema 21.1 se ilustra el uso de la prueba de corridas para aleatoriedad.

21.4 UNA MUESTRA: LA PRUEBA DEL SIGNO

Puede utilizarse la prueba del signo para probar una hipétesis nula sobre el valor de una mediana poblacional. Por ello, es
el equivalente no paramétrico de las pruebas de hipdtesis sobre el valor de una media poblacional. Se requiere que los
valores de la muestra aleatoria se encuentren cuando menos en escala ordinal, y no se hacen suposiciones con respecto a
la forma de la distribucién poblacional.

Las hipotesis nula y alternativa pueden designar pruebas de uno o de dos criterios de calificacion. Utilizando Med,
para representar la mediana de la poblacion, y Med, para representar el valor hipotético, las hipétesis nula y alternativa para
una prueba de dos extremos son:

Hy: Med =Med,
H].' Med = Med()

Se asigna un signo positivo (+) a cada valor muestral observado que resulte ser mayor que el valor hipotético de la
mediana, y un signo negativo(-) a los valores que son menores que ese valor hipotético de la mediana. Si un valor muestral
es exactamente igual a la mediana hipotética, no se registra ninguin signo, y se reduce en forma correspondiente el tamafio
efectivo de la muestra. Si es verdadera la hipétesis nula con respecto al valor de la mediana, el nimero de signos positivos
debe ser aproximadamente igual al nimero de signos negativos. O, en otros términos, la proporcién de signos positivos (o
de signos negativos) debe ser de aproximadamente 0.50. Por ello, la hipétesis de una prueba de dos criterios de calificacion
es FHy T » 0.50, en donde 1T es la proporcién poblacional de signos positivos (o negativos). Por ello, una hipétesis que se
refiere al valor de la mediana se prueba, de hecho, como una hipétesis sobre 1. Si el tamafio de la muestra es pequefio
(n < 30), se utiliza la distribucion binomial para realizar la prueba, segun se describe en la seccion 11.4. Si la muestra
es grande, puede utilizarse la distribucion normal, como se describe en la seccién 11.5.

En el problema 21.2 se utiliza la prueba del signo para probar una hipétesis nula referente a una mediana poblacional.

21.5 UNA MUESTRA: LA PRUEBA DE WILCOXON

Al igual que en el caso de la prueba del signo, puede utilizarse la prueba de Wilcoxon para probar una hipétesis nula sobre
el valor de una mediana poblacional. Como la prueba de Wilcoxon considera la magnitud de la diferencia entre cada uno de
los valores muestrales y el valor hipotético de la mediana, es una prueba mas sensible que la prueba del signo. Por otro
lado, como se determinan diferencias, los valores deben estar dados, cuando menos, en escala de intervalo. No se requieren
suposiciones con respecto a la forma de la distribucion poblacional.

Las hipotesis nula y alternativa se plantean con respecto a la mediana poblacional, y pueden ser de uno o de dos
criterios de calificacion. Se determina la diferencia entre cada uno de los valores observados y el valor hipotético de la
mediana, y esta diferencia, con signo aritmético, se designa d: d = (X - Medy). Si alguna de las diferencias es igual a cero,
se elimina del andlisis la observacién correspondiente, y se reduce el tamano efectivo de la muestra. Después, se ordenan
los valores absolutos de la diferencia, de menor a mayor, asignando el rango de 1 a la diferencia absoluta mas pequefia.
Cuando las diferencias absolutas son iguales, se asigna el rango promedio a los valores que son iguales. Finalmente, se
obtiene por separado la suma de los rangos para las diferencias positiva y negativa. La menor de esas dos sumas es la
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estadistica T de Wilcoxon para una prueba de dos criterios de calificacion. En el caso de las pruebas de un criterio de
calificacion, la suma menor debe corresponder a la direccion de la hipotesis nula. En el apéndice 10 se identifican los valores
criticos de T, de acuerdo con el tamafio de la muestra y el nivel de significancia. Para rechazar la hipétesis nula, el valor que
se obtiene de T debe ser menor que el valor critico dado en la tabla.

Cuando n > 25y la hipétesis nula es cierta, la estadistica T tiene una distribucion aproximadamente normal. La media
y el error estandar correspondientes a esa distribucion muestral son, respectivamente:

_ fatliza
o 24

Por ello, puede llevarse a cabo la prueba para una muestra relativamente grande utilizando la distribucion de
probabilidad normal, y calculando la estadistica de prueba, de la siguiente manera:

(o Touy (21.6)

Iy

En el problema 21.3 se ilustra el uso de la prueba de Wilcoxon para probar una hipétesis nula sobre una mediana
poblacional.

21.6 DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE MANN-WHITNEY

Puede utilizarse la prueba de Mann-Whttney para probar ta hipétesis nula de que las medianas de dos poblaciones son
iguales. Se supone que las dos poblaciones tienen la misma forma y la misma dispersién, porque si existieran diferencias
en estos parametros, podrian conducir a rechazar la hipétesis nula. Se requiere que los valores de las dos muestras aleatorias
independientes se encuentren cuando menos en escala ordinal.

Se combinan dos muestras en un arreglo ordenado, identificando los valores muestrales de acuerdo con el grupo
muestral al que pertenecen. Después, se ordenan los valores de menor a mayor, asignando el rango de 1 al valor mas
pequefio. Cuando se encuentran valores iguales, se les asigna el promedio de sus rangos. Si la hipétesis nula es cierta, el
promedio de los rangos para los dos grupos muestrales debe ser aproximadamente igual. Se designa mediante U a la
estadistica que se calcula para realizar esta prueba, y puede basarse en la suma de los rangos de cualquiera de las dos
muestras aleatorias, mediante las siguientes férmulas:

d K, 1-1]
Ul—ﬂ|";+ 'i’;‘_' = M

F|1|:i'i}+ ]]_

o -[.-rl - A i + o

I

en donde n4 =tamafo de la primera muestra
n, = tamafo de la segunda muestra
R; = suma de los rangos de la primera muestra
R, = suma de los rangos de la segunda muestra
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Sin; > 10, np > 10, y la hipdtesis nula es cierta, la distribucion muestral de U es aproximadamente normal, con los
siguientes parametros:

"y,
o= (21.9)

0 M A 10
L 'P_‘L. 1 (21.10)

Por ello, la estadistica de prueba para la hipotesis nula de que las medianas de dos poblaciones son iguales es

L=y,
z= - . "L

pa (21.11)
en donde U es igual a U; o U..

En situaciones en las que ny < 10, n; < 10, o ambas, no es posible utilizar la distribuciéon de probabilidad normal para
esta prueba. Sin embargo, existen tablas especiales de la estadistica U para muestras pequefas, en libros especializados
sobre estadistica no paramétrica.

En el problema 21.4 se ilustra el uso de la prueba de Mann-Whitney.

21.7 OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DEL SIGNO

Puede utilizarse la prueba del signo descrita en la seccion 21.4, cuando se tienen dos muestras recolectadas como
observaciones apareadas (seccién 11.3) para probar la hipotesis nula de que las medianas poblacionales son iguales. Los
valores muestrales deben estar cuando menos en escala ordinal, y no se requieren suposiciones con respecto a las formas
de las dos distribuciones poblacionales.

Se asigna un signo positivo (+) a cada par de valores cuya medicion en la primera muestra es mayor que la medicion
en lasegunda, y un signo negativo (-) cuando lo contrario resulta ser cierto. Sin un par de mediciones tienen el mismo valor,
se eliminan esos valores empatados del analisis, y se reduce el tamafio efectivo de la muestra. Si es cierta la hipétesis de
que las dos poblaciones se encuentran en el mismo nivel de magnitud, el nUmero de signos positivos debe ser aproxima-
damente igual al de signos negativos. Por ello, la hipétesis nula que se prueba es H,: ™ = 0.50, en donde 1 es la proporcion
poblacional de los signos positivos (o negativos). Si el numero de pares muestrales es pequefio (n < 30), se utiliza la
distribucién binomial para realizar la prueba, como se describe en la seccion 11.4. Si la muestra es grande (n > 30) puede
utilizarse la distribucion normal, segun se describe en la seccion 11.5. Observe que, aun cuando se han recolectado dos
muestras, la prueba se aplica al conjunto de signos positivos y negativos que se obtiene al comparar los pares de mediciones.

El problema 21.5 ilustra el uso de la prueba del signo para probar la diferencia entre dos medianas, correspondientes
a datos recolectados como observaciones apareadas.

21.8 OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DE WILCOXON

Puede utilizarse la prueba de Wilcoxon que se describe en la seccién 21.5, cuando se tienen dos muestras recolectadas
como observaciones apareadas, y cuando se desea probar la hipotesis nula de que las dos medianas poblacionales son
iguales. Como la prueba de Wilcoxon considera la magnitud de la diferencia entre los valores en cada uno de los pares, y
no solamente ladireccion, o signo, de la diferencia, resulta ser una prueba mas sensible que la prueba del signo. Sin embargo,
los valores muestrales deben estar cuando menos en escala de intervalo. No se requieren suposiciones con respecto a las
formas de las dos distribuciones.

Se determina la diferencia entre cada par de valores, y esta diferencia, con su correspondiente signo algebraico, se
designa mediante d. Cuando las diferencias son iguales a cero, se eliminan las observaciones correspondientes y se reduce
eltamafnio efectivo de la muestra. Después, se ordenan los valores absolutos de las diferencias, de menor a mayor, asignando
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el rango de 1 a la diferencia absoluta mas pequefia. Cuando las diferencias absolutas son iguales, se asigna el rango
promedio de los valores empatados. Finalmente, se obtiene por separado la suma de los rangos para las diferencias positivas
y negativas. La menor de esas dos sumas es la estadistica T de Wilcoxon para una prueba de dos criterios de calificacion.
Para una prueba de un criterio de calificacién, la suma mas pequefia debe coincidir con la direccién de la hipétesis nula,
como se ilustra en la aplicacién de la prueba de Wilcoxon a una sola muestra, en el problema 21.3. En el apéndice 10 se
identifican los valores criticos de T, de acuerdo con el tamafio de la muestra y el nivel de significancia. Para rechazar la
hipétesis nula, la estadistica T debe ser menor que el valor critico dado en la tabla.

Cuando 125y la hipotesis nula es cierta, la distribucion de la estadistica T es aproximadamente normal. Las férmulas
de la media y del error estandar de la distribucion muestral de T, asi como también para la estadistica de prueba z, se dan
en la seccion 21.5, que se refiere al uso de la prueba de Wilcoxon a una muestra.

En el problema 21.6 se ilustra el uso de la prueba de Wilcoxon para probar la diferencia entre dos medianas, de datos
recolectados como observaciones apareadas.

21.9 VARIAS MUESTRAS INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS

La prueba de Kruskal-Wallis se utiliza para probar la hipétesis nula de que varias poblaciones tienen la misma mediana.
Como tai, es el equivalente no paramétrico del disefio completamente aleatorizado de un factor del analisis de varianza. Se
supone que las diversas poblaciones tienen la misma forma y dispersion para que la hipétesis anterior resulte aplicable, ya
que diferencias en la forma o la dispersion pueden conducir a rechazar la hipétesis nula. Se requiere que los valores de las
diversas muestras aleatorias independientes estén cuando menos en escala ordinal.

Primero se considera a las diversas muestras como un conjunto de valores, y se ordenan de menor a mayor los valores
de ese conjunto combinado. Cuando se tienen valores iguales, se les asigna su rango promedio. Si la hipétesis nula es
cierta, el promedio de rangos debe ser mas o menos igual para cada uno de los grupos muestrales. La estadistica de prueba
que se calcula se designa mediante H, y se basa en la suma de los rangos de cada una de las diversas muestras aleatorias,
de la siguiente manera:

12 K ,

endonde N -tamafio de muestra combinado para las diversas muestras (observe que N no designa tamario de la po-
blacién en este caso)
R= suma de los rangos para la j-ésima muestra, o grupo de tratamiento
n=numero de observaciones en la j-ésima muestra

Si el tamafio de cada una de las muestras es de cuando menos ;> 5 y la hipétesis nula es cierta, la estadistica H se
distribuye en forma aproximada como la distribucion x2, con g/=K- 1, en donde K es el numero de grupos de tratamiento,
o muestras. El valor de x? que se aproxima el valor critico de la estadistica de prueba es siempre el valor del extremo superior.
Este procedimiento de prueba es similar al uso que se da al extremo superior de la distribucion F en analisis de varianza.

La estadistica H debe corregirse cuando se tienen rangos empatados. El valor corregido de la estadistica de prueba
se designa mediante H,, y se calcula de la siguiente manera:

H=- ——H—— (21.13)
T -[EG? siNY - N '
en donde {; representa el nimero de calificaciones empatadas en la j-ésima muestra.
El efecto de esta correccion consiste en aumentar el valor de la estadistica H calculado. Por ello, si un valor de H
corregido conduce a rechazar la hipétesis nula, no es necesario corregir el valor cuando se tienen rangos empatados.
En el problema 21.7, se ilustra el uso de la prueba de Kruskal-Wallis para probar la hipétesis nula de que diversas
poblaciones tienen la misma mediana.
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Problemas resueltos

LA PRUEBA DE RACHAS PARA ALEATORIEDAD

21.1 Se entrevista a una muestra de 36 personas en una investigacion de mercados, conformada por 22 mujeres (M) y
14 hombres (H). Las personas muestreadas se entrevistaron en el siguiente orden:
HM M MMHHHMHMMMHHMMMMH MM, MH H M M M H M HH M, M, M,H. Utilice
la prueba de rachas para probar la aleatoriedad de este conjunto de observaciones, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

El numero de rachas de estamuestraes R=17, segln se aprecia con el subrayado. Utilizando n,= el nUmero
de mujeres, y n, = el nimero de hombres, puede utilizarse la distribucion normal para probar la hipétesis nula de
que el proceso de muestreo resulté ser aleatorio, porque ny > 20. Se calcula la media y el error estandar de la
distribucién muestral de R de la siguiente manera:

n. 2
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Cuando se utiliza el nivel de significancia del 5%, los valores criticos de la estadisticaz sonz = +1.96. El valor
de la estadistica de prueba z para estos datos es

K- T-181 -1,
= -'L-lgrl- -I-— -l=--'il.3li'
oy 241 K1

Por ello, utilizando el nivel de significancia del 5%, no se puede rechazar la hipétesis nula de que la secuencia
de hombres y mujeres ocurrié al azar.

UNA MUESTRA: LA PRUEBA DEL SIGNO

21.2  Se afirma que las unidades ensambladas en un sistema redisefiado de ensamble de productos sera mayor que con
el sistema antiguo, cuya mediana poblacional es de 80 unidades por turno. No otorgando el beneficio de la duda al
sistema redisefiado, plantee la hipotesis nula y pruébela a un nivel de significancia del 5%. Los datos muestrales se
reportan en la primera parte de ila Tabla 21.1.
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Tabla 21.1 Numero de unidades ensambladas en el
sistema redisefiado

Tumo muestreado Unidades Signo de la
ensambladas (X) diferencia (X - 80)

75
85
92
80
94
90
91
76
88
10 82
11 96
12 83

O 001N W bW —
4+ + O+

+ o+

Las hipdtesis nula y alternativa son

Hy: Mad =80
H,: Med = H

Resulta apropiada una prueba no paramétrica porque no se hacen suposiciones con respecto a la forma de
la distribucién poblacional. Utilizando la prueba del signo, las hipétesis nula y alternativa, en términos de la proporcién
de signos positivos para las diferencias, y en donde d - (X - 80), son

Hp: r=05
Hooa = 050

En la Tabla 21.1 se observa que en el cuarto tumo muestreado, el nimero de unidades ensambladas resultd
ser exactamente igual que el valor hipotético de la mediana poblacional. Por ello, esta observacion se omite de
cualquier analisis ulterior, y se tiene una muestra de tamafio efectivo de n =11. De los once signos de las diferencias
que se reportan en la Tabla 21.1,9 son positivos. La prueba debe llevarse a cabo utilizando un nivel de significancia
del 5%.

Como el tamafio de la muestra es n < 30, la base apropiada para esa prueba es la distribucién binomial.
Utilizando el enfoque del valor P para pruebas de hipétesis, como se describe en la seccion 10.6, se determina la
probabilidad de observar 9 o mas signos positivos en 11 observaciones, dado que la proporciéon poblacional de
signos positivos es 0.50, utilizando el apéndice 2 para obtener las probabilidades binomiales:

PLX =8la=11, #=0.50) = 0.0269 + 0.0054+0.0005 = 0.0328

Como el valor P correspondiente ai resultado muestral es menor que 0.05, se rechaza la hipétesis nula a un
nivel de significancia del 5% para esta prueba de un criterio de calificacion. Es decir, la probabilidad de observar
un numero tan grande (o mayor) de signos positivos cuando la hipétesis nula es cierta es menor de 0.05 v,
especificamente, la probabilidad es 0.0328. Por ello, se acepta la hipétesis alternativa y se concluye que la
produccion mediana por tumo es mayor de 80 unidades para el nuevo sistema de ensamble.
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En el problema 21.5 se jlustra la prueba del signo de dos criterios de calificacion, y se utiliza la prueba del
signo para observaciones apareadas.

UNA MUESTRA: LA PRUEBA DE WILCOXON

21.3

Utilice la prueba de Wilcoxon para la hipdtesis nulay los datos del problema 21.2, y compare su solucion con la que
se obtuvo ahi.

Hy: Med<80
H,:Med>80

EnlaTabla21.2 se repiten los datos muestrales y se le utiliza como tabla de trabajo para la prueba de Wilcoxon.
Observe que, en esta tabla, el nimero de unidades ensambladas correspondiente al cuarto turno muestreado es
exactamente igual al valor hipotético de la mediana de la poblacién. Por ello, se elimina esa observacion y esto da
como resultado un tamafo efectivo de muestra de m - 11. Observe también que el valor absoluto de d para los
tumos muestreados en primero y segundo lugar es igual, por lo que se asigna a cada uno de ellos el rango promedio
de 4.5 (en vez de asignarles los rangos 4 y 5). Al siguiente rango se le asigna entonces el nimero 6.

Tabla 21.2 Numero de unidades ensambladas con el sistema redisefiado, y calculo
de los rangos con signo

Turno Unidades Diferencia Rango Rango con signo
muestreado | ensambladas (X) [d=(X-80)] de|d|
) )
1 75 -5 4.5 45
2 85 5 45 4.5
3 92 12 9 9
4 80 0
5 94 14 10 10
6 90 10 7 7
7 91 11 8 8
8 76 -4 3 3
9 88 8 6 6
10 82 2 1 1
11 96 16 11 11
12 83 3 2 2
Total 58.5 T=175

Para rechazar la hipotesis nula Hp: Med < 80 en esta prueba de un criterio de calificacion, las diferencias d
= (X - Medy) deben ser predominantemente positivas, puesto que las diferencias negativas representan un apoyo
para la hipotesis nula. Por ello, para esta prueba del criterio de calificacion superior, la suma de los rangos de las
diferencias negativas debe ser la suma de menor tamafio. En la Tabla 21.2 se observa que éste es, de hecho, el
caso, y el valor del estadistico de prueba de Wilcoxon es T - 7.5.

La prueba de hipétesis nula debe realizarse en el nivel de significancia del 5%. En el apéndice 10 puede
observarse que paran =11 (el tamafio efectivo de la muestra) el valor critico de T para una prueba de un criterio
de calificacion a un nivel de significancia del 5% es T = 14. Como el valor que se obtiene de T es menor que el
valor critico, se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significancia del 5%, y se concluye que el nimero mediano
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de unidades ensambladas con el nuevo sistema es mayor de 80 unidades. Esta es la misma conclusion a la que
se llego con la prueba del signo en la seccion anterior, cuando se encontré que el valor P para la prueba fue de P
= 0.0328. Sin embargo, observando el apéndice 10 para la prueba de Wilcoxon se encuentra que paran = 11
y u= 0.025, el valor criticoes T =11. Por ello, serla posible rechazar la hipoétesis nula en el nivel de significancia
del 2.5% utilizando la prueba de Wilcoxon, pero no utilizando la prueba de los signos. Este detalle es consistente
con las observaciones anteriores en el sentido de que la prueba de Wilcoxon es la mas sensibie de las dos.

DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE MANN-WHITNEY

21.4 Para evaluar y comparar dos métodos de capacitacion industrial, un director de capacitacién asigna a 15 entrenandos
elegidos al azar a cada uno de dos métodos. Debido a la desercion normal, 14 aprendices terminan el curso
mediante el método 1, y 12 lo terminan llevando el método 2. A los dos grupos de entrenandos se les aplica el
mismo examen para evaluar el aprendizaje, segun se reporta en la Tabla 21.3. Pruebe la hipétesis nula de que
el nivel mediano de desempefio en la prueba no difiere en los dos métodos de capacitacion, utilizando un nivel de
significancia del 5%.

Tabla 21.3 Calificaciones de los aprendices capacitados
mediante los dos métodos de instruccion

Método 1 Método 2
70 86
90 78
82 90
64 82
86 65
77 87
84 80
79 88
82 95
89 85
73 76
81 94
83
66

1 Med) —= Med, My bl &£ M,

En la Tabla 21.4 se enlistan las calificaciones del examen en un arreglo, ordenando las calificaciones de menor
a mayor. Los rangos se presentan en la segunda columna de la Tabla 21.4. Observe la forma en que se asignan los
rangos a las calificaciones empatadas: para las tres calificaciones de 82, por ejemplo, se tienen las posiciones 12,
13 y 14, en la segunda columna de la tabla. Por ello, el promedio de esos tres rangos es 13 y se les asigna a las
tres calificaciones empatadas; después, observe que el siguiente rango asignado es 15, y no 14, debido a que
asignar el rango promedio de 13 a las tres calificadones de 82 coloco la calificacion de 83 en la posicion 15 en el
arreglo. De manera similar, existen dos calificaciones de 86; los rangos para esas calificaciones son 18 y 19, y, por
lo tanto, el rango promedio es 18.5 y se le asigna a cada una de esas dos calificaciones. La siguiente calificacion
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del arreglo es 87 y se le asigna el rango 20. Las ultimas dos columnas de la Tabla 21.4 incluyen los rangos de
acuerdo con la muestra, que representa el método de ensefianza utilizado, y las sumas de esas dos columnas de
rangos son los valores Ry y Ry, respectivamente.

Aplicando la formula (21.7), se determina el valor de U,, de la siguiente manera:

M l4(14+1
%—H.-lmzu%—m

<

U.—Hu'-l;"‘
210
= lod+—- 161 = 112

Comony > 10y n, > 10, puede utilizarse la distribucién de probabilidad normal para probar la hipétesis nula
de que el valor de , es el mismo para ambas muestras. La prueba se lleva a cabo en el nivel de significancia del
5%. Con base en la férmula (27.9), el valor de u, es

iy 18013)

R = _] T

Por ello, las hipotesis son
Ha: 1 -4
My 81

Con base en la férmula (21.10), el error estandar de U es

e 1wy +1) _ \/H-[l!jmﬂﬂ 1) \/s W o

—— g

Al aplicar la formula (21.11), se determina el valor del estadistico de prueba z de la siguiente manera:

L) wy H2—R4

L 194 i

Como los valores criticos de z para una prueba a un nivel de significancia del 5% son z = + 1.96, no es posible
rechazar la hipétesis de que no existe diferencia entre las medianas de las dos distribuciones de calificaciones.

OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DE LOS SIGNOS

21.5 Aun grupo de consumidores que consta de 14 personas se le pide que califique dos marcas de té, de acuerdo con
un sistema de evaluacién por puntos que se basa en diversos criterios. En la Tabla 21.5 se reportan los puntos
asignados, y se indica también el signo de la diferencia para cada par de calificaciones. Pruebe la hipétesis nula de
que no existe diferencia en el nivel de las calificaciones para las dos marcas de té, a un nivel de significancia del
5%, utilizando la prueba del signo y planteando las hipétesis nula y alternativa en términos de la proporcion de signos
positivos.
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Tabla 21.4 Arreglo combinado de las calificaciones con sus rangos correspondientes

Calificacion * Rango Rangos del método 1 | Rangos del método 2
i | 1 1
4] 2 2
o6 3 3
i 4 4
15 5 5
| 6 6
i 7 7
™ 8 8
m 9 9
e 10 10
Bl 11 11
a2 13 13
§2 13 13
a2 13 13
:A] 15 15
a4 16 16
b5 17 17
] 185 18.5
L 185 185
K7 20 20
&4 21 21
B 22 22
o 235 23.5
LU 235 23.5
T4 25 25
5 26 - | 26 |
Totales o= 1610 R, =190.0
* Se subrayan las calificaciones del método 1.
Hy! & —a.50
Moo= 50
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Al observar la Tabla 21.5 se nota que dos de los consumidores evaluaron de la misma manera dos marcas de té
y, por ello, se omiten del andlisis subsiguiente, lo cual da como resultado un tamafio efectivo de muestra de n =12. De
los 12 signos, 8 son positivos.

Como el numero de pares de valores es n < 30, la distribucion binomial es la base apropiada para esta prueba.
Al igual que en el problema 21.2, en el que se utilizd la prueba del signo para una muestra, se utiliza el método del
valor P para probar la hipétesis. La probabilidad de observar 8 b mas signos positivos en 12 observaciones, dado
que la proporcidn poblacional de signos positivos es 0.50, se determina consultando las probabilidades binomiales

en el apéndice 2:

MY =z8p~-1 o= 0.5 = 0.1208 + 0.0537 + 0.0161 + 0.0029 + 0.0002

=0.1937
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Tabla 21.5 Calificaciones asignadas por grupo de consumidores a dos
marcas de té

Calificacion por puntos que
se asigna a cada marca
Miembro del grupo Marca 1 Marca 2 Signo de la diferencia

1 20 16 +
2 24 26 -
3 28 18 +
4 24 17 +
5 20 20 0
6 29 21 +
7 19 23 -
8 27 22 +
9 20 23 -
10 30 20 +
11 18 18 0
12 28 21 +
13 26 17 +
14 24 26 -

La probabilidad calculada en el parrafo anterior corresponde a un criterio de calificaciéon P (X > 8).
Como en la aplicacion que se revisa aqui se utiliza una prueba de dos criterios de calificacion debe duplicarse
esta probabilidad para obtener el valor P: P =2 x 0.1937 = 0.3874. Es decir, 0.3874 es la probabilidad de
la diferencia observada en cualquier direccién con respecto al nimero esperado de signos positivos, que
son niy = 12(0.50) = 6. Este valor P es superior al nivel de probabilidad de 0.05 y, por ello, resulta evidente
que no es posible rechazar la hipotesis nula de que las dos marcas de té son igualmente apreciadas. Observe
que, en el problema 11.8 de la pagina 191 se obtuvo en forma separada la probabilidad para cada uno de
los criterios de calificacion de la distribuciéon binomial. En este caso, simplemente se multiplica la probabilidad
de un criterio de calificacién por dos, porque la distribucién binomial es simétrica cuando 1 = 0.50.

OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DE WILCOXON

21.6  Aplique la prueba de Wilcoxon a los datos del problema 21.5, utilizando un nivel de significancia del 5%.

En la Tabla 21.6 se repiten las calificaciones, se determinan los valores de d, se ordenan los valores
absolutos de d y, finalmente, se determina la suma de rangos positivos y negativos.

En la Tabla 21.6 se observa que dos de los miembros del grupo que calificaron de igual manera las dos marcas
de té se eliminan del analisis, porque a la diferenciad - 0 no se le asigna rango. Por ello, el tamafio efectivo
de la muestraes n = 12. De los 12 valores absolutos de d, los diversos pares empatados dan como resultado
la asignacion de sus rangos promedio. Por ello, existen dos diferencias absolutas empatadas para las
posiciones del rango 1 y el rango 2. Asi, a cada una de las diferencias absolutas se les asigna el rango
promedio 1.5. El siguiente rango asignado es el 3. Como la suma de los rangos negativos es menor que la
suma de los rangos positivos, a la suma menor se le identifica como T en la Tabla 21.6.
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Tabla 21.6 Calificaciones asignadas por un panel de consumidores a dos marcas de té, y calculo
de los rangos con signo

Miembro del Marca 1 Marca 2 Diferencia Rango Rango con signo
grupo Xy deld|
) )
1 20 16 4 4.5 4.5
2 24 26 -2 15 1.5
3 28 18 10 11.5 11.5
4 24 17 7 7.5 7.5
5 20 20 0
6 29 21 8 9 9
7 19 23 -4 4.5 4.5
8 27 22 5 6 6
9 20 23 -3 3 3
10 30 20 10 11.5 11.5
11 18 18 0
12 28 21 7 7.5 7.5
13 26 17 9 10 10
14 24 26 -2 L5 15
Total 67.5 T=10.5

En el apéndice 10 puede observarse que paran = 12 (el tamafio efectivo de la muestra) el valor critico de la
estadistica T de Wilcoxon, para una prueba de dos extremos en el nivel de significancia del 5%, es T= 14. Como T
es la suma menor de los rangos para la prueba de dos criterios de calificacion, el valor que se obtiene de la estadistica
de prueba, que se calcula en la Tabla 21.6, es T = 10.5. Como este valor es inferior al valor critico, se rechaza la
hipétesis nula de que no existe diferencia en las calificaciones para las dos marcas de té.

Observe que no fue posible rechazar la hipétesis nula de que no existe diferencia en el nivel del 5%, cuando
se aplico la prueba de los signos a los mismos datos, en el problema 21.5. Como la prueba de Wilcoxon considera
la magnitud de la diferencia entre cada uno de los pares, y no solamente el signo de la diferencia, la prueba de
Wilcoxon para observaciones apareadas es mas sensible que la prueba de los signos.

VARIAS MUESTRAS INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS

21.7

En el problema 13.1 se ilustré el disefio completamente aleatorizado de un factor de analisis de varianza. Se

presentaron las calificaciones de una muestra aleatoria de n =5 entrenandos que se asignaron al azar a cada uno
de tres métodos de ensefianza. En estas secciones, la hipétesis nula era que no habia diferencias entre los niveles
promedio de aprendizaje para los tres métodos de ensefianza. Ademas, como se tenian muestras pequefias, fue
necesario suponer que las tres poblaciones tenian distribucion normal. Suponga que no puede hacerse esa
suposicion. Aplique la prueba de Kruskal-Wallis para probar la hipétesis nula de que las diversas poblaciones tienen
la misma mediana, utilizando el nivel de significancia del 5%.

En la Tabla 21.7 se repiten los datos de la Tabla 13.14, y se incluyen también los rangos, de menor a mayor,
considerando que todas las calificaciones son un solo grupo combinado. Utilizando la tabla, se calcula el valor de
la estadistica de prueba de la siguiente manera:
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Tabla 21.7 Calificaciones de las personas con tres métodos distintos de instruccién

Método A, Método 4, Método A3

Calificacion Rango Calificacion Rango Calificacion Rango
86 12 90 15 82 .5

79 t 76 5 68 i

81 IR 88 I 73 4

70 2 82 L 71 3
84 1 89 L4 81 .5
Total PAESTE A, =5R.% K, - 350

HF![-"«IEN+H][E’ ]] AN+

(33 r-]-’ £ 5. 5] :!:.-':.[:-f ]
e ALER]
[IS{iS-r H][ 3 : !
2 (5 &M, 5‘] a1 504
dr=——-——4H =51 — 45 =4
2-1-0( Ea . T F1AE — 4R =995
Como hubo algunos empates en las calificaciones, resulta apropiado corregir el valor de la estadistica de
prueba:
H
il = —
=T =g W= Ay
o 4.0495
R TR L Atk IR 1t 1l B
. _ -1-9"?5 ] _ 445
I |:|:|+n:] 61703 AT 151] 1 —¢BS1 3RE
-*L'?'ii- 4.005

— A,
T 00079 dA95d e

Asi, el valor corregido H, = 5.004 es solo ligeramente mayor que el valor no corregido de H = 4.995, y los
empates tienen un efecto despreciable sobre el valor de la estadistica de prueba. Con g/l=K-1=3-1 =2, en el
apéndice 7 puede observarse que el valor critico de la estadistica de prueba es x>= 5.99. Como el valor observado
de la estadistica de prueba es menor que el valor critico, no es posible rechazar la hipétesis nula de que los tres
grupos muestrales se obtuvieron de poblaciones que tienen la misma mediana. Se toma esta decisioén en un nivel
de significancia del 5%. Esta conclusion es consistente con la conclusion obtenida en los problemas 13.1 y 13.2, en
los que se aplico el andlisis de varianza a estos mismos datos.

Problemas complementarios

LAS PRUEBAS DE RACHAS PARA ALEATORIEDAD

21.8 EnlaTabla 2.16 de la pagina 26, se reportan 40 préstamos personales, provenientes de una muestra aleatoria. La
secuencia de la recopilacion de los datos aparece en el renglén de la tabla (es decir, la secuencia de montos
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observados fue $932 000, $1 000 000, $956 000, etc.). EIl monto mediano de los préstamos para los datos de la
tabla es $944 500. Pruebe la aleatoriedad de esa secuencia de préstamos clasificando cada uno de ellos segun esté
por encima o por debajo de la mediana, y utilizando un nivel de significancia del 5%.

Resp. z critica =+ 1.96, R =28 y z = 2.56. Se rechaza la hipotesis nula de que la secuencia es aleatoria. Existe un
numero demasiado grande de rachas.

UNA MUESTRA: LA PRUEBA DEL SIGNO

21.9

En la siguiente tabla se reportan las ventas de una nueva herramienta en una muestra de 12 ferreterias en un mes
determinado. Se desconoce la forma de la distribucion y, por ello, en este caso no resulta apropiada una prueba
estadistica paramétrica, considerando también el tamafio pequefio de la muestra. Utilice la prueba del signo para
probar la hipétesis de que la mediana de las ventas en la poblacion es mayor de 10.0 unidades por ferreteria,
utilizando un nivel de significancia del 5%.

Herramientas / ferreteria 8 18 9 12 10 14 16 7 14 11 10 20

Resp. P=0.1719; no es posible rechazarla hipétesis nula.

UNA MUESTRA: LA PRUEBA DE WILCOXON

21.10 Aplique la prueba de Wilcoxon a la hipdtesis nula y a los datos del problema 21.9, utilizando el nivel de significancia

del 5%.
Resp. Tcritica=11, T=10; se rechaza la hipotesis nula.

DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE MANN-WHITNEY

21.11

En un departamento de control de calidad desean comparar el tiempo que se requiere para diagnosticar fallas de
equipo utilizando dos sistemas alternativos. Se asigna al azar una muestra de 30 fallas de equipo, para
diagnosticarlas mediante los dos sistemas. El primer sistema se utiliza para diagnosticar 14 fallas, y al segundo
sistema se le asignan 16 fallas. En la Tabla 21.8 se reporta el tiempo total, en minutos, que se requiere para
diagnosticar cada una de las fallas. No puede hacerse ninguna suposicidon con respecto a la distribucion del tiempo
total que se requiere para estos diagnosticos. Utilizando el nivel de significancia del 10%, pruebe la hipétesis nula
de que las dos muestras se obtuvieron de poblaciones que tienen la misma mediana.

Resp. Ry =173.5, R, = 291.5, z critica = £ 1.645, z = 1.87; se rechaza la hipétesis nula en a = 0.10.

OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DE LOS SIGNOS

21.12 En vez del disefio experimental que se utilizoé en el problema 21.11, se usaron los dos sistemas para diagnosticar

la misma muestra aleatoria de 10 fallas de equipo. Asi, se diagnosticé dos veces cada uno de los 10 equipos, y se
registra el tiempo que se requiere para diagnosticar la falla, para cada sistema. En la Tabla 21.9 se muestra el niUmero
de minutos que se requiere para cada diagndstico. Utilizando el nivel de significancia del 10%, pruebe la hipétesis
nula de que las dos muestras se obtuvieron en poblaciones que tienen la misma mediana. Es decir, la hipotesis nula
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consiste en afirmar que no hay diferencia entre la cantidad mediana de tiempo que se requiere para diagnosticar
fallas de equipo mediante los dos métodos. En el andlisis, utilice la prueba del signo.
Resp. P =0.3438; no es posible rechazar la hipétesis nula.

Tabla 21.8 Tiempo que se requiere para
diagnosticar fallas de equipo
(en minutos)

Sistema 1 Sistema 2
25 18
29 37
42 40
16 56
31 49
14 28
33 20
45 34
26 39
34 47
30 31
43 65
28 38

19 32
24
49

Tabla 21.9 Tiempo en minutos que se requiere para
diagnosticar fallas de equipo, mediante el
disefio de observaciones apareadas

Equipo muestreado Sistema 1 Sistema 2
1 23 21
2 40 48
3 35 45
4 24 2
5 17 19
6 32 37
7 27 29
8 32 38
9 25 24

10 30 36
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OBSERVACIONES APAREADAS: LA PRUEBA DE WILCOXON

21.13 En el nivel de significancia del 10%, aplique la prueba de Wilcoxon para observaciones apareadas con los datos de .
la Tabla 21.9, probando de nuevo la hipétesis nula de que no existe diferencia entre la mediana de la cantidad de

tiempo que se requiere con los dos métodos. Compare sus resultados con los que se obtuvieron en el problema
21.12.

Resp. Tcritica=11, T = 8.0; se rechaza la hipotesis nula con a = 0.10.

INDEPENDIENTES: LA PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS

21.14 Ademas de los datos que se reportan en la Tabla 21.8, suponga que un tercer sistema de diagnéstico se evalta
asignando al azar 12 fallas a este sistema, y observando el tiempo que se requiere para el diagnéstico. Los minutos
que se requieren para los diagnosticos mediante este tercer sistema son 21,36,34,19,46,25, 38, 31,20,26, 30y
18. Utilizando el nivel de significancia del 10%, pruebe la hipétesis nula de que las tres muestras se obtuvieron en
poblaciones con la misma mediana

Resp. Ry = 260.5, R, =431.0, R; =211.5, x* critica=4.61, H = 5.12; se rechaza la hipétesis nula con a = 0.10.



10097
37542
08422
99019
12807

66065,
31060
85269
63573
73796

98520
11805
83452
88685
99594

65481
80124
74350
69916
09893

85017
16719
65842
76875
93640

99478
65119
70322
58133
44655

02295
85035
01197
97907
63268

52841
53722
11434
62375
28337

84532
82789
27672
20684
39160

70086
26486
21592
41278
81255

13487
54881
86935
19078
96905

59684
71399
51908
99292
20923

13618
69041
82186
39187
41453

71265
47353
48233
11697
31133

98662
35587
28021
40646
28797

67411
10916
62171
21177
87929

Apéndice 1

Tabla de numeros aleatorios

23157
05545
14871
38976
97312

11742
43361
93806
49540
36768

07092
43310
61570
31352
57048

09243
07959
93732
72721
61020

86952
44109
22115
94324
41548

18226
99436
32584
61777
60452

44673
48897
23350
48625
46359

56092
21225
26958
66995
62841

02438
05403
86529
43204
93137

29004
42753
21828
67954
38537

61303
48493
65710
44369
74294

84369
13018
02400
07289
31374

76520
64894
19645
09376
80157

34072
45571
02051
05325
03529

14905
39808
06288
86507
87517

17468
17727
77402
66252
14225

91499
80336
44104
12550
63606

61196
15474
94557
42481
23523

04493
00549
35963
59808
46058

32179
69234
19565
45155
94864

424

38631
49172
89232
02844
40387

80240
44910
33663
86430
31379

98086
33185
80951
79752
18633

74029
54178
11664
48324
69074

79430
16332
57327
15026
65406

44177
99321
86347
19102
68588

32533
04805
68953
02529
99970

74717
10805
77602
32135
45753

62421
44670
34679
32439
37920

51171
72173
00926
37420
81675

17767
05431
99634
40200
67348

17674
35635
99817
26803
20505

97959
35089
62235
58537
08709

08723
56239
44915
41976
15694

14523
94598
81949
73742
49329

90446
45266
28573
16213
78317

67422
17691
79655
48274
60623

39323
04595
34823
76559
43438

52494
97654
15307
08391
95236

00597
61406
41430
14938
31994

69992
89246
81336
81330

2237

05798
10836
51770
24358
36879

24826
16232
00406
49140
32537

45240
41941
96382
71961
98145

68479
26940
85157
11100
16505

26457
95270
67897
97344
73208

75246
64051
26898
45427
01390

87379
20117
01758
19476
36168



*Ejemplo P (X = 3| n = 5,p = 0.30) = 0.1323
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Apén

dice

-3

A et n e’

0.0 1.00000 2.5 .08208
0.1 .90484 2.6 .07427
0.2 .81873 2.7 .06721
0.3 .74082 2.8 .06081
0.4 .67032 2.9 .05502
0.5 .60653 3.0 .04979
0.6 .54881 3.2 .04076
0.7 .49659 3.4 .03337
0.8 .44933 3.6 .02732
0.9 .40657 3.8 .02237
1.0 .36788 4.0 .01832
1.1 .33287 4.2 .01500
1.2 .30119 4.4 .01228
1.3 .27253 4.6 .01005
1.4 .24660 4.8 .00823
1.5 .22313 5.0 .00674
1.6 .20190 5.5 .00409
1.7 .18268 6.0 .00248
1.8 .16530 6.5 .00150
1.9 .14957 7.0 .00091
2.0 .13534 7.5 .00055
2.1 .12246 8.0 .00034
2.2 .00180 8.5 .00020
2.3 .10026 9.0 .00012
2.4 .09072 10.0 .00005
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Apéndice 4

Probabilidades Poisson *

A

X o1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 .9048 .8187 .7408 .6703 .6065 .5488 .4966 .4493 .4066 .3679
1 .0905 .1637 .2222 .2681 .3033 .3293 .3476 .3595 .3659 .3679
2 .0045 .0164 .0333 .0536 .0758 .0988 .1217 1438 .1647 .1839
3 0002 .0011 .0033 .0072 .0126 .0198 .0284 .0383 .0494 .0613
4 .0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0030 .0050 .0077 .0111 .0153
5 0000 .0000 0000 0001 .0002 0004 .0007 0012 .0020 .0031
6 0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0001 .0002 .0003 .0005
7 .0000 .0000 0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

A

X 11 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

0 3329 3012 2725 .2466 2231 2019 .1827 .1653 .1496 .1353
1 3662 3614 .3543 .3452 .3347 .3230 3106 .2975 .2842 .2707
2 2014 2169 2303 2417 .2510 2584 .2640 .2678 .2700 .2707
3 .0738 0867 .0998 1128 .1255 .1378 1496 .1607 .1710 .1804
4 .0203 0260 0324 .0395 0471 .0551 0636 .0723 .0812 .0902
5 0045 .0062 0084 .0111 0141 .0176 0216 .0260 .0309 .0361
6 0008 .0012 .0018 .0026 .0035 .0047 .0061 .0078 ,0098 .0120
7 0001 0002 .0003 .0005 .0008 .0011 .0015 .0020 .0027 .0034
8 0000 .0000 0001 0001 .0001 .0002 .0003 .0005 .0006 .0009
9 0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 0001 0001 .0001 .0002

A

X 21 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

0 1225 .1108 .1003 .0907 .0821 .0743 .0672 .0608 .0550 .0498
1 2572 2438 2306 .2177 2052 .1931 .1815 1703 .1396 .1494
2 2700 .2681 2652 .2613 .2565 .2510 .2450 .2384 .2314 .2240
3 1890 1966 .2033 .2090 2138 .2176 .2205 .2225 .2237 .2240
4 0992 1082 .1169 .1254 .1336 .1414 1488 .1557 .1622 .1680
5 .0417 .0476 .0538 .0602 .0668 .0735 0804 .0872 .0940 .1008
6 .0l146 0174 0206 .0241 .0278 0319 .0362 .0407 .0455 0504
7 .0044 0055 0068 0083 .0099 .0118 0139 .0163 .0188 .0216
8 .0011 .0015 .0019 .0025 0031 .0038 .0047 .0057 0068 .0081
9 0003 0004 .0005 0007 .0009 .0011 0014 0018 .0022 .0027

10 0001 0001 0001 .0002 0002 0003 0004 .0005 .0006 .0008
11 0000 0000 .0000 .0000 .0000 0001 .0001 .0001 .0002 .0002
12 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 0000 .0000 0000 .0001

X 31 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0
0 .0450 .0408 .0369 .0334 .0302 .0273 .0247 .0224 .0202 .0183
1 1397 .1304 .1217 .1135 1057 .0984 .0915 .0850 .0789 .0733
2 .2165 .2087 2008 .1929 .1850 .1771 .1692 1615 1539 .1465
3 .2237 .2226 .2209 .2186 .2158 .2125 .2087 .2046 .2001 .1954
4 1734 .1781 .1823 .1858 1888 1912 1931 .1944 1951 .1954

*Ejemplo: P (X =5 | A=2.5) =0.0668
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PROBABILIDADES POISSON

A
X 3.7 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0
5 .1075 .1140 .1203 .1264 .1322 .1377 .1429 .1477 .1522 .1563
6 .0555 .0608 .0662 .0716 .0771 .0826 0881 .0936 .0989 .1042
7 .0246 .0278 0312 .0348 .0385 .0425 .0466 0508 .0551 .0595
8 .0095 .0111 .0129 .0148 .0169 .0191 0215 .0241 .0269 .0298
9 .0033 .0040 .0047 .0056 .0066 .0076 .0089 .0102 .01l6 .0132
10 .0010 .0013 .0016 .0019 .0023 .0028 .0033 .0039 .0045 .0053
11 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0009 .0011 .0013 .0016 .0019
12 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0006
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
A
X 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0
0 .0166 .0150 .0136 .0123 .0111 .0101 .0091 .0082 .0074 .0067
1 .0679 .0630 .0583 .0540 .0500 .0462 .0427 .0395 .0365 .0337
2 .1393 .1323 .1254 .1188 .1125 .1063 .1005 .0948 .0894 .0842
3 .1904 .1852 .1798 .1743 .1687 .1631 .1574 .1517 .1460 .1404
4 .1961 .1944 .1933 .1917 .1898 .1875 .1849 .1820 .1789 .1756
5 .1600 .1633 .1662 .1687 .1708 .1725 .1738 .1747 .1753 .1756
6 .1093 .1143 .1191 .1237 .1281 .1323 .1362 .1398 .1432 .1462
7 .0640 .0686 .0732 .0778 .0824 .0868 .0914 .0969 .1002 .1044
8 .0328 .0360 .0393 .0428 .0463 .0600 .0637 .0676 .0614 .0653
9 .0150 .0168 .0188 .0209 .0232 .0266 .0280 .0307 .0334 .0363
10 .0061 .0071 .0081 .0082 .0104 .0118 .0132 .0147 .0l64 .0181
11 .0023 .0027 .0032 .0037 .0043 .0049 .0066 .0064 .0073 .0082
12 .0008 .0009 .0011 .0014 .0016 .0019 .0022 .0026 .0030 .0034
13 .0002 .0003 .0004 .0006 .0006 .0007 .0008 .0008 .0011 .0013
14 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005
15 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002
A
X 51 52 5.3 5.4 5.5 5.5 5.7 5.8 5.9 6.0
0 .0061 .0055 .0050 .0045 .0041 .0037 .0033 .0030 .0027 .0025
1 .0311 .0287 .0265 .0244 .0225 .0207 .0191 0176 .0162 .0149
2 .0793 .0746 .0701 .0659 .0618 .0580 .0544 .0509 .0477 .0446
3 .1348 .1293 .1239 .1185 .1133 .1082 .1033 .0985 .0938 .0892
4 .1719 .1681 .1641 .1600 .1558 .1615 .1472 .1428 .1383 .1339
5 .1753 .1748 .1740 .1728 .1714 .1697 .1678 .1656 .1632 .1606
6 .1490 .1515 .1537 .1555 .1571 .1584 .1594 .1601 .1605 .1606
7 .1086 .1125 .1163 .1200 .1234 .1267 .1298 .1326 .1353 .1377
8 .0692 .0731 C771 .0810 .0849 .0887 .0925 .0962 .0998 .1033
9 .0392 .0423 .0454 .0486 .0519 .0552 .0586 .0620 .0654 .0688
10 .0200 .0220 .0241 .0262 .0285 .0309 .0334 .0359 .0386 .0413
11 .0093 .0104 .0116 .0129 .0143 .0157 .0173 .0190 .0207 .0225
12 .0039 .0045 .0051 .0058 .0065 .0073 .0032 .0092 .0102 .0113
13 .0015 .0018 .0021 .0024 .0028 .0032 .0036 .0041 .0046 .0052
14 .0006 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013 .0015 .0017 .0019 .0022
15 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009
16 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003
17 .0000 .0000 .0000 0000 0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001

APENDICE 4 |
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0 0022 .0020 .0018 .0017 .0015 .0014 .0012 .0011 .0010 .0009
1 .0137 .0126 .0116 .0106 .0098 .0090 .0082 .0076 .0070 .0064
2 .0417 .0390 .0364 .0340 .0318 .0296 .0276 .0258 .0240 .0223
3 .0848 .0806 .0765 .0726 .0688 .0652 .0617 .0584 .0552 .0521
4 .1294 .1249 1205 .1162 .1118 .1076 .1034 .0992 .0952 .0912
5 .1579 .1549 .1519 .1487 .1454 1420 .1385 .1349 .1314 .1277
6 .1605 .1601 .1595 .1586 .1575 .1562 .1546 .1529 .1511 1490
7 .1399 .1418 .1435 .1450 .1462 .1472 .1480 .1486 .1489 .1490
8 .1066 .1099 .1130 .1160 .1188 .1215 .1240 +1263 .1284 .1304
9 .0723 .0757 .0791 .0825 .0858 .0891 .0923 .0954 .0985 .1014

10 .0441 .0469 .0498 .0528 .0558 .0558 .0618 .0649 .0679 .0710
11 .0245 .0265 .0285 .0307 .0330 .0353 .0377 .0401 .0426 .0452
12 .0124 .0137 .0150 .0164 .0179 0194 .0210 .0227 .0245 .0264
13 .0058 .0065 .0073 .008L .0089 .0098 .0108 .0119 .0130 .0142
14 .0025 .0029 .0033 .0037 .0041 .0046 .0052 .0058 .0064 .0071

15 .0010 .0012 .0014 .0016 .0018 .0020 .0023 .0026 .0029 .0033
16 .0004 .0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .0010 .0011 .0013 .0014
17 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006
18 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002
19 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001

0 .0008 .0007 .0007 .0006 .0006 .0005 .0005 .0004 .0004 .0003
1 .0059 .0054 .0049 .0045 .0041 .0038 .0035 .0032 .0029 .0027
2 .0208 .0194 0180 .0167 .0156 0145 .0134 .0125 .0116 .0107
3 .0492 .0464 .0438 .0413 .0389 .0366 .0345 .0324 .0305 .0286
4 .0874 .0836 .0799 .0764 .0729 .0696 .0663 .0632 .0602 .0573
5 .1241 .1204 .1167 .1130 .1094 .1057 .1021 .0986 .0951 .0916
6 .1468 .1445 .1420 .1394 .1367 .1339 .1311 .1282 .1252 .1221
7 .1489 .1486 .1481 .1474 .1465 .1454 .1442 .1428 .1413 .1396
8 .1321 .1337 .1351 .1363 .1373 .1382 .1388 .1392 .1395 .1396
9 .1042 .1070 .1096 .1121 .1144 .1167 .1187 .1207 .1224 .1241

10 .0740 .0770 .0800 .0829 .0858 .0887 .0914 .0941 .0967 .0993
11 .0478 .0504 .0531 .0558 .0585 .0613 .0640 .0667 .0695 .0722
12 .0283 .0303 .0323 .0344 .0366 .0388 .0411 .0434 .0457 .0481
13 .0154 .0168 .0181 .0196 .0211 .0227 .0243 .0260 .0278 .0296
14 .0078 .0086 .0095 .0104 .0113 .0123 .0134 .0145 .0157 .0169

15 .0037 .0041 .0046 .0051 .0057 .0062 0069 .0075 .0083 .0090
16 .0016 .0019 .0021 .0024 .0026 .0030 .0033 .0037 .0041 .0045
17 .0007 .0008 .0009 .0010 .0012 .0013 .0015 .0017 .0019 .0021
18 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006 .0006 0007 .0008 .0009
19 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0003 .0004

20 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002
21 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0001 0001

0 .0003 .0003 .0002 .0002 0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .000L
1 .0025 .0023 .0021 .0019 .0017 .0016 .0014 0013 .0012 .0011
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PROBABILIDADES POISSON
A
X 81 82 83 84 85 86 87 88 89 9.0
2 .0100 .0092 .0086 .0079 .0074 .0068 .0063 .0058 0054 00bO
3 .0269 .0252 .0237 .0222 .0208 .0195 .0183 .0171 .0160 .0150
4 .0544 .0517 .0491 .0466 .0443 .0420 .0398 0377 0357 0337
5 .0882 .0849 .0816 .0784 .0752 .0722 .0692 .0663 .0635 .0607
6 .1191 .1160 .1128 .1097 .1066 .1034 .1003 .0972 .0941 .0911
7 .1378 .1358 .1338 .1317 .1294 .1271 .1247 1222 .1197 .1171
8 .1395 .1392 .1388 .1382 .1375 .1366 .1356 .1344 .1332 .1318
9 .1256 .1269 .1280 .1290 .1299 .1306 .1311 .1315 .1317 .1318
10 .1017 .1040 .1063 .1084 .1104 .1123 .1140 .1157 .1172 .1186
11 .0749 .0776 .0802 .0828 .0853 .0878 .0902 .0925 .0948 .0970
12 .0505 .0530 .0555 .0579 .0604 .0629 .0654 .0679 .0703 .0728
13 .0315 .0334 .0354 .0374 .0395 .0416 .0438 .0459 .0481 .0504
14 .0182 .0196 .0210 .0225 .0240 .0256 .0272 .0289 .0306 .0324
15 .0098 .0107 .0116 .0126 .0136 .0147 .0158 .0169 .0182 0194
16 .0050 .0055 .0060 .0066 .0072 .0079 .0086 .0093 .0101 .0109
17 .0024 .0026 .0029 .0033 .0036 .0040 .0044 .0048 .0053 .0058
18 .0011 .0012 .0014 .0015 .0017 .0019 .0021 .0024 .0026 .0029
19 .0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009 .0010 .0011 .0012 .0014
20 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0005 .0006
21 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003
22 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 0001
A
X 91 92 93 94 a5 96 97 98 99 100
0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0000
1 .0010 .0009 .0009 .0008 .0007 .0007 .0006 .0005 .0005 .0005
2 .0046 .0043 .0040 .0037 .0034 .0031 .0029 .0027 .0025 .0023
3 .0140 .0131 .0123 .0115 .0107 .0100 .0093 .0087 .0081 .0076
4 .0319 .0302 .0285 .0269 .0254 .0240 .0226 .0213 .0201 .0189
5 .0581 .0555 .0530 .0506 .0483 .0460 .0439 .0418 .0398 .0378
6 .0881 .0851 .0822 .0793 0764 .0736 .0709 .0682 .0656 .0631
7 .1145 .1118 .1091 .1064 .1037 .1010 .0982 .0955 .0928 .0901
8 .1302 .1286 .1269 .1251 .1232 .1212 1191 .1170 .1148 .1126
9 .1317 1315 .1311 .1306 .1300 .1293 .1284 .1274 .1263. .1251
10 .1198 .1210 .1219 .1228 .1235 .1241 .1245 .1249 .1250 .1251
11 .0991 .1012 .1031 .1049 .1067 .1083 .1098 .1112 .1125 .1137
12 0752 .0776 .0779 .0822 .0844 .0866 .0888 .0908 .0928 .0948
13 .0526 .0549 .0572 .0594 .0617 .0640 .0662 .0685 .0707 .0729
14 .0342 .0361 .0380 .0399 .0419 0439 .0459 .0479 .0500 .0521
15 .0208 .0221 .0235 .0250 .0265 .0281 .0297 .0313 .0330 .0347
16 .0118 .0127 .0137 .0147 .0157 .0168 .0180 .0192 .0204 .0217
17 .0063 .0069 .0075 0081 .0088 .0095 .0103 .0111 .0119 .0128
18 .0032 .0035 .0039 .0042 .0046 .0051 .0055 .0060 .0065 .0071
19 .0015 .0017 .0019 .0021 .0023 0026 .0028 .0031 .0034 ,0037
20 .0007 .0008 .0009 .0010 .0011 0012 .0014 .0015 .0017 .0019
21 .0003 .0003 .0004 .0004 0005 .0006 .0006 :0007 .0008 .0009
22 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 0004 .0004
23 .0000 .0001 .0001 0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002
24,0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001

APENDléE ﬂ



Apendice 5

Propociones de area para la
distribucion normal estandar

El area reportada en la tabla:*

2 .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0567 .0696 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879

0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 2486 .2518 .2549
0.7 .2580 2.612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3999 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 3869 3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4014
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 4625 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 4691 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767

2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 4911 4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 4969 .4970 4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4983 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 4986 .4986

3.0 .4987
3.5 .4997
4.0 .4999

—_—

*Ejemplo: Para z = 1.96, el area sombreada es 0.4750 del area total de 1.0000.
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Apendice

Proporciones de area para la distribucion ¢

Las 4reas que se X-u
reportan en la
tabla son:*

Proporcion de area
(un extremo)

o n ] +r
df 010 005 0025 001  0.005 daf 010 005 0025 001  0.005
1 3.078 6.314 12.7G6 31.821 63.657 18 1330 1734 2401 2552 23878
2 1886 2.920 4.303 6.965 9.925 19 1.328 1729 2,093 2.539  2.861
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
4 1533 2132 2776 3.747 4.604 21 1.323 1721 2.080 2.518 2.831
5 1.476 2.015 2571 3.365 4.032 22 1.321 1717  2.074 2.508 2.819
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 24 1318 1.711 2.064 2.492 2.797
8 1397 1.860 2.306 2.896 3.355 25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
9 1383 1833 2262 2521 3.250 26 1.315 1706 2.056 2479 2779
10 1.372 1812 2.228 2.764  3.169 27 1314 1703 2052 2.473 2771
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
12 1356 1.782 2.179 2681 3.055 29 1311 1.699 2.045 2.462 2.756
13 1350 1771 2160 2.650 3.012 30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
14 1.345 1761 2145 2624 2.977 40 1303 1.684 2021 2423 2.704
15 1.341 1753 2131 2602 2.947 60 1206 1671 2000 2390 2660
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.92,1 120 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 w1282 1.645 1.960 2.326 2.576

*Ejemplo: Para que el area sombreada represente el 0.05 del area total de 1.0 el valor de t con 10 grados
de libertad es 1.812.

Fuente: De latabla Il de Fisher y Yates. Stastistical Tables For Biological, Agricultural and Medical Re-
search, 6a. ed... 1974, publicada por Longman Group Ltd., London (Publicada previamente por Oliver &
Boyd. Edinburgh). Con autorizacion de los autores y editores.
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Apeéndice 7

Proporciones de area para la distribucion x*

Las 4reas que se reportan en la tabla son: *

it 1

Paragl -1.2 Paragl = 30
Proporcion del area
gl 0995 | 0990 | 0975 | 0.950 | 0.900 | 0.500 | 0.100  0.050 | 0.025 | 0.010 | 0.005
1| 0.00004 | 0.00016| 0.00098| 0.00393 | 0.0158 | 0.455 271 3.84 5.02 6 63 7.88
2| 0.0100 | 0.0201 | 0.0506 | 0.103 | 0.211 1.386 4.61  5.99 7.38 9.21 | 10.60
3] 0072 |0.115 | 0216 | 0352 | 0584 | 2366 6.25  7.81 935 | 1134 | 1284
4 0207 | 0297 |0484 |0.711 1.064 | 3.357 778 9.49 | 1114 | 1328 | 1486
51 0412 | 0554 | 0831 | 1145 161 4.251 9 24 11.07 | 1283 | 1509 | 1675
6| 0676 | 0872 | 124 1.64 2.20 535 1064 12.59 | 1445 | 1681 | 1855
71 0989 | 124 1.69 2.17 2.83 635 12.02  14.07 | 16.01 | 1848 | 20.28
8| 134 1.65 2.18 273 349 7 34 1336 1551 | 17.53 | 2009 | 21.96
9| 173 209 270 3.33 4.17 8.34 1468 1692 | 1902 | 21.67 | 23.59
10 | 216 2.56 3.25 3.94 4.87 934 1599 1831 | 2048 | 2321 | 2519
11| 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 10.34 17.28  19.68 | 21.92 | 2473 | 26.76
12| 3.07 3.57 4.40 5.23 630 11.34 18.55 21.03 | 2334 | 2622 | 2830
13| 357 4.11 5.01 589 704 12.34 19.81 2236 | 2474 | 27.69 | 29.82
14 | 407 4 66 5.63 6.57 7.79 1334 21.06  23.68 | 26.12 | 29.14 | 31.32
15 | 4.60 5.23 6.26 7.26 855 | 1434 2231 25.00 | 27.49 | 30.58 | 32.80
16 | 5.14 5.81 691 7.96 931 15.34 2354 2630 | 2885 | 32.00 | 34.27

17 5.70 641 7.56 8.67 10.09 16.34 24.71 27.59 30.19 33.41 35.72
18 626 7.01 8.23 9.39 1086 17.34 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6,84 7.63 8.91 10.12 11.65 18.34 27.20 30.14 32.85 36.19 38 58
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 19.34 28.41 3141 34.17 37.57 40.00

21 8.03 890 10.28 11.59 13.24 20.34 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40
22 8.64 9.54 10.98 1234 14.04 21.34 30.81 33 92 36.78 40.29 42.80
23 9.26 10.20 11.69 13.09 14.85 22.34 3201 3517 38.08 41.64 44.18
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15 66 2334 3320 36.42 39 36 42.98 45.56
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 24.34 3438 3765 40 65 44.31 46 93

26 11 16 1220 13 84 1538 17.29 25 34 3556 38.89 41.92 45 64 48.29
27 11.81 12.83 14.57 16.15 18 11 26.34 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64
28 1246 13 56 15.31 16.93 1894 27.34 37 92 41.34 44.46 48.28 50.99
29 13 12 1426 16.05 17.71 19.77 28.34 3909 4256 45.72 49 59 52 34

30 1379 14 95 1679 18.49 20.60 29.34 40.26 43717 46.98 50.89 53.67
40 | 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 39 34 51.81 5576 59.34 63 69 66.77
50 | 27.99 29.71 32.36 3476 37 69 49.33 6317 6750 71.42 76.15 7949
6(i | 35.53 37 43 40.48 43.19 46 46 59 33 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95

70 | 4328 45 44 48.76 5174 5533 69 33 85 53 90 53 95.02 | 1004 104.2
80 | 51.17 5354 51.17 60 39 64 28 79 33 98.58  101.9 106.6 112.3 116 3
90 | 5920 61.75 65.65 69.13 7329 89 33 107.6  113.1 118.1 124.1 128.3
100 | 67.33 70.06 74 22 77.93 82.36 99.33 118 5 1243 129.6 135.8 140 2

*Ejemplo: para que el 4rea sombreada represente el 0.05 del area total de 1.0 bajo la funcién de densidad, el valor de x°
es 18.31, cuando gl - 10.

Fuente: DelatablaIV de Fishery Yates, Stalistical Tables For Biological, Agricultural and Medical Research, 6a. cd.,
1974, publicada por Lor gman Group Ltd., London (Publicada previamente por Oliver & Boyd. Edinburgli). Con autoriza-
cion de los autores y editores.



Apéndice 8

Valores de F excedidos con probabilidades
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Apéndice 9

Funcion de pérdida normal unitaria
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*Los nimeros pequeflos que aparecen como exponentes indican el niumero de ceros que siguen al punto decimal. Por ejem-

plo, .0°9957 es el valor .009957.

Fuente: reproducida con autorizacion de los propietarios de los derechos de autor. The President and Fellows of Harvard
College. De la tabla integral de pérdida normal unitaria que aparece como Tabla IV en Introduction to Statistics for Busi-
ness Decisions de.Robert Schlaifer, publicado por McGraw-Hill Book Company, New York, 1961.



Apéndice 10

Valores criticos de T en la prueba de Wilcoxon

De 1 extremo  De 2 extremos n=>35 n==6 n=7 n=3§8 n=9 n=10
P =0.05 P=0.10 1 2 4 6 8 11
P =0.025 P =0.05 1 2 4 6 8
P=0.01 P=0.02 0 2 3 5
P =0.005 P=0.01 0 2 3

Del extremo  De2extremos n=11 n=12 n=13 n=14 n=15 n=16
P =0.05 P=0.10 14 17 21 26 30 36
P =0.025 P=0.05 11 14 17 21 25 30
P=0.01 P=0.02 7 10 13 16 20 24
P =0.005 P=0.01 5 7 10 13 16 19

Del extremo De 2 extremos n= 17 n=18 n=19 n=20 n=21 n=22
P =0.05 P=0.10 41 47 54 60 68 75
P =0.025 P =0.05 35 40 46 52 59 66
P =0.01 P=0.02 28 33 38 43 49 56
P =0.005 P =0.01 23 28 32 37 43 49

De 1 extremo  De 2 extremos n =23 n=24 n=25 n=26 n=27 n=28

P =0.05 P=0.10 83 92 101 110 120 130
P =0.025 P=0.05 73 81 90 98 107 117
P =0.01 P =0.02 62 69 77 85 93 102
P =0.005 P=0.01 55 68 68 75 84 92
De 1 extremo De 2 extremos n =29 n=230 n=23l n=32 n=33 n=234
P =0.05 P=0.10 141 152 163 175 188 201
P =0.025 P =0.05 127 137 148 159 171 183
P=0.01 P=0.02 111 120 130 141 151 162
P =0.005 P=10.01 100 109 118 128 138 149
De 1 extremo De 2 extremos n = 35 n=36 n=237 n=238 n=239
P=0.05 P=0.10 214 228 242 256 271
P =0.025 P =0.05 195 208 222 235 250
P=0.01 P=0.02 174 186 198 211 224
P =0.005 P=0.01 160 171 183 195 208
De 1 extremo De 2 extremos n =40 n =40 n=42 n=43 n=44 n=45
P=0.05 P=0.10 287 303 319 336 353 371
P =0.025 P =0.05 264 279 295 311 327 344
P=0.01 P=0.02 238 252 267 281 297 313
P =0.005 P=0.01 221 234 248 262 271 292

440
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De lextremo  De2extremos n =46 n=47 n=48 n=49 n=>50

P=0.05 P=0.10 389 408 427 446 466
P=0.025 P=0.05 361 379 397 415 434
P =001 P=0.02 329 345 362 380 398
P=0.005 P =001 307 323 339 356 373

(Fuente: de From F. Wilcoxon y R. A. Wilcox, Some Rapid Approximate Statistical Procedures, 1964, Reproducida con
autorizacion de Lederle Laboratories Division, American Cyanamid Company.)
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Valor, indice de, 332
Valor, relativo de, 332
Variabilidad, medidas de la, 50
Variable aleatoria:
continua, 103
discreta, 103
Variable aleatoria continua, 103,125
Variable aleatoria discreta, 103
Variable continua, 2
Variable dependiente, 277
Variable discreta, 1
Variable ficticia, 300-301
Variables:
aleatorias, 103
continuas, 2
discretas, 1



Variables indicadoras, 301

Variacién coeficiente de, 54
Variaciones ciclicas, andlisis de, 316
Varianza a posteriori, 393

Varianza, 52-54,57-58

VEIM, 371-374, 394-395

VEIP, 366,389-392

VEIP, 366

Venn, diagrama de, 74
VIM.371,393
Wilcoxon, prueba de:
para observaciones apareadas, 410
para una muestra, 408
tabla de valores criticos para la, 440-441
Z, distribucion, tabla de areas para la, 433
Z, valor, 126



Esta nueva edicién presenta cambios muy importantes res-
pecto de la anterior. En principio, el autor ha hecho un reorde-
namiento de algunos de los capitulos del libro, asi, ahora, se
estudia primero el analisis bayesiano de decisiéon, antes de
adentrarse en el estudio relativo a regresién lineal, analisis de
correlacion, regresion multiple y analisis de correlacion mul-
tiple; se incorporan un nuevo capitulo sobre estadistica no pa-
ramétrica, y un nuevo apéndice sobre valores criticos de T en
la prueba de Wilcoxon.

Un punto mas que importante es la participacién del Lic. Al-
fredo Diaz Mata como coautor del libro, su amplio conocimiento
y su gran experiencia en la materia, asi como las investigacio-
. nes realizadas por él, permiten contar con un libro mas apega-
do al entorno latinoamericano y en especial a México. EI manejo
de unidades, datos estadisticos y tabuladores de salarios se
han modificado, buscando con ello que el alumno obtenga una
mejor perspectiva sobre la materia, y su aplicacién a casos
practicos.

Sin duda el libro constituye un material muy completo para
el estudio de la estadistica, tanto descriptiva como inferencial,

y su magnifico desarrollo teérico-practico le permiten cubrir
dos cursos basicos de la materia.
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