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1. NOCIONES PREVIAS

El analisis matematico en si mismo comienza con el estudio de los conjuntos de
numeros reales y la nocion de limite.

Estos conceptos fundamentales no pueden presentarse sin recurrir a otros con-
ceptos previos sobre conjuntos, cuantificadores, modulo, etc. Por ello es aconsejable
que cualquier curso de andlisis sea posterior a un curso elemental de algebra donde
se den las nociones de légica simbdlica, conjuntos, relaciones y estructuras, necesa-
rias para encarar una introduccion al analisis en forma actualizada.

Sin embargo, gquienes inician este estudio no poseen generalmente los conoci-
mientos indicados, sino que los reciben paralelamente. Por eso la primera parte de
este capitulo estd destinada a una breve exposicion de esos temas basicos, que
seran utilizados en desarrollos posteriores y son indispensables para su compren-
sién. Estos conceptos previos se daran en forma sintética. El lector puede recurrir
para su aclaracién a otros textos que tratan dichos temas en forma detallada.

A continuacion de esos temas iniciales se presenta el conjunto de los nimeros
reales mediante su estructura axiomatica. Es aconsejable dedicar atencion especial
al axioma de continuidad o axioma del extremo superior, que sera utilizado posterior-
mente en varias demostraciones,

El capitulo 3, donde se dan algunas normas generales para representar grafi-
camente funciones escalares, es solamente una guia para el tema. Recién despues
de haber finalizado el capitulo 7 puede completarse el grafico de una funcion de
manera menos intuitiva. Sin embargo, es conveniente manejar desde el comienzo las
representaciones graficas, pues ayudan a interpretar conceptos abstractos funda-
mentales, como limite y continuidad.

Finalmente, se aconseja, en una primera lectura, dejar de lado algunos temas
que pueden presentar dificultades al estudiante que recién se inicia en la materia.
Esos temas han sido senalados en el texto con la marca 4.

Comenzaremos el plan propuesto dando algunos elementos de logica matema-
tica o simbdlica.

I. Légica simbdlica

La matematica exige en cualquiera de sus ramas un lenguaje claro y preciso.
Estas virtudes las proporciona la légica matematica o simbdlica, que da a cada ex-
presion un significado exacto y a cada simbolo una interpretacion sin ambigiiedades.



Una manera sencilla de introducir el lenguaje logico es proporcionada por el cal-
culo de proposiciones o calculo proposicional. ’

Proposicion es toda expresion acerca de la cual tiene sentido decir si es verda-
dera o falsa.

“3 es numero entero”,
“el diamante es una flor",

son dos proposiciones. La primera es verdadera y la segunda falsa.

La expresion “x es numero par”’, en cambio, no es una proposicion, pues no
puede afirmarse, con sentido, su verdad o falsedad.

A partir de las dos proposiciones consideradas pueden obtenerse otras.

Por ejemplo:

"3 es numero entero y el diamante es una flor",
"3 es numero entero o el diamante es una flor"”,
"si 3 es numero entero, entonces el diamante es una flor”,

Estas nuevas proposiciones se obtienen vinculando las iniciales mediante las
palabras y, o, si - entonces,. . ., etc. En logica esta conexién se hace definiendo ope-
raciones entre proposiciones.

Como la cuestion fundamental es saber si la proposicién resultante es verdadera
o falsa para cada valor de verdad de las proposiciones componentes, se suelen re-
presentar las proposiciones mediante letras minusculas: p, g, 1, s, . .. y se dan tablas
que proporcionan la informacion necesaria. Estas tablas se llaman tablas de verdad e
indican si el resultado de la operacion es una proposicién verdadera o falsa.

Operaciones del calculo proposicional

1. Negacion

~p (no p) es una proposicién falsa si p es verdadera, y verdadera si p es falsa.
Abreviando verdadera con V y falsa con F, se obtiene la tabla siguiente, que
define la operacion indicada:

N<|'D
<

Ejemplo

p : "el diamante es una flor" es una proposicion falsa.

Luego, su negacion ~ p : “el diamante no es una flor" es verdadera.
2. Conjuncion

P ~ g (p y q) es una proposicion verdadera unicamente si p y q son ambas
verdaderas.



Ejemplo

p : "4 es numero par" es una proposicion verdadera.
q : "Bahia es capital de Brasil” es falsa.

Luego, su conjuncion paq : “4 es numero par y Bahia es capital de Brasil” es
una proposicion falsa.

3. Disyuncion

pvq (pog) es una proposicion falsa-Unicamente si p y g son ambas falsas.

Ejemplo
p : "las mariposas hablan" es una proposicion falsa.
q : “4 es numero par” es verdadera.
Luego, su disyuncion p v q: “Las mariposas hablan o 4 es numero par” es

verdadera.
4. Disyuncioén exclusiva

p ¥ q (p 6 q)es verdadera solamente si una de sus componentes es verdade-
ra y la otra es falsa.

Ejemplo
P : “4 es numero par” es verdadera.
q : “Lima es capital de Peru" es verdadera.

En este caso, p v q : "4 es numero par 6 Lima es capital de Pery” es falsa
por tratarse de una disyuncion exclusiva.



5. Implicacién

p = g (sip, entonces g) o (p implica q) o (q si p) es una proposicion falsa sola-
mente cuando p es verdadera y g es falsa.

p es el antecedente de la implicacion y q el consecuente.

p = q
condicion condicion
suficiente necesaria

Ejemplo

p : “5 es numero negativo” es falsa.
q : “el ruisenor es un arbol” es falsa.

Luego, la implicacién p = q : “si 5 es numero negativo, entonces el ruisefior
es un arbol” es verdadera.
6. Doble implicacién

p = q (p si y solo si g) es una proposicion verdadera solamente si p y q
tienen el mismo valor de verdad. Es decir, si ambas proposiciones son falsas o ver-
daderas simultaneamente, lo que las hace légicamente equivalentes.

Ejemplo
p : "8 es numero impar" es falsa.
q :© "4 es numero negativo” es falsa.

La proposicion p = q : “8 es numero impar si y sélo si 4 es nimero negativo”
es verdadera.

Las proposiciones compuestas obtenidas pueden volver a combinarse para
formar nuevas proposiciones.*

° Nota: al utilizar los simbolos de las operaciones Idgicas, se establece un orden de preeminen-
cia entre los mismos, al igual que sucede con los simbolos de la aritmética, para evitar el uso
excesivo de paréntesis. La convencion indica que = " es mas fuerte que "= "y éste mas

fuerte que “A" y "'v"!

Por ejemplo, laexpresion: p = s = qv r= paAr
significa: (p= s)= [(q v 1) = (p A 1]



Entre las operaciones indicadas tiene especial importancia la implicacion, que
aparece continuamente en el enunciado de propiedades y teoremas.

Consideremos, como caso particular, la negacién de una implicacién, que se
utilizara varias veces en este libro.

Pla|pP=qg| ~(p=2q) pla|~a |Pr~q
viv| v F viv ]| F F
V|IF| F v VIF | v Vv
Flv] v F FIv | F F
FIF| v F FIF | v F

~(p =q) & pa~q

Por lo tanto, la negacion de una implicacion es logicamente equivalente a la
conjuncion entre el antecedente de la implicacion y la negacion del consecuenté.

Por ejemplo, la negacion de la proposicion: “si las rectas a y b son paralelas,
entonces los angulos alternos son iguales", esta dada por la proposicion: “las rectas
a y b son paralelas y los angulos alternos no son iguales”.

Interesa conocer ciertas implicaciones asociadas a la implicacion p = q, que
llamaremos implicacion directa.

q = p es la implicacion reciproca.
~p = — q es la implicacion contraria.
~Q = ~ p es la implicacion contrarreciproca.
Ejemplo

Consideremos las siguientes proposiciones:
p : ABC es un triangulo equilatero,
q: ABC es un triangulo isosceles.

Implicacion directa: si ABC es un triangulo equilatero, entonces ABC es un trian-
gulo isosceles.

Implicacion reciproca: si ABC es un trianguio isésceles, entonces ABC es un
triangulo equilatero.

Implicacion contraria: si ABC no es un triangulo equilatero, entonces ABC no es
un triangulo isosceles.

Implicacion contrarreciproca: si ABC no es un tridngulo isosceles, entonces ABC
no es un triangulo equilatero.

Para facilitar algunas demostraciones, se puede probar que cualquier implica-
cion es equivalente a su contrarreciproca:

MmN | O

|~a=~p

mMMm<< | D
<TM<T|a

p
F
F
\%
v

<M<

P> Qe ~q= ~p



Cuentiflcadorss

Como ya 88 ha visl, &a expresion “x e nlmero par” no 65 una Proposicién, pem
se transforma en proposicion si se reempiazs X por un numernn. Dichs expresidn
raciba el nombre de funcién propissicional de una variabla.

Uria funcidn proposicional pueds transformarse en proposicion vendadera pafa
slgunos valores da la vafishle, para dos ¢ pa rdngutio. ES eorivenients disponer
de alsunos simbolos que denclan esas posibilidades.

51 la funcién proposicional 58 conviene en poposicidn verdadera para fodo valos
de ia varidble, corresponde indicario anteponiendo el suantifcador universai, ous se
simboliza ¥ v se ler “pare lodo” 0 “pare cusiguier”,

Vx: % e8 monal, significa que para coslquier valor significativy de x, la propo-
sloidn que ee oblisniy es verdadera.

81 se quiere indicay que ia Uncitn proposiciona! e transforma an proposicidn
verdadera para algon valor de X o0 10 Menos, se antepene el cuanticatior exis-
tencéal, que se simboliza A v 98 loe "exisfe”, ¥ significa que "sxiste por o mmencs
e

B/ x a8 rombd, se les “swiste x fal qus ¥ @s rambo”, v significa qus por o
menos hay uns sustitucidn de x que trangforma a la funcitn proposicional an o
posicion verdadera,

Puste deducirse faclimants, por su mera significacion idgive, la negacidn ds o
cugniificadores menciohados.

FPara negsr gue una propiadad es universsl basta enconlrar Un gaso en quasaa
falsa, es declr, euhibir un confragjemplo. En efecto, para negar, por ajemplo, qus
tdios o3 nimens enlsrae son pares, Dasia Intioar ous adsle LN NEMB0 entam qus
110 88 par, gomo el ndmem 5.

E5 decir: ~[¥x: p{x)] e 3x/ ~px)

Andlogamente, gi sa quisre negar que una propiadad vs valda para aigdn x,
debs probarse gue es faisa para todn ¥

0 sea, ~[3un /[ pla)] < Yo ~pld.

EJERCICIOS
1) Hacer jablas de verdad para las siguientss leves l5gicas:

al pag e gaAp @) pvges qup

b) (padiarem palgan 0 ey v pyavy)

G palgvries Pagivipan ) pwigan = (pvala (pvr)

dj p = ~{~p) g P=ginfp=n e p=0aar1)
2) Hacer tablas de verdad para las siguientes laves idgicas:

g) ~lpa Q) = ~pv~q ¢ (p=gialg=r) = (P )

b} ~{pva) <= ~pa~g d) pafp=g) = g

&) ~gafp=g) = ~p I ~palpve) == q

@) Hacer tablas de verdad para las siguienies leyes iogicas, corespondianies a
distintas formas dal pringipio de reduceion al absurdo: '
4 pal~a=ra~rg = g ¢l palpar~g=sialpa~g=~s) = g
b} pA ~g=o ~p 2 prog d) (p==ga~g} = ~p



4) Negar las siguientes expresiones:

a) VxeR: dyeR/x <y c) ¥x:ip(x) A 3y/qly)
b) Vx:(x€ R = x€ Q) d) 3IxEN/x+1=x
e) @=~p) A (pv~T) f) (pv~q) = (@A~

5) Indicar si la informacion dada alcanza para dar el valor de verdad de cada una de
las siguientes proposiciones compuestas:

a) ~pvg = (p=-—q pesF
b) prg=>reaqg qesF
c) pA~r = ~pviras) resF
d ~(p=q A pAagnsr ~p pesV
e) (p=a) A (~p=qvr) pvqg es F

6) Simplificar las siguientes proposiciones:
a) ~[~(p=a) Vv (prq)]
b) [(PAaq)v~a] v (pAr ~pA ~0q)
¢) [pvi@r~pla [pv~(garp)]
d) ~(~pA~q) A (~p= ~q)

Il. Conjuntos

“Conjunto” es un término que no se define. Los conjuntos se designan gene-
ralmente con las letras A, B, C, etc., y se indica cuales son los elementos que perte-
necen a cada conjunto. Esto puede hacerse en algunos casos por extension, es decir,
enumerando los elementos del conjunto.

Por ejemplo: A = {0,123} B = [abgc},

O por comprensién, indicando alguna propiedad que permite decidir cuales son
los elementos que pertenecen al conjunto.

Por ejemplo: C = {x/x esunnimero entero A 0 =x =3},

D = {x/xes un ser humano].

Obsérvese que C es el mismo conjunto A.

Si un conjunto no tiene elementos, se lo designa con el simbolo ¢ y se lo llama
conjunto vacio.

Consideremos los siguientes conjuntos:

A = {x/xesnumeroreal A x*+1 =0},

B={x/x>0n x<-3L

Estos conjuntos carecen de elementos y por lo tanto son vacios. Pongamos
A=¢yB=4d,

Puede probarse que existe un conjunto vacio unico, y, porello, ¢, = &, = &
y ¢ es el conjunto vacio.

Los conjuntos se pueden vincular entre si mediante relaciones o pueden generar
nuevos conjuntos mediante operaciones o leyes de composicion.

Consideramos en primer lugar una relacion entre conjuntos llamada inclusion.

Inclusion

El conjunto A esta Incluido en el conjunto B si y solo si se verifica que cada ele-
mento de A pertenece a B. Se lo indica A C B (que se lee A incluido en B).

ACB = VYx:(x€ A = x€B)



Ejemplo

Si A ={034,1} y B = {0,1,2,3,4}, entonces A C B.

Con la definicion anterior puede probarse facilmente que el conjunto vacio esta
incluido en cualquier conjunto.

Es decir, YA: & C A.

En efecto, s CA = Vx:(x€ ¢ = x€A), y esta implicacién es verdadera
por tener antecedente falso.

Dado un conjunto cualquiera A, si A tiene n elementos es posible encontrar 2"
conjuntos incluidos en él. Cada uno de estos conjuntos recibe el nombre de subcon-
junto de A o parte de A.

Por ejemplo,si A = {0,3,4},
A, =6, Ay = (0], Ay = (3], A, = (4],
A; = (03], As = [04), A; = [34), Ay = (0,34]

son las partes de A.

El conjunto cuyos elementos son las partes de A se llama potencial de A o con-
junto de partes de A y se designa Py

En el ejemplo dado, P, = {A,.A,A5ALALAGA,AL.

Igualdad de conjuntos

La inclusion de conjuntos es una relacién antisimétrica, porque verifica la si-
guiente propiedad: ACB A BCA = A=B.

Esta propiedad permite considerar la igualdad de conjuntos de la siguiente ma-
nera: dos conjuntos son iguales si y sélo si cada uno de ellos esta incluido en el otro.
Osea, A=B= ACB A BCA

Es decir, en cualquier caso en que se deba demostrar la igualdad de dos con-
juntos debe probarse la doble inclusién, lo que equivale a probar que ambos con-
juntos tienen los mismos elementos.

Definiremos ahora algunas operaciones usuales entre conjuntos.

Unién

La union de Ay B es el conjunto formado por los elementos de A o de B o de am-
bos conjuntos. Se lo designa A U B (que se lee A union B).
Osea, AUB = {x/x€A v x€B}.

Ejemplo

SiA = {0,12} y B = {0,1,3,4}, entonces AUB = {0,1,2,3,4}.
Interseccion

La interseccion de A y B es el conjunto formado por los elementos comunes a

ambos. Se lo designa A N B (que se lee A interseccion B).
Osea, ANB = {x/x€A A xeB}.



Ejemplo
Si A = {0,1,2} y B = {0,1,3,4}, entonces ANB = {0,1}.
Diferencia

La diferencia A menos B (o complemento de B respecto de A) es el conjunto
formado por los elementos de A que no pertenecen a B.

A-B = {x/x€A A x£B.
Ejemplo
Si A = {abecd y B = {ac}, entonces A-B = {bd}.
Complementacion

Al estudiar una teoria determinada, se llama conjunto universal o referencial al
conjunto formado con todos los elementos a que se refiere la misma. Generaimente
se lo designa U.

Si A es un conjunto cualquiera, se llama complemento de A a la diferencia
U- A

Es decir, C, (complemento de A) = U - A.

Por lo tanto, Vx: (x€ C, < x ¢ A).

Es comun designar A al complemento del conjunto A, 0 sea, A = C,.

Si se considera como conjunto universal al conjunto de los numeros reales,
el complemento del conjunto de los nimeros racionales es el de los nimeros irracio-
nales. El complemento del conjunto R de los numeros reales es el conjunto vacio.

Es facil probar que el complemento del complemento de un conjunto es este
conjunto. O sea, A = A.

Producto cartesiano

Al definir un conjunto no se considera un orden entre sus elementos. Asi, el con-
junto {a,b} es idéntico al {b,a}.

Algunas veces interesan especialmente conjuntos en que los elementos se con-
sideran ordenadamente, como las cuplas o pares ordenados.

El conjunto (a;b) se llama par ordenado y se define asi: (a:b) = {{a,bl, {at}.

Puede probarse que (ab) = (c;d) & a=c A b=d.

a es la primera componente del par y b la segunda.

El producto cartesiano de A por B es el conjunto de todos los pares ordenados
cuya primera componente pertenece a A y cuya segunda componente pertenece a B.

AxB = {(xy)/x€AryeEB}

Ejemplo
Si A =1{012yB = {34}
AxB = {(0:3),(0:4),(1:3),(1:4).(2:3).(2: )},
A2 = Ax A = {(0:0),(0;1),(0:2),(1:0),(1:1),(122),(2:0).(2:1).(2:2)},



B x A = {(3:0),(3;1),(3:2),(4:0),(4:1),(4:2)}-
B? = BxB = {(3;3),(3:4),(4:3),(4:4)}.
Obsérvese que, engeneral, A x B # B x A.

Relaciones binarias

Interesan muy especialmente los subconjuntos del producto cartesiano, pues
dados dos conjuntos A y B, cada subconjunto del producto cartesiano A x B esta-
blece una relacion entre los elementos de ambos conjuntos.

Una relacion binaria entre los elementos de A y B es, entonces, cualquier con-
junto incluido en su producto cartesiano.

R relacion A en Be> RCAxB

Analogamente, se dice que R es una relacion binaria definida en el conjunto
A si es un conjunto incluido en A x A, o sea, si es un subconjunto o una parte de
A x A

R relacionen A< R C A2

Se llama dominio de una relacion al conjunto formado por las primeras compo-
nentes de los pares que pertenecen a la relacién. Recorrido es el conjunto forma-
do por las segundas componentes de los pares que pertenecen a la relacion,

Ejemplo

Sea A = {0,1,8,6,3,2}
y R = {(0;1),(0;8),(0:6),(1:8),(1:6)} una relacién definida en A.

Dominio de R es el conjunto {0,1} y recorrido de R es el conjunto {1,8,6}.

Ademas, como el par (0;1) pertenece a R, 1 es una imagen de 0 en la relacion
‘R 8esotraimagen de 0, etc. Es decir, si el par (x;y) pertenece a la relacién R, y es
una imagen de x en la relacion R.

Si‘R es una relacion binaria de A en B, se llama relacion inversa de Ry se
designa R™' a la relacion de B en A formada de la siguiente manera:

R = {(yx/ (xy) €R}
Inmediatamente resulta:

Dominio R = Recorrido ® ™' » Recorrido R = Dominio R~

Ejemplo

Sea A = {abc} y R = {(a:a),(bic),(c:a)}.

La relacion inversaes R~ = {(a:a}.{c;b),{a;c)}.
EJERCICIOS

1) Hallar union, interseccién, diferencias y prodl.ictos cartesianos de:
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a) A = {0,1,2,3,4} B = {ab}
b) A = {abc} B = {axz!
c) A = {523} B =4

2) Dar todos los subconjuntos de:

a) A = {0,1,2}
b) B = {ab,c,d}
c) M = {(0:1),(1:0),(1:1)}

3) Dar todas las relaciones posibles en A = {a,b}.

4) Indicar dominio y recorrido de las siguientes relaciones definidas
en el conjunto de los numeros reales:

a) R = {(0:0).(0;1),(2;1),(1:0)}
b) R’ = {(aia),(bib) (c:a),(aic)}
o) R" = {(3;V5),(V2ZVE),(VEVE)

5) Siendo A = {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, exhibir la relacion R definida en A por la
siguiente condicion:

(ab)€ Re<=a€A A beN A a+b =35,
DarR™.

6) Indicar dominio y recorrido de cada una de las siguientes relaciones definidas en
R. Graficarlas

XRY = x*+y* =9
XRY e 4x®+9y* =36
XRY = x?-4y® =1
XRyYy = 9y?-16x* = 25

a)
b)
c)
d)

. El nimero real

La introduccion del nimero real es una etapa fundamental y puede hacerse de
distintas maneras. El camino mas comun es el que parte de los axiomas de Peano
para el numero natural, luego introduce el nimero entero utilizando pares ordenados
de naturales y el numero racional mediante pares de nimeros enteros de segunda
componente no nula. La introduccion del niumero real a partir de nimeros racionales
difiere esencialmente de los pasos anteriores.

Dedekind y Cantor liegaron al numero real por métodos equivalentes y caminos
distintos. Dedekind, utilizando cortaduras en el conjunto de los nimeros racionales,
y Cantor mediante clases de equivalencia formadas con sucesiones convergentes
de numeros racionales.*

Utilizando cualquiera de los dos métodos, definiciones adecuadas de adicion y
multiplicacion y una relacion de orden, pueden probarse como teoremas las propie-

* Utilizaremos, como es comun, la siguiente nomenclatura para designar a los conjuntos numé-
ricos mencionados: N para el conjunto de los nimeros naturales, Z para el de enteros, Q para el
de racionales y R para el conjunto de los nimeros reales.
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dades conocidas del conjunto de los nimeros reales. En especial pusds probarse
gue adquisre estruciura de cuerpo conmuiativo, ordenado ¥ continuo.

Come ambos mélodos presentan algunas dificulladss, es mas sendilio, an un
cursa de infroduccion al analisis, considarar af conjunto da los nimeros reales, al de
los reales positivos ¥ & las operaciones de adicién ¥ multiplieacidn como concepivs
primitivos que satistacen cierios axiomas..

Esfos axiomas se puaden clasificar en tres grupos que caracterizan al campp
ordenado y continuo,

1. Axlomas de cusrpo conmutztive

Supsnemos, sniohees, ia existencia de un conjunio R, cuyos elemeritos se de-
nominan ngmeros reales. Consideramos, ademds, que se pueden definir an R dos
operaciones o leyes de composiciGn binarias, a las cuales denominamos adicidn v

ritiplicacion, simbolizadas, respectivaments, “+" ¥ ', que cumplen fos sigulen-
{es axlomas: ]

A,) Propiedad dei cieme

La suma de dos nimeros reales es un ndmero real y ef producto de dos nimeros
reales 8s un nimero real,

Osea, Yavb (a€R A bER = a+beéR A g -be R

Es decir, la adicidn y la multiplicasion son loyes internas en &
Ay} Propiedad conmulativa

Ya€R YbeR: g+ = b+a A a'b = b-a)
A} Propiedad esociativa

Va€R Yhe R Yee R [(a+b)+¢c = a+ibic) A fa-b)-c = a-(b-c)
A,) Existancia de elemenio neutro

HeR/VasRiail = g

d1€R/VaeR: a1 = 3
Ay} Existercla de alamenio siméirics

Ya€R: 3(-a)€R/a+(-a) = 0

VaeR - {0} Ja"€eR/a-a’ =1
Ay} Propiedad distributiva

Va€R YbeR YeeRia {bic) = a-b+ a-¢

2. Axiomas de orden

Introducimos ahora, también en forma axicmatica, un nusva concepio Primitive,
el de ndmero real “positivo”,
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Fara sllo suponemos que existe un subconunic no vack de B, cuyos elemantos
s& llaman namatos positivos v al gue designaremos R*.
Se cumplen las siguientes propledades:

0Q,) Tricotormia
Ya:{a€R s a=0y acR" ¥y ~a€R")

0, Propiedad del cierre

i.a suma de dos nimeros reales positivos es olrg ndmaro resl positive v et pro-
ducto tamblién,

Vavb: (a€R* A beR* = a+b€R” A a-heR*)
Es decir, + y - son feyes internas en R* .

Los dos axiomas anterioras psrmiten ordenar los elementos de R. Para ello pue-
de introducirsa la siguients definicidn de la relacidn de “mayor”, simbolizade * = ":

a>b e at+{-b)€R*,

Puade probarse que “ > " &3 Una relacitn de orden estriciy iolal en R, puss
cumple las siguientes propiedades:

1}, eslmétrica:  Vavb: (a>b = b > a);

2} transitiva: Va¥bVe: (a>b a bh>»¢ = a> )

3) lineal: Yavb: (a#+b = a>by b>a)

Se define luege la relacidn "menor”, simbolizada "<
' Aa<besb>a

Tamiién pueds definirse en R la ralacién de “mayor o jgual”, simbolizada " = ",
tde ia siguiente manera:
a=b eax b vam=p

Puede probarse qus esia relacién " = " es una relacion de orden ampifo olal
en H, puas cumple las sigulentes propiadades:

1) reflexiva: Ya: a= a;

2} antisimétiica: Yavt: (a=b A b=a = a=h)

3} transitiva;

4} lineal

Con los dos grupos de axiomas antericres pueden demostrarse todas Ias pro-
pindades aritméiicas conocidas de lvs nimeros reales.

Falta considerar, todavia, la propiedad de “condinuidad”, que tiene impartancia
fundamental en el asquama de este libro y que no se estudia, generalmente, entre las
propiadades elomertales del conjunic R.

3. Axioma de continuidad
Este axioma carscteriza especiaimente &l conjumo de ks nimeros reales, va

que el conjurto de los niimeros racionales también consfituye un cuerpo ordenado.
Corresponde dar, previamenie, las definiclones de cotas v extremos ds conjun-
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tos ordenados, pues el axioma de continuidad se refiere especialmente a conjun-
tos acotados.

Cota superior

k es una cota superior de un conjunto C de numeros reales si y solo si k es un
numero real que no es superado por ningun elemento del conjunto.

O sea, k cota superiorde C < V¥x: (x€C = x =Kk).

Un conjunto esta acotado superiormente si y sdlo si tiene una cota superior.

Por ejemplo, el conjunto de los niumeros reales negativos R~ esta acotado supe-
riormente, ya que cualquier nimero no negativo es una cota superior para dicho
conjunto.

Obsérvese que si un conjunto tiene una cota superior, tiene infinitas cotas supe-
riores. En el ejemplo anterior, el nimero 0 es una cota para el conjunto de los nime-
ros negativos, pues si x es cualquier nimero negativo, resufta x < 0. Es obvio que
cualquier nimero real a > 0 es también una cota para el conjunto R, pues si
x <0y 0 < a, entonces x < a.

El conjunto de los nimeros reales no esta acotado superiormente, pues para
cualquier numero real k siempre es posible encontrar otro nimero real x, tal que
L=k

Supremo (extremo superior o cota superior minima)

s es el supremo de un conjunto C de nimeros reales si y solo si:
1) s es una cota superior de C
M

2) Sik es cualquier cota superior de C, entonces s = k.

Para el conjunto R~, de los nimeros reales negativos, 0 es el supremo, pues
es la menor cota superior.

Puede probarse, utilizando la definicion, que el supremo de un conjunto, si exis-
te, es unico.

En efecto, sean k, y k, supremos del conjunto C.

Consideramos, en primer lugar, que k, es supremo y k,, por ser supremo, es
también cota superior.

Luego, como el supremo es la menor cota superior, resulta k, =k,.

Analogamente, por ser k, supremo y k, cota superior, es k, =k,.

Por antisimetria, k, =k, A k, =k, = k; =k,. O sea, que el supremo es
unico.

También puede probarse la unicidad por reduccion al absurdo. Para ello, sea K,
un supremo del conjunto C y k, otro. Si son numeros reales distintos, suponemos, sin
perder generalidad, k, < k, (1).

1 2

Como k, es supremo, también es cota superior. Ademas, k,, por ser supremo,
es la menor cota superior. Luego, k, = k,, lo que contradice (1) y prueba la uni-
cidad del supremo.

El supremo de un conjunto acotado superiormente puede pertenecer o no al
conjunto.
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En el caso del conjunto R~ formado por los numeros reales negativos, el su-
premo O no pertenece al conjunto.

En cambio. si se considera el conjunto de los numeros reales no positivos, el su-
premo también es 0, pero. en este caso, pertenece al conjunto.

Si se consideran los conjuntos siguientes:

A =1Iix/x€ER A2<x<5} y
B = {x/x€ER A 2<x =5},

ambos conjuntos estan acotados superiormente y el supremo para ambos es el nu-
mero 5. Pero 5€ A y, en cambio, 5€ B.

En el segundo caso el conjunto B tiene un elemento maximo que es el numero 5.

Un conjunto de nimeros reales tiene maximo, entonces, si tiene extremo supe-
rior o supremo y éste pertenece al conjunto.

El conjunto de los nimeros reales negativos no tiene, por lo tanto, maximo.
En cambio, el conjunto de los reales no positivos tiene como maximo al numero 0,

Definiciones analogas se establecen para cota inferior, extremo inferior y minimo
de un conjunto.

Es decir, h es cota inferior del conjunto A de numeros reales si y solo si es un
numero real que no supera a ningun elemento de A,

O sea, hcota inferiorde A < V¥x: (x€ A = x =h).

Si h es cota inferior, cualquier numero real menor que h tambien es cota inferior.

Infimo, extremo inferior o cota inferior maxima es la mayor cota inferior.
Es decir, k es el infimo del conjunto A si y solo si:

1) k es cota inferior de A, y
2) Vk': (k' cota inferiorde A = k' = k).

Consideremos los siguientes conjuntos:

A= {x/XER A x>0}
B ={x/xeEB A x=0}

El conjunto A esta acotado inferiormente pues 0 y todos los numeros menores
que 0 son cotas inferiores de A. 0 es el extremo inferior o infimo de A.

A

0

0

El conjunto B también tiene como infimo al nimero 0. En el conjunto B, ademas,
0 es el minimo, pues es el extremo inferior y pertenece al conjunto.

Un conjunto esta acotado si y sélo si admite una cota superior y una cota in-
ferior.
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Ejemplo
A=1{x/x€ER A 0=x <5}
A

- —

0 5

0, 1, —\ 2, etc., son cotas inferiores de A. 0 es el infimo y es minimo.

5, 6, 7, etc., son cotas superiores de A y 5 es el supremo, pero no es maximo.

El conjunto A es un conjunto acotado.

Se llama conjunto mayorante de un conjunto al conjunto de todas sus cotas
superiores, y conjunto minorante al conjunto de todas sus cotas inferiores.

En el ejemplo anterior, conjunto mayorante de A = {x / x = 5} y conjunto mino-
rante = {x/x =0}

Obsérvese que el conjunto vacio es un conjunto acotado, pues cualquier nu-
mero real satisface la definicion de cota superior para ¢ y también la de cota in-
ferior.

O sea, mayorante de & = minorante de ¢ = R.

Por lo tanto, a pesar de estar acotado, el conjunto vacio no tiene supremo ni
infimo.

C,) Axioma de continuidad

Si un conjunto no vacio de numeros reales esta acotado superiormente, enton-
ces tiene supremo.

Es decir, cualquier conjunto no vacio de numeros reales que admite una cota
superior tiene una cota superior minima que es también un nimero real.

Esta propiedad, caracteristica del conjunto de los numeros reales, no se veri-
fica para el conjunto de los numeros racionales. En efecto, existen conjuntos de
numeros racionales acotados superiormente, cuyo supremo no es un numero ra-
cional.

Para probarlo, es decir, para demostrar que el axioma de continuidad no es
valido para el conjunto Q de los numeros racionales, basta encontrar un caso en
que no se verifique, es decir, un contraejemplo.

Sea A el conjunto formado por todos los numeros racionales negativos, el cero
y los racionales positivos cuyo cuadrado es menor o igual que 2.

Es decir,

A= {x/x€EQ A(x=0 v x2=2)}

Este conjunto no es vacio y esta acotado superiormente por cualquier numero
racional positivo cuyo cuadrado sea mayor que 2.

A

o) "

0 1 V2 2

El supremo de este conjunto A deberia ser un numero cuyo cuadrado es igual
a2 osea \ 2 que no es numero racional. Luego, A no tiene supremo en Q.

Consideremos el conjunto B, definido por la misma regla que definio al conjun-
to A, pero cuyos elementos son numeros reales:
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B=Ix/XxXEB A (x=0v x?=2)}

: B
0 1 V2 2

El supremo del conjunto B es \/Z, que es un numero real, Luego, el conjunto
B tiene supremo en R.

Utilizando el axioma C, se puede demostrar que si un conjunto no vacio de
numeros reales esta acotado inferiormente, entonces tiene infimo.

De los tres grupos de axiomas mencionados se deducen todas las propieda-
des que interesan del conjunto R.

Tiene especial aplicacion, en analisis, el concepto de valor absoluto de un nu-
mero real y sus propiedades.

Valor absoluto
Definicion

Se llama valor absoluto o médulo de un namero real al mismo numero si es
positivo o cero, y a su opuesto si es negativo.

asia=~0
Es decir, la = {
-asia=<0
De acuerdo con la definicion: 15/ = 5, | =3l = —(—3) = 3. Por lo tanto, el mo-

dulo de un numero real es siempre un numero no negativo.
Teoremas

Va: (a#0 = la =0)

Va: (ja| = [-a))

Va: (—|a| = a=lal)

Vavb: (jab] = |a||b|)

Vk>0 Vx: (X =k = ~k=x=k)

Vk>0 Vx: (Xlzke=x=k vx= K"

. Yavb: (Ja+ bl = |al+|bl) (desigualdad triangular)

vneN Va €R:(a;+~a,~...+~a, = a,[+la,/+...71a,])
Vavb: (la|—lb = |a-bl)

vavb: (|la- bl = |ia| -|bl])

O @ .o o b N

—_

Los teoremas anteriores y otros similares se demuestran aplicando directamen-
te la definicion de modulo. Como esa definicion consta de dos proposiciones. con-

* En el teorema 5, la proposicion -k = x = k es equivalente a la siguiente conjuncion de
proposiciones: -k =x A X=Kk

En el teorema 6, en cambio, no debe utilizarse la expresion —k = x= k, pues no es
equivalente a la disyuncion —k =x v x =k, ya que el simbolismo indicado solo se acepla
para reemplazar una conjuncién de proposiciones.
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viene generalmente desdoblar la demostracién de cada teorema, considerando cada
caso separadamente.

Probaremos, como guia para este tipo de demostraciones, los teoremas 5, 7
y 8, cuyo uso es muy frecuente.

Teorema 5
Vk>0 ¥x: (x| =k = -k=x=k)
Demostracion
Primera parte:
Xl=k= -k=x=k

Consideramos dos casos, segun x sea o no negativo.

a) x<0
Por definicion de médulo: x <0 = |x| = —-x.
Por propiedades de R: X<0= x<-Xx.
Luego, es: X < |x|.

Como por hipdtesis es |x| = k, resulta x = k.
Ademads, -x = [x|=k = —k=x.
Luego, x =k A —k =x, que es latesis.

b) x=0
Por definicion de modulo: x =0 = [x| = x.
Si reemplazamos | x| por x en la hipotesis, queda: x < k.
Por propiedadesde R: x=0 = —-x=x.
Por transitividad: —x=x A x=k = —-x=Kk.
Por propiedadesde R: —x =k & —k=x.
Porlotanto, x =k A —k =X, que es la tesis.

Segunda parte:
—k=x=k= [x|=k
Consideramos también dos casos:

a) x<0

Por definicion de modulo: x <0 = |x| = —x.

Si en la desigualdad de la hipotesis reemplazamos en el primer miembro x
por — x|, resulta —k = —|x|.

Luego, es [x| = k.

b) x=0
Por definicién de modulo: x =0 = | [x| = x.
Como por hipdtesis es x <k, resulta |x| = k.

Este teorema permite completar la consideracion de conjuntos acotados.

En efecto, si un conjunto C es tal que Vx € C: x| =k, el conjunto C esta aco-
tado pues resulta —k = x = k y, por definicion de cotas, —k es una cota inferior y
k es una cota superior del conjunto considerado.

Por otra parte, si un conjunto A esta acotado, puede probarse que existe un
numero positivo k tal que Vx: (x€ A = |x| < k).

Por ejemplo, sea A = {x/1=x= 5},
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En este caso, también ~5 es una cota inferior y resulta —5 < x < 5. Luego,
[x| = 5.

Si se considera B = {x/ -4 =x = —1}, resulta también x =< 4, por lo cual
4 es cota superior del conjunto B y, por lo tanto, ¥x: (x€ B = |x| =< 4).

O sea, sies a=x=b y k es el nimero maximo entre |a y |b], entonces
resulta [x| = k.

Por lo tanto, puede probarse facilmente la siguiente propiedad:

C es un conjunto acotado si y sdlo si existe un nimero real k > 0 tal que
Vx: (x€C = [x| =k).

Teorema 7
Vvavb: |a+b| = |a| + |b]
Demostracion
Por el teorema 3, es:
—laj=a=|al A —|p|=b = b|.
Si se suman miembro a miembro las relaciones anteriores, resulta:
—la] = |b| = a+b = |a] + |b|.

Pero, —(|a| + |b) = a+b = |a| + |b] = |a+b| = [a| + |b|, por el teorema 5.
La propiedad anterior se generaliza para cualquier nimero de sumandos. Para la
demostracién en este caso general debe utilizarse el principio de induccién com-
pleta, que es el siguiente: Sea p(n) una proposicion asociada a cada nimero natural
n, que puede ser verdadera o falsa. Si se cumple:
1) p(1) es verdadera
2) p(k) verdadera implica que p(k + 1) también es verdadera, cualquiera sea
el numero natural k,
entonces p(n) es verdadera para todo nomero natural.

Teorema 8
VneEN Va €R: |a,+a,+...+a,| = [a,| + |a,| + ... + |a,]
Demostracion por induccion
Sea p(n) laexpresion: [a,+a,+...+a,| = |a,| + [a,| + ...+ [a,].
1) p(1) esverdadera pues |a,| < |a,|.
2) Vk: (p(k) verdadera = p(k+1) verdadera).
En efecto:
la; +a,+ .. . +a,+a.,| = [(a,+a,+...+a) +a,,,|
y [(a,+a,+...+a) + a,.,| = |a,+a,+...+a, + |a,.,| porteorema 7.
Ademés,

la; +a,+...+a| + |ak_1,1's'ta,| +la,| + ... + |a,| + |a,.,| por ser verdade-
ra p(k). .

Por transitividad, queda la tesis. Es decir, el teorema se ha demostrado por in-
duccién completa para cualquier nimero de sumandos.
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Obsérvgse que el principio de induccion completa es un recurso que permite
probar propiedades validas para cualquier numero natural n.

Observacion importante

Si a>0\Va es el simbolo que designa la raiz cuadrada positiva del nu-
mero a.

Obsérvese ademas que bZ no es necesariamente igual al numero b, pues
puede probarse que V/ bZ = |bl.
Por lo tanto, si b<0, es vV b® = |bl = —b, y en este caso indice y

exponente no pueden cancelarse, pues b2 = —b # b.
El lector debe familiarizarse con la idea de que ¢l simbolo —b representa un
numero positivo si b es negativo.

EJERCICIOS

1) Demostrar las siguientes propiedades de los numeros reales:

a) a+tc=b+c = a=>b

b) a-c=b-c=a=bsic#0
c) a-0=0

d) a:(-b) = —(a-b)

el (-a)-(-b) =ab

2) Demostrar los teoremas 1, 2, 3, 4, 6, 9 y 10 de valor absoluto.
3) Demostrar por induccion completa que:

a) vn: (a®-b*) es divisible por (a+b)
b) vn: (a"-b") es divisible por (a—b)
c) Vn: (@@ '+b? ') esdivisible por (a+b)

4) Demostrar: si x> = 2, entonces x no es numero racional.
5) Representar graficamente los siguientes conjuntos de nimeros reales:

{x / |x| < 3}

{x/|x| =5}

{x /x| > 4}
{x/|x—2| = 4}

{x /|x-2| =3}
{x/|x+1|<4}
{x/|x—6|<1v x=8}
fx/x<1vx=>3}
x/x<2 A x>-1}
x/x<1a x=2}
{x/Ix+1 =4}
{x/|x—2| > 0}
{x/0< [x+2| =5}
x/0<[x+3|<1 v x=1}
{x /3 < |x—2| =5}

(T T I

o owowon

<—-HWITVZESrIEMTMOO®>»
[T
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6) Si existen, hallar cotas, extremos, maximos y minimos de los conjuntos ante-
riores.
7) Indicar cotas y extremos, si existen, de los siguientes conjuntos incluidos en R:

A={x/-1=x<3yx=5}
B={x/x=1vd4<x=86}
Cc ={x/x=% A neN]

D ={x/x=——1—.« nEN]
2n

E =[x/x= . nEN]

2n+1
F ={x/x=3n;’1 AI“IEN}
n+2
2
G=[xlx=" ik AHEN]
2n
10n+1
H= = €
[x/x Sn—4 AN N]
L=1{x/x>5nax<0}
M= {x/x*=3 A x<0}
N=1{x/x¥<T7}
P = [X/(X= n:S ;\HGN) V!X+4F(1]

8) Indicar cudles de los conjuntos anteriores tienen maximo o minimo.
9) Siendo A = {x/|x—1|<3 A |x+1|=4} y

4n—1
n+3
10) Hallar x€ R tal que 2x—2 = [3x—2| A [3x—2| < 3x—1.

B=[xlx= AI"IEN], hallar AN B.

: | x+2
11) idem s l_*li :
) Idem si o 1

12) idem si | x+2 | >2
X+1
RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 1
Seccion |
1) d) P|~P|~(~P) | pe=~(~p)
V| F Vv v
FlV - v
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2) a)

plajp ra| ~(pra) |~p|~a| ~p v~q | ~(Prg) =~pv—q
vivl Vv F F | F F Vv

VIF| F Vv F |V % v

Flv| F Vv V | F v Y

FIF| F Vv v [V Y v

3) a)

h
plalr|~q|~r|ra~r|~g=ra~r|pah|(Ppah) =q
VIVIVIF | F F v Vv %
VIVIF| F |V F Y Vv \%
VIFIV|V | F F F F \%
VIFIFIV |V F F F v
FIVIVIF | F F % F %
FIVIF|F |V F v F %
FIFIVIV | F F F F %
FIFIF|V |V F F F Y

4)

a) IxER/VyER: x>y
b) 3x/x€R A x¢Q
c) 3x/ ~px) v Yy: ~qly)

5 a)V b)F

6) a) —p

Seccion |l

1 ¢ AuUB=A ANB =4
BxA =46 A-B=A

3) R,
Ra
R-
R0
Ris
Ris

22

=
= {(a;b)}
= {(a:a).(a;b)}

= {(b;b).(b:a)}

b)g=p

R
Rs
R
R

= {(a:a),(bib).(b:a)} Ry, =

= A?

d) VX€N: x+1>x
e) (@ap) v (~par)

c) no essuficiente d) F
chpvg

f) (par)v ~=q
d) p
AxB = ¢
B-A =06
{(a:a)} R
{(b:a)} Rs
{(a:a).(b:a)} Rs
{(a:b).(b:a)} Rz

{(a:a),(ab)(ba)l R,s

e) no es suficiente

{(b:b)}

{(a;a),(b:b)}

{(b:b),(a;b)}

{(a;a),(b:b).(a:b)}

= {(b:b),(a:b),(b:a)}



4) a) Dx = {0.1.2} Reca = {0.1)
b) Dz = {abgl Recz: = {ab.c}
¢) Dgr = {3. V2. VBl Reca: = {V5}

5) R = {(-4:9).(- 3:8),(—-2:7),(~ 1:6),(0:5),(1:4).(2;3).(3:2),(4:1)}
R = {(9:-4),(8,-3).(7:-2).(6:—1).(5:0),(4:1),(3:2),(2:3).(1:4)}
6) a) Dom = {x/-3=x=3} ¢) Dom = {x/x=-1vx=>1}
Rec = {y/ -3=y=3} Rec = R

3
3 /).f_’_.___"“_d“‘
,,a _1/2 "\\\
=3

b) Dom = {x/-3=x=3} d) Dom = R
Rec = {y/ 2=y=2} Rec ={y/y:r——vy-»—-}
4
\ Vi
N /
N /
\ ’
\ ’

2 e
RS ke #)
N A
A
— Sl b P 1
-3 3 T /N T =
1 21N |
o %
| I

-2
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Seccién Il

1)b)c#0= 3¢c '/(@ac)-c' =(b:c)c'=a(cc')=>b-(cc')y=a=b
c)ja=a-1=a1+0) = a:-1+a-0=a~a-0 ytambiéen a = a-0
Luego, a+a-0 = a0 = a-0 =0
d) a(-b) = a(-b) +0 = a(-b) -~ ab ~ (~ab) =
= a(-b+b) + (-ab) = a-0 ~ (—ab) = —(ab)
3)a) 1) n = 1 a°-b? = (a+b)(a- b) = a’-b? = m-(a+b)
2) n = h: a®-b® = k-(a+b) (hipotesis inductiva)

n = h-1: a?(h 1) b2lh ¥ = K’ (a . b) (tesis)
Demostracion
a;’(h 1 b2|h ¥ < a:n 2 b;’h & = azn g a2 bzn 'b2 =

- a?h.a2 . b2h>b2 % aZh_bZ . aZh.b2 = aZh_(a2, b?) 4
+ b%(@™-b®) = a®™(a-b)la-b) - b? k(a~b) =
rfa+b) ~ s{a+b) = k'-(a+b)

5 A = {x/-3<x<3} %—/f#/#/##l/#—o————
S 3
B ={x/-5=x=5} ;H##/W##/—g
C={x/x>4vx<-4} S Y 7) [ — ¥ ) S—
—4 4
D ={x/-2=x=6} O {1 H1H @
-2 6
E = {x/-1=x=<5} S TN VY YV VNIV VY ) =
-1 S
F ={x/ 5<x<3} O -0
-5 3
G = {x/5<x<T7tui{8} O~ H 140 o—
5 7 8
H At ® Offttf—
1 3
i Q414114140
-1 2
M= d¢
N={x/x=3v x= -5} A e e f——
-5 3
P ={x/x # 2 MO ——
2
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S={x/ Tsx=3ax= -2 O LI 1115 @
- 2 3

7 -
T={x/-4<x< =2 a x+ -3Fu{t} O OO =y
4 =3 -2 1
V = {x/-3=sx -1 wb<u=T7} o A0 — Ottt e
-3 -1 5 7
6) A: Cotas superiores: 3,4\ 11 ...
Conjunto mayorante = {x/x = 3 Supremo: 3. No hay maximo
Cotas inferiores: =8, 78, %, W o,
Conjunto minorante = {x/x = -3} Infimo: - 3. No hay minimo
B: Conjunto mayorante = {x/x = 5}. Supremo: 5. Maximo: 5
Conjunto minorante = {x/x = —5}. Infimo: -5, Minimo: -5
C: No esta acotado
D: Conjunto mayorante = {x/x = 6}. Supremo: 6. Maximo: 6
Conjunto minorante = {x/x = -2}, Infimo: -2 Minimo: 2
E: Conjunto mayorante = {x/x = 5}. Supremo: 5. Maximo: 5
Conjunto minorante = {x/x = -1} Infimo; T Minimo: 1
F: Conjunto mayorante = {x/x = 3}. Supremo: 3. No hay maximo
Conjunto minorante = {x/x = -5} Infimo: —5: No hay minimo
G: Conjunto mayorante = {x/x = 8}. Supremo y méaximo: 8
Conjunto minorante = {x/x < 5}. Infimo: 5. No hay minimo
H: No esta acotado
L: Conjunto mayorante = {x/x = 2}. Supremo: 2. No tiene maximo
Conjunto minorante = {x/x = —1}. Infimo: -1, No tiene minimo
M: Es el conjunto vacio. Esta acotado, pero no tiene extremos
N: No esta acotado
P: No esta acotado
S: Conjunto mayorante = {x /x = 3} Supremo: 3. Maximo: 3
Conjunto minorante = {x/x= -7} Infimo: 7 Minimo: -7
T: Conjunto mayorante = {x/x= 1} Supremo: 1 Méaximo: 1
Conjunto minorante = {x/x = -4}, infimo: 4, No tiene minimo
V: Conjunto mayorante = {x/x = 7}. Supremo: 7. Maximo: 7
Conjunto minorante = {x/x = -3} Infimo: 3. Minimo: -3
7y 8) A: Conjunto mayorante = {x/x = 5}. Supremo y maximo: 5
Conjunto minorante = {x/x = -1}. Infimo y minimo: =1
B: Conjunto mayorante = {x/x = 6{. Supremo y maximo: 6
Conjunto minorante = {x/x = 1}, Infimo y minimo: 1
C: Conjunto mayorante = {x/x = 1}. Supremo y maximo: 1
Conjunto minorante = {x /x = 0}. infimo: 0. No tiene minimo
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D: Conjunto mayorante = {x /X = %} Supremo y maximo: %
Conjunto minorante = {x/x = 0} infimo: 0. No hay minimo
E: Conjunto mayorante = {x/x = 1}. Supremo: 1. No hay maximo
Conjunto minorante = {x /x= —} Infimo y minimo: %
F: Conjunto mayorante = {x/x = 3}. Supremo: 3. No hay maximo
Conjunto minorante = {x /X = %} infimo y minimo: %
G: No esta acotado superiormente .
Conjunto minorante = {x/x =1}, Infimo y minimo: 1
H: Conjunto mayorante = {x/x = 11}, Supremoy maximo: 11
Conjunto minorante = {x/x = 2}. Infimo: 2 No hay minimo
L: Conjunto mayorante = {x/x=-+/5}. Supremo: —\/5. No tiene maximo
No esta acotado inferiormente
M: Conjunto mayorante = {x/x=0}. _  Supremo: 0. No tiene maximo
Conjunto minorante = {x/x = —\/3}. Infimoy minimo: -3
N: Conjunto mayorante = {x/x = N Supremo: V7. No tiene maximo
No esta acotado inferiormente
P: Conjunto mayorante = {x/x = 6}. Supremo y maximo: 6
Conjunto minorante = {x/x = —5}. Infimo: 5. No tiene minimo
_ 4n-1 .
9) AnB = {x/x— e ANEN A T'I_10}
1
10) x> —
) 2
11) x=0

4
12) (x>0vx< ~5-) noXF =
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2. CONJUNTOS DE PUNTOS

l. intervalos y entornos

La geomelrfa analitica establece una correspondancia enire ountos de una récta
y numeros reales, de tal forma gue a cada ndmero real le cormesponde un punto de ia
recta y a cada punto de fa recta un (nico nimera real. La recta recibe &l iombre da
recia rfeal 0 espacio de una dimsension v los témminos punto o ndmero real se usan
indistintarnents.

En la represeniacion grafica se indica un punto origen sobre la recta que corres-
porie al 0 y offo punio a su derecha para reprasentar sl 1, con lo cual queda esta-
blecida la escala. La refacidn de orden definida en R se interprets geométricamenie
considgrando que si b > g, entonces el punto b esté a la derecha del punto a,

- 1

0 b

Esta correspondencia entre puntos y niimeros reales faciita fa Interpretacion
de muchas demostraciones v constituys un auxiliar poderoso para su comprensidn.
Sin ernbargo. debe tenarse en cuenta que, si bien cualguier representacion gréfica es
fuente de dlaridad, en ninguna demaostracion tiene validez la utilizacion de retursos
graficos puramente infuitives.

A continuacién se consideran alguras definicionss (iles.

Intervalos

Slendo a < b

1) Intervalo cerrado [a;b] es el conjunta de niimeros reales formado por a
b y todos los comprendidos entre ambos:

¥

x/x€R A axx=h}

[

faib]

b

La longitud det intervalo [abl es el nimers positive b — a,
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2) Intervalo abierto (a;b) es el conjunto de nimeros reales comprendidos entre
ayb:

(aib) = {x/xeR A a<x<b}

o 0O
a b
La longitud de (a;b) es también el nimero positivo b — a.
3) Intervalo semiabierto a izquierda o semicerrado a derecha (ab] es el con-
junto de numeros reales formado por b y los numeros comprendidos entre a y b:

(ab] = {x/x€ER A a<x=Db}

O e

a b

Anélogamente se define el intervalo [ab).
También,

longitud de (a;b] = longitud de [a;b) = b — a.

Las definiciones anteriores se pueden generalizar considerando la semirrecta
y la recta como intervalos no acotados, lo que se expresa utilizando los simbolos
+= y —x. Estos simbolos deben ser considerados con especial atencion, recordando
que se usan solamente por conveniencia de notacion y nunca como numeros reales.

° > [a;+=) = {x/x=a}
a
o > (b;+=) {x/x>b}
b
< ® (—=c] = {x/x=c}
c
< o (—=d) = {x/x<d}
d
- > (-==) = {x/x€R} = R

Entorno

Si a es un punto cualquiera de la recta real y h un nimero positivo, entorno de
centro a y radio h es el intervalo abierto (a—h;a+h). Se lo designa E(a,h).

E(ah) = {x/a-h<x<a+h}

o Ef{ah) = {x/|x—a|<h}
. 0O
a-nh a a+h
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Los entornos suelen designarse indicando solamente el centro, por ejemplo, E(a).

Entorno reducido

Si a es un punto cualquiera de la recta real y h es un numero real positivo,
entorno reducido de centro a y radio h es el conjunto de puntos del intervalo abierto
(a—h:a+h) del cual se excluye el punto a. Se lo designa E’ (ah) o E'(a).

E’(a,h)
0 E'(a,h)

{x/x#a n a-h<x<a-~h}
{x/0<x a <h}

h
3 Pl \
a a+h

a—:h

Obsérvese que exigir 0 < |x-al equivale a exigir x #a, pues [x aj=
=0 & x=a.

De acuerdo con una propiedad de los conjuntos acotados (pag. 19 ), cualquier
conjunto acotado puede incluirse en un intervalo cerrado.

En efecto, si C esta acotado, existe un numero real positivo k tal que para cual-
quier elemento x del conjunto C se verifica: x, = k. Por lo tanto, el conjunto C
esta incluido en el intervalo cerrado [ —kik].

Por ejemplo,

A=({x/-2<x<=86= AcC| 686]

Un conjunto acotado esta siempre incluido en un entorno con centro en el origen.

Si C = {x/ixj=kl y h=k, entonces C esta incluido en el entorno E(0,h)
de centro en el origen y radio h.

En el ejemplo anterior el conjunto A esta incluido en un entorno de centro en el
origen y radio 7. En este caso debe tenerse en cuenta que el entorno de centro en
el origen y radio 6 no incluye al conjunto A, pues el entorno es un intervalo abierto
y el nimero 6 pertenece al conjunto A pero no pertenece al entorno.

Existen, entonces, infinitos entornos que incluyen al conjunto A, pero en este
caso ninguno de ellos tiene un radio minimo.

Si se considera el conjunto B = {x/5 = x < 7}, en este caso el entorno E(0,7)
es el entorno centrado en el origen de menor radio que incluye al conjunto B,

EJERCICIOS

1) Escribir como intervalos v, si es posible, como entornos los siguientes conjuntos:

A={x/2=x=4} B =i{x/-1<x=3}
C = {x/-T=sx<-2 D= {x/-1<x<3}
F={x/-8<x<1}-{-1} G={x/-3<x<-1}
H = {x/x-2| <5} L = fx/x+2] =3}
M= {x/0<x-3| < 1} N = Ix/0< [x~4| <=2}

2) Para los conjuntos anteriores, hallar:
a)AnB b D F ¢ LNN
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3} Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en gl arigen
que lo incluya:
A /-2=x=4 B {x/-10<x<7? C={/~E=sx<E}
D={x/ 38<x=d} E= k/=<2} F o= {x/jxj<g

oo
i

4) Para cada conjunitc dar, si exigte, el entorng con ceniro en ai origen de menor
radio que lo incluya:

A= /1< <4} B = {x/-8<x=6}
C=1{/-3=x=7 D=ix/!-5<x=< -2}
E={x/ 2<x=8 F = {x/4d<x<5t

¥} Para cada conjunio dar, si existe, un entorng de radio minimo que 1o incluya:
A= (37 B = (25]
Cz{xfx=lnnem} Dm{x/x-—zt-—f}" L nu‘:N}l

n n

6) Escribir cada conjunto como intervale v, si es posible, como entorno:

A= [xf x:3->2} B = {x/[x—2j+|2x~ 1] < 4}
X+ 3 : ¥

E = {x/1=2-x<8 s x+1}<2}

il. Punto de acumulacion

Si C es un conjunio de punios de la recta real, un punto 2 s punio de acumi-
lacion de C i a todo entomo reducido de a pertenece por lo menos un punio da C.
£l punto a puede pertenecer o no al conjunto ©, pero la definicion exige que en
cualquier sntorno del punto a exista por ko MeEnos un punto de € distinte del punto a.

Es decir:

a punio de scumulacidnde © <= YE'(a) Ix/{xeC A x€E'(a))
a punto de acumulacionde C &= Yh >0 Ix/(x€C » 0 < jx—a] < h)
o apunto de acumulacidn de C = YE'(a) E'@iNC # ¢

c
B e * e n oo e o
& —H a ¥ a+h

Ejemplas

1) Si el conjunto © @s un intervalo cerrado, todos sus puntos son de acumuiac:eén.

2} Si el conjunto C es un intervalo abierfo, todos sus puntos san de acumulacicn y
tambien fos exiremos son punios de acumulacion de G aunque no pertenecern
al cenjunio.
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3} El conjurio N de los nimerus naturales no fiene punitos de acumuiacidn. Si 4 es
cualquior nimers natural, basta considersr un emomo reducido de centro a v
radioc h< 1, vy a ese sntome reducida no pertensce niNgUn numere natwral,
Esto prusba que ningln niimara natural es puito de acumulacién dai congnto M.

Deha
a-h a+h
--~or--—-&——n—-——o-—«-e—-—-o--—m«f--a-g—q-—rq——o

1 2 3

Mediante un recurso similar puede probarse gue ningdn ntimero real es punto de
acumulacion del gonjunto N.

4) El conjunto Q) de los ndmeros racionales tene a todos los nGmeros reales como
puntos de acumulacion, El conjunio R de los nidmerps reales tiene g los nimeros
reales como punios de asumaolacion,

8 El conjunio A& = {x/x B —5-:-’]-'-2 A NE N} tieng un Unico punito de acurmylagion

Gus es gl 1
Lonjunts derivado

El conjunto formade per tedos los puntos de acumulacitn de un conjuato C s e}
conjunta dervade de C v se designa C.
De acuerdo con los sjemplos anteriores:

1} © =[abl = C =[ab]
2} C ={ab) == € =[ab]

BN =

4HQ=R FR-=R

8 A ={1}
Megacion

Para probar gue un punto no 8s de acumulacion de un conjunio, basta encontrar
unt antorne reducido del mismeo al cual no pertenezea ningtn elemento del conjunto,
como se ha hecho para probar que ! conjunto N no lene punios de actirmulanion.

£s gecir, 2 no 25 punto de acumulacion dal conjunte C si v soie & existe un
entorno veducido de a al cual no pertensce ningiin punto del conjunts, que es la
negacion iogica de iz definicidn de puntc de acumulacion,

a noes punto de acumulacidn de ¢ == IEMa)/¥x: (€ C = x¢ E'fa)
¢ a noespunto de acumulacidnde C = FE@/ER NG = 4.

E! recurso que se ulillzd para probar que ef conjunto M no tiens punfos de acu-
mulackin es vélido para demostrar que cualguier conjunts finito no tiene puntos de
acumulacion, o su cc:«ntrarracfmom segin el sigulents teorems.

Taorema

51 a es punto de acumulacién del conjunto C, entonces cualquqbr antomo del

punto. a tiens infiniios puntog de C.
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Demostracion

Utilizaremos un méiodo indirecto, por redureisn al albsuto.
Sed B'a) un entoimo reducido del punto @, al cusl perenecen solamsnte
n elemantos dz G, o gea, un nimerns finifs da slementos de C.

a-h a+h
o ) s L=} L7 O et L i

X B Koo e %

Entrs los i puiios de B’(a) hay uno de ellos cuya disiancia al punto & &8 mi-
nima. Sea % dicho punta,
Es degir:

e /b —al = I, —al

Por lo tarto, basta considerar cualiuier eniomo reducide del punio a cuyo
radio sea fenot que dicha distancia para sseguramcs gue a dicho eniamo regdugido
fin pertenece ningdn puato de C. .

Efilamos, por gjempio, un sntoro reducide suyo radio sea i mitad de dicha

distancia. Al conjunte E‘(a»*"i'gé_—“i} no pertensce ringlin pusts de C. Esto im-

plice que a no es punto de asumulacién de C. Como por hipdlesis a s purio de
aoumulacion de C, queda probade el tecrema por cantradisgicn.

Corro ya se ha visto, of contramreciproco del tearema antarior permile daducir
Gue 5 un conjunto tietie un nimero finito de elemanos, entonces no tigne punios do
agumidacion.

E! tearema melproon es false, pues existen conjunios gus fianen infinitos ele-
mentos v no tienen punios de acumulacion, como &l conjurto de los ndmsres natu-
rales y el conjunio de los ndmarocs enteres.

Sin ambarge, si un conjunto infinito s818 acoiado, pusde aseguiarse ja existendla
de por lo mencs un punio ds acumulacidn, Esta importanie propiedad se demussira
an el siguienid feorama,

& Tearsma de Bolzano-Weinrstress
Si un conjunio infinitc estd acotado, entonces dicho eonjunio tiene por o Menos
un punto de acumilagion.
Demostracitn
Sea ¥ uri conjurtc de ntmeros reales mfiniio y acotado y [ab] un intervaic
cerrads que o contisne.
Es decir, _
W fab].
Considerames up conjurte awdiar C, formado de la siguiente manera:
C = {x/%=a v [ax]tene un numern finito de elementos de M}
G no a5 gl coniunto vaclo, pues s € C. B3 decir O # &,
Bdemas, como consscusncia de la hipotesis, [aib] Hene infinitos puntos de M,
y entonces b C.
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Faor lo tantp, b es una cota superior del conjunto C, puss €3 mayor que cual-
quier glemento def conjunto G,

Si el conjunte C estd acolado superiormente, entonces tiene supremo, por el
axioma de confinuidad de R. Sea k el supremo de G.

luego, as=k=bh

Cabgn dos posibilidades:

kKEC v KEC.

k¢ k+e
———— 0 G

a k b

1) Bl k€C, 88 k=a o {ak] contiene un subconiunic fintic de M. Ahara bies,
al ser k el supremo de G, si elegimos cualguier ndmero posftive €, resulta que el intar
valo [kik+€] tiene infinitos puntos de M, pues de lo contrario [aik+€] tendria un no-
maro finito de elementos de My el nlimero k+€ perteneceria a €. lo coal implicaria
que k na s al extremo superior,

Luego, si para cuaiguier € >0 el infervalo [kik+€] tiene infiniios puntos de M,
tiene por fo msnos un punto X€ M el que x # k v x # K+€.

For lo tanto, & cualquier entome reducido de centro k pertenace por lo menos
un punto de M. Es decir, k 83 punto de acumulacion de M.

2) Si k€ C. entonces [ak] fienie infinitos puntos de M. Para cualquier € > 0
que sea menor que kK-, el intervalo [ak—€] tiene un ndmere finito de elementos
de M, En sfecto, stk es ol supremo da C, entre k~€ y K hay aiglin punto x€C y,
por lo tanto, [ax] tisne un ridmero finito de elementos de M. Luego, [ak—€] tene
ia misma propiedad,

Ahora blen, si el subconfunto de M contenido en [ak—€1 es finits ¥ f contenido
en [ak] es infinlto, ef conjunto {k-£k] fiena infinitos puntos de My, por lo tan-
o, V€ >0 enelintervaln [k—€k] hayalginpunto x€ M falgue x #k-€ y x # k.
O sea, K es punte de acumulacion de M,

8i e conjunto M tiene mas de un punto de acurnulzcidn, el hallado por esta
demostracion se encuentra a la izquierda de los demads,

Conjunto cerrado

Un conjunto al cual le pertenacen todos sus puntos de acumulacion se denomina
cerrado. Es declr, un conjunto es cerrado sl y sdlo si le perienacen tordos sus puntas
de acumulacion,

C cemrado < Ya: {apunto de acumuiacidn de C = a€ C).
Ejpmplos

£l conjurte R de ios niimarcs reales as carrado, pues le partenecen todos sus
punios de acumulacidn gue son I0s ndmeros reales.

Un intervalo cerrado es, como su nombre lo indica, un conjunto cerrado,

Puede probarse faciimente que cualguier conjunto que no tiene puntos de acie
mulacidn es un conjunto cerrado.

En efecte, sea € un conjunto cualquiera que no tene ningin punto de acumula-
cidn.

De acuerdo con la definicién, para que C sea un conjunte cerrado debe ser
verdadera la sighisnte implicacian;
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si a es un punto de acumulacion de C, entonces a pertenece a C.

Pero el antecedente de esta implicacion es falso, pues C no tiene ningun punto
de acumulacion.

Luego, la implicacion es verdadera, pues cualquier implicacién con antecedente
falso es verdadera, de acuerdo con la tabla de verdad correspondiente (pag. 4).

Por lo tanto, el conjunto N y el conjunto Z, que no tienen puntos de acumu-
lacion, son conjuntos cerrados.

Cualquier conjunto finito es también un conjunto cerrado, pues segln el con-
trarreciproco del teorema visto en la pagina 31, no tiene puntos de acumulacion.

Por la misma razon anterior, el conjunto vacio es un conjunto cerrado.

Obsérvese que, de acuerdo con la definicion, un conjunto es cerrado si y sélo si
incluye a su conjunto derivado.

En efecto, C es un conjunto cerrado si y sélo si

Va: (a punto de acumulacionde C = a€C) <
<= Va: (aeC’' = a€C) = (C'cC)

Negacion

Un conjunto no es cerrado si y solo si tiene un punto de acumulacion que no
le pertenece. i
C no es cerrado < 3a/ (a punto de acumulaciéon de C A af C)

Ejemplos

El conjunto Q de los numeros racionales no es cerrado, pues sus puntos de
acumulacion son los numeros reales y, de éstos, los irracionales no pertenecen a Q.

Es decir, Q no es cerrado, pues, por ejemplo VZ2es punto de acumulacion de
QyVva2éa

El intervalo semiabierto (a;b] no es cerrado, pues a es punto de acumulacion
de (ab] y af (ab). :

Teorema

La interseccion de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostracion

Sean Ay B dos conjuntos cerrados. Para probar que su interseccion es un con-
junto cerrado debe probarse que si a es un punto de acumulacion de A N B, enton-
ces a€ AnB.

Si a es punto de acumulacion de A N B, por definicidn, en todo entorno redu-
cido de a hay un punto x que pertenece al conjunto A N B. O sea, en todo entorno
reducido del punto a hay un punto x que pertenece simultdneamente al conjunto A y
al conjunto B. Por lo tanto, el punto a es punto de acumulacion de A y también es
punto de acumulacion de B.

Como Ay B son conjuntos cerrados, todos sus puntos de acumulacion les perte-
necen. Es decir, a € A y tambien a € B, lo cual implica que a€ A N B.

En forma similar, puede probarse que la unién de dos conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

34



& Teorema
El conjunto derivado de un conjunto A es Un conjunto cerrado.

Demoslracidn

Probar que &' es un gonjunio cefrado es probar que le perdenecen fodos sus
punios de acumulacidn,
&5 decir, hay que probar: a punto de acumuiaciénde A’ = a€ A’
Pero probar que & € A” equivale a probar que es punto de acumulacion de A,
Por lo tanto, el teorema consisie en probar gue cualquisr punto de acumiilacion
de A’ también es punto de acumulacion de A
Sl a es punto de acumulacion de A’, a todo entorno reducide del punito 2, de radio
€ > (0, perienece un punio x de A"

X=5 ®=8
—0 : 0 Do O D
a-g a ¢ % a+€

Como € A', X es punto de acumuiacidn de A, y en fodo entorno reducido dal
punto % hay un punto ©€ A

Podemos elegir siempre un entorna reducido de centro x, con un radio § > 0,
tei e E'{x58) C E'{a€)

Lueqgo, e punio ¢€ E{a.E).

Y, por lo tanto, en cualguier entormo reducido del punto a se puede encontrar un
punto ¢ gue pertenece al conjunto A

Es decir, a también es punto de acumulacidn de A, y el tsorema gueds probado,

& Conjunts compacio
Un conjunio es compacto si v s6lo st es cermado v acotade.
Ejsmplos
Un intervale cerrade es un conjunto comipacto.
R no ez compacto pues no esta acotado. N no es compacto por la misma razdn.
E! conjunto {a.b} es compacto. al igual gue cualgquier conjunto finito.
4 Conjunto denso en si
Un conjunto es denso én i 8 y solo si todos sus punios son de scumulacion.

Eg decir,

O densoensie Ya (@€ C = apunio de acumulacisn de C) &
= Ya: a€C = a€ "),

Par lo tanto, un coniunto es denso en sisi v sélo 5l estd incluido en su conjurmo
derivado:

Cdensoensi < CgC.
Epimplos
£l conjunto B de los nimeros reales es denso en sh, pues odos sus puntos son
de acumulacion.
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El conjunto Q de los nimeros racionales lambién es denso en sf, puss todos sus
puntos son de acumutacion,

Ny Z no lo son, pues ninguno de sus puntos es de acumulacion.

Nota; Al comienzo el lector debe poner especial alencidn para diferenciar las
definiciones de conjunto cenado y conjunto denso en si.

# Conjunto perfecto

Un conjunto es perfecto si y sdlo si es cerrado y denso en si.

Es decir; un conjunto es perfecto sies igual a su conjunto derivado,

En efecto, si C es cerrado, entonces su derivado estd incluido en &, y si C es
denso en si, entonces su derivado lo incluye, Porlo tanto, C'CC A Cg T,

Luego, C = C'.

Ejemplos

R es un conjunto perfecto, pues B’ = R

Un intervalo cerrado es un conjunto perfecto, pues [aib] = [ab).

Q nio es perfecio, pues es denso en si pero no es carrado.

Zy N no son perfeclos. pues son cerrados pero no son densos en sl

EJERCICIQS
1} Dar el conjunto derivade de cada uno de los siguientes conjuntos:

A = (-2;5) H = {345}
B = (1,7 = -l

{(1;7] L {x}x 5 Aﬂﬁ“}
C = [0:4] M= {x/xeR A 0< -3 <2}
D ={x/x€Z A [x-2 <5} N =ix/xeQ a [x{>1}
E = {x/xeQ a [x-2| <8} P = x/xaMAnEN}
Fefix e Rak-2<8 g fixa M_. nen)

n-u

G={x/x€R A -1 =3

2) Indicar cuales de los eonjuntos antericres son cerrados,
3) Dar el conjunio derivado de cada uno de los siguientes conjuntos:

A= {x/xeQ A {'|x—-1i{3v x = -3}

LR
B = {xrx i ,\MN}
C={x/xeQ a lx 2l<1vg=0)
4 o :
D—{x/x— 5 AHEN}
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2n
= - N
E {xXx Bt A NE }
5n-1
e e neN
F {”x on-1 " }
3n-1
— = €
G {x/x ok, N}

(-1

T {x,x n2N=3
n

ANE N}

4) Indicar cuales de los conjuntos anteriores son cerrados.

5) Clasificar los conjuntos del ejercicio 1 y del ejercicio 3 en conjuntos compactos,
densos en si y perfectos.

6) Demostrar que la unién de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

7) Demostrar que la interseccion de un numero finito de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado. Idem para la union.

8) Probarquesi ACB, entonces A CB.

Illl. Punto interior

Un punto a. perteneciente a un conjunto C, es punto interior al mismo si y solo
si existe un entorno de a totalmente incluido en C.
Es decir,

a punto interioraC < a€ C A 3E(a)/E(a) C C.
Al conjunto de puntos interiores al conjunto C lo designamos C,.
Ejemplos

1) Cualquier numero real es interior al conjunto R de los nimeros reales.
Osea, R, = R

2) Un ndmero racional no es interior al conjunto Q de los nimeros racionales,
pues en todo entorno de un numero racional hay ndmeros irracionales que no per-
tenecen a Q. Luego. Q, = .

3) Todos los puntos de un intervalo abierto son interiores a él.

4) ElconjuntoC = {x Ix= % A NE N} no tiene puntos interiores. O sea,
C = o

Conjunto abierto

Un conjunto A es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores.

De acuerdo con los ejemplos anteriores, R es un conjunto abierto y Q no es un
conjunto abierto.

El intervalo abierto (a,b) es abierto.

El intervalo semiabierto (a.b] no es abierto, pues b pertenece al conjunto y no es
un punto interior al mismo.

El conjunto C no es abierto, pues, por ejemplo, 3€ C y 3 no es interior a C,

Obsérvese que el conjunto R de los numeros reales es un conjunto abierto y
cerrado. Lo mismo sucede con el conjunto vacio .

En cambio, el intervalo (a,b] no es ni abierto ni cerrado.
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Teorema
La union de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
Demostracion

Sean A y B conjuntos abiertos. Debe probarse que cualquier punto que perte-
nece al conjunto A U B es interior al mismo.

Es decir, debe probarse que ¥x: (x€ AU B = x interior a A UB).

Six€ A B, entonces x€ A v x€ B.

Supongamos x € A, Como A es abierto, x es interior al conjunto A.

Luego, existe un entorno de x incluido en A. O sea,

3E(x) / E(x) C A.

Pero, por consecuencia de la definicion de union: A C AU B.
Luego. por transitividad de la inclusion:

E(x)SA A ASAUB = Ex)SAUB

y el teorema queda probado.
Si x € B se razona analogamente.

¢ Teorema

Si un conjunto es abierto, su complemento es cerrado.

Demostracion

Sea A un conjunto abierto y B su complemento. de acuerdo con la definicion
dada en |a pagina 9. Es decir, B esta formado por todos los puntos del universal que
no pertenecen a A.

Si consideramos un punto cualquiera a del conjunto A, como A es abierto, todos
sus puntos son interiores. Por ello, existe un entorno del punto a totalmente incluido
en el conjunto A. A dicho entorno, entonces, no pertenece ningun punto de B, y por lo
tanto a no es punto de acumulacion de B.

Luego, todos los puntos que no pertenecen a B no son puntos de acumula-
cion de B.

Es decir, a¢ B = a no es punto de acumulacion de B, o su contrarreciproco,
a punto de acumulacion de B = a€ B, y esto significa que B es un conjunto
cerrado.

Es bastante comun tomar la propiedad anterior y su reciproca como definicion de
conjunto abierto una vez definido conjunto cerrado. Es decir, un conjunto es abierto si
y solo si su complemento es cerrado.

Aplicando el teorema anterior, se observa que el conjunto R de los numeros
reales y su complemento, el conjunto vacio. son ambos abiertos y cerrados.

EJERCICIOS

1) Dar el conjunto de los puntos interiores de cada conjunto del ejercicio 1 y del
ejercicio 3 de la pagina 36.

2) Decir cuales de los conjuntos anteriores son abiertos.

3) Demostrar que si un conjunto es cerrado, entonces su complemento es abierto.

4) Demostrar que la interseccion de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
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5) Para cada uno de los conjuntos siguientes, a) dar el conjunto derivado y el con-
junto de puntos interiores; b) justificar si los conjuntos iniciales son abiertos o
cerrados:

A=1{x/0<x-2/<1 v x=0} B={x/|]x-2/=38 A 0=x<86}
C=1{x/x~1>2vx=1} D={x/0<|x+3|=1v x=-1}
- _ 2-6n = _ 3-4n°

E {x/x s AneN} F‘{”**“'QT“"GN}

IV. Puntos aislados, adherentes, exteriores y fronteras
4 Punto aislado

Un punto a que pertenece a un conjunto C es un punto aislado si y solo si existe
un entorno reducido de a al cual no pertenece ningun punto del conjunto C.
Es decir, aaisladoenC < a€C A 3E'(a)/E'(ad NC = o.

Ejemplos

Cada numero natural es un punto aislado en el conjunto N.
Lo mismo sucede con cada nimero entero en el conjunto Z.
Enelconjunto C = {x/x>2 v x = 0}, 0 es un punto aislado.

¢ Punto adherente

Si en la definicion de punto de acumulacion se sustituye la frase entorno redu-
cido por entorno, se obtiene la definicion de punto adherente a un conjunto.

Por lo tanto, a es punto adherente al conjunto C si y sélo si a cualquier entorno
de a pertenece por lo menos un punto de C.

O sea, a punto adherente a C < VE(a): 3x/(x€ C A x€ E(a)).

Obsérvese que si un punto pertenece al conjunto, aunque esté aislado, es punto
adherente, pues la definicion solo exige que en todo entorno haya un punto del con-
junto que puede ser el centro del mismo.

Adherencia

El conjunto formado por todos los puntos adherentes a un conjunto A se llama
adherencia del mismo y se designa A,.
De acuerdo con la definicion de punto adherente, puede probarse que:
A, = AUA"
Ejemplos

1) Sea A = {x/0<x=3 v x =5}

O L L ]
0 3 5

-

Todos los puntos del intervalo cerrado  [0,3] son puntos adherentes y también
lo es el punto aislado 5.
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Luego, A, = {x/0=x=3v x=5 = Au 0oL
2) Sea A = {x/2=x=4v x=0}

0 2

En este caso A, = A. Obsérvese que el conjunto A es un conjunto cerrado
pues todos sus puntos de acumulacion le pertenecen.
Puede demostrarse que A es cerrado si y solo si es igual a su adherencia.

& Punto exterior

Un punto a es exterior a un conjunto C si y solo si existe un entorno del mismo al
cual no pertenece ningun punto del conjunto C.

Es decir, a exteriora C < 3E(a)/E(a)nC = &.

Obsérvese que en este caso el punto no pertenece al conjunto.

Ejemplos
El punto 3 es exterior al conjunto de los numeros negativos.
El origen es exterior al intervalo (5;8).

4 Punto frontera

Un punto es frontera cuando no es exterior ni interior al conjunto considerado.

Es decir, el punto a es punto frontera del conjunto A si y solo si en todo entorno
del punto a hay algin punto que pertenece al conjunto A y hay algun punto que
pertenece a su complemento.

O sea:

apunto fronterade A < VE(a): (E@ NA # & A E@NA # &).

De la definicion resulta que un punto frontera puede o no pertenecer al conjunto.

Ejemplos

Un punto aislado es punto frontera.

El 0 es frontera para el conjunto de los numeros positivos y también para el
conjunto de los nimeros negativos.

Enelconjunto A = {x/4<x=86 v x =7} 4, 6y 7 son puntos frontera; 4 no
pertenece al conjunto, pero 6 y 7 pertenecen al conjunto A.

EJERCICIOS

1) Considerar los conjuntos del ejercicio 1y del ejercicio 3 de la pagina 36 Yy bus-
car puntos adherentes, aislados, exteriores y frontera.
n—
2) SeaB = {x / (x = %Sl ANE N) P 6}, Hallar puntos frontera y puntos

exteriores.
3) Probar que un conjunto es cerrado si y solo si es igual a su adherencia.
4) Probar que la adherencia de un conjunto es un conjunto cerrado.
5) Completar el cuadro siguiente:
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No No Denso
Conjunto | Cerrado | cerrado | Abierto abierto | Compacto| en si Perfecto

(0;1)

(0;1]
[0:1)
[0:1]
{0,1}
z

Q
R
(0]

6) Dar, en cada caso, un conjunto que cumpla las siguientes condiciones:

a) acotado, sin minimo y abierto;

b) acotado superiormente sin supremo;

c) cerrado con punto de acumulacion unico;
d) no abierto con punto de acumulacién Gnico;
e) no abierto con dos puntos de acumulacion.

7) Siendo A = E'(13) y B = {x/x=—‘—n_+—21"- AneN}, hallar a) AUB;

b) BjUA" y c) supremode AN B.

¢ V. Propiedad de Borel*

Una propiedad muy importante se cumple también en R como consecuencia
del axioma de continuidad. Es la propiedad del cubrimiento finito o propiedad de
Borel.

Cubrimiento abierto de un conjunto

Una familia F de conjuntos es un cubrimiento por intervalos abiertos del conjunto
A si y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Cada conjunto |, de la familia F es un intervalo abierto.
2) Todos los puntos del conjunto A pertenecen —por lo menos— a uno de los
elementos de F.

Es decir,
Vx€A 3, eEF/xel

* Felix Borel (1871-1956), matematico y politico francés, profesor de la Facultad de Ciencias de
Paris y director cientifico de la Escuela Normal Superior.
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Si se cumple el punto 2, diremos que F es un cubrimiento de A, o que F cubre
aA.

Ejemplo 1
Consideremos el intervalo cerrado A = [0;1].

1, 1, I

3 N 3
2 by e 1 S
1 0 4 32 2

La familiaF = {( - 1;l) ; (D;-1—) . ( ! 3)} es un cubrimiento por intervalos

4 I"\a'Z
abiertos de A.
Ademas, como F esta formada por tres conjuntos, F es un cubrimiento finito de A.

| =
o
N
—
ra |

La familiaJ = {(— —;—%) ; (0%)} es otro cubrimiento por intervalos abier-
tos y finito de A.

m

0 1 1 ]
2 2

r | =

En cambio, la familiaH = {(— —;—%) J —;—%) } no es un cubrimiento de A,

pues el punto % no pertenece a ningun intervalo de H.

Ejemplo 2

Consideremos el intervalo cerrado C = [2:4]. 1 :
Para cualquier elemento x € C determinamos el intervalo abierto (x - ~2—: X+ E)

La familia formada por los infinitos intervalos anteriores es un cubrimiento por
intervalos abiertos de C. _
Es decir, F = {I = (x - %:x- %) A XE C} es un cubrimiento infinito de C.

Trataremos de hallar un subconjunto finito de F que también cubra a C.
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1.5 2 225 25 275 31325 36 4 41

Sea F, = [(2~%;24—%),(2,?5—%;2,?5+%).(3,6—%;3.6+%)].

La familia F, es un cubrimiento por intervalos abiertos de C y ademas F, C F.

Es decir, se ha podido hallar un subconjunto finito de F que también cubre al con-
junto C.

Esto siempre es posible si el conjunto C que se considera es un intervalo ce-
rrado. La propiedad se conoce con el nombre de teorema de Borel y es vélida tam-
bién, en general, para conjuntos compactos.

Teorema de Borel

Si [a;b] es un intervalo cerrado y F es un cubrimiento por intervalos abiertos
del mismo, entonces existe un subconjunto finito de F que también cubre al inter-
valo [a;b].

r 1 k s
—— o——0— = - . —_—
a b

Consideremos un conjunto auxiliar C, formado de la siguiente manera:

C = {x/x€[ab] » [ax]estd cubierto por una parte finita de F}.

Admitiremos intervalos cerrados de la forma [a;a] = {a}, reducidos a un
Unico punto.

Probaremos que C.no es vacio y esta acotado superiormente.

En primer lugar, como a € [a;b], existe un elemento de F, el intervalo abierto | ,
al cual pertenece el punto a. El conjunto {I.} tiene un solo elemento y por lo tanto es
una parte finita de F.

Esta parte finita cubre al intervalo [a;a], y como a € [a;a], se deduce —por de-
finicion de C— que a € C. Luego, C no es vacio.

Ademas, por la forma en que se ha elegido el conjunto C, b es una cota superior
del mismo. Luego, C tiene supremo.

Seak = supremoC.Esa=k=h.

Si probamos que k = b y ademas que k p pertenece al conjunto C, el teorema
queda demostrado.

Suponemos k < b. Como k € [a;b], existe un intervalo abierto |, de F al cual
pertenece k. Sean Kk, y Kk, los extremos de |,. Por ser k el supremo de C y por ser
k, <k, existe htalquek, <h=k yheC,
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Como h € C, sabemos que un subconjunto finito de F cubre al intervalo [a;h].
Sea F, dicho cubrimiento finito.

Como k < k, existe h' tal que h' € [aib] y k< h' <k,.

Se ve entonces que el intervalo[a;h’] es cubierto por F,  |I/, y resulta h’ € C.
Esto es absurdo, pues h’' es mayor que el supremo k.

Por lo tanto, k = b.

Ahora bien, como el supremo de un conjunto puede o no pertenecer a él, faltaria
probar que b € C. El razonamiento expuesto para probar que h' € C puede aplicarse
a k, y se obtiene k € C.

Como ya hemos visto que k = b, se obtiene b€ C, lo cual prueba el teorema.

La tesis puede no verificarse si el intervalo considerado no es cerrado.

Por ejemplo, sea A = (0:2).

Lafamilia F = {I [l= (%;2) A XE A} es un cubrimiento por intervalos abier-

tos de A.
Sin embargo, no es posible hallar un subconjunto finito de F que cubra al con-
junto A.

Nota: El teorema de Borel, asi como el de Bolzano-Weierstrass, y otros teoremas
posteriores, como el de Weierstrass y el del valor intermedio para funciones conti-
nuas, admiten demostraciones bastante mas simples si se considera una propiedad
equivalente al axioma de continuidad de R: el teorema de los intervalos encajados,
que se demostrara en el capitulo 9.

La razon por la cual prefiero no anticipar dicha propiedad es que, a pesar de
su facil comprensién, lleva implicita la idea de limite de sucesiones, que se estudia-
ra posteriormente.

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 2
Seccion |
1) A = [2:4] B = (—1;3] C=1[-7-2 D = (-1;3) = E(1,2)
F = E(-12)G = E(-21) H = (=3;7) = E(2,5) L = [-5;1]
M= E'(3,1) N = E'(-4,2)
2) a) [2:3] b) [1:3) c) {-4tu[-2:1]
3) ACE(05) B C E(0,11) CcE(0.7) D c E(0,5)
E C E(0,2) F c E{(0,3)
4) AC E(04) B C E(0,9)
C no esta incluido en ningun entorno con radio minimo
D c E(0,5) E idem gque C F C E(0,5)
5) A C E(2,5)
No existe entorno con radio minimo que incluya a B ni a C.
D < E(0,1)
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i’ - g(332 il ety o 4
&) A = (08) = E(z 2) ® ( 3'3) E(1':3)
" _ & - 1) = g(LL
C= ( 3 3] D = (0:1) E(2.2)
E = (-1:1) = E(0.1)
Seccion Il
1) A = [-25] B = [1:7] C'=C D =¢o
FF=[-87] G =[-24] H=0¢ L ={0}
N'= {x/x€ER A x =1} P‘:[—i—] S = o
2) C.D. G. Hy S son conjuntos cerrados.
3) A" = [—24] B = {0} Cc' = [1:3] D’ = {0}
. g o UL g ;= e
E = {1) F {2} G' = {o} H = {2.-2}
4) Ninguno es cerrado.
Seccioén Il
1) A, = (-25) B = (1:7) C, = (0:4) D =d
E, = & = (-37) G, =(-24) H =d
LI = b = M N. = h P. =
S =

Para cada uno de los conjuntos del ejercicio 3. su interior es el conjunto vacio.

2) A. Fy M del primer grupo son abiertos. En el segundo grupo ninguno es abierto.

5) a) A' = [-3i-1]
B' = [56]
C = {x/|x=-1j=2}
D' = [-4;-2]
E = {5}
F = {=2}

b) A no es cerrado pues
A no es abierio pues
B no es cerrado pues
B no es abierto pues

A

Ei(-2

(5:6)

{x / |x

e
=

1€ A’
0€ A
6€ B’
5eB

1)

=l

E'(-3,1)

>

> > >

=2}

-1€A
0€ A,
6¢B
5¢B
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G no es cerrado pues —3€¢ A -340C
*  no es abiero puas 1€6 A 1¢G
Dnoes cerradopues  —3€D’ A -3¢D
D no as ablenio pues -2€D A 260D
Enoescerradopues  —~BEE A -S§E
E no es abietio pues ~36E A -3¢E
F rlo'mwriadﬂ'puas ~36F A -26&F
Fmesabistbpm ~-é—EF A —-%"-{F.
somlﬁnlv
A, ={-25] B, =[17] G =¢C o, = 0 E, = [-&7
Fo =[-@7] G, =06 H, = = Lo {0} M, = [u5]

Ny = (/xeR A M=t P, =Pu{-} s = §

a&=huw B,

=R- B

i 5) F_E.;‘mmmto Cerrado Abjerto Compacto Genéa an i | Parfecio
(0:1) nG si no si ne
(211 no no ne si no
o) no no no si nG
;1] si no si &i s
{0.1} si no si . no no
Z sl fis o o i
Q 10 no no si no
A { sf s ne sf sl
@ sf st sl sf s

&) Ejemplos: a) (47) b} &
Gy {x!(_x:—:; A NE N) v X= 0}
; i T T 11 =1 - oy
e} {x!x—( 1) s A n&N}
7 &) [~z ults) b [-24] o -—;-
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3. FUNCIONES ESCALARES

i. Relaciones funcionales

En matematica, en fisica y en otras ramas de la ciencia o de ia vida humana se
presentan refaciores binarias entre distinlos conjuntos que lignen singular impor-
tancia, De estas relaciones interesan especialmente agueilas gue hacen Corres-
ponder a cada elemanio del primer conjunto un Gnico elemente del segundo comunto.
Este tipo de relaciones recibe el nombre particular de relacion funcional o funcidn,
Como sindnimos de funcion se utilizan, en general, los términos aplicacion, transfor-
macion v correspondencia,

For lo tanto, ia idea fundamental en &l concepto de funcidn 8s que cada elemento
del dominio tiene una y sélo una imagen en el recomrido, aungue un elemento del
recorrido puede ser imagen de més de un elemenio dei dorinio.

Si la aplicacion se establecs a parfir de un conjunte finito, enfonces se puede dar
la funcidn indicando, por extension, e! conjumic de pares ordenados corespondientes.

Por ajermplo, si

A= {123 y 1= {{12/2) 24).34),

entonces f es una aplicacién o funcion de A en el conjunio H de les nimeros reales.

£l conjunto A es 8! dominio de ja funcién. E! recorrido 0 conjunio de imégenes de
la funcién f es el conjunto {\/ 2.4}, que es un subconiunto de R,

También puede indicarse la funcién 1 anotando la imagen de cada elements de!
dominio a través de la funcidn.

O sea,

it =2 A fBi=4 A f(3)=4.
En un esquema:

fFAS R
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Exn aate caso, la relacidn r, inveraa de la relacion funcional {, no es una funcidn,
pues al elamanio 4 da su dominio le-comesponden dos imdgenes en ¢i recomito.

= VBN 4243} no es una funcisn,

Es dacir, la refacion inversa de una funcidn no es sigmpie una fumcidn,

8l ol dominio &5 un conjunto infinito, entonces ka funcisn debe indicarss madiante
una regia o conjunio de reglas que permitan obiener iz imagen de cada slements dal
primer conjunto.

Por sjemplo, i se loma como dominis ef conjunto de ks nimeres enteros, [
relacion que a cada nimers antern fe hace coespondsr ¢l ndmero doble e5 una
aplicacidn del conjunto £ de los nUmeros enteros en si mismo.

Puede mdicarsela asl:

$Z = Z2/Yx€Z:fx) =

x 8 la variable independients ¢ argumentd; fix) e la Iinegen dex o ¢l valor de la
fungidn an x.

En e comianze de un curso ce andlists slemental intaresan especialimants aqus-
as funciones cuye dominio y recorido son conjunios de ndmengs reales, Se flamen
funciones reales de una veriebls rsal 9 funcionss escalares,

st R — R/v¥xe R fx) = 3x-5,

anfonces { es ung funcidn real de vadable real x cuyo dominic es ef conjurto da los
nimeros realas y cuyo iscomids es ef mismo.

La funcidn anterior puede darse también indicando solamanie 1a segia que per-
mite oblener las imégenes, quedanlo sobreentendido que su dominie ss R

X - 3x-5
8i of dominio es solamente un subconjunty de i, debs indicarssls especial-

rmarde. De lo contrario, 98 considera comoe deminis & conjunto de tados los valores
raales de x para los cuales la imagen de ¥ es ambisn un ndmero real.

Por ejemplo, sig x — -}‘» se sobreentierdle en sste caso que &l dominio e of

conjunte’de los nimeros reales dal cual se ha exciuido ef cers, Es deck, la funcidn g
ng estd definida en ¢l purto cero, o sea, no existe gl).

Si e deses dar unk funcidn con 1z misma regia anterior cuvo dominio sea el
conjurte ©, 12 imagen de 0 debe considerarse especiaiments.

Por ajemplo,
T ..
X — XSH:#O
E8ix=20

Por supuesio, h es una funcicn distinta de g ¥ 12 imagen de 0 as iotaknents
arbsitraria.

e 13 misma forma, en funciones escalares se sobreentionds, por slemplo, que
el dominio da

8 X - VX



es el conjunto de los nimeros reales no negativos, y el de
ttx — Inx (lnx = log, x)
es el conjunto de los numeros reales positivos.

Nota: E| simbolo \/x indica exclusivamente la raiz cuadrada no negativa del
namero x.

Precisaremos los conceptos anteriores dando la siguiente definicién de funcién:

Una relacion f entre elementos de un conjunto A y elementos de un conjunto B es
una funcion de A en B si y sélo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Vx€ A JyeB/(xy)€ef,
2) (xy)€f A (x2)€f =2y=12

Dominiodef: D, = A.
Recorridode f: Rec, = {y/y€B A Ix€ A/ (xy)€f}.

Ejemplos
Siendo A = {abc} v B = {yz}

1) Si f = {(ayy), (by), (ciy)}, entonces f es una funcion de A en B, pues se
verifican las dos condiciones de la definicion.

_2) Si g = {{ay), (bz)}, entonces g no es funcion de A en B, pues el ele-
mento ¢ del conjunto A no tiene imagen en B, es decir, no se verifica la primera condi-
cién de la definicion. En este caso se puede obtener una funcién considerando como
dominio el conjunto A, = {ab}, el cual verifica: A, C A.

3) Si h = {(ay), (az), (by), (c;z)}, entonces h no es funcién, pues no se
cumple la segunda condicion, ya que el elemento a del conjunto A tiene dos image-
nes en B.

Es decir, se tiene [(aiy)€h A (a;z)€h A y # 2], que es la negacion de la
implicacion considerada en la sequnda parte de la definicion de funcion.

EJERCICIOS
1) Siendo A = !abcdm] y B = [0,123], indicar cudles de las siguientes

relaciones son funciones. En aquellas que no lo son, ver qué parte de la defini-
cién de funcion no se verifica.

f = {@0, 0, (1), (d2), (m3)
g = &0, B, (c2), d:3), (m3), (c;0)
h = (&1, [b2)

2) Siendo f: x — x?-3x+5, hallar #0), f(3), f(—3), f(2x) y f(x—1).
Siendo g x — x*-x, hallar g(0), g(a), gla+h), g(x+h) y g(—5).
Siendo h: x — Inx = log, x, hallar h(e), h(1), h(senx) y h(e").

3) Indicar dominio y recorrido adecuados a funciones escalares tales que:

f: x¥ = x%-2 g x—= V< (Vx =Kk

hex =N XF=3 s X — igx r X — Secx
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t: x — In (3-x) m: x — In x| n x — In(x—=1)

1

u. X —» ——

X+4 x2

q x — In [x—-1| p: X —

4) Elegir dominio adecuado para cada una de las siguientes funciones escalares:

3 ko
f: x — V x?-3x+2 g:x—rL_ e g L2
In [x+2] In (x—2)

Il. Representacidn grafica

Las funciones escalares pueden representarse graficamente en un plano donde
se ha introducido un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales El dominio se
considera sobre el eje de abscisas y el recorrido sobre el eje de ordenadas.

La representacion grafica de una funcion f esta dada por los puntos (x:y) del pla-
no, para los cuales es y = f(x).

Suele usarse el nombre de grafo o gréfico para designar el conjunto de pares
que pertenecen a la funcién. Es decir, los términos funcién, grafico o grafo funcional
son, en general, sinonimos.

Nosotros utilizaremos, por razones de comodidad. la palabra "gréfico” para refe-
rirnos exclusivamente a la representacion grafica de una funcion.

En estas etapas elementales, la representacion grafica. con sus consideraciones
geomeétricas, sirve para aclarar notablemente los conceptos abstractos.

Ejemplos

1) Sea la funcion f: x — x-1.
Su gréfico es el conjunto de puntos (x:y) del plano, para los cualesesy = x -1,

Obsérvese que la definicion de funcién asegura que cualquier recta vertical corta
el grafico a lo sumo en un punto.
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#

2x-3 6 X< 4
g: X — {

, 2 st x=4

14 X
!
i
!

g no es una funcidn, pues la recta vertical de seuacidn x = 4 coraal gré-
fico en dos puntos: (4.2} y (4:5), es decir, el nimero 4 tiens dos imdgenes’
8l gliminamos la segunda imagen de 4, por sjermpla;

I 2x-3 5 x =4 !
y |
L2 5 x> 4 |
T ST

e X o

sntonces h es una funaion. T
3 /

En efecto, ahcra la vertical de scuacién ¥ = 4 corta al gréfico solamente
enel punto  {4:5) v 5 68 la Unica imagen de 4.

1
|
j x
1
]
|

For otra parte, al construir el grafico de cualguier funcin, es conveniente encon-
trar, si exislen, las intersecciones del migme con los ejes de coordenadas.

La interseccitn con ef efa v, si existe, es Grics, de Acuertds con la definision de
funcidn, v se cbtiens para ¥ = Q. .

Es declr, si existe un punto de interseccion del grafico con el eje de ordenadas,
dicho punto es (0:40}).
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Las intersecciones con el eje x corresponden, si existen, a los puntos donde se
anula el valor de la funcion.

Los puntos del dominio donde el valor de la funcion es cero reciben el nombre
de ceros de la funcion.

O sea,

a cero de la funcion f|= f(a) = 0.

Si a es un numero real, el grafico de f corta al eje x en el punto (a;0).

e AR ¥

a, y a, son ceros de lafuncién g.

Funciones pares o impares

En algunos casos, la representacion grafica de ciertas funciones puede simplifi-
carse, si se tiene en cuenta la simetria de la misma.

Por ejemplo, si una funcion f tiene el mismo valor en el punto x y en su opues-
to (—x), la funcion es una funcion par.

Es decir, fes funcion par & Vx: f(x) = f(—x).

El gréafico de una funcion par es simétrico respecto del eje de ordenadas.

El gréfico siguiente corresponde a una funcion par:

Las funciones fix — cosx, g:x — x? h:x — [x| son funciones pares.
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En cambio, 8i ios valores que alcanza | en nimeros opuestos dal dominlo son
niimeros opuestos del recorrido, f es una funeion &mar

Es decir, fes funcion impar &= vx: fix) = ~1(--x)
En ests caso o gréfico as simétrico reepeacio del oﬂgen.
El gréfico siguiente corresponds a una funcidn impar:

]

(6 37 R oo
(x.y}

(—x; ‘}f.).l _',,._,_,__f{...,_‘:,

Las funclones f. % ~> X, @ X — sen x. W x —> x® son funciones im-
pares.

Con un arificie simple puede demestrarse que cualquier funcidn escalar es la
suma ds una !uncion par mas una funcidn impar,

En efecto, glendo f una funcidn escalar, gs
() + f{-x)_+ ) = f-x
i 2

fx) =

Para hix} = Kﬂ—i;‘:ﬁ y afx) -ﬁm-, probaremaos que il es par y g
es Imparn
nx) = SR = g = b tuncién par

gy = A= A o gt enper

Oonsideramos, por slemplo, £ R —~ B/ = x4 3 -1

Buscamos lafunciénpar  h/h(x) = Jﬂ‘l*—sz:&

-1+ (-3 1 o O 434 +3 XD
2 . ' 2

Liego, hix) = xf—w%— B*+3 9

hix) =



La funcién impares g/ga(x) = f(x) — f(=x)

2
243% 1 (— 231_ 2 L P R
i) =2t (X243 1], g = 224871073
2 2
Luego, gix) = = (3'=3%)
Por lo tanto,

f(x)

1 1
2__1+_ Xy Xy 3“"3"
.x > (@743 )+ )

4

h(x) g(x)

siendo h par y g impar.

EJERCICIOS

1) Hacer el gréfico de funciones dadas por las férmulas siguientes, indicando domi-
nio y recorrido.

1 si O=x=1
2x si 1<x<3

@
x »
n v
M

»
L]
t
—
@«
x X
AV
o
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2) Escribir cada una de las siguientes funciones como suma de una funcién par y
una funcién impar:

a)f(x) =sen3x —x2+x+5 bflx) =x+ e *-3

lll. Funciones definidas explicitamente

Una funcién escalar puede ser definida por cualquier recurso que permita hallar,
para cada punto de un dominio determinado, el valor de la imagen correspondiente.

El método mas comun es, como ya se ha dicho, dar una regla, o varias, que
permitan determinar f(x), conocido x, directamente mediante una sustitucion numé-
rica. Es el caso de las funciones definidas en forma explicita.

Por ejemplo, si f: x — x®-senx, la funcion f esta definida explicitamente
por la expresion anterior.

Suelen llamarse funciones transcendentes las funciones exponenciales como
g:x — a* (a>0), las logaritmicas como h:x — Inx(log.x). las trigonométri-
cas, etcetera.

Si bien la terminologia anterior es (til para introducir el tema, el concepto moder-
no de funcion lleva a prescindir de esquemas rigidos. Se prefiere dar amplia libertad
para la construccion de funciones, con la Unica exigencia de respetar la definicién.

Presentaremos, a continuacion, algunas funciones definidas en forma explicita,
cuyo uso es muy comun en el célculo elemental.

Sin embargo, se aconseja al lector “crear” sus propias funciones hasta conse-
guir manejarlas con soltura,

Algunos ejemplos de funciones usuales son:

1) Funcién constante

fes una funcion constante si y solo si 3keR/vx: f(x) = k.
Su grafico es una recta horizontal,

2) Funcién idéntica
f es la funcién idéntica sobre R si y solo si cada nimero real admite como ima-

gen a ese mismo numero real. Es decir, ¥x: f{x) = x.
Su gréfico es la recta que incluye a la bisectriz del primer cuadrante.
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3) Funeion valor sbsohuto

Tes B funcitn médulo o valor absolutosivsdlosi v ) = lxf, deaouer
do con la definicidn dada i el capitulo 1.

Su grddico asté formado por las bisectrices del primero ¥ segundo cuadrantes,
pues jos valores de 1 200 tio negativos.

'y.i

4) Funclién signo

. ba funcidn signo esta definida por Is regla siguiente:
W sgn x = M
o

Su domihio s el conjunto de fos nimeros reales, dal cual se excluye el cero.

Su gréfico estd formado por dos semirectas horizontaies, cada una sin su origen,

i
% -+ y




Nota: Algunos autores prefieren definir la funcién signo de la siguiente manera:
r

18ix>0
sgn x = 0six=0
-1six<0
En este caso el dominio de la funcion es R.

5) Funcién parte entera

Se llama parte entera de un numero real x al menor de los numeros enteros
entre los cuales esta comprendido si x no es numero entero, y al mismo numero
x si éste es entero.

O sea, parte entera del numero real x es el nimero entero e si y solo si

esx<e+1l
Si x es numero real, su parte entera se designa ent (x).
Asi,
ent(1,6) = 1; ent(04) = 0, ent(—3,7) = —4; ent(-02) = -1, etcétera.

La funcion “parte entera” o “piso” es la que a cada numero real le asigna, como
imagen, su parte entera.
Es decir,

f: x — ent(x).

Su grafico es escalonado, formado por segmentos horizontales a los cuales no
les pertenece el extremo derecho.

y
e +—
Lo
THome— |
| I |
| 1 I
-1 —2:—3: 0% 2 3 X
— 1

Su dominio es R y su recorrido es Z.
6) Funciéon mantisa

La funcion mantisa se define de la siguiente manera:
mant x: x — x—ent(x)
Asi: mant (0,3) = 0,3-0 = 03
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mant (5.7 = 875 = 07
mamt (06} = 08— (-1
mant (—-2,8} = —28 ~{-3)
alcéiera,

(.4
02

i

JaYVaal

=2 10

Su domirio 88 R y su recorrido o3 [0;1).
7} Funclones wigonoméiricas o clrculares

En trigonometria se corsideran sels funcionss higonoméiricas: seno, coseno,
tangerie, cotangente, secante v cosecante, definidas madiante recursss geométri-
cos. Su utiizacidn es importants no sdlo en geomeira sino en fisica v en matemdtica
aplicada, en gspecial por su perioticidad,

Pusden delinirse también en forma analflica uiitizands sedes o integrales, v se
Hlega en lodos ks casos a las mismas funciongs.

Indicamos 2 cantinuagidn sus propiedades més comunes v el grafico de gigunas
s elias,

son?x + cos?x = 1 Sen{2x) = 2senxcosx  ©os (2x) = cos®x —sen®y

cosz - _.1.._._?_(_2_.;} senz ® o= —:!-:_-E_L—-L 38 (s send = 0
EL8 5 "
]~ = £ E=3 — 2D a0 =
sen 5 1 cosl = 1 3 o s}

Las Mrmulas anteriores pueden compleiarse con olras similares recurriende a
cualquier libro slemantal de frigonometria.
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Y
_________ 1 ~ y‘_f Cos x
I
2 z il ] T 2n
SR % ik
—3 SEEss
D.. =R Rec,,, = [-1:1]
| v | |
I ly =tgx ||
| | |
| | I
| | l
- | 0 .?W w 1371' >3
P H 2
| | I
I | |
[ | I
D, ={x/xEF§ A xat(zn—ﬂ%} Rec, = R
I 4 | |
i Ty = cotg x| 1
| I |
| | ]
| i |
ml  _x 0 = i 3z Tz x
! 2 2 | 2 |
] | |
| [ |
| | |
| | :
Dw,g = {x/x€ER A Xx#n} Rec.,, = R

¢ Consideremos las funciones siguientes:

T
a) f: x — sen —
X
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A A

i I
l |
| !
[
|

| ro

— e w—— e =] [P
min | ——===
oEE—-——

T
|
|
|
|

Busquemos, primero, los ceros de la funcion que, como ya se ha visto, son los
nimeros del dominio que anulan el valor de la funcién.
En este caso,

f{x}=o.=.x=-r‘T A nez-{0}
En efecto,

L

x=T11--= L =nwey sen(nw) =0.

Por otra parte, el mayor valor que puede alcanzar la funcién seno, para argu-
mento real, es el numero 1.

Resulta:

fix) =1 x=

ne .z,
B N sE

En efecto,
A

m .
sen — = 1 si =Zionm
X 2

También interesan los puntos del gréfico donde la funcion seno alcanza el menor
valor, que es el numero —1.

Resulta:
f(x) = —1 e x = —2
4n+3
En efecto,
$oh = —fes ==3" 100w A nEZ
X X 2

Ademas f es una funcionimpar, y su grafico es simétrico respecto del origen.

b) xsen— six # 0
f: x — X
0 six =0



>

bp=-—————————

P

f esuna funcion par, pues ¥x: f(x) = f{x).
8) Funciones hiperbdlicas

Estas funciones son seis y se denominan: seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico,
tangente hiperbolica, etc. Se las designa, respectivamente: sh, ch, th, etcétera.

Se obtienen combinando funciones exponenciales cuya base es el numero irra-
cional e = 2,7182...

Se las define asi:

A -x eX + eX
shx=a—e-'"— chx = ———
2 2
A -X x —X
thx = ———— coth x = 2
er+ g™* e — e
2 2
sech x = ——— OOSEChX‘—'ﬁ
e + e C il
.
y y
=ch x
y = sh x y
1
0 X 0 x

Se demuestra inmediatamente, utilizando las definiciones anteriores, que:
ch?x—sh?x =1 ch®x+sh?x = ch(2) 2shx chx = sh(2x)
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9 Punciéin ihesl

£ x 4 b v
f /{: & b s

T -

} Wug=ga

f;*‘:ﬁﬂ o~

Y

SLE grafico s una recta de pendlenia a que corta al eje de ordariadas en el
puriie Ok

iafumldnwmﬁma. vista anteriorments, 2§ un caso especil de lah;mdn
lineat donde & = 0. Tambidnlo eslziunciénidénticépara a =1 ¥ b =

. Ty
T oF
R g1

18) Funcion eusdriiica
fi %> afHase 4 # D

Eil grafioe a5 una pardbola. cumaexa w&w&;:g ge-datereinan ollments mediants
&l procgdimlenty de “commpletar of cuadrado”.

al Sea £ x - ¥ ~Pxab
B = ®-2xr oo Wi = WR-BeE 6L > f] = (0174



0 S

L& pardbola tiene canto e fa recta de ecuacibn X = 1 como vertice ¢l

punte (1:4).
B) Sea it x - Bf-x+i,
)dorss neg =

9 = 2(-E)+1 = b = 2{-dard) -

e X =

&

vértice: (%*—%

¢ Bed gk e @201,
1

oK) = --3(;&2-%?&)-—-1 = éfk; = =% (5&“-‘: ~-§~ x*wé—)vtgw—’l ]

= &!@fi ] -w&i'(x»—%.;lé 2% -g-



— 1
E]e.x—g 2

vértice: (

39 kg
|

En este caso, por ser negativo el coeficiente de x?, la concavidad de la parabola
esta dirigida hacia el eje negativo de ordenadas.

En general, la parabola correspondiente al gréficode f: x — a(x—h)?+m tie-
ne por eje la recta de ecuacion x = h y por vértice el punto (h;m). La concavi-
dad es positivasi a>0 ynegativapara a<®0.

11) Funcién polinémica

La funcion lineal y la funcién cuadrética son casos especiales de funciones poli-
nomicas del tipo

f:x— ax"+a,,x""+...+a (¥, a,€R).
Es de especial interés, para construir el gréafico de una funcién polinémica, cono-
cer las raices reales del polinomio correspondiente, o sea, los ceros de la funcion,

pues indican los puntos en que el gréafico corta al eje de abscisas.
Sea f:x — (x—1)*
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pary

\y‘y
1 X

El numero 1 es una raiz de orden cuatro® del polinomio  f(x) = (x— 1)*. Luego,
el gréficocotaalejexen a = 1, perono lo atraviesa. Esto sucede siempre que

la raiz es de orden par.
En cambio, si se trata de una raiz de orden impar, el grafico atraviesa al eje en

dicho punto.

|
Sea f: x — (x-2)°. Y
y=(x-2)°

I
En el punto (2;0) el gréfico atraviesa al eje de abscisas.

Otro ejemplo:

f: x — (x—2)% - (x+1)2,

/ Y= (x - 2) (x + 1)

-8

*Nota.El nimero r es raiz del polinomio p{x) si y sélo si p(r) = 0. La raiz r es de orden m
(o tiene multiplicidad m) si y-sélo si p(x) es divisible por (x — "y no lo es por (x—n™"
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En (2:0) &l grafice atraviesa al gje de abscisas, pues 2 85 raiz de orden impar,
En cambio, en (-1,0) no lo atraviesa, pues -1 es raiz de orden par,

12) Funciones racionaies

gx" +a, A"+ . Fax+a,

fi x — #0 Aam=1
ByX™ + By  X™ # L+ Bx+ by B !

El dominto de T excluye los valores que anuian el denominador. ,

Para hacer el gréfice és necesario observar en primer lugar si numeracior v deno-
minador tienen faclores comunes. En ese caso pueden simpiificarse, indicando la
funcion con una nueva reégla donde se aclare el dominic correspondiente.

2
Seg £ X - ’;:; ; Tambign 3 — x-2 A X #~2.

i

R e o

——

Su gréfico es la recta de ecuacion ¥ = x~2, de la cual se excluye el punio
{—2;-4). '

. X438 : A - =
Sea g'x — e Tambign g: x — 3 AR
&
Y
¥ = glx)
=3 0 ) 3
S .

!
:
|
|
1
1
I
|
z
!
|
|




En cuslquier sntomo reducido del punte x = 3, el conjunto de valores de g o
estd acotado. Se dice gue ia recta de ecuacion x = 3 es una asintota vedical al
grafico de g {este concepto se aclarara al considerar limite),

Como 32 es ralz de orden impar del denominador (previaments simplificade), los
valores de la funcién cambian de signo en un sniomo convenients sobre ef ejs de
abscisas a derecha e izquierda del puntn x = 3,

- 1
Seah:x m(x~—1}2 .

y = hix}

]

0

*3

uh
Bl Ty S A ———

Como 1 es raiz de orden par del denominador, si $e conaidena un entormo comig-
niente sobire e sje de abscizas 2 ambos lados dal purio x = 1, 2 funcién toma an di-
cho enlomo valores dsi mismo signo.

Camo hemos dicho anteriormente, es aconssjable que cada uno decida “crear”
gus prapias funciones. Una forma Interesante de hacerio es utillzar 'a definicidn da va-
ior absoluto.

Efprmpio 1

Sea ©: R — B/ = [-4f+x+2]
En of dominio R debemes considerar dos puntos corficos. —2 v 4,

i 5
iy - >

-2 0 4

Para x<-2 86 x—4| = ~¥+4 A [+2| = -x- 2 pordefinicion de valor absoluto.
Para —2=x<desli—dl= —X+4a K+ =x+2
Para x=4 8 [x—4| = x~4 A [x+2] = x+2,
Luego, X)) = —x+4-x-2 st x<-2;
i) = ~xX+4+x+2 sl —2sa<d;
f(x) = n—4+x+2 sl x=4.
Por o tanto,

—2%+2 8l x<-2

I - & g8 —2<x<4
2X—2 8 x=4
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El recorrido de f es {y / y=6}.

P -

Obsérvese que hemos utilizado la siguiente definicion de valor absoluto:

lal=a si a=0 A |Ja|= —a si a<0.

Nada cambia si se considerajaj= a si a>0 A |aj= —a si a<0.0sea, nose
alteran los valores que alcanza la funcién en los puntos criticos.

Ejemplo 2

Seaf: x — 1—|x+2|+[x—3|.

El dominio de la funcién es R y podemos considerar tres subconjuntos del mismo:

D, = {x/x<-2} pues [x+2| = —x—2 A [x-3| = —x+3 si x< -2
D, = {x/-2=x<3} pues [x+2| = x+2 a [x-3|= -x+3 si -2=x<3
D, = {x/x=3} pues [x+2| = x+2 A [x—3|=x-3 si x=3
Luego,

si x € D, entonces f(x)
six € D, entonces f(x)
si x € D, entonces f(x) =

6 si x<-2

-4 si x=3

Resultaf: x — { -2X+2 si -2=x<3

El recorrido es Rec, = [-4:6].

68

1+x+2-x+3;
1-x-2-x+3;
1-x—2+x-3.




Ejompic 3

Seafix — 33—kl
En esto caso los puntos criticos del dominio son 1y —1, gue hacen pé—1] = 0,

X<~1 = 150 = pE-1] = xB-1 = B0 = 3-xfed
~j=mx=] = P-1=0 = -3 = -x2s1 = i) = FbsE—q
x> = wE120 = ki) = a1 = Hx) = 3-xed

- & x<—1
Osea, b x ~ 2 B —i=x=t
4-x* s x>

¥

Tamblén, f: X > 'W+2 8 =1 3

:.

8

3

i

i

! A

12 %

Rec, = {y/v=3}

Funcionas dofinkdse mplicilaments

Sea Fixy) una axprasion en dos vaniables x ey,
Por ejemplo:

Figy) = y+3x-1.

Una funcién f es solucion de la souscion Fiay) = 0 sly stiosi ¥ Fixi)) = 0.
En sste caso, se dice que Ia funcidn f esté definida implicitaments par Floy) = O

Saa : Fixy) = y—38y+1
Da la acuacion -3+l =0
s puede despejar ]
: 2x-3

Porlotamo, Fixy) = 2xy-3v+1 =0 define impliclaments una funcidn fFouye
exprasidn expilcita es
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4) Hallar los ceros reales de las siguientes funciones polindmicas y hacer el grafico
indicando las intersecciones con ambos ejes.
fix — x2-3x-1 g% = X¥-2x2-5x+6 h:x — x°~4x2-9x-36
mix — x>=3x*-x-3 nix — x> —16x%° tox-— xF—3x2 w4

rx — x3—x?—4x-4 s'x — x*-3x®-9x?-5x

5) Hacer el grafico de las siguientes funciones, indicando dominio y recorrido.

x~4 gx — 4x—1 R = 3x=1 gl 2x—5
: G ' 2x=1 i X+4 g 4x+1

fix —

6) Hacer el grafico aproximado de las siguientes funciones, indicando el dominio.

2
1 %2 —25 {x—1) (x+3)
% i A —ed R = o L M
f:x x—3 g-% Xx+5 Xx=2
x—4 3 ; 1
X = — lLx — 51X > ——
16 x2 41 (x—2)?

7) Hacer el grafico aproximado de las siguientes funciones, indicando dominio y re-
corrido.

x—1 x3+x2—x—1 x?—x-2
fix » —————— gx - — hix —» ——=
X2+2x—3 X+1 Xx—2
) %3 —x24x—1 : X )
I.X =F Ee—————————— m. X — —'—2'—* nx — 3
x—1 2x?—3x x> —x
) x%—3x—4 : X+3 ) X
R = e P — —
x°—5x+4 XE4+x—2 X —Xx-6

8) Graficar y hallar el recorrido de cada una de las siguientes funciones de R en R:

f:x — |x—5| — [x+3|—1 g x — 3x—1| — |2x]|
h:x — [x—3| - [2x—1|+3 m:x — [2x—4| + [x+5|-1
six — [x2-4]-1 tx — [x2-x|

9) Idem para

[2x+1| si x<-—1
fix — [4=x| si —-1=x<5
x=3| si x=5

4 10) Indicar dominio adecuado, graficar, hallar intersecciones con los ejes y dar el

recorrido de
x—1
fix — |—|
x+3
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2%
[x+3|

¢ 11) idem paraf:x —

7 = x+1!
¢ 12) Idem paraf:x — Ja—_—x'-

¢ 13) idem paraf:x — In|x—1|
# 14) idem paraf:x — |Inx|
¢ 15) idem paraf x — 271

¢ 16) idem paraf: x — —J‘E:%zll-

¢ 17) idem paraf:x — |x+2|+|Lx3|
@ 18) idem parafix — |x2+2x+1]|—2[x+4|—[x3—1|

Nota: Si algunos de los ejercicios propuestos en esta seccion resultan demasiado compli-
cados a esta altura del curso, puede volverse a ellos mas adelante y realizar el estudio completo
de cada una de las funciones elegidas.
IV. Clasificacion de funciones
1. Funciones sobre o suryectivas

Hasta ahora se han considerado funciones de un conjunto en otro, donde el
recorrido puede ser una parte del segundo conjunto. Si, en cambio, para una funcion
f de A en B el recorrido coincide con el conjunto B, entonces f es una aplicacion de
A sobre B.

O sea, f: A — B es una aplicacion de A sobre B si y sélo si

Rec, = B.
Por ejemplo,
f:x — 5x—1

es una funcién del conjunto R sobre si mismo.

g:Z - Z/Vx€Z:g(x) = 5x

no es una funcion sobre el conjunto de los nimeros enteros, ya que el recorrido esta
formado exclusivamente por los nimeros enteros que son multiplos de 5.

h:x — senx
es una funcion que aplica el conjunto R sobre el intervalo [—1:1].

Obsérvese que, de acuerdo con las definiciones que hemos adoptado, una fun-
cion siempre lo es sobre su recorrido.
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2. Funciones inyectivas o “uno a uno”

En una funcidn, un mismo nimero real pusds ser imagen de distintos elementos
del dominio, como sucede en f:x — x% donde, por sjemplo, 4 es laimagende 2y
también de - 2.

Si se exlge gue cada elemento del recorrido ses umgen de un dnico elemento
dei dominio, entonces la aplicacion gs inyectiva.
O sea,

A - B
@s inyectiva 0 “uno g uno™ sl y solo si
vae AVbeA: (f{a) =Hb) = a=b)

© su contrarreciproce: (2 £ b = f(a) £ (b))

Es-decir, una funcidn inyectiva asigna 2 elementos diferentas del dominio ele-
menos diferentes del recorrido.

Gaomélricamente, si la funcion es inyectiva, una recta horizomal corta &l gréfico
a b sumo en un punio.
Como ya ss ha dicho,

fx —» »* no es inyectiva,
pues
vxe D:{f{-x) = Hr) & x# —x {six#0)).

y =1x)

'x

Para negar |a inyectividad basta exhibir un contragiemplo. Es dech,
fnoinyectiva ¢ Ja€ A3be A {i{a) = f(b) » a#b).
En ai caso anterior, por ejemplo,
323-2/62) = f(~2) A 2 # -2

Si consideramos otra funcidn f,, definida por la misma regla anterior, pero cuyo
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dominio es el conjunto de los nimeros reales no negativos, entonces f, es una fun-
cion inyectiva.

———— e — p—

y=1,(x)

La funcion f, cuyo dominio es un subconjunto del dominio de f es una restriccién
de f.
Es decir, f, restriccion de f < f Cf.

3. Funcién biyectiva o “uno a uno sobre”

f es una funcion biyectiva si y solo si es inyectiva y suryectiva. En este caso
queda establecida una correspondencia biunivoca entre A y B.
Seaf:x — x5,

y =t

>

f es biyectiva de R en R.

Las funciones biyectivas tienen extraordinaria importancia, pues sus relaciones
inversas son también funciones biyectivas. ]

Es decir, como ya se ha visto, si f es una funcion, su relacion inversa puede o no
ser una funcion. Solamente si f es biyectiva su relacion inversa es una funcién.

Sea

A=1{abl , B={} y f={ay. by

f es una funcion de A sobre B que no es inyectiva.
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[

La relacion inversag = {(y;a) . (y;b)} no es funcion de B en A, pues no se cum-
ple la segunda condicién exigida en la definicion de funcion de que la imagen sea
unica.

Sea

A ={ab) . B ={yzk y f= {ay), (2}

f es una funcion inyectiva de A en B que no es suryectiva.

B

La relacion inversa g = {(y;a) , (z;b)} no es funcién de B en A, pues no cumple
la primera condicion de la definicion de funcion, ya que el elemento k de B no tiene
imagen en A.

Sea

A =1{ab} , B ={yz} vy f={ay.(bz)}

f es una funcion biyectiva de A en B.

A = D, B = Rec,

La relacion inversag = {(y;a), (z;b)}, funcion biyectiva de B sobre A, se deno-
mina funcién inversa de f y se designa con el simbalo f .

O sea,
g =f"' yademds D, = Rec,, n Rec, = D, ..
De acuerdo con los ejemplos anteriores, puede probarse que la condicion nece-
saria y suficiente para que la relacion inversa de una funcién f sea funcion biyectiva es
que f sea biyectiva.
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¢ Teorema

Sea f una funcidn y g su relacion inversa: f es funcién biyectiva si y solo si g es
funcion biyectiva.

Demostraremos la implicacion directa: si f es una funcién biyectiva, entonces su
relacién inversa g es funcion biyectiva.
Sea

fA—=B y gB— A

Ademas,
g = {(b:a)/(ab)eft y tbiyectiva.

Queremos probar:
1) g es una funcion;
2) g es biyectiva.

i

x = g[f(x)]

A = D, = Rec, B = Rec, = D,

1) Para que g sea funcion deben verificarse las dos condiciones de la definicion de
funcién.

Primera condicién

Al ser f funcion de A sobre B, todos los elementos de B son segundas componen-

tes de los pares de f y, por lo tanto, primeras componentes de los pares de g.
Es decir,

Segunda condicién
Al ser f inyectiva:
(ab)ef A (cd)€fab=d=a=c (1).
Pero, por definicion de relacién inversa:
(ab)efe (bja)eg y (cid)€f = (dic)€ q.
Reemplazando en (1), queda:

(bia)€g A (dc)€Ega b=d= a=c,
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que asegura la unicidad de la imagen.
Por lo tanto, g es una funcion de B en A.

2) Para que g sea biyectiva basta probar que es sobre A y que es inyectiva.
Primera condicion
Al ser f una funcion y g su inversa, es
D, = Rec, = A
Pero si el recorrido de g es A, la funcion g es sobre A.
Segunda condicion

Por ser f una funcidn, se cumple, de acuerdo con la segunda parte de la defini-
cion, que:

(@ab)ef A (cd)ef A a=¢c = b=d.
Luego,
(b;a)eg A (dc)eg A a=c = b=d,

y la funcién g es inyectiva.
La demostracion de la implicacion reciproca es completamente analoga.

Definicién

Si f es una funcion de A en B se llama funcidn inversa de f a la funcion f ' de
Ben A/V¥xe AVYy ¢ B:

0] = x A fit' ()] = v.

Por el teorema anterior, dicha funcion inversa existe y es Unica si y solo si f es
biyectiva. (En el teoremaesg = f ')

Ejemplos
1) Seafix — 3x— 1. _
f es una funcion biyectiva del conjunto R en si mismo. Por lo tanto existe su
funcién inversa f '. N
El recurso mas sencillo para encontrar la regla que defina a f ' es escribir

y+1
3

y = 3x—1 ydespejar x =

Resulta

f‘:y—b

y+1
"
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s costumbye, al anslar ia regls que sorespende a 1, amar también « 2 i
T varishie,
D sea,

fix wn B - 1,
flog o 221

3

Ei gréfics S 1 pusds constries madiante simatria dal graficn de © repcte
dé I oot de souediin y = x,

* 9

2} Beatx - senx
e sk ol inteivale [_ _ %‘%}
O peag,

G5 BEHX A _%gm_g;

gtk — sisanx

w1
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Como se ha indicado al comienzo de este ejemplo, la funcién inversa de la fun-
cién seno es la funcion arco seno. Preferimos emplear esta notacion para designar la
funcion inversa de la funcién seno y no la notacién sen™', que suele usarse en los
libros modernos y en las calculadoras, y que puede confundirse erroneamente con la
funcion cosecante, en la cual Vx = nz:cosecx = —— = (senx)",

sen x
Por las mismas razones la funcion inversa de la funcion coseno se designa arco
Jseno, etcetera.

Sea fix — e*. fes biyectiva sobre el conjunto de los nimeros reales positivos.
f-hx—=Inx

¥ i /

// D, = Rec.. = R
# Rec; = D.. = R’
4) Sea fix — shx f es biyectiva en R.
fl:x — argshx.
Y
i
y =shx //
7
4" y = argshx
X
77
b
e
s

Utilizando la definicion, puede probarse que
argshx = In(x + V¥ + 1),

En efecto,
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B el —g ¥ )
Y= AgRRXER shY = kwo S s g aret -l -2 = 0

Multiplicando ambos miembros por ¢, resulta:
8% - 1-2xe¥ = 0 e {0’} -2x{e")~1 = O,
La igualdad anterior es una ecuacion cuadratica en ¢, gue resvivemns aplican-

do la fdmula:
Qx‘:-\fgdx‘ p P of = %N/ XEF1,

¢ =
Siendo ¥y: e'>0, solamente aceptarncs a solucion a7 = x+\/ x*+1.
Por lo tanto,y = inf{x + Vx¥+1), 0 see, argshx = In {e+ ),
Una ténmuta andloga se obtiene para y = argch x
Las funciones inversas de Iss funciones higeibdlicas v trigonomiéirinas se utilizan
frecuentaments en of cdiculo de integrales.

& Fastricciones

Dada una relacion binaria, lamamos restricsion de 1a misme a cualquisea de sus
subconjuntos. .
Es dec, para la relacion B ¢ Ax B, R, es una restriccidn de B si y séio &
R=R,
_En algunes cssos, dads una relacién binaria que o es funsidn, intersaa haliar
ragiriccionss que i sean, como ya hemaoe visto para funcicnes definkias on forma
implicita. .

Elarnplo 1
Consideremos 2 siouisnte relacion definida en B
R = /-y = 1)

Bu gréfico es una hipérbola equildlera, su dominio es D = Pt/ xi=1} v su re
coridg es R ‘




a) Busquemos una restriccion Que sea funeion,
PO? glemplo, f, = {{oy) /x®-y® = 1 Ao y=0}.
Se trata de una resiriecion de fxﬂﬂeﬁf ¢ ®. En efecio,

Vi (xy)et, = (uyje®).

El dominic también 68 D = {x/ =1}, pero el recorido s B* L0} =
= {yly=l]

Ll

La misma funcién puade arotarset, = {ay)/y = VX — 1),

Otva: restricoidn funcional ss f, = {7y = = V¥ - 1h

£n este caso, pars ef mismo dominie, &l recdrdo es F L F = fv/y=0}
Tamblén s ofre restriceidn funclonal de &' fa siguisnte:

fy = {{1:0), (=1;0}} condominio {1,~1} v recorrici {0},
b) Busquemos una restriccin de'&quesea fungion inyectiva,

Porejempio, g, = {(xy) /x?—y* =1 A y=20 & x=21} es funcitninyectiva da
AenRpmaA = {x/x=1h
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Tambiéng, = {(1,0),(-2:v3) . (3:2v2)} con dominio D = {1,-23).

c) Queremos dar ahora restricciones de R que sean funciones biyectivas.
Las funciones g, y g, del punto b) son funciones biyectivas si elegimos adecua-
damente el segundo conjunto:

g, es biyectiva de A en R* U {0},
g, es biyectiva de D en {0, /3,2 2}

Ofra restriccion funcional biyectiva de R puede darse con el siguiente conjunto:

h={xy)/ly=Vx¥=1ax=1) v y=-V 14 x<-1)}

Su dominioes C = [x/[x| >1 v x = 1]. Su recorrido es B. Demostraremos que
h es biyectiva de C en R.

1) hinyectiva & ¥x, Vx,: (h(x,) = h(x,) = %, = x,).

Para x=1:
hix,) = h(x;) = Vx2-1=Vx7-1 = x2-1=x2-1 =
= X2 =% = x| =] = %, = X,,

pues x,=0 A x,=0.

Parax<-1:

hix\) =h(x;) = -V x°=1=-Vx ~-1T= x2-1=x2-1=
= % =X = x| = x| = —x, = =X,
pues x, <0 A x,<0.
Tambien resulta x, = x, y h es inyectiva.
2) h es sobreyectiva en R < Yy€ R3Ix€C:y = h(x).
Si y=0, entonces x = /1 + y2.
Si y<0, entonces x = —V/ 1+ y2,

Il
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Por lo tanto, h es biyectiva y admite funcion inversa h ', también biyectiva,
siendoh ' = {[x:y)/(y =v1-x%2 A x20) v (y= -\ 1-x% A x<0)}.

El dominio de h ' es Ry su recorrido C = R — [—1;1).
Ejemplo 2
Definimos en R la siguiente relacién binaria:

xRy = 4x2+ 9y? = 36.

2

Osea, R = {(x;y)/. xg % % = 1}.

Su gréfico es una elipse, su dominio el intervalo cerrado [ —3;3] y su recorrido
el intervalo cerrado [ -2;2].

y A

3!/3 ’

a) Hallar tres restricciones distintas que sean funciones con el mismo dominio [ - 3;3]:
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f; = {ixy}/ &F+3y% = 36 A y20} Rect, = 02
f, = {loy) /4" +8yT =36 A y=0} Aect, = [~20]
e {{m}.!{yz%\/ 9-x7 A asms)v Recty = (~&&

v{y=-2VEF & ~gx<o)}
B} Hallzr una meelriceidn de & que sea funcidn inyective:

g =4 -{-30) O, = (-33] Res, = (-23]

&) Hallar dos restiiccionss de R que sean funtionss bivectives v dar las funciones
IR Bag:

= {{x;y)iy=—§-\/ 5 A Dsxsd}  Dp, = [03] Reen, = [02]

byt = {(x:i) fy= —%\;‘ 437 A Qﬁxsa}

h, = {(@:0).(02), (2-3‘-{3}} Dn, = (3020 Reoy, = {9.2‘-33@}

hy' = {go;g} .(20), (ﬁ‘éﬁg)}

& Wm

{.as funcicnes bivectivas tignen sxtracrdinaris imporisncia re solo par asegursy
ia existencia de lo funsidn inverss, sing tembign para deteriner ol Rdmeane canding
de un comuno dede.

En efecto, se dice qus dos coniuntos Yenen el mismo ndmers carding! © son
woordirabiss o equipotentss si v sdio si existe una aplicacion bivective enfre fog
FISOS,

" Por eipmplo. s conjurfios A = B8 y B = {od son comdinaiies, puies
axiste una apiicacitn wmasmanmw lfuncién §/68) = cy §8) = d
s una funcién biveciiva de A an By & ndmero cardinal de ambos conjsing e 2",

L rodén de ndmere sardinal pueds extendlerse tamblén & conjurdos Bliniins, ¥
dos conpaios nfinitos Yianen of misto ndmeno cardinal 8 v sdle o axists una eplica:

Candor propuso el simbole X, {aleph cero; pura designar al ndimars cardingd del
conjunio ge lns nlimeros nahurales.

U conpado infiniio C as nuvnersbie sl y 280 8l es coondinabis con of conunio oe.
e ndmeros nahwales, &3 dedh, 5t exists una aplicecidn blvecive ds Can i
Fueds probanss que &l conjunio P de los nimests pares puaithis 88 meneraiie.
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En efecto, la funcion f: P — N/ v¥x: f(x) = % x es una funcion biyectiva en N.

Analogamente puede verificarse, eligiendo convenientemente una funcion bi-
yectiva en N, que el conjunto Z de los nimeros enteros es un conjunto numerable.

El conjunto Q de los nimeros racionales, a pesar de ser un conjunto denso en si,
es un conjunto numerable.

Es decir, es posible establecer una aplicacion biyectiva de Q en N.
Para obtenerla puede recurrirse al proceso siguiente, llamado de diagonali-
zacion.

Consideremos el siguiente esquema, en el cual se ubican todos los nimeros ra-
cionales positivos:

1 - 2 3 - 4 8 S R s B
7 /7 2

i¥E" %4 "8

: z > I T ———

{ 7 s A Z

i £ 3 4 5

5 5 e T F esamvieaerees

4 7

1 2 3 4 5

2 e = gl T

Ahora podemos numerar los elementos del cuadro anterior siguiendo el orden
marcado por las flechas y omitiendo los nimeros que aparecen repetidos.
Se obtiene asi la sucesién:

. | ai. 2.
ol —eail i B e A
(1 = 273 . 2° 3" 4 >'

a cuyos términos podemos designarlos:
(8@, ag; ag; ag v )
Luego, la sucesion (0; a,; —a,; a,; —a,; ...) contiene a todos los numeros

racionales, y puede establecerse una aplicacion biyectiva de Q en N de la siguiente
manera:

Por lo tanto, el conjunto Q es numerable.
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Sin, embasgo, oo todos loe sonfusios infinlios son vumarnables,

Ei conjunita 1 de los nlimeros resles fo 86 nuimenable. Bs dagir, no existe nin-
guna aplicanion biyactiva de & en N.

Para domostrario pusds probama, en primer Jugar, gue no es numerable el con-
jurte (G C R

Parg hacetld se revurre a ung demusatracién por of aheundo.

Recordemes, primen, Gua todo nimens i2al X pusds SXIEsarss come fbmem
decimst de infintiag ciftas, periddicas 8i 2 ez racional y rmpaﬁéaaasaa * &g frracional,

Aboig pen, & el conjunts {11} formade por los infinkios nraees reales oo
prandidos entre € v 1 fuera mimarable, sus slemenios podrisn asdribirse te I s
prants e

n!’:"unaia‘za&&aﬁ "“"'aﬂ ......
My
nzﬂa,b1hgx.b3b4b,3 ..... Dn--_...--.
f}_‘,:f}ic’Czﬂ;{_(‘qcﬁ paeees By il
-
Ny & Q0 dy dadg dp vooeer Fo vens :

WopE A e e b AN S

Pusde dopsirulres shara un nigien x € (0:1) que w0 figura an la sucesidn s
frrior
 Elndmerox = Oy Xa¥e Xy iy ..., kA, se constriuye de la siguien-
te formen

En primer kigar, ningune de sus olivas es U nl @3 & ¥, ademss,

Ry Fay AR ¥ ARgF oA, Fdga o AN FR A .,

- Porio tantd, ® £ [01), puse como plngung desus sl es Onies 80 £ 0 ¥
® #0908, (0860, = 1)

Ademas, si mimak difiers da cads nlmers det airsglo snteror pi o menos én
ta offre que sparece en la disgonal sefisieds con iz flecha

Foilodanto, &l nifmseto X 0o pedteness a ks sucesiin grigrior y ke nimees res-
g del intsivalo ({071) no formsi un ootjunto rdmosrais,

Conesty queda probadoe gues ¥ oo o5 numerable, puss se denwesina ticliments
oue Lusloiter subieoniuie de uh soniint npmerie & Bmbibn un conjums nume-
rable,

Tampoch &8 numeraide of conjunto de los nliwirs imacidnales.

EBJERCICIOS

1) Irdiosr g1 lag donisntas funcionas son inyectivas O suryastivas: &) e £ en Z;
Bdelend; o deWMani

o — 2x-1
G ¥ — Eu
Hox —= &%



2) Indicar cuales funciones son biyectivas. Para esas funciones, anotar sobre qué
conjunto y dar f~'. Hacer el gréfico de ambas utilizando simetria.

X — C0s X O=x=1
X = Vx-1

x — log x (log,, x)

X = 2x%—"

s TAQ -

Indicar dominio y recorrido de las siguientes funciones biyectivas y de sus inversas.

— 2x-3

TQ -
b 4

— V4d-x? O=x=2
2%+ 3

T Bx -1

X -2

X+ 3

),

X%+ 1

2x —1

X+ 3

%
*

x+3
4x — 1
R I
2x + 4

4) Graficar la siguiente relacion, definida en R:
xRy = 4y -x2 =19
a) justificar que no es funcion;
b) dar una restriccion que sea funcion indicando dominio y recorrido;
¢) dar una restriccion que sea funcién no inyectiva y justificar;
d) dar una restriccion que sea funcion biyectiva y demostrar que lo es en los con-

_juntos elegidos. Dar la funcion inversa.
5) ldem para xRy <= y? = x + 4.

V. Algebra de funciones
Funciones iguales

Dos funciones son iguales si y solo si estan formadas por los mismos pares
ordenados.
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tegesD oD A Y€l ) = glo)

fx - EEDET
' ¥ -3
y SR - x+8
fv g no son funciones iguales, puss ol par (3;8) £ T, en cambio, perteiiace a'g.
Sl oonsidararmos ung resiiccidn da g, de cugo dominio se hg exclisids of numere
3, entaness e obilene una nueva funcidn g, nusl e &
Gl > X435 A X#3

1. Busne ds funclones
L fungion b e iz suma o s kncionss T v g siy edle o8
On=0yn Dy A YxeDyh(x) = ¢+ g) () = 1) + g
La Runckin i 85 fa resta de las funciones £y g o v 850 8i:
On=0,n0, a Wore Dy ) = {f ~ g) 6 = 1) — gl
3, Proguelo ¢z funcionss
La funcidn hes of producis de les funclonss |y ¢ oy wdio s
B =Dy 4 Ve B0 = g} (9 = 1) - g,
onie de funclonss

La furicion h 88 @l coclenie de la funcidn § subrs ja funcién @ 8 v séio si:

m=mnm~&mm=wavﬂmmwx%m=§ﬁ

glx}
Eampios
1) Bean
fix—sinx D, = {x/x eR 4 x>0}
’ Q:x—a»—-—}-—— D, ={x/ueR A x # 2}

-2
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f+gx—ilnx= D, . =1{x/xeR A x>0 A x # 2}

X -2 -9
2) Sean
fix— senx D,=R
y grx—n—"1 D,=R
4 sy S80X D! = R-{1}
g X =1 g
B X~ 1 Dg=1{x/xeR A x # nranez
t %7 senx '

5. Composicién de funciones

Dadas dos funciones, es posible, a veces, hallar una nueva funcién h, que se
llama funcion compuesta de g con f, mediante la siguiente regla:

h(x) = (fog) (x) = f[g(x)].

Es decir, la funcion compuesta h = fo g resulta de aplicar sucesivamente dos
funciones, primero la funcién g y luego la funcion f.

Esto no siempre es posible, pues para que existan valores de la funcién com-
puesta h es necesario que el recorrido de g sea un subconjunto del dominio de f:
Fha:cg ch,

Si el dominio de f no incluye al recorrido de g, se debe considerar una restriccion
de la funcion g.

Obsérvese que en el caso correspondiente a la figura anterior se compone una
restriccion de g con una restriccion de f. Seguimos usando la expresion 'g compuesta
con f" para simplificar el lenguaje.

En forma analoga puede definirse la funcién compuesta de f con g o de sus res-
tricciones. También puede hacerse la composicién de varias funciones, y se demues-
tra que es asociativa.

89



Ejemplos

1) Sean
fix— 3x ;=R Rec, = R
gx—\x D, = {x/x=0} Rec, = {y/y=o0}
(fog) (x) = f[g(x)] = f(v'x) = 3\'x
Luego,

fog:x— 33X,

En este caso el dominio de la funcion compuesta coincide con el dominio de g.
En efecto, el recorrido de g es el conjunto de los nimeros reales no negativos,
que es un subconjunto del dominio de f. Es decir, se cumple directamente: Rec, C D.

D D, Rec,
s
0 fug ot or-

Si se quiere hallar gof, es

(of)(x) = glf(x)] = g(@x) = vV 3x.

No se cumple ahora la condicion exigida de que Rec, C D = Debemos buscar,

entonces, una restriccion de f, considerando la parte del dominio de f cuya imagen es-
ta incluida en el dominio de g. Basta considerar el subconjunto de D, que se aplica so-

bre el conjunto de los numeros reales no negativos, es decir, también el conjunto de
los nimeros no negativos.
Luego, consideramos

D = {x/x=0}
Ahora,
Rec,' = {y/y=0} y Rec; C Dg.
Nota: D" indica el dominio de la restriccion de f y Rec,* su recorrido.

Graficamente:
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Luego,

2) Sean

fix > Vx—-1y gx— Inx

Hallar g o f:
@of)(x) = g[f)] = g(Vx-1) = In(vV'x-1)

D, Rec; D, Rec,

El Unico elemento de Rec, que no pertenece a D9 es el cero. Luego, se debe

excluir del dominio de f el elemento cuya imagen es 0, es decir, el nimero 1.
Luego, consideramos f con dominio

DS = {x/x>1}.

Ahora,
Rec, = {y/y> o0},
Rec C D,.
Por lo tanto,
Dg,t = Df.
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3) Sean
x|

fix — = Y g:x — senx.

Hallar fo g:

Isen x|
— isenxi
sen x

fog:x

o

Rec,N D, = {x/0< x| =< 1}.

Luego, se deben excluir del dominio de g los elementos que se aplican sobre 0.
Es decir,

D, =

g Dy, = {x/senx # 0} = {x/x # nm A neZk

Ya hemos senalado que la composicion de funciones es asociativa. En efecto,

para f:A— B, g:B— C, h: C— D, podemos demostrar que ho(gof) = (hog)of:
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Vx:(ho(gof))(x)
Vx: ((hog)of)(x)

h(gof) ()
(hog) (f(x)

I
I

= Vx:(ho(gof)) (x) =
= ((hog)of)(x)

También se ha visto, a través de algunos ejemplos, que la composicion de fun-
ciones no es conmutativa.

Si las funciones son biyectivas, puede hablarse, en ciertos casos, de conmu-
tatividad de cada funcién con su inversa.

Si f es biyectiva de R en R, se verifica ¥x e R: (fof ™) (x) = (fof) (x) = x.

Es decir, la funcién compuesta fo{ ' le asigna a cada nimero real x el mismo
nimero x como imagen. Lo mismo sucede con f ' o f. O sea, la funcién compuesta
es la funcién idéntica o la identidad de R en R.

Por ejemplo, siendo f: R— R/ f(x) = 5x + 2, resulta:

X—2

h(a(t)))
h(a(fx)))

f-"R>R/f'(x) =

uorwu)=fﬁ1m]=f(*;2):=s(xgz Bt
(Fof ) = 1[10] = 1 (ex+2) = 22 o

Si el dominio de la funcién biyectiva no es R, al componerla con su inversa se
obtiene la funcion idéntica, pero ésta puede estar definida en conjuntos diferentes.

Seat: A—B/f(x) = =1
X+3
A =R-{-3yB = R-{2},resultandof '(x) = %L
Ahora bien, al componer fo f ', el resultado es la funcién idéntica con dominio
y recorrido B. Es decir, fof ' = Ia.

Puede demostrarse que f es biyectiva si

En efecto, ¥x € B: (fof ') (x) = f[i '(x)] = f(éii—L) =

2=
5 .'3)(4—1)__I
_ 2—-x = 6x +2—-2+x - 7x _—
(3x+1) 3x+14+6-3x 7 ’
———)+3
2 -x

y 4

O sea, a la funcion compuesta fof ™
no le pertenece el par (2:2). 2
Si queremos graficar fof™, resulta:
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Analogamente, al componer f~'of, el resultado es la funcion identica con do-

minio y recorrido A. Es decir, f~'of = I,
2x—1)
J——) + 1
- 2x—1) X+ 3 Bx -3 +x+3
1 = =
En efecto, 1 (x+3 i _(2x—1 2x + 6 — 2x + 1
X+ 3

En este caso, a la funcion compuesta f ' o f no le pertenece el par (-3;-3) ¥
su grafico es:
y

——— e )
—
x

Por lo tanto, no se puede indicar que fof ' = f~1of.

EJERCICIOS

1) Indicar dominio y recorrido de f y de g. Hallar f+ g.f—g. fg.%.—gp gef y fog.
Dar el dominio de cada una de las funciones halladas.

a) f:x = x+3 g:x — 2x— 1
b) fix — V'x gix — x°
c) fix — Inx gx = Vx
d) fix = V9 —x? g:x — Vx2-25
e) fix — x2+2 g:x — In(x—2)
2) Hallar fo gy gof, indicando sus dominios,

a) fix — 2x +1 g:x — senx
b) f:x — tgx g:x — 2x -3
c) fix — In(x - 3) Q:x — x2+3
d) fix — In(x - 2) gx — Vx
e) fix — In(x - 1) gx —= Vx+3
h) f:x— senx gx — In(x?-1)
k) tx - VxZ-5 g:x — [x — 5

! 2 ! 1
m) fix = x5 —1 g.x—-x_s

94



) L Gix - =1
8) Hallar dominio y regorridd de fo 4,

8 fiXx— nx B i:x-—-»%—l o fx—s
oK~ senx| GX = & —Bx+ 8§ a@rx — mant X

df Fx— In@x+8) e tx - Vx—8§
gix - —|x~2 gx - %~ 3
4) Seaft A - B/ ) = v/ 2% + 1. 2) Elegic & y B para qus 1 ¢ea bivectiva, b} De-
mostrar que 16 s, ¢) Halir £ 7. ] Verificarfef ' = lg. &) Verificarf Yof = 1.
5} idem parafix} = + 1 - %3, '

Vi. Ecuaciones psraméiricas de una curva plana

Hemas visio en este capltulo que fos grafisss ds furicones escalares son con-
juntos incluidos an R2 En todos elfos, una recta vertical voria &l grifico a o sume et
an punto.

Curvas més generales pueden ser graficadas utilizardo dos Tunciones ascalares
que dan una representacién paramétrica de as mismas,

Par sjermpio,

C = {{xyl/x = 2008t Ay = 2561t 5 0=1=2x)

&8 un conjunto formado por les punitos de una circunferencia con centro envel origen
y radio 2,

X = 2cost A y = 2seni sonlas ecuaciones paramétricas de la ciraunteren-
cia, y el nimero real t, variable, a3 e parametro.

Si elevarios al cuadrado y sumamos miembro & mierbro (s dos scuationes, eli-
minamos el pardmelro y obtenemos la ecuacidn cartesiand x¥ 4 y? = 4,

La curva O puede considerarse también como la trayectorla de un punto goe
recome la circunferencia en el sentido positivn o antiharario,

by

8i on las mismas ecuacionss paramiétricas considsramos 0 =t < 4s, la circun-
ferencie es recorrida dos veoes en o mismo sentido.
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De la misma manera, x = acost A y = bsent son las ecuaciones paramé-

" . . 2 2
tricas de la elipse de ecuacién cartesiana -:—2 - é = %
Reciprocamente, conocida la trayectoria de un punto movil en el plano, podemos
tratar de hallar sus ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, la cicloide es la trayectoria

de un punto fijo de una circunferencia que rueda, sin deslizarse, sobre una recta.

vl
f”‘-‘\\ |
g A !
/ \ }
| M
] A |
\ N7 ! |
\\ [ ! | : X
N =1 L b
0 p A na 2na

Por la definicion dada, es OA = PA = at
Siendo P = (xyy), resulta:

X =0P = OA-PA =at-asent Ay = PP = MA—MB = a - acost.
Puede probarse, entonces, que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:
x = aft—sent) n y = a(1 — cost).
En general, si f y g son funciones escalares, obtenemos C C R? tal que
C={xy/x=9)ay="ft)n teD,ND,}.

Como caso particular podemos considerar aquel en que g es la funcién idéntica,
o sea,

C={xy/x=tay=1t)
En esta situacion el conjunto C es, directamente, el grafico de la funcién escalar .
Ejempio 1

Sea C = {(xy)/x = 2Vtay =1t A t=0}

4

Xs . Sin embargo, C no es todo el

Si eliminamos el parametro, obtenemos y =

4
grafico de la funcidn escalar h: x — :—6' ya que solamente esta incluida en C la

parte del grafico para la cual es x = 0.
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Efemplo 2

cht Ay = sht A teR}

C ={xy)/x =

Al eliminar el parametro, obtenemos:

xZ — y2 = ch?t-sh® = 1

osea x2—y? = 1

Pero C es solamente una rama de la hipérbola equilatera, para x = 1, ya que

vi:cht=1.
y
AN VA
N /
NN 7
\\\________,‘/
1™ A
{ N
/{“‘ 1IN 1 x
i N
I -
2 ~
Vo4 N
V4 =
Ejemplo 3
C={xy)/x=t8-2ay=1t2-2teR).
lix y
-
\ |
-2 i . 2 V2
/ WE 1
e
x = £ -2t e y =t-2
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Para dibujar la trayectoria correspondiente a C buscamos primero algunos valores
aislados segun el cuadro siguiente:
t{ -3|-2(-v2|-1]| o] 1 |VvZ |2] 3|......
x|-21 | -4 0 1 0| -1 0 &: 129 sisaes
y 7 2 0 =1 | =2 =4 0 2 T syme:

Ademas, observamos que:

t<-vV2 = x<0aAy>0) a
A(=V2=t<0 = 0<x<1nA -2<y=0)a
A0=st<vV2 = —-1=x<0a -2<y=0)n
At>vV2 = x>0Ay>0)

e p——

Las representaciones paramétricas de las curvas forman parte de la teoria gene-
ral de las funciones vectoriales (Calculo 2, pag. 291.)

EJERCICIOS

1) SiendoC = {(xy)/x =gt) A y =f(t) A teD. N D}
a) graficar g y f; b) eliminar el parametro y obtener una ecuacion cartesiana del
tipo F(x;y) = 0.c) siendo A = {(x;y) / F(x;y) = 0}, graficar Ay C y ver si coin-
ciden, parag:t = t2 A fit — 2t

2) Idemsig:t = 2cost A f:t — 4 sen?t.

3) Idem sig:t = cosect A fit = —cotg?ta O<t< =

4) ldemsig:t = 5et A fit = 26l

5) Ecuacion cartesiana y grafico de la astroide, cuyas ecuaciones paramétricas son:
X = acos®t Ay = asen®t o a>0n4 0=t<2nm
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Vil. Ecuacién polar de una curva plana
Coordenadas polares

Laz coordenadas canusianas orogonales permiten ubicar un dnico purto sl
plane mediante un dnico par de ndmaros reales (o).

Este no es gl Unko sistema de coordenadas que se utilza en el plano, v, &n algu-
nas ocesionas, oo sistema resulia més convenients: ol de cosrdenadas polares.
Este sisterna tiene como elementos de refarencia un poie 0 v un eje polar gue soin-
cidde can el semisje positivo da abecisas del sigtema cartesianc orogonal.

/rﬁ/_
Pt .

Para ublcar un punto P en &! planc besta considerar su distancia r &l polo ¥ &l an-
guio t que forrna ol sje poler gon of segmento OF, medido on ragianas. Con esta de-
finicién, r v t son ndmercs rezles, el primem no negative.

El par de coordaneadas polares (rt) gue s asigna a un punio P dal plano no e
rdse, pues ie corresponden tamblén, &l mismo punio B, oz infinitos pares it + 2k
von ke Z. Ademas, al origen le commesponden los infinltos pares () conte R

Por ofrg parts, dado un par de nimems reales, 3 se o considera comp coomo-
nadss polares de un punto del plang, 63 necesaric inerpratar qué sionifies qus of 1o
Mero 1 sea negative.

Para efio, dadn 8l par (1), 8i r < 0, enforices e le hace corrssponder un Burto
dul plano cuya distancia &f polo oe —~r ¥ of argumernto t 4 .

Por gjemplo, al par { mz;%) s& lg hace comesponder ef punio P de la figura si-
guianta:

Las fdrmulas de pasais al siskema carlesiano aringonal son:
%= roost A ¥ o= raanl

Obadrsese que, por elgmplo, al punto P de la fgura sigulents, cuyes coordene-
das cartesianas son (0,3}, le corresponden come spovdenades polares los infinitos

pares: (3%&%} y { -3;9{43««) sonke 7.
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En general,

il

a P le corresponden las
coordenadas polares (r;t+2km)y (- rit+(2k+1)7) conk e Z.

0

Nota: A veces es necesario establecer una biyeccion entre el conjunto de los puntos
del plano y el conjunto de sus coordenadas polares. Para ello puede exigirse r > 0y
0 =t < 27, y asignarle al polo el par (0;0) (Célculo 2, pag. 54).

Ecuacién polar

Sean r y t coordenadas polares y f una funcién escalar. La ecuacién r = f(t)
es la ecuacion polar de f y el conjunto C = {(rcostirsent)/r = f(t)} es su grafico.

Obsérvese que la ecuacion polar r = f{(t) corresponde a las ecuaciones para-
meétricas x = f(t)cost A y = f(t) sent con parametro t.

Ejemplo 1

La ecuacion polart = a corresponde a una recta que pasa por el origen y tiene
pendiente a.

Ejemplo 2

Para una circunferencia con centro en el origen y radio a, cuya ecuacion carte-
siana es x? + y? = a? la ecuacion polaresr = a.
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Ejemplo 3

Consideremos la ecuacion cartesiana (x — a)® - y° = a?, que corresponde a
una circunferencia con centro en el punto (a:0) y radio a (a > Q).

y |

Para obtener su ecuacion polar vemos que
x2 —2ax+a’+y? = a@? =x*-2ax+y = 0= r? - 2arcost = 0 =
e r{r—2acost)=0=r =0vr = 2acost

La ecuacion polar es, entonces, r = 2acost, puesr = 0 es el caso particular

o
enquet = —.
q 2
Obsérvese gque si t es un angulo del segundo o tercer cuadrante, resulta r < 0.
Por ejemplo, t = —§4'—'— = cost = - \22 =>r=- a 2 y el punto P esta

ubicado en la posicion ilustrada en la siguiente figura:
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Epmpl ¢
Grraficar la gurva suya scuscién poler 8sr = Bsent

Consideremos aigunos valorss:

-‘iﬂ[ ]’i]w’sl?;{v’%!vel H; 1hﬁl

- mﬁ

EIERDIGIS

1] Escontrar T T ——— o cuyas coordenerdas polas

2} Encontear fotios low pares ¢ eonrdenadas pofams gu@ pueden ssigriarse 4 los
puntos cuyas soordenadas tartesianas san:
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3) Graficar la curva de ecuacion polarr = 2 (1 - 2sent).

4) |dem parar = 2costl.

5) Idem parar sen 2t.

6) ldem para r t (espiral de Arquimedes).

7) ldem parar 1 = cost (cardioide).

8) Encontrar la ecuacion polar de la curva cuya ecuacién cartesiana es xy = 1.
9) Idem para x® + y? + 4y = 0.

10) Idem para (x* - y*)* = 9(x® — y?) (lemniscata de Bernoulli).

11) Idem para y2(4 — x) = x® (cisoide de Diocles).

Respuestas a ejercicios

CAPITULO 3

Seccion |

1) gnoes funcion: (c;2)€g A (c0)eg A 20
h no es funcion de Aen B pues D, # A

2) f0) = 5, f(8) =5 f(-3) = 23, f(2x) = 4x® - 6x + 5,
flx—1) = x2—-56x+9

hie) = 1, h{1) = 0. hisenx) = In(senx), h(e’) = x
3) Dy = {x/x€ER A x=2} Rec, = {y/ye€R A y=0}
D, = R Rec, = {y/y=0i
Dh={xlx€ﬂn x| =\ 3 Rec, = {y/y€R A y =0}
D, ={x/x€Rz\x==(2k--1]gAkez} Rec, = R
D, = {x/x€eR A x < 3} Rec, = R
D= {x/xeR a x#0} Rec,, = R
D, = {x/x€R A x # 1} Rec, = R
D, = R~ {-4} Rec, = R - {0}
D, = R- {0} Rec, = {y/y < 0}
4) D; = (- =1]u[2i+%)
D; = R-{-8,-2-1}
D, = {x/x>2 A x#3} =
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Seceion H

D, = [0:3)
Rec, = {~1}u (2}8)

32 3

g

X

Ao e Y

[ T P

i

1)

L

D, = [~15]
Rec, = [~11]U U (58]

D, = (~8-1]U[0:2)

Reg, = [} u{—3;-1)

oo ]
5
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y
B = (=1:5] =41}
2 Rec, = [-3;1)
y
D, = R-E(0,1)
Rec, = {y/y=-5v y=1} e
L
—1 0| 1 X
b —5
y
34 D, = (—= 0]U{3}U (4,+x)
o[ : : X Rec, = (—==-7) U{-4} U [0;+x)
- | |
L | |
A e |
|
1
- |
=T ———
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Rec, = R

O
I

.= R-{0) N

Rec, = {y/y> -1}

2) a) f(x) = (5-x%) +(sen3x+x) b) f(x) = (chx —3) = (x — shx)

Seccién il
2) Interseccion del gréafico de f con ambos ejes en (0:0)

g: interseccion con eje x en (%;0), conejeyen (0;-1)

h: interseccion con eje x en (— —1:%:0). con eje y en (0:5)

m: interseccion con eje x en (2;0), con ejey en (0:4)
n: interseccion con eje x en (6:0), conejeyen (0:2)
t: interseccion con eje x en (- 2;0), conejeyen (0;-2)

106



3) f(x)
alx)
h(x)
mix)
nix)
t(x)
r(x)
s(x)

p(x)

1

I

(x—=3)2+5
(g3
(x+5)F=2
-x%+3

—-(x—1)2+3
(x +3)2+2
2(x—3)2+-4

T x+ 671

~2(x— 1)2+5

gje: x = 3 vértice: (3:5)
eje: x = 2 vertice: (2;3)
eje: x = -5 vertice: (~5:-2)
ge:x =0 vertice: (0;3)
eje: x = 1 vértice: (1:3)
gje: x = -3 vertice: (-3:2)
gje: x = 3 vertice: (3:4)
eje: x = -6 vertice: (-6;-1)
elgnx = vértice: (1;5)

4) Intersecciones del grafico de g con el gje x: (1:0), (3:0). (-2:0).

conelejey: (0:6),

Intersecciones del grafico de h con el eje x: (3:0), (-3:0). (-4:0).

conelejey: (0:—36).

Intersecciones del grafico de m con el gje x: (--1:0), (1:0), (=3:0).

conelejey: (0:—3).

Intersecciones del grafico de n con el eje x: (0:0). (4:0), (—4:0).

conelejey: (0:0).

Intersecciones del grafico det coneleje x: (2:0). (—1.0).

conel ejey: (0:4).

Intersecciones del grafico de r con el eje x: (2:0), (—2:0). (1:0).

conel ejey: (0:4).

Intersecciones del grafico de s con el eje x: (0:0), (1;0), (=5:0).

5) D,

I

con el ejey: (0;0).

R - {2} Rec, = R — {1} ¥ =2 es asintota vertical
y =1 es asintota horizontal
B l} Rec. = R - {2} X = - —;— es asintota vertical
2 g )
y = 2 es asintota horizontal
R - {-4) Rec, = R - {3} X = —4 es asintota vertical
y =3 es asintota horizontal
1 1
B { 2 Rec, =R- {-é-} X = = % es asintota vertical
y = % es asintota horizontal
= R-{3} x = 3 es asintota vertical
R - {-5) El grafico es el de la recta y = x — 5 excluido el punto
g
(-5:-10)
=R {4-4) X = -4 es asintota vertical
y = 0 es asintota horizontal
= R - {2} X = 2 es asintota vertical
y = 0 es asintota horizontal
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7) Dy =R-{-31 Rec, = R- {0. %} asintota vertical: x = -3

D, =R-{-1} Rec, = {y/y=2~-1 gx) = x2=1A x # -1
D, = R-{2 Rec, = R- {3} h(x) = x+1 A x %2
D, =R-{1} Rec, y/y=1} Ix) =x2+1Ax# 1

D, =R- {0‘ %} Rec, = R - {0, —%} asintota vertical: x = %

I
I

]

Il

I

= R-{01,-1 Rec, = R-[-1,0] X =1, x = -1 son
asintotas verticales

D, =R-{1,-2} Rec_ = R X =1, x = -2 son
asintotas verticales

D, = R-{41) Rec, = R - {1} X = 1 es asintota vertical

Dp = R-{3-2} Rec, = R X = -2, x = 3 son

asintotas verticales

8) y

7 si x<-3
f:x — 1—-2x si -3=x<5
-9 si x=5

- Rec;=[-9;7]
s :
|
|
I
|
1
|
i
y
3-x si x<0 3
gix— { 3-5x si O=x<1 i
x-3 s x=1
1 3
0 V
-24.
Rec,={y/y= -2}
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Y
9) —2x -1 si x<—1
fix—s 4—-x s —-1=x<4
' x-4 si 4=x<5
x—-3 sl x=5
z Reci={y/y =0}
10) ! y
X_; Si - e A=
X + int. eje x: (1; 0)
fix— . 1-x : . 1
x+3 si -3<x<1 'nt-EJeY-(O:-é-)
R e s ___'___.1
3: . '\'—//——
= 0
Rec, = {y/y = 0} |
11) ‘ |
I y nga si x> -3
fix—
! — 2% X
| e si x< -3
TR 4
-3,
|~ AT 3
J Df :R‘{_S}
e = N [T Rec, ={y/y =2}
I int. eje x: (0; 0)
I int. eje y: (0; 0)
|
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12) y A

| ;;1 Si x=-1Ax#3
{ ii; si x<-—1
_____ LI .
1/3 |
4 9 ] ; |3 b 4
——— = ==
| D, =R-{3}
| Rec; ={y/y=20v y< -1}
| int. eje x: (—1;0)
; e |
| int. ejey: (0. 5)
13) y
I
Rec; = R l'] 2
int. eje x: (0; 0) y (2; 0) 0 ] X
int. eje y: (0; 0). |
14)
Y
Df = R'
Rec, ={y/y =0}
int. eje x: (1; 0)
0 1 X
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15) y

;1 1

0 1 ¥
16)
vt
§_X___+2 si x{_évx}“ l
£.50 1 =% 3 !
’ 3x+ 2 i 2
-= 1
= si Ssxq I
- 2/3 Jl
0 l X
Df =R—{1} 4 I
Rec; =1{y/y =0} |
- e 2, 5
mt.e;ex.( 3,0) |
int. eje y: (0; —2) el i S —1___
17)
x-1-2 g x<-2
X
i X*3——)3(- Si —2=x<0 yx=3
I
L _Js5/2 : x=1-2 & 0<x<3
| 1 | X
| + I
| |
=2 0 3 X
D, =R-0
Rec, = [y;’y 2%}
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~8 g cdmxa -ivEe1

18) ¥ . { 4x+16 & X< -4
% e
L 2x2-8 & lsxeq

i

o«

BT

ey sy -

T o ¢

i R i

R
w

Oy =R .
Rec, = {¥/y s -6}
int. eje y: (0; ~8)

i fres funcion inyectiva de Z e Z, pero no s suryectiva. Es bivectiva: Qy
hno s biyective,
)Pl —s ameosyy g hx o £ ikl A Tx - 0K

{ rio g8 Blyectiva,

3%

§rtigey 21

2 D, = = (-3} Ree, = B — {1

F¥op o

Dy = fx7xeR A x=0t
Rec, = ytyeR & Ocyssh

g o LR Dp = R~ (-8} Rec, = B - {2}
A°tix ~ Dy = K ~ Rec, =R - {0}

R ~ {~3} Rec, =R - {0}

it M D, = R~ “{"‘2} Feg, = R~ {2
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a) no es funcion, pues, por ejemplo: (0;%) € A (0: —%) eﬂ{n% # —%

R

b) por ejemplo, f = [(X:YJ/Y = SV ] D = R Rec; = [% +m)
s
2

c) fnoes inyectiva,pues(tl;%)ef A | —4; )ef A4 #F -4

dg = [{x;y}/y: \f"g+x2 A XED] Dg={X/X20}

1
2
Rec, = [y/yz%} g=1 = {(x;y}!y = 4x2 - 9a z%}

|
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aj no es funcitn con variable x, pues G2 e R (-2 ¢ B a2 £~2
by f={lenly = X+ 4" Oy= %ixz ~4 Bec, =lyly =0
¢) no 3. Todas las restricciones funcionales son inyectivas,

d) fesbiyectiva. ~'=ixyiiy = x2 -4 A x>0

Seeccidn V

1) a Dy= Regy= R Dgz Recgz =1
Dig= D g= Dy= Dyy= Dg= R

Deop- fL
g H [2]
D;?‘ = R« ~3
{fog)tx) = 2x + 2} igofi{x) = 2x +5
b} Oy = [xix= Ree = iyiy= 0O
Dg =R R&Cg = R

Df“é = Df—Q =2 ng = gy = Dfng = [%/x=0]

9% = D_;z = nlx >0

ffog)(x) = >3 {gofit) = {x&)’
€} Dy = {x/x>0} Rec, = R D, = fx/x=0} Rog, = {y/y=0}
Ofeg =Di.g=Dg =Dy =Dty = x/x>0D = x/x= 1}
a

Rg=1/x>0 ax # 1} fog)(x) = WX (@ofi () = VInKX
§

d) Dy = [-83] Rec; = [-33] Dy = /=5 Reo, = R
Di-g =Dy g =D =04 =D, =Dy, =o
T

Dreg = [~ V34:;VEE] (o) = V3t

@) Dy = RRecy= fy/y=2 Dy = x/x>2 Regy = R

Df~g - Di--_g = .ng = Dg = D-?ng = {X.’I:ﬁa}
t

Di={xix>2 A x#8 Dy, =R - [0} (og)(x) = Inf(x — 2 +2
" (9o

2} a) {fog)(x)
{gof)ix)

Inx?

]

2senx + 1 Dy.q

sen (2x + 1) Dyt = R

il
1]

Il



b) (fog) (x)
(gof)(x)

It

g (2x — 3) D.,= R- [xfx=(2k+1)%+%nk

2tgx — 3 D

got = H—[xlx = %Hﬂr AkeZ}

Dy, = R - {0}

c) (fog)(x) = Inx?
(@of)(x) = In?(x — 3) + 3 Dgot = {x/x>3}
d) (.9 = In(Vx - 2) Dy, = fx/x> a4l

(gof () = Vinix - 2 Dgor = x/x=3}

e) (fog) (X) = In(Vx +3 - 1) Di,g = x/x> - 2}
@of)(x) = Vinx=1)+3 Dy = x/x=1+ e

|

Gof
h) (fog)(x) = sen(in(x? = )]  Dy,g = [x/[xI>1]
(gof) (x) = In(sen®x — 1) Dgo1 = &
1
m) (fog) (x) = o+ P ~ 1 Dy, = R - {-3}
s
(gof)(x) = iz Dyt = R
) (fog)(x) = IN2(x + 1) — 2 Diog = X/ x> -1}
(of)(x) = In(x? = 1) Dy, = x/ x> 1}
3) a) Dy, = IX/x € Rax#n7maneZ|

Recy,q = {y/y =0}
b) Dy, = R — {24}
HBClng e {1.—1}

c) Dig=R -2 Rec(,, = {y/y=1}
d) Dy,q = (-19) Rec;,, = {y/y < Ind}
€) Di,g = R - (0:6) Rec,; = {y/y=0}

4) A =1{x/x=1 B

{y/y=0t f(x) = VX2 =1 (es un ejemplo)

5 A=1{x/x=0 B={y/y=1 & = 3V1-x3 (es un ejemplo)
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8) % = Joosen2t

8) r = —4senit

10) 2 = Geps 2t

115 = 4sentigt
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4. LIMITE FUNCIONAL

La idea de limite aparece intuitivamente en muchas situaciones. En geometria
elemental se define la longitud de una circunferencia como el "limite” a que tiende
una sucesion de perimetros de poligonos inscriptos en ella (o circunscriptos), cuando
la longitud de cada lado tiende a cero. La misma idea se utiliza para definir el area de
un circulo mediante areas de poligonos inscriptos o circunscriptos. En fisica, para de-
finir la velocidad instantanea, se recurre al “limite”" de la velocidad media cuando el
intervalo de tiempo considerado se hace cada vez menor.

Estas ideas solo pueden hacerse precisas mediante la definicion previa de limite
de sucesiones y de limite de funciones, siendo el primero un caso particular del se-
gundo.

En este capitulo nos ocuparemos solamente de limite funcional.

l. Limite finito

Nos interesa ver en qué condiciones los valores de una funcion escalar se apro-
ximan a un numero real determinado cuando los puntos del dominio se acercan a un
punto a, gue puede o no pertenecer a dicho dominio.

Consideremos la funcion f definida de la siguiente manera:

fox q{zx—‘l Sl:x +# 3
4 six = 3
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El grafico de [ consiste en el punto aislado (3:4) v en una recta de |3 cual se ha
excluido el punto (3,8).

Calcularemos zigunos valores de fa funcidn en un entormo reducide del punto 3,
es decir, sin preccuparnos por 1o gue sucede en dicho punio,

x | 28291299 | 2999} ... 3| ...]3001)301131]32
fx) | 46| 48| 498 [ a0081 .. tBA| .. |5002]502152] 54

Los valores de la funcion f se acercan al niimero 5 cuando los valores de x se
acercan al ndmero 3. Aun mas, la funcién puede alcanzar cualquier valor proximo a
5 con tal de considerar x suficientemente proximo a 3.

Si se desea, por eiemplo, que el valor absoluto de la diferencia entre 5 y i(x) sea
menor que un diezmiiésimo, podemos considerar las siguisntes proposiciones:

fx)~5| < 0,0001
e |(2x~1)-5] < 0,0001

e I2%~6i < 0,0001
= 12{x—3¥ < 0,0001
e (2] x-3] < 0,6001
- 0,0001
= [x—3 < 0,00005
Por io tanto, 0 < |x-3] < 0,00005 = [f(x}-5] < 0,0001.
En efecto,
X 2.98985 3 3,00005
fix) | 49909 | ...  [EZ | .... 1 s0001

y para valores de » en &l entorno reducido de 3 de radic 0,00005, los valores co-
rrespondienies de f se encuentran en &l entorno de 5 de radio 0,0001.

Obsérvese que se eligid prmero el nimere 0,0001 v, a parlir de ese nomerog,
s& obfuvo el nimero 0.00005.

En general, para cualguier nimero ¢ > 0 basta considarar 3 = pues

o b

0 < k-3 < —g—- = 2x-3] < e=2 26 < = 2x-1)-5 < e

Para indicar que los valores de la funcidn { se aproximan al numero § cuando
x se aproxima a 3, se uliliza el simbolismo: im,i{x} = 5. que se lee "l limite de los
valores de fen 3 es 57

O bien, f(x} — 5 8i x — 2, que se lee "fix} tiende a 5 six tiende a 3.

Otrix simbolo equivalente, menos utilizado, es /A f = &

La expresion mas utilizada es "la funcién f tiene limite 5 en el punte 3.
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Consideremos ahora la funcion h: x —

Esta funcion no esta definida en x = 2, pero sus valores se aproximan al nu-
mero 8 cuando x se acerca a 2.

Puede probarse que lim,h(x) = 8.

Precisaremos los conceptos anteriores mediante la siguiente definicion.

Definicion
El nimero ¢ es el limite de los valores de la funcion f en el punto a si y sélo si:

1) a es punto de acumulacion del dominio de f;
2) para cualquier numero positivo e existe un numero positivo 6, tal que:

Vxi(xeDin0< x—al<d =f(x) —¢|< €)
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O sea, lim f,(x) = ¢ < 1) a punto de acumulacion de D;:

Ve >035 >0/V¥x(xeDpa0<ix—a<é= [fx - £ < e

En general, el nimero & depende de € . Hallado un nimero § que satisfaga la
condicion, cualquier nimero positivo 8' < & también la satisface. Ademas, un nu-
mero & que sirve para cierto €, servira también para cualquier nUmero mayor que e,
pero nada se podra asegurar respecto de uno menor.

En el caso que estamos considerando, donde el limite es finito, interesa especial-
mente "€ tan pequefio como se quiera’.

% En la definicién de limite se exige ademas que el punto a sea de acumulacion del
dominio, para evitar que la definicion de limite se satisfaga trivialmente en puntos
aislados.

En efecto, si a no es punto de acumulacion del dominio de f, existe algun entorno
reducido de a al cual no pertenece ningtin punto de dicho dominio. En ese caso,
el antecedente de la definicion de limite resulta falso y la implicacion verdadera. Pero
esto no corresponde a la idea intuitiva de “acercarse al punto a tanto como se quiera’.

En cambio, si el punto a es de acumulacion del dominio, en todo entorno redu-
cido del mismo existe algin punto que pertenece al dominio de f y la implicacion
debe ser verdadera con antecedente verdadero, o sea, que existen puntos del dominio
distintos de a, pero tan proximos a él como se quiera.

Recordemos las definiciones de entorno y entorno reducido de un punto:

y fx)=€l< € | f(x) €eE(¢, €)

0 < |x-al<sle> x €E'(ad).

Teniendo en cuenta las equivalencias anteriores, la definicién de limite finito se
puede expresar asi:

Los valores de la funcidn f tienen como limite el numero real ¢ en el punto a, que
es punto de acumulacién de su dominio, si y sélo si para todo entorno de centro ¢
existe un entorno reducido de centro a, tal que

Vx:(xeD; N E'(a) = f(x) € E(€)).

Graficamente, para cualquier par de rectas horizontales hy h', con el punto (a; ¢)
ubicado entre las dos y a igual distancia de cada una de ellas, existen dos rectas ver-
ticales vy v' con (a; ¢) entre ambas y a igual distancia de ambas, tales que todo punto
del grafico de f con abscisa distinta de a y ubicado entre v y v’ también esta entre
hyh'.

]
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Obsérvese que 3 es el menor entre los nimeros & y &', determinados gréafica-
mente por las dos proyecciones, sobre el eje x, de las intersecciones del grafico de
fconlasrectas hy h'.

Il. Algunos limites finitos

Probaremos la existencia de los siguientes limites finitos:

1) Limite de la funcién constante f.x— k

Puede probarse faciimente que el limite de una funcion constante, en cualquier
punto de su dominio, es dicha constante.

Es decir, Yk e R: lim, f = k.

Probar que el numero k es el limite buscado significa encontrar, para cualquier
numero positivo € , un numero positivo 8 que satisfaga la condicion exigida por la
definicion.

En este caso, § es cualquier numero positivo, pues para cualquier € positivo y
para cualquier & positivo, resulta:

Vx:(xeD, An0<|x—-aj<d= |k-k|=0<Ee).
O sea, se verifica la definicion de limite para f(x) = k y para € = k.

2) Limite de la funcién idéntica f: x — x

Puede demostrarse de inmediato Va e R:lim_ x = a.
En efecto, considerando un numero positivo 8 = € , resulta:
Ve>038=€/(xeD, n 0<|x-a|]<8d = [f(x) - €| =[x - a| <d =¢).

3) Limite de la funcionlineal f:x — px + q(p # 0)

Probaremos Ya € R: lim, (px ~ q) = pa ~ q.

Con la intencion de encontrar el numero & = 0 correspondiente a la definicion de
limite, podemos hacer el siguiente planteo auxiliar:

fix) - ¢é|<ee=|(px +q) - (pa+q)<€ e
a:»lp(x—a)|~:e=[p||x—a|<s=>}x—al<]—;|.

Luego, para cada e > 0 es posible determinar el nimero & tal que

0<é= %P[' y se verifica:

0<lx~a|¢—|:—l= lp||x —a|<e= |px—pa|<e=

= |[px+q-pa-gq/<e= [f(x) - (pa+qg)<e.
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4) Limite de una funcién cuadrética f: x — (x — a)?

Se verifica Ya € R: lim_(x — a)? = 0.
Tengamos en cuenta que:
[x—aP-0l<e=|x-afl<em|x-af<es|x—-al<Ve.

Luego, en este caso, & es cualquier nimero positivo menor o igual que \/ €.
En efecto,

ve>03 =ve/o< Ix—al<VvE = |x—aP|<(VEP= €).
Veamos ahora un caso particular.

Consideremos f: x — 3x% + 4x — 6 en el intervalo [1; 3].
Demostraremos que lim, f(x) = 14.

Debemos encontrar 8 / [f(x) — 14| < €si0<|x - 2|<8 A1=x=3.
Ahora bien, [f(x) — 14| < € e |(3x® + 4x — B) — 14| < € = |3x® + 4x —
- 20| < €.
El polinomio p(x) = 3x2+ 4x — 20 es divisible por (x — 2), y resulta

p(x) = (x — 2) (3x + 10).

Luego, [x — 2||3x + 10| < € =[x - 2| < =

|3x + 10| °

Como x €[1; 3], para x=1 es 8’=1—€3 y para x=23 es 6=—1—eg—.

Elegimos el menor 8, 0sea, 0 <& = %

Invirtiendo el camino que nos permitio hallar el nimero &, obtenemos:

D<;‘x—2;¢—fg—:lx—2i< — = |3+ 10| |x - 2| <€ =

= B
E3x—10;
= [3x% +4x - 20| < €= [f(x) - 14| < €.

¢ 5) Otros limites

2%

a) Seaf:x
) _*x+4

. Probaremos que su limite en el punto 5, que es de acu-

mulacion de su dominio, es —190—

Para ello debemos encontrar 8(e) > 0 tal que Ye >0, si 0 <!x — 5/ < §, en-

2% 10
tonces - — .
i X+ 4 9 .
Realizamos algunos célculos auxiliares que facilitan la obtencion del nimero 4 (e).
2x 10 18x — 10x — 40 8x — 40
—-——| e e e o SRR s
x+4 9 |7 -2 ' -4~ T
8 Ix-5l

9
= <€ |x-5l<= -
9 x5 4] € |x -5 g €/x 4

Si x € (4,6), podemos elegir 0 < 4 = 9¢. observando que pedir 4 < x < 6 equi-
vale aexigir0< § < 1,
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En efecto, si 4 es el menor numero entre 1y 9¢, obtenemos:

Ix = Bl< 9¢ = x~5i<9£—g—=9-x—5.<95|x—gdi~,pues
X + 4 >8sid4<x<B.
9 8 Ix-5| 2x 10
x-5 <—€lx-d4l > —— S
LUego g € X =9!x—4|{e: o 5| <€

Por lo tanto, 8 = minimo (1, 9¢).

b) Probaremos que lim_, (% 1 4) =1.

3 %=1

_ | 8-3x
0 = 1= | -2 -

3ix=1

Porfotamo.,—x!!-< € = |[x - 1'<,§|xl_

En este caso no conviene elegir 0 < & < 1, pues ello equivale a pedir -2 < x < 0
y, al buscar el menor 8, no existe un &(€) positivo para todo el intervalo (-2; 0).

- 1 3 1
Porello exigmos 0 <8 <— osea, ——<x< ——.
g T A

Por lo tanto, si 8 = minimo (-12— %) resulta:

|X*‘||<§= Blx+1<e=32|x+1|<e.

Comox < —%, es x| ‘>%ytambién—1—{ 2.

Ix|
Luego,3-2[x + 1| <e= ST:(—I—|x+1|{ € =
= 3 x+1|<e=:ff(x}—11€e‘

EJERCICIOS

1) Probar que la funcion f: x — 3x + 2 tiene limite 14 en el punto 4.

X+ 3 six#2

" tiene limite 13 en el punto 2.
six=2

2) Probar que la funcion f: x — {:

3) Hallar 6 para e = 10 % sif:x— 8x + 1y se calcula el limite en x = 0.

4) Hallar 8 si f: x — x2 — 3x + 5 para cualquier x € [2; 4] y demostrar que lim f(x) =
=5,

5) Demostrar que lim, f(x) = 17, hallando § valido para cualquier x del intervalo (2; 6)
sif(x) =x%2 — x + 5,

6) Idem para a) lim, (x> + 5x) = 18 six e[1;3);
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b) lim, (x* — 3x? + 4x) = 12 six €(15);
c) im, (x* -2x+9)=8  six e[0:2];
d) fimy (x* - 5x — 1) = =7 six e [2;4].
7) Demostrar que lim, (x — a)* = 0.
X+2

P llando & lim_,——————=
8) Probar, hallando 5(€), que lim_, —z————=0.
i
9) Idem para lim, g
x2 +1
10) Idem para lim, ————= ~1.

lll. No existencia de limite

Recordemos una vez mas la definicion de limite finito:
lim, f(x) = ¢ = Ve >038 >0/Vx: (xeD; n 0<|x—a|<8 = [f(x) - ¢| <€)
Veamos ahora cémo puede negarse la expresion anterior.
Para que la funcién f no tenga limite en el punto a, la definicion de limite no
debe verificarse para ningin nimero real ¢, es decir,
VeeR: ~ [Ve >035 >0/Vx:(xeD, A 0<[x—a|<8= |i(x) — £|<€)]

Ahora bien, para negar la proposicion anterior, hay que negar los cuantificadores
y ademas negar la implicacion mediante la conjuncién entre el antecedente y la ne-
gacion del consecuente, segun lo demostrado en la pagina 5.

O sea, f no tiene limite en el punto a si y sélo si
Vé:3e >0/V8>03x/(xeD; A 0<|x—a|<d alflx) - €]=¢).

Graficamente, la expresion anterior significa que, para cualquier nimero real £ que
se proponga como posible limite finito de f en el punto a, siempre es posible encontrar
un entorno de ¢ tal que, en cualquier entorno reducido del punto a, hay por lo menos
un x del dominio para el cual f(x) queda fuera del entorno de ¢.

J |v %

oy I

(’+e..__.|wtﬁ/ﬁ _._h
|

g {—wmednmeie” |

| oEe

= <1==bolon—
f0) == ==F ]
t L 1

0 a-6x a a-38 X
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O sea, existen dos rectas horizontales h y h' en las condiciones indicadas en la
figura, tales que, para cualquier par de verticales v y v', hay un punto del grafico, con
abscisa distinta de a, que esta ubicado entre las rectas verticales pero no entre las
rectas horizontales.

¢ Ejemplo

Consideremos la funcion f: x — |—X|
x

Puede demostrarse que no existe limite para los valores de esta funcién en el
punto cero.

Para elle probaremos en primer lugar que el nimero 1 no es el limite buscado.

En segundo lugar probaremos que ningun numero real ¢ # 1 es dicho limite.

Si se verifican las dos proposiciones anteriores, entonces los valores de f no
tienen limite en el punto x = 0.
1) Para probar que 1 no es el limite mencionado, consideremos un entorno de 1 de

o I
radio € >
yi
______‘1,5______1
1EE—-—._
PR e ekl RGN |
x__]0,5
i 0 X
=]
f(x)

En cualquier entorno reducido de centro 0 incluido en el eje de abscisas, hay
puntos x € D, a la izquierda de 0 para los cuales f(x) = —1.

Es decir, para los cuales f(x) esta fuera del entorno E ( 1, %)

2) Para probar que ninguin nimeroreal ¢ # 1 es el limite de los valores de f en 0,

elegimos € = [1-¢| ,puessi € # 1, resulta € > 0.
yi
1 ffx)
0 }x X
-—-55—71 : n
£¢
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Ahora bien, en cualquier entorno reducido del origen, hay puntos x a la derecha
de 0 para los cuales f(x) = 1.
Por lo tanto, para esos x:

lf(x) - €] = 1 - ¢| >|jl%ﬂ=e.

Es decir, queda probado que la funcion f no admite a ningn numero real como
limite en el punto 0.

De manera similar puede verificarse que las siguientes expresiones no corres-
ponden a numeros reales:

|imosen~;1; lim,ent(x)siaez; lim, 1 g

x_z
; s 1 si xeQ
Ilmaf(x)mf,x—»{o 8 HER ~0

EJERCICIOS

o] . T
1) Verificar que lim, sen — no es cero.
X

2) Verificar que lim, [mant (x)] no es uno.

3) Probar que no existe lim, le_—x

IV. Limites laterales

Hasta ahora, al hablar de limite, hemos considerado puntos proximos al punto de
acumulacion a, a ambos lados de dicho punto. Es decir, numeros reales en un entor-
no reducido de centro a, a derecha e izquierda del punto a. Interesa, en algunos ca-
sos, el comportamiento de los valores de la funcién en puntos del dominio a un solo
lado de a, esto es, en un semientorno a la derecha o a la izquierda del punto a.

Seafix— ﬁl-
X

Ya se ha probado que no existe limite finito en el origen.

Ahora bien, el origen es punto de acumulacién del conjunto de los nimeros rea-
les positivos, es decir, de los puntos situados a la derecha del origen. Puede pen-
sarse, entonces, en el limite de los valores de la funcién cuando x tiende a 0 con va-
lores positivos exclusivamente.,

"A la derecha de 0, para cualquier x proximo a 0, se satisface la definicion de li-
mite con el ndmero 1.

Se dice en esta situacion que los valores de la funcién tienen limite 1 a la derecha
de 0, y se indica:
limg- f(x) =1,

que se lee "1 es el limite de los valores de f cuando x tiende a 0 por la derecha”,
De la misma forma:

limg. f(x) = —1,
que es el limite por la izquierda,
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Definiciones
1) Limite por la derecha

¢ es el limite por la derecha de la funcion f en el punio a si y sdlo si:
1) a es punto de acumulacidn de C = x/xe Dy A x > a;
2) Ve>036>0/(xeDjna<x< a+s6 = [ffx) =7 | < €.

2) Limite por la izquierda

¢ es el limite por la izquierda de la funcion f en el punto a si y sdlo si:

1) a es punto de acumulacion de C = x/xeD, A x < a;;

9 ve>03>0/(xeDya a=6 <x<a= [flx) = 7l< ¢

Considerando en cada caso semientornos a la derecha o a la izquierda del punto
a, se pueden interpretar topoldgicamente las definiciones anteriores.

Se prueba faciimente que si una funcion admite al mismo numero real como
limite por la derecha y por la izquierda de un punto de acumulacién a, entonces dicha
funcion tiene limite finito en el punto a.

O sea:

lim, . f(x) = ¢ A lim, fix)=¢ = lim f(x)=/.

También puede probarse que si los limites por la derecha y por la izquierda del
mismo punto son distintos, entonces la funcién no tiene limite finito en el punto.

EJERCICIOS

1) Hallar los siguientes limites laterales:
a) lim,.mant (x) vy limy mant (x)
b) lim,.ent(x) vy lim, ent(x)

c) limg-[x] y limg [x]|
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2) Probarque f: x— % no tiene limite en 0, utilizando limites laterales.

: 32 si x>1
3) Idem paraf:x— { B¢ & pai en el punto 1.
4) Hallar limites laterales en 2 si f: x — ﬁ

5) Probar, hallando 8( €) en la definicion correspondiente, que liml.(% =1 ) = 3.

6) Encontrar, para cada funcion, limites laterales en cada punto x, indicado:

R FP A B PELE PELE PR
_xw_){x2+5 si x>1 i =
g 7-%x s x<1 0
) i
—_— si x=-1
h:x—+{x2>(+1 St S o1 a) x,=1 b) x,=0

V. Teoremas sobre limites finitos
De la definicion de limite finito se derivan las siguientes propiecades:
Teorema 1

Si una funcion tiene limite finito en un punto de acumulacion a, entonces existe
un entorno reducido del punto a donde la funcion esta acotada.

Antes de presentar una demostracion formal haremos algunas aclaraciones.

Si la funcion f tiene limite ¢ en el punto a, la definicion de limite se verifica para
cualquier numero positivo €. Si elegimos un valor fijo cualquiera de €, por ejemplo,
€ = 1, obtenemos algin nimero & positivo tal que si x € E'(a, §), entonces £ — 1 <
<fx)< €+ 1.

Luego, ¢ — 1 es una cota inferior para el recorrido de f en dicho entorno redu-
cido, y £ + 1 una cota superior para dicho conjunto.
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La propiedad también se verifica en E (a,8). Pero si la funcién esta definida en a,
pueden cambiar las cotas mencionadas. En el caso de |a figura, por ejemplo, una cota
superior es el maximo entre f(a) y ¢ + 1, o sea, f(a). En otra situacién, una cota infe-
rior puede ser el minimo entre f(a) y ¢ — 1.

En la demostracion siguiente probamos que existe k > 0 tal que [f(x)| < k si
x€E'(a 8).

Demostracion

Sea lim_ f(x) = ¢ y elijamos € = 1.
Por la definicion de limite, para e = 1,
38 >0/1f(x) - fl<1 si 0<|x-a|<s.
Ademas, por la propiedad 9 del valor absoluto (pag. 17), es:
It} = €] = [f(x) - €].

Pero [f(x)| = €] = [f(x) = £| A [f(x) — €| <1 = [f(x)| = |¢| < 1, por transitividad de
la relacion de menor.

Luego, [f(x)| < |€] + 1=k si O0<|x~-a|<s.

Por lo tanto, k es una cota de la funcién f en el entorno reducido de a de radio 5.

Obsérvese que utilizamos, por razones de economia de lenguaje, la expresion
“funcion acotada”, que significa “el conjunto de los valores de la funcién esta aco-
tado” o "el recorrido de f esta acotado”, seguin la definicion de conjunto acotado dada
en el capitulo 1.

Teorema 2

Si una funcién tiene limite finito ¢ en un punto de acumulacién a, y se considera
el nimero k > ¢, entonces existe un entorno reducido del punto a donde, para cual-
quier x de ese entorno, es f(x) < k.

Demostracion

Sea lim_ f(x) = ¢.
Como por hipotesis es k > ¢, resulta k — ¢ > 0.
Vamos a elegir un ndmero € positivo y menor o igual que k — ¢.
Es decir, sea0<e =<k - ¢.
Por la definicion de limite,
F>0/0<|x—a|<d=|f(x) - ¢l <k-F¢.
Por la propiedad 3 del valor absoluto (pag. 17), es:
fix) - ¢ = |t{x) - £].

Por lo tanto,

flx) - f<k—-¢ si 0<|x-a|<s,

y tambien
f(x) <k si 0<|x-al<s.

Gréaficamente, si elegimos, por ejemplo, € = > 0, puede determinarse
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E'(a, 8)/Vx: (xeD,NE'(ad) = f(x)<k).

y = f(x)

Analogamente, si una funcion tiene limite ¢ en el punto a, y k es un numero real
menor que (, entonces existe un entorno reducido de a donde f(x) > k.

En particular, si una funcion tiene limite positivo en el punto a, es decir. si ¢ > 0,
considerando, en el teorema anterior, k = 0.puede asegurarse la existencia de un
entorno reducido del punto a donde la funcidon toma valores positivos.

Osea />0 = (IE'(a)/xeE'(a)ND,= f(x)> 0).

Por las mismas consideraciones:

<0 = (3E'(a)/xeE'(a)nD, = f(x)<0).

Es decir, en un entorno reducido del punto a, la funcion tiene el mismo signo que
su limite en dicho punto.
¢ Esta propiedad no se cumple, en general, si se considera un entorno de a en lugar
de un entorno reducido. Basta para ello, por ejemplo, si ¢ > 0, que f(a) exista y sea
un numero negativo o cero.

Teorema 3

Si dos funciones f y g estan definidas en el mismo conjunto D con limites ¢ y ¢'
respectivamente en el punto de acumulacion a, y ¢/ < /', entonces existe un entorno
reducido del punto a donde Vx: f(x) < g(x).

Demostracion

Sea:lim f(x) = ¢, lim_ g(x)=¢"y (<7
Por propiedad del conjunto de los numeros reales. 3ce R/ ¢ <c < /.
Por el teorema anterior:
f<c= 356 >0/Vx: (xeE'(a.3) = D = flx)<c).
y f'>c= 3§ >0/Vx:(xeE'(a.83') "D = glx) >c).
En la interseccion de ambos entornos se verifican simultaneamente |as dos con-
diciones.
Si, por ejemplo, § < &', resulta:
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fixi<e<g) si 0<ix-aj<s,
D 5e8,
<ghk s O0<ix—-8/<s.
Una propledad ardloga e demussta s £5 ¢7,

Unicidad del limite
Una cansgeuenda inmedlata del teorema 3 e 1a unicidad del limite.

En efecto, stiim, Hs) ~ £ » i, 8} = & » £+ ¢, enfonces, en un entomo
rerlucide dalpunio a, Yx: fix) 1), que 8 uha contradiccion,

Toeorema 4

S dos: funciones fy g, defiridas en un mismo conjunte 1, Hienen tmites finitos
£y 4" 8n un punta de ecumulacin e, y exisie un sntorno reducids dél punto 2 dosde
Yrifind = g(x). antonces £= &,

Este lesrama es contramesiproco del teorema 3 e indica que las desigualdades
rig gambian su sentido aon ef paso al limits.

Es importante cheervar que Yo f(x) = 5} no exelitys ia posibilidas i fix) =
= litn_gf¥x).

Cansideremos las furciones ik — 42+ 3 y gix—% 4+ 3
Eljamos D, = Dy={x/xeR » x> 1.
Vi€ Dpt) > g) a Imy 1x) = dim, glx) = 4.

Teogrema 5

Sif, g v b son trgs furiciones definidas sn ef mismo conjunto. D, v ademds:
13 i fix) = ¢ A Hmghix) = £,
y2) VX (el A x#a= ) =ghd = h(x),
‘erionces lim,gix) = £. '

Demostracion

Prafijado € > 0:
3 20/ ) -flce si D<lx—a|ed
0 ¢ ~E<H<e +€ 8 O<|x-aj=5),
Y 3820/~ flce si Ogix—al<y
6 § —e<h=<?¢ +¢ sl 0<[x—al<s @
8i g« @, enfonces, por (1] ¥ {2, ¥x e
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O<|x-a|<8= ¢—€e<f(x) Ah(x)<¢+¢€
= (-e<fx)sgx)=h(x)<¢+e€
= {-€e<gx)<¢+e€
= |g(x) - €| <e.
Es decir, lim_g(x) = ¢.
Podemos aplicar este teorema a la relacién trigonométrica siguiente:

Vx:(0<x<—g—=> senx < x <tgx).

Dividiendo porsenx # 0: 1< .- -
senx  senx

y 1> s—ex'li >CoS X .
Ahora bien, lim, 1 =1, y puede probarse que:
lim, cos x = 1.
Luego, resulta Iimo% =1
EJERCICIOS
x? X sen x
1) Calcular "mom 2) "mom
; X 2 sen?x
3 limo —sen @0 S 5%
’ tg? (7x) . sen (3x)
5) lim, x 6) lim, oo ) @)
; tg (3x) 7 sen (kx)
7) "moT 8) I|m0——x—-—
; sen (mx) . sen (5mx)
9) lim, sen () 10) I|m1——s o (7%)

VI. Algebra de limites
Suma de limites
Si las funciones f y g, definidas en un mismo conjunto D, tienen limite finito en el

punto de acumulacion a, entonces la funcién f + g tiene como limite en dicho punto
la suma de los limites.

O sea, silim,f(x) = ¢ y lim,g(x) = ¢, entonces
lim,(f+g)(x) =€+ ¢.
Demostracién

Si aplicamos la definicion de limite a la funcién f y a la funcion g,
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ve>038>0/¥x (xe-D Al<lt—a] <8 = |f(d) - €1<+§—

y 38" >0!Vx:.<xetl Ab<|x-al<d = g £ <§)

En la interseccion de ambos entornos ge verifican simultaneamente las dog reiz-
ciones anterlorss, es decir:

Vx: (x €E (@B NE (a,8) = [i)- &<t Alg) -] < g-)

Sumando las dos Ultimas expresiones; resulta:
: 4 & ;, €
[#0xy — £] + g — ¢ !{"E r=eE
Por la desiguaidad triangular:
[fx) ~ € + glx) — €] = {i(x) — &] + |g(x) - €.
Liuetw, por transitividad, es:
[fx) — &€ + glx) — #|< &
Crdenando, y aplicando I definicién de suma de junciones:
[+ g)(x) ~ (€+ &)< e
Finalmente, por definicidn de limite, es:
fim, f+ @) () =¢€+ ¢,
Ei tecrema se generaliza féciimente por inducsién compieta para la suma de n
funciones con limits finito.

Resia do limiies

Si limatx) = £ y limagix) = ¢, entonces im.(f-g) (x) = ¢-¢".
Esta propiedad puede obilenerse como consecuencia de la anterior, viendo, pra-
viamente, lim,[~g0gl = —#.

Infiniidaime

i eg infinitésimo en ol punto a si y solo sl fim,f(x) = 0.
Por glemplo,
fix — x as infinitésimo en 0;
g% ~— x—a a3 infiniiésimo en &
hx - senx es infinitésimo en 0.
Aplicando la definicién de limite, se observa de inmediato que
i) = £ e limy[ix}—¢] = 0.
O sea,
limafix) = £ e (¢ asinfinitésimo sn .

Teorama

El producto de un infinitésimo en el punto 2 porun ndmere regl, © por una funcién
acolada en un entoine del punto a, 88 un infiniiésimo en &l punto a

Sea lim (G = 0,
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Demostracion

1) Probaremos, en primer lugar, que el producto de un infinitésimo en el punto a
por un numero real cualquiera k es un infinitésimo en el mismo punto a.
O sea, queremos demostrar lim,[k - f(x)] = 0.

Sik = 0, el teorema queda probado de inmediato.
Sik # 0, para cualquier niUmero positivo €, ﬁ— también es positivo.
Luego, utilizando la definicion de limite para la funcién f, resulta:

Ve > 0 35 > Ol‘q’x:(xED N E'(as) = [f(x)-0] < 'TET)
I
Pero, [f(x)| < "|ET = K [i(0)] < € =k-fx)] < €.
Por lo tanto,
Ve > 0 35 > 0/Vx:(xeD N E'(as) = |k-Hx)-0 < €).

Luego, es lim,[k f(x)] = 0.

2) Probaremos también que si g es una funcion acotada en un entorno del pun-
to a, entonces lim,[f(x) - g(x)] = 0.
Si g esta acotada en un entorno del punto a, existe un nimero positivo k tal que;

vx:(x€D N E(a?8) = lgx)| = K).
Ademas, aplicando la definicion de limite a la funcion f, resulta;

Ve > 0 38 > 0/Vx:(x€D N E'(ad) = [f(x)] < %),

Sis < &', enE’'(ad) se cumplen simultaneamente:

¥ = k A i) < ——.
k
O sea, [f(x) - g(x)| < k.% S,

Por lo tanto, es:
lim[f(x) - g(x)] = 0.
Producto de limites
Si las funciones f y g definidas en un mismo conjunto D tienen limite finito en el
punto de acumulacion a, entonces fg tiene como limite en dicho punto el producto de
los limites.

Demostracion

Sea lim,f(x) = ¢ y lim,g(x) = ¢".
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(fg) (x) — ¢ - €' =1M(x)-q(x) = £ - ¢ =f(x)g(x) - f(x)¢" = fp)¢' = ¢ - £' =
= f(x) [g(x) = ¢'] = ¢ [fx)—¢](1).

Observemos esta Ultima expresion. Por el teorema 1 (pag. 132), f esta acotada
en un entorno del punto a, y por la consecuencia demostrada en la pagina 137,
g — ¢' es infinitésimo en a. Luego, el producto f(x) - [a(x) - ¢'] tiene limite cero en el
punto a.

Por razones similares, también ¢' - [f(x)— ¢] es infinitésimo en el punto a.

Es decir, por (1)
limg [(fg) ()= ¢ - ¢] = tim, [f(x) - (gx)=¢)] = tim.[¢ - (fx)-€)] = .

Luego, es

lima(fg) (x) = ¢-¢'.

El teorema se extiende facilmente, por induccién completa, al producto de n
funciones.

Si las n funciones son iguales, queda:

vneN : lim[f(x)]" = [lim.ix)]".

Ademas, sin =2y ¥x : f(x) = 0, es:

lim, Vi) = Viimaf(x).
En efecto, Vx€e DV¥ne N — {1}

VA = t(x) e f(x) = [t(x)]", segtn la definicion de raiz enésima.
Del segundo miembro de esta equivalencia se deduce:

lim,f(x) = lim,{t(x)]".
Aplicando la propiedad anterior,

lima[t(x)]* = [limat(x)]".
Luego,

limaf(x) = [limat(x)]", lo cual es equivalente a:
VIimafx) = lim,t(x).
Y reemplazando t(x) en la dltima expresion, queda:

ML) = lim,/f(x).
Cociente de limites

Si dos funciones f y g, definidas en el mismo conjunto D, tienen limites finitos en
s 5 3 L f
el punto de acumulacion a y el limite de g no es nulo, entonces el limite de ? es el

cociente de ambos limites.
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Demostracion

Sealim,f(x) = ¢,lim.g(x) = ¢’ y ¢ # 0.
o .
g(x) £

Tiene sentido hablar de la funciénlen un entorno del punto a, pues, por la

¢ 1) Demostraremos primero el caso particular lim,

propiedad de limite finito demostrada en la pagina 134,
¢+ 0 =3E(@)/Vx(xeE(@ N D= g(x) # 0).

i S, SR (N W i
Por otra parte, ||maW = e !:ma[ o 7 ] 0.
- Lo oot o A=G0 -op o om T3
Ahora bien, 300 7 360 ¢ [6'-g)]-— e (1).

Para probar que la Gltima expresion es infinitésimo en el punto a, bastara probar

que existe un entorno de a donde la runcién% esta acotada, pues el primer factor

es infinitesimoen ay ?1— es un numero real.
Como ¢’ es el limite de los valores de g en el punto a, si elegimos
€=J%=I- > 035 >0/Wx (XEDAO < x-al < §=[glx) - ¢ < —I%L)
Ahora bien, por propiedad 10 del valor absoluto (pag. 17), es:
llg)| = [e] = lgo-el
Como [g(x)-¢'| < J%- por transitividad resulta:
lgbal - Je < 4L

Aplicando la propiedad 5 del valor absoluto a la Ultima expresion, queda:

el ‘ 3 g A
S S igx)| = [¢'] < =
[¢' | 31|
Luego, 24 BV <
ueg 3 fa(x)l 5
O sea, lg(x)| = -%dl— si 0 < Ix-al < &

1
g(x)

Finalmente, resulta: Vx:(xe E'(ad) = | | < Tz) yla funcién—é esta
acotada en E'(a.5).

Por lo tanto, la expresion (1) es el producto de un infinitésimo por un numero real
y por una funcidn acotada en un entorno del punto a. Por teoremas anteriores
(pag.137), es un infinitésimo en el punto a.
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Es decir,

, 1 1 = im (¢ -ge) - ——-——] =
m - 7] = mfle-a0) 2] - 0

Se ha probado entonces:

* glx) €
2) Para demostrar el caso general basta considerar, en un entorno conveniente
del punto a, el cociente%como el producto f(x)- g(1x) y aplicar el teorema del
limite de un producto.
Resulta, entonces,
f(x) 1 1 1 /
lim, —— = lim [fx- ]:Iim,.,fx‘lim——=f-—-~=v——.
* alx) L R )+l =gt 7z Iz

Funciones trascendentes

Consideraremos ahora el limite de algunas funciones trascendentes, como la
funcién logaritmica y la funcion exponencial. El concepto de logaritmo puede ser in-
troducido de varias formas y, en cada caso, se demuestran por métodos diferentes
las propiedades conocidas en el campo real.

(En un curso mas avanzado de anélisis, por ejemplo, se puede definir logaritmo
natural utilizando integrales, de la siguiente manera:

a
Ya>0:lna = S —d;x—

1

y demostrar, a partir de esta definicion, las propiedades usuales en R.)
En cualquier método que se utilice, la funcién exponencial y la funcién logaritmi-
ca se definen en forma tal que resulta:

y =b* = logy = x.
Utilizando propiedades de los iogaritmos de numeros reales, puede demostrarse
que, si una funcion f tiene limite finito y positivo en un punto a, entonces “el limite del
logaritmo es el logaritmo del limite”, es decir:

lima[logef(x)] = logp[lim,f(x)] (b=>1).

& Demostracion
Sea lim,f(x) = ¢ > 0.
f(x)

Por el teorema del limite de un cociente: lim, = 9,

¢

Ahora bien, siendo b>1 y € >0, resultab’ > 1, y porlo tanto es
5 f(x -
lirmg (é’) = 1 = b%
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Por una propiedad del limite finito (pag. 133),
EIE'(a,S)/Vx:(xE D NE @8 = L((’f)—— < b‘) ‘
Por las mismas razones, siendo b™' < 1, resulta:

EIE'(a,S')/Vx:(xe D, N Eas) = —ff‘}— > b").

i fi i
Luego, sis < &', sz(xe D;ME@S = b ' < _{:{}_ < b) ;

Por propiedad del logaritmo de base b > 1, es:
f(x)
¢

Ademas, en el entorno mencionado se verifican las siguientes proposiciones,
cada una equivalente a la anterior:

logpsb ¢ < logy

< |Ogbb(,

~€ < Iogb——f—[;—L L
= —€ < logyf(x) — logyf < € =
= llogsf(x) — logy¢| < €.

Aplicando la definicion de limite, resulta la tesis, pues es

lima{log,f(x)] = logy¢.
También puede probarse, para la funcion exponencial, que
lim,[k'™] = kmsftx (k~q)
y para la funcion potencial exponencial, que
lima [f(x)9™] = [lim,f(x)]"™ 9% (lim,f(x)=0).

EJERCICIOS

Calcular los siguientes limites:

" V’X = \2_ 2) lim-~ x3 — 2)(2 - 3%
T -2 x® — 4x

’ x? + 6x? +12x + 8 X% - 2% —3 — 8

| e (Xi—2%-8
8) Tien; 3 x? +3x + 2 S (x2—4x-3)

2

" sen“x + 3senx — 4 ) X2 —ox—g3\ =
§) I'm'?‘; senx — 3senx + 2 6) lim; (—X'T—)

; cos®x +3cosx — 4 e
7} ||m0 C052 o 8) |im_ 2x%2 x 3

X —-x-2
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x> —x -6

lim . BB B
% g X2 —x—-12 10) lim; - :‘2 20
; % —x2 —x—1 ; 2x% —2x
11) llm--._-xT_T:—E— 12) lim;, =
.= o AE-2
e 14) lim, ——F—=
13}I|m| xE—x_e }|4 =
i, E-T 16) fim. =X V3
15) [Im1 ox — > ) o xg_s
i Cos(Bx) —~ cos(2x) 18) Ii sen(3x) - x
17) limg = By SR
2 -~ -— —
19) limg N 1—-senXx —\ 1+senx 20) lims \ X X< 4-9
3 X
iy, 23 = Sen{5x) 22) limg 2= VX—4
21) limg e 2) limg .

VII. Limite infinito

La no existencia de limite finito puede significar, como se ha visto, que existen
limites finitos distintos a derecha y a izquierda del punto de acumulacion elegido,
como sucede en el origen para la funcion signo (pag. 130). También puede significar

que la funcion oscila, como sucede en el origen con la funcién sen % (pag. 60 ).

O bien, que cuando x se aproxima al punto de acumulacion, los valores de la funcién
superan, en valor absoluto, a cualquier nimero positivo prefijado.

Consideremos la funcion f: x — vy que no tiene limite finito en el origen.

Si prefijamos cualquier € > 0, siempre es posible encontrar un entorno reducido
del punto de acumulacion 0 en el cual los valores correspondientes de la funcién son
mayores, en valor absoluto, que €.

1

: 1
;| > 10°%, lo cual equivale a: x| <

108

Por ejemplo, sie = 105,

Esdecir,0 < [x-0] < T:}g'— = |—l-| > 10%, y en el entorno reducido de 0,

de radio 10 %, cualquier x de! dominio tiene una imagen mayor, en valor absoluto,
6
que 10°,
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En general basta considerar 8 = -2- para que se verifique la siguiente propo-
sicion:

0 < |x-0 <& ='-1—| > € ,pues x| < 2 =,|l| .
X € X

Definicién

Una funcion tiene limite infinito en el punto de acumulacién a de su dominio si y
solo si para cualquier nimero positivo € existe un numero positivo 8, tal que:

vx:(x€D; A 0 < [x—a < & =f(x) >é)

<

A FPTTNIIT]
AT

™

c\
W
[
Q.

a+d X
1 {1‘4 l"l‘l‘A
al’' i
1
| 1
1
— £ t'f-—"_r'l

f(x),

LERL
LE o

La recta de ecuacion x = a se denomina asintota vertical al gréfico de la funcién f,
En este caso interesa especialmente € “tan grande como se quiera’.
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Por convencion, para indicar 1a situacién antsrior se admite el simbolismo sk
guisnie:
hmgf(x] = .

El concepio de limiteg infinito se puede diversificar, considerando ¢l signo de los
valores da la funcidm:

) = +oc ca¥e> 038 > UIV(xeD A O lx—al< o = ) > &
¥
im i) = —mes Ve > 038 > 0/ e D a0 < t—al<é = i< —¢).

imuf(n) = + % lmfix) = - =

Ejemplo 1

Utliizande la definicién, probaremos que ih’na—;-:T_.—s- = = Elio se verifica s y

solo si:
).

Ve 048> 0/Vw (xeth A< -3« = ‘ xls

Obsérvese que 0 < x-3| < & = o .%-,

3]

Par lo tanlo, st elsgimos %7 =€ 088d, 8 = -é» se ashsface inmediatamente la
definicion propusesia

Ejempic 2
fims 2’(8 =k ey VE G I5 > 0 (0< K=5l<8 = l ix:;i >€).
Vermos gus |-2X -0 I S € = -5l < ..31.’5&:5_‘[.
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Exigimos:0<8<1= 4<x<6 = [x-3|>1.

Luego, si & = minimo (1, %) resulta:

0<]x—5f<3= 2 >£=>f2-~—i—>e=>2ﬂ>e.—.a 2"”6|>£.
€ Ix-5] [x—5| [x—5] X=5
% Ejempilo 3
h’mﬁ—é-—xi—zmmw >036>0:(O<|x—5|<6 = —i_s—l >e),
X*—4x -5 x2—4x—-5

Observamos que:

Xx—3 [x-3 1 [x-3
—| e = >€ o x5 <— 5
X —4x—5l [x=5]| |x+1| =54 € |x+1|

Si exigimos 0 < § < 1, o bien 4 < x < 6, resulta [x=3] > 1y también [x+1| < 7.

Luego, podemos elegir 8 = min (1‘ _71€")

Ahora bien,
1 1 x=3|
< X—5| < § X—5 < — — €,
G e el e e o+ 1] [x=5]

La ultima implicacién mantiene el sentido de la desigualdad, pues se ha reempla-
zado el numerador 1 por un valor mayor y el denominador 7 por un valor menor, lo
que incrementa la fraccion.

EJERCICIOS
1) Demostrar que limg % = =
, 1
I = X
2) Demostrar que lim, =7
3) Demostrar que lim, 71?_ = 4>
4) Demostrar que lim, ( -;—2) —
3 *
5) Demostrar que lim- ol =
6) Demostrar que lim, 5::21 = =
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x-2

71 Demeostrar que lim_, ———— =
7 el 1 P-b%-3

Vill. Generallzacion del concepto de limite

interesd también congiderar una de
siguisntes:
1) limita finiio para ¥ — = o
2) limite infinito para x — = o

finicidn de limite para cada uno de los ¢asos.

8! fas ung fungion definida en uni conjunte N acolads, aceptamas lag siguisnies

-definiciones para los casos propuesios:

Primer caso: iimite finlio en un conju

nte noe agotado

lime fix) = F4VE> 038 > OV {xeDaixl> 8 = )~ 4 < &)

lim f(X) = £ V6> 058 > 0/Wxi{xeDiax > § = ) — ¢ < €

o Hx) = FeaVe> 034 > 0IvxeDiax g =8 = X~ 4 « €

/’

__,-rﬂ/*{;"""“' = %

o o i
P! - S STy =)
Py i

Epped ' \ARRTSTYN Y
Xadd d b

La recta de ecuacion y = ¢ se denoming ashiota horizoma!l al grdfico de fa

funigion 1.

De asverdo con &f grifico, se verfica lim., 1) = ¢ ylim 1) = ¢ También,

Obsérvese gue en este caso debe

Ejernpio 1
e 2% -:-_L
Seafix o

elegirse & mayver enies 10 NUMENs § v &,
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Para calcular lim, f(x) es conveniente dividir numerador y denominador por X,

observando que % y % son infinitésimos si x — =,

1

24__

) - lim., X = 2.
x—-3 3
X

Resulta lim..
1 —

Se verifica, ademas, lim.. f(x) = 2ylim . f(x) = 2.
Probaremos, por ejemplo, que lim.. f(x) = 2. Para ello V€ > 0 debemos encon-
trar &(€) > 0, tal que

Vx:(fo;nx > és—_-a|2’(+1 —2l <e).
x—3
2x+1 7
ve —_—=2] == .
Observemos que T ! %=3]
Sihacemosé = 3 + % resulta:
; . 7 7
x>0 = x>+ D x> =2 k=-3> == e e
= ‘%—2 < E.
Ejemplo 2
Seaf:x—»ﬁ:
x—2 |
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; 8X +1
Imey —————— =

Debemos probar que ¥e > 034(¢e) > 0, tal que:

|
Vx:(xeD,z\X{—a - 5x_+1___5 CE)‘
. X—=2
5x+1 11
ero | —— — = ;
P xX—2 ' x—2|

Elegimos 6 = —1;—:

X< =8 = x¢—-—]£—=: -_x>_1£_=:r _x+2>_1elm

11 11 11
= [=x+2> — = k-2> & Tix=z<¢ = fx-5<e
Ejemplo 3
-2
Sealn-y St s 24)( 28
X< +1
Para calcular lim.. f(x) se puede dividir numerador y denominador por x?;
iz 2 + :
e 2
lim, X 24J<1+3 = itk X 1x 3
1+ =
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0 _'I'=._.--3 .
Resulta también lim ., f(x) = 1 y lim , f(x) = 1.
® Ejemplo 4
X
Seah N —"
V-1

Para calcular lim, f(x) podemos dividir numerador y denominador por x2 = x.,
Como el valor |x| depende del signo del nimero x, deben calcularse separadamente
lim_. f(x) y lim . f(x).

Considerando x > 0, resulta lim ., f(x) = lim , —— % _

1 1
¥ x2 X
= Mg ——t =
/ ;| 1
s e ool
s X2 X
X
Six <0, resultalim , f(x) = lim . | |
1 1
RE: =2
x? X|
= lim . —_‘1‘—1 -
1+ -
x* X
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Begurslo case: Hmity infinlie oo wr confunita no seotads

ime )= o o Ve 035>0/ :[xeDyald> & = {ll > 8
iMyo )= +m oo Ve 035> 01V (eDia x> 8 = ) >
Moo =~ < Ve> 0T >0V ReDyax > 8= ) <« -6
Moo )= 4w o Ver 086> 0 KeD A% < 5= K > 8)
e )= = o= Y62 08> 0/v:{kefinx <8 K< -¢

Ejomplo

Seafx - F+1,

e O + 1) = 4+

fitr ., (53 + 1) = —
Tarabién:

fime (8% + 1) = s

EJERCICIOR

% |
it
w2

11 Darnostiardue lim,

2} Derastiar oue fim. ";fs“ =1

3} Demostrar que fim. . ﬁ":f “
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4) Calcular los siguientes limites:

a) lim,

b) lim_..-

d) lim.

f) lim.

5) a) lim..

6) a) lim,.

7) a) lim,.

8) a) lim..

9) a) lim..

10) a) lim,.

c) lim..

% (dividir numerador y denominador por x)
X -5 % 3 -5
%13 c) lim,. S
2+ 1 x2—2x+3
- lim, —e—<XTS
x> -3x+5 8} Iim 3x% - 5x + 1
3x% + 5x — 1 . 8x — 3x° + 1
Pl =l S i —Seimed =,
X2 -2 g) 9x* —2x + 4
X b) "m_*_._@f._
\/K +1+x '\a’x2+1+x
(dividir numerador y denominador por \/x2 = |x|)
2x — 1 b) lim 2x -1
V4x§+x—x \/4x=+x-x
VX2 +x+VxE+ 1 ) fim VXE + X +VxE + 1
X+ VX% + 1 : X +Vx? + 1
VX2 A+ X+ 1+ VX2 +x b) lim VXE+x+1+VxE +x
\/x2+x+1+x B \/x§+x+1+x
VAxX2 +x+1+vVx2 +x b) lim VAXZ 4+ x + 1 4+ VX2 + x
VO + x + 2 + 3x - VOxZ + x + 2 +3x
eX b) lim_, e*
a~x d) lim_. e™*
th x f) lim_, thx

e) lim,.

11) Calceular los siguientes limites laterales:

a) limg+ (3%)

c) limg+ (e__:)

12) Calcular los siguientes limites laterales:
1

a) limg+

1-3*

1
X

2+3

b) limo- (3%)

d) limg- (e-—:)

b) ”mg+

1
(dividir numerador y denominador por 3 * )
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i
8 = ) ong- -2
a+8" 3+ 5%

b

) Hivg+

I.-A.

%

i, Indeterminacion dei iinite

Ya a8 ha indicado gue una fundifn cuyo limite e vere en of punte @ se lan
infiniggirns. Db la misma lonmie, § B Rincidh fiene limite infiniio s 8l punio @, 56
fHama infinity, Ambas denominaciones valen también pura ¢f case de # lendiends a
infinits,

Pusdy conaiderarse, sn vepacial, 6l cdlonls de lritss v la comparation dg jnit
;'_;készimnm infiiiilos, pero ge iata solamenta de cuasos perinulares def limile de una

B genaral, 8l Ty g soh infinitisies on & puris ay i, —%’% £ & 0, atton-

ges [y g son Infinitssimas dal mismao orden, v & £ = 1, se laman, ademds, infink
tésimos equivaiontes.

& Hmy, —f{%— = G, enionces | es de orden supsrior a g,
yap fim, — 4’9—- = @, erfoncss, T es de ordan Infeilora g

Raﬁuéfm;;uaa:habmrdaimJ -paraty g infinitésimos, come tin, 9bg = 0,

71 5@ Dusde aplicer S1dutreine mnrespcm&mteel Liemita da us eodlenta. Para caloular
diche limits puaden bacerse praviaments todes las sinplificationes, operacionss v
sustituciopes converishies, recordando quex — & # 0.

Ejemplos
13t —EX o yono B0 i (e = 1.0 = 0.

, b Jaxta) -1y g+
- By ““5"""""5"’ B T M e

* Sonslderando o polinomis ool = 2% - ¥ « 1,.come o) = 0, por ¢ teoreown
ded resto ph) as divisible pot f—1% Lo mismd sucede con s denarminador,

St St e ) P L
R v Gl o e e

Los ejempios anferiorss indisan gque of coclents de dos Infinitesivos pusds taner
auslguier imite, tinilo © infinlin, segln tes fundionas elegidas. _

Se dice, por ely, que ol socients de dos infinliédimes es un caso de indstend-
nackn def fimiia.

Antes de relerimes 4 los casos de indetenmiviaciin del ¥mite hemos de sclaray
i vez mids este concagio. Un limite seindatemiinads custdo ho pusds aniciparss
@ determinarse ol réaultado ¥ e deban electusr simplificaciones, mempiazos lickos,
Sig., anmies de enconbario.
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Por ejernple, ef producto de un infinitésimp par una funcion acotada tiens limite
nula (pag, 138). For lo tanto, estd determinado, En cambie, no puede anficiparse @l
resuitado para sf limite del produsto de un infiritesins por Una ]IneiBn hg acotads,
Este 25 un cast de limite indeterminado.

Enunciamas a pontinuacidn distinios casos de ingdatarminacdn de! fmite,

Lasos de indeterminacion dal limita

1} Cogiente de dos infinitésimos,

De la misma Yorma, las expresionss sigilentes correspanden a limites indater-
rriincios:
2} Coglente de dos infiniins.
B) Producto de un nfinitésime par un infinito.
4} ‘Suma de dos infinitos de distinto signa.
Bf g™ si fx)»1 ¥ giki—=x
6) Hx si -0 y g0
79 s ) -ew ¥ g} 0.

Para caleular hmites donde se prasentan castis de indstermingcion, conviens,

come ya se ha visto, recurris 2 antificlos de fipo algebraico.

By® o A5t 1
Por sjemplo, para caloular fim, H-ﬁ que ag el goclents de dos infini-
tos. se puade dividir nureerador v denominador por 27,
- 3{ _x%' 5
Resulta litn, —— e = 2
Gt @
X 5.@5'
i.2..8
o -8 ¥ = x
Eﬂ 1 5 o ” — nﬂ“ s i s ST
n ferme andloga, im “BrELE i e o]
el

{dividisndo nuinerader v denemitadar por x*},
Para calcufar it limite del tipo 5 se recuns @l ndmerg e,
1

‘t -
g = [in. ( 1+ -—3‘-) = g (1 +x)*  [véase cap B).
L . .

' - \ &
For glermplo, tratemes de caloular tim, (-i-:g- 3
Se trata de una funcicn potencial exponenicial, cuya base fiende a 1y cuyo sxpo-
nente fierds 2 infinito. _

[
Haremos lmervenir sl nlimaro e = lim. (1 ”“T:‘I‘) 2

; X+3 ; =2 5 . 1
1y e g = [m, T - 1 i 1 i -
" ( x--E) ; ( #-2 x_—a) o ( x:_:._g)

& .
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Téngase en cuenta que el célculo de limites indeterminados puede requerir, a
esta altura del curso, recursos artificiosos, como cambios de variables o reemplazo
de infinitésimos por otros equivalentes. Salvo aue se quiera agilizar cierta destreza
para descubrir artificios, es preferible dejar la resolucion de los casos mas compli-
cados para aplicar la regla de L'Hépital, que utiliza derivadas y facilita notablemente

los célculos.

EJERCICIOS

Calcular los siguientes limites:

1

1) limg (1+5%)*

. x+1\"*
1 I 2x-3

5) limg [cotgx — cotg(2x)]

’ 2x3 — 5x + 1
lime ————g———
Fl I 3x% + 6
: X2 -1
lim_
Ay X? —x2+ox+ 4
11) lim, 9@
bx
13) lim sen®x +sen x — 2

z sen®x — 4 sen x + 3

2x
; 3x+1
15) lim,. (Sx—s)

4% + 2x% + Bx

17) limg =

) PR .. -
19) Siendo f: x b e

20) Siendo f: x —

X2 +x—6
x> +4x +3'

2w (22)

o (35
o, e

5 W 3x‘2+x2_x23— 1

10) lim_, ( X f’;” ) T
12) lim_, gﬁf%—
14) lim., (::—;:)M

16) limo *— f32: 2

18) limo m; L=t

L calcular: a) lim _af(x); b) lim,f(x); c) lim <f(x).

calcular: a) lim_,f(x); b) limyf(x); c) lim _5f(x).
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V3x+1-vVx+3
VEX+3 -3 +5

. \E+x—-/5
21) hmu-—x—~ 22) lim,

23) lim, _5x+1 , Y3+ %
3+ Vx 24 - —axva
: 5x3
25) lim, ———— i (; __6x )
7+ xVX 26). limg 2-x 8-x3
) I e
27) limg iy 28) limp (cosx)*

X

X. Asintotas lineales a curvas planas

Ya se ha considerado, en el capitulo 3, al aproximar el grafico de funciones ra-
cionales, la idea de asintota.
Volvemos ahora sobre la misma idea, utilizando limite.

1) Asintota vertical
Definicion

La recta de ecuacién x = a es asintota vertical al gréfico de la funcion f si y
s0lo si lim,f(x) = =.

Ejemplo 1 \
+5 ’ l
Sea f: X — ————,
T |
=) I X
. X+5 g ’ : ;
limg g g = = = l|a recta de ecuacion x = 5 es asintota vertical al gréfico de f.
Ejemplo 2
1
frx— ———
Sea 2
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—_— e e —— —— — —

lim, -(X—T)E = = = larecta de ecuacion x = 2 es asintota vertical al grafico de f.

2) Asintota horizontal
Definicion

La recta de ecuacion y = ¢ es asintota horizontal al gréafico de la funcién f si y
solo si lim.f(x) = ¢.

Ejemplo

. | |
; RE =X
Sea fix — m | I
| I
g P T e
] B
-3 -1 A0 1\ I3 X
l |
| |
lim.. +2~_x__ = 1 = larectadeecuaciony = 1 es asintota horizontal.
Xe — 2% —3
Ademas,
-
lim xg—x_zi{-—é- = ® = |arectadeecuaciénx = -1 es asintota vertical,
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== .
y limg %2—"3- = o = larectadeecuacionx = 3es asintota vertical.
¥ = =

Obsérvese que el grafico de f corta a la asintota horizontal en el punto (—3;1).

El grafico de una funcion puede cortar a una asintota horizontal u oblicua en n
puntos. Por ejemplo, la funcién f: x — 2-* sen x admite como asintota horizontal al
eje x y lo corta n veces para cualquier nimero natural n.

3) Asintota oblicua
Definicién

La recta de ecuaciony = px + q(p £ 0) es asintota oblicua al grafico de la
funcion f si y sélo si lime [f(x) — (px + g)] = 0.

En este caso se verifica lim..f(x) = = yf(x) = px + q + g (), donde g es infini-
tésimo para x = .

Ejemplo 2 y :k////_?“
Sea f:x—»%gx. /f/*
7|
L7
/]
/ |
4 l
A
7 |
7 -
%2 -10 2
P I
I

Para encontrar la ecuacion de la asintota oblicua es conveniente efectuar la divi-

sion de polinomios. Resulta f(x) = (x +4) + % Luego, la recta de ecuacion
y = X + 4 es asintota oblicua al grafico de f. En efecto, es lim. [f(x) — (x=4)] =
— i (- S

= lim., S5 0.

Asintotas de este tipo aparecen en funciones racionales cuando el grado del
numerador es mayor en una unidad que el grado del denominador.

En efecto, si la funcion racional considerada es el cociente de |a funcion polino-
mica f, de grado n = 2, sobre la funcion polindmica h, de grado n — 1, al efectuar
dicho cociente resulta:

r(x)

X =
rreoakalll hx)
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donde s es un polinomio de primer grado y 1 es un polinomio de grado menor que el
de h, segun se ha visto en el ejemplo anterior.

Luego, oy es infinitésimo para x — = y s es una funcion lineal, cuyo grafico es

asintota oblicua al grafico de la funcion racional Ff

EJERCICIOS
1) Gréfico aproximado, indicando asintotas, para cada una de las siguientes fun-
ciones:
X—1 x—4

fix— N —

S neo SR 16

3 _ 2 _ 3 2 = o
PR 24>< 3x — X 3: x~3
Gl ) X<+~ X

2 . .
2) Asintota horizontal al graficode f: x — )(2—{"5(-‘32—5 ¥ Su interseccion con el mis-

mo. (Resolver la ecuacion que se obtiene al igualar valores.)
22 — %
X2 — 2% — 3

4) Indicar dominio y ecuaciones de las asintotas lineales a los graficos de las si-
guientes funciones. Hacer un grafico aproximado, buscando previamente las in-
tersecciones con ambos ejes.

3) idem parafix —

-~ N Poala :
gyt X8 syt RSB
X —2%x5—-x=+2 X“—6x+9
) x® —x% —4x =4 ) x* - x? — 2x
g xX— 3 r.x—r-—2~——
XS =10 X +3x
- 2 -
SX_)_'S_Egg— l:x_._a—x._:zx_
X* - X° — Bx X7 - 3x° 4
2 _ 3 _ -
I 3x o E 3x -1
x® — 16x x? -3
3 . 2 3 2
X" + 3% =1 —4x" - x -4
pr s X 32 = 10K i Tl =
x* — 4x° + 3x X —4
3 _
5) Indicar en qué puntos el grafico de f corta a su asintota oblicua si fix — H
el
: aids X2 4+ 2x — 1,
6) ldemsif:x — e+ 10

7) Dar una funcién cuyo grafico admita dos asintotas verticales y una horizontal.
8) Dar una funcién cuyo grafico admita una asintota vertical y una oblicua.
9) Dar una funcion cuyo grafico corte a su asintota oblicua.

159



10) Hallar dominio, asintotas, intersecciones con los ejes y recorrido. Hacer el gra-
X—6
X2 —-x-2

x2 +2x — 15

ficosif:x -

11) idem paraf:x -

x—1
A , : , LI 3x® - 6x?
12) Dominio, asintotas, intersecciones con los ejes y gréfico si fix — —_——
x* -4
13) idem sifx ————
. 2x° —2x — 4

14) Hallar el conjunto de todos los nimeros reales que satisfacen la siguiente ine-

=1.

cuacion:

(Para-verificar la solucion se sugiere graficar f / f(x) = :‘1 )

+1
15) i X i | T
) demsi' x5 = 3
16) idemsjl ":f ,-:5,
RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 4
Seccion i
€
No<s=<
€
3) 0 < & = 0,0000125
€
4) 0< 38 = 3
€
< = —
5) 0 & = 9
€
6)a)0<sd= .
€
b) 0 <& = E
c)0<d<=c€
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[ 3
d)0 <8 =—
) 2

3 —

770 <8 €
8) 0 < & = min (1,4€)

min (1.2¢)
)

IA

A

9) 0 <3

10) 0 < & < min (%

w|m

Seccion IV

1) a) 01 b) 21 c) 0

2) limgs fix) = 0 limg- fix) = =2
3) limys fx) = 3 limy- fx)= 2
4) limy. f() = =1 IImy- f(x) = 1

- i ..]..'f..

S)Oca_mm(z,s).

6) lim,. fx) = lims- fx) = 2 limg» f(x) = lims- f(x) = 6
lim_y-f) = lim_,- f(x) = 2 lim;s g(x) = limi-g(x) = 6
”m_1“ h{){} = 2 ”m_1—h(x) =-2 limu-r h(x) = |im°_h(X) =1

Seccion V

1 3 3
= = 2. = k
1) 2 2) -2 3) > 4) 0 5 0 6) y 7 2 8)
m
9) = 10) 5
Seccion Vi
V2 3 7/3 » 5 5
1) 2 2) 2 3) 0 4) 2 5) =5 6) 0 7) 5 8) 3
9) = 10) 0 11) 0 12) 2 13) 1 14) 2 15) 2 16) 6

1
=2 __4 — — - —_——
17) —16 18) 19) -1 20) p L ) e | 22) o4

Seccion VI
1 1 1 1
1}0«:6-5.e 2)0<55? Jo0<d=— 4)0<6_\/£_



50~8=2 5}0<6:—'min(1,—2—) 7}0485min(1.—§2-e—)
Seccion Vil
>_1. ::-L “>§—
1)1"3—.‘E 2}5--\E 310—6
3 4 3 % ..
485 b 0}2 do e i3 a 3
3 - o
5)a) 5 b
2
6)a2 b =
7)a) 1 b)+e
8) a) 1 b) + =
1
9 a5 b+
10)a) += b0 ¢ 0 d+= e1 f-1
11) a) = b) 0 c) 0 d) =
1 = _ 2
12) a) b). =1 91 d -3
Seccion IX
1Ne 20e* 3 e e~ 5=

2

3 } . =
6) > 7) = 8) 0 9) = 10) 1
a 1 -6 4
— Lo 1 —
11) b 12) 7 3) 5 14) e 15) e
1 3 5
16) 5 17) 3 18) 1 19) a)= b}g cj1 20) a)= Db)0 c)—z—-
i3 s
Py = 22 B 29) % 24) 0
25) = 26) 0 27) 1 28) 1
Seccion X
1) fix = -2 as. vertical y = 1 as. horizontal
g:x = 4 as, vertical y = 0 as. horizontal
h:x = -2 as. vertical y = x — 6 as.oblicua
t:x = 0 as. vertical y = x — 4 as. oblicua
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2) y = 1 as. horizontal interseccion en (—4:1)

3) y = 2 as. horizontal interseccion en (—2:2)

4 D, = R-{21,—-1} X=2y x= —1as vert. y = 0as. hor.
D, = R—{-3.2} X = -3 as.vert. y = x — 2 as. obliclua
D: = R-1{3} x = 3as, vert. y = 1 as. horizontal
D, = R-{0,-3} x = -3 as. vert, y = x — 2 as. oblicua

D, = R-{2,-3,0} X = -3 y x = 0as vert. y = 0as. hor.
D, = R—{1,-2; X = -2 y x = 1as vert. y = 0 as. hor.
D, = R-{0.4,-4} x =4 y x = —das. vert. y = 0as. hor.
D. =R y = X as. oblicua
D, = R-{0,1.3} Xx=1y x = 3as.vert, y = 1 as. hor,
D, = R—-{2,-2} X =2y x = —-2as.vert. y = X + 4 as. oblicua
Sy = A;—x as, oblicua. El grafico de f la corta en (=3;=1)
6)y = l‘x as. oblicua. El grafico de f la corta en (—2; - i)
4 2
. 2x-3
lo: f{x) = ———————
7) Ejemplo: f(x) X=1) (x-5)
. , _ x2-5
8) Ejemplo: f(x) = =3
9) Ejemplo: f(x) = sx 8
Sl B
10) fx) = —== A x #2 D; = R-{2-1}  Rec, = R-{0,1}
as. vert. x= -1 as. hor: y=20
| y int. eje y: (0:3)
X
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11)

15

Dy = R-{1}
as.vert: x =1

Rec, = R

as. oblicua: y = x+3

int. ejex: (3:.0) y (-50)

int. ejey: (0;15)

b
7
34
!
-5 1
// | X
4 |
y |
2
12) f{x) = __:.3.5.3 A +2 D, = R-{2,-2}
i as. vert.. x= -2
as. oblicua: y = 3x—6
int. eje x: (0,0
int. ejey: (0,0
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13) D, = R-{2,-1)}

as.vert: Xx= -1x=2
yi as.hor: y=20
I | = 3
] | int.ejey: (0: — T)
| J
I |
|
| =% | X
[ |
1 |
| |
14) {x/x =0} 15}[x!x<5v5<xs%vxa—2§~]

16) [x/xq— vx>--}
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5. CONTINUIDAD

Sea f una funcion y a un punto de acumulacion de su dominio. Como ya se ha
visto, el punto a puede o no pertenecer al dominio de f, es decir, el valor f(a) puede
existir o no como numero real.

Por otra parte, la idea de limite se desvincula de lo que sucede en el punto a, y
el simbolo lim,f(x) tiene un sentido independiente del valor f(a).

La funcion f puede estar definida en a y no tener limite finito en dicho punto. Pue-
de existir lim,f(x) y no existir f(a). Pueden existir el limite y el valor de la funcion y ser
distintos numeros reales. O bien pueden existir ambos vy coincidir.

I. Funcién continua en un punto

Si existe limite finito en un punto de acumulacion a, si existe el valor f(a) y, ade-
mas, ambos numeros son iguales, se dice que la funcion f es continua en el punto a.

Por lo tanto, la continuidad de una funcion en un punto de acumulacién de su
dominio se refiere a tres condiciones: la existencia de limite finito en a, la existencia
de f(a) y la coincidencia de ambos valores.

Definicion

Sea f una funcioén y a un punto de acumulacion de su dominio: f es continua en a
Si y solo si:

1) 3f(a)

2) 3 lim,f(x) (finito);

3)  lim,f(x) = f(a).

Si a no es punto de acumulacion del dominio se conviene en considerar que f es
continua en dicho punto si existe f(a).

Como la continuidad se basa en el concepto de limite. puede darse también la
definicion utilizando entornos convenientes de a y f(a): f continua en a2 =
SVeE>036>0/Vx (xeD; A [x—al<d= f(x) - fla) <e€).

Notese que, respecto de la definicion de limite finito, se han introducido dos mo-
dificaciones. En primer lugar, se ha reemplazado el nimero ¢ por el numero f(a). En
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segundo lugar, no se exige que el entorno de a sea reducido, es decir, no se exige
X # a, pues f esta definida en a y en dicho punto se verifica:
Ve=>0:(fla)-fla) = 0<e)

Obsérvese también que en el caso de una funcién continua los simbolos de fun-
cion y de limite pueden conmutarse: lim_f(x) = f(limx).

Discontinuidades

Si no se verifica la definicion de continuidad en un punto a, la funcion conside-
rada es discontinua en a.

Esto puede suceder si no se cumple una cualquiera de las tres condiciones que
exige la definicion. Es decir, una funcion puede ser discontinua en a porgue no existe
f(a) o porque no existe lim,f(x), o porgue ambos existen pero son distintos.

Caso 1

2 _
Seaf: x — =X = 39 . Estudiemos la continuidad de f en el punto 3, que es punto

de acumulacion de su dominio,

3 no pertenece al dominio de f, o sea, no existe f(3). Sin embargo, existe
limsf(x) = 6.

El grafico de f es una recta de la cual se ha excluido el punto (3;6).

Puede conseguirse una funcion f,, continua en el punto 3, de la siguiente manera:

f, = tu{@: 8}

Es decir, la funcion f, tiene como imagen del numero 3 el valor del limite consi-
derado, o sea, f,(3) = 6.

Obsérvese que f,, continua en 3, no es la misma funcién inicial, pues el par
(3:6) € f, y, en cambio, (3; 6) £f.

En este caso suele decirse que la funcion f presenta una discontinuidad “evita-
ble” en el punto 3.
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Gasp 2
1) Sea t: x—ent x. Estudiemos la continuidad an ei arigen

Vi

s f IPERCS,
o R .
“:f 1 2 %

La funcion ésts definida en ¢f origen v f{0) = 0. Como va 58 ha visto, f no tishe
limite finlia en dicho puinto. Erl este casd la discontinuidad susie tamarse "esencial™.
Utillzando 1a definisién de limite.por Ja derecha, puede degirss e esta funcion es
vontinuz & la derecha de a, puss

limige ot = ok

Bceoms o
21 8pagix e

£ ol punts 4 fa funcion no tiene limite finite. Come fa funcidin anteror, la funcién
@ presenta bna discontinuidad esengial én dighe punid.

i ¢
i se sonsidera la funditn g,: x - { -4 s x ¢ 4
K S %= 4

aunque ahora la funcidn estd definida en 4, Ia discontinuidad tarmbién 8% esencial.
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Caso 3

x2-3six# 1 y
Seaf:x—»{
2 six=1 4. =
I
I
|
|
21--4
|
|
|
!
0] 1 ¥

E! grafico coincide con el de la parabola y = x? — 3, con excepcion del punto
(1:4), que ha sido reemplazado por el punto aislado (1; 2).

En este caso, limy (x2 + 3) = 4, f(1) = 2 y limsfx) % f(1).

De la misma forma indicada en el caso 1, la discontinuidad de f es "evitable" en
el punto 1.

En resumen:

1) f presenta una discontinuidad evitable en el punto a si y sélo si f es discontinua
en a y existe imite finito de f en a:

2) f presenta una discontinuidad esencial en el punto a si y solo si f es discontinua
en a y f no tiene limite finito en a.

Ejempio 1
x2-2x -3 ; - .
Seaf x— Bt 13" Encontrar los puntos de discontinuidad y clasi-
ficarlos.

Buscamos en primer lugar el dominio de f,

. (x = 1) (x = 3) o BT
f(x) = R T T = D; = R-{1, -1,3}

Luego, f es discontinuaen 1, -1y 3.

Como lim,f(x) = FFm1#f_3) = -1, ladiscontinuidad en el punto 1 es

evitable.

Como lim ,f(x) = =, la discontinuidad en el punto — 1 es esencial. Analogamen-
te, la discontinuidad en el punto 3 es esencial porque lim,f(x) = =.
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¢ Fjemplo 2

-|x - 7i si x>5
3 si x =5
fix— 4 x¥-6x~3 si 0=x<5
tg x si XCOAx'ﬁ(T—Qn)—g AneN
0 Six=(1—2n}—g-AneN

Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidad lateral
en dichos puntos.

El dominio de f es R. Es discontinuaen 5, en Oy en (1 - 2n) % conneN.

En 5 la discontinuidad es evitable. Las restantes discontinuidades son esencia-
les. En O es continua por derecha.

EJERCICIOS

1) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados .
cuando corresponda, clasificar el tipo de discontinuidad:

fix— [x| enx =

0
1
g:x—»—; enx = 0
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h:x—»sen% enx = 0
m:x—»xsen% enx = 0
S:x—entx enx = 3
2
x—?six & =8
rNx— v enx = —5
6 six = -5
X2 — 100
n:x enx = 10
- Xx—=10
2) Estudiar continuidad a derecha e izquierda de:
fix—entx enx = 1
A
gx—2F enx = 0
3-’1" 2
hix—s —= enx = 0
1
¥+
m: X — mant x enyx = —1

3) Encontrar y clasificar los puntos de discontinuidad de:

X — 3 xZ—x-2
fixm—t S :
x2-x-6 X T x—s
x® + x2 — 16x — 16 x2—-3x +2
nix— - =
x3 — 16x T 1 ax? 1 2x
gix—— g Xt X—=8
sen x x?+4x + 3
1 sl <
hix—4{2 s x = sx—s—X22
3 3 2
2xsli > 1 X* + x° — 6x
4) Sea I
|x + 2| six=0

fix— Jent(2-x) sio<x<2
1

oA Six=2 A x # 3

Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidades laterales

en dichos puntos.
5) Idem si

sh x six =0
xsen—;{ si0D<x=1

[x -3 +[1-x|+2 81 <x<3
x? — 6x +13 six >3
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6) Definir en el intervalo [ -3; 3] tres funciones h, f y g, tales que:
h sea continua en [- 3;3];
f presente una discontinuidad esencialenx =1 y enx = 2, y
g presente una discontinuidad evitable en x = - 2.
7) Definir una funcion que presente dos discontinuidades evitables y una esencial.
8) Definir una funcion que presente una discontinuidad esencial con limite infinito y
otra esencial sin limite infinito.

Il. Algebra de funciones continuas

Recurriendo a los teoremas correspondientes de limite finito puede demostrarse:

Si fy g son dos funciones definidas en el mismo conjunto D y ambas son conti-
nuas en el punto a, entonces

1) f + g es continua en a;

2) f — g es continua en a;

3) fg es continua en g;

4) -é es continua en a si  g(a) £ 0.

Demostraremos, como ejemplo, la primera parte.

lim,(f + @) (x) = lim,f(x) + lim,g(x), aplicando el teorema de limite de una
suma.

lim,f(x) + lim,g(x) = f(a) + g(a), por ser f y g continuas en a.

fa) + g(a) = (f + g) (a), por definicion de suma de funciones.

Luego, lim,(f + g) (x) = (f + g) (a), y la funcién f + g es continua en a.

De la misma manera se demuestran las proposiciones restantes.

Continuidad de la funcién compuesta

Teorema

Sean f y g dos funciones para las cuales Rec; C D,. Siges continuaenay f
es continua en g(a), entonces la funcion compuesta f o g es continua en a.
Debe probarse: lim, (f o g) (x) = lim, f[g(x)] = f[g(a)].

Rec
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Demostracion

Como f es continua en g(a) = b, prefijado cualquier nimero € > 0,
38, > 0/(yeDy A ly—-Db| <, = [fy) - f(b)! <€),
aplicando la definicién de continuidad a la funcion f en el punto b = g(a).
Si consideramos la parte del dominio de f que incluye al recorrido de g, la expre-
sion anterior es valida para y = g(x).
Es decir,
Ve >035,>0/(glx) €D, A g(x) - gla) <, = |f[gx)]-f[gla)]] < e )
Ademas. como g es continua en a, puede aplicarse la misma definicion anterior
a la funcion g eligiendo €, = 3, > 0.
Por lo tanto,
35>0/(xeDg A Ix —al<d = [g(x) - g(a) <b,).
Ordenando convenientemente las implicaciones anteriores, resulta:
Ve>036,>036>0f{(xeDgn!x—a=<5) =
(9(x) €Dy A ig(x) - g(a)l < ;) = f[g(x)] - f[ 9(a)]| < €].
Finalmente, por transitividad de la implicacion:
Ve>035>0/(xeDy alx-al<é= ((fog)(x) - (fog)(a) <€),
y la funcién compuesta fe g es continua en a.

Aplicacion

Investigar la continuidad de las dos funciones compuestasfo g y g o f en el punto
2,sifix—ent(x)yg x—\ x.

Por el tearema anterior, f o g es continua en 2 si g es continua en 2 y f es con-
tinua en g (2).

La funcion raiz cuadrada es continua en el punto 2 y resulta g(2) = V2.

Ademas, la funcion parte entera es continua en el puntc ' 2 (véase pdg. 57).

Luego, la funcién fog: x — ent (\ x) es continua en 2.

Para estudiar la continuidad de g o f en el punto 2 debemos investigar primero
si f es continua en 2 y luego si g lo es en f(2).

En este caso, la funcion parte entera no es continua en el punto 2 por carecer
de limite en dicho punto. Luego. no puede aplicarse el teorema.

Se demuestra faciimente que la funcion g o f: x — %/ ent x no es continua en 2.

Valores de una funcién continua en un entorno
del punto de acumulacion

Recordando que si la funcion f es continua en el punto de acumulacion a, es
lim,f(x) = f(a). se pueden aplicar las propiedades del limite finito a las funciones
continuas.

Por ejemplo. si se aplica la propiedad de limite finito demostrada en la pagi-
na 133, se deduce que si una funcién es continua en un punto de acumulacion a,
entonces existe un entorno de a donde la funcion esta acotada.

Es decir,

fcontinuaena = 3E(a)3ke R/IVx:(xe E@ N Dy = [f(x) < k).
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De la misma forma se puede aplicar otra propiedad demostrada en la pa-
gina 133 y probar de inmediato el teorema siguiente:

Si f es continua en el punto de acumulacién a y f(a) = k, existe un entorno de a
donde vx e Dy f(x) = k, respectivamente.

Es decir, para una funcién f continua en el punto de acumulacion a,

sif(a) > k,entonces JE(a)/Vx: (xe D; N E(a) = f(x) > k)

sif(a) < k, entonces|3E(a)/ Vx: (x e D; N E(a) = f(x) < k).

En especial, sik = 0,

flay= 0 = 3E(a)/ Vx: (xe D;N E(a) = f(x)=0, respectivamente).

Si f(a) = 0, nada puede asegurarse del signo de f(x) en un entorno de a.

En cambio, si a es punto de acumulacion del dominio de una funcion continua f,
y toma valores positivos y negativos en todo entorno de a, entonces f(a) = 0.

Esta propiedad puede probarse facilmente por reduccion al absurdo.

En efecto, suponiendo que la tesis es falsa. caben dos posibilidades:
1) f(a) >0 = 3E(a)/ Vx: (x e Dyn E(a) = f(x) > 0). que niega la hipotesis
2) fa) <0 = 3E(a)/Vx: (x€D;N E(a) = f(x) <0). que tambien niega la hi-

potesis.
Luego, como f es continua en a, f(a) existe y es cero.

EJERCICIOS

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones compuestas en los puntos
indicados:

1) foh enx=-g— si fix—Inx y hix—senx
2) foh enx = 1 si fix—entx y hix—Inx
3) foh enx = 3 si f:x—»% y hix—=x-3
4) foh enx = 1 si fix—mantx y h:x—»i—

lll. Continuidad en un conjunto

Una funcion f es continua en un conjunto de puntos si y sélo si es continua en
cada punto de ese conjunto.

f continuaen C < Vx: (x € C = fes continua en x).

La definicion de continuidad en un punto asegura que el conjunto C es un sub-
conjunto del dominio de f.

Como la definicion de continuidad se ha dado en puntos de acumulacion y tam-
bién en puntos aislados, se puede encarar el estudio de las propiedades de las fun-
ciones continuas, y mas adelante de las funciones derivables, para funciones defini-
das sobre conjuntos de tipo muy diverso.

Para evitar dificultades nos ocuparemos solamente de funciones definidas en in-
tervalos o en union de intervalos (acotados o no) de nimeros reales.
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Consideraremos gue una funcion es continua en un intervalo cerrado [a; b] si
es continua a derecha de a. a izquierda de b y en cada punto interior al mismo.

Intuitivamente, para una funcion escalar definida sobre un intervalo incluido en
R, la idea de continuidad se refleja en un gréafico sin saltos ni puntos aislados.

Es decir. siuna funcion f continua sobre un intervalo aicanza en el mismo dos va-
lores distintos f(x ) y f(x;). entonces alcanza también todos los valores comprendidos
entre ambos numeros reales.

En especial, si una funcion f es continua en el intervalo [a; b], f(a) > 0y f(b) < 0,
entonces existe un punto interior a dicho intervalo donde el valor de la funcion se
anula. Es decir. existe, por lo menos. un punto ¢ entre a y b donde el grafico de la
funcion atraviesa al eje de abscisas.

Y
I
|
I
I
I
I
|
i 3
of a C\/c, 5 1| b p
|
f)=mm =

En el grafico anterior hay tres puntos: ¢, ¢, y c,, para los cuales se verifica la
propiedad mencionada.

Esta propiedad, conocida como teorema de Bolzano® o tecrema de los ceros de
las funciones continuas, tiene importancia para el calculo aproximado de raices de
cualquier polinomio de coeficientes reales.

Por ejemplo, tratemos de hallar una raiz real del polinomio
p(x) = x5 — 12x* - 49x3 — 76x2 + 48x - 64.

Calculamos p(2) = —40 y p(5) = 26. Segun el teorema de Bolzano, el po-
linomio se anula, al menos una vez, entre 2 y 5,
Calculamos p(3) = —10. Luego. una raiz esta ubicada entre 3 y 5. Efectiva-

mente, es p{4) = 0 y 4 es raiz del polinomio.

Si la raiz no es un numero entero, aplicaciones reiteradas del teorema de Bol-
zano permiten acotar los valores de raices racionales o irracionales.

Seap(x) = x5+ x* - 2x3 - 2x? - 15x — 15.

Calculamos p(1) = —=32 A p(2) = =21 A p(3) = 192.

Existe una raiz real r tal que 2 < r < 3.

Prosiguiendo con los calculos. resulta:

P21 <0 A p(22)< 0 A p(2.3) > 0.

* Bernardo Bolzano (1781-1848), sacerdote. filosofo y matematico, profesor de la Universidad
de Praga. Su obra principal, Paradojas del infinito, fue péstuma.
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Luego, 22 < r < 23.
También p(2,22) < 0 A p(2.23) < 0 A p(2.24) > 0.
Luego, 223 < r < 2,24.

Continuando los calculos puede obtenerse r con tantas cifras decimales exactas
como se desee.

En nuestro caso r es el numero irracional \ 5 = 2,23 ...

El teorema de Bolzano puede demostrarse directamente, o ser considerado co-
mo caso particular del siguiente teorema.

Teorema del valor intermedio

Si f es continua en [ a; b] y k es un valor comprendido entre f(a) y f(b), entonces
existe un punto ¢, interior al intervalo [a: b], donde la funcion alcanza el valor k.
Sea f continua en [a; b]y f(a) < k < f(b). Debe probarse que 3¢ € (a; b) / f(c) = k.

fib) 1=~
fie)=k +—-

f{a) T —

Y i e

Demostracion

Consideremos el subconjunto de [ a; b] formado por todos los puntos x / f(x) < k.

Es decir, S = {x/xe[a;b] - f(x) = k}.

Stiene por lo menos un elemento, pues a€ S, ya que a€[a:b]yf(a) < k por
hipotesis. Luego, S no es vacio, Ademas, b€ S, pues f(b) > k y b es una cota supe-
rior del conjunto S.

Por lo tanto, S es un conjunto no vacio y acotado de numeros reales.

De acuerdo con el axioma de continuidad de R, tiene un extremo superiorc y es
a = ¢ = b. Demostraremos que f(c) = k.

Por el absurdo:

1) Si f(c) < k, por un teorema anterior (pag. 174),

36 > 0/Vx: (x€E(c, ) = f(x) <k).

+ ISR T T IR T VIR TS
+ VIrrrIr Tt T

a -8 ¢ xec~-& b

Por lo tanto. hay algin x > ¢ para el cual f(x) < k. Es decir, 3x/xeSyx>c.
Esto contradice que c es el supremo de S.
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2) Sif(c) >k, por el mismo teorema anterior (pag. 174),
35 >0/Vx: (x€E(c.5') = f(x) >k).

Esto indica que ningun punto de S esté a la derecha de ¢ - 5'. es decir,
¥xeS:x=c -8, Porlotanto, c - 8 es una cota superior de S menor que el su-
premo. Absurdo.

Luego, f(c) = k.

Ademas, a < c < b, pues si fuese a = ¢ seria f(c) = fla) < k, y sifuese b=c
seria f(c) = f(b) > k, y se llegaria a las mismas contradicciones anteriores.

Si existen varios puntos x donde f(x) = k, el punto ¢ correspondiente a esta de-
mostracion es el que esté a la izquierda de todos ellos.

Una demostracion analoga vale si f(a) > k > f(b).

El teorema demostrado indica que una funcién continua en un intervalo [a;b]
alcanza en dicho intervalo, por lo menos una vez, todos los valores comprendidos
entre f(a) y f(b). También suele darse esta propiedad diciendo que si una funcion
continua alcanza dos valores diferentes en [a: b], alcanza también todos los valores
intermedios. Para ello basta considerar el teorema en cualquier subintervalo [3y7 %]
incluido en [a; b].

Y
f EE
el i )
fib) t=~- - -+
I I
fx) ===+ | I
I : I
(i 18
f(a) +—— P | l
(N | :
i s L] -
0 axc X b

Si se considera el teorema del valor intermedio para el caso particular de k = 0,
resulta el teorema que ya hemos utilizado para acotar raices de polinomios:

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo [a; b] y f(a) - f(b) < 0, entonces existe
un punto ¢, interior al intervalo, donde f(c) = 0.

EJERCICIOS

1) Por el mismo camino utilizado para probar el teorema del valor intermedio, demos-
trar directamente el teorema de Bolzano.

2) Demostrar el teorema del valor intermedio si f(a) > k > f(b).

3) a) Sea f:x—x? - 2x2 + 3en[-1;2]; verificar el teorema del valor intermedio

para k = 2.
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O} Memparagix—x® - 2x%6n[~3; 01y k= -3, :
4} 8) Seafix—x® - 3x® + 3x — 1en[0; 3] Verficar ol tsorema de Bolzano.
b} ldem para g:x-—»x* — 22~ 5en [0 21
8) Hallar con dos ciftas decimales exactas una raiz real de
Pl = xf %8~ 10x2 - 11— 11,
B} idem siplx) = x*+ 2x3 — 189x% - 48x — 120

{¥. Extremnos de funsiones
Maxime abeoiuts

Consideremos una funcidn  definida sobre un conjunic A,

El vaior #o) @8 f maximo absolulo de fs funcicn f en of conjunio AGD, sl y
sdio si flc) ro es superado por ninguno de log valores ix) que alcanza la funcidn
en dicho coniunio A :

Fs decir,

t{e) méximo absoluto de fen A = Y (xe A = f{x) = e}y

Ef conjunto & puede ser sl dominio de 1 o puede ser un subconiumic del mismo,

En genersl, of valor §c) s 8l méxime absoluts de | si sa cumple n definicidn an. -
terior can A = doiminio de .

& sea, Koj o5 el maximo absoluio de f st v 9dlo si He) es af méxime del recortido
def

Binime abaolute

El valor f(s) es el minimo absoluto de Ia furcion f en el conjunto A D, sl y 56
lo sl fe) no supera a ningunc de los valores ) que alcanza la funcion en dicho
conjurio A,

Ea dagir,

f(c) minimo absoluto defen A & Vx (xe A = i(x) =ic)).

El valor f{c) es ef minimo absolutc de T si se cumpls la definlcidn anterlor con
A = dominio de f.

O sea, o] es &l minimo absoluto de sl y sdlo i He) o3 el minimo de! recorido
de f,

Mavimo ioeal o relatlve

Congiderermos una funcidn f cuys dominio es el conjunto [, v sea ¢ un punto
irterior a dicho dominic,

Elvalor fc) es un mdxdimo loscal o méxime relative de ¢ i y sdlo si exists un en-
forng del punio ¢ tal que los vaiores gues toma f en los puntos de diche entorno no su-
peran &l valor fc}

£5 decir,

flc) méximo jocal «= JE(C) C D/ ¥ (x € Ele) = (x) < f(c) >
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Minimo local o relativo

Sea ¢ un punto interior al dominio de una funcion f.

El valor f(c) es un minimo local o minimo relativo de t siy sélo si existe un entor-
no del punto c en el cual se verifica que el valor f(c) no supera a ninguno de los valo-
res f(x) que toma f en los puntos de dicho entorno.

Es decir,

f(c) minimo local < 3E(c) C D/ V¥x: (x € E(c) = f(x) = f(c) )-

Graficamente:
¥
il (=5 7 HE e
flenr—=—<< ==
fledl ___ /£ f I
feir === i i il
I L
| | | I
I I ! i
2 0 gy
fla) + — I 1' I
| | | | | X
Mol b bt s (Jv Lhh ’:,,!,’, btk
0] a 6 G € G b

f(c,) maximo absoluto en [a: b] y maximo local.

f(a) minimo absoluto en [a: b] (no es minimo local).
f(c,) minimo local (no es minimo absoluto).

f(c;) méaximo local (no es maximo absoluto).

f(c,) minimo local (no es minimo absoluto).

Si una funcion tiene maximo (o minime) absoluto en un conjunto, dicho valor es
Unico.

Puede suceder que la funcion alcance dicho valor maximo (o minimo) en mas de
un punto del conjunto. Por ejemplo, el maximao absoluto de la funcion seno es el nu-
mero 1 y la funcion toma dicho valor en infinitos puntos del dominio.

Daremos a continuacion algunos ejemplos para aclarar las definiciones ante-
riores,

Ejemplo 1

Consideremos la funcion f, correspondiente al grafico siguiente, cuyo dominio es
R y tal que lim_f(x) = —=.

f (b)]
f {c)

fia) 1

bedszirrgrdza

|
/ na R ER R,
c a b \
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L% sl 18
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El dominio de f es R.
En el grafico podemos observar que:

f(-2) = 0 es maximo local;
f(0) = 4 es maximo local y absoluto, y
f(3) = —5 es minimo local.
No hay minimo absoluto, pues lim __f(x) = —=.

El recorrido de f es (—=; 4].

Los ejemplos anteriores muestran que una funcién puede tener maximo absoluto
0 minimo absoluto en algunos conjuntos y no tenerlos en otros, y que existen funcio-
nes que no tienen maximo ni minimo absolutos en su dominio.

Una forma de asegurar la existencia de maximo y minimo absolutos para una
funcion en un conjunto es exigir que la funcién considerada sea continua en un in-
tervalo cerrado.

Es decir, si una funcion f es continua en un intervalo cerrado, entonces f tiene
maximo absoluto y minimo absoluto en dicho intervalo.

Obsérvese que una funcion tiene maximo absoluto si su recorrido esta acotado
superiormente y el supremo pertenece al recorrido. De la misma forma, una funcion
tiene minimo absoluto si su recorrido esta acotado inferiormente y el infimo del reco-
rrido le pertenece.

Teoremas de Weierstrass*
4 Primer teorema

Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a; b], entonces f esta aco-
tada en dicho intervalo.
O sea, f continua en [a,b] = f acotada en [a; b].

Demostracion

Consideremos el conjunto S formado por los elementos ¢ del intervalo para los
cuales se cumple que la funcion f esta acotada en [a; c].

Osea, S = {c/ce[a;b] A facotadaen[a;c]).

Para poder aplicar el axioma de continuidad de R demostraremos que S no es
vacio y esta acotado superiormente.

En efecto, a € S. Luego, S # ¢, ycomo S C [a; b], b es una cota superior,

Por lo tanto, S tiene supremo, al que designamos ¢c,, y es ¢, < b.

Ademas, a < c¢,. En efecto, como f es continua a derecha del punto a, por una
propiedad anterior (pag. 173), existe un semientorno a derecha de a, de radio §, en el
cual f esta acotada.

w

(2]

w
++
[=]
o1

* Karl Weierstrass (1815-1897). Se inicio como profesor de ensefanza secundaria. Luego, en
sus famosas clases y seminarios en Berlin, insistié siempre en la necesidad absoluta de
rigor en las demostraciones matematicas.
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Es posible entonces encontrar un punto c, entrea y a+ 4, tal que se cumpla
que f estd acotada en [a; c]. Luego, c € Sy ¢ > a. Esto asegura a < ¢ < ¢,

Es decir,a<cy,=b.

Si se prueba que c, = b y que ¢, € S, se cumple la tesis.

Por el absurdo, supongamos c, < b.

Cy Ca

thhd hht ok d pdd i SRt b4 g
L R R EE R

Cy Co+8 b

a Co

Por hipotesis, f es continua en ¢, ya que
a<cg<b = cyela bl
Por el mismo teorema anterior (pag. 173), existe un entorno de c,, de radio 8,
donde la funcién esta acotada, y puede encontrarse/E(cq, 8) S [a:b].
Luego, existe un nimero real k' > 0, tal que
Vx:(x € £(Cod) = [fix) < K) (1.
Podemos elegir ¢, y ¢, en el entorno de c,, en forma tal que se verifique:
Co—d <€, < Cu<Cy < Cy+d.
Ademas, ¢, pudo elegirse entre los elementos del conjunto S, pues, si no exis-

tieraentrecy—6 y ¢, un elemento del conjunto S, Co— 6 seria una cota superior del
conjunto S menor que el supremo.

Por lo tanto, ¢, € S y f esta acotada en [a; c,]. Es decir, existe un nimero real
k, tal que
Vx: (x €[aic,] = |[f(x)|= k).
Ademas, por (1), como ¢,y ¢, € (Cg— &; Cy + 6):
Vx: (x€[eic,] = |f(x)] = k).
Sik > k', k es cota para la funcidn en la uridn de ambos intervalos:
[aic,lueyic,] = [aic,].

Entonces, f esta acotada en [a; c,] Luego, c,eS y ¢, > ¢,

Absurdo, pues c, es el supremo de S.

Resulta, por lo tanto, c, = b.

Por ser f continua en b, mediante un razonamiento analogo al anterior puede ele-
girse ¢, en un semientorno a la izquierda de b y probar que f esta acotada en
[a; &;Ju[ey;b] = [a;b].

Es decir, f esta acotada en [a; b] y el teorema queda demostrado.

Segundo teorema

Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a; b], entonces alcanza
en dicho intervalo maximo y minimo absolutos.

Demostracién

Por el teorema anterior, la funcion f esta acotada en [a; b]. Para probar la exis-
tencia de maximo absoluto basta considerar |a acotacién superior del recorrido. La
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existencia de minimo absoluto se demuestra en forma analoga considerando colas
inferiores.

Como el recorride de la funcion f esta acotado superiormente, por ef axioma de
continuidad de R tiene supremo. Sea m dicho supremao.

Se cumple. entences. ¥x: (x e [a:b] = f(x) = m).

El numero real m puede 0 no pertenecer al recorrido de f. Si pertenace. sa trat
del méximo absoiuto. es decir. debe probarse que

deela:b]/fic) = m.
Por el absurdo. supongamos qus no existe dicho punto. es decir.
Vx:(xefa:b] = fix)< m),
En este caso. ¥xela:blesm - f{x) > 0.
Tiene sentido. entonces. considerar en el intervalo [a; b] fa funcion
1

g:x—'m30.

o

Esta funcion g es continua en [a: b] por ser e! cociente de dos funcionss conti-
nuas y ademasm - fix} # 0.

Por el primer teorema, la funcion g esté acotada en [a: b].

Sea m’ el supremo correspondiente,

Luego,
s ; i ¥ rnl
Vx.(xe[a.b]z gix) = — g =™ Am >0},
Ahera bien,
——f—<m’ = e =m - H{x) = f{x)sm--J—.
m—Hx) m' ' m’

1 1
Perom — —— < m, pues — > 0,
m m

1 .
Resulta entonces Vx: (x e[a:b] = f(x) =m st m).
La expresién anterior indica que el recorrido de Ia funcion f admite una cota su-
‘ 1
perior: m — T que es menor que el supremo m. Pero esto es un absurdo, qua

provino de suponer. para todo x del intervalo, f(x) < m.

Por lo tanto. existe al menos un punto ¢ del intervalo [a: b] para el cual se veri-
fica f(c) = m, y m es, entonces, el maximo absoluto de la funcion f en el intervalo ce-
rrado [a; b].

EJERCICIOS

1) Demostrar que una funcion continua en un intervalo cerrade alcanza minimo ab-
soluto, utilizando el extremo inferior del recorrido.
2) Hallar supremo e infimo. si existen. para cada una de las siguientes funcignes:

maik
Lo
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Ex-—l+ 8 ~2 g~ -x fux-od %t @ -12x«@

8} Halar maxime y mitine absslulos de Rz 8 - Sen [-208].

4] Idemm parat x-— of - BY =~ dpi] 28],

8 hacer un grafise de { v ver st admite stremos absohitos o Wbeales, siendo
o = fx - 4w [x+ 8.

& fdem si

(x+ B s g B

Bk 4 %2 .7 g

L a8t -'3-%‘%5‘?
3
s % 3

Z 8
%o :
:.w’ »

J’*

oo

i

VY. Funciones mondionds

tina funcitn escalar t definida enum canjurite D es creciente &n O s y sdia st

PR G0 par de puntos 8y €D y x,6 D:
(%, g = g} s T}
La funcidn | e estrictarnients orecignte e D 8y s6io s
¥its €0 P e Do (o w g = Beg) < H07),
De mandrs gonglogs '
f decreciente en D = Y, e DV € D (¥, < %y = 1) 2 fx) )

§ B&Wﬂﬁﬁ@-ﬁe denregiente an D &= Wy & D¥Yxel: {7(1 < Nn e fiR,) :f{&g),.

Las funclones crecignies ¥ fainbitn ok decrscientes se laman, en general, furr
cibnes mondtonas,

# gyistencis de fungidn inversa

¥a se ha visto en eleaphil 3 que uaa funaidn byeetiva tiens funzion inversa,
e B8 tambien biyeetiva, Pusds demosisarse que fas funcionss estrictamente mond-
lotas son funcienes biveciives yexiste, por o tamo, park sada una, lafuncion inverss.
Adeids, slguniag prapiedaass ds la fundién son validas tambisn para ke funicién fn-
VTSR, CRinG 7 siemplo ta eoiruigad, '



Teorema

Si f es estrictamente creciente en [a:b] v es continua en dicho intervalo,
entonces:
1) existe f~'en [f(a); f(b))
2)f~! es estrictamente creciente en [f{a); f(b)]
3)f-' es continua en [f(a); f(b)]

y i
f(b)

f(x,)
f(x,)
k = f(c)

f(a)

0 a

1) Por el teorema del valor intermedio (pag. 175), sik cs cualquier nimero real
comprendido entre f(a) y f(b), entonces:
Jce(a:b)/fic) = k.
Es decir, f es una funcién sobre [f(a); f(b)].
Ademas, podemos probar que f es inyectiva, 0 sea, que ¢ s dnico para cadea
numero k. ;
En efecto, por ser f estrictamente crecienie &n [a; b,
Xy < Xy = f{x,) <i{x,),
es decir, elementos distintos tienen imagenes distintas y la funcién es inyectiva,
Por lo tanto, f es biyectiva y existe su funcion inversa f ', biyectiva an [f(a); {{h) 1.
2) Sean y, e y,dos puntos cualesquiera del intervale {i(a); f(b)], que es el do-
minio de f .
Existenx,y x,en[a;b]/y, = f(x,) yf(x,) = y..
Para probar que f ' es estrictamente creciente en [ i(a): f(b)] debemos verificar:
Yy, ¥yoi(y, <y, = f "y < 'ya)),
que equivale a demostrar:
fix,) <f(xp) = 1 [f(x )] < '[f(x,)].
Por definicion de funcién inversa:
=1 < - 7[fixe)] = %, < %o
Luego, queremos probar:
flx) <f(xp) = x; < x,.
Consideremos la implicacién contrarreciproca:
X=X, = flx,) = (x,).
Esta implicacion es verdadera por ser f estriciamente creciente en [a;b].
Luego, queda probado que f ' es estrictamente crecients en el conjunio indicado.
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3) Demostraremos que f ' es continua en cualquier punto interior al intervalo
[f(a); f(b)], y con una pequena modificacion puede demostrarse que también io es en
f(a) y en f(b).

Sea y, un punto cualquiera del intervalo [f(a): f(b)]. Por las condiciones dadas,
dce(aib)/y, = f(c).
Para probar que f ' es continua en y, = f(c). debe verificarse:
VeE>038>0/]y ~yol<d= |~ y) — - (y,) < €.
La proposicion anterior es equivalente a la siguiente:
Ve>0356>0/|f(x) - flc))<d = [x-cl<e.
Elijamos un entorno cualquiera de ¢, de radio € -0, tal que:
E(c, €) C (a:b)
Vx:(x€E(c,e)= Ix—~cl<e= c-e<x<c~e€)
Como f es estrictamente creciente en [a: b],
c-e<x<c+€= flc-€)<f(x)<flc+ e€)

Podemos encontrar un entorno de y, = f(c), de radio §, que esté incluido en el
iitervalo (Hc - €):f(c — €)). Para ello basta tomar & igual al menor entre los dos
numeros posilivos

h =flc)-flc--€ y h" = flc-e€) fc)h

y
f(b}

f(c) - & = f(c -
(c) (c f(g

flc ~€)

f(a)

[ I e

0 a cC—-€cc-E€

Por lo tanto, cualquier punto y que pertenece al intervalo (f(c) — é: f(c) + 4) tam-
bién pertenece al intervalo (flc —e¢):flc +¢)).
Es decir,
flc)—6 < y< flcy+6 = flci—e) < y < fic+e) (.
Ademas, por f~' estrictamente creciente:
flc—e)< y<flc+e) = f~"[flc—¢gl< - i< i-"[fic+e)] (2.
Finalmente, por definiciéon de funcién inversa:
f-'flc—e)< f-'(yy< f[flc+-e) => c—e<x<c+e (3.
Anlicando transitividad a las implicaciones (1). (2} y (3). resulta:
Ve > 036 >0/(fe)—6 <y < fic)+d = C—€ < X< C+E)
Osea ¥ > 036 >0/(y - fley< 6 = x—-c<e)
proposicion que. como se ha indicado, es equivalente a la siguienis:
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Ve>035>0/(y-yo<o = If-7(y) = 'yl < €),
que prueba la continuidad de f=' en un punto cualquiera y,, interior al intervalo
[f(a); f(b)].
Por un razonamiento similar. considerando intervalos [a;a+¢€) y (b—¢;b], se
prueba la continuidad de f~' en los puntos f(a) y f(b) (a la derecha de f(a) y a la iz-
quierda de f(b)).

¢+ VI. Continuidad uniforme

Consideremos la funcion f: x — % en el intervalo (0; 1). Es sencillo demostrar

que esta funcion es continua en dicho intervalo, pues

Vae(0:1): Iimai = i.
X a
Si se trata de escribir la expresion anterior utilizando nimeros positivos € y 8,
se puede observar gue & no depende solamente de ¢ sino también del punto elegido a.
En efecto, al buscar 3 para un numero ¢ prefijado se observa que:

-5-:-3—¢€=>|x—a|<e-|x|<|ai = §,
[x!-lal

‘L_L|¢E E‘ulqa
X a Xa
y & depende de cada punto a donde se investiga la continuidad.

Interesa ver si es posible encontrar en el intervalo (0; 1) un numero positivo 8
que pueda utilizarse para cualquier punto a € (0; 1).

Puede demostrarse que ello no es posible, pues a medida que el punto a se
aproxima a 0, el  es cada vez menor y tiende a cero.

Cuando no es posible, como en el caso indicado, encontrar un numero & valido
para cualquier punto del conjunto elegido, se dice que la funcién no es uniforme-
mente continua en dicho conjunto.

Si, en cambio, se considera la funcion dada por la misma férmula en cualquier
intervalo (a; b), abierto o cerrado, para a > 0, siempre es posible hallar, prefijado €,
un & > 0 valido para cualquier punto del intervalo.

En efecto, consideremos por ejemplo la funcién dada por la misma férmula,

f: x—a—T. en el conjunto A = ix/x >—1—].
X 2

Trataremos de encontrar, para cualquier nimero positivo €, un numero positivo &
que dependa exclusivamente de € y para el cual se verifique la definicion de conti-
nuidad en cualquier punto a € A.

Habiamos obtenido 8 = €-[x|-|a|. Si tomamos x y a en el conjunto A, es

5 = € |x]-]al< s-—;uw;-,yel nimero § = % sera valido para cualquier
puntc ae€A.
Esdecir,seae >0 vy 0<é =< %
1.4 1

VxeAVasA:(|x—a|<% = g se»lﬂ-lal). ya que IXI>—;~ y lal> 5
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Ahora bien,
Ix — al e S

[x —al<e€-|x|-|a] = € ¢e=|i—i|¢e.
x| - |al |x a x a
Luego, Ve > 035 >0/VxeAVaceA: (ix~a[<as—§~= —}4% <e).

Lo mismo sucede para !a funcion considerada en cualquier conjunto B = (k; + o)
si k > 0. Prefijado cualquier € > 0, basta hacer0 < & = €-k2.

§ i 3 7 s
En los casos mencionados, la funcion f: x — e es uniformemente continua en el

conjunto A y en el conjunto B.

Obsérvese que el concepto de continuidad uniforme es esencialmente distinto
del concepto de continuidad.

La continuidad en un conjunto es una propiedad de caracter local, pues depende
de que la funcion sea continua en cada punto del conjunto considerado.

En cambio, la continuidad uniforme en un conjunto es una propiedad global, rela-
tiva a todo el conjunto y no a cada uno de sus puntos en particular.

Definicién

La funcion f es uniformemente continua en el conjunto D si y solo si
Ve>035 > 0/ (5 depende solode e y D)/ Vx, € DVx, € D: (Ix, = x,/ <8 =
= .[f(x,) — f(x:)| < €).

Resulta de inmediato que si una funcion es uniformemente continua en un con-
junto D, entonces es continua en D.

Para ello basta considerar x; = x y x, = a,y la definicién anterior indica que
f es continua en cualquier punto a del conjunto D.

La propiedad reciproca de la anterior, en cambio, no es valida, como lo prueba el

ejemplo ya visto de |a funcion f: x — % en elintervalo (0;1), que es continua en dicho

intervalo abierto pero no es uniformemente continua en &l.

Puede probarse, sin embargo, que una funcién continua en un conjunto com-
pacto es uniformemente continua en él.

Probaremos la propiedad anterior para intervalos cerrados mediante el siguiente
teorema.

Teorema de Heine’

Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, entonces es uniformemente
continua en él.

Demostracion

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a;b]. Por ser f continua en
[a;b], es continua en cada punto ¢ que pertenece a dicho intervalo.

* Enrique Heine (1821-1881), analista aleman que publicd en 1872 una memoria donde se ex-
puso por primera vez |a teoria del nimero irracional que |leva el nombre de Cantor.
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Luege, elegido cuzliguier nimers positive «, &l apiicar la definicidn de contituitiad
pueds asociarse, & cada punto ¢ del imtarvalo, un entorns de radis 4, donde 5 depen-

de de €'y de ¢, tal que
A Y ey Fryles B
wxfe (o 8) = Ity - )i < §).

Aderids, cormo X — ¢ <,~g~ = |x~ ol < &, os valida también (2 proposisidn si-
gulents: N

R (x-e&f (e:, %) = g — o -%)

Considaramos st conjunto formads por los infintios sntomes @81 tino anterior,
que corresponden, para af ndmero € elegido, a cada punto del intervaio [&; B1.

Ese dovjurito 88 un cubrimiénts abierio infinile dal intervalo carrade f a: b, Por al
tearema de Borel {pdg. 43), existe un sutoaniunte finito ds! misio que fambién cu-
bra [a; bl

i ._ 6‘. 82 ﬁn i ._ b s
SeaC = {E(E:.-‘"é—)-. E(Ga. 2 )i rE(%“E")} digha cubrirmento
finits,
el R Y
Bea § ol mary eotre los rimaros positivos e ——22~ g
£s dagir, & = min (.._52.‘_. ._‘%ﬂ_ _ _%3._)

Prebaremos qus 3, elegids & fravés dei proceso anterior para cada ntimero
€ >0, verifica la definicidn de confinuidad uniforme en fab].

Sean X, y x, d0s puntos cualesquiera de [a; b] para los cuales es x, - x,| < 5.
Debemas probar (fix,) — x| < €

Por ser ¢l eonjunto C un cubdimiento de Ta: bl, %, pedenece d Uno de jos antor
nos de dicha colgedion,

Ses E..(af, %ﬂ-'—) dicho entomo, Bs decir, . & E-("%;. 325- ;

Par Io tants, ix,) - fle)! < —‘g'— ().
Ahara bierm

1%y — o] = iy — %) = 06— &) = by = %y] + Iy — 0] <8 >

& _ 8 B,
= '--p-l-'S "*25- b5 od "Er“ e .ﬁ!-.
Luego,

i%p =g <8,
Pero, segdn & ha visto gl elegir cada nirmero 5,

Mp—el <8, = Ml - fiedi< £ @
De (1) y (@

189



{Hxy) - flxp)| = }f{x,y~frc,>i+iftsa-fcxg}r»:-uj = ¢

Luago, ¥x, €fa; b} Ve > G35 > 0 (encontrado a través dal procedimiento in-
dicado} /fx; — X< =2 ! %) ~ )< € v of teoroma queda probado.

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO &

1} 1t continua en O
R discontinuidad esencial; no existe (o) ni hay limite finite
1. hrdissomtinuidad esencial; no existe h{0} ni hay limite fiaito
woonr o M-digcontinuidad evitable; iy m B = ¢
- §;-discogtinuidad esencia; ${3) = 3, pero no hay limite
r: discontinuidad evitable: im 5t = ~ 10
n: disegntinuidad evitable; lim,, ni =
e ;Z,k_ f: ‘cortinua a derecha de 1
e g -discontinuidad evitable a izquierda, pues limg- gfY) =
“h: diseontinuidad evitatle & derecha haciendo By =1 o svitable a zguierd:
haciendo h, (@) = —~1
M confinua a derecha de —t

3} f discontinuidad evitable en x = 3 y esencial en x = -2

i discontinuidad evitable en x = 2 y esencial enx = -3

n: discontinuidad esencial en x = Oy evilabio enx =4 y x= -4

t: disconfinuidad esencigi enx =0, 5= -2 y x= —1

g: disconlinuidad esencial enx = na (n ¢ 2)

r: disconfinuidad evitable enx = -3 v esencial enx = —1

h: discontinuidad esencial en x = 1, confinua a deracha.

s: discortinuidad evitable enx = 2y esencialenx =0 y x= -3
4}

y

%
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5)

D, = R. Discont. esenciales en 0, 1,2 y 3.
Continua a izquierda de 0, a izquierda de 1 y a derecha de 2

Y ¥
4

L

o
- +
—

(] S

D, = R - {3}. Discontinuidad esencial en 1y evitable en 3.
Continua a izquierda de 1

6) Ejemplo: hix— X2, fixs——— gixsX=4
g h3s x-1Nx-2' X+ 2
. +2)(x— 1) ; g g
7) Ejemplo: f: x — —& ‘ t |
) Ejemplo: f: x X2 (k- 1NE-5 presenta discontinuidad evitable en
x= -2 y x=1 ydiscontinuidad esencial en x = 5.
8) Ejemplo:
! six>0 discontinuidad esencial con limite infinito en x = 3
fix—4 x-3
5+3x six=0 y discontinuidad esencial sin limite infinito en x = 0
Seccion Il
1) foh continuaenx = —;5 2) fno es continuaen h(1) = 0
3) fno es continuaen h(3) = 0 4) f no es continua en h(1) = 1
Seccion Il
1+ -V
3)a)c,=1, pues flc) = 2 y —1c1<2(62= ——2—5—C3=l-—2—5
b)c = =1, pues f(—=1) = =3 y —=1¢(=-30
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4a)c =1, pues f0) = -1, f(3) =8 0<1<3 y f(1) =0
blc =V1+ V6 pues f(V1+vV6) =0 y V1+V6e(02

5) ry = 331 r, = —-331 6) r, =489 r, = —4,89

Seccién IV

2) f: —2 infimo y minimo absoluto
no existe supremo
g: —2 infimo y minimo absoluto
2 supremo y maximo absoluto
h: 8 supremo (no es maximo)
—2 infimo (no es minimo)

3) f(38) = 4 maximo aboluto fi—2) = —11 minimo absoluto
4) f(-2) = 20 maximo absoluto f(3) = —5 minimo absoluto
5)

e

(

./

6 minimo absoluto
6 minimo local y lo alcanza en
los infinitos puntos de [ —2; 4]

[N S - —
e e

6)

f(~=8) = 2 maximo local

f(0) = —7 minimo local Y
f(T_E?) = —:g—maxlmo local y absoluto

no existe minimo absoluto pues lim_f(x) = —=
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—4 minimo absoluto
—4 minimo local y lo alcanza en los puntos de [1; ~=)

no hay méaximo absoluto, pues 2 es supremo del recorrido pero no es maximo ya que
no existe f(-2)
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6. DERIVADA

Una de las ideas basicas en analisis es el concepto de derivada. Para introducir
dicho concepto se recurre generalmente a dos problemas, uno fisico y el otro geomé-
trico. El primero es el calculo de la velocidad instantanea de un movil y el segundo la
definicion de recta tangente a una curva en un punto de la misma.

Los dos problemas conducen al mismo calculo: el lirnite de un cociente de incre-
mentos cuando el denominador tiende a cero.

Prescindiremos inicialmente de los problemas mencionados, que dieron origen
al calculo diferencial, y definiremos derivada de una funcion en un punto interior a su
dominio en forma analitica. La velocidad instantéanea y la determinacion de la recta
tangente seran consideradas, mas adelante, como aplicaciones de la definicion.

|. Derivada de una funcion

Si f es una funcion definida en un intervalo abierto y se consideran dos puntos

f(x) — f(a)
X

distintos a y x de dicho intervalo, puede formarse el cociente ,cuyonume-

rador es la diferencia entre los dos valores f(x) y f(a) de la funcién o “variacion de la
funcion” y el denominador es la diferencia entre los dos numeros x y a o “variacion de
la variable”, por lo cual el cociente considerado representa la “variacion media” de la
funcion en el intervalo entre ay x, y suele denominarse “cociente incremental”.

Si se busca el limite de dicho cociente en el punto a y dicho limite es un numero
real, se lo llama derivada finita de la funcion f en el punto a.

Definicidon

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto y a un punto cualquiera de
dicho intervalo. La funcion f tiene derivada en el punto a si y sdlo si existe el limite

del caciente ﬂfi——% en el punto a.
Si el limite es un numero real, la derivada es finita y se designa:
- )
#(a) = lim, XL f@)
¥-a
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Ejemplo 1

Seaf:x— x* — 3. Veamos si f es derivable en el punto a = 4.

Por definicion. f' (4) = lim, 2L —f4) _ ;o (-3 - 19 _
x =4 X
= Iim;%%s- = lim, (x-4) = 8

Luego. para |a funcion considerada. es f' (4) = 8.
Ejemplo 2

Sea g:x— x*. Hallar g (2).

* = &
g'(2) = lima—’;—_—;l- = lim, (x*-2x-4) = 12,

Si en algun punto del dominio de la funcion considerada no existe el limite'del
cociente incremental indicado, la funcion no es derivable en ese punto. Si el limite no
existe como numero real, pero es un limite infinito. se dice que la funcion tiene deri-
vada infinita en ese punto.

Por ejemplo, sea f: x — \ x.
-\0 X 1

-
gt 1 o B St ° SR, O TR S )
= > ,

== = HE

O

S TT
X
Si el cociente incremental no tiene limite finito en el punto a, pero admite limites
finitos distintos a derecha e izquierda de a, dichos valores se llaman derivada a dere-
chay derivada a izquierda del punto a. Se designan, respectivamente. 1'(a Syias).
Consideremos f: x — x.
Esta funcion no es derivable en el origen, pues

i x| = 10| . %1
fr = lim, ——— = lim, —
(0} img =10 im, g

y este limite no existe, segun se ha visto en la pagina 129.
Si buscamos el limite a derecha del origen para el cociente incremental, resulta:
. X X " *
hm-‘.-x— = lims- < 1y, porlotanto, f(0") = 1.
Analogamente, por la izquierda:

Ix —x 3
i L = | L — = -] i = =71,
limg = limg- — = f(07)

Notaciones usuales

Indicamos a continuacion algunas notaciones que suelen utilizarse para desig-
nar la derivada de una funcion f en un punto x:
df

; . gy _ .
D, 3 ool donde y f(x): etcétera.



La derivada en el punto x suele también definirse mediante las siguientes ex-
presiones:

f(x) = limy, 40-j—:— D1 (%) = |imh_°_’("L;—'{ﬁ_;
it (x) s Hm-\‘uow: etcétera.

Ax
EJERCICIOS

1) Aplicando la definicién, calcular las siguientes derivadas:

f(3) si fix—x? t' (4) si

ttx—
X+ 1
_ 2
h'(0) si h:x—x -k m’ (3) si m:x—»——45—
X+ 1
"(2) si ‘x—-l n' (1) si nix— X
g g: X : P
s A
r(4) si nx—Inx £ (4) si PHVENON jui o8
s (3) si six— Vx p' (-2) si p-x_+"_2;1.
' ' 3x? -9
2) Aplicando la definicion, calcular derivada a derecha e izquierda de los puntos
indicados:

en x=3 para fx— |[x-3};en x=5 para gx— — |x — 5
3) Ver si existe la derivada en 0 para las siguientes funciones:

sen% six #0 xsen% six #0
fix— g:x—

0 six=20 0 six =0

x2-sen-L six + 0
X
h:x—

0 six 0
4) Ver en gué puntos no es derivable f si f(x) = [x+4|+|5x—10|+1.
~x% Bx—3 si x=—1
5) idem parafsifix — { x+3 si —1<x<2
X 2x+2 si x=2

It
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li. Funcion derivada

El valor f'(a), considerado como imagen para cada punto a del dominio donde f
es derivable, permite definir una nueva funcion i’ que se llama tuncion derivada de 1.
Es decir, ' es la funcion derivada de f si v solo si:

f(a) = tim, JE=1& va e p, conde dicho lmite existe.

El dominio de f’ esta formado por los puntos a del dominio de f para los cuales
existe f' (a).

Por lo tanto, Dy C Dy.

Como ' es una funcion, llamada furicién derivada de f o funcién derivada de
f, si se aplica el mismo razonamiento anterior puede buscarse su funcion derivada,
que sera la derivada primera de f' y la derivada segunda de f.

En general, si existe {" ", se llama derivada enésima de la funcién f a la deriva-
da primera de " ",

O sea, f" = {01

Notaciones usuales son:

2
f'r (x) :% ;D2f para la derivada segunda en el punto x;

da'f |

[]
xn

OR

D,"f para la derivada enésima en el punto x; elcétera,

Ejemplo 1

Hallar ' y ' si f:x— 5x% + 3x,
Para encontrar f' basta calcular f'(a) para cualquier nimero a €D, donde Ia
funcién sea derivable.
t(a) = lim, _(5x*+3x) — (5a®+8a) _ jim, 5(x*-a°) + 3(x—a)
X—a X—a
= lim, (5x+5a+3) = 10a + 3.
Luego, como a es un punto cualquiera del dominic,
fla) = 10a + 3= :x—10x + 3.
Por el mismo procedimiento respecto de ' calcularernos /'

f'(a) = |imaM)__ = Hma {10%+3) — (10a+3)
%8 X—a
= lim, 2x-3) _ 45
X—a

Luego, Ya€e D f''(a) = 10 vy f':x— 10.
Ejemplo 2

Hallarg’ v g si gix— VX (x>0).



VE=VER _ e 1 i

{a) = Him = -
TSy TR T

Luego, gix— !
¥ 2%

y | ;]
2vx 23 “3 -~ \[x
g''{a) = Hm == [fm =
) i X—a * evxalx-a)

-4 "
in 2&@(&+J§). N

S
4)(;'\/;)

= ffmy

1
dava

Porlolamo, g’ %

Elempio 3
Haltar g™ si gix-»sanx.
Aplieando la definicién de derivada, es:
£6 X — 580 &
x-a

Para caloular el limite anlerior puade recurdess a una frmula tgonométrica, gue
transforme en producto la rests (sen X — sen a).

g'ia) = lim,

Esmﬁmumes:senx---smamzsmi;—g—m%,
Resulla entonces:
25@1-«"—-;-34-::9,5*—;—3—
ifa f s
9'(a) = fira, oo
s 252 ]
= fim, § —————— 1 -lim (m_x_a_) = 1-£053 = 0083,
- X - % » 2

o
Luego, ¥x:g'0) = oos X = sen (x-!--g-).

Calcularemos ahora la derivada segunda ds g

COS K — COB @
¥ 8 ’
Podemos utilizar para calcular &l limite anterior la fdrmula rigonomética:

Por deﬁriicién', g''{a) = lim,

COSX - COSA = —2sen—§-——z—_§-sen3-‘-'—£—§-.
Queds entonces:
-_aseni'gwg—senf—_-;-i’-‘-
qria) = im, e =
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. 2 ; X+ a
= |lim,{ - ——— ] -lim (sen—) =
& a 8 2
2
= -1-sena = -sena.

Luego, ¥x:g''(x) = - - +2 1)
g g''(x) senx = sen (x 2 2)
Por induccion, puede demostrarse:

¥Yx€R vneN:g"(x) = sen (x - n%)

Teorema

Si f es una funcién constante, entonces f es derivable en tode su dominio y su
derivada en cada punto es nula.
Sea fix—k.

va€e R: f'(a) = lim, lim, —— = lim, 0 = 0.

f(x) — fa) _ k -k
Xx—a X—a

Teorema

Si f es la funcion idéntica, entonces f es derivable en todo su dominio y su deri-
vada en cada punto es el numero 1.

Sea fix—x,

. = . —

Vae R: f'(a) = lim, 0 —HE), - lim, -2
X—a X —a

Por el mismo procedimiento se pueden hallar las derivadas de otras funciones
usuales.

= lim,1 = 1.

EJERCICIOS

1) Hallarf"* y g'* aplicando definiciones sif:x = x*+ 2 y g:x — Inx.
2) Hallar f" sif: x — cos x.

lll. Continuidad de una funcién derivable
Para una funcion, la propiedad de ser derivable es mas fuerte que la de ser conti-

nua. Es decir, la derivabilidad asegura la continuidad, mientras que el reciproco no se
cumple, pues existen funciones continuas en un punto que no son derivables en él.

O sea, derivabilidad ; continuidad.
Teorema

Si una funcion tiene derivada finita en un punto, entonces es continua en dicho
punto.
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Es decir, el teorema asegura que si existe un numero real k, tal que k = f'(a),
entonces f es continua en a.

Demostracion
Six # a: fix) - fa) = S =f@ o
XxX—a

Calculando el limite en el punto a, es:
i = = im, [ =f@
lim, [f(x) - f(a)] hma[ 12 a]].

Aplicando el teorema del limite de un producto, es:

f(a)

lim, [f(x) - f(a)] = IimaLX:—-:—a—-Iima (x-a) = f'(a)-0 = 0.

Finalmente:

lim, [f(x) — f(a)] = 0 < limf(x) = fla) = fcontinuaena.

Como ya se ha indicado, el reciproco del tecrema anterior no es valido, pues una
funcién continua en un punto no es necesariamente derivable en él,

Consideremos, por ejemplo, la funcion f: x — [x|.

f es continua en el origen, pero, como ya se ha visto (pag. 195).no tiene derivada
finita en él, pues la derivada a derecha es 1 y a izquierda - 1.

Algo similar sucede con la funcion f: x — — [x—2| en el punto x = 2.

y
f es continua en x = 2
1 > y no existe f'(2), pues
" 2 )==1 y #f =1
0 X
y=—|x-2|
EJERCICIOS

1) Indicar en qué puntos f es continua pero no derivable
si fix— [3x—1| + [x?—4] + 1.

' 2-2x six=—4
2) Idemsi fix — {1x2-6 si —4<x<0
3 six=0

3) Dar un ejemplo de una funcion continua y no derivable en dos puntos de su do-
minio.
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iV. Algebra de derivadas
Derivada de una suma

Si f y g son derivables en el punto a, entonces f + g es derivable en a y su deri-
vada es la suma de las derivadas.

Es decir, (f+g)'(a) = f'(a) + g'(a).

Demostracion

Aplicando la definicion de derivada a la funcion (f+g), es:

(f+g)(x) — (f+ag)(a)
X— a

(f+g)'(a) = lim,

Por definicidén de suma de funciones:

fx) + ox) — f(a) — g(a) _ ., fx)—fa) + 9(x) — g(a)
X—a = X—a
Aplicando el teorema del limite de una suma, resulta:

f(x) — #(a) g(x) - g(a)
X—=a X—a

(f+g)'(a} = lim,

+ lim = f'(a) + g'(a).

a

(f+g)'(a) = lim,

Derivada de una diferencia

(f-g)(a) = f'(a)-g'(a)
La demostracion es analoga a la anterior,

Derivada de un producto

Sify g son derivables en a, entonces el producto es derivable en a y su derivada
es: (fg)'(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a).

Demostracion

Si aplicamos la definicion de derivada a la funcién (fg), es:
(fg}'{a) i "ma (fg)(x) e {fg)(a)
X—a
Por definicion del producto de funciones:
WAy = i 1)gx) — f(a)g(a
(fg)'(a) lim, gy
Si en el numerador del segundo miembro sumamos y restamos f(a)g(x), resulta:
f(x)g(x) — f(a)g(x) + f(a)g(x) — f(a)a(a)

Xx—a

(fg)'(a) = lim,
Por propiedad distributiva es:
(fg)'(a) = Iim Lf(x) — f(a)] g(x) + f(a) [g(x) — g(a)]

X—a
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Aplicarils ias tenremas de ifmite de suma ¥ producio, queda:
ti0rte) = o, LI gt + th0,fe) b, S0 gt
Borne latunciing s dertvableen &, alitences g ss confitusen sy !?ﬁz,g‘(ﬁ} = i),
Adernds fim e} = Ka), por sor Ha) una constants, '
Luagn, al reemplazay valores, queda 1% tesis.
Conasese

8 ke B es (W) = kia)
Eri sfects, sise aplioa el 1eorsmna anterior ¥ s thene en cusrta que 1 dervida.de
una consiants & cara {odg. 198, resulta:
= 3 '@ = 0 - fEB Pa =k - (@)

' Wiy = x-somx = bR = 1-seny = xoosx

=

) =BVK s G = et
F EAPE S

in we us podenie de supanents natural

5t rgs un nidmeio nafurel y £ % — &7, entonest T es dervabie y s a3,

Fer induscidim

Ppein= ey =%y FiX = 1 porwsema antedor [pdg. 1985

29 510 = iy, e %) = X", Suponisnds que P = hx™, debg prusbarse gus fa
propiadad g cumple paran = i = 1.

Es deci, dette probarse que |g derlvada de 1) = x™7 a5 Pl = (h-1"

Babemas qus 9 = ¥ = & « g por definkin e polencia de expoviette
mmtueal,

Ciges, Hy) = ¥ %

Bi darivamos la. expresion anferdor utlizendo ke Bmwila para dedvar un pro-
duicta, g5t

e = @ ex - 3701 ti).
Ahora Bien, por 4 hipdtesis ingueiva: () = b
Raamiplazands ef velor anledor en (1), mssulta
i) = Hx") % - ¥ = bt 29 = hen)eh

gue s 1a tesfs.

tdermgin
) =¥ = P = B
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Derivada de un cociente

Sif y gsonderivablesena y g(a) # 0, entonces % es derivableena y su

. ALY - _f@gla) - f(a)g'(a)
derivada es: ( g) (a) o@P 2

Demostracion

Aplicando la definicion de derivada a la funcion é- es:

X—a

f f
N e (B0 (@)e
E @ = lim,

Por la definicién de cociente de funciones:

fx) __fla)
) e g(x) g(a)
(g)(a)—hmal = ,

Efectuando operaciones:

L fix)g(a) — f(a)g(x)
(5)@ = im, oxg@(x-a)
Si en el numerador sumamos y restamos f(a)g(a), queda:
( 1) @) = im, 18(@) - f@)g(a) + Halgla) - Hajot) _
g - g(x) - ga) - (x—a)

[fx) — f(a)] g(a) — f(a) [g(x) — g(a)]

= timi 9% 0@ X —a) =
)= fta) . . g0 - gla)
I = . =
. 900 0@

Aplicando el algebra de limites correspondiente y la continuidad de la funcién g
en el punto a, queda la tesis.

Ejemplo

2
sen x ; COS X - X° — senx-2x
h(x) = —x-2— = h(x) = x"

Derivada de una funcién compuesta (Regla de la cadena)

Si el recorrido de la funcion g est4 incluido en el dominio de la funcién f, puede
considerarse, como ya hemos visto, la funcién compuesta fog.

Si la funcién g es derivable en un punto a interior al dominio de g, y lafuncion fes
derivable en el punto g(a) interior al recorrido de g, entonces la funcion compuesta
fog es derivable en a y su derivada es:
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tfog)'(a) = ¥ [elal]- o'ial
Si aplicames la definicion de derivada a la funcitn feg en el punto a, s

{fog) (@) = iim,_, {fegl'f);} = g"’g} @
También, por definicién de dervada, es:
Tk " a0l - flala)) S %) — gl
Figla)l = fimgy ge g{-x; 5 g_{a[') Yy g@ = lim,_, ) g3
Potemos escribir, pensande en las tres definiciones anteriores:
o109 — (egi(a) _ flol] — flota)] | gty - gia)
XK—a T gk -~gley O x—a

Buscando el limile de cada miembroe de la exprasion arderior para x—a, ¥ recor-
dando, como g e8 continua, gus x—a implica gix! — ola), ahtenemos:

i, o900 -l g fobdl-fa@i o o - gl
L R - xigglal Q{X} s g(a] K=ol X =&
Es deeir, (fogi(a) = Fg(a)] g ).

six#a A gbgla)

Obsérvess ahora que esta demostracion séio ss licita =i la funzion g es inyectiva,
pues hemos exigido que x#a asegure gixi=gla).

8i g no es inyectiva, la expresion {1) no tieng senticdo & x#a pero gix)=gla). Por
o tanto, necesitamos una demosiracion gensral gue abarque el caso an que ia fun-
cibn g no es inyectiva. Esa demostracién es la siguients.

+® Demostracicn

Definamos una funcién auxifiar h cuyo dominio es &l recomido de g, de la siguien-
te manera: '

| R e R




Probaremos, en primer lugar, que la funcién h es continua en el punto b = g(a).
Para ello debemos probar  lim,, [h(y)] h(b) = 0.

]

Ahora bien, lim, [h(y)] = lim, [f'[b) . “L;:%"?.] _

= limy [f'(0)] - lim, [&;___L@] -

= f'(b) - f'(b) = 0.

Hemos probado, entonces, que la funcién h es continua en b = g(a), y como g
es continua en a, pues por hipotesis es derivable en a, resulta, aplicando el teorema

de continuidad de funciones compuestas (pag. 172), que la funcién h o g es continua
en a, es decir,

lim, (hog)(x) = (heg)@ = h[g@)] = h(p) = 0.
Osea, lim_ h[g(x)] = 0 (1).
Consideremos nuevamente el valor de la funcién h en cualquier punto y # b:

hy) = (o) ~ =10
y—b

Luego, podemos escribir;

fly) —fb) _ ..,
yp = f0).~ hiy,

y tambien:
fly) - f(b) = f'(b) (y-b) — hiy) (y-b).

igualdad que se verifica también si y = b, como puede comprobarse mediante la
sustitucion correspondiente.

Ahora bien, por los requisitos exigidos desde la hipotesis, es Yy: y = g(x). Luego,
si en la dltima igualdad obtenida reemplazamos b por g(a) e y por g(x), obtenemos:
fla(x)] - flg(a)] = f [g(a)] [g(x) -~ g(a)] - h[g(x)] [gix) - g(a)}.

Podemos dividir ambos miembros por (x—a), considerando x # a, y resulta:

f (X} —f [a:' = f [g{a” Q{X) — Q(a) — h [g(!)] S(X} = Q(a)
X—a X4 X—a

Calculando el limite en el punto a y utilizando (1), queda:

(fog)(x) — (fog)(a)

lim, x—a = f'[g(a)]-g'(a) - 0-g'(a).

Es decir, (fog)'(a) = ' [g(a)] - g'(a), que es latesis.

Ejemplo 1

Sean fix—x® y gx— gW)
Es (fog)(x) = [g(x)]®
y (fo@'(x) = 6[g(x)]® - g'(x).
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Ejemplo 2

Sean fix—x" y g:ix— g(x).
Es (fog)ix) = [g(x)]"
y (fo@r(x) = nlg(x)]" ' g'(x).

Ejemplo 3

Sean fix—x® y gix—5x~1.

Es (fog)(x) = (5x+1)°

y (fe@)(x) = 3-(Bx+1)%:5 = 15(5x~1)%.

En general, si se trata, por ejemplo, de derivar la expresién y = sen (3x%+ 2x),
se obtiene y' = cos(3x®+ 2x) - (15x* +2).

La regla de la cadena se extiende también para derivar funciones compuestas de
varias funciones.

Consideremos la expresion y = cos® (5x2—7x) = [cos(5x2 — Tx))°.

Se obtiene: y' = 3cos?(5x2—T7x) - [—sen(5x? —7x) . (10x — 7).

Anélogamente, siy = \/sen(x” -8),

1 2
resulta y'= ————-cos(x*—8) - 2x.
2\ sen(x= -8)

EJERCICIOS
1) Derivar:
3 =
fx) = E:%f;z— glx) = % h(x) = (2x—1) (3x+5)

<
fMx) = x2V3 +x% s =(2x+4) (2-3x) (x*~1) tx)= %{—
2) Hallar derivada primera y segunda:

" - I e .
fx) = (x+5)(1-20 o) = Vx* =1 h(x) = ——

3) Derivar:
fx) = sen(5x?~3x) g(x)= sen(\ x) h(x)= cos(3x*~In 5)

3
rix) = [senx +cos(3x)]° s(x)= (—%) t(x)= sec?(3x)

4) Derivar:

1 _ B _ f-—cos2X
flx) = \/1+ 2 glx) = \ x —x h(x) = o
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V. Calculo de aigunas derivadas
Derivada del logaritmo natural

: ) 1
Probaremos gque si  f; x — In x, entonces " x —>7,

Demostracion
Si a>0es:
In

i e S
f'(a) = fimaﬂz_'_%‘. = lim, - _aa = Iim, [In((_:_) — )]

Por teorema de limite (pag. 141), el limite del logaritmo es el logaritmo dei limite.

Osea, f'(a) = In [Hma ((%),_1_';)]

Para calcular este limite, que corresponde a un caso de indeterminacion, hare-
mos intervenir el numero e.

1

[, () 7)1 - oL (-2 -)7)] -
- nfim ((1+252) 7] = men [(552)T) -

Derivada logaritmica

La regla de la cadena o regla de derivacion de funciones compuestas aplicada
a fog, donde f es logaritmo natural, es Util en muchas ocasiones para el calculo
de derivadas.

Sean fix—Inx y g x—g(x).

En los puntos donde esté definida, es:

(fog)(x) = In[g(x)]

’ — 1 3 ’
v (egr () = — g
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Aplicacion a la funcion potencial

Si fix—x*(ke R y x> 0), puede considerarse In [f(x)] = k In x.
Derivando los dos miembros de la expresion anterior, resulta:

i/ SRS

f(x) X
frix) = f(x) k-~
X
Y e
f'(x) = x*-k -
frix) = k-x* 1,

formula ya obtenida para potencia de exponente natural (pag. 202) y que ahora
resulta valida para cualquier exponenie real.

Ejemplo

o

g .
bomeZ).
B

3
fix) = x 5 = f(x) = -
Aplicacion a la funcion exponencial

Si fix—k (ke R y k=>0), puedeconsiderarse:
In[f(x)] = x-Ink.

Derivando,
frix)
T ke Ink
f'ix) = f(x):Ink
f'x) = Kk* Ink

Tanto en el caso de la funcion potencial como en el de la exponencial, si la base
o el exponente son a su vez funciones compuestas, se aplica la regla de la cadena.
Ejemplo 1
Calcular f' si f:x — sh-3)
f(x) = sh=3
In[f(x)] = IN(x>+3)-In5

f'x) 1 =

) = v 2x-In5

P = 5%9 X s
® X +3 i
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Ejemplo 2

Calcular ' si f:x— x*,
fix) = x*

In[f(x)] = x-Inx

) .
) Inx + x =
f'(x) = f(x) (Inx + 1)
f'ix) = x* (Inx +1)

Derivadas de funciones trigonométricas

Ya se ha calculado en este capitulo (pag. 198) la derivada de la funcion seno,
utilizando la férmula que transforma en producto la resta (sen x — sen a).
Seobtuvo f(x) = senx = f(x) = cosx.
Por el mismo procedimiento se calculo la derivada de la funcion coseno:
fix) = cosx = f'(x) = —senx
Para derivar las demas funciones trigonométricas resulta sencillo aplicar la for-
mula que permite derivar un cociente.

. . sen x

Por ejemplo, si f(x) = tgx = ——,
ome 9 cos X

cos? x + sen? x

cos?® x cos?x

It

entonces f'(x) = (para cos x # 0).

De igual forma se deduce:

cotg x = 1'(x) (para sen x # 0)

f(x)

sen? x
f(x) = secx = f'(x) = tgx secx
f(x) = cosecx = f'(x) = —cotgx-cosecx

Derivadas de funciones inversas

Sifes una funcion biyectiva con derivada finita no nula en el punto a, entonces f !

tiene derivada finita en f(a) y esta derivada es f'za) .

Demostracion

Por definicion de funcion inversa:
vx: f[f(x)] = x.

Si derivamos la expresion anterior aplicando, para derivar el primer miembro, la
regla de la cadena, resulta:
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) [f)] fx) = 1.

Si f(9 # 0, (Y [0) =

Aplicacion

Sean f una funcion biyectiva y g su funcion inversa.
Se conocen los valores siguientes:  f(5) = 13: 18y =T

f(13) = 2; f'(13) = 8.
Calcular, si es posible, g'(13) y g'(2).

Aplicando el teorema anterior,

g'(13) = g'[f(5)] = f—(‘m— si t(5) = 0.

Como f(5) = 7,es g'(13) = %

Analogamente, g'(2) = —

1

f'(13) 6

Derivadas de funciones trigonométricas inversas
fix— senx ( '—T‘?X"-’-E—)

g:x—arcsenx (g =1 ")

=T

I‘l

0 f L0
b=sena
=

a =larcsenb e}

S

2
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9
f'(a)
Como ya se ha visto, si f(x) = sen x, entonces {'(x) = cos x.
Luego, f'(a) = cos a.

Por el teorema anterior: g'(b) =

si f'(a) # 0.

Por lo tanto, g’'(b) = L = ____1 = !

cos a V1 - sen‘a V1 -b?

Osea, sig(x) = arcsenx, entonces ¥x # 1:g'(x)

W 1=¥
De la misma forma se obtiene:

Q:X— arc cos x = g''x —

Vi1 - x?
. by 1
g:x—arctgx = g'ix — 5

T
g:x—arccotlgx — g'ix — _12

14%

Ejemplo 1

Calcular ' si f:x— arccos (ax).
Aplicando la férmula obtenida para derivar la funcion arco coseno y la regla de la
cadena, resulta:

' =g
Y. e
Ejfemplo 2
Calcular ' si fix— arctg (x> +5):
() = ——— 32,

1+ (x?+5)?
Derivada de una funcion definida implicitamente

Se ha visto en el capitulo 3 (pag. 69) que una funcion f puede estar definida
implicitamente por una expresion del tipo F(x,y) = 0 donde y = f(x).
Puede calcularse f' derivando la expresion que define implicitamente a f.

Ejemplo

Sea Flxy) = 2x* + xy - y*’x - 1 =0
Si f esta definida implicitamente por la expresion anterior, es:
2x* + xf(x) - [f(}))P-x — 1 = 0.

Derivando, y teniendo en cuenta que el primer miembro representa una funcion
constante, cuya derivada es nula, se tiene:
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&F + Hx) + () ~ FHOP -F-x ~ [P = @

&x* + ) — [P

3P x—x

En genetal, en la expresitn que resulls, aparecy fix),

Diespelande:
$0) =
& al danorainedor no 68 nulo.,
EBIERCICIOS
1) Cadoular ¥ si

7} fx— x4+ 3¢ - gony
3} fix—» 193} - 4 cop(dx)
By B ay ¥ -2}

7 hxer (x“‘-{-?&x%) (%"‘-QX")

9 tx— 630 21

1) S’x-rln'\/\/; 2

1 bt fnx)

!5?} §; dmer amm 'K: +1
g :“'1

1?) i amm(ln XS}

78) £ x-» Infoosec x + coty x)

21 M—-mﬁn} In »?
2 tx+ iy

26) ¥ x X V/B-A7+4 are son =

27} 15— arosen -;%-

23 g~ (B —1g(sx) + 1
1) Bx-» ah®x + #¥%

83 ks 0% . (B
35} fop—n 0T
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20 txesgeb

2} § i 008 {BK) + 0 {20 — VN

£ 2 - Infeen 1) + sanfin ®)
§) w0 S /%)

i fx-s i — LY i
& x—»(\,’x_ x){ax 5

1~~/x
k[v} 8 o --au......._.._.......
g bx e

12) -2
14) x> ~/arc sen (5x°)
18) .5 pos{any sen x*y

16} fi—e g%

14X
z

28} Ey-sarcsen k- arcigx
24) Lx - gheor
¥ XER
a1
e¥ g

g*
30} tx-»Inx +e* sen x*
32) 1% - Zeh (x~3) + coth®
34) fx- 29 areig (29
38) froe— in /880 X - X

T o B P
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4/ 1+thx ! I
s A sl - Lygd X
37) f:x Jhx 36) f:x—th= — Lin®

39) fix— In(x+v'x2+9) 40) f:x — cos x\ 1+sen’x

- ')
47) fix—=V 1+\v6x 42) f:x—In \)1_—:- L&’J;g_i
43) f:x— xarctgx + 1

VxZ+1
44) t:x— 2 arctg \f——Xe 4 n N IEX =V 1-X
e VI1+x +Vi1-x
L _arcsenx " 2N
2) Demostrar: si f(x) = _\;"T:? ,entonces  xf(x) + 1 (1-x*)f'(x) = 0.

3) a) Demostrar: si f, g, y h son funciones derivables, entonces
(fgh)' = t'gh + fg'h + fgh'.
b} Derivar: y = sen (sen x) - (x sen x + cos x) - COS? x.

4) Derivar: a) f:x— log x b) f:x— log, x
5) Sea f una funcion biyectiva y h su funcién inversa. Se conocen los datos siguien-
tes: f(1) = -4, 1(0) = 9. h(6) = 10, h'(-4) = 2, h'(6) = 4 y {'(0) = 3. Hallar
f'(1), h'(9) y f'(10).
6) Sea funa funcion biyectiva y g su funcién inversa. Conocidos los datos: f(3) = 7,
f(5) = 3,9'(7) = 0y f(5) = 0, ver si existen f'(3) y g'(3).
7) Derivar las siguientes funciones definidas implicitamente:
a)2x? -3y +y =25 b) X = xy + y® = -1
— 3 3
."'x - 4y + 3x = d + _X__ - y_ =
c) v y +y 6 ) x g = 2
e)x? + y=x+y* -2 f) 3yx® - 2y*x® = xy + 2x
g) arctgy —y + x =0 h) cosly+x) — y = 0
(R S L
X y

VI. Aplicacion geométrica de la derivada

En geometria se puede definir la recta tangente a una circunferencia como la
perpendicular al radio en su extremo. Esta definicion carece de sentido en curvas que
no son circunferencias.

Tampoco puede utilizarse como base de una definicion la idea de que la recta
tangente tiene un solo punto comln con la curva, como puede observarse en el
grafico siguiente:
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t e tangentad a la
ourva en Py atravis-

sgalamsmaenify

an B.

£
>¢“

Se trata entonces de definir, en forma general, la tangents a una curva gn Un
punte de fa misma.
Sax ol siguients &l gréfico de una funcién derlvable £

Conzidererios el
puinto A sobre la
cUiva ¥ offo punia
cualguiera P # A
Lg recta AF es una
recia secante a la
curva y su pendien-
te &% la langente
trigonoméirica del
dngulo BAP,

£y dstir,

pendients de AP = 1 BAP = HELZIE,

Si ef punto P se acerca sobre la curva al punie A, la recla secants AP tiende a

una posicion limite que corresponde & la recta tangente 2 la curva en 8l purite A,
|.a pengients de st recta ".:rrne." es la tangenta trigonomstrica del angulo TAB.
O sem,

i(*& ~ Ha)

pendiente de AT = tg TAB = lim, —

Abiora bign, resuila logico enfonces interpratar g_eamétrmamemeza la derivada en
un punto como la pendiente de la recta tangante a la curva én el punio considerado.
Fn definitive, ¥ de scuerdo con las donsideraciones intuitivas anteriores, se de~
fine ia resta tangenia 2 gréfico de una funcidn en ur punto dal misme como fa recta,
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que pasa por dicho punto y cuya pendiente es la derivada de la funcién en el punto
correspondiente.

Definicion

Recta tangente al gréfico de una funcion derivable f en el punto [af(a)] es la
recta a la cual pertenece dicho punto y cuya pendiente es f'(a).

Si la funcion no tiene derivada finita en el punto considerado, pero tiene deriva-
das finitas distintas a derecha e izquierda, el punto del grafico es anguloso, como
sucede en el origen para la funcion f: x — [x|.

En efecto, como ya se ha visto, la funcion f no es derivable en el origen y, por lo
tanto, no hay recta tangente a la curva en el punto (0:0).

Como la funcién tiene derivadas a derecha e izquierda del origen, pueden consi-
derarse semirrectas tangentes a derecha e izquierda del punto (0:0).

y = x|

tg8=f(0")=—1[ p\| a | t9a=1"(0")=1
0] X

Semirrecta tangente a derecha de (0:0) es la que tiene origen en dicho punto y
pendiente igual al nimero f'(0 ") = 1. Semirrecta tangente a izquierda de (0;0) es la
que tiene origen en dicho punto y pendiente f'(0 ) = — 1.

Si una funcion es continua y tiene derivada infinita en un punto de su dominio, la
recta tangente a la curva en [a;f(a)] es la vertical que pasa por dicho punto.

Es decir, damos la siguiente definicion.

Definicién
La recta de ecuacion x = a es tangente vertical al grafico de f en el punto
[a:f(a)] si y solo si

lim, f(x) —fa) _ _
X—a
Esto sucede, por ejemplo, en el punto (2;1) para la funcion siguiente:
—
fix—1 + Vx—2

y |

N=2

. ——— i) y—
1
I
1 1
I
3
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lirn |§) ﬁz'i im \(‘x a = i 1 ..... &

x-2 g e ™

Luego, la recta de eoudeion X = 2 & tangente vedical a la curva &n (2:1).

# Hotar 8l se quisre dar una definicicn rigurosa He tangsenta vertieal @ e surva en
un purto de fa misma, debe exigirse, igual que se hieo pars las tangentes obllouss,
gue ias dos semirrecias fangantes a derecha e izauisrda del punto considerade sean
semirreclas opuestas,

Es decir, se puede dar ja siguienta definicion de targents verical, mids luerte que,
la antetior: la recta X = a es tengents vertical al grifice de T on el punto [adla)]
=i v 86l si

(ine SIS )
53
_(fﬁ'i‘ia f’fi} Z EE% T fx) waal e )

x -—
En el sjemplo antedior,
fim. v-gvxr'\}-—:—i{-: - = lims ——-:—-1-—-.-.-_- N
.

R[‘h-) ‘{{x _r_i%_ = <am,

Luegn, l,as semimectas tangentes son opuesias v fa recla x = 2 es fangente
vertical,

i
Consideramos, an cambio, 2 fungidn  fix—x®.
2
i - o %Y i
En ssta caso, fmg e i Uiy, g = litte ="

2
%8
¥ iimy Mﬁihﬂa M:'—"Hﬂ'ﬁ‘n-g-*.1_—_-—§;l

Luego, sl se adopla la segunda definigion propussta para tangente vertical, la.
feetax =0 no mmf.&te iog requisitos exigidos v solamente Ja semimsgta superior es
tangenis an &l angan

£n ostas condidiones, el punio (0:0) es un punto cuspidal dsi Pratico.
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Si la derivada en un punto es nula, la tangente a la curva en el punto correspon-
diente es una recta horizontal.

O sea, la recta de ecuacion y = f(a) es tangente horizontal al grafico de f en el
punto [a;f(a)] si y solo si f'(a) = 0.

Esto sucede, por ejemplo, en el punto (0; 1) para el grafico de

fix— x%-1:

%% -4

-
Il

N

Resulta, ¥x: f'(x) = 2x y f(0) = 0

Luego, la recta de ecuacion y = — 1 es tangente horizontal a la curva en
el punto (0; —1).

Recta tangente

Si se quiere hallar la ecuacion de la recta tangente en el punto |a:f(a)]. basta
considerar la ecuacion de la recta que pasa por dicho punto y tiene pendiente f'(a).

t(a)=f(a) 4

Pero tge = f'(a), y resulta f(a) = —“5}:-2—‘3—. ya que ta) = f(a).
Luego, t(x) = f'(a)(x—a) - f(a).
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La funcion lineal correspondiente a la recta tangente esta dada por la siguiente
expresion:

t:x—f'(a)(x—a) + f(a).
Ejemplo

Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de f: x — x2 + 5 en el punto de
abscisa a = 2.

v

y=x2+5 g=2 H8) =9

ol =Mmw s

Ademas, Va: f'(a) = 2a. Luego, f'(2) = 4.
i(x) = 4(x-2) + 9 = 4x + 1.

Luego, y = 4x + 1 es la ecuacion de la recta tangente a la curva considerada en
el punto (2;9).

Recta normal

Puede definirse la recta normal al grafico de una funcion derivable, en un punto
del mismo, como la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto.
Es decir recta normal al grafico de la funcién derivable f en el punto [a;f(a)]

si f'(a) #0.

es la recta que pasa por dicho punto y tiene pendiente — f'{1a}

Su ecuacion es;
nix) - fla) _ . 1

x—a f(a) '

Es decir,
1
f'(a)
y la funcion lineal correspondiente a la recta normal en [a;f(a)] esta dada por la si-
guiente expresion:

nx) = - (x-a) + f(a),

1
f'(a)

nx— — (x—a) = f(a).
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En el ejemplo anterior, como la tangente en el punto (2:9) tiene pendiente 4, la

normal en ese punto tiene pendiente — %, Y SU ecuacion es:

1 X 19
= — — x...2 + g = - — 4+ —_—
y 7 x-2 =y 2 >
Si la recta tangente a una curva en el punto [a;f(a)] es la recta horizontal de

ecuacion y = f(a), la normal en ese punto es la recta vertical de ecuacién x = a.
Angulo entre dos curvas

Se define como angulo entre dos curvas, en un punto que pertenece a ambas, al
angulo formado por las rectas tangentes a cada una en el punto de interseccion.

Si las funciones que definen las curvas son derivables, puede hallarse dicho
angulo mediante las respectivas derivadas en el punto.

Yo

-

~ayy N

Llamamos «,, al angulo que forman las curvas C, y C, en el punto P de coorde-
nadas cartesianas (x,; y,).

oy —tgo, |
tg ayp = mﬁ tge;-tgay # —1.

Pero tg a; = f'; (xo) A tga, = ', (Xg).

f'5 (Xg) —14 (%o)

e T S BTk

Ejemplo
Sean fix—x® — 2x + 2 ; fa:x—-% - 2
El punto de interseccion es (1;1).
fi(X) =2x-2= f,(1)=0 A fa(x)= '?fu = f5(1)= -3

tgay; = -3 = a, = arctg(-3) = a,, = 108°26'
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2 L

EJERCICIOS

1)

2)

8

4

5

—

Recta tangente y recta normal al grafico de cada una de las siguientes funciones
en el punto de abscisa indicado:

fix—x? - 5x +3 a=1 g x—3 - 7x a=2
hix— 2 - VX a=9 six—xd -3xt <2 a= -1
fix— x?-3x%-9x+3 a=3 v:x—-3x2—% a= -1
m: x — cos(2x)-cotgx + 3 a =% q:x— e¥* -sen(2x) ~ 1 a=0

1

x—eft ————  g=0 rx—In(1-x?)-e *+tg(mx) a=0
i n(x~e) B b g
Indicar para cada funcion los puntos del grafico donde la tangente es horizontal:
fix—x? - 3x+2 gx—x' —6x-5

X
h:x — 5 X —
9—X 4 -x

Indicar en que puntos del grafico la tangente tiene pendiente 9 para la funcion

fix—x3 - 9x? - 36x.
Indicar en qué puntos la tangente al grafico de f forma con el eje positivo de
4

abscisas un angulo de 45°si f: x — XT - 7% = 17.

Indicar si hay algun punto en el grafico de f: x — x° -:T en el cual la recta tan-

gente forma un angulo de 60°.

La tangente al grafico de f: x — x® — 4 en el punto (1:5) corta al grafico en otro
punto. Hallarlo.
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7) Sea fix— 3x® - 5x% - 17. ,En qué puntos la recta tangente fcrma un angulo
de 135° con el eje positivo de abscisas?
3
8) Sea f:x—.xT + %xz +14x - 7. ;En qué puntos la recta tangente tiene
pendiente 27

9) Versien algun punto la recta tangente al graficode f: x — x* - x 2 es paralela
a la recta de ecuacion y = 4x ~ 5,

10) f esta definida implicitamente por x* + x% — 4x + 4y = 0 con y = f(x).
Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en el origen.

11) Si f:x — xIn x, encontrar el punto en que la recta normal al grafico es paralela
a la recta de ecuacion y = x = 1 vy escribir su ecuacion.

12) Indicar si en algun punto el grafico de cada una de las siguientes funciones tiene
tangente vertical:

fix—w (x-1)2 ~ 2 gxX—2—-\x=+2
h:x—\36 - x2 SX— X

T B
EXx—1—-3vx+1 ViX—\ X -1
Wix— 1 +ox=+1 Pix—2 -AX-3

13) Hallar el angulo que forman, al cortarse, las curvas definidas por el siguiente par
de funciones:
fyix——x® + 4x + 4 ; fix—x? -4x + 4,

X1 | X

14) idem para f,:x — % fyo % =

VII. Aplicacion fisica de la derivada

Consideremos una recta r con un sistema de abscisas de origen O y un punto
movil P. ’

Sea f la funcion que describe el movimiento del punto P sobre la recta r tal que
para cada instante t, f(t) es la distancia s = OP. Esta funcion f se llama ley de movi-
miento y sus valores dan el camino recorrido en el tiempo t.

Por ejemplo, sea f:t—t? — 3t

Si t=0es f(it) = 0, y el punto se encuentra en el origen.

Para t=1 es f(t) = -2, y el punto se ha desplazado hacia la izquierda del
origen.

Para t =3 es f(t) = 0, y el punto mévil se encuentra nuevamente en el origen,
etcétera.

El movimiento rectilineo del punto P puede representarse graficamente de la
siguiente manera:
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Obseérvese que, aunque

e L;g_ i ._tf_.. el movil se desplaza
t=15 (.__._ A B sobre una recta, si
. t=1 P t=0 se quiere hacer el
-3 grafico de la ley de

movimiento correspon-
diente se obtiene
una parabola.

Cuando el mévil pasa de la posicion A a la posicion B, la variacién en la posicion
del punto es f(4) - f(3), correspondiente al intervalo de tiempo 4 — 3 = 1 = Q.

El cociente entre ambos es la velocidad media en el intervalo [3;4 )

Interesa también conocer la velocidad del movil en un instante determinado: por
ejemplo, para t = 4. Para ello se pueden considerar intervalos de tiempo cada vez
mas pequenos.

Se define como velocidad instantanea en el instante t = 4 el limite de la veloci-
dad media en intervalos que contienen al punto 4 en su interior.

Es decir,
’ f(t) — f(4)
= | e U et A e/ I
Vd Ii"l'l_i t—4
. _p tP—8t—4 ,
En nuestro ejemplo, v, = hm‘Tt-_ = lim, (t+1) = 5.

La velocidad en cualquier instante t se obtiene, entonces, derivando la funcién f.
Es decir, v(t) = f'(t) = 2t — 3,

La velocidad se anulasi t = —:- O sea, enelinstante t = 1,5 el cuerpo estd en

reposo. En el gréfico se observa que en ese instante cambia el sentido del movi-
miento.

La aceleracion en un instante puede definirse, de manera similar, como la deriva-
da segunda de f en el instante t considerado, o como la derivada de la velocidad en
ese instante.

Esdecir, a(t) = f'(t) = v'(1).

En nuestro ejemplo, aft) = f'(f) = v'(t) = 2.

Es decir, para todo t, la aceleracion es constante.

EJERCICIOS

1) Para cada ley de movimiento, indicar en qué instante se anula la velocidad, cuan-
do es negativa, cuando es positiva, y representar el movimiento graficamente
sobre una recta:

s:t—t? — 5t 0=t=7
fit—=1+t-12+ 2t D=t=2
gttt —4t* 13 D=t=5
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h:t— 2t — 6t + 1 O<t=4

2) Para las leyes del ejercicio anterior indicar en qué instante se anula la aceleracion,
3) Indicar la aceleracidn para el instante en que se anula la velocidad del movil que
responde a esta ley de movimiento:

s:t—>t+% t=1.

VIll. Diferencial de una funcién

Al dar la definicion de derivada de una funcion en un punto x, se indicaron dis-
tintas notaciones que suelen utilizarse para designar a dicha derivada (pag. 195).
Entre ellas, se indicaron las dos notaciones siguientes:

" d
MRy v g
La segunda expresion suele leerse “derivada de y respecto de x", y puede |us—
tificarse si se define previamente diferencial de una funcion.
Apliqguemos la definicion de derivada a la funcién f en el punto x, llamando h al
incremento de x.

Es f/(x) =-lim oekl) —)
h0 h

Una propiedad de limite finito, vista en la pagina 137, indica que la diferencia
entre la funcion considerada y su limite es un infinitésimo en el punto donde se calcula
el limite.

Es decir, f'(x) —
Si multiplicamos la expresion anterior por h # 0, queda:
f'(x) -h — [f(x+h)—f(x)]| = g(h)-h

Es decir, las expresiones 1'(x) - h y [f(x+h) - f(x)] son aproximadamente igua-
les para valores muy pequenos de h.

El ndmero [f(x+h) — f(x)] es el incremento de la funcion correspondiente a un
incremento h para x.

Los incrementos suelen designarse, en general, con el simbolo A. Asi, es comun
designar Ax al numero h o incremento de x.

El incremento [f(x + h) — f(x)] puede designarse A f(x;h), que se Iee “incremento
de f en x respecto de h", o, mas simplemente, Ay, aunque esta notacion suele utili-
zarse de manera imprecisa.

La expresion f'(x) - h se llama “diferencial de f en el punto x respecto de h”
y se designa df(x;h) o, mas simplemente, dy.

Veamos en un grafico la interpretacion geométrica de los dos numeros consi-
derados:

_ﬂi‘*_h_)ﬁjﬂ__ = g(h), y g es un infinitésimo en cero.

Ay
dy

Af(x;h)
df(x:h)

fix+h) — f(x)
f'(x) - h
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yh i designamos AB ia
longitud dal segmerto
A8, tesulta, ohservan:
i +h).- do el graficor
AB=tga-h=1x h=
453 = df(xh).

Es degit, 1a longitud AE corrasnonde al diferandial de T en X respecto del incre-
mente h.

Porotia parle, la longitud BC corresponde al ineremento Aflxhi.

En un entomo de X, cliante manor 8s al auiiero b, mas e aproximan.lag lorigh
udes AR y BC. U sea, ls reata AB — BU tiende = cero si h tende asero.

Por o tanto, 9i resimplazemios 8O por AB, estamos reemplazando 2l grafice ded,
entrg Xy X410y, poria rmecia tangente en ol punto Bl

Es decir, se puede aproximar sl valor f(x+h) cancolenda sf valor #x} v of difersn-
cial de t 80 % respesto da h. E! érfor que se cormete al reemplazar fix + 1) por
%) + df i) pusds hacerse menor que cualguier e > 0 prafijado, &i e foma h
sorvenientemente pequaho.

Trataremos ahora de formalizar las nonsideraciones Anteriores dando la defini-
cion de diferencial, Para slfo debemas tener en cuenita qus el diferencial de una fun-
citn e un purtio x depentde del punte x tonsiderade v del neremianto h. U séa, al
difereniclal depende de dos varlabiles: x y I

8i §es una funcion ascalar, se puads definir sntonses, a partir de ella, una fun.
cidn df que depende de dos variablos,

La funeidn of se define de la siguiente mansta

di: peh) — () b, pard terlp ndmen ¥ donds | es derivable ¥ pera cualquisr
nitrmero real h

L& nusva funcidn di se ﬁama diferencial de 1, v, vomp hemes divho, es funcitn di
dos varidbles. Una fussion de das vanables se llama también funcidn de vegior o
campo espalar

Ef valor df{x;h) es el diferenislal de fon 2l purto x respecty de ', NGigse qua i
es un nomero real cualquiera, mienfrag que x es un punie interior al dominia de
donde sxiste derivads finlia, ¢5 dedir, X perensce &) dominip de ',

En especial, sl fes ia funcidn idéntica, f:x-.x,
¥y Vi dffh) = ') -h=1:h=h

Es deci, el diferencial de id funcidn igéntica, en cuglquier punto y respecio de
cuaiguier incremento h, es igual a diche Incrersent. Esta propiedad sueis indicarse:

iy = Ax = h
Porlotarto, diixh) = PR)-h = Fix)-dx,
oblen, dy = DGk

Sdrw0gsfig= g;(i- Es decir, 1a derfvada en on punto % pueds hallar-
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se como el cociente de los diferenciales indicados. Esta conclusion justifica, enton-
g i . .
ces, la notacion _di_ que se adopta a veces para designar a la derivada.

De la expresion anterior dy = f'(x) -dx se pueden deducir facilmente las re-
glas para diferenciar funciones.

Por ejemplo, y = senx = dy = cosx-dx

y = x?-cosx = dy = (2xcosx — x? senx)dx =

2x -dx - cos x + x?(—sen x) dx =

d(x?) - cos x + x2 - d(cos x).

Como la derivada de una funcion sélo difiere del diferencial en el factor dx, todas
las férmulas para derivacion son validas para diferenciacion.

Asi, y=1f+g = dy = df+dg;
y=1f.g = dy =df . g+f .dg;etcétera

Aplicacién

Si f:ix - x2—2x +1, hallar dy y Ay en el punto x = 3 para un incremento
Ax = 0,1. Es decir, calcular df(3;0,1) y Af(3;0,1).

vx:f'(x) = 2x-—2. Luego, f'(3) = 4.
Aplicando la definicion,
dy = df(3:0,1) = f'(3):0,1 = 4.0,1 = 0,40;
Ay = Af(3,0,1) = f(3,1) — f(3) = 441 — 4 = 0,41.
Porlotanto, Ay — dy = 041 - 0,40 = 0,01.

Es decir, si se reemplaza f(3,1) por f(3) + df(3:0,1), el error que se comete es
de 0,01.

El calculo de diferenciales presenta distintas aplicaciones. Una de ellas propor-
ciona otro método para calcular la derivada de una funcién definida implicitamente,
diferenciando la expresion correspondiente.
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Sea, por slemple, la gkpresidn sigulsnte:
2% +wy — ¥’ — 1 =0,
va considerada en fa péging 211,
Fodemas difergriziar 1a expresidn anteror tenientdo gn cusnia la definicidn de
diterancial respecto de un Beremento dx, Bl diferancisi del primer imlemins es e,
pues gicho mismbro representa una funcldn gonstanie.

Reasultal

B g + xdy + yox ~ Sytdy — vy =~ 0.
Luego, .

OB 4y = ¥°) = dy (3 x-xl.
Finglments,

oy 532 4y - ::-3_

A T aymeox

que noincide con ia dervags ya pitenida por diro redlosio,

También puedesn uiilizarse los diferenclales pErz denvar funciones presardadss
&0 formia pafameiica.

Y& hemos vislo qus ung cuna pland pusds delinitse nor dos etuadiines era-
méfricas: ¥ = giday = ) x (pag. 56)

Aligual giie b gue sucede con Jas funciones dadas en forma implicits, las ecug-
cionss paramétricss pueden defini ung o s funciones aéualuss conl ¥ = ik,
En esa caso, sl Ty g son derivables, puede haliarse la derdvada de b

Para ezlc oo g ¥ T son derivablss, tambish son dilerenciables, v resulie
dy = Vi diade = grtide,

Por lo tanto, 81 g'ft) & 0, es:

...—‘.i.}.‘.... = fgl | L,‘,%I,, O I X,
ol B~y = Wi

Sugle indicarse y’' = —E—-. donde v° indica derivada respedio de x, mieniras qoe

¥ v Xindican derivadss respacto del pardmatro £ O sea, y =)~ & = g'0l).
Pueris higllarse, emonges, la racta tengents 4 fa surva e un punto (1,\,) de la
frHsma,

S eoiaeidn 8y w———— 3: ;{B =—§§— v i puade ancterse, vilizando 12 nofacion de
‘8

detsiminants, de la siguienie mansre:

Por ejampio, 8i x = Bﬁ—j— A y=0+2
residie % = 6t +~£§-ﬂ A y=3E

Luegc,wgg-» w et cosas ¥ =




Si quiere hallarse la ecuacion de la recta tangente en el punto correspondiente
at =1, obtenemos:

Xi=2 Y=3
7 3 |
Pgr lo tanto, la recta tangente a la curva en el punto (2:3) tiene ecuacion
-3 a5
Vo= 7%+ =

También puede hallarse la derivada segunda de h con y = h(x). Para ello,

‘ ,_ ne d_ (T
siendo y'= W ,es Yy dx ( g't) )

Recurriendo a la regla de la cadena, resulta:
d ( f'(t) ) _ L( fry) \ _dt
dx g'(t) dt g'(t) dx

') — g™ _dt n 4x = g'(t) ot

[o'P dx

(gt — F'(1g"(t)
o'

=yru=

Obtenemos entonces y'' =

Su s Xy
Suele indicarse v o= .L_:‘-V_i obien y' = X Y1
(x) ()
. .o 2 L
En nuestro ejemploes x = 6 — w A V= 6t.
1 2
Bt + —— 3t
t
6—% 6t 36t2+-?——18!2+i
y' = ﬁ = y'" = r ! =
(o) (-
t 12
12
1817 + —= " .
= y' = — ! = = y' o= —1{86413_:—11?;
(6t ; t2 )

Otro ejemplo
2
Hallar las derivadas primera y segunda _:';Y_ y —g—;;— si
X

x=t+sent A y=2t3—cost,
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Para aplicar las formulas obtenidas calculamos:

X = 2t+cost X = 2-sent y = 6t2+sen t y = 12t+cos t
. g
y" = _L —1 y’: M}_
X 2t + cost
v = yX — yX -, rr_ (12t+cos t)(2t+cos t)-(2-sen t) (6t° -sen t)
= e Yt
(x)~ (2t+cos t)®
2 _ o) 2 ;
= Y = 12t 14tcost - 2sent+ 6t°sent + 1
(2t + cos t)?

Tambien una funcion escalar, o varias, pueden definirse mediante una ecuacion
polar (pag.100). En ese caso ya vimos que puede considerarse al argumento t como
parametro.

Osea, r = fit) con x=f{hicost A y = fi)sent

Diferenciando, si existen las derivadas, resulta:

dy . f'{t)sent - f(t) cos t
dx f'(t)cost - f(t)sent

Utilizando la notacion ya vista para las derivadas respecto del parametro t, obte-
nemos:

dy _ rsent-rcost
dx Fcost—rsent

Como ya sabemos, —gxy— indica la pendiente de la recta tangente. En este caso,

la recta es tangente a la curva en el punto P de coordenadas polares ry t.

Por ejemplo, si la ecuacion polar de una curva es r = 2 + cos t. buscamos la
pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera de la curva, dado por sus coor-
denadas polares.
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Paraello, r=2+cost = r= —sent

gt + 2 - cost
sent
Qo =
i 2 + cost gt
- sent
i e senttgt—2 — cost

2sent + 2tgt
Si queremos hallar la pendiente de la recta tangente en el punto correspondiente
L3 V2 N2
a tth, vemosquees r= 2+ 5 Ademas, es sent:cost:T y

tgt= 1.

Porlotanto, tga = 2 — T B A
Ve+2 2+V2
Interesa tambien, a veces, encontrar el angulo 3 que forma la recta tangente en
P con el radio vector OP.
Para ello, observamos quees 8 = o — t,

Luego,
g = —92 9! 519t = 1.
1+tgatgt
tgt +—f
Como tga = —r‘ resulta:

r
- —t
1 rgt

gt +— —tgt+—tg?t
r r

th: r T
1 -——tgt+1g%t+—tgt
r r
—(1+1g%)
tgp = ——————
ap 1+ g%t

Finalmente, obtenemos tgg = 1L
;

Aplicacion
Hallar el angulo 3 en el punto correspondiente a t = 0 si la ecuacion polar de la
curvaesr =3 (1 — 3sent).
r=3(1-3sent) = r= - 9cost
Luego,
_ 3(1—3sent _ _3sent -1
9B = —"gocost = Re=
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t=0 = gg=-1 = ﬁ:arctg(——;-) = B=161°34’

Obsérvese que el angulo que forman entre si dos curvas gue se cortan puede
obtenerse como diferencia de los angulos que forman las respectivas tangentes con
el radio vector del punto de interseccion.

Para ello, vemos que «,, = 8, — 8,

1952 . tglﬁl § T
Luego, lga,, = ——————— siendo tgB,= —- A ltgB, = —=.
% 8% = T8, ws, A T

)

Ejemplo

~ Hallar el angulo que forman las curvas C, y C,, cuyas respectivas ecuaciones
polares son:r = cos t,r = 1 — cost, en el punto de interseccion de coordenadas
1 .
olares (— i —).
P 2'3

Para C,, r = cost = r=-sentt
Para C,, r = 1 - cost = r=sent.
En el punto de interseccion:

1 , V3 ; V3
r1=r2=‘§-,r"—"— > |72=2
Porlotanto, tgB, = - A tgB, = \;3

2\3
Luego, t s D st Sy f =Z
» Qo = 1 ga;,p=V3 = a;,= 3
1 .
3
EJERCICIOS
1) Calcular Ay y dy para:
ay=Vx en x = 4 respecto de Ax = 107°.
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b))y =x* — x enx

Il
Il

2 respecto de Ax = 10 2

c)y =x* -3 enx = 4 respecto de Ax = 1072,

Calcular el error que se comete si se reemplaza f(5,02) por f(5) + df(5;0.02)
para f:x — x* — 3x.

2

—

3

—_—

Calcular las derivadas del ejercicio 7 (pag. 213)diferenciando las expresiones
dadas.

4

—

Hallar derivadas primera y segunda de cada una de las siguientes funciones
dadas por ecuaciones parametricas:

ax=t+5 y=1-1t.

b))(:e‘ y‘___eZI‘
1 1

- — =t+ —
B A t

5) Ecuaciones de las rectas tangente y normal a cada una de las siguientes curvas
en el punto correspondiente al valor indicado para el parametro:

c) x

a)x = 3cost y =4 sent t=—}.

I

b) x y o= =2

d3y
dx?®
f(t).

7) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva de ecuacion polar r = cos t

6) Hallar la expresionde y''’ = para una funcion dada por las ecuaciones

1

paramétricas x =git) A y

e
parat = 3"

8) idem para r = 1+cos t en un punto cualquiera de la curva.

9) Hallar el angulo que forma la recta tangente con el radio vector si la ecuacion
polar de lacurvaes r=2+sent para t=0.

10) Hallar el angulo que forman la curva C,, de ecuacion polar r = 3(1—senft), y la
curva C,, de ecuacion polar r = 1 + sen t, en el punto correspondiente a

t = I,
6
11) idemparaCy: r=4(1—sent) y C; r=4sent para l=% ypara t=5—6”—.

12) Siendo la ecuacién polar de C,;: r=cos t y la de C,: r = sen t, a)hallar los
puntos de interseccion, b) el angulo que forman las curvas en esos puntos.
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IX. Tabla de derivadas usuales

Iogag(x} N

[Q0OT™ e virans

e[ 5.0} ol

- (903 [1

COSECX ..ovcovunaen

f'(x)

- g'(x) = h'(x)

- g'(x) - h(x) = g(x)-h'(x)

. g'(x) -hix) — g(x) - h'(x)
[h(x)}?

. e*

kK eInk

. k™ nk - g'(x)

1
" ? = Iogae

’
g'(x) - log,
) g'(x) - log,e

g'(x) 1

[glx)}r [h (-In[g00} ~ nex)-<LEL]

- Ing(x)j-g'(x)

X* (Inx = 1)

.. CO5 X

— 5enx

.. sec?x

2
. v=— COSEC*X
.. lgx-secx

..— cotg x - cosec x
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f(x) f* (x)
1
arcsenX.........l[..... ; =
V1-X
—q
APCCO8 Wiy mis —_—
VM1—x2
arc tg x :
s
arc cotg x =1
"""""" 1+ x2
1 1
arcSeCX ......... —_
X x% -1
1 1
arccosecX...... -— :
X a/x% -1
sh x ch x
213 [ GO T | ..shx
th x . sech®x
COMUX oosinmnamn | pawws — cosech®x
BeCh N s —sech x - thx
cosech x ... — cosech x - coth x
1
AR L Bt B o gsios —_—
Vi1 + %3
arg ch x ]
Fr— T
arg th o vue woa: 1 >
T =X
arg coth x =
....... g
arg sech x . W -
X Vi<
arg cosech x L P —
..... e
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RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 6
Seccion |
E = ¥ = i 5:_.3.. o =_1.. L - \,rf?
NI@=6 NO=1 g@=-7 rE)=p e@)=—%
B wens W% ek Pills =4 Wy -2} = &
C@) = M@= -2 C@=-a3 ni)=4 p(-2)=

2 (3*)=1 B )=—=1 gE')=-1 g6 i=1
3) #{0)yg'(0)no existen h'{0) =0
4) no3f en-4nien2
5 no3f en—-1nien2
Seccion il

b e —_— I i
1) f"ix—6x g'ix— oz 2) 7 (x} cos(x+n2)
Seccion I

1

1} en?z y -2
2) en -4 (en 01 no es continua)

3) Ejemplo: Hxj = x+5| + x—1]+7 en-5yeni

Seccitn iV
1) f’{x} :.*_(jj’{i):f__;;-_n g'{x} m—(-a-;_-:%z-_ hf(x} =7 + 12%
2
t'{x} =3J,--£3§.—}.§’i-!— s'{x) = —24x® -24x® + 4x -8
7 34x? + ax* - 20
t'(x) e
2) i) =~12x -7 f'(x) = - 12
¥ = _x_'- i = 1
g'{x) - = g''(x) _—_m(xhu\/;?ﬁ'
ik = — 4x 4 12(2x% - 1)
m (2x2+3)? ™ (2x% +3)°
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0} = — T2 BB = InS)
2ty =Ky Laam: + mw Tedia % -- 5 8oy ()l

Yid = 6 taan) - ase®(n)

4 P A

B e
g0 v{ il es
Lo s

— - _
nﬁ? “sen% %
19 55+ B < g 8 B B L

M ropi i £ -8 O e :
¥ eoaide | ‘ 4 mx:+¢ys@xx;§e

R TR Q-IQEM + 12y~ 7 - 18

1 e i B
N i R S S
& & Toa i ¥

7 .. -
R
12} 3 Ixins + g4 1)
) e B

2%



19) — cosecX

21) 2xsec? (x*+1)Inx? + —i—tg(xhn

e
25) 2\/9 - X%

A =T

S

31) sh2x + 3th®x sech?x

sen x cos(5x) 5

1 1+x 14 x
- —t - 5eC
20) 2 g 5 .
arc tg x arc sen x
22 :
; V1=-x2 1+ x2
— D eafcwsx"
24) ———
Viex
- — w2 _
26) - Bx — X : 1
(x°+x+2) (2x°+x+1)
-2
28) 7

30) 1 . % senx? + 2x e* cos X2
X

32) 2sh (x—3) — 2 coth x - cosech

33} ecosm:}[ -3 Sen(sx)

34) '21?,,‘[ In2ar(itg(2x) " 2 2]
Ccos” X 1+ 4x
\ 35 «m % (Inx+2Invx)
) 2x
7 (R . I
2+v/chx —shx
39) —=—
WO + %
41) 3

206X V1 +VBx
S
43) arctg x (1+x3 72

sen?(5x)

]

=3

36) % cotg x — 2x e~

S S
" (3)
4c 5
— 2sen®x

R T
V1 +sen®x

38)

40)
%2

42
4 1-x*

=3

1
44) —
)x 1 ~x

3) a) (fgh)’ = (fg)'h + (fg)h’ = (f'g~fg')h — fgh' = f'gh — fg'h — fgh’
bh) y' = cos(sen x) cos®x(x sen x — cos x) -
+ x sen(sen x) cos®x — sen(sen x) (xsenx ~ cosx)sen 2x

4) Recordamos la siguiente propiedad: log, x = log, e - log, x

& Ioge b) ch_:;x3 &
5) 1) = - h'(9) = % #(10) = %
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6) no existen

e 2
7) a) 3(y—2x7) b) 2% — y
1 - 3x x — 3y?
1+23 X yS +y? x? + Byx*
(4-3y*x)2Vx x® + 3y* x
1-3x? 2 - 15yx* +4xy® +y
§) ———e f
T =24 3x® — 6y? x? - x
1 +y? = 3 2
9 —5— By R4y Y
y 1+ sen (x+y) X2
Seccién VI
X 4
f) t: = - S e e
1) fHty X + 2 WY === 2
Y o= — =X, I8
g ty=-7x+3 ny = -
X 1
Yy = - =+ = = Bx — 55
h) ty 6 + > ny X 5
X 19
ty = 9x + 7 RN Ny
s) tiy X n:y = 5
{)ty= - 24 nx =3
= ~7x—5 o Xy A3
v) tiy X n:y > -
i — — _E . = — -7-7—-
m) tiy = x 2+2 n.y x_+2+2
gty =x+ 2 ny = —-x+ 2
J _ e+ 1 7 e e
p) ty = 5 X ny =7
Nty = (2+m)x — 1 n:y=—2_+1ﬂ_ X -1
3. 1 N I3
2) f)(E'—T) g) (V2 5-4V2) (-V2 5+4V2)
h) no existen s} no existen
3) (3:54) 4) (2:7) 5) no existe 8) (—2,-4)
‘ 1. 4117 a5 g3 53
nwe v (gizm)  9(-4-F) v (-3-7)
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9 (-1-4 y (L0 10)y = x 11) (e ;-2 %)y = x — 3e ?

12) ) (1;2) g (-2:2) h) (6:0), (=600 s) (0:0) 1) (=1:1)
v) (1:0)  w) (=1;1)  p) (32

13 en(04) y en(d) ay, = arctg —=

1) en (0:7) a2 =0y en ('6;%) apy = arctg (-

Seccion Vil

1)s)v=0sit=25;,v<0siO=st<25 y v>0sit>25

t=5
t=2,5‘(__ e =
-6.25 0
f) Vttv > 0
t=0 t=2
01 15

g)v=05i:=061=%;v<05i051¢% y vb05i1>%

=260 o e —o =0

-6,48 0o 3

h)v=0sit=15;v<0si0=t<15 y v>0sit> 15

t=15(_ _ """ "0
-35 0 1
2)s) Vta = 2 f}a=05it=% g)a=Osit=—;—
h) Vt:ta = 4
Jv=0 a'=% sit=3
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Seccion Vil

0,0800
0,0801

1) a) dy
Ay

0,0000250 b) dy
0,0000249 Ay

0,0300 c) dy
0,0301 Ay

2) f(5,02) = 111,446008 f(5) + df(5,0,02) = 110 + 1,44 = 111,44
€ = 0,006008 < 0,01

3 3
b = 22 “"t L T
4) a) y > y e
b) y' = 2e y' =2
2 -1 4t
c F oo -
)y t2 + 1 d (tt+1)3
3 7
5)a)tx) = — —x + 42 n(x)=7x+-§\/2
1 2 - B ﬂ
b) t(x) = 9 X + 3 nix) = 9x 3
6y = PV XYE - 3XEj + 3607y
(x)®
V3 —cos t —cos 2t
nige 3 8 tga sent + sen 2t ) B ach 2
™ A L 2w i T
10) @y, = % 1) a, = Zen (2.-6) Y ap = =-en (2,53
12) a) se intersectan en el origen y paral = %{Nétese que el origen tiene para C,

coordenadas polares (0; %) y para C, (0,0).)

b) en los dos puntos de interseccion las curvas son ortogonales.
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7. MAXIMOS Y MINIMOS

Eri muchas situaniones interesa sonoter en qué puntos dal dominio una furcién
alcanza un valor méaxine ¢ minimo o en qué Intervales ia funcidn es creciente o de-
greciants.

Err economia, por ejemplo, las funciones sorrespondientes a una demanda nor-
mal son decretientes y las de ofenta nommal son crecisntes,

Oiiro problema corrients es ef del fabricarnte que dessa conocer las dimensiones
def envase de Un products para que el gasto de material sea minimo, o cua! caming
debe elegir para gue el rendimiento del transperts sea maxima,

Si bien en la vida cotidiana esos problemas responden a diversos factores de in-
fluencia y la solucidn matematica correspande a funciones de vector o de ya
flas variables, la introduccidn al tema debe darse comoe aplicacitn def calculo
diferencial para funciones escalares.

‘Ya se han visto en capitulos anteriores fas definicionss du funcipnes mondtonas
y de migximos v minimos absoliitos ¥ locales. Se vera ahora da Gué manera af caiculo
de la derivada permite localizar los intervaios en que una funcién es mondtona ¥
aquellos puntes del dominio en los cuales el grafico de fa funcidn presemia algunas
caracteristicas sspaciales,

I, Signo de la derivada primera
Tesrema 1
Gi &l punto 2 es intarloral dominio de fa fincidn f v f iens dedvada finita ¥ posiiva

BN &, entonces existe un entorno reducido del punto g an el cual 88 verifice:
Vx: [(x >a= {0 > fa)) » (x<a = fix) <fa))].

Par hipdtesis, () = lim, “’; 2 ff*} >0,
Por una propledad de limite finito (pag 134), existe un entorno reducids del pun-
1o a donde ¥x: —f%—"-;@l tiene @l misme signo qus su mie.



Es decir, 3E'(a) / Vx € E'(a): M

Para que el cociente indicado sea posmvo en el entorno considerado, es necesa-
rio y suficiente que el numerador y el denominador tengan el mismo signo.

Es decir, si el denominador x — a es un numero positivo, entonces el numerador
f(x) — f(a) es también un numero positivo.

Osea x-a>0= f(x)y —fla>0 (1)

La otra posibilidad es que denominador y numerador sean ambos negativos.

Osea, x—a<0= flx) -fa)< 0 (2).

Luego, de (1) y (2).resulta:

vx:[(x>a = f(x))>f(a) A (x<a = f(x)<f(a))].

que es la tesis.

Obseérvese que en este caso, cuando la derivada f' (a) es positiva, f(a) no puede
ser maximo ni minimo local.

En efecto, f(a) no es maximo, pues se ha visto que para x > a resulta f(x) > f(a),
lo cual contradice la definicion de maximo para f(a).

Analogamente, f(a) no es minimo, pues para x < a resulta f(x) < f(a), que contra-
dice la definicion de minimo para f(a).

Teorema 2

Si el punto a es interior al dominio de la funcion f y f tiene derivada finita y nega-
tiva en a, entonces existe un entorno reducido del punto a en el cual se verifica:
Vx:[(x>a= f(x)<fla)) n (x<a= f(x)>fa))].
La demostracion es analoga a la del teorema anterior.

Nota: La propiedad demostrada en el teorema 1 suele indicarse diciendo que si una
funcion f tiene derivada positiva en un punto, entonces f es estrictamente creciente
en dicho punto.

Para ello se define previamente crecimiento estricto en un punto de la siguiente
manera:

f estrictamente creciente en el punto a < 3E(a)/[(x>a » x€E(a) =

= fix)>fa)) A (x<a » xeE(a) = f(x) <f(a))].

Es decir, el crecimiento en un punto asegura la existencia de un entorno donde el
incremento de x y el incremento de y tienen el mismo signo.

Analogamente, el teorema 2 puede enunciarse: si una funcion f tiene derivada
negativa en un punto, entonces f es estrictamente decreciente en dicho punto. Es
decir, existe un entorno del punto donde el incremento de x y el incremento de y tie-
nen signos opuestos.

Il. Extremos de una funcion

Se llaman valores extremos de una funcion los maximos y minimos locales o ab-
solutos de la misma.

Para encontrar los extremos locales de una funcién se puede recurrir a su defini-
cion, investigando los valores que alcanza la funcion en distintas partes del dominio.

241



En wlgunios cass puede rasiiiar sereiic uilzar see méldo, como sovede o4 &l
Wam

ack o
ki
res

Pars k=0 o8 =5 v Wx 4088 < 5

Luego§) = % ‘&8 g miimo local e, gue, enests caso, extambién miximo
absoiuto de {en B
isdrvess que srieste efemplio i) = —*s% e sbaolinc en cusiquier sub-

mmw derminie al eunl pefenazes el aﬂﬁm
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Eaeia@mgm sintesior pids obsaneanss aud is derfvads do ks Tunsién Pse anuls
oF af ongan, Puss:

vx:r{;@-z-—&;;%r ¥ =2
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tocal en puntos donde Ao hay tengente, 88 decl, an purtos donds ta funcidn o &8
derlvable. somo guteds &n Ja funclsn T~ = g1

4
JZAN

1) @ midximn local v absolnio de Ty no eiste (1),
Donsideremos lambisn la funsidn ¥ -  — 295 + 1,
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g

f(3) es un minimo local y en el punto [3; f(3)] el grafico tiene tangente vertical (semi-
tangente).

Por lo tanto, en este caso, al igual que en el anterior, la funcion alcanza un extre-
mo local en un punto del dominio donde no tiene derivada finita.

También puede suceder que el grafico tenga tangente horizontal en un punto del
mismo y que el valor correspondiente de la funcién no sea ni maximo ni minimo local,
como sucede en la funcion f: x — x3 + 1.

y=x*+1

& “
60 = ax® = f{0) = 0.

En el punto (0;1) el grafico tiene tangente horizontal y no hay extremo.

Por lo tanto, la condicion de tener derivada nula en un punto no asegura la exis-
tencia de extremo para una funcién. Pero si una funcion derivable tiene un extremo
en un punto interior a su dominio, entonces dicha derivada es nula.

Es decir, la anulacion de la derivada primera es condicion necesaria para la exis-
tencia de maximo o minimo local si la funcion es derivable y el punto correspondiente
es interior al dominio de la misma.

Probaremos esta condicion en el siguiente teorema.

Teorema

Si f tiene derivada finita en el punto ¢ y alcanza un maximo o minimo local en el
punto c, interior al dominio de f, entonces f'(c) = 0.

O sea. ¢ interior D, » 3f'(c) ~ f(c) maximo local - ffc)= 0.
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Demostracion

Como por hipotesis existe el numero real f'(c), caben tres posibilidades:
fle)> 0 x flc)< 0 x flc)=0.
1) Sif'(c) > 0, por el teorema 1 (pag. 240)existe un semientorno a derecha de c
donde V¥ x: f(x) = f(c). Esto implica que f(c) no es maximo local. Absurdo.
2) Sif'(c) < 0, por el teorema 2 (pag. 241)existe un semientorno a izquierda de ¢
donde Vx: f(x) > f(c). Esto implica gue f(c) no es maximo local. Absurdo.
Luego, f'(c) = 0.

Ejemplo

Seafix— (x — 3)% + 1.
La curva correspondiente es una parabola con la concavidad dirigida hacia arriba
y cuyo vertice es el punto (3; 1).

y 4

y=(x-32-1

f(3) = 14---

f(3) = 1 es un minimo local de la funcion.

De acuerdo con el teorema, como f es derivable, f'(3) debe ser nula.

En efecto, Vx e R:1'(x) = 2(x-3) y f(3) =0

En este ejemplo, f(3) es también el minimo absoluto de f.

Como se habia visto en el ultimo ejemplo anterior (pag. 243), el reciproco del
teorema no es valido, pues la existencia de tangente horizontal no implica la existen-
cia de un extremo.

Por lo tanto, como el problema de localizar extremos es de singular importancia,
deben buscarse criterios que permitan asegurar la existencia de los mismos.

Estos criterios, aplicados a funciones derivables en puntos interiores a su domi-
nio, completan la informacion dada por la condicion necesaria demostrada.

También tiene importancia ubicar los extremos locales cuando estos aparecen
en puntos donde la funcion no es derivable.

Finalmente, debe dedicarse especial atencion a aquellos valores que son maxi-
mos o minimos absolutos pero no son simultdneamente maximos ¢ minimos locales.

En este capitulo estableceremos varias condiciones que aseguran la existencia
de extremos locales. Para poder demostrarlas, probaremos previamente algunas pro-
piedades de las funciones derivables.
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lll. Propiedades de funciones derivables

Al dibujar la curva correspondiente a una funcién derivable en un intervalo ce-
rrado, se verifica esta propiedad geométrica: si se traza la recta que pasa por los
extremos de la curva, es posible hallar un punto interior al intervalo donde la tan-
gente al grafico es paralela a dicha recta.

f(c)1
f(a) = f(b)r——ﬂl——— fla)t =

vl
i
|
|
|
-
c

(1 (2)

La figura (1) corresponde al caso particular en que la funcion alcanza valores
iguales en los extremos del intervalo. La figura (2) corresponde al caso general.

La propiedad ilustrada en la primera figura se demuestra en el teorema de Rolle.
La propiedad general se prueba mediante el teorema del valor medio.

En ambos teoremas exigiremos que la funcién sea derivable en el intervalo abier-
to y continua en los extremos, es decir, no es necesario exigir que la funcion tenga de-
rivada finita (lateral) en los extremos del intervalo, Por razones de simplicidad puede
utilizarse una hipotesis mas fuerte que la anterior, exigiendo que la funcion sea deri-
vable en el intervalo cerrado.

Teorema de Rolle*

Si f es una funcion continua en el intervalo [ a; b], tiene derivada finita en (a; b) y
f(a) = f(b), entonces existe un punto c en el intervalo abierto (a; b) donde f'(c) = 0.

Demostracion

Al ser f continua en el intervalo cerrado [a; b], por el segundo teorema de
Weierstrass (pag. 182),alcanza en dicho intervalo un méaximo y un minimo absolutos.

Sea m el minimo absoluto y M el maximo absoluto de f en [a; b].

Sim = M, entonces f es constante en [a; b]. Por un teorema anterior (pag. 199),
la derivada de una constante es cero.

Luego, vx e [a;b]:f'(x) = 0, y la tesis se verifica para cualquier punto ¢ interior
al intervalo.

Sim £ M, entonces uno de los dos valores es distinto de f(a).

* Miguel Rolle (1652-1719), matematico francés a quien la teoria de ecuaciones debe impor-
tantes contribuciones.
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Se presentan los tres casos siguientes.
1) Siesm % fla) y M = f{a), como m es el minimo absoluto de f en [a;b], es
m < f(a).

y i

T )
f{c)=m..__L'.Zi

Por lo tanto, f alcanza el minimo absoluto en un punto c, interior al intervalo. Lue-
go, f(c) es minimo absoluto y también es minimo local. Por un teorema anterior
(pag. 243), como f es derivable, es f'(c) = 0.

2) Sies M #£f(a y m = fla), como M es el maximo absoluto, es M > f(a).

Por un razonamiento analogo al anterior, f(c) = M es maximo absoluto y lo-
cal y f'(c)=0.

fe) =Mt==—
f(a) = f[b}.._..._;_ e ___:,
|
I
I
!
c

) e s s

b

3) Sim # f(a) ytambién M # f(a), la funcién f alcanza el minimo m en un pun-
to ¢ interior al intervalo y el maximo M en un punto c¢’, también interior al intervalo
[a;b].

y |
flc) =M1
f(a) = f(b)+

f(c) = md
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En esta situacion ambos extremos absolutos son también locales. Luego, es
ficy=0 y flc)=0.

Nota: Los casos 1, 2 y 3 pueden sintetizarse en uno solo de la siguiente manera:
Sim # M, entonces uno de ellos, por lo menos, es distinto de f(a) = f(b). Por lo tanto,
f alcanza dicho extremo absoluto en un punto ¢, interior al intervalo, y f(c) es. al mismo
tiempo, extremo absoluto y local. Por un teorema anterior (pag. 243),f'(c) = 0.

Ejemplo il 5

Hallar un punto ¢, correspondiente al teorema de Rolle, para f: x — x® — 3x2
en[0;3].

ff0)=0 y f3=0
f'(x) = 3x2 - 6x
f'(x) = 3x(x - 2)
Resulta: f'(2) = 0. Luego, en ¢ = 2 es f'(c) = 0 y ademas ¢ € (0;3).

La derivada también se anula en ¢' = 0, pero ¢' no es interior al intervalo con-
siderado.

Teorema del valor medio del célculo diferencial

Si f es una funcién continua en el intervalo [a; b] y tiene derivada finita en (a; b),
entonces existe un punto c € (a; b) tal que:

ff(c) = —f(bg = 23’.

f(b);
f(c)4

f(a)
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Demostracion

Consideremos la recta r, determinada por los puntos [a; f(a)] y [b; f(b)]. Llame-
mos también r a la funcién representada por la recta r.
La ecuacion de r es;

fb) - fa) _ rx) - f(a)
b-a X —a
: _ fib) = f(a) A f(b) - fa)

O sea, ¥x e R:r(x) — X = a + f(a).
Sik = _f-@g:_f(ﬂ a + f(a), entonces la funcidn lineal correspondiente es:

rx— M » o k

i) -t 2
LUEQO, Vx:r (X) = —B_—a——

Determinemos una funcion auxiliar h = f - r.
La funcion h es derivable en (a; b) por ser la resta de dos funciones derivables,
yh(x) = f(x) - r(x).
Por razones andlogas, h es continua en [a; b] y, ademas,
h(a) = fla) —r(a) = 0 y h(b) = f(b) - r(b) = 0.
Por lo tanto, la funcién h cumple las condiciones exigidas por la hipdtesis del teo-
rema de Rolle, y entonces 3c e (a;b)/h'(c) = 0.

Pero h'(c) = f'(c) - r'(c) = f'(c) - 2 =f@) _ ¢

b-a
Luego, c € (a;b) /f'(c) = %

Graficamente: puede observarse que la recta que une los puntos [a;f(a)] ¥
[b; f(b) ] es paralela a la recta tangente a la curva en [c; f(c)]. En efecto, sequin el teo-
rema demostrado, ambas tienen igual pendiente.

Ejemplo

Hallar un punto ¢, correspondiente al tearema del valor medio, para f: x — 2x2 -
—-3x + 4 en el intervalo [a; b] =

y

G /

4 flO)=4 A f(2) =6

/] Vx:f'(x) = 4x -3
/3

»
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f(b) - fa) _ f(2) - (0).
b-a 2-0 '

Luego, por el teorema indicado, 3c € (0; 2) /

f'(c) = 4c - 3.

f(2) - 10) _ =
e 4c - 3.

Si reemplazamos valores y efectuamos operaciones:

6.2-4 =4c-3 = 4c-3=1 = c=1.

Por lo tanto, la tangente al grafico en el punto (1; 3) es paralela a la recta que pa-
sa por los puntos (0; 4) y (2; ).

Consecuencias del teorema del valor medio

1. Sifes una funcion derivable en un intervalo |, y en todos los puntos del intervalo fa
derivada de f es nula, entonces f es constante en |.

Demostracion

Consideremos un intervalo cualquiera [x; x,] C |
La funcion f satisface la hipétesis del teorema del valor medio en [x,; x,].

f(xz) — f(x,)
¥o— Xy

f(x2] - f(x,) _
Xa = X4

Luego, 3ce(x,;x,)/f'(c) =
Como f'(c) = 0, resulta

Pero

Lilm = 0= f(x,) = flx,).

Xp = %y

Como x, y x, son dos puntos cualesquiera del intervalo |, Vx € I: f(x) = f(x,)} =
f(xz) = k.

Por lo tanto, se ha probado

Vxel (f'(x) = 0= 3keR/f(x) = k).

2. Sidos funciones tienen la misma derivada en cada punto de un intervalo |, enton-
ces dichas funciones difieren en una constante.

Es decir, si f y g son derivables en un intervalo |, y vx e I:f'(x) = g'(x), entonces
JkeR/V¥xelf(x) —g(x) = k

Demostracion

Vxelf(x)-g'(x) = (f-qg) (x) = 0.
Por la consecuencia anterior,
dkeR/Vxel:(f-g)(x) = k.
O sea, Vxel:f(x) — glx) = k.

Estas dos propiedades, demostradas como aplicacion del teorema del valor me-
dio, son de importancia fundamental en el calculo integral.
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Teorema generalizado del valor medio (teorema de Cauchy)*

Si f y g son funciones continuas en el intervalo cerrado [a; b), tienen derivada

finita en el intervalo abierto (a;b) y ¥x € {a;b):g'(x) # 0, entonces 3ce(a;b) /
f(b) —f(@) _ _f'(c)
g(b) - g(a) g'lc)

Obsérvese que en la hipétesis no es necesario exigir g(b) — g(a) # 0, aunque
esta expresion aparece en la tesis como un denominador. Si fuera g(b) = g(a), el
teorema de Rolle indica que en algln punto interior al intervalo se anula la derivada
y esto contradice una de las condiciones de la hipotesis.

Demostracién

Consideremos la funcion auxiliar °

p: x— [f(b) - f(a)]a(x) ~ [g(b) - g(a)]f(x).

Esta funcidn es derivable en (a; b), pues es la resta de dos funciones derivables
multiplicadas cada una por una constante. También es continua en [a; b] por el mis-
mo razonamiento.

Ademas, es p(a) = p(b), pues:

pla) = fibig(a) - flajg(a) - g(b)i(a) + gla)f(a) = f(b)g(a) — g(bjf(a),

y p(b) = f(blg(b) — fla)g(b) — g(b)f(b) + g(a)f(b) = a(a)f(b) — f(a)g(b).

Luego, la funcién p satisface las condiciones exigidas por el teorema de Rolle.
Por lo tanto, 3c e (a:b)/p’'(c) = 0.

Derivando la funcion p, en el punto c resulta:

p'(c) = [f(b) - f(a)]g'(c) - [g(b) - g(a)]f'(c) = 0.

Como g'(c) #0 ¥ g(b) — g{a) # 0, de la expresion anterior se deduce |a te-
sis efectuando pasaje de términos:

flb) —f(a) _ flec)

g(b) - g(a) g'(c)

Este teorema incluye el teorema del valor medio como caso particular si g
es la funcion idéntica, es decir, si Vxe[a;b] es g(x) = x.

® Elteorema de Cauchy admite una interpretacion geométrica similar a la del teore-
ma del valor medio para curvas planas mas generales definidas en forma parameétrica
por dos ecuaciones x = g(t),y = f(t), dondeesa=t=h.

En el grafico resulta el vector h'(c) paralelo al vector {h(b}- h(a}). y € es un pun-
to interior al intervalo parameétrico [a;b].

Para justificar la proposicion anterior conviene recurrir a una funcion vectorial
h = (g;f)y al vector tangente h’(c), pero en este texto no estudiaremos funciones
vectoriales (Calculo 2, pag. 137).

* Agustin Cauchy (1788-1857). matematico frances, Dedicd especial atencion a los fundamentos légicos
del analisis matematico.
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y
= h'(c)
fa) - (@
I e s —
f(b) [~ — 4= — — — = h (0)
! I
| [
| &
g(a) ga(b)
EJERCICIOS
1) Hallar c, correspondiente al teorema de Rolle, para:
f:x—=3+2x—-x2 en[-24] gix—— YVX(x-7)2en [0;7]
h:x—x* — 4x3 + 10 en [0;4] tx—x®-3x2+1 en[-12)

2) Hallar c, correspondiente al teorema del valor medio, para:

f:x—»—;;g:—r enf-1;3] g:x—8x% — 6x% + 9x en[1:4]
h:x— Vx—1 en[1:3] tx— VX2 en[0;1]

IV. Funciones monétonas

En el capitulo 5 (pag. 184) se han dado las definiciones de funciones mong-
tonas en un conjunto. Veremos ahora cémo se pueden vincular esas definiciones
con el signo de la derivada, cuando las funciones que se consideran son funciones
derivables.

Si una funcion derivable es creciente en un intervalo |, la derivada en cualquier
punto del mismo es positiva o nula.

En efecto, en cualquier punto del gréfico la recta tangente al mismo forma,
con el eje positivo de abscisas, un angulo agudo o nulo. Por lo tanto, la pendiente
de la recta tangente, o tangente trigonométrica del angulo mencionado, es un nu-
mero no negativo.

De la misma forma, si la funcion es decreciente, la recta tangente en cada punto
del grafico forma con el eje positivo de abscisas un angulo obtuso o llanoe. Por lo tanto,
la pendiente de la recta tangente corresponde a la tangente trigopnométrica de un

angulo aif% < § = 7,que es un numero no positivo.
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v} y |

fX)p===—— s Gk
|
|
|
|
I X
0 X 0
f creciente: f'(x) = tga=0 g decreciente: g'(x) = tgB =0

Formalizaremos las consideraciones geométricas anteriores, demostrando los
teoremas correspondientes.

Teorema 1

Si una funcion es estrictamente creciente (o creciente) en un intervalo |, enton-
ces en cada punto de dicho intervalo, donde f es derivable, la derivada es no negativa.
O sea, f derivable y estrictamente creciente en | = vael:f(a) = 0.

Demostracion

Como f es estrictamente creciente en |
x<a= fixy<fla) y x>a= f(x)> fa).
f(x) — f(a)
Xx—a

Luego, en ambas situaciones: > 0.

Por una propiedad de limites finitos (pag. 134):

IimEM =0.
x—a
Luego, Va: f'(a) = 0.

Teorema 2

Si f es una funcion estrictamente decreciente (o decreciente) en un intervalo, en-
tonces en cada punto de dicho intervalo, donde f tiene derivada finita, la derivada es
no positiva.

La demostracion es andloga a la anterior.

En realidad, interesan fundamentalmente los teoremas reciprocos de los anterio-
res, que permiten, de acuerdo con el signo de la derivada primera en un intervalo,
indicar si una funcion es creciente o decreciente en dicho intervalo.

Asi, si la derivada primera es positiva en un intervalo, se prueba que la funcion es
estrictamente creciente en el mismo, y si es no negativa, que la funcion es creciente.
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Teorema

Si f es derivable en el intervalo [, y Vx e |: f'(x) = 0, entonces f es creciente en I.
Si f'(x) = 0, entonces f es estrictamente creciente en |.

Demostracion

Para probar que f es creciente en | debe probarse, para cualquier par de puntos
X, y X, del intervalo:

Xy <X = f(xy) = f(xy).
Sea x; < x,. Por el teorema del valor medio (pag. 247), aplicado en el intervalo
[x;%x]C I

fx) — f(x)

= (x5) (Xy <Xy < %X5).
ey (Xg) (Xy < Xo < X)

Por lo tanto, f(x,) — f(x;) = f'(xg) (x; — x5) (1).
Como habiamos elegido x, < x,, es x, — x, < 0. Luego, por la regla de los sig-
nos, en el producto que aparece en el segundo miembro de la expresion (1),

si f'(xg) = 0, entonces f(x,)—f(x,)) = 0.
Osea x;<x;, = f(x)) =< f(x,) yfescreciente en I
Sif'(xg) > 0, entonces f(x,) — f(x,) < 0.
Osea, x, < x; = f(x) < f(x,) y f es estrictamente creciente en |.

Analogamente se prueba el siguiente teorema.

Teorema

Si f es derivable en el intervalo |, y Vx el esf'(x) < 0, entonces f es decreciente
en . Si f'(x) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en |.

Ejemplo 1
Indicar en qué partes del dominio la funcion f: x — x es creciente.
v
y=x f'(x) = 3x2
Por lo tanto, ¥V x: §(x) = 0.
X Luego, f es creciente en todo su dominio.

0 Ademas, en este caso, f es estrictamente
creciente en todo su dominio.
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Ejemplo 2
*
Indicar en qué partes del dominio la funcion f: x — x3 + 3x2 — 1 es estrictamente
decreciente.

y=x3+3x% - 1

1 >

\

Vx:f(x) = 3x% + 6x = 3x(x + 2). Luego, f(-2) =0 vy f0) = 0.
Resulta:f'(x) < 0 si —2< x< 0.
Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en el intervalo (—2;0).

EJERCICIOS

1) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son crecientes o
. N b= " .
decrecientes, de acuerdo con el signo de su primera derivada:

fix—3x2 —2x+ 5 h: x — 2x® + 9x? — 24x
g:x—4x - x* rx—4ax3(x — 1)
m:x—»% s:x—bSOO—;‘I%_EOé-
2) Idem para f:x—</ (4 — x)2 (2x — 4)
2 _
B~

h: X — xV 5x — x2

3) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estricta-
mente crecientes:

fix—>x?+3x+5 g x—x"(x — 3)? hix— V%3 — 12x
2% —3 1
: === SiX—————
mx——— BT

4) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estrictamen-
te decrecientes:
fix—5-(x-3)2% gx—x'-2x% hix—=(x+1)2(x-2)7%
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3 2
nx—x¥+2 m:x—rxT-*-——%-——GxJ——%— s:x—rxlz

5) Verificar que las siguientes funciones son estrictamente decrecientes en los inter-
valos indicados:

fix— (x = 125~ (x + ¥ en (=1; 1)
g x—\ 1-x% en(0;1)
h:x—»{T-\/x en (0;9)

m: X — Wax"-a en(-3; -2)

V. Criterios para determinar extremos locales

Se ha repetido varias veces que no basta la anulacion de la derivada de una fun-
cién en un punto interior a un conjunto para asegurar la existencia, en dicho punto, de
un extremo local. Si se quieren hallar, entonces, los extremos locales de una funcién,
debe completarse la informacion mediante otros datos.

Daremos a continuacion varios criterios que permiten asegurar la existencia de
un maximo o de un minimo local.

Criterio 1: Estudio de los valores de la funcién

Si ¢ es un punto interior al dominio de una funcion derivable fy f'(c) = 0, para
saber si f(c) es un maximo local pueden considerarse los valores de f en un entorno
de c y ver si satisfacen la definicion.

Es decir, si es posible determinar un entorno de c tal que, para cualquier punto x
del entorno, el valor f(x) correspondiente es menor o igual que f(c), entonces f(c) es
maximo local.

La misma idea puede utilizarse para verificar la existencia de minimo local.

Ejemplo

K2

Seafix— —L, Utilizando el criterio anterior ubicar, si existen, maximos y
X

minimos locales. .
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F(x) = LX;L f(1) =0 A f(=1)=0.

Deseamos ver, ahora, si f(1) =2 y f(-~1) = —2 son extremos locales de f.
Observamos que, para cualquier x positivo y distinto de 1, es

2
f(x) > 2, puesx:1>2 Six>0 A x#1,

En efecto, si x es positivo, es:
2
xX+l.o = xX2+1>2% = x*+1-2x>0 & (x—1?2> 0, expresién que
se verifica si x £1.
Por lo tanto, f(1) = 2 es un minimo local de f.
De manera anéloga, puede probarse, para cualquier x negativo y distinto de 1,
2
f(x) < —2,pues E :1

< —-2s8ix<0 A x#1.

Por lo tanto, f(—1) = —2es un maximo local de f.

En general, este criterio presenta dificultades de calculo, pues exige conside-
rar los valores de una funcién en los infinitos puntos de un entorno y puede llevar
a conclusiones falsas si se consideran solamente algunos valores de la funcién en
puntos aislados del entorno.

Criterio 2: Variacion del signo de la derivada primera

Si f es una funcion derivable, ¢ es un punto interior a su dominio donde se anulaf’
y existe un entorno de c tal que para todo x en el semientorno a izquierda de ¢ esf'(x)
positiva, y para todo x a derecha de c es f'(x) negativa, entonces f(c) es un méaximo
local de f.

O sea,
3E(c, 8)/ Vx: [(xe(c -8;¢) = F'(x)>0) A (xelc;ic+8) = f'(x) co]] =
- = f(c) maximo local.

Se suele abreviar este criterio diciendo que si la derivada primera pasa de posi-
tiva a negativa cuando x pasa de izquierda a derecha del punto c, entonces f(c)
es maximo local.

fle)+ ——-

D —— = ———

4
o
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€ dominis da 18 D, = |/xz —1}.
Caleularermos i derivada de &

. P PO - AR I, |
v {xm 1= 008 = VIR * gk

3

Cosa, )= ;";J_ff 8 % -9 Esf=0 8 xs =%

Luewdf{—%} - -2.,% pueds sar un metreme oal, |

£
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Estudisremos &f signg de ko valores 0 1a funcitn devivada 7 en un enferns de
H = -—t.g.
. 3

: i . B ik B4+ 2 ) ¥ )
signo del turmerador, ya que & denominador siempre es positve,

tusge, & zquierds, 1< —--%«m B+2x0 = Ppg=<D,
¥ & dersehia, 1 > --%::a- WMARSD = A

e acuerds oon e eitero indicadn, -t( *“ﬁ‘) 82 un minlimo togal de

Driftare 3 Slgno de ls devivady segunds

SiT os una Tunpidn dedvable, & 23 U pUnto Nerona su donsis dunds se andls
1 ¥ endste P{e) < O, entonces ft} s un mdxime oeal de L

Cibadrvese qus este oriterio diflere fundsmentalments de los anisriores, puss
aolaments deba investigarse 8l Sigo db ia dervada seguhda en U puatd y no axine
su consideracidn en un enfoma,

Oamoslraciin
Seatie) = Lfmcﬂ%{—%@-qu,
Por una el fimite finito (pdg. 144),
o 3 P it o e
() /¥ (xe Bt = —L L),

.
Come o) = 0, -%ji‘%fﬁ-

Pare qus esie coclente sed negative, numerador v denominador daben tener
gignos opuestos, & Bua.
ahEpuisrdadeci—oc<0=s P} >0y
sderscia s e~ e300 = Pl <n,

For ¢l sriterds de la derhvada primarg, Ko} se mddmio ioeal. 4}

En las mismas cordicionas, 31 £4(o) > 0, puede probarss que Kol e minkmo looal.

Este eriterio es cimoto si la derivada segunda es tacll de caleular, puss, ciann
a6 ha dicho, sdlo exige conocer su signo en un pundo. No puede uliilzarse sf la funclin
elagida ne tiens darivada ssgunda en ei punic, y presanta incorvanientes sila segun-
da derivads es difle! de haller. Ademie, no progordions ninguna informarién st la
danvada ssounds eulsts pem a8 nula &N &l punts considerade,



Hallar extramos localss de b a-» 33+ »® — x + 2 utiilzando o criigen.de g de-
rivacla segunds,

. l‘!’ P L

C

|
[
i
] r 1 ®
f'—znt 0 41
Caleularemas la derivada de £,
Resulta: WPl = G 42—,

La devivada se anula pera X = —1 ypam ¥ = —;—
Buscarsmos abora la dovivedy ssgunds de |
VP = Bx+ 2
Dz acuerdo con-al crlefio de la desivaa gegunda, hay que detarminarsu %igno
&n g puntos donds se anfa §,
Besulta (- 1) = ~4 < 0, y.por iotante, - 1) = 3'es un maximo local e 1§,

f'(—;} =430 ¥ f(%} = g‘mss-un painimio focal,

EJERCICIOS

1} rlafiar, si exisien, exremes localas de s siguisntestunciones ulliizands sl aiterio
§, tue estudia los valores de la funcldn:

i:.x-"*-ﬁg—;; Gik-—sgh-Gx - 10  hix-sB5K -4

2) Haller pxiremos leales, oi existen, aplicando = oritevin 2, gue estudie vl Signo g
s derivada primera an un enigrmo:

Ex—ex® -~ 410 4 422 hix— %0 - BT+ & dix—s ““_K.zﬁ"r

3) Mallar extremos lozalss splisando of griterio de la dervada segunda;

y
toter ¥ (= 1) B - 18 —3) mxes %




s x—s {0~ 2+ 192 prx—+ Bx® - —35 n; - %% - 4534 10

' o w B weowE At
A T3 — 152 L . . SO N
LR 1S — 1)° £ix-=¥ % X 31-2 B3 A4 .

Qx2S+ B2~ 1B+ 5 XX - A%+ 5 v 3xt - 2407 + 4

Wi, Extremos absoluios

En la mayoria de los problemas de matemdtica aplcada no interesa hailar los ex-
tremos lncales gino los extramos absolutos ous alcanza ure funcién en su dominic 0
en algin intervaly, determinada, generalmante, por las candiciones del problama.

Ahora bian, st el maximo o el minimo absoiutos conesponden a una funcitn dert-
vahile v la funcidn alcanze dichos valores en punitos inteviores al conjunio conside-
rado, enonues los extremos sbsclutos serén, al misma tiempa, extremos locales.

En ese caso bastard ubicar o extramos locaies medinnte 2 criterio mas conve-
nianie v lusgo detsrnings oudles de eling son, a |4 vez, exiramos absolutos,

Epmpio

Hallgr, sl existen, méximo y minimo absolutos para:
fox—s Bx% — du® —~ 12 4 3,

e aas
i

S5 L

Yo P i) = 12x% - 12x% - 2dx = 1%~ x — 2),

Buscaremos ahora los punfos donde se anuia Iz derivada anterior,

Resulta (=0 s x,=0 %Az=-1 xa=2

Pars determinar i en algunos de oy puntos anferigres fa furkdon f alcanza un
extremo focal, wilizaremos ef criterio de fa derivada segunda:

Vi) = 88x% - 24x ~ 24
Haliaremos al signo de I an cade uno de los {res puntos seleccionados:
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1) enx,= 0:f'(0) =-24<0 = f(0)
2 enx,=-1:f"(-1)= 36>0= f(-1)
3)enxy= 2:f'(2) = 72>0= f(2)

3 es maximo local;
— 2 es minimo local:
—29 es minimo local.

1l

Ahora bien, la funcion f alcanza minimo absoluto en el punto 2, y f(2) = -29
es el minimo absoluto de f. En cambio, f no tiene maximo absoluto, pues lim_f(x) = + =
y los valores de f superan a cualquier numero real.

Si se quieren hallar los extremos absolutos de f en un conjunto acotado, deben
investigarse especialmente los valores que alcanza la funcion en los extremos de ese
conjunto, pertenezcan o no al mismo.

Por ejemplo, si se considera la funcion f sobre el intervalo [0; 2], f(0)=3 esel
maximo absoluto y f(2)=-29 es el minimo absoluto.

En el intervalo (0; 2), en cambio, la funcidn no tiene ni maximo ni minimo abso-
lutos.

Puntos criticos

Como se ha indicado en el ejemplo anterior, al buscar los extremos absolutos
de una funcion definida sobre un conjunto acotado, deben considerarse especial-
mente los valores que alcanza la funcion en los extremos del mismo.

Ademas, si la funcion que se investiga no es derivable en algun punto, hay que
tener en cuenta el valor de la funcién en dicho punto. La funcion f: x — |x|, por ejem-
plo, no es derivable en el origen y alcanza minimo local y absoluto en dicho punto.

Por ello, al buscar los extremos absolutos de una funcion es importante conside-
rar especialmente los puntos de los distintos tipos mencionados, que son puntos cla-
ves en la investigacion que se efectua. Los llamaremos puntos criticos de la funcion,
y daremos la siguiente definicion.

Definicion

Si f es una funcion continua, definida sobre un intervalo (abierto o cerrado), el
punto ¢ es un punto critico de f en dicho intervalo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

1) c es interior al intervalo y f' existe y es nulaenc;
2) c es interior al intervalo y f no es derivable en ¢ (no hay derivada finita);
3) ¢ es uno de los extremos del intervalo.

Como ya se ha dicho, el problema de encontrar los extremos absolutos de una
funcién continua en un intervalo, se simplifica si se buscan primero los puntos criticos
de la funcion en dicho intervalo.

Ejemplo 1
Encontrar, si existen, los extremos absolutos de f: x — v/ 4x (x — 1)2 en el inter-

valo cerrado [— %: 2]‘
Para encontrar los puntos criticos de f en [— —%; 2] calcularemos primero f':
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- 4(7x2—8x+1)
Vx £ 0:f'(x) = — 3
3V 16x2

o7

-t f(-112)

La derivada anterior no existe en el punto 0 y se anula en los puntos 1 y —.1,-

Por lo tanto, los puntos criticos de f son:

tipo1:x, =1 VAR T % donde se anula f';

tipo2: x,= 0, donde no existe f' (hay derivada infinita);

tipo3: a = —-;- y b =2, que son los extremos del intervalo.
1 36 4 i s
Puede probarse que f(T,-) a3 7 es un maximo local y f(1) = 0 es

un minimo local.

Ademas, f(— %) = — % \3/ es el minimo absoluto de f en el intervalo

[— -;—: 2]. El valor f(2) = 2 es el maximo absoluto de f en [—%; 2].

Ejemplo 2

Hallar extremos absolutos y locales de f, si existen:
a) en su dominio, b)en (0;2), c)en[—-3:4], sif:x— [x2—4/—1.
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a) Eldominio de f es R y los puntos criticos son:
tipo 1) 0, pues f'(0) = 0;
tipo2) 2 y—2, pues en ellos f no es derivable;
tipo 3) como el dominio no esta acotado, buscamos M, o) = lim__f(x) = +e

Este limite asegura que f no tiene maximo absoluto en R.
Observemos que

X2-5 si x<-2
f:x— —X2+3 si -2=x<2
x2-5 si x=2

f'(x) <0six< -2) A (f(x)>0si-2<x<0)= {f(-2)minimo local.

f'{x)<05i0¢x42)n (f'(x) > 0six>2) = f{2) minimo local.
A f10) = -2<0 = f(0) maximo local.
Puede verificarse ademas que f(-2) = f(2) = —1 es minimo absoluto.

b) En (0;2) f no tiene extremos absolutos ni locales.
c)En[-3;4]f(2) = f(—2) = — 1 minimo local y absoluto, f(0) maximo local, ¥
maximo absoluto.

Ejemplo 3

Averiguar cuadl es el terreno rectangular de mayor area que se puede rodear
con 100 metros de alambre.

La primera parte del problema consiste en expresar las condiciones anteriores
en lenguaje matematico.

Llamemos x a un lado cualquiera del rectangulo. Si el perimetro es 100, el otro
lado es 50 — x.

a(x) X

50 - %
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El area del rectangulo esta dada por la expresién siguiente:
a(x) = x(50 - x).

Para hallar el numero x, que da el area maxima de un rectangulo en las
condiciones requeridas, debemos considerar la funcion escalar que a cada nimero
x le asigna como imagen el area del rectangulo correspondiente.

Es decir, la funcién a: x — 50 x — x2.

El dominio de la funcion a esta condicionado por la indole del problema y debe
servx:0 < x < 50.

y
625 — =
|
1
| y = 50x — x2
|
|
|
|
|
|
! X
| =
0 25 50

Calcularemos ahora la derivada de la funcién a:
Vx:a'(x) = 50 — 2x.

Los puntos criticos de la funcion a son 0 y 50 como extremos del dominio esta-
blecido, y el punto 25 donde se anula la derivada a’.
Calculamos ahora la derivada segunda de la funcion a:

vx:a'(x) = -2
Luego, a (25) = 625 es un maximo local. Se comprueba faciimente que es tam-
bién el maximo absoluto de a.

Si interpretamos el resultado anterior en el problema planteado, resulta que el
rectangulo de mayor area y perimetro 100 es el cuadrado de lado 25.

Ejemplo 4

Hallar el rectangulo de mayor area con base en el eje de abscisas y vértices
opuestos en puntos de la curva de ecuaciony = ?BTZ,de acuerdo con el siguiente
dibujo:
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Si la pase del rectangulo es 2x, su altura esta dada por el valor de la ordenada
correspondiente.

Es decir, base = 2x, altura = ZL.
X<+ 4
g 8
El area del rectangulo pedido es a(x) = 2x. ew
La funcién escalar correspondiente es a: x — %

y su dominio, de acuerdo con la indole geométrica del problema, es el conjunto de los
numeros reales positivos.

(x> 0)

Si calculamos la derivada de la funcion a,

oy 64— 16x2
Vxesa'(x) = T A2
El punto x, = 2 es un punto critico de la funcion, pues es interior al dominio

determinado y ademas es f'(2) = 0.
Si calculamos la derivada segunda de la funcién a, resulta:
32x(x? — 12)
(x2 + 4)3
En el punto 2, es a’'(2) = —1< 0. Por lo tanto, a(2) es un maximo local de la
funcion area.

a'(x) =

265



Puede comprobarse facilmente que a(2) es también el maximo absoluto de la
funcion a.

Luego, el rectangulo de mayor area, en las condiciones pedidas, que corres-
ponde al valor x = 2, es el de base 4 y altura 1.

* lz‘.’jelr'n,m'r:: 5

Hallar el cono de mayor superficie lateral que puede inscribirse en un cono de
radio 1y altura 3, de acuerdo con la figura siguiente:

A

*

Utilizando la formula que da la superficie lateral de un cono, el 4rea correspon-
diente al cono inscripto es

a(x) X . g(x),

donde la generatriz es

g(x) = V' x*+ [h(x)]°.

Para calcular h(x) podemos comparar los tridngulos semejantes

AB AB’
'C'. d _—
ABCy AB'C’, dorde BC 8o

Reemplazando valores en la igualdad anterior, resulta:
R SR 3-h(x) = 3x > h(x) = 3(1-x).

X 1
Por lo tanto, g(x) = v x2+89(1 —x)2 = +/10x2 - 18x + 9.

Luego, Vx> 0esa(x) = #x-+/ 10x2 — 18x + 9.
El area, entonces, depende exclusivamente de x, y utilizando la expresion ante-
rior puede anotarse la funcién escalar correspondiente:

aix— wx\ 10x% - 18x + 9.

De acuerdo con los datos del problema y el significado geomeétrico asignado a la
variable x, el dominio de la funcién &rea determinada es el intervalo abierto (0; 1).
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y = a(x)

X

B ey,

Jeod- -
|1

0

w
»

Por lo tanto, los puntos 0 y 1 son puntos criticos de la funcién, ya que son los ex-
tremos del dominio determinado.

Para buscar los demas puntos criticos calculamos la derivada de la funcién a.
Obtenemos:

a (20x2 — 27x + 9)
v/ 10x2 - 18x + 9

a'(x) =

La derivada a’ se anula en los puntos x, = -3— y %= %, ambos interiores al

intervalo (0; 1).
Puede verificarse, mediante uno cualquiera de los criterios estudiados, que el

valor a (%) es un minimo local y el valor a (%) es un maximo local.

Sin embargo, como la funcién area considerada es continua en el intervalo abier-
to (0; 1), no alcanza necesariamente extremos absolutos en dicho conjunto.

En este caso no tiene ni maximo ni minimo absolutos, pues ambos corresponden
a los extremos del intervalo abierto.

El problema planteado, por lo tanto, no tiene solucion.

Noétese que, al encarar un problema de este tipo, es necesario un analisis exhaus-
tivo de las condiciones planteadas y de la funcién obtenida para resolverlo. Si se re-
suelve mecanicamente el problema considerando solamente los puntos del dominio
donde se anula la derivada primera, pueden obtenerse conclusiones erroneas.

EJERCICIOS

1) Hallar los puntos criticos de cada una de las funciones siguientes y clasificarlos:

f: x = |x + 4| en[-6;—-1] tx —2|x|-x%?en[-1;1]
g:x —=x3+ 2x en[—3;4] s:x — [X=1 + [x+1]
h: x —»2x3——1— en[—4;0] mx—vx-3x+5
X
nx —|[x2-3|+|2x -8 - 1 rx—2-|x%+2x - 15|
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2) Hallar extremos absolutos, si existen, de las funciones consideradas en los ejer-
cicios de la seccion V (pag. 259).

3) Extremos absolutos, si existen, de

f: x —»1—_:_5;2— en(—1; 1) g x — t':: en(-1:1)
r:x—’%—\/—x— en[1;9] h:x—’% en[-1;4]
p:x x:z——ix =4 en[—-1;1] qx —»x3-2x + 1 en (0; 3]
vix —x? — [x]| en[-1;2) uwx —-x*-3x*+5 enR

s:x —|x— 3| en (0; 4) m:x—x*-4x®+10 en[-1;4)
tix —x3 - 2x2 en[—1;3) nx —v25-x2 en[—1;5)
£:x —x3—6x2+12x en(-1;3] wix —x?+3x2+3x+3en[-2;0)

4) Area maxima de un tridngulo isésceles de perimetro 12.

5) ¢Cual es el cilindro recto de mayor volumen que puede inscribirse en un cono
recto de radio 6 y altura 247
6) Dividir el numero 100 en dos partes cuya suma de cubos sea minima.

7) Rectangulo de menor perimetro y area 100.

8) ¢Cual es el triangulo isdsceles de mayor &rea que puede inscribirse en un circu-
lo de radio unidad?

9) (Cual es el cilindro de volumen 1 y superficie total minima?

10) En un triangulo isdsceles de base 6 y altura 10 se inscribe otro tridngulo isésce-
les de modo que las bases de ambos tridngulos son paralelas y el vértice del se-
gundo esta en el punto medio de la base del primero. Se busca el de drea maxima.

11) Se quiere alambrar con 200 m de alambre un campo rectangular adyacente a un
muro. Hallar el de mayor area.

12) Hallar el rectangulo de area maxima inscripto en un tridngulo isésceles de base 4
y altura 6, de acuerdo con el grafico adjunto.

N~
NN
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13) Un rectangulo de perimetro 12 gira sobre uno de sus lados para engendrar un ci-
lindro. De todos los rectangulos posibles, ;cudl genera el cilindro de mayor vo-
lumen?

".-X—_ _——-—

14) Dado un cuadrado de lado ¢ , separar cuatro cuadrados de sus vértices y determi-
nar las dimensiones de la caja de volumen maximo y base cuadrada que se pue-
de construir.

15) Encontrar un nimero real x tal que x + —15 tenga valor minimo.
X

16) Entre los sectores circulares de perimetro 8, ;cual es el de mayor area?
17) Cilindro de mayor volumen y area total 300.

18) ¢Cual es el cono de mayor volumen que se engendra «! hacer girar alrededor de
un cateto un triangulo de hipotenusa 57

19) ;Cual es el cono recto de menor volumen que puede circunscribirse a una esfera
de radio 47

20) Una ventana tiene la forma de un rectangulo con un semicirculo encima cuyo dia-
metro es igual a la base del rectangulo. Si el perimetro total de la ventana es 2,
hallar las dimensiones para que su drea sea maxima.

21) De todos Igs cilindros rectos que se pueden inscribir en un cono circular recto,
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demostrar que la altura del cilindro de volumen méaximo es un tercio de la altura
del cono.

=

r

22) Un triangulo isosceles tiene perimetro 2 p y se lo hace girar alrededor de su base.
¢ Qué lado tiene el triangulo que engendra el cuerpo de volumen maximo?

23) ldem si el triangulo gira alrededor de la altura de la base.

24) ;Cual es el cilindro de volumen maximo que puede inscribirse en una esfera de
radio a?

25) ;Cual es el rectangulo de perimetro maximo que puede inscribirse en una semi-
circunferencia de radio a?

26) El perimetro de un sector circular es 2 p. ;Cual es el radio del circulo si el sector
tiene area maxima?

27) El perimetro de un cuadrado y la longitud de una circunferencia de radio a suman
2 p. ¢En qué condiciones la suma del area del cuadrado mas el area del circulo
es minima?

28)° Se desea construir la letra Y con las siguientes dimensiones:
12
—

\

> 16

J

¢Cual es la longitud del segmento vertical para que la suma de las 3 longitudes
sea minima?

VIl. Puntos de inflexion
Asi como el signo de la derivada primera de una funcion esta vinculado con el

crecimiento o decrecimiento de la misma, el signo de la derivada segunda esta vincu-
lado con la concavidad del grafico correspondiente.
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Concavidad de una curva

La curva correspondiente a una funcién derivable f es “concava hacia arriba” 0
tiene concavidad positiva en el punto [a; f(a)] si y sélo si existe un entorno reducido
del punto a, donde la curva esté por encima de la recta tangente a la misma en dicho
punto. (La concavidad de la curva esta dirigida hacia el sentido positivo del eje de or-
denadas.)

f(x)
t(x)

f(a)

De acuerdo con consideraciones anteriores (pag. 217), la ecuacion de la recta
tangente en el punto [a; f(a)] es:

t(x) = fla) + f'(a)(x — a)

Consideremos una funcion auxiliarg = f - t.

Resulta g(x) = f(x) — t(x) = f(x) — [f(a) + f'(a) (x — a)].

El valor g(x) es la diferencia entre la ordenada de la curva y la ordenada de la
recta t para un punto cualquiera x del dominio de f.

Por lo tanto, la curva es concava hacia arriba en el punto [ a; f(a) ] si y solo si exis-
te un entorno reducido del punto a tal que, para todo punto x de dicho entorno, el valor
g(x) es positivo.

En efecto, si g(x) es positivo, la ordenada de la curva es mayor que la ordenada
de la recta tangente, y la curva, en cada punto x del entorno, esta por encima de la
recta tangente. Se cumple también la implicacion reciproca.

Andlogamente, la curva de una funcién derivable f es “céncava hacia abajo” o
tiene concavidad negativa en el punto [a; f(a)] si y sélo si existe un entorno reducido
del punto a, donde la curva esta por debajo de la recta tangente a la misma en dicho
punto. En este caso la concavidad de la curva esta dirigida hacia el sentido negativo
del eje y.

y t
(7] U 9(x)
fx)t———=—=
flajf—=——— :
i i
b
b
(I
1
L l i {.\ x
0 a-5 a xa+ 8
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En este caso, 3E'(a,8) / Vx:(x €E'(a, 8) = g(x) = f(x) — t(x) < 0).
Segun indicaciones anteriores, el signo de la derivada segunda permite determi-
nar el sentido de la concavidad de una curva, de acuerdo con el siguiente teorema.

Teorema

Si una funcion f tiene derivada segunda positiva en un punto a y existe f'finita en
un entorno de a, entonces el grafico de f es concavo hacia arriba en el punto [ a; f(a)].

Demostracion

Consideremos nuevamente la funcion g, que indica la diferencia entre la ordena-
da de la curva y la ordenada de la tangente en [ a; f(a) ] para un punto x del entorno de
centro a y radio §, donde existe f'.

Es g(x) f(x) - [f(a) + f'(a) (x = a)] (pag. 271)

y también g(x) [f(x) — f(a)] — f'(a) (x — a) (1).

v}

f(a)

i i e

a‘~6

Si se aplica el teorema del valor medio (pag. 247) al intervalo entre a y x, es po-
sible encontrar un punto c entre a y x / f(x) — f(a) = f'(c) (x — a).
Reemplazando en la expresion (1) resulta:
g(x) = f'(c) (x —a) - f'(a) (x —a) = [f'(c) - I'(a)] (x — a) (2),
para c entre a y x.

Ahora bien, por hipdtesis, '’ (a) es positiva, es decir
i . f(x) - t'(a)

fr - ML < M M U SR ¥

(a) = lim, e ° 0

Por una propiedad de los limites finitos (pag. 134),

3E'(a, &')/ Vx:(x €E'(ad) = ﬂ‘:___%@l > 0).

Para que este cociente de incrementos sea positivo, numerador y denominador
tienen el mismo signo.

Es decir, (x>a = f'(x) >F(a)) A (x<a= f(x)<l(a)).

Supongamos & < §'. Si x pertenece al entorno reducido del punto a de radio 8,
tambien el punto ¢ pertenece a dicho entorno y se verifica:
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L (A= F) > = FE» i)
(_xe; a= Qg <Pla) = Fle) <F(a}).
Par fo tante, los dos factores de ia expresidn (2} fienen el mismo sigrio.
Es decir, ¥x:{x e E'(a, 5} = gl¥) > 0), y el gréficc de f es concavo hacia arriba
€n el punio [a; fa) ],
De lamisma forma se demusstra, §1 17 (&) &8 negativa, que s! grifico def es cén-
cavo hacia abajo sn el punto [&; ta) L
£n resumen,
' positiva =+ gréfico de f clncavo hacia of gje y positive.
" negativa =+ grafico de f concavo hacia el 8fe y negativo
El eritprio para verificar la existencia de extremos incales utilizande la derivada
segunda (pég. 258} es un caso particular de ia propiedad que 86 acaba de demostrar.,
En efecio, fla) =0 A P> 0 = fa minimo local, ya gue la tangents es
norizontal y ja curva es concava hacis amiba, _
Andlogaments, Ma) =0 » @) <0 = fa) maximo local, ya que la
fangenie es horzontal v 1a curva es congava hacla abaje. -

Ejemplo
Seaf x— 24— 3@ +-5, Estudiar fa concavidad del grafice correspondiente.
Derivamos ty luago 1 para haliar £;
Pl = 8¢ ~ 6x = ') = 24x®~ 6.
El signo de la der!vada segunda determing el Seniido dé iy concavidad,
Buscamos los valores de x para los cuales es 00 > 0.

PApZ B 50 ol xi":a.--??

0O ses, Jar—650 8l W> %
Luego P > 0six > v X - -

Por lo tanto, 8l grafico de Ia funcidn f es concavd hacia arriba en &f conjunto
A= {x-!xvé- v X< -g;-}
Andlogamante, () < 0 & x| < —;« Luego, &f gréfice es concave hada ubajo

TGS, Sl WP
en el conjurnto B {x! 2.4314..2}.
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“Para completar el grafico de f vemos que la interseccién con el eje de ordenadas
es el punto (0; 5). Por otra parte, la ecuacion bicuadrada 2x* — 3x? + 5 = 0 notiene

raices reales y el graffc:a‘nq,coda al eje de abscisas. I
Ademas la derivada primera f' se anula en tres puntos: x, = 0, X, = =
V3 4
y Xg. = == "-é—

I

Puede verificarse que f(0) 5 es maximo local y que

=}
f (—\/2-_2) = f (— !2—_;) = —%1- es minimalocal y absoluto.

Punto de inflexion

El punto [ a; f(a) ] del grafico de una funcién derivable f es un punto de inflexion si
y solo si en el mismo la curva cambia el sentido de su concavidad.

f(a)f———

o
W
7 8
(=]
1
m-
+
(=]
>

(1) (2)

Si, por ejemplo, existe E(a, 8) tal que el gréafico de f es concavo hacia abajo en
(a — 8; a) y concavo hacia arriba en (a; a + §) (fig. 1), entonces el punto [a; f(a)] es
de inflexion. De acuerdo con la definicion de concavidad en ambos semientornos, la
tangente al grafico atraviesa al mismo en dicho punto.

Segun propiedades anteriores, si f"(a) = 0, y existe un entorno de a tal que f"
es positiva en (a— §;a) y negativa en (a;a + é) (o reciprocamente), el punto considera-
do es de inflexion.
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Ejemplo

Hallar, si existen, puntos de inflexion en el grafico de f: x — 21—24.
x2 +
v
3
- ——
i 9/4
1 1
I i
1 I
1 1 X
/3 0 2v3
3 3
Si buscamos la derivada:
; —24x%
Vxesf {X) = W
Calculemos ahora la derivada segunda de f. Resulta, para todo x:
fr(x) = —24(x% + 4)2 + 96x%(x® + 4) _ —24(x? + 4) + 96x? =
(x2 + 4)* (x2 + 4)3
_ 24(3x%-4)
(x2 + 4)3
fr(x) = 0 si x®= %
Por lo tanto, la derivada segunda se anula en los puntos N = ZT\/_S
23
A e

Luego, los puntos [x,; f(x,)]y [x,: f(x,)] pueden ser puntos de inflexién. Para
verificarlo debe estudiarse la concavidad del grafico en algin entorno de cada uno de
ellos.

Veamos qué sucede en el punto [x,; f(x,)].

(0<x < 2%3 = f"(x) <o) A (x >-2A§§ = () > u)_
Por lo tanto, [ 2 3' 3 =f (g—\:{é) ]es un punto de inflexion.

52 o
Analogamente, puede demostrarse que (— £ 3 2 if (— 2\; 2 )) es otro

punto de inflexion.
Luego, el grafico de f presenta dos puntos de inflexion:
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(_ 2\/3_3) (2\/3_3
3 '4)i\"3 ‘&)
Obsérvese que la condicion de ser nula la derivada segunda es necesaria pero

no suficiente para la existencia de un punto de inflexion.
Por ejemplo, sea f; x — x*.

y

friix) = d4x? = f'(x) = 12x2,

En este caso, '’ se anula en el origen y alli no hay inflexion. Puede probarse
facilmente que la funcion tiene minimo local y absoluto en el origen.

También debe tenerse en cuenta que puede haber inflexion en un punto donde
no existe f'’.

Por ejemplo, consideremos la funcién fix =X 52+ 1.

La funcién dada es f/ ¥x: f(x) = x5° + 1.

Calculemos f' y f'’.

Resulta ¥x:f'(x) = S 428 o vy +0:'(x) = 19 —
3 Lix
y !
-
1y =XV xZ+ 1
I
I
i X
_V 0 1

La derivada segunda no existe en el origen, pero es positiva a derecha del mis-
mo y negativa a izquierda.

Ademés, como f es derivable en el origen, hay recta tangente y la curva es con-
cava hacia arriba a derecha del origen y concava hacia abajo a la izquierda. Por lo
tanto, el punto (0; 1) es punto de inflexion.
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Para encontrar, entonces, los puntos de inflexion de un grafico, interesa conside-
rar especialmente los puntos donde se anula f'’, si ésta existe, pero también hay que
tener en cuenta los puntos del dominio donde no existe f''.

Condiciones suficientes para la existencia de punto de inflexion se veran en el
capitulo siguiente, como aplicacion de la formula de Taylor.

EJERCICIOS

1) Indicar en qué partes del dominio los graficos de las siguientes funciones son con-
cavos hacia arriba:
: 3x-1 - 5 : 2
Q‘X—PSX_LS rx _’XZ—H h.X—“—'—'——xa+1
2) Indicar en qué partes del dominio los graficos de las siguientes funciones son
concavos hacia abajo:

':X—'3U’(

2
f:x —=x"3(x+ 2) g:x = 2x*+x T L
x+1
rnx —x%(x + 5) m:x—(x — 3)(x +2)?
s:x —x(x2—4) nx —2vV x2+1 - x2

3) Puntos de inflexion en el grafico de cada una de las siguientes funciones:
1

f:x —“’xs tx _’m
: X T e
g'x_b__x3+1 mx—(x—-1)3x-2)
h:x — el) p:x = (x+3)2(x — 4)
rx —>3x2+% u:x —x"3(x + 2)
six—(x+ 1)*(x-3) wix—=x*—-4ax3+5

4) Intervalos de concavidad positiva o negativa:

4
a) f:x—»%—xa— 18x2+40x -5 b) f:x*xz—% c) f: x— x2 + cos x

1
* 2 .
5) fix—x et

a) punto de inflexién; b) ecuacién de la recta tangente a la curva en dicho punto.

Vill. Limites indeterminados. Regla de L’Hdpital

Para calcular el limite de un cociente se ha demostrado en el capitulo 3 (pag. 139)
la propiedad correspondiente:
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lim, f(x) _ Ijmaf[x)
glx)  lim,g(x)
si se cumple la condicion de que el limite del divisor no es cero.
Al considerar limites infinitos puede observarse que son equivalentes las siguien-

tes expresiones:

limg(x)=0 y lim,

——‘“—1 = o
glx) ~
y puede probarse también que si el divisor tiene limite nulo y el dividendo tiene limite
finito no nulo, entonces el limite del cociente es infinito.
Por lo tanto, queda por resolver un caso que aparece frecuentemente, presen-
tado en el capitulo 3 (pag. 154) como un caso de indeterminacién del limite: el co-
ciente de dos infinitésimos. Este caso de indeterminacion suele simbolizarse con la

expresion % y un ejemplo lo constituye lim,, se: X = 1, calculado en dicho capitu-
lo (pag. 136).

En muchas circunstancias se puede destruir la indeterminacion recurriendo a las
funciones derivadas, mediante un método conocido con el nombre de regla de
L'Hopital.*

Teorema 1

Sean f y g dos funciones derivables en un entorno reducido de un punto a, y
g’'(x) # 0 en todo punto x de dicho entorno.

Si lim,f) =0, limg =0 y lim,—X = ¢, entonceslim, 1)L =¢.
g'(x) 2 glx)

Se considerara primero el semientorno a la derecha del punto a, es decir, el inter-
valo abierto (a; a + h), y los limites se calcularan por la derecha del punto a. Puede
demostrarse, luego, la misma propiedad en el intervalo (a — h; a), es decir, calculan-
do limites por la izquierda.

Finalmente, entonces, la propiedad es valida a la derecha y a la izquierda del
punto a, es decir, es valida en el entorno reducido del punto a.

¢ Demostracion

Para demostrar la primera parte utilizaremos el teorema generalizado del valor
medio en el intervalo [a; x] £ E(a; h), que no puede aplicarse directamente a las fun-
ciones fy g pues no se conoce el comportamiento de éstas en el punto a, y el teorema
mencionado exige, por lo menos, continuidad en los extremos del intervalo, ademas
de derivabilidad en su interior.

Por ello consideramos dos nuevas funciones:

F:x-»if(x] s! X # a (1) G:x_’[g(x) sfx + a
0 Si X = a 0 six=a

Como lim,f(x) = lim,F(x) =0 y F@ =0 por(1). F es continua en a. Analo-
gamente, G es continua en a.

* Guillermo de L'Hopital (1661-1704). Fue uno de los divulgadores del calculo diferencial. Su
obra se apoya en la de su maestro Juan Bernoulli.
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Si se considera el intervalo cerrado [a; x], donde x es un punto cualquiera de
(a;a + h), puede aplicarse el teorema generalizado del valor medio (pag. 250)..En
efecto, F y G son continuas en [a; x], derivables en (a; x) y, ademas, por hipétesis,
G' = g’ no se anula en (a; x).

F(x) —F(a) _ F'(c)
G(x) — G(a) G'(c)
Fix) _ F'(e) (2).

G(x) G'(c)

Por lo tanto, 3c € (a; x) / a<c<X.

Es decir,

Como f y F coinciden en (a; a + h) y también coinciden g y G en dicho intervalo,
Vxe(@a+h) es Fx)=f(x) v G(x)=g'(x). Ademas, como ce(a;a+h), es
Fe)=flc) y G'lc)=g'(c)

Calculando el limite de |a expresion (2), a derecha del punto a, es
. F(x , f'(c 2 f(x 2 f'{c
lim,. G_{(x_]) - hma.-g—,{[-c))—, y por lo tanto hmarg—((—x-))— = lim,- g‘((c)) (3).

Ahora bien, ¢ depende de x y esta entre a y x. Por ello, el punto ¢ pertenece a
cualquier entorno del punto a al cual pertenezca x. Aplicando la definicion de limite,

. f'(c)
es lim,.
* g'(c)
Reemplazando en (3) resulta iim“—ggg}— = £,
De la misma forma se prueba lim,_ »;i(% = lim,_ é,;{) , considerando el inter-

valo (a—h; a).
Luego, el teorema queda probado en el punto a.

El teorema puede completarse, si existen f(a) y g'(a) #0, de la siguiente ma-
nera: lim g _ lim A _ _f(a)

*g(x) *g'(x) g'(a)
En efecto,
lim f(x) — f(a)
@y ot X-= - im0 =@ e )
g'@@ |, 9X —g(@) ° glx) - g(a) g(x)’
2 x-a

ya que por existir f'(a), f es continua en el punto a y es f(a) = lim,f(x) = 0. Por las
mismas razones resulta g(a) = 0.
Obsérvese gue no se ha exigido previamente la continuidad de f' y g’ en el punto a.

Ejemplos

"-mu se: S I COs X

=1
2y
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lim = lim =1
O+ 1

In(x + 1) 1
0 X

Puede suceder, al aplicar la regla, que las funciones ' y g’ sean infinitésimos en
el punto a y satisfagan también |a hipétesis del teorema anterior. En este caso puede
volver a aplicarse la misma regla utilizando las derivadas segundas. De la misma for-
ma, la regla puede aplicarse en forma reiterada para funciones con n derivadas en las
condiciones exigidas. Esta propiedad se demuestra por induccion,

Ejemplo

lim, SX —3senx _ . 3-3cosx _
W g

Generalizacion de la regla de L'Hépital

La regla demostrada admite varias generalizaciones que permiten su aplicacion
a distintos casos de limites indeterminados.

Para completar el caso del cociente de dos infinitésimos falta considerar funcio-
nes infinitésimas para x — =.

Teorema 2

Sea k un numero positivo cualguiera, y para todo x > k sean f y g dos funciones

derivables en x, con g'(x) £0. Si lim,.f(x)=0 y lim,_g(x) = 0, entonces
lim ., 4& = i )
g'(x)

g(x)

¢ Demostracion

Consideremos t = % Con este cambio de variable, si x tiende a +. ==, enton-
ces t tiende a 0.
Siparatodo x>k es F(t)=1{x) vy G(t)=gx (1,
f(x) ; F(t)
—L = limy.—= (2).
g% ~ ™o Gw) )

Ahora bien, por hipotesis,

resulta lim . .

lim, f() = limg-F() =0 y lim,.g(x) = limy-Git) = 0.

Por lo tanto las funciones F y G, cuya variable es t, satisfacen la hipotesis del
primer teorema de L'Hopital, y se cumple, entonces:

. Fit " F'(t
limg. GL(E)) = lim,. ﬁ

Para hallar F' y G' debemos aplicar la regla de derivacion de funciones com-
puestas, pues por (1):
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F) = f(%) = F(

(@) (-3
(1) (-4)

y G't) #0 si 0<tc—|1(—

Analogamente:

G(t) = g(%) = G

I

Luego,

limg-—k = fimg. - — jim,. r(2)(-%)

1 ).

G(t) G:(t] i -_1_ T 1 = Iim;, g,(x)
(1) (-+)
Por lo tanto, es lim . . f&) = |im,. F()
a(x) G PoF(2)
" F(t) ; £’ (x)
es limy.—= = lim, ,— or (3).
Yy et 9 (x) por (3)
; f(x) . fr(x) .
Luego, resulta lim , .—~ = lim_._.———, qgue es la tesis.
¥ alx) g
Ejemplo
%3
i R o Mt =, e =10
e* e* xe*

Puede demostrarse una propiedad andloga si x— — o Y, en general, 8i x—co.

Teorema 3

Sean f y g dos funciones derivables en todo punto x £a, y g'(x) #0. Si

Iima—fl(& = ¢, entonces Iimaﬂx—}- =f.

lim,f(x) = + o0, lim,g(x) = + o Y ax a)

# Demostracion

Como lim,f(x) = + «, prefijado k > 0, existe un intervalo (a;a+8)/ ¥x:
(xe(@a+8) = f(x) >k). Andlogamente, 35'/Vx: (xe(a;a+8) = gx) > k) (1),
fx).
g(x)

Consideremos ahora un intervalo (a; x,] incluido en (a; a + 8). Es decir, fijamos
en el intervalo (a; a + §) un punto x,.

Sies & < &, existe en (a; a + 8) el cociente
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L

3
7’
- X Xp a+éd

Si x es un punto cualquiera entre a y x,, puede verificarse, efectuando las ope-
raciones indicadas en el segundo miembro, que es valida la siguiente expresion:

f(xq)
fx) — fxq) _ f(x) f(x) )
9(x) —glxe)  9() 4 _ 9(xp) '
g(x)

pues g(x) #+ g(xg), segun el teorema de Rolle, ya que, por hipotesis, g' no se anula.
y tampoco se anula g por (1).

Por el teorema de Cauchy (pag. 250), en el intervalo [ x; x,]
Je/ f(x) = f(xﬁ) . f’(cJ

g(x) — glxo) g'(c)
Reemplazando en la expresion (2), resulta:

__fixg)

f'le) _ f(x) f(x)

o'l g 4 _ alxo)
g(x)

Si se calcula el limite a derecha del punto a, es:

,paracentre x y X,

T = f(xl!}

lim,. 0L, Ima.fm-li = — 9
g'(c) x) 1 8o

a(x)

Resulta lfmaAf—:(’%l = 0, pues el limite del denominador es infinito y el numerador

es una constante. Analogamente, lfma.g—:}} =
: f(c) o f(x)
Luego, lim,- = lim,.—~ 3).
9 Mgy = Mgy ©

Ahora bien, ¢ depende de x y esta entre x y x,,

X X

1 1 1 1 LY X

L T L T I 4
a c a-h a~-35

) f f (X
Comollma.,{—c} =¢.¥Ye >03h>0/xe(a;a~-h) = iL
g'(x) g'(x)
Encontrado h = 0, cualquier numero positivo h' menor que h satisface la expre-
sion anterior. Basta buscar h' suficientemente pequefo, o sea, tomar x suficiente-
mente proximo al punto a para que el punto ¢ pertenezca al intervalo (a;a - h) y se

—(lc:e.
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f'(c)
g'(c)

verifique también

—f|<e,

f'(c)
g'(c)

7 f
= (,yreemplazando en (3) es: lim,. 0 _ ,

g(x)

Resulta, entonces, lim,

De igual forma se prueba la propiedad a izquierda del punto a, y vale, por lo tan-
to, en el punto a.

Ejemplo
N
L —&:“ - Iimo.se’:_;x =
" -

El teorema 3 es también valido, en las mismas condiciones, para x — x=.

Los demas casos de indeterminacion (pag. 154) pueden llevarse a los casos an-
teriores mediante recursos algebraicos o aplicando logaritmos.
Ejemplos
Caso 3: producto de un infinitésimo por un infinito

Trataremos de calcular ¢ = lim _tgx- (x - %)
z

Para poder aplicar el teorema 1 escribiremos el producto anterior como cociente
de dos infinitésimos en el punto %

Resulta ¢ = lim = lim ———— = -1,

Caso 4: suma de dos infinitos de signos opuestos
. 1
-3  In(x-2) ]

La expresion anterior puede escribirse como el cociente de dos infinitésimos en
el punto 3.

Deseamos calcular ¢ = lim3.[

= limg, D=2 -x+3 o %2 -
¢ = lim,. (x — 3)In(x — 2) s In(x - 2) + 3
-2
—_—
teorema 1
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= lim,. 3 - X = ||'m3___'1___ . %
(x—=2)In(x -2) +x -3 In{x - 2) + 2 2
——
teorema 1

En general, si se desea expresar la resta de dos funciones como un cociente,
se recurre al siguiente artificio algebraico:

1 1
09 - g = LT 509 2 0 g 2 0),

f(x)a(x)

Caso 5: limite de una funcién potencial exponencial si la base
tiende al nimero 1 y el exponente a infinito

2x
Trataremos de calcular ¢ = lim_, (1 + —?l) :

X
2
(1 +E) *.es:
X

Infx) = 2x4n(1 +%)

I

Aplicando logaritmos, si f(x)

Luego, lim_, [infx)] = Iim_,[2x»1n(1 L%)] =
I"(Hi) 4(_%) 6
= lim. ———X%L _ iy X3 L e i e e Tl = B
1 —1 X+ 3
2 o 2 !
X teorema 2 2 teorema 3

lim. [Inf(x)] = 6= In[lim__.f(x)] = 6 (pag. 141).

Luego, lim. , f(x) = eS.
Caso 6: limite de una funcién potencial exponencial si la base y
el exponente son infinitésimos

Calcular ¢ = lim,. (x*).

Si fix)=x* es Inf(x)=xInx

;
img-(Inx*) = limg.(xInx) = fimg.A2X = lim. X = limg.(~x) = 0.
x X2
H_—-
teorema 3
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limg. (Inx*) = 0 = In(limy. x*) = Oyln¢é = 0= ¢ =¢e° = 1.

Luego, limg. (x*) = 1.

Caso 7: limite de una funcién potencial exponencial si la base
es un infinito y el exponente es un infinitésimo

1 sen x
Calcular ¢ = Iimo.(?) ;

Sif(x) = {&)m"es Inf(x) = senx-In %
Luego,
limy [In f(x)] = nm{,[sem.m(%)] =

1

’ In x . X y 2 x .
= limp——— = limg: ——— = limy—x = Jim,. —enX Senx _
cosec x —-€0S X X COS X X €OS X
“"__Y_J 2
sen? x
teorema 3

Luego, limy.f(x) = e% = 1.

Nota: La regla de L'Hépital, que permite, en el calculo del limite, reemplazar a
ciertas funciones por sus derivadas, sélo puede aplicarse, como se ha indicado, al
cociente de dos infinitésimos o al cociente de dos infinitos. Los restantes casos de in-
determinacion del limite deben reducirse previamente a uno de los dos casos mencio-
nados mediante operaciones algebraicas o mediante la aplicacion de logaritmos.

EJERCICIOS

1) Calcular los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital (%) :

. X2—4x+3 2 X =3
Tl ol . X°+ 5% e ead. )8
a) lim, =3 b) hmoﬁ 0) limy——=
3 e X . 3x(e* — 1) cos x . senx—x
= I LY i e 2
d) lim. . 2 e) limg = f) limg -
. tg x - Ao X —SENX
limy—=22 . X—1gx {73 POl L0
9 Mo ) M Moy senex e

x

2) Calcular aplicando la regla de L'Hopital ( ):
w

2 4
a) Iim_,%———a-’i [T - .. -

. Zcotg (% ‘)
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2
. X
c) lim, ,—
In x

Inx + x

e) lim,
) " xinx

3) Aplicar la regla de L'Hopital (0 - =):
a) lim,[In x cotg(1 — x)]

c) Iim_g[tg X (x = —;)]

4) Aplicar la regla de L'Hépital (= — =):
, 1 1
I === S I
. n'n,( x-1 Inx

c) lim 1 ~ 1g x
1 (T
2

e) Iimc[*ln(xx: 1 _;]

X2+ x

5) Aplicar la regla de L'Hbpital (17):

a) lim . (_Eu g
\2x+3

§ 1
¢) limg(2x + eX)=E %

e) lim ("3“ ! )
N3+ 4

6) Aplicar l’ﬁ regla de L'Hépital (0°):
-a) dim, (x - 1)*!

¢) lim_(cos x) ()
£l

e) limgy.(sen x)'9*

7) Aplicar la regla de L'Hopital (=%):

a) lim, (-})'"“ "

1
¢) lim..(x® — 2)

e) lim_ (tg x)=s*
) lim- (tg x)
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L.
f} |Im.‘—x3—

b) limg[(2x — x2) - cotg x]

d) limg [In (5x) (2x — sen x)]

b) Iim"( 92‘1— 1 ser: 2x )

d) Iimn(-l— — COSEec x)

1
f) Iimo[msec’ X ~ ?]

b) fim, (2x — 1)*=9tx - 1)

d) timg(x + 1)°( )

f) lim,(1 + 3 In x)®sect - %)

D) limy.(x — 1)inx

d) limg.x%n*

1
f) lim,-(senx)™*

b) limg.(cotg x)%*"*

d) lim, (3 + x) %

D) h'm1(-m1-;)‘ a



IX. Estudio compieto de funciones

Canvssinesis de los temas oxpusstos enesis capiiula ¥ en los capitulos de limite
y continuidad haremos ahora el estadio compldto dé algunag fungiones,

Eoampla 1
s pF — 18] + ® - 2| 7
R ~f s WP 1820 4 X450 =5 fx) = 2 p7
Amxe -2 - WSO AP -4>0e §ix) = §
~Zax el R - 180 s WA= - 24P+ 13
REXLA DRI LO A ¥ A I = §
X4 x®— 1620 a xf - 45 e ) = 2257

Lusgo, Dy = R, y f puede dafivhsx iambitnde ia siguients manara:
“ 2% 27 sijxl=4

st gl <4

b
L&»’*-Jr 18 sijxi<®

i &s tuncin par, pues Vo () = f{~x).

swf

ay 8 }xi‘frﬁ
fig—s 41 0 s 2=ix[«<a
i s <2



Puntos criticos

nodfx)six=—-4 v x= -2 v x=2 v x=4.
fix)=0six=0 v xe(—4,-2) v xe£(2;4).

Monotonia

fix)>0 si x>4 v =2<x<0
Luego, f crece en (—2;0)y en (4;+ =)
fx)<0 si x<—-4 v D<x<2

Luego, f decrece en (0; 2} y en (—=; —4).

Concavidad

(f'(x) = 4si|x|>4) a (I"(x) = ~4 si|x]| < 2).

Por lo tanto, la concavidad es positiva en (—=; —4) y en (4; +x), y es negativa
en (-2;2).

Extremos

f''(0) = —4 < 0 = f(0) maximo local
f(x) minimo local six e[ —4; —2] « x€[2;4].
El valor de cada minimo local es 5, que es también minimo absoluto.

Rec, = [5: ~=).

La funcion no tiene maximo absoluto, pues lim, f(x) = ==,
Ejemplo 2
fix— el 30
D,=R lim,f(x) = 0 = y = 0 asintota horizontal.
f'(x) = —6xe' 3,

Puntos criticos

0 es punto critico pues f(0) = 0.

Monotonia

f'(x) > 0 six < 0. Luego, f crece si x < 0.
f'(x) < 0six > 0. Luego, f decrece six > 0.
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frix) = —get ™4 8ekpl 3 = f”(x) = gl~3 (36x? — B).
"iy= ~8 = {0 < 0 = {0} méximo local,

tr(x) >0 = 36%°% > 6 e x3>-é- = ol ;-\’—'é-g
Luago, la concavidad del gralico es positiva en ( 2 —1”‘-;) yen (‘____?: + x).

fo(x) < 0sf jx] < LB \’ 5

Luego, la concavidad ss negativa en | _6 l’é:)

( ‘ﬁ") = i ( \/—) : 0 mdlca gue puede haber puntos ds inflexién en

) )

Coma en ambos punios cambia el sentido de la concavidad, ambes SON pUcs
de inflexion,

Si existe 7' y esta derivada no se anula en los puntos donde es nula 7 puede
demostrarse que hay inflexién en el punio cerrespond;enze sobre ia curva {p&g 314,

En nuestro caso;

00 = 108xe( % - 218x3 1% = iy} = 108xel W -2 =

= 1'-'(§’6§) # 0 al -fx.f-(_};gﬁ) # 0.

1 «f =¥
Vaoivemos a sfirmar, entonces, que( 18 'z)y(—-—-gg;e ?) s0n pure
tos de inflexidn.

La funcién es par, pues f{—x} = el = fix)
ec, e (ﬂ', 7]

4

i

£

o)

=

2

a|St---7

5
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f(0) = 1 es maximo local y absoluto.

La funcion tiene infimo, que es el numero 0, pero no tiene minimo absoluto, pues

0 € Rec,.
Ejempio 3
£ X — ——

In x
D, = R* - {1}
lim,f(x) = = = x = 1asintota vertical (!im,.ﬁ N
s - =lim. X =+ (por regla de L'Hopital).

nx

: X
limgo—— = 0
°"In x
Inx — 1
fix) = —m—
(x) In? x

O sea, f'(e) = 0 = e punto critico.

Inx=1= f(x) = 0.

Monotonia

Como el denominador de f':In2x = [In x]* es siempre positivo, el signo de f’

depende del numerador.
Inx>1e= INx>ne = x>e = f(x) >0 = fcrece.
Inx<1eInx<lne = x<e = f(x) <0 = fdecrece.

Luego, f crece en (e; ~ =) y decrece en (0; 1) yen(1;e).

Concavidad

In? x 21nx

(Inx - 1)

frr(x) = — . = f'(x} =

2Inx - In?x
In* x

xIn*x

2-Inx

= H= x In®x

f'"(e) > 0 = f(e) minimo local.
Para que f' (x) sea positiva se presentan dos posibilidades:
1)2-INx>0 AxIN®x>0=INx<2 A INx>0e Inx<Ine? a
Alnx>In1e=x <e? , x>1e=1<x<e?

2)2-Inx<0 A xIn®x<0e x>e2Ax< 1, que no puede verificarse.
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Luego, f(x) > 0 si 1< x < e?,y el gréfico tiene concavidad positiva en (1;e2).
Por otra parte, f''(x) < 0si
1)2-Inx>0 A xIn®x<0v22-Inx<0 AxIn®x>0.
1) x<e? A 0<x<1= 0<x<1.
La curva tiene concavidad negativa en (0; 1).
2) x>e2 A x>1= x>e?

La curva tiene concavidad negativa en (e?; + x).

y 1
1
18
B
"'}' """"""" 1
34 1
| i :
l
2t : :
| | |
14 1 | 1
| 1 |
Lo ik H IR
0 1: e e2
|
1
|
|
1
1
i
|

f7(x) = 0 si Inx = 2. Como ademas en e? cambia el sentido de la concavi-
dad, (ezz % ez) es punto de inflexion.

Rec, = {y/y<0v y=e}
No hay extremos absolutos.

EJERCICIOS
Estudio comzpleto de cada una de las siguientes funciones:
1) f:x — x_:3 2) f:x—-»x—z%
3) fix—x2 — [4x + 12| -1 4) f:x—»’f:;
5) t:x— 2 6) f:x——"—
7) fix—|x + 4] - [x2-5|+2 85f:x—>|x2—9|+|x~5|+2
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9} X %% + 10) x4l
x X
{82 + % — 12}
19} fix—e . -3
RESPUESTAS & BJERDICIOS
CAPITLLLO 7
Seccidn M
i} fe=1 gigc =1 me = 3 be=10
— 7+ 85 oo JeTi S
2) fie, \/ = ¢ Ll
o o 14/G8 « S .
e 4 et tR=T
Seneldn IV

1}fcr@oesix;-—;— v decrece si:acqﬁ_%—‘.

gdwacasix>-§'§- v x<-:1§w yc?ecesi—-%g—<x<725~.

i decrece si-4< x< | yorate six>1 v x< —4d,
P orece slx«::—g— Vo1 ydecrsce si-g—<x<1.
mosss sixe 1 v ¥>1 gersee six> -3 v X< -3
2 7 orsee en (-—-w-‘-ﬁ’ v an {4;+=) v dacrace an (i-,;)
.| 73 ) 3’ »
goreceen {—=; -t yen{l; +x)vdessce en (—1; 7).

h crace en {0;-%5—) y desreca en (J:fl-;s}.

& T¥eeR g:xﬁc—?-vx:»a hx>2vx<-2
mre funs 1 sx<8

4 tx>3 X< —Ivi<g <1 h:—'ie:x«:-;-
Ba< m:-—-3«<x<i L S R VS e
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Seccion V

1) f(0) = 5 maximo local g(%) = - —'-:irninimo local

2) f(0) y f(2) minimos locales; f(1) maximo local
h(0) maximo local y h(2) minimo local
s(0) = 3 maximo local

3 f(%) minimo local h(%) minimo local

s(—1) = 0minimo local s(2) = 0 minimo local s(0) maximo local

p(_ {/%_5) maximo local n(3) = —17 minimo local

3
(5) maximo local t(1) = Ominimolocal ¢(—1) = 3 minimo local

h: no hay

56
m(—-3) = Tmaximo local m(2) = - -1-2— minimo local
g(1) = —2minimo local g(-2) = 25 maximo local
u(3) = —22 minimo local
v(0) = 4 maximo local v(2) = —44 minimo local v(—2) = —44 maximo local
Seccion VI
1) f:itipo2:c, = —4, tipo 3:¢c, = 6, c; = —1
g:tipo3:c, = -3, c, = 4
h:tipo 3:c, = -4, Ca= 0
t:tipo2:¢c, = 0, tipo3:¢c, = -1, c3 = 1
s:tipo 1: todos los puntos del intervalo (~1; 1), tipo2:¢; = —1,C, = 1
, 1 1 [
m:t Wy = oy = = i€y =
ipo 1: ¢, 57 C» 57 tipo 2: ¢4
n:tipo 1:cy =1 tipo 22¢,=V3, 3= —V3,c,= -4
r:tipo 1:¢; = =1 tipo 2:c, = =503 =3
2) 1) f(0) = 5 maximo absoluto, g (—3—)= —4;9- minimo absoluto, h: no hay
2) f(0) = f(2) = 0 minimo absoluto, h: no hay, s(0) = 3 maximo absoluto

3) f(%) minimo absoluto, h (——5-) minimo absoluto, r(0) maximo absoluto,

2

293



s(—1) = s(2) = 0 minimo absoluto p:no hay nE3) = — 17 minimo
absoluto t: no hay, ¢ : no hay, m: no hay, g: no hay, u(3) = —22 minimo
absoluto, v(2) = v(—2) = — 44 minimo absoluto

3

—_

f(0) minimo local y absoluto. No hay méaximos locales ni absoluto
g(0) = 1 minimo local y absoluto

r: no hay extremos locales en [1; 9], r(1) maximo absoluto,

r(9) minimo absoluto

h(1 + v/2) minimo local, h(1 — \/2) méaximo local

p(—1) minimo absoluto, p(1) maximo absoluto

q(3) méaximo absoluto, q (‘\/_%) minimo absoluto.

¥ (%)= ' % minimo absoluto; no hay maximo absoluto

s(3) = 0 minimo absoluto; no hay maximo absoluto
t(—1) = —3 minimo absoluto; no hay maximo absoluto
u: no hay extremos absolutos
m(—1) méaximo absoluto, m(3) minimo absoluto
n(0) maximo absoluto; no hay minimo absoluto
#(3) = 9 maximo absoluto; no hay minimo absoluto
w(—2) = 1 minimo absoluto; no hay maximo absoluto
4) triangulo equilatero de lado 4
5) el radio de la base del cilindro es 4 y su altura 8
6) 50 y 50
7) cuadrado de lado 10
8) triangulo equilatero de lado v/ 3

9) radio = \/-3'?
m

10) base 3 y altura 5
11) altura 50 y base 100
12) altura 3 y base 2
13) altura 2 y base 4

14) altura de la caja es %
15) x = V2
16) radio 2
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) radio 5 \/_
\/_.

18) radio

19) radio 4 /2 y altura 16

20) radio

Il

22) ¢

23) £ =

2) ¢, = Y3, ¢, - 2Y5

B
26)
27) lado = 2a
28) 16 — 23

Seccion VI

; 5 . 1
1) gisix< ——; h:si-1<x<0 X > 3
) e ' 2

: v 3 In3
% m—1 f i
r:si|x| > 3 six> 2
2) t:sio<x<1; g:six <0 h:six < —1;

r:six<—%; m:six<—%; ausix=g n:en R.

3) £:(0;0); g:(0;0), (\/_ \/_)( V3 - \/_) h: no hay;

(e () LD T Ve
w0 (3 %) o[ Zo(-2)]woo v

w: (0;5), (2;-11)
4) a) concavidad positiva en (—=;-2)y en (3; +=) y negativa en (-2; 3)
b) concavidad positiva en (—=;0) y en (1; +=) y negativa en (0; 1)
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¢) concavidad positiva en R

)

.5 B, &
5) a) (1.6). b) vy Si-
Seccion Vil
5 1
1) a) -1 b) — ? C]"E-?— d) 0
2) a0 b) 1 c) += d) 5
3) ay-1 b2 ¢ -1 do
1 1
4 a) - b -% o= do
a) & b)e? c)e® d)e
6) a) by1 ¢ 1 d)1
7) a) 1 b) 1 c) et d) 1
Secciérl Ix;_
1) Dy ﬁg—{—S}A.V.:x =

e) 3

e) 0

fy 0 g) 1 h0i =

fy 0

-3A0:y = 3-x

fcrgcg}én (—6; —3) yen (—3;0) fdecrece en (0; +=)yen(—x, —6)
Concavidad positiva en (—=; — 3) y negativa en (—3;+=)

f(—6) = 12 minimo local y f(0) = 0 maximo local.

No hay extremos absolutos. No hay puntos de inflexiéon

|

= |
N1
N
\

3

_3 0.

% |

y

- 12

Rec; = (-=;0]U[12; +=)

|
|
|
|
|



2 X2(x2+3) g _ _2X(3 - x7)
2)D; =R AO.:y = x f(x) = T2 2 () x2 + 1)

f crece en R. -
No hay extremos locales ni absolutos. Concavidad negativa en (=~3:0) y
en (V'3; + =)y positiva en (0; v 3) y en (—2; —+/3).

(0; 0), (— B -3 \"F)y(ﬁ; g \4/ 3)son puntos de inflexion

Funciéon impar. Rec, = R

¥ /
P
<
o4
//
-3 I
710 v X
rd
7
/
4
g
3) D; = R. Puntos criticos -3y 2
- x? + 4x + 11 six< -3 y |
’ x2—4x - 13  six=-3
f decrece en (—=; 2) y crece en (2; +=) r8
f(2) = —17 minimo local y absoluto |
Concavidad positiva en R :
Rec, = {y/y=—-17} !
-3 ;'_
=13
=17
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4 D, = R-{-2} x = -2 AV. y = x — 3 A. oblicua
Puntos criticos: (-2 + \/6) y (-2 — \/6) inters. eje x: (0; 0) y (1; 0).
A e XEEAN—2 Lok 12
e x+2F W= 5o

fcreceen (—=; -2 - \/B)yen (-2 + \V6; +=)
fdecrece en (-2 — \/6; ~2)yen (-2; -2 + \/6)
f(~2 — \/ 6) méximo local

f(—2 + 1/ 6) minimo local

Concavidad negativa en (—o; —2)

Concavidad positiva en (—2; +=)

Rec, = (—m; -5- 2\!6] u [2@-5; +m)

No hay extremos absolutos:
lim__f(x) = —= = no hay minimo absoluto

lim. . f(x) = += = no hay maximo absoluto

|y
|
i
! s
I V4
I 4
s
! ’
©
| o
-2-VO -21 \|.& A
A :
my
#
i
[ ’
-
:,1’ {
/'} |
ol |
7 |
. I
0 |
[
- 2
5Dy =R y=0AH funcionimpar f(x) = -2

Puntos criticos: 2y —2.
f crece en (—2;2) y decrece en (~w; —=2) y en (2; +x)

f(—2) = ——i es minimo local y absoluto

3 o & BX(x2 - 12)
f(2) = = = A% M)
2 2 €8 méximo local y absoluto f(x) TP

Concavidad positiva en(—21/3;0) y en (2/3; + =)
Concavidad negativa en(—=; —2v/3) y en (0; 2/ 3).
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Puntos de inflexidn: (0; 0), (42 UF _:%\_"_3_) y’( R §—.~‘§-3- )

e [-44]

- ?M

g 304 z

w*§

B D=R-{2 x=2AV. y=0AH
ok o o8-8
f{x) (xs_.a}2
Punio oritico; ~ /4
t eroon #n {~; ~~f/"'§
f decrece an {— Vrn2‘,hyan{2°+m)
# /4 ménime looat
gg 3 15} Concavigad positiva en (~o; mzv'ﬁy 81 {2 o0}
~ 87  Concavidad negativa en (232 2

Pufﬁt;dmrﬂexldn( \/“'ﬁ) Rec, = R

i) =

ul

I

L iy i S b, e i i el S ek ] e v e



7) x> (-x2-x+3 six<-4
X2+ x+11si-4=x< -5
x2+x+1 si-V5=x<\5

-x2+x+11si x=V5

Puntos criticos: —4, \/5, — \/'5 (no 3f')

i o
—E(f—O)

2
f(\/'5) maximo local y absoluto
f(— \/'5) maximo local
No existe minimo absoluto, pues lim_ f(x) = —=
Rec; = (-=;6 +\/5]

f(— l)minimo local

8)
x2-x-2 six< -3
-x2-x+16 si-3=x<3
Ex— x2-x—-2 si 3=x<5
x2+x-12 six=5

Puntos criticos: =3, 3,5 vy —%
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f(—3) = 10 minimo local
1 :
f (—3) = —i—s-mémmo local

f(38) = 4 minimo local y absoluto
No existe maximo absoluto, pues lim_f(x) = +o

f crece en (—3: —%)y en (3; +=x)

fdecreceen(—=; -3)yen (—%:3)

Rec; = [4; +=)

T
>

|
3
9) x = 0 AV. int. eje x: (——Vag;o)

6% —1
%2

3 an
f crece en ( 636 e +x)

< it
fdecreceen (—==;0)yen (0: \/636 )

f'(x) =

3/ am
f( 636) minimo local 3
il Bx3 + 2
P = -
3
Concavidad positiva en {—=; — \g_é yen (0; +=)

3ro A,
Concavidad negativa en ( TQCD ( —3—9: IJ) punto de inflexion

lim..f(x) = += = no 3 maximo absoluto (también limg.f(x) = +=)
limgy-f(x) = —= = no 3 minimo absoluto Rec, = R
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10)

si|x| =2

- 2
4% gilx|<2 Ax# 0

Puntos criticos: 2y 2, donde no 3f

Funcién impar

f crece en (—=; —2) y en (2;+c)

f decrece en (-2;0) y en (0;2)

f (—2) maximo local y f(2) minimo local

Concavidad negativa en (2;+=) y en (-2; 0)

Concavidad positiva en (—e=; —2) y en (0;2)

No existen extremos absolutos

((2;0) y (- 2;0) no son puntos de inflexion, pues en ellos no hay recta tan-
gente a la curva)

1)

2 =
M— six< —4vx=3
frist ot X+ 1
: B
sz i, s Si —4=sx<3axz -1
X+ 1

Puntcs criticos: —4y 3

fcrece en (—x; —4) y en (3; +=)

f decrece en (—4; —-1) yen (-1 3)

f(—4) = -3 maximo local f(3) = —3 minimo local
Concavidad positiva en(—=, —4) yen (-1;3)
Concavidad negativa en(3; +x=) yen (—4; -1)

No existen extremos absolutos

Rec; = R
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8. FORMULA DE TAYLOR

Los polinomios en una variable, con coeficientes reales, determinan funciones
simples que tienen la propiedad de ser derivables. Si el polinomio es de grado n, ad-
mite n polinomios, no idénticamente nulos, que son sus derivadas sucesivas. .

En muchas ocasiones resulta conveniente aproximar una funcion derivable no
polinomica mediante un polinomio particularmente elegido, y precisar la aproxima-
cion o error que se comete al reemplazar el valor de la funcion en un punto cualquiera
x de su dominio por el valor, en el mismo punto, del polinomio seleccionado.

Es decir, si f es la funcién considerada y p el polinomio que la reemplaza, inte-
resa conocer, para el numero x del dominio, el valor de |a diferencia

r(x) = f(x) - p(x).

Si una funcion f tiene n derivadas sucesivas finitas en un punto c, existe y es
unico el polinomio de grado n cuyas derivadas sucesivas coinciden con las derivadas
de la funcion f. Para comprobarlo consideraremos previamente la expresion de los
coeficientes de un polinomio cualquiera utilizando sus derivadas sucesivas.

I. Polinomio de Taylor*

Sea p la funcién polinémica de grado n y coeficientes reales Ay, A,, A,, . A,.

Es decir, p: x — Ag + Ax + Apx® + Agx® + L. + A X",

Si ¢ es un numero real cualquiera, siempre es posible expresar el polinomio p
segun las potencias del binomio (x — ¢}, para lo cual basta efectuar las divisiones su-
cesivas por dicho binomio.

Se obtiene asi una expresion del tipo siguiente:
PiX—>ag+a,(x~C¢) +ax—c)2+asx-c)P¥+ ...+ a,(x—c).
Osea VxeR:p(x) = ag+ a,(x —¢) +az(x —c)®+az(x —¢)*+ ...+
+a,(x—c)” (1)

* Brooks Taylor (1685-1731). Su obra mas importante, Introduccion al calculo de diferencias fi-
nitas, queda resumida en la famosa formula que lleva su nombre, Cultive ademas fisica, musica,
pintura y filosofia.
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Calcularemos sus n derivadas sucesivas:

Vx:ip'(x) = a, + 2a,(x — ¢) + 3a(x—¢)2+ ...... +na,(x-c)" .
Q::(") =2a, + 3lagx = ¢) + .. +n(n - 1) ax — ¢)"-2
p(x) = 3lay + ... + 0 = 1) (n - 2) a,x — ¢)"-3

p™(x) = n! a, (como puede demostrarse por induccion).

En el punto c las funciones determinadas por las expresiones anteriores alcan-
zan los valores siguientes:

PO = &, PO = a, P = 2la, pUE) = 3a., pic) = nla,
Por lo tanto resulta:

8o = Plc), a, = p'(c), a; = pT(,c) a; = E—S,@ coe8y = 9—‘?
Reemplazando en (1) es:
p(x) = p(c) + p'(c) (x-c}+£é~(!9)—{x—c)3+ ....... +P{Lr:§9[x—c)"‘

que recibe el nombre de polinomio de Taylor.
Si se considera f®(x) = f(x) y se recuerda que 0! = 1, la expresion anterior
puede condensarse de la siguiente manera:

n
_ p"(c) (x - o)"
X) = :
P(X) gﬂ .
Si se elige, en especial, ¢ = 0, el polinomio queda expresado en la forma:

= " p''(0) p™(0) .n
p{x)—p(0)+p(0}x+Tx2+ ..... +Tx

n {h h
o p(x} = hzo%_

que recibe el nombre de polinomio de Maclaurin®.

Aplicacion

La férmula de Taylor permite expresar un polinomio segun las potencias del bi-
nomio (x — ¢) sin necesidad de efectuar las divisiones sucesivas. Para ello basta
hallar su valor y el de sus derivadas en el punto ¢ y aplicar la formula.

Por ejemplo, se desea expresar el polinomio.

p(x) = x*— 7x% + x2 — 2x + 1

segun potencias del binomio (x + 1).

* Colin Maclaurin (1698-1746). Fue discipulo de Newlon y profesor en la Universidad de
Edimburgo.
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pi(x)=4x®-21x2+2x -2 = p' (-1 = -29
p’(x) = 12x% — 42x + 2 = p'(-1) = 56
P (x) = 24x - 42 =P"(-1) = -66
pV(x) = 24 = p¥(-1) = 24
Ademas, p(—-1) = 12.
Luego,
p(x) = 12 29(x « 1) - 2? (x - 1)2 %{x - 1) —27‘:'(:: Ly
p(x) = 12 - 29(x + 1) + 28(x + 1)2 — 11(x = 1)® = (x + 1)*

EJERCICIOS

1) Escribir p(x) = x* + x® - x? — 6x — 6 segun potencias de (x ~ 1)
a) por divisiones sucesivas; b) por formula de Taylor.

2) Escribir p(x) = 3x® — 13x? + 14x + 7 segun pdtencias de (x — 2) aplicando la
formula de Taylor.

Il. Férmula de Taylor

~ Sea f una funcion con n derivadas sucesivas finitas en cualquier punto de un in-
tervalo I. Si ¢ € |, dichas derivadas finitas en ¢ son:

il =3 o | o 1M (c),
El polinomio

p(x) = f(c)+r(cnx—c)+%,"—){x 'C)z*-,-*%(x—cy‘

es el polinomio de Taylor correspondienté a la funcién f en el punto ¢. Sus n deri-
vadas sucesivas coinciden, en el punto c, con las derivadas de la funcion f:

p'c) = f'(c), p"le)=f'(c)...p"(c) = f(c)y, ademas, p(c) = f(c).

Consideremos, por ejemplo, la funcion f: x — e*.

Sus derivadas sucesivas son ¥x: f'(x) = e* = f'(x) = ... = f"(x).
El polinomio de Taylor correspondiente a f en el punto ¢ = 1. es:

plx) = f(1) + (1) (x - 1}+f“—2(!1}—(x—1}2+ ...+L:1‘!‘l(x— Heoo(),

yenestecaso, f(1) = (1) = .... = f"(1) = &' = e.
Luego, reemplazando en (1), es:

p(x) = e+ e(x - 1)+%{x— 1)2 + ...+ni![x— 1)
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n

o P = 3 - x- 1"

Interesa conocer el valor de r(x) = f(x) — p(x),

n

o e _© (o _ 1\h
osea,de r(x) = e hzn =1

en un punto x perteneciente a un entorno del puntoc = 1.

El valor r(x) se llama resto de Taylor o término complementario, y su valor depen-
de, para cada x, de h.

Si h= 1,esr(x) = e*—[e+e(x—1)] = e*—ex.

_ 12
Si h= 2,esr(x) = a"—[e+e(x—1)+ _‘?(i_a_J.L]=
- e‘—ex—%(x2—2x+1) =

o _ext
2 2’

Por lo tanto, para x proximo a 1, el resto considerado se hace menor al aumentar
el grado del polinomio que aproxima la funcion.

Sih = 1, es decir, si se considera el polinomio de Taylor de primer grado, la
aproximacion obtenida se llama aproximacién lineal de la funcién en el punto elegido.
Sih = 2, es decir, si el polinomio es de segundo grado, |la aproximacién es cuadra-
tica, etcétera.

Hallaremos, en general, la expresion del resto de Taylor mediante el siguiente
teorema.

ex —

Teorema

Sea f una funcion con derivada finita de orden (n + 1) en todos los puntos de un
entorno del punto c. Si x es un punto cualquiera de dicho entorno, entonces existe
un punto z entre x y c tal que:

041 (z)
f = PR, e sk n+1
() = palx) + (n+1)!(x o)™,
donde p, es el polinomio de Taylor, de grado n, correspondiente a f en el punto c.
O sea,
= * — m — g\n fio+ — et
f(x) fle) +flc)y(x—c)+ ...+ = (x c)+m+1}!(x cnt

Demostraremos el teorema para un punto x ubicado en el semientorno a derecha
del punto c. Una demostracion analoga puede hacerse para un punto x en el semien-
torno a izquierda.
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Demostracion

Sea x un punto del entorno considerado / x > c. El punto x es un punto fijo para
toda la demostracion.

L | WFITIT T ISR YRR ERNT 3
. F L LRI S RN EERR i

c—8 c z X C+8

Definiremos en el intervalo [c; x] dos funciones auxiliares F y G de la siguiente
manera:

Vit e [c; x]: F(t)

f(x) = ft) = £ (t) (x — 1) _,,,m{z_;_}gf =i <TG E

y G(t) = (x— 1)~

Las funciones F y G satisfacen la hipotesis del teorema generalizado del valor
medio (pag. 250), y por lo tanto, 3z € (c; x) /

FO-FX) _ F@
G(c) — G(x) G'(z) ;

Ahora bien, F(x) = 0y G(x) = 0, como puede observarse haciendo el reem-
plazo de t por x en las expresiones que definen a las funciones F y G.

Al calcular F’ debemos tener en cuenta que f'(x) = 0, pues f(x) es una cons-
tante.

_n2
Resulta: F'(t) = —f(t) — f(t) (x — 1) + f'(t) = f'”(t)—(’-‘-z—!u— +fr)x—1 -

s — fn s 1) ) (x_;lﬂ

— tfyn
Cancelando términos es: F'(f) = —f"= (1) ﬁ_ﬁf_tl_

Por lo tanto F(z) = —ﬂn—"(z]i";n!zﬂ.
Por otra parte, G'(t) = —(n+ 1) (x-1)"y G'(2) = —(n+ 1) (x—2)".

Reemplazando en (1) es:
—fr+1(z) (x — 2)"

Fd _ n! _ @)
Gle) -(n+1)x-2)" (n+ N
n+1)
Luego, F(c) = G(c) H
Sustituyendo en la expresion anterior los valores F(c) y G(c), resulta:
f':“ + 1]{2}
(n+ 1"

) — f(c) — F'(c) (x — €) — ... - fw(c}i%)l = -+

Pasando términos al segundo miembro se llega a |a tesis:

_ n A (n+ 1)
0 = fle) + Fe) (x — ) + ... + ) E=E s f‘"“‘fz’i_Lx(n e T
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La expresion anterior es la férmula de Taylor. El término complementario tiene
la misma expresion formal que los términos del polinomio de Taylor, pero el valor de
la derivada de orden (n + 1) no se calcula en el punto ¢ sino en un punto z que esta
ubicado entre c y x.

Sic = 0 se obtiene la formula de Maclaurin:

2 +1
f(x) = f(0) + " (0)x + f”(O)x— - f"“(o)— + fin= Tl(z)—-----—
2! (n+1)!
para z entre 0 y x, que puede indicarse z = hx si0< h < 1.

# Nota: Utilizando el simbolo de sumatoria, pueden precisarse algunas expresio-
nes del teorema anterior.

FO = foo - 3 L0 &0

i=0 il

Derivando, es

Frt) = E ﬂ'*”{t) (x—:)' 5 00 (x — '~ Ti(=1)

il
=0 i=0 B

Para poner en evidencia que las dos sumatorias de la Ultima expresion coinci-
den, salvo en un término, puede hacerse un cambio de notacion en la primera suma-
toria haciendo j = i + 1y considerar en la segunda sumatoria que el término corres-
pondiente a i = 0 es nulo.

Queda:

Ft) = —zﬁm—(i—])‘?'— : S 0) (x - 1)\~ ' ——

_— f0t) (x — )i~ £0() (x — 1)~ 1
P JE, R 2 i-n

Desdoblando la primera sumatoria resulta:

, DR X =0T ) (=) 10 (x — i~
B = ‘,Z (- n! +,§-4 G-nr

Cancelando, queda: F'(t) = __’l"f_”(!?_(i;‘)"_.

n!

EJERCICIOS

1) Férmula de Maclaurin para la funcién f: x — e*.
2) Aproximar la funcién seno mediante un polinomio de quinto grado en el punto
m
g = EA
3) Aproximar la funcién coseno mediante un polinomio de sexto gradoenc = 0.
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4) Formula de Taylor en los siguientes casos:
fix—Inx n=5¢c=1

g.x—arctgx n=4 c¢c=1

h: x— cosec x n=3 ¢c=—

4
5) Formula de Maclaurin en los siguientes casos:
f:x—senx n =7 h:x—secx n =3
g:x—cosx n =5 tx—e * n=4

lll. Aproximacion de funciones

El calculo del valor de un polinomio en un punto cualquiera x, ubicado en un
entorno de un punto ¢, donde se conoce el valor del mismo y de sus derivadas suce-
sivas, es un problema sencillo. La formula de Taylor permite utilizar este calculo sim-
ple para aproximar funciones gue no son polinomios, mediante el polinomio de Taylor
correspondiente. La aproximacion es mas precisa cuanto mayor sea el grado del po-
linomio.

El término complementario, o resto de Taylor, permite estimar la aproximacion
obtenida, ya que es la diferencia entre el valor de la funcion en el punto considerado
y el polinomio correspondiente.

O sea, r(x) = f(x) — p(x) y también [r(x)| = |f{x) - p(x)|.

Si se halla un numero positivo € tal que |r(x)| < €, entonces |f(x) — p(x)| < €.

Es decir, si se considera como valor de la funcion f en el punto x el valor numeé-
rico, en dicho punto x, del polinomio p, el error cometido es, en valor absoluto, menor
que el numero €.

Ejemplo 1
Aproximar f(x) = e 2*mediante un polinomio de grado 3 y acotar el error que se

comete parax = 0,1.
Utilizamos la formula de Maclaurin.

Para ello:

fix) = e * = fl0) =1

f(x) = -2 % = f(0) = -2

%) = 4g * = f{0) = 4

f'x) = 88 & = f*(0) = -8

fV(x) = 16e >*= {¥(z) = 16e *conzentre 0y x.

L x2 x3 5 x4 .

Luego,e * = 1 - 2x + 4 T BT - 16e ZT'

e =1 2x+2x2 - 2%
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El error de la aproximacion elegida estd dado por el término complementario

rd(x} i %e 2234
Parax = 01 es €= —‘;-e'k((},u‘ con 0< z< 0,1.
-4
Obiene = %127 A D<z<107,

Para acotar el error debemos elegir una cota inferior para e, ya que se encuen-
tra en el denominador y el valor aumenta al disminuir éste. Para z > 0 es e* > 1.
Luego, al reemplazar e? por 1, resulta:

2
=107
e<3 0

Como el error suele estimarse segun potencias de 10, para encontrar cifras
exactas afirmamos que

e<£10“‘ = €< 1074,
Si calculamos e 20" = 1 - 0,2 + 0,02 - % 0,001,

o
elvalore % = 0,818667 admite un error menor que 104 y tiene, por lo tanto, cua-
tro cifras decimales exactas.
1

Es decir,e ° = 0,8186.

Ejemplo 2

Aproximar la funcion logaritmo natural mediante un polinomio de cuarto grado.
Consideremos la férmula de Taylor con un polinomio de cuarto grado:

00 = f(e) + #(0) (x — ©) + T4~ g2 4 L)y gyay L (e

+ fvs{f) (x —¢)® (zentrecyx).

Luego, f(x) = Inx Sic = 1,esf(1) = 0.
Py = —— F(1) = 1
i = ——% fr(1) = —1
i) = o P = 2
V) = — :: V(1) = -3l
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Ky = :_i f*(z) = —:;—{z entre 1y x).
Por lo tanto,
p) = (x - 1) - HIE, BT S 1
Osea px) = (x - 1) - & —21)2 T —31)3 X —41)4_

para z entre 1y x.

i

Siseelige xenelintervalo (1; 1,1),es1<z< 11 y P 1.

Considerando los valores anteriores, de (1) se obtiene:

Irs(x)| < -{—051—]5 = |rs(x)| < 1075,

Luego, Inx = (x—1) - -2 &0 -1
3 4

cone< 109 si 1< x<1,1.
Por ejemplo, si elegimos x = 1,01, resulta:
In 1,01 = 0,0099503 con 5 cifras decimales exactas,
es decir,
In 1,01 = 0,00995.

EJERCICIOS
1) Aproximar las siguientes funciones mediante polinomios de grado n, acotando el
error que se comete al despreciar el término complementario:
f:x — cos x n=4 0=x=0,1
g: X —sen x n=>5 0=x=02
h: x — e* n=4 0=x=05
2) Hallar\/'e con 5 cifras decimales exactas.

3) Hallar cos —g— con 4 cifras decimales exactas.

4) Hallar sen 0,5 con 5 cifras decimales exactas.
5) Siendo In3 = 1,0986, hallar In 4 con 4 cifras decimales exactas.
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IV. Generalizacion del criterio para determinar extremos

En el capituio anterior se dio un criterio para ubicar maximos y minimos locales
en puntos interiores al dominio donde se anula la derivada primera (puntos criticos
del tipo 1), que depende del signo de la derivada segunda en dicho punto.

Ese criterio puede volver a demostrarse utilizando la formula de Taylor.

Por la condicion necesaria para existencia de extremos locales investigamos el
punto ¢, donde f'(c) = 0.

La férmula, en ese caso, es:

) = fle) + 1(0) X9 4 r-'(c]("_;—,")a e

Sif'"(c) # 0, consideramos como resto al término de segundo grado y escri-
bimos:

- fo) = '@ XL )

Ahora bien, el signo del segundo miembro depende del signo de f'' (z), pues

- 2
Vx:—(%>0 Si X #cC.

Sif'’(c) > 0, como f** es continua por existir f'*', en un entorno conveniente tam-
bién es f''(x) > 0. En efecto, por una propiedad de las funciones continuas (pag. 174),
si " (c) > 0, entonces existe un entorno de ¢ donde f'* tiene el mismo signo que su
limite. Eligiendo x en dicho entorno, como z est4 entre ¢ y x, resulta ' (z) > 0.

Luego, en (1) es f(x) — f(c) > 0.

Es decir, para cualquier x perteneciente al entorno elegido de c, el valor f(x) es
mayor que f(c), lo que asegura que f(c) es el menor valor de f en el entorno, o sea, f(c)
es minimo local.

f(x) ____:\l /
flo)iicead

I
1

I
!
X C X

Analogamente, se prueba que si f'' (¢) < 0, entonces f(c) es maximo local.

O sea, llegamos nuevamente al criterio ya demostrado en la pagina 258.

Pero dicho criterio no ofrece conclusiones para el caso en que la derivada se-
gunda se anule en el punto considerado.

En ese caso podemos extender el desarrollo de Taylor con n = 3. Como
f'(c) = f'"(c) = 0, obtenemos:

)~ f0) = () L=
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Veremos qué sucede si f''* (c) #0.

Suponiendo que f''’ (c) > 0, por la propiedad mencionada de las funciones conti-
nuas, es f'''(z) > 0 en un entorno de c. Pero (x - ¢}° cambia de signo segun x se
encuentre a izquierda o a derecha de c.

Por lo tanto,

(% - )"
3!

es positivo si x > ¢ y negativo si x < ¢. O sea. f(c) no es extremo local.

f(x) — f{c) = """ (z)

it |
7

c X

Algo similar sucede si f'"'(c) < 0.

Por otra parte, como f''(c) = 0 es condicion necesaria para existencia de punto
de inflexion, y la recta tangente atraviesa a la curva en (c; f(c)). este punto es de in-
flexion (con tangente horizontal).

Si f'""{c) = 0, extendemos el desarrollo de Taylor con n = 4. Con el mismo
razonamiento hecho en la primera parte, si f"(c) > 0, entonces f(c) es minimo local, y
si f¥(c) < 0, entonces f(c) es maximo local.

Generalizando las demostraciones anteriores, vemos que si f'(c) = ''(c) =
F{ey = s fin=Te) = 0 A ™ (c) # 0. entonces habra extremo local si n es par
y habra inflexion, en un punto donde la recta tangente es horizontal. si n es impar.

O sea, si c es un punto interior al dominio de f y la funcion f tiene n deriva-
das finitas continuas en ¢, que son nulas hasta la orden (n — 1) inclusive, y fi7'(c)
#0, resulta:

sines paryf™(c) > 0, entonces f(c) es minimo local;
sines pary f"(c) < 0, entonces f(c) es maximo local,
Finalmente, si n es impar, entonces (c: f(c)) es punto de inflexion.

y
Ejemplo 1

Seafix—x*+ 2.
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Vx: f'(x)
f(x)
£ (x)
fN(X)

4x3
12x?
24x
24

f(0)
(0 = 24

f(0)
f'(0)

o
o O O

Como el erden de la primera derivada que no se anula en el origen es cuatro,
numero par, y dicha derivada es positiva, la funcion tiene un minimo local en
x = 0. Es decir, f(0) = 2 es un minimo local.

Ejempio 2

Seafix— (x — 3)% - 1.

vx: f(x)
f'(x)
(%)
fl\/(x)

Y(x) =

5(x.—:3)*
20(x - 3)°*
60(x - 3)2
120(x - 3)
120

fll(a)
f(3) =
f!V(S)
¥(3) = 120

]

|
o O oo

f(2)

i

]

La primera derivada no nula en el punto 3 es la derivada quinta. Luego, hay in-
flexion en el punto (3; 1).

Ejemplo 3

Seafix— (x - 3)* - 6.

f'(x)
f'(x)
' (x)

flv (X) =

n = 4, numero par ’

—4(x — 3)2
-12(x — 3)?
~24(x - 3)
24

a7 1
: y=(xx-3*+6
|
|
l
0 3 X
(3 = 0
743). =0
f*'(3) = 0
V@) = —24

fn(3) < 0 = #(3) maximo local.
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EJERCICIOS

1) Hallar extremos locales, si existen, de las siguientes funciones:

fix—x* 1 tx—(x-2¢%-5
gix— x8+3 s x—lgx - senx
h:x—(x - 5)* 3 mx—7x> -5

2) Estudiar el comportamiento de f en el origen si
f: x — x cos 2x + (1—cos x) x?
3 xﬁ

X
| arafix—t - % - ==
3) ldemp Rt fGA = K B

V. Generalizacion del criterio para determinar la concavidad

Consideremos nuevamente la formula de Taylor con término complementario de
segundo grado:

2
fx) = f(c) + f(c)(x - c) +f"(z3“‘—29~}—-

Osea, r,(x) = 1"(2) “—Qﬂi

Segun se ha visto en la pagina 217),la ecuacién de |a recta tangente al grafico
de f en el punto (c:f(c)) es:
t(x) = flc) - f'(c) (x - c).

Por lo tanto,
2 = 2

f(x) [fc) +F(e) (x — ©)] = f"(2) ‘Lgi = 1(x) - tx) =@ “‘—2‘”—

Por consideraciones ya hechas en la seccion anterior, en un entorno del punto ¢:
i . ik X = €f°
e z0=3M@E>0=f (z)—2—30 = f(x) - t(x) > 0.

Esto significa que la curva esta por encima de |a recta tangente en el entorno
elegido.

y i

f(c) 4
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Se llega asi a la misma conclusion obtenida anteriormente (pag. 272); si
f'(c) > 0. entonces existe un entorno de ¢ donde la curva esta ubicada encima de la
recta tangente, o sea, es concava hacia arriba.

Analogamente, si f"'(c) < 0, el grafico es concavo hacia abajo.

o) fF=mes

PP T

>

La formula de Taylor permite generalizar la conclusién anterior ya conocida para
el caso en que se anule la segunda derivada en el punto c.

En efecto. basta extender el desarrollo hasta |a primera derivada que no se anule
en dicho punto.

SiTie)= ..., = fn M) = 0 A f"(c) # 0, entonces la diferencia entre

la ordenada de la curva y la de la recta tangente esta dada por el término comple-
mentario;

f"(z) (x — ¢)"

falx) = o

Si la derivada enésima es continua, el signo de " (z) ser4 el mismo de " (c),
para x en un entorno conveniente.

Si n es impar, el signo de r,,(x) depende de la ubicacion del punto x, a derecha
0 a izquierda del punto c.

En efecto, (x — c¢)" es positivo para x a derecha de ¢ y negativo para x a izquierda
de c, y, cualquiera que sea el signo de f™(c), el término r,(x) cambia de signo
para x ubicado a derecha o a izquierda de c. Por lo tanto, de un lado la curva esta por
encima de la recta tangente y del otro por debajo de ella, es decir, en el punto (c; f(c))
la curva cambia el sentido de su concavidad. Se trata, entonces, de un punto de in-
flexion. En este caso, si f'(c) # 0, entonces en el punto de inflexién la recta tangente
es oblicua.

Si n es par, en cambio, el signo de r,(x) depende del signo de f'"(c), pues

(x —c¢)

Vx: — >0 six £c.

Es decir, f”(c) > 0 indica que la curva es céncava hacia arriba en (c:flc), v
f"'(c) < 0 indica que es céncava hacia abajo en dicho punto.
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EJERCICIOS

1) Sentido de la concavidad de ios graficos siguientas en los puntos indicados:

x—s{x-2)"—3x+ 4 eny = -2
Ex—xd—2x-1 enx = 0
Qix—(x- 3% x-1)+x enx = 3
X — -x? —4x¥ - Bx® - x -1 enx = -1t

2) Puntos de inflexion en los graficos de las siguisntes funciones:
g~ 2x% - 4 g x—+{x -1)3(x -2
hix—2x' 8x-5 MK %5 -4~ 5
% —s x7— 4% ¥ —>8enx -~ X

¢ VI. Contacto de curvas planas

Consideraciones similares & las anteriores se pueden hacer respecto de los
gréficos de dos funciones f y g que tienen en comdn el punto (o f(c}). es decir.
ffc) = gfc).

vi

gic) = He)

x‘r

Puede suceder que, ademas, P{c) = g'(c), en cuyo caso los dos graficos tienen
ia misma tangenie en {c: f{c})‘ Se dice, en esia sltuacion. que ias curvas estan en
contacto en dicho punto.

Si también es f{c) = g'{c), &l contacio es, por lo menos, da segundo orden.
Sera de segundo orden 8i, ademas, o) 2 ¢7(c)

Definicidén

Dos curvas asociadas a funciones escalares tienen, en un punto comun, un con-
tacto de sequndc orden si v s0lo si las derivadas primera y segunda de las funcio-
nes respectivas son iguales en dicho punto. y distintas vy finitas, en el mismo punto,
las derivadas terceras.

Consideremos dos funciones f y g que tlenen derivada tercera continua en ei
punto ¢. Si se cumple: fic) = gle) A Tid) = gie) A 16} = g"le) y ademds () #g"c),
entences las curvas correspondientes tienen un contacto de segundo orden en
al punio (c; f{c)).
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Si aplicamos la férmula de Taylor para un punto x en un entorno del punto ¢ y
paran = 3, resulta:

f(x) = f(c) + () (x - ¢) + Ké—f}_(x o)+ %(x ¢)?
A

g(x) = glc) + g'lc) (x —¢) + % (X—c¢+ —93,(—2} (x —¢)®

Restando ambas expresiones queda: f(x) — g(x) = (x — ¢)? [—%@-—]

Si es () # g'"(c) en un entorno conveniente también es f"(2) £ ™), v el
signo de la resta f(x) — g(x) depende del signo de (x — c)’.
En este caso, entonces, las curvas se atraviesan en el punto (c:f(c)), pues

f(x) — g(x) cambia de signo segun el punto x esté en el semientorno a derecha o a iz-
quierda del punto c.

Las consideraciones y las definiciones anteriores pueden generalizarse para un
contacto de orden n.

Definicién

Dos curvas correspondientes a funciones que tienen derivada de orden (n + 1)
en el punto c tienen un contacto de orden n en el punto (c; f(c)) si y solo si coinciden
los valores de las n primeras derivadas en el punto c y existen y son diferentes las de-
rivadas de orden (n + 1) en dicho punto.

En este caso, si f"*" y g"+" son continuas, por la férmula de Taylor es:

f(x)— Q(X} o (X _ C}:n+ 1) [ fin+ 11'((2r:,: ;19}‘:'! = 1?(2) ] :

Luego, si n es un numero par, como (n -+ 1) resultaimpar, la diferencia (f(x) - g(x))
cambia de signo a derecha e izquierda del punto ¢ y las curvas se atraviesan en el
punto (c; f(c)).

Si en cambio n es impar, como (n + 1) resulta par, la diferencia (f(x) — g(x))
no cambia de signo en un entorno del punto ¢ y las curvas no se atraviesan en el
punto (c; f(c)).

‘ v
Ejemplo
. . 5 .
Consideremos las funciones |
|
f:x—»x-—1r% y g:x—4 4x+%42x2. E
I
|
I
! -
o] 1 X
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Parac =1, es () = glg) = &, _
Calculemas I derivada primers de cads funcién. Resulia ¥x O
2¢% — 2x{x + 1) _ oo 2% - 2x

'5!4 P

g = 1+

A
3

”":—'-_..........‘.'
8% 4 =7 4x,

Por iz tanio, T11) = ¢'{1) = -3
i derivamos nusvamenie es

ron (=X = 2y %® - 4xM 2% - D) Ad 6%t 4x -8
Pl = P " 8 = e

s "
gl = ;{3+ 4,
Resuita PY) = g"(1) = 10,
Al calcular Ia tercera devivada de ambas junciones se obliens:

dxt - axdx + 6) 2wt - 24 1gx 94

Firs "y
L <8 = o

Y 18

g g = e
Resuita (1) = 36 e
S & } o) # g

~ Por lo tanle, las curvas tienen un contacto de segundo orden y se atra-
viesan en el punio (1) B).

EJERCICIOS

1) Crden de cortacto da lpe grélicos de ias sigulentes funclonss para ¢ = 1.

2x 4

fx—u+ 1+ =
X

@ X =%% + 5{x - 1) +£;

2} Crdan de contactc en ¢ = 2 para:
frp—sx —dx -7 tx—x® 2 4

&« Vil. Curva osculatriz

&i se considera el gréfios de una funcidn 1y un punito (¢; fic)) dei mismo, olra
curve, de una familia determinada, es ia qurva ostulatiiz al graflen en ese punto si es
ja que tiene o contecto de orden més elevado con el grafico,

Por sjemplo, st iz funcidn T tishe derlvadas £ v 17, ¢l polinomio
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p(x) = fic) + fc)(x—c) + (x =),

cuyo grafico es una parabola de eje vertical, tiene, al menos, contacto de segundo
orden con la curva asociada a f. Es, por lo tanto, la pardbola osculatriz. (Cualquier
otra parabola cuadratica que pase por el punto (c; f(c}) tiene, a lo sumo, un contac-
to de primer orden con el grafico de f.)

Si se consideran las circunferencias que pasan por el punto (c; f(c)), interesa,
en especial, aquella que tiene contacto de segundo orden con el gréafico de f.

Esa circunferencia es la circunferencia osculatriz y su radio recibe el nombre de
radio de curvatura en el punto considerado.

La circunferencia osculatriz puede determinarse considerando que la expresién
que la define tiene dos derivadas coincidentes con f' y f'* en el punto c.

Sea (x — x,)% + (y — y,)? = r2(1) la ecuacioén de la circunferencia osculatriz
buscada, donde (x,: y,) es el centro y r el radio.

(c)

y
rd
¥
(%01 Yo) €& = =4
\_ x
N
flc)T -
0 c X

Consideremos sélo un arco de circunferencia correspondiente a un entorno de
c, con el objeto de que sea efectivamente la curva de una funcidn (ya que la circun-
ferencia completa no lo es).

En un entorno tal como el que acabamos de mencionar es:
(y—yo)? = r2—(x—xop)?por(1).
Derivando:
2y = Yoly' = —2(x — %)
(y =Yy = —(x—x0) (2).
Derivando nuevamente:

(y=vyoly'+ y?2= -1

iz A £ (L ]
Luego, y - yo = ——1%— @) = yo = y+y—.," siy” #0.
Reemplazando (3} en (2):
re L oyt?
X—Xg = y"i ¥ 1_L

= Wy = X—
v’ (4) 0 ¥ v

Para encontrar el radio se reemplazan los valores (3)y (4) en (1):
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(+y22 | (+y?2 _ o _(1+y??

y= v VIE VI e d) =ty
o (1 -+ rz)a - rz.—.e o §1 +Yr2)3.-'2
y'? ly”|

Luego, si existe la circunferencia osculatriz al grafico de f en el punto (c; f(c))
y tiene centro (xq; y,) v radio r, es:

' 2 2 ~ yi2yane
WU E= . NI, = B

y' y ly"'|
donde x=c¢, y=1fc), y =f) y' =f(c).

r es el radio de curvatura en el punto y su reciproco, si existe, es la curvatura de
la curva en el punto considerado (en valor absoluto). El punto (x,; y,) es el centro de
curvatura.

Nota: Si se considera que la inclinacion « de la recta tangente a una curva en un
punto depende de la longitud s del arco correspondiente, puede definirse la curvatura

en un punto como la derivada %:— en el punto considerado. Se llega, por este ca-

mino, a la misma férmula anterior.

o
=

Ejemplo

Circunferencia osculatriz al grafico de f: x — x? en (1: 1).
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Fx)=2x F(1)=2
fxy = 2 f'(1) = 2
o ) L 2{12-4) _
gz 7 e = ()
a 2 2
- (1-4% _ 5V5
2 2
1 2\ 5
En est VK= — =
e caso = 2%
Ademas, K = s 5. pues ' (1) > 0.
25
EJERCICIOS

1) Circunferencia osculatriz al grafico de:
fix—x2-1en(1;2).g: x— x* - 38xen (1; -2).
2) Curvatura del graficodef: x— x® - 3x ~ 5en (2; 7),

:
‘x—x%en (—:—),
9 2 8
3) Curvaturade f: x — sen x para x = %

4) Radio de curvaturade f: x — 4 senx — sen 2x para x =

N.lr"

5) Centro y radio de curvatura de f: x — e* en (0; 1).

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 8
Seccion |
1) px) = (x+ 1) =3(x+ 1)+ 2(x + 1)2 = 5(x + 1) — 1
2) p(x) = 3(x—2)2+5(x -2)2 2x —2)~7
Seccion I
n i A1
1) ex = 2_"-—+e’—x— zentre 0y x

AT (n=1)!
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Ty =YL A f,_ =\ _seszg wy x
2) senx = 1—-5(:( 2) i (x 2) %0 (x 2) zentraxyz
_ ¥  x  cosz
3) cosx = 1 e T X% zentrex y 0
= x—1)2 -1 -1 (k-1
4) Inx = { P= e - 4J -t zentrexy 1
x, 1 1 , s Ix-1%2z% - 1)
= — - o ! '}‘u.._...... <
arctgx % 2[: 1) 4(x 1} {x — 1} =T 1
i . ___'1:7_ 3\’2 -
cosecx = /2 vz(x 4). ( 4)
_bsenzcosz + Beos’z ( )
6sen’z
% X2 o T
= dr — FhLi SR
5) senx ¥ Y 5 Cos 2 =
- ¥ x4 5
oS X 1 o 3 senz B
53
8
T
.‘_‘ s i:' ) 32 x‘ 1 =
hitrerl ¢ e ol = 555505 < 10
S 5
CaEn R e gﬁ‘.{‘_ﬁ_ ol Ire} < 10 7
& 8! sl
*“ 22 ) 4
- "1 I S . 58 ir, _1.._._ 10 8
s - e TR T

2) Consideramos la formula de Maclaurin para e con x = % y n=§6
1

e = 1+%+%(-%)2+%.(%)3+ 5{1-— (_z)_)¢+?é'6(%)'5+

1 138 & s
(w) = 1,64872 cON It < —gpegs— < 10

.
720\ 2
a) cos-g- = 08660 ity < 10 4
4) senQ5 = 047842  |r)j< 10 5
5) in4 = 10086 o e e e e S s 6 AR

3 18 81 324 1215 4374
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Seccion IV

1) f(0) minimo local

5:no hay

2) 1(0) =f"(0) =f""(0) = 0 A t¥(0) = 12>0 = (0) minimo local

g(0) maximo local

t(2) = 5 minimo local

h: no hay

m: no hay

3) f0) = f7(0) = 0 A '(0) #0 = (0; 0) punto de inflexién

Seccion V
1) f:hacia arriba

m: hacia abajo

2) f:(0; -1)
n: (0; 0)
Seccion Vi

1) tercer orden

2) no hay contacto

Seccion VI

5) (Xosy0) = (-2:3)

g: hacia arriba

g: (1:

0y (5=

>

1
16

)

h:hacia arriba

h: no hay

S: puntos de abscisa 2nw conneZ

..,
Il

22

m: (0; 5)
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9. SUCESIONES NUMERICAS

La palabra sucesion se utiliza con frecuencia en el lenguaje cotidiano y tiene el
mismo significado que en matematica, o sea, el de un conjunto ordenado de elemen-
tos. Asi, se habla de la sucesion de los dias o de la sucesion de los numeros naturales
con la misma interpretacion intuitiva.

Al considerar una sucesion de elementos se conoce cual es el lugar que ocupa
cada uno mediante una regla o reglas que permiten ubicarlo. Hay un primer término al
cual generalmente se designa a,, un segundo término a,, un término enésimo o ge-
neral a,, etcétera.

La sucesion suele abreviarse:

(a) = (a,;ap; @584 ... SEE AT )

y los puntos sucesivos finales indican que consideramos sucesiones de infinitos tér-
minos.

Ejemplos
T o R MR |
(@) = (1. 2.3.‘,,), donde ¥neN: a, =
Y O = R PO A i s
) = ( 3ig: g ) dondevnen:d, = (-7)
¢, = n-1 sinespar
(Ga) = (2 154586188 ... ), donde ¥n € N:
€y, = n-1 sinesimpar
d, = 4 sin=1
d) = (4;:2;0; -2: —4; .. ). donde ¥n e N:

dy = dyy =2 sin>1

En este ultimo ejemplo la sucesion se ha definido por recurrencia, es decir, me-
diante reglas que permiten obtener cada término a partir de los anteriores.

La sucesion de Fibonacci: (x,,) = (1:1:2;3:5:8:;13; ...) se define también por
recurrencia haciendo
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I. Sucesiones numeéricas

Se observa en los ejemplos anteriores que a cada numero natural le corresponde
un término de la sucesion y solamente uno, y que los términos de la sucesion pueden
ser elementos de cualquier conjunto.

Por lo tanto, una sucesion infinita es un caso particular de funcion cuyo dominio
es el conjunto de los numeros naturales (sucesion numerable).

Nos interesan especialmente las sucesiones de numeros reales, es decir, aque-
llas cuyo recorrido esta formado por nimeros reales, o sea, las funciones del tipo
s:N— RdondeD, = NyRec, c R

Es decir, 1 2 8 4 B s B sscmas
$ 4 4 1 1 ]
8y, a8y 83 a8y 85 ........ B cawersis
Definicion

Una sucesion numerica es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los nime-
ros naturales y cuyo recorrido esta incluido en el conjunto de los numeros reales.

ssN—=R/V¥neN:s(n) = a,.

n+1

Consideremos la sucesién s / ¥n € N: s(n) =
fica es la siguiente:

, Cuya representacion gra-

Como ya se ha dicho, la sucesion suele indicarse
(8.) = (8385 »ai8ylizus)

En el ejemplo considerado es:
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o = (2Bt

y esusual, en lugar del gratico anterior, represaniar difestaments sus lefmines sobre
ia técta real de la sigulente mangra)

a_..!
o BgRsBify  Hy o
T 288 4 % 2
B4 § ]

Come ya se ha indiceds, una sucesidn tiene infinitos tdrminos, pero todes elics
pusdan wher el mismio valor, como sutade en
) = Mnnth.....)
En sste caso ol recorrico de ia sucesidn es al aoasznin uritario {1k
Dos sucesiones sen iguales si sus Brmings eoinciden ordenadaments, as decir:
{3,) = (b)) = ¥neha, = b,
La iguaidad de supeslones no debie confundirss cor la de sus recorridos:
Por ejemple; si (g = (&0 ... ¥ B= 1 [ S |
(o # () PeroRec, = Rec, = {01}

Bucdslanes acotadas

Ef rityrniero real k 9 una cota superior de lasucesicn (a,) sty sdlosi Vo £ Mra, =k

Andlogaments, & s oole inferior s y gdle i ¥neiid, =k,

Jna sucesidn numéiits que admite sotas supariores: esth acotada supetior-
mente, v si adrnite celas Inferigras esld acotada inferfommenta.

5: una susesion admite cotas inferiarss v cotas supariotes se dice gue esia

la rn&ym de las cotas inferinres es gl exiremo infefior ® infifmo de la sussgion, y
12 menor de las cotas superiores es el exiremoe superior g supramo de la sucesion,
seqin las definiciones ya conocidas,

Ejempios
{a,) = (1:®34; ., .0m ...) &S una sucesidn acotada infetiotments. 1 85 el
nfinz,

(B,) = (-2 -3 —4: -8, ... -0 ...] 8 ura sucesion acrtady supsricr:
reente. -2 es ef wp!em

£ = (1= -—' ; :1, ] 1 ..} 8 una sucesidn acotada. T &% el Sumreno ¥

g ea & infime.

BEJERCICIOS
1) Estribir cuatro @rminos de cada una de las siguientas sugesionas:
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@ = (£51) o0 = (F522) eo= (G2

2) Esoribir s términe general de cada una de las siguisntes sucasionas:
- — T £ o G 1t L3 '--1_..-_1_-_..1_’ ..
(@) = B -2n8%~24% ) ) = (gigigiee)

Ba) = [=hh=11....)
3) Indicar cotas y exiremos de las siguisntes sucesiones;

0= () o= (5) - ((-2))

= { £ R (0 T fea 3 = _'-.3_-__,._-.1,.\__.-.-\_1,__-_,, . %
@)= @E2t...) (e ( ittt )

fl. Punto de aglomeracién

Consideramos las siguianies sucesionss numsricas;
fan) = (101 1:0; «-1; ...j

b = (a3 38 -§ B )

fend = (1) -%2 —2:3 -3 .....)

En {a,) bay Infinitos subindices n para lbs cusles 8, = 1. En efecto, ay =
=gy =& = ....= 1 Andlogamsnte, hay infinitos subindices n para Igs cuales
a, = Dy también infinitos subfdices n para los cuales &, = —1. Es degir; elegido
uneniomo cuaiquiera del punto 1, kay Infinitos Valores dé n para los cuales a, perte-
nece a dicho enformo, Lo mismo sucede para todo sntorso del punto O y paratedo-en-
foirio del punto —1,

Esta propledad ss indica dicienda gue 1. 0y —1 son puntod o8 sglomeracitn de
la sucesion tan) . .

En gederal, un punio es de aglomeration 4, prefilado cualquisr entomb del riis-
me, hwm&t&svammdanwsbawama“mmamtmmm Obsér-
vess gue, a diferencia de ko exigids al defin punio de acumulacion de url conknta,
¢l entorme gue && elige no es un gntorng educido.

En e sjomplo slegide, finguno de ios puniss de aglomerasion es, al misro tem-
{0, punio de acuraulacion del recoride de (2},

En (B,) hay dos punies de agiomeiacién: 3 y 0, En este caso, (6, adémas, pun-
o de acumulaciin del recorddo.

En (¢q) no hay ningln punto da agiomeracion,

Dgfinicién
B} punto a es un punts de aglomeracion de ta sucesion (3, s y solo s, slegido

cua!nulsr RUMEFo positiva &, emstar: mﬂnrhais valores de n parg los cuales se verifica
A, ~ a) < g
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Esto significa exigiv que axistan infinftes subindices n para s cuales, prefijado
un éntomo gs a, se curiole que a, pertenece a dicho sniormo.

Interesan especialimsme ias sucesionas scotadas gue fisnen un Unico purto de
aglomeracion, &l gue se denoming fimite de ta sucssion,

FIERCIGIOS
1) Haifar los punios de aglomeracion de cada uns de izs sigulentes sucesiones:
G =wntt...9 ey = (1:28: 4; ...}
e = {t- 1;“+-—) @ = (%)
() = {(-77) ) = (&1
—iin ? {f an—1
@) = () ) = (g
en - Tobon B oo A _fnEen
) = (1.5.2.-§,....,n,wp,..) ) = (-3

2y Considerar el recomido de cada une da lay sucesiones anieriores v haller sus
puntos de scumulacion,

3) Dar sjlpmpies de:
a] sucesidén acotada con des puntos de aglomerasion v ningln purdo da acumu-
lacion en el recowida;
b} sucesion no acotada pon punts da aglomeracion tnico;
¢} sucesion seotads con dos punlos de acumulacion en el recorrido;
di sucesitn no acciada con dos nuntos de aglomeracidn y un purto de acurau-
lacion en sl recomida.

4) Contestar Vergader o Falso: Una sucesidn puads tener infinifos puritos e aglo-
maracion. Justificar,

i, Limite de sucssiones

Al dedin sugesidn come caso pasicular de funcidn se pove de manifiesto que es
posiile considerar las definiviones ya dadas pars limite de funciones y adaplarias a
restricoiones de dichas funciones, cuyo dominic a5 el conjunio de les rdments naly-
rates,

Por otra parle, en la idea intuitiva de limits, considarada en iz pagina 122,

- ya aparece la idea de sunesidn. Cuando X “se aproxima” al punfo de acurmiia-
Gion a, ge conslderan NUMeros X, %, X, . . . cada vez mas proximos &l ncmara a.
En 858 gaso, los valorgs sormsrwndientas de ta funclin: fx), 100, i) -
aproximan al Hmits £,

Es dacl, so hah pussio on avidencia dos sucssionss de numearos raalkes;
1%3 s (Kp Ko Xgr -vvvs J



y o (f(xa)) = (fxq): flxa): f(x3): ....),

la primera con limite finito a y la segunda con limite finito #.

Por habernos detenido en consideraciones previas al estudiar limite funcional,
su analogia con limite de sucesiones nos lleva a dar directamente las definiciones
correspondientes.

Sucesidon convergente
Definicion

Una sucesion numérica (a ) tiene limite finito ¢ si y sélo si, para cualquier nime-
ro positivo €. existe un nimero positivo 5 que depende de € tal que ¥n: (ne N A
An>8 = la, - (<€),

Seindicailima, = ¢ & Ve >033(e)>0/¥Yn:(neN A n>5 =

= la, - ¢ <€)

Una sucesion es convergente si y solo si su limite es finito. En el caso conside-
rado, la sucesion (a,) converge al nimero (.

Obsérvese que el limite finito de una sucesion corresponde al limite funcional:
lim. f(x) = ¢.

Graficamente, prefijado un entorno cualquiera de ¢ de radio €, es posible deter-
minar un numero & tal que los términos a, de la sucesion que verifican n > § perte-
necen a dicho entorno. (Encontrado un numero & que satisface la condicién propues-
ta, cualquier numero positivo 6’ > & también la satisface.)

a, a, Bl s - . a,

Obsérvese que una sucesion tiene limite finito ¢ si y solo si, para cualquier € > 0,
en el intervalo (¢ — €; ¢ ~ €) estan todos los términos de la sucesion con excepcion
de un numero finito de ellos (& términos si & € N).

Es decir, el limite es punto de aglomeracion de la sucesion, pero ademas es el
unico punto de aglomeracion,

Obseérvese también que la definicion de limite es mas fuerte que la de punto de
aglomeracion. En efecto, la existencia de limite finito implica la existencia de punto de
aglomeracion unico, pero el reciproco es falso. El contraejemplo lo dan sucesiones
que tienen punto de aglomeracidn Unico pero no estan acotadas, como se vera mas
adelante.

Ejemplo 1

Consideremos la sucesion

Sl

) = (e

Probaremos que lima, = 0.
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Nes pragintamos 8l ¥e a6 >0/ (1§ = l—}; ~g|<e).

3 i
2<e - RS A

-ﬁomnn'";r,t,ln

S T TN I . i . (N i

HEOD, S B AP E D A S E e o — L i e

Luego, 516 =, 0> & b Lk _ﬁm'nf‘{ﬁ—?

A 1 o«
=9 Jn Q[«:em !_i_mn a

Enparieular, sisadlige g = 1:033 ~roc Tesulita:d = 1006 y pueds m;;uzama Gue
para = 1i00es [a,) -—:'-emi}—ﬂ-u o 598, 8 Paiti delteraing a, = Qm e ingiusivi, la
diferenicia sntte cualguled térming de la sucesidn y sl nimers 0 es menor que G004,

Epmpio 2

Orsem, debermos prabar gk
We >035 >0/ (ﬂlgz Nan»g=s E%‘n—;’";— -4 |~“. E. 2

Realizamos algurics cilcntos auxfiiams qui rics permiian promerer Ui & ademia-
4o 8 lag swgendcias de ta daliniddn,

ke =1 o L R

Propongrcs 5 = —év VETTCEMION GUe SAlistade Ja definibian:

AR>S

£ i

5 5 & 5 —& |
Szw— 2 =, " }
"n”a””*g}eﬂshn+zm n*?iq&m

=$ i i_H 2 3,*::6
Qhﬁéﬂasema!hMﬂ+2;—§-mnb§~amwmrg = _..2,
puss Ve >0 dgbe sor 5 > 0. En cambio; 2l slegird = "%;E&&bﬂyﬁ'} 2- =5

= neesl
&




Ejemplo 3

Demostrar Iim (—5%'—3-2—) & o

5
- 9 1 17 17
Cikz |-D _| WO R T |
-2 3 2) <€ee=5 2“~5€ a:anbse 2.
Proponemos & = . 3.
25€¢ 5
17 2 17 17
n=86=n>— - — S5n>——+2= 6n -2>—
25¢ 6§ 5e N2> e ™
y 17 n+3 l{e

>5(5n—2]:|5(5n 2)'“:’ 5n-2 5

Sucesion divergente

Hay algunas sucesiones, como la de los numeros naturales, que no tienen limite
finito, pero sus términos, a partir de uno de ellos, superan a cualquier numero positivo
que se elija. En otros casos los términos de una sucesion, como la de los nimeros en-
teros negativos, superan en valor absoluto, a partir de uno de ellos, a cualquier nume-
ro positivo € que se elija. Estas sucesiones tienen limite infinito.

Definicion

Una sucesion (a,) tiene limite infinito si y so6lo si, para cualquier nimero positi-
Vo €, existe un numero positivo & que depende de etal que Vn:(neN ~» n=>§=
= |a,|>€).

Se indicalima, = =.

Una sucesion es divergente si y sélo si su limite es infinito®. Este caso corres-
ponde al limite funcional lim _f(x) = =.

Para precisar conceptos, igual que se hizo para limite infinito de funciones, es
preferible considerar separadamente el caso en que la sucesion numerica diverge
a.+20 - %,

lima, = ~»¢> ¥%>038 >0/Vn:(neN n>58 = a,>€)
i L AV RN R RIRTRRN NN TFNRINT )
0 a, ; € By comee By o ool
lima, = -xe= ¥%>03>0/Yn:(neN An>8= a,< e).

S 4
B Ly d: =—¢€ By 0

* Algunos autores prefieren llamar sucesion divergente a cualguier sucesion que no es conver-
gente.
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En ambos casos las sucesiones son divergentes.

Ejemplo 1

Sea la sucesién (n?) = (1;4;9; ...... ).
Nos preguntamos si ¥e > 038 >0/(n>8 = n? > €).
Para cualguier nimero € > 0 basta determinar >\ €, pues

n>ve= nf>e= lma, = -=.
Ejemplo 2
Sea la sucesion ( -2n) = (-2, —4;-6: -8, ...... ).
(ve>038>0/(n>86 = -2n< - €)?
Como2n>¢€ < n=> % para cada € > 0 basta determinard = -;—
Enefectoon>6 = n :-% = 2n>€ = -2n<-€=lim(-2n) = —=,

Ejemplo 3
Sea la sucesion ((—1)"-n) = (-1:2; -3; 4, -5 Ay |
¢Ve>035>0/(n>8= |(-1)"n| = [n] = n>¢)?

Para cualquier € > 0 basta determinar & = €, pues

n>8=>n>e= (-1)"n[>e= lim((-1)"n) = =.

Ejemplo 4
iimjz—_—L = +x e Ve>035 >0/Vn:(ncN AN>6 = ﬁ}f).
5n+ 2 5n+ 2

CA:n?-—1>€e(Bn+2)es N?-5ne>2€+ 1< n(n->5€)>2e+ 1.
Proponemos § = 7€ + 1. = '
n>8=>n>7e+1=> Nn-5>2e+1= nn—-5€)>2e+~1>

9=
= n2-5ne>2e+1=>n’-1>¢€(b5n+2) = ;n—_;->e.

Sucesion oscilante

Una sucesion es oscilante si y sélo si no tiene limite finito ni infinito.

: i bty _ (p 9. 4.5 6
Porajemplo.lasuces:on((—1) = )_ ( 2; 5 "3 4 5) no

tiene limite finito ni infinito.
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En efecto, prefijado cualquier entorno del numero 1, en él hay infinitos términos
de la sucesion. Pero lo mismo sucede con el numero —1. Luego, no se verifica ni la
definicion de limite infinito ni la de limite finito.

1y —1 son dos puntos de aglomeracion de la sucesion propuesta.

Obsérvese gue una sucesion oscilante tiene, por lo menos, un punto de aglo-
meracian.

La sucesion oscilante (a,,) = (0; 1;5;0; 1;5:0; ....) tiene tres puntos de aglo-
meracion 0,1 y 5. La oscilacion es finita,
La sucesion oscilante (b,) = (0;1;0;2;0;3;0; 4; ....) tiene un solo punto de

aglomeracién 0. En este caso la oscilacion es infinita.

Obsérvese también que no basta la unicidad del punto de aglomeracion, como
en el ejemplo anterior, para asegurar la convergencia de la sucesion.

Como ya se ha dicho al comienzo, el limite de una sucesion corresponde a un
caso especial de limite funcional y pueden demostrarse propiedades analogas a las
ya probadas para dicho limite.

El método de demostracion es totalmente similar al utilizado en el capitulo 3 y
da validez a las siguientes propiedades de sucesiones convergentes:

1. El limite de una sucesion numerica, si existe, es Unico.

2. Si(a,) y (b,) son sucesiones convergentes, entonces (a, + b,) también es con-
vergente y su limite es la suma (resta) de los limites.
Es decir, lim(a, = b,) = lim(a,) = lim(b,).

3. Si (a,) y (b,) convergen, entonces el limite del producto de ambas sucesiones
es el producto de los limites.
Es decir, lim(a, - b,) = lim(a,) - lim(b,).

4. Si(a,)y(b,) convergenylimb, # 0, entonces el limite del cociente, cuando es-
te cociente existe, es el cociente de los limites.

~ ga@n lim(a,)

O sea, lim (-En—-) = Timby)

5. Si (a,) converge, entonces limja,| = [lim a/.

6. Silim(a,) = ¢#yes =k, entonces existe un numero natural 5 tal que a, = k
sin=>é.

7. Si(a,)y (b,) convergeny ¥n: a, > b,, entonces lim(a,) = lim(b,).

8. Si(a) y (c) convergen al mismo limite ¢ y ¥n: a, < b, = ¢, entonces (b,) conver-
ge y su limite es ¢.

En todas las demostraciones anteriores a cargo del lector téngase en cuenta la
siguiente consideracion: si & es el nimero que corresponde en la definicion de limite
para (a,) y &' el de (b,), las propiedades comunes a ambas sucesiones seran vilidas
a partir del mayor de elios. Por ejemplo, si & > &', seran validas a partir de n > 5.

EJERCICIOS
1) Probar las propiedades de sucesiones convergentes enunciadas en esta pagina.
2) Probarguesilima, = 0y (b,)esunasucesion acotada, entonceslim (a,-b,) = 0.

3) Aplicando ladefinicion de limite finito o infinito de una sucesion, hallar & para cualquier
€ > 0 en cada uno de los casos siguientes y probar asi que:
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o im (1) = o o i (221 -
() -0 a1t (L) - o
o in(52) - 0 o (2) -
g}hm(::?)=1 h) lim (30 + 1) = +
i) lim(n2+3) = +e j) lim (5 = n%) = —

4) Si existe, calcular el limite de cada una de las siguientes sucesiones:

(@) = (Vn+1-vn) (bn) = V,\_n[i
_ 3)\" _ n+1
o = {1+3) @ = (Vi)
2n nd—1
e = () = (1)
- 2n n+1 . 3n
(g”)_(n+1“ 2n ) {h"l_(n2+1)
_ [ 4n2-1 = 9n2—n+1)
(t) = 2 +3n) (80) = ( n2
() = (V¥4 -n) i =(Vo+vi-vh-va)
5) Indicar el caracter de cada una de las siguientes sucesiones:
i ” 1 si n es impar
(R T s ) ) ={ . B 4
3nt1 g (=Nt e 5 Sl nespar
_ n__ n
(c")_(\/_n—1 \/F+1)

6) Contestar Verdadero o Falso, justificando la respuesta:

a) toda sucesion tiene un punto de aglomeracion;
b) si una sucesion converge, entonces tiene punto de aglomeracién (nico;
¢) si una sucesion tiene punto de aglomeracion Unico, entonces converge.

IV. Sucesiones monétonas

Una sucesion numérica (a,) es creciente si y solo si
vneN: (a,=a,. ),
y es estrictamente creciente si y sélo si
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VYneN:(a,<a,.,).
Analogamente, (a,) sucesion decreciente = Yne N:(a,=a,, )
y (a,) estrictamente decreciente
= VneN:(a,>a,.q).
Las sucesiones crecientes o decrecientes se denominan monotonas.

Ejemplo 1

Verificar que la sucesion (a,) = (Sn_n+1) es estrictamente decreciente.

Escribimos primero algunos términos de la sucesion:

(e 11 16 21 26
@) = (65222 ).
5....16/3 11/2 6
gy SNET o _Soe+1
n n+ 1

1
n+1°

Resulta a, = saln A8y, =5+
Observemos que:

: = 5+J—>5+
+1 n n+1

1
RN+ 1= —> = 8,> 85,1

y la sucesion dada decrece estrictamente.
Vemos también que la sucesidn esta acotada, siendo 6 el supremo y 5 el infimo.
Ademas lim(a,) = 5. O sea, que (a,) es una sucesion decreciente y acotada
que converge a su infimo.
Ejemplo 2
2
Verificar que la sucesion (b,) = (—r&%—) es estrictamente creciente.

Escribimos algunostérminos:

n? n?+2n+ 1
= b " = —
b, n+5 N Unst ni6

Queremos probar Yne N:b,<b, .4
Vemos que:
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b,<b,., = n*(n+6)<(n®+2n+1)(n -5
= n®+6n2<n?®+ 7%+ 11n =5,
Por lo tanto, sabiendo que:
n® =n®A6n2<7n2 AQ<1in -5,

si sumamos miembro a miembro resulta ¥n € N: b, < b, _, y la sucesion es estric-
tamente creciente.

Esta sucesion no esta acotada y diverge a +=,
Ejemplo 3

En forma analoga a las anteriores puede verificarse que la sucesion (c,) =

- ( L ; L ) es creciente, esta acotada y converge a su supremo, que es el numero 1.

Ejemplo 4

1

La sucesion (d,) = ((41] } L;-) no es monotona, esta acotada y es

oscilante,
; - nT
Lo mismo sucede con la sucesion (e,) = (sen T)

Vemos entonces que una sucesion acotada puede tener o no limite finito. Sin
embargo, si la sucesion acotada es ademas monotona, entonces puede asegurarse
la existencia de limite finito.

Esta importante propiedad la demostraremos en el siguiente teorema.

Teorema fundamental

Una sucesion mondtona esta acotada si y solo si es convergente.

Primera parte: Si una sucesion es convergente, entonces esta acotada.
Demostracion

Por hipotesis, lima, = ¢, lo cual implica que
Ve>036>0/|a, - | <esin>5.

Elijamos e = 1
Por una propiedad del valor absoluto (pag. 17), es:

1an| = |(| = |an = ﬁ
Luego, |a,| — |¢|< 1sin>35

y las<1+|€] = ksin>8  (1).
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Hay, ademas, un numero finito de términos de la sucesion: a,; a,; ...;a,_,
para los cuales no se verifica necesariamente la relacion anterior.

Sea a,, entre ellos, el que tiene mayor médulo. (Si la sucesion es creciente, de
terminos positivos, a;, = a,_,.)

Puede elegirse k' / |a,| < k’.
Luego, |a,| <k’ si n=35 (2).

Sea, por ejemplo, k > k'; de (1) y (2) resulta ¥n: |a,| < k y la sucesion esté aco-
tada.

Este teorema es analogo al demostrado en la pagina 132 para limite fun-
cional y se cumple, aungue la sucesion no sea mondtona, de acuerdo con la
demostracién anterior.

Segunda parte: Si una sucesién monotona esta acotada, entonces es conver-
gente. Consideramos el caso de una sucesion creciente acotada superiormente. (Ob-
servese que si una sucesion creciente esta acotada superiormente, estad acotada,
pues a, es el extremo inferior.)

Demostracion

Si la sucesion esta acotada superiormente, como sus términos son numeros
reales, por el axioma de continuidad de R existe un numero real ¢ que es el extremo
superior 0 supremo. Demostraremos que ¢ es, precisamente, el limite de la sucesion.

Consideramos un entorno cualquierade fderadioe/ ¢ —e< < ¢ + €.

£-¢€ ¢  t+e
— A A—
8y 8 a8z.,....85 8y 8p-9. .

Si £ es el supremo de la sucesion, Vn:a, = ¢ < € + €,

es decir, ¥n: a, < ¢+¢€ (1)

Ademas, £—e no es cota superior, pues es menor que el supremo ¢; luego,
existe eN/a; > ¢—¢

Como la sucesion es creciente, n > 8§ = a,=a;> {—¢€

Luego, f—e.<a,sin>§ (2).

Sin > & se cumplen simultdneamente las relaciones (1) y (2), es decir, sin > §,
entonces f—e< a, < £+¢€

Por lo tanto, ¢ es el limite de la sucesion (a,).

Para una sucesion decreciente acotada inferiormente, la demostracion es ana-
loga respecto del infimo.

¢ El nimero e

Como aplicacion del teorema anterior se deduce que la sucesion (a,) =
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((1 - %)n) es convergente.

Para ello basta probar que es creciente y esta acotada. Para demostrar que es
una sucesion creciente se aplica la formula del binomio de Newton para cualquier nu-

mero natural n.
- 1" _ 1} onm=1). 1
Resulta a, _(1+F) = 1+nvF = R 3
+nn—1 n=21 . _1 3+ ooBln= 1) m=2) i 1 1
3! n? n! n"
Efectuando operaciones, es:
1 1 1 ( 1)( 2y . .
an= — i e vl S oot B PR ==
1+‘1"'2!(1 n)+ 3! 1 n i n)
SO D-2) (-2 o
* ! n L n)( n (1).

n!
Sim > n, en la sucesion resulta a,,, > a,, pues cada uno de los sumandos de la

expresion (1) es positivo. ‘
Es decir, 8, <a,<az < , ¥ la sucesién (a,) es estricta-

mente creciente.
Falta verificar, ademas, que esta acotada superiormente.

De la expresion (1) se deduce:
1 1 L 1 b (S 1
ans1+1+?+?+_..‘ -_T51'-1-_+?T.... "'F

es la suma de los términos

ComoSn=1+%+%+ ......... +2ﬂ_1

de una progresion geométrica de primer término 1, razon — y n términos, es:

= ik} —nt
8§ = e (f) = -2 (1-—

7
o =L -
2 2
Por lo tanto, YneN:a,= 1+ S,< 3, y la sucesion creciente esta acotada

)<2

superiormente.
Luego, tiene limite finito y puede darse la siguiente definicion:

e = lim (1 +l)" (e = 2,718281.....).
n

n
Se ha considerado solamente la sucesion ([1 - ?) ) conneN.

Puede demostrarse también, en general, si x varia en el campo real, que
3 1X*
I|m,(1 +——) = e
X
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De la expresion anterior se deduce de inmediato que

X
Iimx_,,(1 ,L) = eh
X

Para elio basta considerar la variable auxiliaru = %
¢ Teorema de los intervalos encajados

Se_an (a,) y (b,) dos sucesiones mondtonas, la primera creciente y la segunda
decreciente, de numeros reales. Sivn:(a,<b,) y¥Ye>038>0/b,— a, < €si
n > §, entonces ambas sucesiones convergen a un unico nimero real ¢.

Demostracion

La sucesion (a,) es creciente y esta acotada superiormente por cualquier b,,.
Por un teorema anterior (pag. 338), la sucesion (a,) converge a su supremo ¢. Es
decir, ima, = ¢.

Analogamente, como la sucesion (b,,) es decreciente y esta acotada inferiormen-
te por cualquier a,, por el mismo teorema la sucesion (b,,) converge a su infimo ¢. Es
decir, imb,, = ¢'.

En primer lugar probaremos ¢ = ¢'.

L

i " " " 4
T t T T T t t

-l e = X '-'bn‘-"ba b2 b]

Como cualquier b, es cota superior de la sucesion (a,,) y € es el supremo de esta
sucesion, es Yn: £ = b, pues el supremo es por definicion la menor cota superior
de (a,).

Ahora bien, la proposicién ¥n: ¢ = b indica que el nimero £ es una cota inferior
para la sucesion (b,). Como ¢ es el infimo de esta sucesion, es ¢ = ¢', pues el infimo
es por definicion la mayor cota inferior.

Luego,esf=¢'y¢ — £ =0.

Se ha visto también ¥n: (b, = ¢' » a, = ¢). Restando estas desigualdades de
sentido contrario resulta:

Vnib, —a . =¢-¢>0 (1)

Pero, por hipdtesis, Ve >0386>0/(n>6 = b,-a, <€) (2).
Luego, Ye > 0, resulta | ¢’ — #| < e por (1) y (2).
Por lo tanto, como ¢ y ¢ son nimeros reales, es ¢ = ¢', y el teorema queda

probado.
Obsérvese que las sucesiones (a,) y (b,,) determinan una coleccién de intervalos
cerrados encajados: [a,;b,] D [a,;b,] D[as;bs]D ... 2[ab,]D ..., cuyas

longitudes tienden a cero. El teorema asegura gue la interseccion de los infinitos
intervalos es un unico punto /.

Osea, ¢ = .-01 [an; bal
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Este importante teorema es equivalente al postulado del extremo superior o axio-
ma de continuidad de R. como se ha indicado en la pagina 16.

¢ Limite inferior y limite superior

Ya se ha observado que una sucesion de numeros reales gue no tiene limite
puede tener varios puntos de aglomeracion.

Si la sucesion esta acotada. puede probarse gue el conjunto de sus puntos de
aglomeracion tambien esta acotado. Puede demostrarse que el supremo de este con-
junto es, ademas, su maximo, y se lo llama limite superior de la sucesion. Analoga-
mente, el minimo del conjunto de los puntos de aglomeracion se denomina limite in-
ferior de la sucesion.

Por ejemplo, la sucesion acotada (a;,) = (1:0: = 1:1:0: =1 ... .. ) tiene limite
superior 1 y limite inferior - 1.

Se indica de la siguiente manera:

I_h;a_.,-—‘l y lima, = -1,

Las propiedades mencionadas pueden demostrarse a partir de |a siguiente defi-
nicion.

Definicion

El numero / es el limite superior de la sucesion (a,) si y sélo si se verifican las
dos condiciones siguientes:

) Ve>038>0/Vni(neN An>8= a,</¢ - €);
2) V € > 0 existen infinitos valores de n para los cuales a, > 7 - €.

La primera condicion exige gue todos los términos de la sucesion, a partir de uno

de ellos, sean menores que ( + €.
Esto indica que, elegido cualquier numero positivo €, hay solamente un nimero

finito de subindices n para los cuales se verifica a, > ¢/ ~ €.
La segunda condicion exige que haya, ademas, infinitos subindices n para los

cuales se cumple a, > ¢ - €.
Analogamente, ¢ es el limite inferior de (a, ) si y sdlo si:

1) Ve> 038 >0/Vn:(neN An=>8= a,>{ —¢€);
2) Ve > 0 existen infinitos valores de n para los cuales a, < ¢ ~ €.

Por lo tanto, si ¢ es el limite inferior de (a,), todos los términos de la sucesion,
a partir de uno de ellos, son mayores que ¢ — €.

Ademas, solo puede haber un numero finito de subindices n para los cuales se
verifica a, < ¢/ — €.

4 Teorema

Si la sucesion numeérica (c,) esta acotada, entonces tiene limite inferior y limite
superior.
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Hallaremos el limite superior por intervalos encajados, y en forma analoga se
puede encontrar el limite inferior.

Demostracion

Como (c,) esta acotada, los infinitos ¢, pertenecen a un intervalo [a; b].

NS
L

a=2, 4,...8..bub=b, b

Consideramos el punto medio del intervalo [a; b]. Elegimos, de los dos subinter-
valos en que queda dividido [a: b], el intervalo [a,; b, ], para el cual se verifican las
dos condiciones siguientes: 1) hay infinitos valores de n para los cuales se cumple
¢, €[ay;b,]: 2) hay solamente un numero finito de valores de n para los cuales se
cumple ¢, > b, (puede no haber ninguno).

Se subdivide luego el intervalo [a,: b,] y de la misma forma anterior se elige el
intervalo [a,; b,].

Prosiguiendo de la misma manera se selecciona una sucesion de intervalos en-
cajados cuyas longitudes tienden a cero:

[asiby] D&z bz] 2[asibs] D ... 2[anby] 2 oann
y tales que, para cualquier punto b, a la derecha de b, hay, a lo sumo, un ndmero
finito de términos de la sucesion (c,).

Por el teorema de intervalos encajados, la interseccion de los intervalos anterio-
res es un unico numero real c. Probaremos que c es el limite superior de (c,).

En primer lugar, ¢ es punto de aglomeracion de la sucesion. En efecto, en cual-
quier entorno de ¢ esta incluido uno de los intervalos [a;b] de la coleccion. Por
la forma en que fueron elegidos dichos intervalos, hay infinitos subindices n para
los cuales se verifica ¢, € [a;b)] y. por lo tanto, tambien hay infinitos n para los
cuales ¢, pertenece al entorno elegido.

Falta probar que no hay ningtn punto de aglomeracion de (c,) a la derecha de c.

Lo haremos por el absurdo.

Sea ¢, un punto de aglomeracion de (c,) tal que ¢ < ¢,.

Como la longitud de [a,; b,] tiende a cero, es posible hallar [a;;b;]/b; <c,.

Por la manera en que se han seleccionado los intervalos de la coleccién, a la
derecha de b, solamente puede haber un numero finito de términos de (c ).

Luego, eligiendo ¢ < ¢, —b, solamente hay un numero finito de valores de n
para los cuales c.e(c,—¢€;¢, +¢). Por lo tanto, ¢, no es punto de aglomeracion.
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Teorema

Si una sucesion tiene limite superior y limite inferior y ambos coinciden, entonces
la sucesion es convergente.

Osea, ¢ = ima, = lma,= lma, = ¢

Demostracion g
i

Por ser ¢ limite superior, para cualquier € > 0 hay, a lo sumo, un numero finito
de valores de n para Ios cuales a, > ¢ + €.

Por ser ¢ limite inferior, para cualquier € > 0 hay, a lo sumo, un namero finito
de valores de n para los cuales a, < ¢ — €.

Luego, Ve > 0 hay solamente un nimero finito de valores de n para los cuales
nosecumplea, e (¢ — €; ¢ + €). Es decir, ¥ >0 es posible encontrar un nimero na-
tural 6 talque n > 8 = a, e (f — €; ¢ + €). Por lo tanto, de acuerdo con la defini-
cion, ¢ es el limite de la sucesion (a,).

Aplicando la definicion de limite finito de una sucesién, puede probarse que el
teorema reciproco también es valido.

EJERCICIOS
1) Verificar que (a,) = il )es estrictamente decreciente.
" n®+3
3
2) Verificar que (a,) = n2n+ 2 ) es estrictamente creciente.

2
3) Verificar que (a,) = —ﬂ;—t%) no es monotona.

3
2!1
4) Verificar que (a,)

|

= ) decrece estrictamente sin = 2.

5) Dar ejemplos de:
a) sucesion monotona acotada e indicar sus extremos;
b) sucesion mondtona no acotada;
c) sucesion acotada no convergente.

6) Demostrar que si una sucesion mondtona decreciente esta acotada inferiormente,
dicha sucesion converge a su extremo inferior.

7) Hallar limite superior y limite inferior, si existen, para cada una de las siguientes
sucesiones;

o _anS = (208 0:2: 90, 2 ..
(a,) = (( 1) n) (bs) = (2:3;0;2;3;0 )
n n+1 = L = HM
(cq) = ((—ﬂ E—_‘I—) (dy) = ( T S e )
(@) = (0;1;0:1;2,0;1;3;0; 1;4; ...) (g,) = (5:5; ... 5 ..)
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(ha) = (Bi0;3 -1;3,-2,3-3; ...) (i) = (1; 1,2 -2,8-3...)

V. Subsucesiones o sucesiones parciales

En la sucesion (a,) = (a;; @,, a;; ...; a,; ...) pueden considerarse infinitos
términos: a,, a,, a ..., y formar con ellos una nueva sucesion.
Por ejemplo, si(n) = (1;2;3;4;5; ...... )

la sucesian (2n) = (2;4;6;8;10 ...... ) esta contenida en la primera o es
una subsucesion de la primera.

Si se considera la sucesion (a,) = (a;:az;84; +o0ne ) v un subconjunto del
conjunto de los numeros naturales: {ky, kp, Kj.... kp...}, donde k; < k, < k; < ...
<k,< ... yk; =1, se obtiene la siguiente subsucesion de (a,):

(ba) = (8,) = (Aggidess .18 %)
donde k; = 1

Ko>ky = k,>1= k,=2
ki>k, = k;>2 = k;=3

En general, resulta ¥n e N: k,, = n.
Hay, por supuesto, infinitas subsucesiones de la misma sucesion.

Ejemplo
sone = (1 it i)
O = (Fi Figimi it )
€ = (Tigigimi oo i)
) = (tgigiges veseingrine. )

En este caso, (b,), (c,) y (d,) son subsucesiones de (a,).
Consideremos en especial (b,).

Esb =a, =a,b, =a, =8;b, =8, =3...b, =3, =a,...
# Nota: Las subsucesiones pueden definirse como funciones compuestas. Considere-
mos el ejemplo anterior, con la sucesion (a,) = (—:1-) y la ?UDSUCF—‘Sién (by) =
= (z5)

Recordemos, en primer lugar, que una sucesion es una funcién cuyo dominio
es N y cuyo recorrido es una parte de R.
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Definimos, ahora, una funcion k de N en N tal que ¥n:k(n) = 2n.

Observese que k es una funcion estrictamente creciente.

Aplicamos después una restriccion de a al recorrido de k. al cual llamamos N .
Es decir, consideramos ahora una restriccion de

a:N,—R/V¥neN,:a(n = —:1—

La funcion compuesta ack:N — R/Vne N:(ask)(n) = alk(n)] = —21?
es una subsucesion de a.
1 2 8 4 & 6 7 8B B
N - e o, -
(k \\\ \\ e \\\
N; eSS =
aok ky = 23N Kke =4 k3 =86 ko = 2n
Nl \\\/&\/) ””‘,———“'
a I><,.\/’/
/.,l’ N\
R i B
gltl L 1
2n 6 4 2

En general, sea a: N — R una sucesion cualquiera de numeros reales. Sea k
otra sucesion estrictamente creciente cuyo recorrido es un subconjunto de N al cual
llamamos N, .

ESkiN—N,/VYmeNVY neN: (m<n = k(m)<Kk(n)).

Consideremos ahora una restriccion de la funcion a, cuyo dominio es N, . Si apli-
camos primero la funcién k y luego al recorrido de k le aplicamos la restriccion de la
funcion a, obtenemos la funcion compuesta

aokN—=R/VneN:(aok)(n = a[k(n)].

La funcion compuesta (a o k) es una subsucesion de la sucesion a.
Suele indicarse a [k(n)] = a,,. como ya se ha visto.

Propiedades

Puede demostrarse de inmediato, aplicando la definicion, que si una sucesion
esta acotada, cualquier subsucesion también esta acotada y cualquier cota superior
de la sucesion es cota superior de la subsucesion. Lo mismo sucede con cualquier
cota inferior.

Ademas, si una sucesion converge, cualquier subsucesion también converge al
mismo limite, de acuerdo con el siguiente teorema.

Teorema

Si una sucesion numeérica converge, entonces cualquier subsucesion tambien
converge al mismo limite.

346



Sea {a,) una sucesiin convergenta y (b,) = (&) une subsucesion cuslguisr
de (a,). _ o
Por definicidn de limite, s @& sucssion {a,) converge &l numern ¢, smarnces
WSUBE 0/ n>8 = o, - Fl < el {1
Esgaci, mwammmrmmﬁmmwmmmmmmmmw

dadl (1) gon aquelios @, para los cusles n s §.
Dieminstrar ol fenrerna consisle sn verificar gue

SNBSS0 b, - &<

Abgirg Blen, por definicidn de subsucesion, Wn & Ml =0, ¥, mmm & tare
NG gy, 8 Untarmine soinckisnte con g, postarion s 8, i,uam i sorliciin exigida
=6 varifica tambien para loe Brminos s, 8l 6> 8.

Es deolr, Yo >0F5> 07 (n > 8= [oy, < €] < ).

Oeea, Ye>» DR8> 0/n>8= b, ~ fl<e
Un razonamiento snaloge vele pars sucesiones divergentes, se deoly, cualquier
subsucesién de ung sudesisn diverganie lambian divergs

Efpmplo
Consideromos s sucesisn { -} cuyn limte 25 0. Como o ha visio 87 1a pégina

321, w>¢a&=;—/(n>a“ﬂaﬁ1<a;
Eplaa&nmféﬂ{ };mrac.ada e Dvglaal mismad = 3— | fates e §=
g:gtzﬁﬁ i——ﬂiaﬁf
i, por elernpl, g9 eligs € = 0,001, puede slegise b = 1000,

Eniag = {%) P oE > 1000 = ggﬂ ﬁQ}_ < GO0 yan b, = (—gﬁe}

ag

o> 1000 =5 [b, — 0}« 0,0008 < 6001,

£l retiprots dal iorons aniaaor nooos valide, pues una subsucesion puads ser
convargeate v no ae la sucssidn cusraspondisnde.

Tgin=2=1
1 1lg - B
: ﬁsm. .

i o o P due 3
Es dedir, (n,) ( g tigi i }

La sucesido {a,) 2s csvilants, fa Subsuckaion {%) gevemye 2 O y i sebains-
sidn {1) conwergea 1.
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¢ VI. Sucesiones de Cauchy

Al considerar una sucesion de numeros reales interesa conocer si es conver-
gente o no. En algunos casos puede aplicarse el teorema fundamenial de conver-
gencia para sucesiones monotonas acotadas (pag. 338}. Si una sucesion esia aco-
tada y ademas es mondtona. el limite coincide con el supremo si la sucesion s cre-
ciente, o con el infimo si es decreciente.

Puede suceder, en cambio. que la sucesion este acotada pero no sea monotona.
En este caso es posible recurrir a la definicion de sucesion convergente. pero su apli-
cacion requiere conocer de antemano cual es el limite supuesto y luego demostrar
que efectivamente lo es. Esta situacion presenta dificultades. pues exige. en cierta
forma, conocer por anticipado el numere que se quiere hallar,

Este inconveniente desaparece si se encuentra una condicion necesaria y sufi-
ciente para determinar la convergencia de una sucesion. que no esta referida directa-
mente al valor del limite.

Esta condicion se conoce con el nombre de condicion de Cauchy y las sucesio-
nes numericas que la verifican se denominan sucesiones convergentes segun Cau-
chy, sucesiones de Cauchy o sucesiones fundamentales,

Definicion

Una sucesion numeérica (a,) es una sucesion de Cauchy si y solo si, prefijado
cualquier nimero positivo €, existe un numero positivo 3 (&) tal que. para cualquier
par de enteros positivos m y n, ambos mayores que 3. se verifica ‘a., a. < €.

Es decir,
(a,) sucesion de Cauchy & Ve >035>0/(m>54 A n>5§ = a, a,<e)

El teorema siguiente asegura que cualquier sucesion convergente de numeros
reales es una sucesion de Cauchy vy, reciprocamente, que cualquier sucesion de Cau-
chy es convergente.

Teorema de Cauchy
Una sucesion de numeros reales es convergente si y solo si es una sucesion de

Cauchy.,
Primera parte: (a,) converge =

= (% >038>0/mM>8 aAn>8§= la, -a, <€)

Demostracion

Si la sucesion converge, existe ¢/ = lim a,,.
Luego, prefijado € > 0. por definicion de limite finito de una sucesion,

35i>0/[(n>5=!an—(!<-§-) A (mbﬁ:» a, f'-’g—)].

Perola, - a,] = [(an ()~ (f -ay) =lam -f|~|f -a,l =
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= ia,,,"Fi«ia,,—-fif.%-t--g = &

Lusgo, m>38 A n>§ = |a, - 2,/ < €, y 5e cumple ia tesis.

Segundaparte: (e >035>0/m>8 A n>d = ja, - 8.l < g)xs
{8,) converga.

Demastracion

Por propiedades 3 y 10 del valor absoluto {pag. 17) v por hipdtesis. es:

fanf — lam =ta, e, 1w 8, an<isle =1 Aam>8 anss

Luago, jla,  <la., - 1sim>3 A n>8§.

Fijgndo un niimero cualquiera m > §, sea k' = Ja,| « 1.

Fesulta, entorces. vn >§: a,l <k,

Adarnas, si entre los términos de subindice menor o igual que § que forman un
conjunto finito es a, el que tiens mayer valor absaluto, ¥ [(n=d= |aj=|a,]) a
Aln=3 =2 lal=k)]

Luego, sik as el mayor entre los nimeros la,,| vk sseumpleVnla =k yla
sucesion (a,) esta acotada, )

Por un tecrema anterior (pag. 342) (a,) tiens limite superior 7y limite inferior ¢,

Si s prueba que ambos limites son iguales, la sugesion convergs, segun el teorema
demostrado en |a pagina 344,

a, a;

Gt tad e s pan FPPRTIOT P Aoy Y
L LARE G L e R ER iRk Eir

L-e € ¢-¢ -« 7 ¥-¢

Supongames que el ifmits superior y i limite inferior son distintos, es decir, 7> £

Elegimos sendos emtornos de 7y £, cada une de radio ¢ « —f—-;—‘g A >0
Coma € es punto de agiomeragidn, nay infinitos valores de n para los cuales &,
pertenece al entorno de radio & = -f—é—i. HSea § ef valor correspondiente a dicho ¢,

de acuerds con la hipdtesis. .

Entre los a, que perlenecen al entorno elegido nos interesan agueiies de sub-
indice mayor que 8. Elegimos entre ellos un subindice m para e cual a, perenace
al entomo mencionado. Andlogarmente, elegimos un subindice n > & tal que a, per-
tensce 4l antomo de ¢ de radio €.

£3 degir, hemos encontrado m > 6/ |a,, — & < —'is—ﬁ (1)
yn>a/fa, —-,{iéf—g-ﬁ {@).



Ahora bien, Z _ﬁ = {?_ am) 2 {am =¥ an) =2 (an ”L‘J
y?_£5|am_?i4’|am_an!_l-lan—_(|'

Por(1)y(2),es ¢ — ¢ <

w|m

Pasando términos, resulta |a,, — a,| > ¢ ;-ﬁ

tradice la hipotesis.

(F-£)+|a,-a,jconm>8yn>3.

= €econm>§yn >4 que con-

Queda probado, entonces, que (a,) converge.

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 9
Seccion |
- (0123 _(3.5.3.15
1) (@) = (0123 ...... ) ) = (SiZigii s )
- bl L B
(c")_( ri R U T T )
2) @) = (=3 "); (b,) =( 2n11 ) (€a) = (=17
1
3) a) infimo: 0 supremo:% b) infimo: —1 Supremo:%
¢) infimo: —% supremo:% d) infimo: 1 supremo: 2
e) infimo: -1 supremo:%
Seccion li

1) a:1 b:nohay c¢:—-1y1 d:0 e:-1y1 f0 @0 h:% j:0

k: no hay

2) a,bye:nohay c:-1y1 d:0 0 g:0 h:% j0 k:no hay

3) Ejemplos:

a) ((-1)"2) 2y -2 puntos de aglomeracion
b) (0;-1;0; -2;0; -3;0; -4, ...... ) 0 punto de aglomeracion
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&) (=0 2INY 5y 1 punios du acuniucion def recpirioe

R T e e i )
2y & puntos de &g&mwﬁa:czen

) punto 48 aoumulagidn dal moerido
4) Vardaderon {0, 1, & 1800, 1 B8 D; 118 4 4 L L. ) tere oomn puntos de
aglomeracidn & J v a yus 1o nireerss nathursies,

% 8l 0 = -~ 18 €< 1. 98 puedia tomar 8 = - bim@.»m;i-
,_..i_... a8 u!.if. 3 _fi : -.E‘
ﬁxazﬁ gy a =N/ = "‘Hde f B
g 62% i aa-g; iy 2/E § = ETE
4 20 b1 ©e® G0 s 1 -g!:—%
hQ f o %3 e k1
5) {8a) w%ma% {by} oscita (o) converge a &
& &) Falso: () o tene punto da aglomeracién,
b} Verdaders (wéase pég. 2511,
vy Falsor (0 &0 4 0:6; 8 16; ... tiene & 0 come Gnied punto 56 aglomenseion
¥ 98 osolianie,
Sexsion iV
By >, 4 sa<a
n+§ , 1 , &
&) a ( %+%}M@ inﬁm*-zv_- aupwnm—gs—_
ATy
L ( ]’fi-!-é_'} —
aH(eas )
Hog =t bg=07=3% oig = o F =
df= 2F=2 me=DFmexsis gf=F=35
B¥ = § ¢noedste | oo edsten
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10. SERIES NUMERICAS

Sea la siguiente una sucesion de numeros reales:

(@,) = (ay:@585;8,5.-..18,:8, . ¢ 5enn).
Consideremos las sumas parciales de sus términos:
S, = a,

Formemos una nueva sucesion con las sumas parciales de la sucesion inicial (a,,).

Egdagin, (58.) = (8:8::950a800),

Esta nueva sucesion (S,,), obtenida a partir de las sumas parciales de la primera
sucesion, se llama serie numérica asociada a la sucesion (a,).

Los numeros a, a,,....a,.... SON términos de la serie y los numeros S,.S,..., S
SON sus sumas parciales.

Por ejemplo, siendo la sucesion inicial

(a,) = (1:%:%; —:1— ...... )

e

1 3 1 1 3 1 11
S, =1 =1 F == = § R e e mm AR e
i S 2 2 5 2 3 2 3 6
N P S o
S, =1 7 F gt 2
y la sucesien (S,) = (1;%; %; ........ ) es la serie numeérica asociada a la su-

cesion (—1~)
n
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Obsérvese que la sucesion inicial (%} converge a ¢ero (pag. 331), misntras

qus la sucesion (S,) es divergants, como sa probard més adslants.
Para facilitar la notacion de una serig ¥ poner en evidencia sus éminos suels
amarse serie a la suma formal

Ea,,=a.[—aa~a$- ...... o T

e

g
La sere anterior, por lo tanto, puede indicarse >, -3_— 0, més simplements;

zl ne=

n

Una serie 68 convsrgents, divergente u oscliante st y 861o si fa suession de

sumas parciaies que la define es, respectivaments, convergents, divergente u os-
citante. )
Si la sarie es convergente, ¢! limite de la sucesion de sumas parciales se lama

suma de fa serfe: lim (8,) = 8, ¥ en ese caso se asigna dicho nimero como valor de
la suma formal:

2 By, = &, *~ B + .. * . ¥ e 28

n=1

Efemiplo
Bea ia sucesion numerica:

A R R I
<an} S ( 15 ¥ 2.3 i 3.4 ."-“”_ﬂ{n__‘-l- 1) ..{.‘).
Consideremos la suma formal o serie numérica asoclada 2 la sucesion anferior:

P TINE RSV (WG, L—
zan 13 4 54 = a4 5 n(_n_"_‘} .

Para determinar si ta serie es convergents debemaos saber si s convergentes e
sucesion de sumaes parcisles,
Descomponienda en fracciones, es:

T S ..
n+1) n n+ 1
¥, por lo tante,
1 1 i}
R e e S e — =
Sa 1.2 23 n{n+1)

fi
.
i
ol
S
+
i
R f-
|
LA
e
+

B

Lusge, im 8, = 1, ¥ la serie dada resulta una seris convergente cuya suma es
iqual a 1.
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EJERCICIOS
1) Esoribir el termino general de las siguientes series:

Sa =3-6-9-12 ..

[Ng
i
i
t
t
i

1 1 1 ,
dn = emewm o mm— B g e = adisee {a > 0)
X \a a \ 2

2} Escribir cuatro ténminos de cada una de [as series sig lientes:
anet -
i o= 3 neﬁ b, = D, (-1 _.{.“_.3.

-1}
o n 3 . 2n -
2 Cy = E (-1 -—-—--~€n+ T Edn = e e

nt -4

I. Serie geométrica

Unaseriedeitipo Dar" ' =a - ar ~ a ~ . = a" ' ~ ... se liama
serie geomnétiica, pues sus términos cormesponden a una progresion geométrica de
razom v {r = 0.

Para hallar 5, sabarios que:

S, =a*ar+a® - . +ar"'’
r8, = ar = arf ~ ., +~ar"' - ar”
Restando, resufta: 5.(1 -1 = a - ar”.
. 1-1"
Slrar=1,es$,,==aTr—.

Para determinar el caracter de la serie geoméltrica propusesta basta caloularim S,
Sa presentan varos casos, pues dicho limite depende del vaior de ia razon r,

Primercaso: -1 <r<t

S I < 1, entonces lim" = 0

] am &
i 8. = lm esafm — ) st =
S, m‘i—-r !m1~r i-1

=3
.r‘

En este case, enfonces, ia serie converge ysusuma es S = 3
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Ejemplo

Segundo caso: r > 1

Si r > 1 entonceslimr” = +=

Luego, resulta mS, = +=3s a >0
olmS, = - xsi a<o0

En ambos casos la serie geométrica diverge

Ejemplo
b, =1+8+8+27+ ...+3 "+ ..
r=38 = r>1 = Ya, diverge.

Tercercaso: r < —1

]

Si r < -1, entonces lim " * Y la serie resulta divergente.

Ejemplo
Do =1 =244 =84 16— 0+ (=2 &+ .
r=-2 = r< -1 = Ecn diverge.
Cuartocaso: r = 1

Si r=1,e 8, = an,
Luego, limS, = += si a>0061mS, = - =si a~< 0.
En ambos casos la serie geométrica resulta divergente.

Quintocaso: r = -1

En esta situacion, S, = 0 si nes numero par
y S, = a si nesnumero impar.
Luego, la sucesion (S,) no tiene limite y la serie geométrica es oscilante.

Ejemplo
Edn=5-—5+5—5+ ,,,,,, + (=" 5+

Sy =0y S, , =5 Luego, Ed,_ oscila.
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En resumen, para saber el caracter de una serie geométrica basta conocer el
valor de su razon:

f 3 = Zar” " converge vy S =

> 1 = Ea " ! diverge.

R Ear" ' diverge.

= = Ea " ' oscila.
EJERCICIOS

1) indicar el caracter de las siguientes series geometricas y, en los casos de conver-
gencia, dar la suma.

e Pia : & b = =
DE B WL SRS . EEW =

3
Y SIPEJN N R

e ¥

Y
6 36

Il
i

Il. Algebra de series

Consideramos a continuacion algunas propiedades de las series numéricas:

1) Si se multiplica cada término de una serie convergente zan de suma S por
un numero real k, entonces la nueva serie Zkan tambien es convergente y su suma
esS' =k S

Sea S lasuma enésima de la serie Eka, y S, lade laserie za,_

Sacando factor comunes S = k-S_.

Luego, limS) = k(imS,) = k-S.

Analogamente, si Ean diverge y k # 0, entonces ZRan diverge.

2) Si zan es una serie convergente de suma A y Ebn es una serie con-

vergente de suma B, entonces E(an + b,) también es convergente y su suma es
S8'=A=B.
En efecto, S A = B,

lim(A, =B,) = A = B.

y lim S,

3) Si Ean es una serie convergente de suma A, an es una serie conver-
gente de suma B y k, y k, son dos numeros reales, entonces la serie zcﬂ -
= El[lma,, + k,b,) es convergente de suma C = k,A - k,B (propiedad lineal).

Esta propiedad es consecuencia de las dos anteriores.
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4) Si Ea,_ es una serie convergente y Eb, es una serie divergente. en-
tonces E{a_ = b, ) es una serie divergente.

Nada puede decirse, en cambio, si las dos series son divergentes.

51 Sien una serie se suprime un numero finito de términos iniciales, de suma K,

entonces la nueva serie tiene el mismo caracter que la primera, y si aquélla es con-
vergente, de suma A, la nueva serie tiene suma A - K.

Sea Eah una serie convergente y an la serie formada suprimiendo
en za,_ los k primeros términos, es decir,

2 b, = 2 -
N=1 n=1

Luego, si llamamos A, a la suma enésima de la primera serie y B, a la de la
segunda, es

B. = A., - A

Il

y lim B, im(A, . - A) =

= limA, imA, = A - K

Esta propiedad se generaliza de |a siguiente manera: si una serie numérica es
convergente o divergente y se suprime en ella un ndmero finito de términos, no se
altera el caracter de la misma.

lll. Condiciones de convergencia

La convergencia de una serie numeérica se reduce a la convergencia de la su-
cesion (S,) de sumas parciales que la define, Interesa, sin embargo, relacionar la
convergencia de la serie con el comportamiento de sus términos a,,.

Para ello se deduce de inmediato que si Ean es una serie convergente, en-
tonces a, tiende a cero. Es decir, se puede demostrar la siguiente condicion necesa-

ria para que una serie sea convergente.
Condicién necesaria de convergencia

Si la serie zan converge, entonces lima, = 0.
Demostracion

Si la serie Ea" converge, la sucesion (S,) de sumas parciales tiene limite
finito S.
Por definicion de limite finito de una sucesion, Y€ = 0 35 > 0/(m > § =
1S = & < €)
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Luego, V€ > 0 38 > O/m > & = [S,.,-S| < % By 2 %

Porlotanto, [S,., — S| + |S - S| < % + % = &,

Por la desigualdad triangular:
8y =9+ 8 =85 = B4 =8 * [8=85l'2E
Luego, [Sn.; —Sul = lan.] < €.
= 0.
Haciendo m + 1 = n queda la tesis.

Se verifica, entonces, lima

m+1

Esta condicion de convergencia es necesaria pero no suficiente. La serie 2 e

(llamada serie arménica) cumple la condicion, pues Iimjn— = 0, y, sin embargo, es

una serie divergente, como se demostrara mas adelante.

En realidad, esta condicion proporciona méas bien un test para determinar la "no
convergencia” de una serie. En efecto, si el término general tiende a cero, nada
puede afirmarse sobre el caracter de la serie. En cambio, si lim a, # 0, puede ase-
gurarse que la serie no converge.

i ; Bl g2 8
Por ejemplo, la serie En ST =g ts *tg t - nOCONVerge, pues
oo
& =5er L Mo~

4 Condicion necesaria y suficiente de convergencia

El criterio de Cauchy para convergencia de sucesiones proporciona una condi-
cion necesaria y suficiente para convergencia de series numéricas.

En efecto, si la sucesion (S,) de sumas parciales es una sucesion de Cauchy,
sabemos por un teorema anterior (pag. 348) que es una sucesion convergente.

Es decir, si prefijado cualquier nimero positivo € existe § > 0 tal
que |S, - S, < € sim> 8an > §, entonces la sucesion de sumas parcia-
les (S,) converge, y reciprocamente.

Sim > n, es la diferencia S, — S, = a,., + a,., + .. + a,.
Siendo p=m — n, resulta S, — S, = 2y, + 8, .. + 2 Y
condicion de Cauchy para convergencia de series numéricas suele enunciarse de
la siguiente manera:

La serie Ean converge si y solo si para todo € > 0 y para todo p € N
existe 6 >0/|a,,, + @, + .. + 8, <€8inNn>38

n+p
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EJERCICIOS

1) Aplicando la condicion necesaria de convergencia, indicar cuéles de las siguientes
series no pueden ser convergentes:

zan = E 21n Ebn - >-2 zcn = E :

n+2 n(n+1)
3 2n? -3
2th=Fmry 25y En=Y—

IV. Series de términos no negativos

La serie Ean es una serie de términos no negativos si, como lo indica su
nombre, para todo numero naturalnes a, = 0.

Teorema

Una serie de términos no negativos converge si y solo si la sucesion de sus
sumas parciales esta acotada.

Demostracion

Como S,., =S, + a,.; ¥ 8., = 0, resulta ¥n: S, = S,,.

Por lo tanto, la sucesion (S,) es una sucesion mondtona creciente. Por un teo-
rema anterior (pag. 338), esta sucesion converge si y sdlo si esta acotada.

Como consecuencia de esta propiedad resulta que una serie de términos no
negativos no puede ser oscilante, pues si la sucesion (S, ) no esta acotada, entonces
diverge a +=.

Aplicacion

La serie 2% (serie armonica) diverge.

Demostracion

Consideremos, para cualquier n € N, las sumas parciales S,, y S,,.

I 1 1 1
B By =8y = n+1 K n+2 + n+3 F o ¥ 2n =
1 1 1 1 1
=t — + pprres + — =N — = —,
2n 2n 2n 2n 2
1

Luego, ¥n: §,, — §, = (1).

2
La condicion de Cauchy asegura, si la serie fuera convergente, que para
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1 1
6—53830/(n>8 = szn—snci).

Luego, por (1), la serie arménica no puede ser convergente. Como ademas es
una serie de términos positivos, si no es convergente, diverge.

Es decir, la serie E% es una serie divergente.

¢ V. Convergencia absoluta y condicional
Se puede considerar, para cada serie Zan, la serie Eianl formada con los
valores absolutos de sus términos.

Si la serie Z|an| converge, la serie inicial es absolutamente convergente.

Si la serie Ean converge, pero no converge la serie de los mddulos, la se-
rie inicial converge condicionalmente.

Puede demostrarse facilmente que una serie absolutamente convergente es
convergente.

Teorema
E |a,| converge, entonces E a, también converge.
Demostracion

Por la condicién de Cauchy (pag. 358),| como Zlanl es convergente,
Ve > 0VpeNIs > 0/n > 8 = |la,.,| + |a,.] + .o + |ap.,ll

= ian-rlr + |an+zi + o + | n+ni < 6)
Por la propiedad triangular:

!anu t @pp t o an+p| = Iana1| * ian-2| + o F tanapl < E.

Luego, es |a,,, + @y + ... + 8y, < €. Pero esta lltima es la condicion

de Cauchy para la serie Ean y, por lo tanto, asegura su convergencia.
Como ya se ha indicado, el teorema reciproco del anterior no es valido.

Ejemplo 1
La serie 2 o ) es absolutamente convergente, pues la serie de mo-
n(n + 1)

dulos EW% convergente (pag. 353).

Ejemplo 2

& n
La serie 2% es condicionalmente convergente, pues la serie de mo-
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culos EF {serie armonica) es divergente mientras converge la serie inicial, como
se probara mas adelante.

Consideremos la serie numerica Za,,. con infinitos terminos positivos e infini-

tos términos negativos. Designamos b, al primer término positivo. b, al segundo.
etc. Sea —c. el primer término negativo, —c¢, el segundo. etcetera.

n r 5
Luego. cualquiersuma S, = EEL = Ebn - Ecn (r+s=n).

Ll & het

Teorema 1

& -l —_ ]
Si }_‘a, es condicionalmente convergente. entonces an y zcn son am-
bas divergentes.

Demnostracion

Si Eb, % Zc, fuesen ambas convergentes, Z(bn +¢,) también seria
convergente. por una propiedad anterior (pag. 356).

Pero E{b, +c,) = E a, . y la serie dada resulta absolutamente conver-
gente, en contra de la hipotesis,

Si una de ellas fuese convergente y la otra divergente, entonces Z(bn i)

es divergente y la serie Ea,. resulta divergente contra la hipotesis de que conver-
ge condicionalmente.

Luego, Eb, y Ec, son ambas divergentes. (No pueden ser oscilantes
porque Sb y Ec.. son ambas de términos positivos. )

Consecuencia

Silaserie > a, es absolulamente convergente. las series S b,y e,
son ambas convergentes.

Si una de ellas fuese divergente, la serie de médulos > a, = > (b, +¢,)
también seria divergente, contra la hipotesis supuesta.

Reordenamiento de los términos de una serie

Si a partir de la serie Zan se forma otra serie zhn cuyos términos son los
mismos numeros a, . pero ubicados en distinto orden, la segunda serie es un reorde-
namiento de la primera.

Teorema 2

Si una serie es absolutamente convergente, entonces cualquier reordenamiento
tambien lo es y su suma es la misma.
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En primer lugar, lo demostraremos para una serie que tiene todos sus términos
positivos. (Obsérvese que si una serie de términos positivos converge, converge ab-
solutamente, pues la serie de modulos es la misma serie.)

Demostracion

Sea > a, laserie consideraday > h, un reordenamiento cualquiera de la

misma.

Sea, ademas, (A,) la sucesion de sumas parcialés de la primera serie y (H.) la
de la segunda. Ambas sucesiones (A.) y (H,) son sucesiones mondtonas (estricta-
mente crecientes) de términos positivos.

Como Zan converge, lim (A,) = supremo(A)) = A.
Ahora bien, para cualquier suma H, = h, + h, + ... + h,. los terminos h,,
o P h, son términos de la serie zan y. por lo tanto, cada suma parcial H,

aparece contenida en alguna suma A_ de (A,). que puede contener, eventualmente,
otros términos a,. Es decir, V¥n3s/H, <= A,

Por lo tanto, como A es el supremo de (A,), se verifica Yn: H, = A

Luego, la sucesion creciente (H,) tiene limite finito y es

lim(H,) = A (1).

Ahora bien, por definicion de reordenamiento, cada suma A, esta contenida en
alguna suma H,, a la cual pueden pertenecer, eventualmente, otros términos h,. Es
decir, ¥n 3r/ A, = H, (2).

Como (H,) es una subsucesion de (H) y ésta converge, también converge (H,).
Por un teorema anterior (pag. 346), ambas tienen el mismo limite. O sea, lim (H,) =
= lim (H,).

Ademas, por (2), lim (H,) = lim (A,) = A

Luego, es lim (H,) = A (3).

De (1) y (3) resulta: lim (H,) = A y > h, converge con suma A.

En segundo lugar, si la serie Ean tiene infinitos terminos positivos e infinitos

términos negativos, basta considerar las dos series convergentes de términos posi-

tvos Db,y D¢,/ Da, = 2b, - D¢, (pag. 361).
Cualquier reordenamiento de > a, origina un reordenamiento de > b, y de

c,. Por la primera parte de este teorema, ningun reordenamiento de una serie con-
vergente de términos positivos altera su caracter ni su suma.

Luego, Db, = B, D¢, = Cysemantiene >a, = B - C.

La propiedad anterior, propiedad conmutativa, es valida en series cualesquiera
solamente si dichas series son absolutamente convergentes. Si la serie solo conver-
ge condicionalmente, es decir, si no converge la serie de modulos, entonces, reorde-
nando la serie inicial, pueden obtenerse nuevas series convergentes de suma prefi-
jada, divergentes u oscilantes.

Por ejemplo, la serie

_I"I.'l'1___ _i _T-_
T s o = o o i
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converge sdlo condicionalmente, pues 2% diverge (serie arménica).

Trataremos de reordenar sus términos para que su suma sea el numero 1,2,
E! procedimiento a utilizar es la base para la demostracion del préximo teorema.
Sea S, la primera suma de términos positivos que resulte mayor que 1,2. Esto es
posible, pues la serie formada exclusivamente con los términos positivos es diver-
gente.
1 4.
S, =1+ —==—
] 3 3
Se agrega ahora el nimero necesario de témminos negativos para que la nueva
suma sea menor que 1,2:

1 1 5
S = 1 o e — o — R e
< 3 2 6
Se suman luego términos positivos hasta obtener el primer valor mayor que 1,2:
S.’& =1 + i o i + l 3 _L = ..1. = _§u_

3 2 5 ¥ 9 630 °

Se restan ahora términos hasta conseguir la suma siguiente, préxima a 1,2 por
defecto, etc.:

1,2

i " Il
T T *

5 31 811 4

s Ay e

La nueva serie, cuyos términos se obtienen de la manera propuesta:

1 1 1 1 1 1
2 =1tg-grgtgtg- -
es un reordenamiento de la serie inicial que resulta convergente, con suma 1,2.

Sus sumas parciales son:

4 5 31 247 811
D=1 D=3 D=5 D=5 D=5 D= =

Como la serie inicial es convergente (condicionalmente), es lim a, = 0y, por lo
tanto, imb, = 0ylimc, = 0.

Para probar que 1,2 es el limite de la sucesién de sumas (D), basta probar que,
prefijado cualquier € > 0, se puede determinar un n a partir del cual la diferencia
|D, — 1,2| <€.Como (b,) y (c,) tienden a cero, V€ > 035 > Otalque |b,| <€y|c,| <€
si n > &. Por la forma en que fueron ordenados los términos, existe m tal que
[Dm = 12| < |b,| <€ 0 |D, — 1,2 < [c,| <€ si m> 8. Luego, lim (D) = 1,2,

Teorema de Riemann

Si za,, converge condicionalmente y k es un nimero real cualquiera, enton-
ces existe un reordenamiento de Ean que converge al numero k.
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Gemusiracion

Sean %b, ¥ ¢, les dos series divergentes, formades respectivamente
gan log Brminos positives ¥ los moduios de o8 iines hegatives de 4,

Se eligen t@rminos sucesivos de Tbﬂ hasta obterer la primera suma parcial
gus suUpBe & k. Eota suma eiisle por atarse de las sumas parciales de uha seilé
divergenie.

Soa 8§, dicha sums. Resulta |8, - k| = 8, - 8. || = b,.

S8 testen, ahora, 1érminos Sucesivos de ¢, hasia oblener fa p:meza suma
parcial menor que k. Sea 8 dicha suma, Para las sumas 8, ,, Sy.p. . & .l dife-
renciz con el mimero k 9s menor que by,. Ademés, {8, - K = ¢.

B e
,,,—"’ ‘?“'\e‘\
R ST Lo LA i
5% B By B S S 6,
'\\*Eq*j«"

Continuands de 2as meneraselonna una sene de swhnas pamiaies &, Porla for
ma en que se han elegide estas sumas, y recardando que lim b, = lim &, = 0,
prefiiado cualouier € > s posibls hallar 8> Ctalgue 18, ~ &l<€ sin> &
Luego, Him (8,) = k y la sucesitin [5,) converge & ndinero k.

Por un procedisnisnto simitar se fueds oblenr, oon los Bimiinos de la sane
inicigd, un reordenamismg que zes divergenis 8 +w, divergents a - =, osollanite
enifa nimeros reales prefiados o divergente a .

EJERCICIOS.

1) Cenvergentia sbstluta o condicional de lag serles sigulentes:
ki 3 - 4 . = y :
s B = By T A ke

" - 1
S = Bico'—% B = B

2) Dar un reardenamisnto de |2 sere sigulents, cly« suma sea 1 5:

Ean - .;;E{,_ﬁmu %



VI. Criterios de convergencia para series de términos
no negativos

Como consecuencia del teorema que asegura la convergencia de una serie si
converge la de sus modulos, que son ndmeros no negativos, en muchas ocasiones
interesa conocer el comportamiento exclusivo de las series de este fipo.

Por otra parte. ninguna de las condiciones de convergencia consideradas hasta
ahora sirve, en la practica, para determinar de manera simple el caracter de una serie.

Para ello recurriremos a criterios de convergencia cuya aplicacion es inmediata.
Estos criterios son validos exclusivamente para series de términos no negativos y, en
algunos casos. solamente para series de términos positivos.

Criterios de comparacion

Hemos visto ya algunas series cuyo caracter es facil determinar, como las series
geométricas y la serie armonica. Estas series se utilizan para determinar el caracter
de otras series por comparacion.

1) Convergencia

Sean >'a, y b, dos series numéricas, ambas de términos no negativos.
Si ¥n€N:a, = b, y ademas, > b, converge con suma B, entonces >a,
también converge y su suma no supera a B. (an es una serie mayorante

de a,. )
Demostracion

Considerando las sumas parciales de ambas series, resulta
¥n: A, = B, (1).

Como (B,) es una sucesion creciente de limite B, dicho nimero B es el extremo
superior de (B,).

Por (1). B también es cota para la sucesion creciente (A.)y, por lo tanto, existe
lim (A,) y dicho limite es menor o igual que B.

Nota: En la hipotesis de este teorema se ha exigido que la desigualdad & =b,
se verifique para todo nimero natural n. Esta condicion es mas fuerte que la siguien-
te, con la cual la tesis del teorema también se cumple en lo relativo al carécter de las
series: basta que exista un numero natural r tal que a, = b, sin >r En efecto, si

la desigualdad no se verifica para n = r, pueden suprimirse los r primeros términos en
ambas series, con lo cual el caracter de las mismas no varia (pag. 357).

Ejemplo
Trataremos de determinar el caracter de la siguiente serie de términos positivos:

2 SRS PO [EPOuNS SEPH Ko B
& = 75 21 3 o n "
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Consideremos la serie geoméirica:
Sb, =1 -

s . ; 1
Esta ultima serie es convergente, pues su razon es -E

S
2 g - 2!

Ademas se observa que: - 3 = " = !

n! 123.n = q22.2 =il

v 1 .
Luego, ¥n: ' = F.osea. a, =b,.y Za_, es serie convergente

por comparacion.
2) Divergencia

Sean Ean y an dos series de términos no negativos. Si para cualquier
numero naturaln es a, = b, y,ademas, > b, diverge, entonces > a, también
diverge. (Ebn es una serie minorante de zan.)

Demostracion

Si la sucesion (B,) de sumas parciales de > b, diverge. Y€ > 0 35 > 0/
B,>: si n > &, por definicion de limite infinito positivo de una sucesion.

Como ¥n y Ve > 0: A =B, >esi n> 3§, la sucesion de sumas (A,) también
diverge,

Ejemplo

Consideremos la serie siguiente:

y tratemos de probar que es divergente.
Para ello buscamos una serie minorante; por ejemplo, la serie armonica

2.0,

Resulta ¥n: 1_ = i.osea, ¥Ynia, = b
N R

1 +

e g
=

Lk
2 3

e

Como zbn diverge, también diverge Ean_

1
r.‘h

Analogamente, la serie 2 divergesi h < 1, pues, comparando con la

; P o i 1
serie armonica, 'ufn.——n— > —
n n
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Obseérvese que si la serie conocida es convergente, los términos de la serie por
investigar deben ser menores que los de aquélla, y que en cambio nada puede ase-
gurarse si son mayores. Nada puede asegurarse, tampoco, de una serie cuyos térmi-
nos son menores que los de una serie divergente.

Consecuencias del criterio de comparacién

1) Dadas dos series numéricas Ean y Ebn. ambas de términos no nega-
tivos, si Ebn convergey 3re N/'n = r = a, = kb,, donde k es un nimero
positivo, entonces Zan tambien converge.

Demostracion

Si zbn converge, también converge Zkbn (pag. 356). Luego, basta aplicar
el criterio de comparacion a las series  >a, y kb,

Analogamente, si zbn divergeya, = kb, (k> 0), entonces zan también
diverge.

2) Dadas dos series numéricas >.a, y b, ambas de términos positivos,

F a b
si Ebn converge y 3re N/ (n =r= 8.:1 = bn'_“ ).entonces > a, tam-

bién converge.
# Demostracion

La condicion de la hipotesis se verifica paran = r. Es decir,

a, b, )
(1) = a = .
a, 4 br-] br—‘l

aJ'—'I

Sea k = > 0. Probaremos que la relacién a, = k-b, se verifica
=1
también para todon > .
Consideremos la condicion de la hipotesis paran = r + 1.
a
Resulta a,, = Tr'b"‘ (2).
r

Como & = B
br br-1

: a : . .
men!eT' por el numero k, la desigualdad se mantiene y resulta a,,, < kb, ,.

r

= kpor(1),si en la relacién (2) se sustituye el co-

La misma relacion puede probarse por induccién para cualquier subindice n pos-
terior a (r + 1).

Esdecir, Yn:n = r = a, = k-b,,dondek = :,.1 ‘
-1
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Aplicando la primera consecuencia del criterio de comparacion, Zan es una
serie convergente.

Aunque el criterio de comparacion y sus consecuencias son méas accesibles que
las condiciones de convergencia vistas anteriormente, tampoco es facil, en la practi-
ca, encontrar la serie que resulta conveniente para la comparacion.

El criterio siguiente, en cambio, es de aplicacion mecénica y simple, si bien no da
conclusiones para todos los casos.

Criterio de D’Alembert”

Sea Ean una serie de términos positivos. Si existe el limite ¢ del cociente de

cada término sobre el anterior y ¢ < 1, entonces la serie es convergente. Si ¢ > 1,
entonces la serie es divergente. (Si ¢ = 1 nada puede asegurarse sobre el caracter
de la serie.)

Primera parte: lim aa" =Ly €<

n—1
Demostracion

Por propiedad del conjunto de los numeros reales, 3k > Otalgue ¢ < k < 1.
Adem4ds, por propiedad del limite finito de una sucesién (pag. 335),, si

a
lim——"— < k, entonces
n-1

3reN/(n>r = 8n <k),
an—1

Luego, L

3, Kk
Pero Ek" es una serie geomeétrica de razon k y es convergente, pues 0 <k < 1.

Aplicando la segunda consecuencia del criterio de comparacion, > a, resulta
Oclnvergeme.

sin>r.

Segunda parte: |im :“ mif OF S0

n—1
Demostracion

Por propiedad de limite finito de una sucesion (pag. 335).

EIreN/(n>r = &n >1)

n-1

y,porlotanto, a, > a,, sin>r

* Jean D'Alembert (1717-1783), cientifico y matematico que integré el grupo de filosofos
franceses que publicaron la Enciclopedia. Es conocido, en especial, por sus trabajos sobre
mecanica.
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Es decir, como los términos de la serie son positivos y forman una sucesion
estrictamente creciente, es lima, # 0.

Pero en una serie de términos positivos, si el término general no tiende a cerd, la
serie diverge.

Ejemplo 1

Aplicando el criterio de D'Alembent, averiguar el caracter de la serie siguiente:

E n

5!1
n
fim—22— = im—2— = m—L = L <1 = " converge.
! n—1 5(n—1) 5 5"
5|"I—'l
Ejfemplo 2
: : : 3"
Averiguar el caract I
guar e er de la serie E =
" -
b O n _ o B(n-1) B
lim e Wiy » == B ¥ diverge
n-1
Ejemplo 3
Determinar el caracter de la serie E——2—1—-—
n® +1
. S
2 2 _
n—D2 1 o lioEnt2
1 n? +1
(n=1)% + 1
En este caso el criterio de D'Alembert no informa sobre el caracter de la serie.
X
Obsérvese que en la serie armdnica lim :' =1y E% diverge. En
n—1
-
cambio, en la serie 2—1— también Hm—nz—— = 1, y puede probarse
) nZ 3 )
(n—1)2

que ET‘:—Z— converge,
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n

— , v : a
Nota: El criterio de D'Alembert exige que lim = = ¢ < 1, y no basta la

n=1

a,

condicion < 1 para que la serie sea convergente,
-1
En la serie armonica, por ejemplo,
L
a, n =1 1
a,.4 )|

A=
y la serie armonica diverge.
Si no se desea aplicar limite, la condicion de convergencia de D'Alembert exige

a,

que el cociente S€ conserve menor que un numero k < 1.

n-1

Osea,si Jre N/(n >r = <k < 1).entonces Ea,.,converge,

n—1
El criterio de D'Alembert puede completarse demostrando que si

. a
lim L = +m‘
n-1

entonces la serie diverge.

Criterio de la raiz (Cauchy)

Sea a, una serie de términos positivos. Si existe ¢ = lim \"aE,, ¥ £,
entonces, a, converge. Si ¢ > 1, entonces Zan diverge. (Si £ = 1 nada pue-

de asegurarse.)
La demostracion es analoga a la del criterio de D’'Alembert.

Primera parte: |m</a, = ¢ y ¢ < 1

Demostracion

Por propiedad del conjunto R, si ¢ < 1, entonces existe un numero real k

talque ¢ < k < 1,
Por propiedad del limite finito de una sucesion, existe un ndmero natural r tal

que:(n >r = v a, < k).
Luego, a, < k", ycomo Ek“ es una serie geométrica convergente, la se-
rie Ean converge.

Segunda parte: |im xn/a,, =£f£y £>1
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Bemostrexiin

Por propledades sntariores exists uny nlimare Ratural t tal ques [n 1 = 3, > 1)
Luego, Mm@, * Gy laseie ¥a, diverge

Aglicande af oiterie da ln raly; avedgusr o vardcler dé los siguisntsy seres:

1 F
ﬁﬂ{lf%;émﬁm“ami = §
2 Z (g
vy ()" = >+ Bl R s

Criterio de Ragbe”
Bea S, Lndsede ds Seminos posifivas. 8 exists

& = tmn(s ~ ﬁ—)] § £ t.enonoss Fa, converge. 1 # < 1, en
fonces  Bm, diverge @ ¢ = 1 nadls pvede meguEse.)
primers parte: W [o{1 - B)] =& § &1

BlE» Lentoge Je > 0081+ 851
Adems, por una propledad de (as sucasivnas sonvergentes (ndg, 338),

SteN/ary =0 1‘“*&" =148 =
grensuzr = afs %M)

= p et oo 4 . ¢ =
-]
B NB g v B, P8y F B8g. =
= -, — N > oy )

¥ Jose Luls Rashe (BB11855) mstemdlicn v ashdiionioe slarhis, piofoor de i Uriviisi-
dad e Duich, &mmmmmeQNmWymmm




La demostracion no pierde generalidad si se supone r = 1, pues si r > 1
basta suprimir los r términos iniciales y el caracter de la serie no cambia (pag. 357).
Por lo tanto, la relacion (1) es valida para todo nimero natural n > r = 1,

Si n=2 es a, — 2a, > ca,
n=3 2a, — 3a, > ca,
n=4 3a; - 4a, > ca,
n=~h (h—1)a,_, — ha, > ca,_,

Sumando, al cancelar términos resulia:

a, = ha, >ela, + 8 + .. + 8,)

a, — ha a
Luego, a;, + a, + ... + 8,4 < —‘-c——"—~ < T‘ = k, donde k no de-

pende de h.
Es decir, existe un numero positivo k tal que Yh: S, . < k. O sea, la sucesién
de sumas parciales esta acotada, lo cual implica que la serie es convergente.

Segunda parte:  |im n(1 - —a"——) =fy £<1

=1
Demostracion

Por propiedad del limite finito de una sucesion,

3reN/n>r=n(1— a")<1=’
-1
=|n-n h_ <1 =
an-l
=>|n<1+n = TR
8n—q
=|n—41=<n Zn =
8y
='Ll< a" =
n e
A
= | Gn = .
I 1
n-—1

El segundo miembro de la desigualdad anterior es el cociente de dos términos
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consecutivos de la serie armonica. Por la segunda consecuencia del criterio de com-
paracion, zan resulta divergente.

Ejemplo
Ao
B
lim n(1 = —ﬂ:—) = lim n(l —ﬂ—n—zuz—)
(n-1)?

— 2n -1 e 2R~ 1
= lim I:n(————nz ):l = hm—n— =2>1 = z?converge.

Obsérvese que el criterio de D'Alembert no properciona informacién sobre el
caracter de la serie,

pues |m ——— = 1.

EJERCICIOS

1)

si h > 1.

2) Aplicar el criterio de comparacién para determinar el caracter de las series si-
guientes:

a) 2___1_.

T
2Dy

n? +1
9 S D
3) Aplicar el criterio de D'Alembert:
i 0 B2 o S Aneend
@ 3~ 0 2—

; n®

2 n+1)!

E K) E n! ) E (n+1]{n+2)
gm 5n"
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m) E E:nn.' n) z (n+3)! " EM

33"

n!
W Xy

5) Aplicar el criterio de la raiz:
0 > (2) @0 o3 (=

6) Aplicar el criterio de Raabe:

D" 9 3@)

a 1 1

a) 2, (2n+1)(2n—1) b) 3 nZ + 1 02 nn+1)
5 nt =1 n-1

d}z?{ e)22n2+1 f}22r'|2+‘1

VIl. Series alternadas

Si los términos de una serie de numeros reales son alternadamente positivos y
negativos, la serie recibe el nombre de serie alternada.

Porejemplo, > (-1)"'a, = a, — a, + a8, — a, + .. (a, > O)esuna
serie alternada.

Criterio de convergencia

Si (a,) es una sucesion de numeros reales positivos que decrece estrictamente,
entonces 2(—1}"*1 a, converge siy sdlosi lima, = 0.

Primera parte: Sila serie alternada converge, entonces lima, = 0.
Es la condicion necesaria de convergencia para cualquier serie numérica
(pag. 357).

Segunda part=! Si lima, = 0, entonces la serie indicada converge.
a) Las sumas de indice par forman una sucesion estrictamente creciente.
Sz = Son *+ (Apniy = 8ps2)

Sansa = Spn + €(€ > 0, pues ay,., > a5, ¥a
que (a,) es estrictamente decreciente)
Luego, ¥n: S,, < 8,45 ¥ 8, € §; < §; < ... € 8,5, € 8400 < e
O sea, (S,,) es estrictamente creciente.
b) Las sumas de indice impar forman una sucesion estrictamente decreciente.
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Smaa = s‘:h-tr - lazn = %41}
Boiey = Sopq — € &€ > 0}
Luego, Vi 8y > 8ot ¥ Sy > 85 > 8 > L > 8, > 8y >
O sea, (8,,.,) es estrictamenite decreciente.
&} Cualguier suma ds indice impar gs mayor que la correspondiente suma de
indice par.
Vn: Sgﬂ = Sﬂl‘l*‘l s a':’mi =% Y Ba‘ < S%.H
Ahora bien, la sucesitn creciente de sumas pares esié acotada
por cualquier surna impar y, andiogamente, la sucesidn decrecients de sumas impa—
res astd acotada inferiormente por cualguier suma par,

8 <8, 9.28, s, <u.<8 <8,

Por el teorema fundamental de sucesionas mondtonas acoladas (pag. 338), am-
bas sucesiones tisnern limie finito,

Es daair,

FB/mSE,, = § vy H'S’!Hmsg,,” = 8
Ahorabien, 8,,., = S, + Hpy-
e By, = IMB,, + lmay,,,.
Cbmopwhipétaaisashmawﬂ = 0, resulia:
g =8+0

Luego, fa sucesion (S,) de sumas parciales (pares e impares) lisne un limite
Unico y ia serie considerada es convergants.

Gréficamente:

—

Efemplo
La serie allemnada E{-—"l y %-'ais eonvergente.

En efecto, la sugesitn (%) de sus thrminos o§ estrictaments decrscients,

b . g
pues Vn.n > ﬂ+1.ﬁ;dmases Iimh =0
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EJERCICIOS
indicar el caracter de las siguientes series alternadas:

-q n-1 -
a) E___(zn-)n SRRy o 1
0 -1 L2

¢ VIil. Series de funciones

» Do

Hasta ahora se han estudiado solamente sucesiones y series numéricas. Pue-
den considerarse también sucesiones y series funcionales, es decir, sucesiones y
series cuyos términos son funciones escalares.

Sucesion de funciones es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los nume-
ros naturales y cuyo recorrido es un conjunto de funciones escalares.

(f.) = (f:fif. 00 0....) es una sucesion numerable de funciones reales.

Serie de funciones o serie funcional asociada a una sucesion de funciones es la
sucesion de sumas parciales de la misma.

Es decir, valen definiciones analogas a las de sucesiones y series numéricas,
Pero si bien la definicion puede parecer similar, el concepto es diferente y mucho mas
amplio.

Sea la siguiente una serie de funciones:

Shef ahel e . wf =,
Six es un punto que pertenece simultaneamente al dominio de cada una de las
funciones consideradas, entonces

D) = £ ~ L) = ... = i) =

es una serie numerica.

Es decir, para cada numero x que pertenece a la interseccion de los dominios de
las n funciones, la serie de funciones se transforma en una serie numeérica que puede
0 no ser convergente.

Por ejemplo, si la serie Efn{x) es convergente en el punto x,, por definicion
de serie convergente existe un numero real que es su suma y al cual designamos f(x, ).
O'sea, 3f(x,) /f(x,) = Df,(x,).
Se cumple:

ve = 0 35 (€x,) > 0/|3 f,(x,) f{x,;| <€sin>s
h 1

Analogamente, si la serie converge para x,,
3M(x,) / D fa(x,) = H(x,) y
> ) fx;)
h

Aunque se elija el mismo numero € para ambas series, en general 4 = &', pues
cada uno de ellos depende, respectivamente, de x, y x,, ademas de depender de €.
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Si consideramos el conjunto | = {x,, x,}, la serie zfn(x} es convergente

en |, y para cada € basta elegir el mayor entre 6 y &' que resulta valido para ambas
series.

Sielconjunto | = {x,,X;X,,....X,} €8 un conjunto finito de n elementos, y la serie
de funciones converge simultaneamente para los n valores de x, el mayor entre los
valores de & es valido para todos los casos y la serie ztn(x) converge en |.

Si se trata, en cambio, de un conjunte | de infinitos elementos, no siempre es
posible encontrar un numero & que dependa de € y no dependa, ademas, de cada
valor de x.

Si ello es posible, se dice que la serie de funciones es uniformemente conver-
gente. Puede probarse que la convergencia uniforme es una propiedad mas fuerte
que la convergencia, pues implica la convergencia de la serie funcional, pero el
reciproco es falso.

Definiciones

1) La serie de funciones an esconvergente en el conjunto | si y solo si, para
todo x € |, la serie numerica zfn(x} es convergente,
O sea,

Vxel:[’v’e > 035> Ol(n =8

gfh(x} — f(x)| <€)

2) La serie de funciones an converge uniformemente en el conjunto | si

ve > o;[aa > UIVxei:(n S § = Iifh(x) . f(x)| < e)}
h=1

La diferencia fundamental entre ambas definiciones esta, como ya se ha indica-
do, en que la convergencia uniforme exige, ademas de la convergencia, que el nu-
mero & que se determina para cada € sea independiente del numero x.

En el caso de series numeéricas, convergencia y convergencia uniforme son equi-
valentes, pues hay un solo valor x.

Las series de funciones uniformemente convergentes definen, a su vez, nuevas
funciones.

Puede demostrarse, por ejemplo, que la suma de una serie uniformemente con-
vergente de funciones continuas en un conjunto | es también una funcién continua
en |. Esta propiedad no es valida si la serie de funciones converge pero su conver-
gencia no es uniforme.

Entre las series de funciones, las mas simples son las series de potencias, que
se utilizan para el desarrollo en serie de funciones segun las formulas de Taylor o de
Maclaurin.

Series de potencias

La serie
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Ean(x—c)” = a3, + a,(x—c) + a,(x-¢)® + ... = a,(x—c)" + ..
es una serie de potencias. Los nimeros reales a,.a, ,a,,...,a,,... Son los coeficientes
de la serie.
En particular, si ¢ = 0, se obtiene la serie de potencias

Eanx" =8y + aX + 3% + ... + 2 x" 4 o

Nos referiremos exclusivamente a series de potencias de este Gltimo tipo, pues
cualquier serie Ean(x—c)“ puede llevarse a laforma 2 a,x'" haciendox' =x —c.

Como ya se ha visto, solo para valores de x que hacen convergente a la respec-
tiva serie numérica, la expresion Eanx" define una funcién escalar.

Es decir, si la serie es convergente para cada numero real x de un conjunto |,
existe una funcion cuyo dominio es | y cuyo recorrido se obtiene asignando como ima-
gen, para cada numero x, la suma de la serie numérica correspondiente.

Veamos ahora distintos casos de convergencia para una serie Eanx“.

Se presentan tres situaciones posibles: series que convergen solamente pa-
ra x = 0; series que convergen para cualquier numero real x, y series que convergen
para algunos valores de x y no convergen para otros.

Primer caso

Puede observarse que la serie Eanx“ converge si x = 0. Esto se comprueba
sustituyendo x por 0 en la serie dada.

Ahora bien, toda serie Eanx" converge para x = 0, pero algunas de ellas
solamente convergen para ese valor.

Por ejemplo, la serie En! x" solamente converge si x = 0. En efecto, si elegi-
mos cualquier nidmero x, # 0, el término general de la serie numerica 2"!"0"

tiende a infinito y no se cumple la condicion necesaria de convergencia. Por lo tanto,
la serie dada no converge para ningun nimero x # 0.

Segundo caso

Hay series que convergen para cualquier valor de x. Consideremos la serie

s
n!’
Elijamos cualquier nimero x, # 0y consideremos la serie de términos positivos
o o
nt -’
Si aplicamos el criterio de D'Alembert a la serie numérica de términos positivos

n
E |x:|| , resulta:
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[%o"]

, ! .
P | WS | S,
o™l 4

(n—1)!
’ [x" . ’ .
Luego, la serie 2 p converge para cualquier niumero X y lo mismo sucede

X
n

, que es absolutamente convergente (pag. 360)

A
con la serie 2 |

Tercer caso

Otras series, en cambio, convergen solamente para algunos valores de x.
La serie Ex“, por ejemplo, sélo converge si |x| < 1, pues para cada x la serie
indicada es una serie geométrica de razon x.

Teorema 1

Si la serie de potencias 2 a,x" converge para el valor x; # 0, entonces con-
verge absolutamente para cualquier valor de x tal que |x| < |x,].

Demostracion

Si Eanxo" converge, entonces el término general de la serie tiende a cero.

Si elegimos € = 1, existe 8 > 0 tal que para todo numero natural n > &
resulta [a,x,"| < 1 (1).

Ahora bien,

(2).

= [axX"| = lagx'l-

lax"| =

xn
| P
anxD n
Xq

Por (1), |a,x,"| < 1 sin > 8.

Reemplazando en (2): |a,x"| < 1‘|XL|" sin> 8.
0

X " .
Osea, |ax"| < |—x—| sin> 8.
0

< 1.

: : iy X
Si x es un numero que cumple la condicion [x| < [x,|, esq = | =
0

Luego, sin > &, entonces es |a,x"| < q", y la serie 2|anx”i converge por
comparacién con la serie geométrica  .q". Por lotanto, >.a,x" converge abso-
lutamente.
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Teorema 2

Si una serie de potencias Eanx" no converge para el valor x,, entonces tam-
poco converge para un ndmero x si [x| > [x,|.

Demostracion

Suponemos que existe un nimero x, para el cual [x,| > [x,| y la serie Zanx,“
converge.

Ahora bien, la serie Eanx1” converge, de acuerdo con nuestra suposicion, y
no converge para el nimero x,, siendo |x,| < |x, .

Esto contradice al teorema 1 y, por lo tanto, la suposicion inicial es falsa.

Luego, Eanx“ no converge en las condiciones dadas si |x| > |x,|.

Radio e intervalo de convergencia

Definiremos ahora radio e intervalo de convergencia para los tres casos pro-
puestos en la pagina 378.

1) Silaserie Eanx” converge solamente para x = 0, el radio de convergencia
y el intervalo de convergencia son ambos nulos.

2) Si la serie Eanx" converge para cualquier numero real x, el intervalo de
convergencia es R. En este caso el radio de convergencia es infinito (+ ).

3) Silaserie Zanx” converge solamente para algunos valores de x y no con-

verge para otros, sea A el conjunto formado con los modulos de los valores de x para
los cuales la serie es convergente.

El nimero positivo r es el radio de convergencia de la serie Eanx” si y solo
si r es el supremo del conjunto A.
Si r es el radio de convergencia de la serie, el intervalo (—rir) es su intervaio de
convergencia.
Puede probarse, si la serie Eanx“ tiene radio de convergencia r, que la serie
. converge absolutamente para cualquier nimero x si x| < ry que no converge si [x| >r.

(Obsérvese que nada se afirma sobre el comportamiento de la serie para|x|= r,
que depende de cada caso en particular.)

Célculo del radio de convergencia

Consideremos laserie > a,x". Sabemos que esta serie convergesi > [a X"|

converge.

xﬂ

a,

o=
A%

Si existe lim | | = ¢, para cada numero X es lim | 1 | = ¢-|xl.

a,
a4

Aplicando el criterio de D'Alembert, para cada x resulta:
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Si la funcion f tiene, para todo n, n derivadas finitas en el intervalo (—rir), la si-
guiente serie de potencias se llama serie de Maclaurin correspondiente a f:

.

Eﬁgﬂ)—xh=f(g)+f'(o)x¢m- ____ 1!
h-0 g

L M x"

bl + ... (2) (para [x| < r).

Interesa saber en qué condiciones las expresiones (1) y (2) coinciden, o sea, en
; 4 L gthy h
qué condiciones es f(x) = S Ox7
s h!

En primer lugar, la igualdad anterior solo tiene sentido si la serie de potencias es
convergente para cada numera x que se considera, es decir, si r es el radio de con-
vergencia de la serie debe ser|x|< 1.

En segundo lugar, el término complementario debe tender a cero cuando n— =.

n

En efecto, por (1), f(x) — Z
h=0

fth} [0) Xh

Al = Mooy (X)

Luego, Iiﬂj [f(x) - rjznﬂg-)in—] = IL"L [r,,_‘ (x]].
O sea, Iinrl [f(x) - g—fm—(}?‘)x—n] = (@) — Ifnn_q_x [g Lf)xh—] -
= tim [ra., 00]
Si |I;'I'?_"Id [rn_1 (x)] = 0, entonces f(x) = ILr[:"[ g—f[mﬁ—)xh]

Por lo tanto, si f es derivable indefinidamente en un intervalo (—r;r) y, ademas,
lim [r,., (x)] = 0, entonces, para cualquier x del intervalo considerado, es
MNe=—sx

R h h
= ¥ LOX

1
h=o0 h!

Obsérvese que la condicion exigida de que el término complementario tienda a
cero implica la convergencia de la serie de potencias en el intervalo (—rr), pues su
suma es finita e igual a f(x). El reciproco, sin embargo, es falso, pues la serie de
potencias puede ser convergente y el término complementario no tener limite nulo
paran — =,
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En ese caso la funcion correspondients no puede dasarroliarse en sere de
Maclaurin,

Ln contragjemplo lo proporciona la siguiente funcion, conocida come funcion
de Cauchy: R

4

e ¥ six#0

2 six =10

Puede demostrarse que esta funcion tiene n derivadas finitas en R que se anuian
an el crigen.

Por lo tanto, los coeficientes de la serie de Maciaurin son nulos, y para cual-
quier x la suma de la sene correspondients da cero.

Estos valores no coinciden con los valores de f, gque solamente se anula en al
origen.

Aplicacikén

Si una furicion es derivable indelinidamente, las consideracicnes anteriores per-
miten desarroliarla en serie de potencias.

Para ello debe escritirse, en cada caso, la fdrmula de Taylor o de Maciaurin
correspondiente, y verificar que el termino complementario tiende a cero. Esto no
slempre s facil, puss no se conace 2, pero algunas veces es posible acotar el resto y
probar, entonces, que su limile as cero.

Trataremes de desarrollar en serig fa funcién senc.

Apticando 1a férmula de Maclaurin, es:

_ B xS 'xﬁ 3 k4 x"
gany = X A -+ & PRTSR o sen(z +n 2) =
a, |g2n—1)!' . S
e I - {(Zn+1)1 n(2n+1) &

Luego, la serle converge para cuglguier nimero real x.
; 2y X k. i P N S
Ademés, sﬁ]m(z+n¥) - i = im L - O(pues es ef t&ming

general de la serie E% que converge [pag. 381])

P xa xs xEm--*l
- v i = m — o — A s vep
oF lo tando, Wi sen x X 5 5 v @B =

EJERCICIOS

1} Hallar e radio de convergencia de las siguienies series de potencias:
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S i x" ? x" n+1 ?
P L S T

n=1
9 32 e) Eanﬂ% H S nxe

2) Desarrollar en serie de Maclaurin, si es posible:
a) cosx b) In(1+x) c) e*

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 10
Seccién |
1) Da, diverge Db, = -g— py % Sa, = %
Seccion I
1) Xb,, Dd., e, y h,noconvergen
Seccioén V
1) Las cuatro series convergen absolutamente
a-Bwmt+iri-rededoedpede-don
Seccion VI
1) Serie mayorante >.a, = 1 +__1E_+;h+++ E

2 2 4 B

L. . ! .

4h 4h ah

2) a) Converge. Comparar con E~;1-2-—
1
2”

b) Converge. Compararcon .,

1

211-]

c) Converge. Comparar con E

d) Diverge. Comparar con E %
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e) Diverge (kz vlr'T)

f) Converge. Comparar con 2-—1—2-
n

3) g) Diverge. Las restantes convergen (Para e y ¢ el criterio de D'Alembert no in-

forma.)
4) Converge para todo ndmero real a
5) ¢ diverge. Las restantes convergen
6) a, b, c y d convergen; e diverge

Seccién Vi

1) ay d convergen

Seccion Vil
)a r=1 b) r=+= ) r=+= d}r=% e)r=1
x? x* x? x3
2) a) cosx=1-T+T—m b) |n(1+x)=x——2-+ 5
2 3 4
R X X X
LR by s s

fyr

xd

4

0

+ i
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11. PRIMITIVAS

El analisis elemental incluye dos procesos fundamentales: el calculo de deriva-
das y el célculo de integrales.

El primer proceso, derivacion o diferenciacion, conduce, como ya se ha visto, a
definir la recta tangente al grafico de una funcion derivable en cualquier punto del
mismo. El segundo proceso, la integracion, permite hallar el area de regiones limita-
das por el grafico de funciones continuas.

Ambos problemas, el de la recta tangente y el del area, se resuelven por caminos
totalmente independientes, pero terminan vinculandose entre si, pues el calculo de
areas se reduce finalmente al célculo de antiderivadas o primitivas.

De acuerdo con las consideraciones anteriores, debe darse primero el concepto
de integral definida y una definicion conveniente de area. Mas tarde, mediante el
teorema fundamental del caleulo integral, se relacionan ambos conceptos con la deri-
vada, o mejor dicho con las antiderivadas.

Dedicamos este capitulo solamente a la antiderivacion o “calculo inverso” de la
derivacion. Para ello definiremos previamente funcién primitiva o antiderivada de una
funcion f y luego estableceremos cierta “técnica de integracion” basada en el calculo
de derivadas ya conocido.

. Primitiva o antiderivada

Si f es una funcion definida en un conjunto D, la funcion F, definida en el mismo
conjunto, es una primitiva de f si y solo si F es derivable en D vy f es su derivada.
Es decir,

F primitvadefenD < Vxe€D: F'(x) = f(x).
Obsérvese que F es una primitiva de f y no la primitiva, pues hay infinitas funcio-
nes diferentes cuya derivada es f (en el caso en que haya por lo menos una).
La funcién F es una primitiva o antiderivada de f, o también integral indefinida de .
Ejemplos

1) Sea f:x— 4x°
F,:x— x* es una primitiva de f, pues Vx:F'(x) = ax® = f(x).

386



También F,:x —x* = 3
F,ix—x* = \ 2 son otras dos funciones primitivas de f.
En general, F:x — x* ~ k es una primitiva de f para cualquier nimero real k.
2) Sea g:x— cos x.
G:x—senx - k esuna primitiva de f, pues ¥x: G'(x) = cosx = g(x).

Por lo tanto, recordando las formulas que dan las derivadas, se pueden hallar las
primitivas.

Se comprende inmediatamente que no todas las funciones tienen primitivas.
Ademas su calculo no es simple en general, pues funciones elementales pueden
tener primitivas de calculo muy complicado.

Teorema

Una funcion f que admite, en un conjunto, una funcion primitiva F, admite infinitas
funciones primitivas, todas ellas de la forma F + k, donde k es un numero real
cualquiera.

Demostracion

Si F es primitiva de f en D, por definicion: ¥x€ D:F'(x) = f(x).

Si k es un numero real cualquiera, la funcion F, = F + k es derivable y su
derivadaes F\,, = F' + 0 = f{.

Por lo tanto, existen infinitas funciones que son primitivas de f. Si el dominio es
un intervalo |, todas ellas difieren en una constante y f no admite otra primitiva fuera
de ellas.

En efecto, si F y G son dos primitivas cualesquiera de la funcién f en el intervalo |,
por definicion, ¥x € I: F'(x) = f(x) y G'(x) = f(x).

Luego, F y G son funciones que tienen la misma derivada. Por una consecuencia
del teorema del valor medio del célculo diferencial (pag. 249), F y G difieren en una
constante.

Osea, 3keR/G = F + k.

Para designar una primitiva cualquiera de la funcion f suele utilizarse el sim-
bolo ff, que se lee “primitiva de f o antiderivada de f o integral indefinida de f".

La funcidn f es el integrandoen la integral indefinida ff.

Es mas comun el simbolo f f(x) dx, que designa también una primitiva cualquie-
ra de f y fue introducido por Leibniz* en el afo 1675.

Por razones practicas, los simbolos f f, f f(x), f f(x) dx seran utilizados en
forma equivalente.

* Godofredo Guillermo, baron de Leibniz (1646-1716), filosofo y matematico aleman, con
profundos conocimientos de fisica, historia, derecho, teologia y politica. Se lo considera “descu-
bridor” del calculo diferencial, pues publico sus ideas antes que Newton.
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Por ejemplo, si f:x— x*, las siguientes expresiones son equivalentes: ff.

fe. oo

Por otra parte, también son equivalentes las expresiones
x3dx J-Pdt, frjdr,

Prescindiremos de la notacion diferencial mientras la expresion considerada ten-
ga una sola variable y no se puedan originar confusiones.

il. Integracion inmediata

Los teoremas siguientes, basados en conocidas propiedades de las derivadas,
facilitan el calculo de primitivas en los casos mas simples.

Teorema 1

Sify g son dos funciones definidas en un conjunto D, F es una primitivade fy G
es una primitiva de g, entonces F = G es una primitiva de f = g.

Demostracion

Para probar que F = G es una primitiva de f = g debe verificarse que
{FxG) = = g

Ahora bien, aplicando derivada de la suma (o resta) de dos funciones derivables,
es(Fx@) = F = @' (1).

Como F es primitiva de f, por definicion es F* = f, y como G es primitiva de g,
esG = g

Reemplazando en (1), es (F>G) = f = g, y el teorema queda probado.

Este tearema se generaliza facilmente por induccion completa para n sumandos:

Ejemplo

f{x2 +senx+e) = fxz - fsenx - fe“‘ =
3

_x?_ + (—cosx) + (e ) + k =

Il

x3 e
= T 0% — 8 + k.

Teorema 2

Si f es una funcion definida en D, ¢ un numero real y F una primitiva de f en D,
entonces cF es una primitiva de cf en D.
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Demostracion

Probar que cF es una primitiva de cf significa verificar que (cF)’ = cf.

Ahora bien, aplicando derivada del producto de una constante por una funcion
derivable, resulta (cF)’ = cF’ (1).

Como F es primitiva de f, por definicion es F' = f.

Reemplazando F’ por f en (1), queda Ia tesis.

Ejemplo
5
f(3x")=3fx‘ =3x_- K
Teorema 3
n-1
Paratodo nimerorealn # —1 es fx" =X 2
n+1

Demostracion

Por la formula obtenida para derivar una funcion potencial:

(L vk) = Lnxt
n-+1 n+1 5

n-1
Luego, fx":r:‘ - + ksin# -1,

Ejemplos

8 8 , 7
1) fx7=—x8—*k.pues(xT+k) i 2% g

8

-1/3 3 2/3 3 2/3 S 3 2 /3 173
= —_— -~ _ + k = e =
2) fx > X k. pues ( X ) X X 2

Teorema 4

f-1-=ln|x|+k.
X

Para verificar la igualdad anterior aplicamos férmulas de derivacion:
1) Si x > 0, entonces In [x| = Inx.

Luego, (Inx +k)' = %
2) Si x < 0, entonces Injx] = In(-x).
Luego, (In(~x)+k)' = L =1

Por lo tanto,
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Vx:(xako = f%=ln [x| AK).

Obsérvese que no hay error en la expresion

f—1=lnx—k.
X

si el integrando es positivo.
En cambio, la formula

J‘ L
X
admite integrando negativo.

Obsérvese también gque la funcion f/f(x) = Inx es una restriccion de
g/g(x) = In |x|, pues Df = R~ mientras Dg = R — {0}

Con la notacion diferencial indicada en la pagina 387 la expresion de los teore-
mas anteriores es:

Teorema 1: [[ftx) = 9] ox = [f(x) ox = Jat o

Teorema 2: f c-f(x) dx = ¢ J‘ f(x) dx

n=1

+ k sin# -1

Teorema 3: fx" dx =
n+1

Teorema 4: f% dx = In [x| + k

Mediante teoremas similares, cuya demostracion consiste en verificar simplemente
que la funcion obtenida admite como derivada a la funcidn inicial, se obtienen otras
férmulas para antiderivadas.

EJERCICIOS

1) fx_17 2) f(x“ + x* + senx)
3) J‘xla ) [(2x* - V<" - 5)
5) f—-’g— 6) f(ax‘ + 5x9)

7) f (?x3’5 - \/?) 8) J' (In2 + %)

lil. Integracion por regla de la cadena (sustitucion)

Teorema

Si f tiene derivada finita en D, entonces, para todo nimero real n # —1, es:
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fn-l
f.4) e — sk
Joam) s
Demostracion

Si se aplica la regla de la cadena a la funcion f:

(k. o e I
n-1 n+1 i

que justifica la tesis.
Ejemplo 1

Jl@d + sne.(ox « gy = LS

2 7 f - &
oo ( (3x2 - 5x)7 k) _ _7(3%% ~5x)

= 7 (6x + 5) =

Il

(3x? = 5x)° (6x + 5).
Este tipo de integracion puede utilizarse en otras funciones compuestas, ademas
del caso anterior en que se consider6 especialmente una funcion de tipo potencial.
El método se apoya en la aplicacion de la regla de la cadena para derivar funcio-
nes compuestas.
Ejemplo 2
Consideremos f [cos(ln x}-% ]

En este caso, cos (In x) indica una funcién compuesta, y la funcién exterior cose-
no tiene primitiva inmediata seno.

Ademas, esta multiplicada por la derivada de In x, que es %

O sea, puede escribirse

f[cos (In x) - —l] = I[sen (Inx)],

pues, aplicando la regla de la cadena, es

Vo= 1
[sen (In x)] -_ [cos(u‘nx) xJ
1
Por lo tanto, J.[costlnx]-:] = sen(lnx) + k.

En general, J' (f [g(x}]-g'(xD = Fla(x)] + k, donde F' = f.
Para comprobarlo:

(Flg] + K" = F[gx)] g'x) = fg(x)]-g'(x).
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El ciiculo de este tipo de integrales parace complicado eri sus comienzos, pues
su éxito depende de poder indiger la funcidn compuesta en forma tal que la funcidn
axterior lenga pimitiva inmediata v figure la derivada di ks funcién interior,

Ejempio 3

Congideremos f isenfe%-x'l
La sxpresion san (% corresponde 2 una funcidn compuesta. donde la funcién

extarior sero tiene primithva inmediata y, auntue no poarecs ta derivada de 2, basta
agragar g constants regquerida,
En efecto:
S Y o ok, 51,808t o o L 5
f[sen(x 1-x®) 3 f[sen(x ) -6x%) ~ coslx’) - &
Para comprobario:
ol 8w kY @ L Y. Byt = wonx®) - it
( 5 cos(x”) k_) z seni{x”)- 5x sen{x®) - ¥,

Se ha visio también, al enunciar &l tecrema anterior, que la idrmula

1 5 |
Jr{f“ £ = —-1-—1—‘ K noesvéida sin = -1,
HRecordandoguesi y = nfx) es y = -&}—»-I(r.l
resulta f{!‘-f‘)z J’(}f) = i} + k.
Hamplo 4
Sl ek
K-+ 2
Ejomplo 5
¥ap 3 -6 i § . ope
= == iRt~ 6x -1 + kK
fx3+6x4-1‘ 3fx3+63*1 3 . !

La habifidad para este tipo de integracion sdlo se adquiers con la préctica, Una
forma mecanica de inigiaree es aplicar una sustitucidn convaniente ds varabls, que
resulta mas sencilla si se uliliza ia notacion difsrencial,

Congideremos los mismos sjempios anteriores:

1 f{af + 50% ey + B dx, Hagamost = 3% + B
Luego, dt = (B + S)dx.

Sustituyendo, 2 f{ax"“+52}5 (Bx + 5) d =
7 2 7
& fts'-ﬂjt 5% ...%... i g o= l@l‘...‘;.'.?..x)__
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2) fcos{{n X) -%dx. Hagamos t = Inx.

Luego, dt = %dx.

Sustituyendo, es: foos(in X) %dx = foostdl =

= sent + k = sen(lnx) + k.
3) fsen[xs,\-x‘ dx. Hagamos la sustituciént = x5,
Luego, dt = 5x*dx y x*dx = —adt.
Sustituyendo, es:

fsen[xﬂ ~x* dx

1 1
nt — = — t =
fsetsdt 5fsendt

1 1
= — (~cost) + k = — — %) + k.
3 (—cost) 5 cos(x”)
4) ‘—-2:;1 dx. Hagamos t = x® + x.
x? + x
Luego, dt = (2x + 1) dx.
Sustituyendo: L::‘— e = S o Inft + k = Injx® + x| + k.
X X t

2
5) f ax 2 e Hagamos t = x* + 6x + 1.
X* + Bx + 1

Luego, dt = (3x® + 6) dx

dt = 3(x2+2) dx
dt 2
—= + 2) dx.
3 (x ) dx
; x? +2 1 dt 1
tituyendo: | ———— dx = — [—— = — In}i| + k =
Sustituye fx3+6x+1 3 : 3 |
=lian3+6x+1I+k,
3
Otros ejemplos
3x% + 5 3
B)J- Seat = x* + 5x.
V%3 + Bx
dt = (3x? + 5)dx.
1 1
_E+5 ‘E E
Luego, t = + k =
9 \/x5+5x J.\/_ f
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= 2vVx° + 5x + k.

7) fsensrcosxdx. t = senx = dt = cosxdx.
6 6
fsen"’x-cosxdx = J-tsdt = JE— + k :3:?!;_" itk
x4 4+ 2x — w5 2 4
g}f 2 X. t=x"+ 6 = dt = (5¢*+10x)dx =
x5*5x9
1 = 5(x* + 2x)dx.
x4+ 2x
f x5 + 5x2 z 5 -r d

-g— Injx® + 5x%| + k =In &W + k.

EJERCICIOS
1
) f a-x %) J'tgx
3) f [(xS + 7)® - 3x*] 4) J‘ [sen"’x(—cos x)]
6 _ 2125 fay5 _
5) f[(zx 3%)%5 (4x5 - 1)] 6) J' - +3
sen 2x 5 3 2 .2
)-r1+senx 8) f[(oosx+x)(cos x sen x — x2)]
5 _on?s 15 a4 _ 3
9) f[(ax 207 (=x*-1)] 10 [— o
—senx + X
2 -1
11) f s 12) J'[(ax +2x)°" (3x + 1)]
13) f [cos® (3x) - sen (3x)] 14) J' (x* Vx* + 3)
1+ 3x 6
15) f 2x + 3 16) I{Sx +3)
17) f[senxcos’x] 18) f(ex + 7"
4 5 X2 +1
19) [[x*sen(x® + 3)] 20) [~5—

21}f[x x+3] }J'x::;x
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23) f[x cos(1 - x?)] 24) J.T!Ei—r

25) f [(SX’ + 2)9x—;] 26) f [sen (2x) \/cos (2x)]
il

27) | i_? 28) [(3*"-e"]

29) f (2'9'- m;zx) 30) f [tgx - sec?x]

IV. Integracion por partes

Si observamos los ejemplos que se han resuelto por sustitucion (pag. 393), ve-
mos que el integrando esta formado en todos los casos por el producto de dos fun-
ciones.

Ahora bien, no hay férmula para hallar la primitiva de un producto, ya que la
derivada de un producto no es el producto de las derivadas. Por lo tanto, en todos los
casos presentados en la seccion anterior, para aplicar la regla de la cadena debimos
descubrir primero si uno de los factores correspondia a una funcién compuesta y el
otro a la derivada de la funcion interior.

Es comun al resolver ejercicios que se presente la integral de un producto, donde
no se cumplen las condiciones anteriores y no puede, por lo tanto, recurrirse a la
regla de la cadena.

En esos casos, si una de las funciones es integrable en forma inmediata, se
recurre al método de integracion por partes, que utiliza el calculo inverso al de la
derivada de un producto de dos factores.

Sabemos, por regla de derivacion del producto, que

(fg)) = fg + fg'

Si todos los términos son integrables, es:

Jtar = [ta + [da),
[a + [d)

y Jira =19 - fg) +

que es la formula de integracion por partes.

Observemos que en el primer miembro de la férmula aparece como integrando el
producto de dos funciones, una de las cuales, f', tiene primitiva inmediata f.

Nota: Para abreviar la notacion, al buscar primitivas agregaremos la constante k
recién al finalizar los calculos.

0 sea,

a
+
=
Il
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Ejemplo 1

J-(x-lnx}

Al observar el integrando se ve que no puede aplicarse la regla de la cadena,
2
pero uno de los factores, x, tiene primitiva inmediata XT

Luego, se puede intentar el procedimiento de integracion por partes.

J’(\__X_, ©nx) flx) = x () 3‘21

nx gx) = %

St

f*(X} Q(X} g{x}

Aplicando la formula,

f(x-tnx) "; nx - J‘("_;__l.ﬁ)

Il
]

f(x) g(x) f(x) g'(x)
x2 X X2 1

= —_— r — _— = — |n — — =
B TR fz T
x2 x?

o 2 et X e e
g TRy

Ejemplo 2

f(e"le

En este caso tampoco puede aplicarse directamente |a regla de la cadena.
Para integrar por partes hay dos posibilidades, pues ambas funciones tienen
primitivas inmediatas. Es necesario, sin embargo, elegir x* = g(x), pues de lo con-

3
trario, si hacemos f'(x) = x? esf(x) = -53— y el ejercicio se complica.
Luego, f(x) = e* fix) = e*
gix) = x* g'(x) = 2x
Resulta:

f[e’-x2}=e‘-x2 - f{e"vzx)=e‘-x2 - 2I(e’-x) (1).
Debe recurrirse nuevamente ai método de integracion por partes para resolver
J-{e‘ “X).
f'(x) = e* flx) = e*
g'(x) = 1

f{e‘-x} = e"-x fe" = @i = 8" & K

w
o
ok

Il

>
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Reemplazando en (1), es:

f{e‘-x*) =g x? — 2" x —e" -~ k) =¢e"x? — 2e".-x + 2e% + k
Ejemplo 3
sen(inx)
f'(x) = 1 fix) = x
g(x) = sen(in x) g'(x) = cos (Inx) - %
1
fsen(ln x) = x sen(lnx) — f[x-cos{ln x)-?] =
= x sen(inx) — fcos(ln X) (1).
Aplicamos nuevamente integracion por partes para resolver
cos(In x)
fix) = 1 f(x) = %
g(x) = cosl(inx) g'(x) = — sen(In x)--:(—

Il

x cos(lnx) + J-l:xAsen(ln x)-—l] =

fccs(ln X)

x cos(lnx) + fsen{ln ).
Reemplazando en (1), es:
fsen{ln x) = x sen(inx) — x cos(lnx) — fsen(ln X).

En este ejemplo, continuar la integracion por partes significa iniciar un circulo
vicioso. En cambio, si se pasa el ultimo término al primer miembro, es:

2 fsen(ln x) = x sen(inx) — x cos(in x).

f sen(inx) = % x [sen(inx) - cos(inx)] + k.

EJERCICIOS
1) [(a*e 2) [0 i)
3) f(x e*) 4) J-arc sen x
5) f(x2 e ) 6) f{xsenx)
7) f{e" sen x) 8) J'{e“ cos X)
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9) fcos (In x) 10) Iarc tg x

11) f[e% cos(2x]] 12) J'[x cos(5x)]

13) f arc sen (bx) 14) f [ sen(4x)]
15) J.arc cos (ax) 16) f[xa arc tg (3x)]
17) [0 59 18) [ L

19) f[cos(Sx)a’] 20) J'ln(x? + 1)

21) J' [3* sen(3x)] 22) J' [5* cos(5x)]
29) [(2* %) 20) [ [e“;-cos{ax)]
25) [(xe ™) 26) [ (5%

27) f [e* cos(5x)] 28) [[3% cos ()]
29) fxa VX2 +5 30) [x* Ve

V. Integracion de funciones trigonométricas

Para integrar potencias y praductos de potencias de funciones trigonomeétricas
se recurre a formulas conocidas de trigonometria.

Recordemos que cos®x + sen®x = 1
y cos®x — sen®x = cos 2x.
Sumando, 2cos’x = 1 + cos2x =
+
= ool =T 082X
2
y restando, 2sen®x = 1 — cos2x =
= X
= sen®x = ‘—02052_

Primer caso: potencia impar de seno o coseno
1) fsen"x = J.(senx-senzx) = J‘ [senx(1—cos®x)] =
= fsenx - f(sanxoos"x)
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nf sen x es integral inmediata, y en f (sen x cos?x) se aplica la regla de la
caage

na.
cos’x

Resulta fsenx = — cosx + k vy f{senxcoszx) =% ==

s¥x
Luego, fsen"x = — cosXx + 50—3— + k.

2) fsensx = f{senx-sen“x) = I[sen x(1-cos®x)?] =

= f[sen x(1 — 2 cos®x + cos*x)] =

[

fsenx - 2 f(sanxcosax) - f(senxccs‘x):

1
- COSX + -% cosx - = cos®x + k

En general conviene recurrir al siguiente factoreo:

J-Senz"“x = f{sen»sen“x} = f[sen x(sen?x)?] =

— J.[sen X(1 — cos®x)P].

Analogamente:

J.cosz""x = f(cosroos“x} = f[oos x(cos?x)P] =
= f [cos x(1 — senx)®].

Segundo caso: potencia par de seno o coseno

1) fsenzx

f1_—c2§_g_x_ por férmula anterior (pag. 398)

1 1 X sen 2x
w A =3 y = X _ sen2x . .
2 2f°°52 2 4

_r(«’”‘f;;s‘z")2 = -i—f(1+20082x+00522x) -

oL A e Bl
4f1+2fcos2x+4fco52x

2) f cos*x

I

+ k.
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X 1 1 1 + cos 4x
= e— e — - — -—_ =
4 4 N 4 f 2
X 1 1 1
= oe— S e n — - — =
2 7 @ 2x+8f1 8fcos4x
- X , sen2x _ x _ sendx -
B 4 8 32
- 3x , _sen2x _ _send4x K.
8 B 32

En general, conviene hacer:

fsenz”x = f(senzx)"
y fcos""’x- f(coszx)"

=7
f( 1+ (2>OS2X)P_

il
I

Tercer caso: producto de potencias de seno y coseno con un exponente impar

f(senzx cos®x) = f[senzx cos x (1 — sen®x)] =

f(senzx cos x) — f(sen‘x cOS X).

Las dos uUltimas integrales se resuelven por regla de la cadena:

3
f(senzxcosx) = Lgx + Kk
5
f(sen“xcosx) = Lg" + k
2 3 sen®x sen®x
Luego, f (sen®x cos®x) = 3 . - % ki

Cuarto caso: producto de potencias de seno y coseno
con los dos exponentes pares

2 2R 1-cos2x 1+ cos2x L
f(sen X COS“X) f( > 5 )
= % f(1 — cos?2x) = % - % foosz2x.

y se recurre al primer caso.
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EJERCICIOS
1) fsena(?x) 2) fcosax

3) f(sen:‘x cos™?x) 4) fcoss(2x}

5) fsen‘x 6) _rcosz(ax)

7) f(sen3’5x cos?x) 8) J-(\a cos®x sen’x)

9) J' [sen?(4x) cos?(4x)] 10) f sen®(3x)
11) f[sen2(5x) cos®(5x)] 12) I[sen3%'\/cos-:—:]

1

13 ———— 4

) f Py 14) fsec X
15) f sh?(3x) 16) _[' ch®(4x)
17) fz—-:;co? dx 18) fsecxdx (véase pag. 418)

VI. Integraciéon de funciones racionales

Si se quiere integrar el cociente de dos funciones polinémicas y el grado del nu-
merador es mayor que el del denominador, primero debe efectuarse la division.

. x4 1
Por ||f _J‘(a_2_._ I -
or ejemplo e X} —x2+x-1 x_”)

3

x* %
-+

3 2

x-ﬂ

= —— - %X 4+ In x+ 1] + k.
4 LRE

Al efectuar la division de dos polinomios llegamos a un polinomio cociente, y el

resto, sobre el divisor, da origen a una funcion racional. En ella, el grado del numera-
dor es inferior en una unidad, por lo menos, al grado del denominador. En el ejemplo

anterior, dicha expresion: - ! pudo integrarse inmediatamente.

+1
En otros casos se la debe descomponer en fracciones simples, como se indicara
a continuacion.
Se ha visto que al efectuar la division resulta:

% = q(x) + % ygrador < gradog o r = 0.

La integral de q es inmediata, ya que q es un polinomio, y el problema se reduce
a integrar el cociente de dos funciones polindmicas cuando el grado del numerador
es menor que el grado del denominador.
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£} paso bésico en este método de integracion es la descomposicion del eocients
en fracciones simples, pam b cual daben halizrse primero las rafces del golinomio
correspondiente & denominador.

En Algebra s demuesira que cualquier polinomio de coeficiantes reales pueds
expresarse como producto de polinomios, primios sobre F, lingales ¢ cuadrdticos.

Se pressnian cualro casns seglin que 1as rafces sean reales o Imaginarias, sin-
ples o muitiples.

En todos los casos consldararamos solamants ia integracion de funcionss 1adio-
nales propias, s decir, de funciones racionales en las que e grago def numerador es
menar qus el grado del denominador,

Primer caso: Les raices ol denaminador son resises v sinples
{Ei denominzdor e express come praducts de polinomios finsaies diferentes)

Ejampio 1
f 2-x-§ M

Las raices del denominadorsonyy, = 3 y ¢, = —2

Luego, W —x-—-0={x-3x+2), ylaaxpresion (I} admita la sigulente
descomposicitn an fracciones simples:
1 L. ..

VLI - X—-3  x+2°

Faita calcular ol valor de A, v A,
Para sllo sacanos comin denominador en el segunde mismbro:

1 = A+ 2) + Ayl ~ 3)
R-x~8§ x—-3x+2
igualando numenadorse:

1= Afx+2) + Ayl - a)
L& exprasion antartor debe vedificarse para cualquier valor de x. Por lo tenio, 58
procura elegir valeres de x que simpiifiquen los céloulos,

Ad-B) ¥ A = -

it

L

8 x =28 1

S x =23 8 1

\ i 1 3 L
J xz—x—ﬁ 5.‘“2-3 § J x+2

-g-ln -8 - -‘::;In X+2 + k =

5/1x%~3
/|35 &
n _—s + Kk

i
»
o
<
>
§

i
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Ejemplo 2

fsx2—16x+4
- 3x% + 2x

Las raices del denominadorson r, = 0, r, =1 y r, = 2.

Luego, x¥ —3x? +2x = x(x=1)(x-2)
2~ 16x + 4 A Ay

= — 4 +
3 - 3x? + 2x X X—1 Xx—2

Por lo tanto,
9x? - 16x + 4

Alx = 1) (x =2) + Ax(x —2) + Ax(x = 1),

X=0 = 4=A-2 = A =2

Xx=1 = -3

i
>
Ll
U
>
I
w

X=2 = B8=A;:2 = A, =4

9x? — 16x + 4 1 1 1

Luego, [Z—2"2 -2 (1 4+ 3 + 4 -
9 x® — 3x? + 2x -'-X J.X—‘I .rx—z

= 2Injx] + 3In [x=1| + 4In [x-2| + k.

P()

Consideremos, en general, la integral f , donde el grado de p es menor

que el grado de g.

Sea g(x) = a,x" + .. + a,Xx + @, Yy f,, I, .. [, SUS N raices reales.
El polinomio g(x) admite sobre R la siguiente factorizacidn unica:

g(x) = a,(x—r,)(x-r,) ... (x—r,).

px) 1 A, . A, A;
Luegn, alx)  a, f(x—r, X—r, ¥ X~ 1, & e

- )

n

B _ 1 S e
W = a, ;An In jx !'h!.

Segundo caso: Las raices del denominador son reales y multiples
(El denominador se expresa como producto de polinomios lineales, algunos
repetidos).
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Ejempio
e e
x- 1P (x-2)
La descomposicién en fracciones simples exige que

E-xrda _ A B A
(x— 1)° (x - 2) k-1F x-1 x-2°
Sacando minimo comun denominador en el segundo miembro, e igualando los
numeradores, queda:

X—x+4 = A~ 2+ Aulx — 1) {x = 2) + Ba(x — 1.

X=2=8=p 1 = A =8
xm.1ﬂ=4:A1("1,mm

Se necesita ofra ecuacién para encontrar A,. Como no existe otro valor de x que
anule alguno de los sumandos, conviene elegir cualguier valor que facilite los caiculos.

x = 0=> 4 = —BA, +2A; + Ay, Reemplazando A, ¥ A por los valores ya
cbtenidos, 854 = 8+ 2A, + B 10 = 2A; = Ap = -5

£ -x+4 1 1 : 1
-_-—-—T-——-.-.-—-» = Q. § e =
L“Egﬂf P x - 2) -’-.(x—-nﬂ 5f ¥~ 1 +6f X~ 2
. - 2 -1l 3 — ;-:........‘.L-.... x +
4fx-12-smix-1]+6inx-2 = = -5injx-1]
+6Injx-2{+k '

En &l ejemplo anterior, larafz 1, = 1 es una raiz doble (de orden 2}. Si aparece
una raiz triple, corno en el caso siguiente, la descomposicién en fracciones simples

f p{x) = A 8 Ao & As A
(x - 1) {x - 3) x—-1P  x—-1F x-1 x-38°

Si aparece en el denominador una raiz maliiple de orden «, debe hacerse

P e A
x-n* 2, x -1

i1

En general, si el grado del denominador es n, ia descomposicion debe hacerse
en n fracciones simples de la siguienie manera:

pix) _
e S T N TR
AN A, s _P )
8 (:41_(:(-~r.}‘ ' 2 (x~r] '“E;{x--rp))'

donde k + h + .., + e = n,
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Tercer caso: El denominador tiene raices complejas, no reales, simples

(En el factoreo del denominador aparecen polinomios cuadraticos irreducibles, to-
dos distintos entre si)

Ejemplo 1

j‘ 1
1+ 9x?
El polinomio del denominador es irreducible, pues sus raices son

r, = 1 i f, = — L i
1 3 y 2 3 i

En este caso la expresion anterior puede resolverse utilizando la derivada de
arco tangente y la regla de la cadena:

1 f 1 1
= = — arctg(3x) + k.
f 1+ 9x? 1+ (3%)? 3 9 (3x)

Como ya se ha dicho anteriormente, Ia integral anterior puede resolverse tam-
bién por sustitucion, para lo cual es conveniente utilizar la notacion diferencial.
Haciendo u = 3x,es du = 3dx y resulta:

1 1 1 1
——-—dx——f—-—-—du:-—arct u+ k=
f1+9x2 3 1+u? 3 ¢

-;7 arctg (3x) + k.

[

Ejemplo 2

1
I x2 +2x + 10

Tambien en este caso las raices del denominad
irreducible en R.

Para poner en evidencia la derivada del arco tangente, conviene completar el
cuadrado para llegar a una expresion del tipo u? + 1 (vdase pag. 62).

or no son reales y el polinomio es

X2+ 2x + 10 = (x2+2x) + 10 = (x2+2x+1) + 9

I

Il

(x+1)2 + 9:9[321—’2”]

X+ 1)2
o [(557) +1]
La operacién de completar el cuadrado es simple una vez que se ha practicado

convenientemente, y la clave esta en sumar y restar, en forma adecuada, el cuadrado
de un medio del coeficiente de x (si el coeficiente de x2 es el numero 1).

o, [ty = S - 4

[T ey

3

Il
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Haciendo u = ;1,esdu = %dx y dx = 3 du. Resulta:
1 dx = 5 3du  _ 1 1 _
9f1+(_x+1)2- 9 J 1+u2 3f1+u2 -
3
1 1 X+ 1
= — —k:—— - ,
3 arctgu 3 arctg K
Ejemplo 3

f X+ 2
x3 — 1
x* = 1 = (x—1)(x* + x + 1), pues tiene raices r, = 1,

L V3 1. B
2 2 2

y f, =

1
l'2=?

En este caso la descomposicion factorial es del tipo:

p(x) o A + Azx*'Aa.
(x=r,)(x2 +bx +c) X = x2 +bx+c
\—-v—d
(X=r)(r—=r3)
Es decir, N2 - s A -
x3 -1 x—1 x2+x+1
X +2=AX2+x+1) + (Ax+A)((x-1)
x=1 = A -3=3 = A =1
X=0 = A -A =2 = A=A -2 = A = —1

X=-12 A + (-A,+A;))(-2) =1

U
>
+

2A, - 2A, = 1

U
-+

2A, + 2

X+2 1 = Hagall, =

Luego, fx3—1 _f(x—1 " x2+x+1)_
_ 1 . X+ 1

—fx—1 fx2+x+1.

La primera integral es inmediata: f ﬁ =In jx-1| + k.

1 = Az=“1
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La segunda integral se resuelve como suma de dos infegralss, una de elias
medianie logarlimo y la otra mediante arco tangente. Para la primers se busca como
numerader lg derivada del denomrnador, para que la primitiva sea Infx® + x + 1),
£l numerader buscado es 2x + 1. Parg oblenerlo se introducen las constantes ne-
cesarias, de la manera stgunente,.

1 1 1
X 4+ | = == B HE — 1)} + —,
g il 2(2’”}- 2

f...x__1__= f 2x = 1 f =
X2 4+ x w1 -] ox-q 2 X2 1

1 i 1
= = n{x®ex~1) + — =
% R (x2+x+—1—)+-§—
4 4

1 it B
2In{x +x+1)+2f

3

1 Ed
T

=

]

%in(xeﬁ-x‘fi)"“"%‘f Ox 4 1\ 2
[3( )_H]
s 3
3

1 2
LI ) ;
3 n(x? +x+ 1) j

ny

-----—-—u-o-—#

H]

(8x+1 41
V'S
= Lin(+x+1) + V3 arctg —22L 4k,
- 3 '3
En definitiva:
X$2 i r v 3 X+ 1
f—;f-‘l—'-—-!n IX"“:-'-.é‘-in(K 'v-)('r'")' 3 arcig Vr.é,,... + k.

Como se cheerva en el sjemplo anterior, los célculos se complican. Por ello es
necesario ir graduando los sjercicios v no dar demasiada imporiancia & Ias dificuiia-
des que sobrevengan antes de haber efectuado una practica muy intensa.

En general, en este caso, la descomposicién es del tipo:

) . _AXTA L AXEA

qix) ax? +bx +¢ T mx epx+h’
donde g 25 un polinomio de grado n, con n raices complejas, no reales, diferentes
{las raices compigjas se presentan en pares conjugados).

.4 Cuarie caso: El denominador tieng raices complejas, no reales, muiliples
{En el factoreo aparecen factores cuadraticos Ireducibles repetidos)
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Ejemplo

x3 - 3x%2 + 2x - 3

x? — 3x? - 2x — 3

f (x2 = 1)2

Ax - B,

Ax ~ B,

(x* + 1)
x3 - 3x® + 2x - 3

x3 —3x2 + 2x — 3

(x2 - 1)2

X

2

=1

(Ax + B,) = (A,x = B,)(x? ~ 1)

Ax® + Bx? + (A, + A)) x -~ (B, ~ B,) (1)

Debemos encontrar cuatro ecuaciones que permitan hallar los numeros A, B,,

A, yB,.

x =0 =BT+BE=—3

X=1 = A B +A+B, - A +B, =-3 =
= A +2A, -83-8B, =-3 =
= A, ~2A, =B, = 0

X=-1= -A +B-A-8 -A -8 =9 =
= - A -3-24 -8B, =-9 =
= A, ~2A, - B, = 6

X =2 = A > By 4 BAy ~ 4B, ~ O, < B; =B =
= 2A, +~ 10A, ~ 4B, = 0 =

=

A, +5A, - 2B, = 0

Para hallar A,, B,, A, y B, debe resolverse el sistema:

;
A1
] A

A

S
Se obtiene A, = 1,
Por lo tanto,

B, - B,
+ 2, ~ B,
+2A, - B,
- 5A, - 2B,

f x3 ~3x% +2x - 3
(X2+ 1)2

408

- 8
= 0
= 6
= 0
B, = -3
x—3=
x% +1

X _J‘ 3 -
x2 + 1 x? + 1



%I[Qx(ﬁﬂ} ‘2]‘—:‘2“ fx22f1 e .J.x2 1—‘I i

* % In(x2-1) ~ 3 arctgx - k.

b
2 x? -1

En este caso, si el polinomio cuadratico irreducible (x* - bx - ¢) se presenta k
veces en el denominador, la descomposicion correspondiente en fracciones sim-
ples es:

L

p(x) <o A.'X + B[

2 ~bx-c)f & (xZ-bx-c)

A,

Otro método

Planteada la descomposicion en fracciones simples segun cada caso, el probie-
ma de hallar las constantes A,, A,, ..., A, que suelen llamarse coeficientes indeter-
minados, se simplifica a veces teniendo en cuenta la definicion de polinomios iguales.

En el ejercicio propuesto en la pagina 408 se llego a la expresion (1):

x2 - 3x% + 2x — 3 = A7 +B,x% + (A,+A)x + (B,+B,).

Para hallar los numeros A,, A,, B, y B, se eligieron valores de x que permitieron
determinar un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

Si tenemos en cuenta la igualdad de funciones polinomicas, los coeficientes en
ambos miembros deben ser respectivamente iguales.

Osea, A, = 1aB, = -3 A A, + A, =2aB, + B, = 3.

Luego, A, = 1A B, = -3AA, = 1AB, = 0, valores también encontra-
dos por el metodo anterior.

Ejemplo

fﬁzﬂﬁ+ B e o ]
x? - 2x% + x X x—1 (x—1)2
Resulta:
(A, +A X2 + (—2A,-A,+A)x + A, = x? - 5.
Igualando coeficientes:
Ay + Ay =1A-2A - A, ~ A, =0AA = 5=

= A, =-5AA =6AA = -4

1
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EJERCICIOS

Caso 1

2% -3
x2 + 5x

f_a3x?+5
e vy
) x? +3x+2
2x°
X+ 1

1
) f 5x2 — 7x — B
Caso 2
1
9 [orerm

X
" s

13) f

1)

5)

5x2' -4
15)f 3¢x 5x|-3
ey
L 6x2+9x
1]"' 2x + 1
(x+1)?(x—3)

— 6x% + 5x% + 5% + 1

21) J'x + x*

3__2xE+x

b 453 —x2+6x—2
ZS)IX 4 2% 5x
s e Xk

Caso 3

25}.[ 4x+?

x* +4x — 1
27 j-——-
) x2 + 4

410

2)_['

4)

f o 2x+1
X+ 2

3x-5

2x + 1

6) J-*+1

e}f

>(‘..’

8

x? +6x +8

6 _ 5 _ 4 3
10}f3x 3x 24x* + 36x

(x—2)%(x+3)

x2

12
)J-x3+4x2+5x+2

3
i f x* + 2% + 2

16) -r

20) _['

2
2) -'.x3 + 7x?

24) J'

26) f

28) _f x*

S . R
(x-5)2(x+1)

18) f x!

-x®—x-1

9x2+2

1

- 5x—-75

x* +x3 — 10x? — 3x + 25

3 _2x> -4x+8

x+7x +

—2x* + 2% —4x? + 3
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(x+1)2(x®+1)

1

43)f X2+ 2x% +x+2

48) [mtt— it
x? +x%2-x+2

Caso 4
=i
an [—2———
)f x(x2—2x+2)?

1
49) f (9+x?)?

5 §
SOJJ‘X*-SX X

x° +5

4 _x2 4
32}." X X
x3 +1

5 EgE
34)J'x 5X

%) [ 4214—37
3 [ ;L&t;
o [
-

1
44*_"
’ x}+2x? +x -4

5

X
48 J'_
) x* +8x% + 16

3x+5
50
) f(2x 2 1x+1)?

51) Calcular las siguientes integrales:

In x arc tg (2x)
a).rx2+2x+1 }J- (x+8)*

*VII. Integracién de funciones irracionales

Para integrar funciones irracionales se pueden intentar distintas sustituciones.
Consideramos, en especial, la integracion de expresiones del tipo:

-—--——1-—-—-—-—-, cuyo denominador es la raiz cuadrada de un polinomio de
VaxZ +bx +c

segundo grado.
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Estas integrales pueden resolverse mediante cambios de variable que conduz-
can a funciones trigonométricas o hiperbdlicas inversas.
Las primitivas que se utilizan son:

f—-1— = arcsenx + K
f = argshx - k
V1+xF
1
f——= argchx - kK
VoxP -1

El radicando apropiado se obtiene por el método ya utilizado de completar el
cuadrado.

Ejemplo 1
dx ___J‘ dx -
VB + 4x — ax? N B - (4x?—4x-1) ~ 1
B f\ 9- (zx—n’ f\/g[ B (zx-n?] B
— dx
3-1., /1_( {2x—1)2)
3
t=-353‘—1 = dt=%dx = dx=%dt
—dt
1 dt 1
Lueo—f = — | ——— = — arcsent - k =
g \‘1_12 2-"\1—*{2 2
S [T ol (>
2 3 i
Ejemplo 2

VX% +10x vV (x*+10x+25) — 25 vV (x+5)? - 25
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]
»
w0
0
=

Ejemplo 3

dx o dx _ dx -
f\, XE—GX-—QOI v (x¥-6x~9) - 81 fg\/1 9 x2—861x4-9

E -3
=—;-J’\/ 1‘2%_3)2 = ageh =55 4 K

La integracion de expresiones irracionales del tipo \ ax* + bx + c puede resol-
verse por cambio adecuado de variable, recurriendo de preferencia a férmulas trigo-
nomeétricas o a funciones hiperbdlicas.

Ejemplo 1

f\'g—xz dx

Se busca llevar el radicando a la forma 1 - u? para hacer la sustitucion

u = sent, de donde resultar/ 1 - sen®t = cost (analogamente puede hacer-
se u = cost).

SNV o-e o= [N/o[i- (B -5 f/1-(2) o

Como el integrando es \/'9 — x?, debe ser x| = 3. Por lo tanto, tiene sentido
en R la sustitucion:

X = 3 sent.
Luego,es dx = 3 cost dt.

3 f\/1 “sen’t-3costdt = 9 J’cos‘*rdz =9 fﬁ—;'ﬂ dt

9 9 9 9
= — — Jcos 2tdt == t — 2t + k.
5 J-dt b f 2 > U+ 7 sen

T
Dela sustltumon-g = sent, resultat = arcsen %

Por lo tanto, f A/ 9-x*dx = —29— arc sen % B %vz sentcost + k

]
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Ejemplo 2
f V' 5 = xZ dx
Para calcular esta integral puede intentarse una sustitucion me funciones

hiperbdlicas, recordando que 1 + sh?t = cht.

= [VExT ox = \/5_]'\/1—+T

Como el dominio del integrando es R y el recorrido de sh tambiér Juede
X —
hacerse: = sht. Luego, esdx = Vv 5-chtdt
V5

E 5']'\,’1 “shltchtdt = 5fcnltdt.

Para resolver esta integral conviene recordar que las funciones hipen -
miten formulas similares a las trigonometricas:

ch?t + sh?t = ch2t

ch?t — sh?t = 1
Sumando: 2ch?t = ch2t - 1,
Restando: 2sh?t = ch2t — 1.
Luego,
: By D o o 32
5fchtdt o J'(cnzt+1)dt = J'chatdt J’dt
5 5t 5 5
2 sh2t + > + k 2 2sht-cht > arg sh = k
5x x° 5 X
= + — e — k —
T 1 5 > arg sh = +

I
no | x
o
_|_
>
135 ]
+
rnofo
w
a
wn
=
-
=
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EJERCICIOS

dx dx
f V'3 — 4x? -r VvV 3x + x?
dx dx
f\-"x2+3x—1 f vVext+3
5) f\/gxz—mdx 6) f\/x2+4x+5dx

?)f\/xz—zx—wx a)f——-—‘“‘"x_1dx

dx dx
9 10) | ——
)-r /28 — 12x — 2 J-\/2x2+x—1(}‘
2x + 5
12) dx
f VoxZ +6x + 2 -rv’zx—x"’

+VIIl. Otras integraciones por sustitucion

Finalmente vamos a resolver ofras integrales de distintos tipos recurriendo a
cambios convenientes de variables.

Comenzamos con algunos ejemplos donde vuelven a aparecer funciones irracio-
nales, pero donde necesitamos sustituciones mas artificiosas que las empleadas an-
teriormente.

Ejemplo 1

1
Calcular |.| = J._X‘Q__T\/T__? dx

Para este tipo de integrales es conveniente elegir una nueva variable, y para ello
resulta bastante simple considerar el teorema de Pitagoras en un triangulo rectangulo
auxiliar. Pensando en la expresion \/x? — a®, es l6gico asignar a la hipotenusa el
valor x y a uno de los catetos el valor a.

> N

|

Para el angulo agudo t, escos t =

>
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sent

Por lo tanto, x = = = dt.
cost cos® t
L S
Ademas es sent = %,
Reemplazando valores, queda:
cos® t cost asent .
b= s 2590
a asent cos®t
= d i s K
I, = — Jcostdt = |, = — sent - k=
a a
B _ e
sy, e Lo DB g
a® X

Ejemplo 2

2
X
Calcular 1, = f'_—1—'2' dx.
vt =%

|

vias —x2

X = asent = dx = acostdt.

Ademas, /a2 — x? = acost.

- 2 2
|2 = fﬂt.. acostdt = |2 e az J‘SEnzidt -
acost

1 — cos 2 sen 2t
:azf B o g et (1———”—)

= le ! 2 2 2
TCR
= lz_=__7‘.(g—sentcost] + k=
2 g
=2 |5 = A3 arcsen—x-—iu) + k =
« 2 a a a

2
X
=1, =~az—arcsen; % /a% —x% + k.
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Ejemplo 3

f dx.
\.«2x o

Este caso es similar al anterior si previamente completamos el cuadrado en el
radicando.

2

X
I, &= —— X
" -r VA —{x-1)*

-~

\'2X‘X2
X =1 =sent = x =1+ sent = dx = costdt.

También cost =  2x — x°.

1 - sen t) 2
l. = f ( dt = = f e <
3 = t cost |‘.3 {1 sent)® dt =

Il

a5 fu ~2sent+sen?t) dt =

2
=:I:,=t-2c:osl~i~%t—-k=
3 — 1 Joe——s
= | = ~2-arcsen (X—1) — 220 —x* - —2-{x—1} V2X—-Xx* + k=
= by = 3. aresen =1} = ZEL o + k.
2 2
Ejemplo 4
dx.
= atgt = dx = 32 d
cos? t
cost = ‘———_.a= = Va?+x? = =
a2 + x? cost
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l, = J" cos t a gt = I, ‘l2 J“ cost dt =

a®tg%t cos?t a sen” t
1 2 . N
el TR f(sent) costdt = |, = - — * ki
e a®sent
fae 1 w2
— IE e lg_z__x_ + Kk
a®x
Ejemplo 5

f dx.
x\VaZ +x2

Igual que en el ejemplo anterior, hacemos x = atgt.

" a
dx = —2 y Vva'+xf= :
cos® t cost

cos t a

d = | =—f
a’tgt cos?t *  aJ sent

Para calcular la primitiva de cosec t necesitamos primero un artificio trigonome-
trico y luego un nuevo cambio de variable.

1 sen t 1 sen t
b=~ [=a = - [ o
* a sen?t # 0 aJ 1-cos?t
vV =cost = dv = - sentdt.
1 1 1 1
=0 —_—dv | =—J.—d\«f =
a-r1—\»f2 s a vi =1

o A Az
= lg = af(v—1 N v-1)dv:’

]

1 g 1 1 V=1
ls 2a f(v—1 \.f—1)d\'F $ 2a " [v+1 i
s gy |1 =008E e —_
y a 1+cost

1 - cost 2
Pero ————— = (cosect — :
e T (cose cotg t)

Luego, I, = % In |cosect — cotgt] + k.
Reemplazando t obtenemos finalmente:
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4 2;. 2
|5:—1-.|n .\ﬁ__x__..il + k.
a X X

Ejemplo 6
| =f Vb? —a? x? i
[} X *
b b
° X = — sen = =
- P sent = dx - cos t dt
t
Vb? - a?x? = peost.
Vb7 a7 2
2
lg = —%EEL-Ecmtm = %==DJLEE{—dt=
—sent e
a
il 1 —sen’t B 1 B
=l =b =il = U » b_"sem dt bfsentdt.

1
ent

dt

En el ejemplo anterior vimos que J' = In |cosect — cotgt + k'

Luego, I = bin |cosect — cotgt| + bcost + k.

gl 2 _ md 2
Finalmente, |, = b In |-2 Vb —a'x® | + Vb% —a?x? + k.

ax |

En los ejemplos siguientes haremos cambios de variable sin utilizar funciones
trigonométricas. Si en el integrando aparece v/ ax - b, trataremos de resolver la in-
tegral mediante la sustitucién ax + b = t".

Ejemplo 7
y ol
g xV1 - x
2=1-x = dx = - 2tdt.

1 1
I=f—-—-—2tdt I, = =2 —— dt =
" (1—!2}t( ) R f1--t2

r A, A, - 1 1
;l?'zf(t_:T+ t+1)dt :"?_f(t—a t+1)dt=’
t=1 VA —x—1
=I=In| |+I\-=>I=ln|—————+k.
g t+1 ! VT—x+1
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Ejemplo 8

Jje——
lg = fxvaa—bx dx.

2
a+bx=1t = dx=3—;dt,

3 2
| 3
iy = ftTa(%_. dt = | = ?I(tﬁ_aﬁ‘) dt =

|

7 4
=g = 3 (“‘t"‘"—al)+k==>

b? 7 4
_ .3 (a+bx)™  a 43
=l = - [ 7 (@] + k.

Finalmente, si en el integrando aparece e*, puede resultar Util la sustitucién
t = e* como sucede en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 9

1
l. = f——'— dx.
2 1 - e*

€ =t=2x=Int = dxz%dt_

Jrhrta = s f(h s L) as

=,|9=I(%+ 11()(}1 = g =Int —In[1-t] + k =

U
I

x = In 1-e*| + k.

Como puede observarse en los ejemplos anteriores, el método de sustituir varia-
bles no se agota y puede recurrirse a él en situaciones muy diferentes. Sin embargo,
no tiene demasiado sentido complicar los cambios de variables requeridos, pues so-
lamente implican destreza en el manejo de artificios.

Por ello, una vez asimilados los métodos mas comunes de integracion esboza-
dos en este capitulo, es aconsejable acostumbrarse a manejar tablas de integrales
para resolver los casos mas complicados.

Al final del capitulo se agrega una tabla con algunas primitivas que puede resul-
tar de utilidad.

EJERCICIOS
xz xz
1 — dx 2 —
[ B v
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3) dx g P, N
-rx-\,q,x + -r(x—2]\/x_+2- ¥
5) fx\,’#-—x dx ) 6) J.xa\"’/2+x’ dx
7 fx3\/x2+5 dx *8) fx‘* 9+ x2 dx
1 1
9) | ——— dx 10) | ———— dx
f\/‘“”zj;ﬁ )_’. (x2—2x+4)3’2
‘\/4\/— X—-3 1
—_ 4 SRS
J- o X 12}.[9*-4—6“ dx

" Estas integrales fueron resueltas por partes en la pagina 398.

IX. Tabla de primitivas

1. fx“dx - g ey (n¥—1)
n+1

1 =
2.fxdx—ln|x[+k

)
THx)

#(x) -
4 [—=— dx = /7 k
fz - X ™ +

5.fe"dx=e"+k

dx = In [f(x)| + k

|

b
6. J' a* dx = bf;na + k (a>0)

N

f(x e™) dx = % (ax—1) + k

xlnx — x + k

@
'-—_.

=

x

a

x

1]

9. flogxdx =loge (xlnx—x) + k
A A Inx 1 iy
10. f{x Inx) dx = x (n+1 {an) + Kk (n#E-1)

ax

e
1, f{e“sen bx) dx = Py (asenbx —bcosbx) + k
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ax

12. f{e“‘ cos bx) dx = (bsenbx + acosbx) + k

a2 +b?
1
13.J. dx == In|inx| + k
X Inx
14. fsenxdx = —cosx + k
15. fcosxdx = senx + k

16. ftgxc!x = -In |cos x| + k

17. fcotgxdx = In |senx| + k

18. fsecxdx = In |secx +tgx| + k

19. fcosecxdx = In |cosecx - cotgx| + k

20. J-seczxdx =tgx + k

21. fcosec‘exdx = — .calgx + K
1 X

22, | ————— = —

2.[1*(;05)4 " t92+k

23. fshxdx =chx + k

24. fchxdx = shx + k

25. J'thxdx = In [chx| + k

26. J'co:hxdx = In |shx| + k
27. J' sech x dx = 2 arc tg (e¥) + k

28. fcosechxdx = In ‘m-;—' + k

29. f[xsenx}dx = senx — xcosx + k
30. I(xcosx)dx = cosx + xsenx + Kk

31. J.senz’xdx = % sen2x + k

ro|x

+ sen2x + k

I\)lx

32, fcos2 X dx %
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33. 'rtg‘?xdx =ftgx — x + Kk
34, fcotgzxdx = —cotgx - x + k

35. fshzxdx - % (shxchx —x) + k

[

36. fchzxdx % (x - shxchx) + k

37. farcsenxdx = xarcsenx + 1 -x% + k

38. farccosxdx = xarccosx — v 1-x2 + k

3

w

.farctgxdx = xarctgx — In V1 +x° + k

40. f—1— dx = x - In(l+e9 + k
e* + 1

1 1 X
41. J“—'—— dx = — arctg — + k
a? + x2 a e

1 1 X
42, | ———— dx = — — + k
faz’—xz . arg th =

1 1 X
43‘f—--—dx=——a coth X + k
x? —g? a L a

M,f+dx = arcsen = + k
va?-x? a

45. f—1— dx = argsh % + k =1In (x+ VX2 +a2) + k

va®+x?

46

X o )
=argch;+k= In |x+vx -a2|+k

1

3 —_— X

J‘vxz—a2
—_—— e 2

47. f\,"az -x% dx = 32— arcseni— + % Vat-x? + k

2
48.f a?+x® dx = — argsh — + = a2 +x? + k
¥ 2 9 a+2\/

419..'[‘\/)t§—zaz’dx=1 x? —a ——a—argch%+k

2 2
50.f—1—dx= 1 |[Maxsb-vhl (b>0)
xVax+b Vb Vax+b+\b|
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. 2 ) ax+D
51, f e X = ——e QICP NS ———— + k(D)
f XVax+b V=b :g\/ -b e

Y e T A T TR
52, fx.Vax-& b' dx = £ 3 Bax—2blfas+b}® + %

¢

53, fxam dx
54, fxa V¥ < a? dx

2 ; 2
55. [0 NEF = 0 = — X o o B [V ox (vease o4

. # i -
_g__ {2)(2:___&2} "ﬁfxi a0 -~ _;l_g_ In!is ” ..r.xs'-_tﬁa:'l,;, K

II

(x:z_aa)fz gl 3 (¥ th + K

/el at
Ss.fﬁ—’i—;ﬁ-—-dxrvx = —~'aammsf§-+k

i

% e
57. f“yj'?ci‘a"‘dx Vvx‘+a® — aln |

58, f%;—*—--—"’fxa”.dx.&-— = 2*3 +ln|x \X{ |

a%xé’"""’f[

— 2
58. I = - Z a7 F & —&‘—-amssn =tk
va - x2 2 z é
; i i | &+ 8 7 8
&0. fa.-—-—--»—--—..—_.._ e =~ S Inp ——Lo L=
XV gl a X e

2 2
X X /BT . & _ 1;'%.7' ST
6.1.f—m—vmdxm g‘vx + g A In!x.si- X | + K

e
X

dx=-—-—1—|n
a

2. J'__.._.EH,,,H
xva® - x*
' 1 -5
88 gt ~ X g
jx"”-s/-a5~x"’-' a’x

b o .
‘Sﬁ.fx_mdx aarc:.crc:sm‘_»hlc

85. f WEX+D iy = 2B +af = dx (véanse N 50y &1)

X\(‘
Eﬁaf*x-z—\?*_?_fzrr—dxmq--*——g;—-n

67. f“‘ — g = a’—xz—aln L e A Wit it "f:""*l + &
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68. dx = - =—=———— - arcsen % -k

69. I(xazaQ}% dx = x (x®=a?) 2 - 3 J-xz\ x? = a2 (véase N° 53)
-k

0. [ L =% __
(xZ=a?) /2 et

X X o e
71.f — dx = —Inx+\xxalﬁk
(x2=a?)"? \x% = a? ;

2
72. f(32 x2) 72 gy = -:- (@2 x2)72 + 32 f\ aZ —xZdx (véase NO 47)

78 [ ok = 5 -
{aQ x?) /e az N az xz

Como trabajo practico pueden verificarse algunas de las formulas anteriores apli-
cando la definicion de primitiva, es decir, la derivada del resultado debe coincidir con
el integrando.

¢+ Nota

En este capitulo, al considerar funciones primitivas, hemos prescindido muchas
veces de la notacion diferencial.

Se ha recomendado su uso en los casos de sustitucion solamente con el motivo
de simplificar los calculos y prevenir errores.

Pero también en el calculo de integrales por sustitucion puede prescindirse del
uso del diferencial. Para ello es necesario siempre, al efectuar un cambio de variable
en el integrando, multiplicar la nueva funcion compuesta por la derivada de la funcion
interior. '

O sea, si al buscar una primitiva de f se recurre al cambio de variable x = g(t),
donde g es una funcion derivable, debe escribirse:

_[f(x) = _[(f[gnn-g'm),

Justificaremos la regla anterior, que es, una vez mas, la regla de la cadena.
Se trata de calcular una primitiva de la funcion integrable f.

Si F es una primitiva de f, es F'(x) = f(x) (1).

Hacemos x = g(t). (Verificamos previamente: Rec, ¢ D, ¥ Dy = D)
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De acuerdo con el diagrama anterior, es
flat)] = flx).

Fla)] = F(x).

h

fog y h(t)
Ademas, H = Fog y H(t)

Il

Por lo tanto, encontrar la primitiva F se reduce a encontrar la funcion H, que
depende exclusivamente de t.
Por la regla de la cadena:

H(®) = (Fog)) = F'[gM]-g'() = f[g)]-g'().
Por definicion de primitiva:

H(O) = flg0]-g() = [(fo0]-g'®) = HO + k.
Ademéses H() + k = F() + k = ().

Reemplazando convenientemente resulta:

Jio = [(g01-a®) = HO + k.

Como el resultado aparece expresado en la variable t, al hacer la eleccion de g
debe asegurarse la existencia de g ! para poder efectuar el reemplazo final H(t) = F(x),
donde t = g '(x).

Insistimos entonces en que puede prescindirse del diferencial si se recuerda, al
efectuar un cambio de variable x = g(t), que hay que multiplicar la nueva funcion
compuesta fo g por g’ en el integrando. Por otra parte, es una situacion analoga a la
que se presenta al efectuar cambios de variables en integrales multiples.

Aplicaremos la propiedad anterior para calcular la integral | = f V9 - x?

resuelta por sustitucion en la pagina 413, con ayuda del diferencial.
Sihacemos x = g(t) = 3sent, es g'(t) = 3cost.

Luego,es | = fvs—gsenztA:acost =9 fooszt =

-t B8eNA L D et + X B 4k,

2 4 2 3 2

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 11

Seccion |l

1)———1-—+k 2}i5—+x—4—cosx+k
6x° 5 4

426



Seccién Il

1) - Injla-x -k
1

5 9

3) 15 (C+7)7 + k

5) =2 (2x% — 37 + k
21

7) In (1 +sen®x) + k

9) —2>— (3x5 - 2%)'25 & k
24

11) — -;— In |cosx — x5 + k

~ 1 cos?
13) 1 cos’ (3x) + k

15) — % @x +3x3)"* + k

17) -

cos®x K
9

cos(x5 + 3)
_
5

21) % VIET3P + k

19) ~

23) - %sen (1-x%) + k

1
420
1

27) — e* + k

25) (3x7 +2)"° + k

8) xIn2 + In |x| + k

2) — Infcosx) + k

sen‘x
4) - =X
) 2 k

m%m x5 +3] + K

8) — % (cos®x + x%)2 + k
3

10) B arctg (8x) + k
1 2

12) ) In [3x* +2x| + k

14) = (' + 3)%2 + K

5
(5x + 3) i

16
) 35

k

(6x + 7)
18) BT + k

20) % In x® +3x| + k
22) —;—ln X2 +2x] + k
24)%In [x3+1] + k

26) — % (cos 2x)*2 + k

ex
3{ )

na T K

28)
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e ull o F
29}.m2 + Kk 30;»;ng+k
Sescidn IV

g" g* , ** i
Nasrork a}T(mx—-é-)+x
B e*x—1) +k 4) xarcsenx + V1-x + k
5 -8 +2x+2) + k 6) — %CO0SK + senx -+ k

b X
7}“%"'{33ﬂ!-w3¥}+k 8}-%—{cmx+aenx} + K
) 5 [c0sin®) + senlnx)] + k 10) x arclgx — % ix® + 1) + k

8 e N3
11} & (sen2x+ 4&:52\() + K

: re—rr
12) “;“ sen (5x) + -9"-%55-5&- # k13 xaosentn) + SLEE
. 25 . O I )
14) -—?‘—5 (sendx - 20084%) + K 15) X arc cos {ax) ~—-’-—?§“—-"3-+ K

x* ¥ x arc gl
18) ~2— XL x| _acign)
6 g g - o 108 30 1K

fox2 B 2.

17 T~ T ¥ e + k
18) ~ cos@ing + k 1g) 2 cos@(Ina + 32" sen(3g)

g+infa
20) xIn{x®+1) ~ 2x + 2arcigx + k

3 In 3 sen (3x) ~ a“‘m{m«)
n?3+9

21)

5!

e 28 + I 5

[5 mn(ﬁx} +inGcos(Ea)] + k&

xzzx 2x+1 -x 21.41

: = : +
o in2 g in®2 tE

241—2—& %[senaeax) ms(an] i
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X . 1 . 5:_33:
25) - — @™ - —— g% L g 26) ——_ +
)~ 6 ° S 2vmg ¥

x

27)

2x
28) 131;3'”23 [se ( ) + 41n 3 cos (%)] + K

29) —115— (3x2-10) (x2=5)¥2 - [F(x) = x (x?+5)"2 A g(x) = x?]

[cos(5x) +~ 5 sen(5x)] + k

2 w2y 54 2 4
30) 45 (9+x%)** (5x*—36) k

Seccién V
3 3
1) — cos (7x) , _cos®(7x) & 2) senx — —Se0X_
7 21
> il > 3

i 2 b 2
3) 3 cos < x 3 cos X + k
4) 1 sen (2x) — L sen®(2x) + 1 sen 52x) + k

2 3 10
5) 3 . sen (2x) _ sen (4x) ol

8 4 32

X . sen(6x) 5 85 5 18/5
6)2 7 + k ?}Bsenx E—sen x + k

3 I

...\ 8/3 - 3 &
8) 8 cos*"“x 4 005 T x ¢ k

X sen(16x)
9 8 128 &
10) 3x = _115,. sen (6x) + -——9% sen (12x) + k

sen’(5x)  sen’(5x)
"5 #@ T F

i a2 X 4 2 (XY .
12) 3 cos (2) + = cos (2) k

tg(2x)  tg(2x) 1%
13) =4 5 + K 14) 1gx + — k

sh (6x) X sh (4x) sh(4x)
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18) In jigx + secx] + k ({t=senx)

17)
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3
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8) X injx- 1|——lnlx+1[+k n—l—m;x—2=—-‘—-anix+-|+k
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12. INTEGRAL DEFINIDA

El problema de caloular el drea de clerios recintas planos, los poligonos, $¢ re-
suslve en geomelria slemental. A cada poligono P se le asigna un nimero real a®),
su drea, de acuerdo oon la definicidn iniclal de gue ol 4rea de un cuadrado de lado
unitlad es el nimero 1.

Sa determing asi una funcidn cuye dominio as el conjunto da los recintos planos
poligonales v cuvo recornido es el conjunto de fns nimeros reaies no negativos.

E! problema se complica fundamentaimente cuando se intenta caloular &l drea
de un circule y, en general, de cualguier recinto planc no poligonal,

E| acoeso oldsico &5 aproximar el recinto mediants poligencs adacuadeos, inscripn
o0& 0 circunscriptos, v dafinir of drea Duscadz utilizando conjurios formados con las -
araas de ssios poifgonos.

En primer lugar interesan especialmeanta ios recintos planos no poligonales m&s
sencillos, limdtados por la cutva ascoiada a una funcian continua,

?-I

o

Ln ejempio lo constituye e recinte B, cuya parte superior esta imitada por el gré-
flco de la funcién continua y positiva f en el intervalo cerrado [2; b1y cuya parte infa-
rior esta limitada por si eje de abstisas.

El racinto IR se llama recinto da oroenadas, pues osta esrradoe lateralments por
los segmentos de ordenadas correspondiantes a las reclas de ecusciones X = ay
% =h

Unz forma de apreximar ef drea del recinto R es considerar recténguios inscrip-
08 en él
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Por ejemplo, si dividimos el intervalo [a; b] en cuatro partes (iguales por simpli-
cidad), un area aproximada de R esta dada por la suma de las areas de los rectan-

gulos A, A, A,y A,. Los cuatro rectangulos forman un poligono A, totalmente conte-
nido en R.

Se comprende de inmediato que deseamos asignar al recinto R un area
tal que: area (A) = érea (R), y que la aproximacion sera mayor si se vuelven a subdi-
vidir los subintervalos anteriores.

Los rectangulos A,, A,, A,y A, tienen como base un segmento cuya longitud es
la cuarta parte de la longitud del intervalo inicial [a;b), es decir, b ; a , ¥ cuya altura
es el valor minimo que alcanza la funcion f en cada subintervalo (el valor minimo exis-
te por haberse elegido el grafico de una funcién continua).

De manera similar se puede obtener una aproximacién por exceso si se consi-

deran los cuatro rectangulos circunscriptos correspondientes a la misma subdivision
de [a; b].

v 1

0

Si es B el poligono formado por los rectangulos B,, B,, B, y B, el poligono B
contiene al recinto R y area (R) < area (B).

También se mejora la aproximacion por exceso si se vuelven a subdividir los
subintervalos anteriores. Obsérvese ademas gque, en cualquier caso, si A es un poli-
gono inscripto y B uno circunscripto en el recinto R, una definicion logica de area
debe permitir que se establezca la siguiente relacion:

area(A) = area(R) = area(B).
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Si se considera el conjunto | formado por las areas de todos los poligones ins-
criptos en R, dicho conjunto esta acotado. En especial interesa una cota superior, que
puede ser el-area de cualquier poligono circunscripto en R.

Si el conjunto | esta acotado superiormente, entonces tiene extremo superior o
supremo.

De la misma forma, el conjunto C, formado por las areas de los poligonos cir-
cunscriptos en R, estéa acotado inferiormente por cuaiguier elemento de |, que es el
area de un poligono inscripto en R. Luego, C tiene extremo inferior o infimo.

En el caso del grafico considerado, resulta supremo | = infimo C, y ese valor
comun se define como area del recinto R.

Sila funcion no es continua, puede suceder que no existan los valores indicados,
0 que existan ambos y no coincidan. En estos casos tampoco existe el area.

Las ideas anteriores han tratado de esbozar el método seguido para determinar
el area de recintos de ordenadas que cumplen ciertos requisitos. En todos los casos,
para ampliar el dominio de la funcién area, ya utilizada en geometria elemental, se
busca obtener para los poligonos la misma area que corresponde a formulas ya co-
nocidas, y para figuras no poligonales se procura que el drea posea las propiedades
requeridas anteriormente.

Algunas de ellas son las siguientes:

1) VR: a(R) = 0.
2) SiR es un punto o una curva, entonces a(R) = 0.

3) SiR, y R, son recintos planos congruentes, entonces a(R,) = a(R,).

4) Si R,y R, son recintos planos cuya interseccion tiene area nula, entonces
a(R, UR,) = a(R,) +a(R,).

5) SiR, y R, son dos recintos planos cualesquiera, entonces
a(R, U R,) = a(R,) + a(R,) — a(R; N Ry).

%
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Si la funcion es continua, en cambio, el infimo es el minimo absoluto y el supremo
el maximo absoluto, como sucede en el ejemplo siguiente:

f(x,)

f(b)+
f(a)
flx,)t

f(x,) es el supremo de f en [a; b] y es el maximo absoluto.
f(x,) es el infimo de f en [a: b] y es el minimo absoluto.
Daremos a continuacion algunas definiciones.

Subdivisién*®

P es una subdivision del intervalo [a; b] si es una sucesion finita, estrictamente
creciente, de numeros reales x,, Xy, Xz, ...... X, talesque a = Xy <X, <X, <
wE i <Xy <Ky = b,

La subdivision P se designa P = [Xq X1 Xg0 o000 o

Los n puntos de la subdivision P dividen al intervalo [a; b] en n subintervalos
parciales [xg; ], %y %5], ...... B e o

Designamos |, al primer intervalo, |, al segundo, etcétera.
Elintervalo I, = [x, 1;X,]tiene longitud A x = X, — X, 4.

* Prefiero emplear el nombre de subdivision en vez del de particion, de uso mas frecuente, para
evitar confusiones con el mismo nombre utilizado en teoria de conjuntos para un concepto
diferente.
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Una subdivision es “regular” si y sélo si tados los subintervalos tienen igual lon-
gitud.

Narma de una subdivision F es €l maximo del conjunto formado con las longitu-
des de fos subintervalos correspondientes. Se designa [[Pjl.

Es decir, [Pl = méx, Ax.

i 4. L 4 i
L} ¥

8=Xyg X X Xg X b=Xg

En Ja subdivisidn P = {(oi X4t Xai Xa) X4 Xgl 12 norma es &l namero [P} =
= X4 = X.&.

Refinamiento de una suhdivision P, o subdivision mas fina que P, s una subdivi-
sign P a la gue pertenecen todos jos puntos de P.

Es decir, la subdivision P = [X'0'4; ....s %',] de [aib] es més fina gue
P = [xa; %4 oo Xo) de [&; D), si gue cumple

Vh(x,eP = x,eP)

Interesa, en general, el caso en gue fa nueva subdivision P’ tiene otros puntos
adicionales ademas de los puntos de P,

i
¥ ¥

#
a = Xg X Xz Xz = b
F o= [Xg) %41 %p) %3]
X
+ e + $
a = Xg x5 x5 X, = b

Vel gk vgts aet ] am Uaroaigbn : .
P* [}C_Q,K,{I,X’Q,Xs,.‘)(‘] R 1-*0.3(;.’(1.)&2,)53}.

P’ es mas fina que P, pues a los punics de P se ha agregado &l punto x| y ¢
intervalo ks %] de P ha sido reemplazado en P’ por dos subintervalos fxy %] ¥
B x5 3
Obsérvese que el refinamiento de una subdivision no depends solo del nimero
de intervalog, puss debe incluir iodos os extremos de subintervalos de la subdivision
menos fina.

De |a difinicidn se deducs de inmediato que si P’ es mas fina que P, enfonees la
norma de P’ es mencr o igual que la norma de P. Es deair, ([P’ = ||P]].

Estamos considerando exclusivaments funciones acotadas en intervalos cerra-
dos, §i f es una funcién acotada en [a; b], tiene supremo e infimg en [a;b] y tam-
bién tiene supremo & infimo en cualquier subintervalo de [2:b].
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En el subintervalo |, por ejemplo, M, es el supremo de f y m, es el infimo, de
acuerdo con el grafico anterior.

Suma inferior de la funcion f en el intervalo [a; b], correspondiente a la subdivi-
sion P, es la suma de los productos que se obtienen multiplicando el infimo de f en
cada subintervalo por la longitud del mismo.

Se designa S(f).

Es decir, si m, es el infimo de f en el intervalo [x, ,; x,], es:

2 my A,x.

k=1

Se(f) =- ), my(xy =X, _y) =
k=1

Osea, Go(f) = my(x;—xp) +mylXxs—X,) + ...... + MKy = Xq 1)

De la misma manera, suma superior es la suma de todos los productos que se
obtienen multiplicando el supremo de f en cada subintervalo de P por la longitud del
mismo.

Si M, es el supremo de f en el intervalo [x, _ ; x,], es:

Self) = D Mylxy = Xy ).
Ke=1

Ejemplo 1

Sea el siguiente el gréfico de una funcion f acotada en el intervalo [a; b].
Sea P = [xg; X,; X5: X,] la subdivision sefalada en el grafico.

y
fic)

f(x)

f(x3)
fix,)

f(a)r

k 4
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Es Sp(f) = K(x; — xg) = fx;) (xz — xy) = f(x3) (x5 - x;)
¥ gP(f} = f(x;) (x, - Xg) ~ fle) (x5 ~ x,) = f(xz) (x5 — x5).
De acuerdo con la idea geométrica dada al comienzo del capitulo, Se(f) corres-

ponde al area de un poligono inscripto en el recinto de ordenadas y Sq(f) al area de
un poligono circunscripto.

Ejemplo 2

Calcular Sy S para f: — x2 « 1 en[0: 3] para las subdivisiones siguientes:
1} P.=[0; 152:8]
2) PP =[0;1:1,5:2; 3]

>

1) Sp(f) = HO)-1+f(1)-1+§2)1 =1-1+2-145-1 =8
Self) = f(N)-1+f2)-1+H3)1 =2-1+5-1+10-1 = 17
2) Sp(f) = 1(0)-1+(1)-05+15)-05 +f(2)-1 =
=1:1+2-05+325-05+5-1 = 8625
Se(f) = f(1)-1 +1(1,5):0,5 + f(2)-0,5 + f(3) -1 =
=2-1+325-05+5-05+10-1 = 16,125

Ejemplo 3
Calcular Sy S en [--2; 3] para:

-X si -2=x<0
fix— { x2+2 si 0= x=<1

Xx+4 si 1<x=3

y para las subdivisiones:
)P =[-2,-1;0:1;2:3]
2) P = [-2:-15;-1;0;1;2;25;3]




1) Sp = f(—1)-1+0:1+40)-1+f(1)-1+12):1 =
=1+0+2+3+6 = 12

Sp = f(—2)-1+f(0)-1+f(1)-1+H2)-1+13)-1 =
=2+2+3+6+7 =20
2) Sp. = f(-15)-05+f-1)-05+0-1+f0)-1+f(1)-1+%2)-05+
+ f{(2,5)-05 =
=075+05+0+2+3+3+325 = 125
Sp = f(—2):05+f(-15)-05+f-1):1+f2):1+f25)-05+13)-05 =

Il

1+075+1+3+6+325+35 = 185

Demostraremos a continuacion algunas propiedades de las sumas inferiores y
superiores.
Lema 1

Si f esta definida y acotada en [a; b], para cualquier subdivision P la suma infe-
rior no supera a la suma superior.

Es decir, YP: (Sp(f) = Sp(f).

Demostracion
De acuerdo con las definiciones de suma inferior y superior, en la primera inter-

viene el infimo de f en cada subintervalo [x, ,:x,]de P:m,, y en la segunda el su-
premo M,.

Como Vk: m, = M,, resulta zm.(xk—xk,‘) = E M (X=X 1)

o sea, Sp(f) = Sp(f).

Lema 2

Si f es una funcion definida y acotada en [a; b], P y P’ son dos subdivisiones de
[a;b]y P’ es mas fina que P, entonces:

1) Sp(f) = Sp.(f) : 2) Self) = Spi(f).
Demostraremos la primera parte. La segunda es analoga.

Demaostracion
Al considerar la subdivision P y la subdivision més fina P’, basta comparar los

términos de las sumas inferiores que corresponden a los intervalos donde hay nuevos
puntos de P,
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Sin restar generalidad a la demostracién, suponemos que la subdivision P’ tiene
solamente un nuevo punto ademas de los puntos de P. Sea ¢ ese nuevo punto, que
pertenece a un intervalo |, de P.

Si se comparan S; y Sp., todos sus términos coinciden, con excepcién del tér-
mino t, = my(%,~X,_4) de Sp, que ha sido sustituido en Sp. por la suma de dos
términos: t'h = m'(c—x,_4) + m’’(x,—c), donde m’ es el infimo de f en [x, ,: ¢] y
m'’ el infimo de f en [c; x,].

Como m,, es el infimo de fen [x, ,;X,], resulta

my=m" y my=m".

Luego, ty = my(X,—Xy_4) = My(X,—C) + mMu(c—x,. 1) =M (X, =€) + m''(c—x, ;) =t

Es decir, t, = t',.

Como los demas términos son iguales, es Sp(f) = Sp.(f).

Si hubiera mas puntos en P’ la demostracion es analoga, y puede hacerse ge-
neral por induccion completa.

Graficamente, este lema indica que las areas de los poligonos inscriptos crecen
al considerarse subdivisiones cada vez mas finas.

Mediante consideraciones similares se demuestra que las sumas superiores de-
crecen al considerarse subdivisiones cada vez mas finas que las anteriores.

Lema 3

Si f esta definida y acotada en[a;b]y P,y P, son dos subdivisiones de [a; b],
entonces la suma inferior para cualquiera de las subdivisiones no supera a la suma
superior de la otra subdivision. (Obsérvese que el lema 1 se rafiere a suma inferior y
superior para la misma subdivisién y, en cambio, este lema 3 se refiere a dos sub-
divisiones cualesquiera.) -

Debemos probar VP, ¥P;: (Sp.(f) =Sp,(f)).

Demostracion

Como P, y P, son dos subdivisiones cualesquiera de [a; b], buscamos otra sub-
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division P que sea un refinamiento comun a ambas. (Para obtener P basta considerar
todos los puntos de ambas subdivisiones P, y P,.) Si P es mas fina que P, y también
mas fina que P, por el lema 2 es:

Sp,(f) = Spif) (primera parte);

Sp,(H=Sep(f)  (segunda parte).
Vinculando las dos relaciones anteriores mediante el lema 1, es:

Sp,(f) = Sp(f) = Sp(f) = Sp,(h).
—
lema 1
Luego, por transitividad:
Se, () = S, ().

Graficamente, el lema 3 indica que el area de cualquier poligono inscripto en un
recinto no supera al de cualquier poligono circunscripto.

EJERCICIOS

1) Considerando f: x — \/ 25 — x2 en[0;5], calcular suma inferior y suma superior
para las subdivisiones: 1) P = [0; 3; 4;5],2) P' = [0;1;3;4,5]y3) P" =
= [0; 1:2;3: 4; 5].

2) Considerando f: x — x2 + 1 en[0; 3], calcular suma superior y suma inferior para
las subdivisiones: 1) P [0;1;25;3] y2)P' = [0:05;1;2 25; 3]

3 Considerando f: x — x? + x en [0; 3], calcular suma inferior y suma superior para
las subdivisiones: 1) P = [0; 1;2; 3]y 2)P' = [0;0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3].

4) Considerando f: x — x — 7x + 2 en[1; 3], calcular suma inferior y suma superior
para las subdivisiones: 1) P = [1;2;3]y2)P' = [1;15;2;25; 3].

5) Considerando f: x — x? — 6x + 10 en [1; 6], calcular suma inferior y suma supe-
rior para las subdivisiones: P = [1;3;4;6]y P' = [1;2;3;4;5;6].

6) Considerando:

2x + 1 si 0=x<2
f: x — X2 -4x+9 si 2=x<4 en[0; 5] ,
L2 si 4=x=5

calcular suma inferior y suma superior para la subdivision P = [0; 1; 2; 3; 4; 5].

Il. Integral de Riemann

En resumen, los lemas anteriores puntualizan las siguientes propiedades para
las sumas superiores e inferiores de una funcion definida y acotada en el intervalo
[a:b]:

1) para la misma subdivision P: S, = Sp; _

2) si P’ es mas fina que P: S.<80 4 Sp= S

3) para dos subdivisiones cualesquiera P,y P,: 8p, = §P2.

Si designamos A al conjunto de todas las sumas inferiores de una funcion f, aco-
tada y definida en [a; b], observamos que A es un conjunto de numeros reales que
esta acotado.
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En efecto, una cota inferior es la suma correspondiente a la subdivision “menos”
fina de [a; b], es decir, a la subdivisién [x,; x,], cuya suma inferior es S = m(b—-a),

donde m es el infimo de f en [a; b].
Una cota superior, de acuerdo con el lema 3, es cualquier suma superior.
O sea, VP: (m(b — a) = Sp(f) A S,(f) = §,p1 (f)), donde el ultimo miembro es
una suma superior cualquiera.
Por el axioma de continuidad de R, el conjunto A tiene supremo y tiene infimo.
Como las sumas inferiores crecen al afinarse las subdivisiones, interesa en es-
pecial el supremo del conjunto A. Este extremo superior se llama integral inferior de

fen[a; b].

Definicién
Integral inferior de fen [a; b] es el supremo del conjunto formado por todas las

b
infinitas sumas inferiores de f en [a; b]. Se la designaj f

Es decir, f”f = supremo A.
a

De la misma forma, si B es el conjunto de todas las sumas superiores, B es un
conjunto acotado. Por el lema 3, admite como cota inferior a cualquier suma inferior.
Por lo tanto, tiene infimo y ese infimo es la integral superior.

Definicion
Integral superior de f en [a; b] es el infimo del conjunto formado por las sumas

superiores de f en [a; b]. Se la designa J-hf,
a
Es decir, J' °f = infimo B.
a

i+
']
0+
o

It +
o

Graficamente, para una funcion f definida y acotada en [a; b],
m(b—a) M(b-a)
f i i N S

P’ es mas fina que P, P'* mas fina que P’, etcétera.

La propiedad de que ‘[“ f no supera a fb f es logica, pero su demostracion no
es trivial. a a

445



Teorema

Si f esta definida y acotada en [a; b], entonces f“ f= fb f.

a a

Demostracion

Como ya se ha visto, el conjunto de las sumas superiores esta acotado inferior-
mente por cualquier suma inferior,

Luego, para cualquier subdivision P, Se(f) es una cota inferior para el conjunto B
de las sumas superiores.

Como J-b f es la mayor de las cotas inferiores del conjunto B (infimo de B), es
a

VP:Sp(f) = J'“ f.
a
"B
Ahora bien, de la relacion anterior resulta que f f es una cota superior para el
a
conjunto de las sumas inferiores, ya que no es superada por ninguna de ellas.

b
Luego, como f f es la menor de las cotas superiores del conjunto A (supremo
1

5 . rb
de A), no supera a una cota superior cualquiera como es f f.

a
Es decir, fbfsfbf.
2l a

Por consideraciones ya efectuadas, es también:
3 ~b
m(b-a) = f f= J‘ f= M(b-a).
ol a

Nota: He preferido definir integral como extremo de un conjunto por razones de
simplicidad. Creo que la definicion de integral inferior, por ejemplo, como limite de
una sucesion cualguiera de sumas inferiores cuando la norma de las subdivisiones
correspondientes tiende a cero resulta mas complicada (véase Calculo 2, pag. 261).

Definicion

b 1
Si f esta definida y acotada en [a;b], y ademas f f= J'b f, la funcion f es
a

a
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integrable en [a; b].

El valor comuin de la integral inferior y superior se llama, simplemente, integral
de fen [a; b] segun Riemann.

O sea,

fintegrableen[a:b]mfof = f°f - fbf_
_a a a

b b
Suele utilizarse también la notacién f f= J' f(x) dx.
a a

Interesa conocer entonces cuales funciones son integrables, pues una funcion
puede estar definida y acotada en un intervalo cerrado y no ser integrable en él, como
lo prueba inmediatamente el siguiente ejemplo.

0 si x es irracional
Seaf x—
1 si x es racional

En este caso, para cualquier subdivision P:
Sp) = 2 0:Ax =0 y Bpff) = 3 1:Ax =b-a
h 1

b ==
Luego, f f=0y J'bf = b-a # 0,yfnoesintegrable en [a: b].
* a a

El teorema siguiente da un criterio para establecer cuando una funcién acotada,
definida en un intervalo cerrado, es integrable en el mismo.

Teorema

Una funcion f definida y acotada en [a; b] es integrable en [a; b], segin Rie-
mann, si y solo si, para cualquier nimero positivo €, existe una subdivisién P de
[a;b] tal que:

Se(h) - Self) <e.
Es decir,
fintegrable en [a; b] < Ye>03P /S;(f) - Sa(f) < €.

Se trata, por lo tanto, de una condicién necesaria y suficiente para existencia de
la integral.

Primera parte

Sif es integrable en [a; b], entonces:
Ye>03P/Sp(f) -So ()< €
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Demostracion

Si la funcion es integrable segun Riemann, es:

b .
J' f= f A
e a
3 =b
Recuérdese que f f = supremode A y f f = infimo de B, donde A es el
Y a
conjunto de sumas inferiores y B el de sumas superiores.
Por propiedad del supremo de un conjunto A de numeros reales,

Ve >03xe Alx > supremo de A — %

x = Se(f)

L i 1
\ T T

b € b
f—- = f = sup. A
-2 J e
L a -
Six € A, entonces x = Sp.(f) para una subdivisién P’ de [a: b].

b
Luege.§p-(f}>f s [

i . re o PV,
Por la misma propiedad, como f fes el infimo o extremo inferior de B,
a

—b .
Ve>03xe§3/x<faf+2‘

x = Spu(f)

— 4 _.J'D
J.D f f f+ =
a 4 2
Como x € B, es x = Sp.(f) para una subdivision P'* de [a; b].
=H
Luego, Sp-(f) < f f+ % ).
Si P es un refinamiento comun a P' y P*’, resulta, por lema 2,

Self) = Splf) y Se(f) =Sp-(0).

Aplicando transitividad a las relaciones anteriores y a las expresiones (1) y (2),
queda:
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+]
§p(f)>f - @
A
Restando (3) a (4), es: Sp(f) - Sp(f) < f_b +§_ J'

Como f es integrable por hipétesis, es f- f = 0,

y resulta So(f) - Sp(f) < €, que es la tesis.

Segunda parte

SiVe>03P/Sg(f) - Sp(f) < €, entonces f es integrable en [a; b].

Demaostracion

Por definicion de integral superior,

VP: j'_” f<Sa(),

y por definicion de integral inferior,

b
VP:f f=Sp(f).

-_— b
Restando, 0 < J' Ki J' f=8p(f) - Splf) < e.
a bl

'q_‘.—‘
pag. 446

— b
Luego, Ve > 0:0 = fbf— f f<e.Como ambas integrales son numeros
reales, la relacion obtenida implic?a la igualdad de ambos numeros.
. b
Por lo tanto, fbf = f fyf es integrable en [a; b].
a

Utilizando el criterio anterior pueden determinarse algunas clases de funciones
integrables.
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Teorema

Si una funcion definida y acotada en [a; b] es mondtona en dicho intervalo, en-
tonces es integrable en él.
# Demostracion

Consideremos, sin perder generalidad, el caso de una funcion f estrictamente
creciente en [a; b].

Ot ————— = ———

o
Q) = = —

X 1 Xy

Si la funcion es estrictamente creciente, el infimo de la funcion en cada inter-
valo es el valor que alcanza la funcion en el extremo izquierdo del intervalo, y el
supremo, el valor que alcanza f en el extremo derecho del intervalo que se considere.

Por ejemplo, en l, = [x, ixe].esm, = fix, 1) ¥ Mg = f(x,).

Luego, para cualquier subdivision P es:

§Pm = E fixk) (xe = x¢ 1) ¥ Self) = E fxe 1) (X — % 4).
k=1 k=1
Luego,

Sp(f) - Self) = 2 [fxi) — fixe )]-Aix = [Pl [f(xi) — fix )],

k=1

Ademas,

n

2 [flxie) = flx )] = [H(x;) = f(xo)] + [fixz) = f(x)]+ ... + [:f(xn)‘ f(x, . 4)]=

k=1 i
=f(x,)- f(xo) = f(b) - f(a).

Luego, YP: Sp(f) — Se(f) < [|P|| [f(b) - f(a)].
Sif(b) # f(a) (en este caso f(b) > f(a), pues f es estrictamente creciente), para
cualquier € > 0 puede encontrarse una subdivision P de |a; b] cuya norma sea me-
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€

o) - @) >

nor que el nimero

Por lo tanto,

Ve>0:3P/Sp - Sp < ||P||[f(b) — — € .[flb)- -
€>0:3P/Sp - Sp < ||P|| [f(b) f(allﬁf(b)_f(a) [fib) - f(@)] = €

Es decir, Ve > 0 3P / S5(f) — Sp(f) < €, que es la condicién para que f sea inte-
grable, segtin Riemann, en [a;b].

Teorema

Si f es continua en [a; b], entonces f es integrable en dicho intervalo.

# Demostracion

Haciendo las mismas primeras deducciones del teorema anterior, para cual-
quier P:

Se(f) - Splf) = 2‘,1 (My — my) Ay,

donde M, es el supremo y m, el infimo de f en cada subintervalo de la subdivisién P.

Pero, al ser continua la funcion, M, es el maximo de f en I, y my el minimo, de
acuerdo con el segundo teorema de Weierstrass (pag. 182).

Ahora bien, como la funcion f es continua en el intervalo cerrado [a: b], por el
teorema de Heine (pag. 188) es uniformemente continua en él.

Osea, Ve>035>0/|x —x"|<s = [f(x) - f(x"')] < €.

Consideremos una subdivision P del intervalo [a; b] cuya norma ||P|| sea menor
que . En todo subintervalo de esta subdivision P, |a diferencia entre dos valores cua-
lesquiera de f es, en valor absoluto, menor que €.

Esta relacion se verifica también, por supuesto, para el valor maximo y el valor
minimo que alcanza f en cada subintervalo de la subdivisién considerada.

Por lo tanto, para todo € > 0 existe una subdivision P del intervalo [a: b] tal

(ke N A

que, en todo subintervalo |, de esa subdivisién es M, — m, < = g

A 1=k=n).
Por lo tanto,

n

E (M = my) (e — %, _4) <

k=1

Ve>03P/Sp(f) - Sp(f)

1]

n

=< Ebfa(xk—xk-ﬂ = bfa Z(XK' Xg. 1) =

k=1 K=1

- & =
—ba(ba) €,

y se cumple la condicion de integrabilidad.
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Sumas intermedias

Dada una subdivision P del intervalo [a; b], si elegimos en cada subintervalo
[x; _ 4; ;] un punto cualquiera c;, la suma

Se(f) = E fles) (i — % - ¢)

i=1

se denomina suma intermedia de f en [a; b] o también suma de Riemann.

Segun definiciones anteriores, las sumas superiores e inferiores son también
sumas intermedias si la funcién es continua.

Podemos demostrar que si f es continua en [a; b], entonces

Ve>036>0/lfbf—sp[f}|<esiﬂPH<:5.
a

o sea, que la suma intermedia aproxima la integral definida con un error ¢ prefijado.

En efecto, por la definicién dada, es: Sp(f) = Sp(f) = Sp(f). Ademas, por la de-
finicion de integral: Sp(f) < f f=S,(f).
a

Por lo tanto, VP:

ff =8pf) A Spll) =Spll) = J-Df - Splf) =Sp(f) - Sph (1)
a - a

L o] b b —
sp(nssp(f),\f t=Sp(f) = s,,m-J' t =Sp(f) - Selh) (2.

0O sea,

i o b
f f —8p(f) =Sp(f) —Splh (1) A —(Spﬂ) —§p{f)) = _[' f -Self) (2).
a a

De (1)y (2): (8ol - Sol) = [ 1~ o)< 5ol ~ Sol) &

- U’bf Se(f)

Como f, por ser continua, es integrable, sabemos que
Ve>0356>0/5:(f) - Spfi<e si |P||<s.
h
Luego, Ye > 035>0/ U e sp(nlqe si [P <s.

= Sp(f) - Sp(f).

Este ultimo resultado suele expresarse, con la notacion usual para limite, de la
siguiente forina:
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limypy—oSe(f) = fbf.
a

pero no se trata de un limite comin, como se vera mas adelante (Calculo 2, pég. 261).

lll. Propiedades de la integral

Propiedad aditiva del intervalo

Sif es integrable en [a; b] y ¢ es un punto cualquiera interior al intervalo, entonces

f:f=f:1+f:f.

.

i e i
x

O
[} S
ot-——

Demostracion

Consideremos una subdivision cualquiera de [a; b]:
Pi= 8 = XoiXXah conmess i Xy = b].
Si P es una subdivision cualquiera de [a; b}, el punto elegido ¢ puede o no perte-

necer a ella.

Sea P’ el refinamiento de P al que pertenece el punto ¢ ademas de los n puntos
considerados.

Es decir, P’ = [a = X¢i XX «cnun. 165 )X, = bl
Resulta Sp(f) = Sp:(f) (1) por el lema 2.
La subdivision P’ se puede considerar como la union de dos subdivisiones:
R = [a = Xg:Xy; ...;Xy = c]de[a;c] y
Q = [c = XpiXpot) ....; Xy = blde[c; b].
Luego, Sp.(f) = Salf) + Salf)
y. por (1), Se(f) = Sr(f) + Saff).

Ahora bien, por definicion de integral inferior como supremo del conjunto de su-
mas inferiores respectivas, es:

sath= [t y _S_o(f)sf:f.
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Luego, Sp(f) = J'at + J‘: f

El nimero J-c f + f f es, entonces, una cota superior para el conjunto de su-
v a _t.

mas inferiores del intervalo [a;b], ya que Sy(f) es la suma inferior correspondiente
a una subdivision cualquiera P de [a; b].

Luego, r f, que es la menor de las cotas superiores, no supera a dicho numero,
a

0 sea,

J‘:fsf:nf:f ).

Por un razonamiento andlogo, utilizando las sumas superiores, resulta:

Efzﬁf+ﬁf (3).

De (2) y (3), como la funcién es integrable en los tres intervalos considerados,

queda:
b (3 b
fsff+ff ff::ff+ f.
'j-: a c " a a ID
Por lo tanto, J‘bf = J’°f+ J’bf‘ que es la tesis.
a a L4

Teorema del valor medio del célculo integral
(para funciones continuas)

Si f es continua en [a; b], entonces existe un punto ¢ interior al intervalo para el

cuales f(c) = ﬁ fbf (f(c) es el valor medio de f en [a:b]).
. a

Demostracion
Recordemos, en primer lugar, que una funcion continua en un intervalo cerrado
tiene en él un maximo y un minimo absolutos (pag. 182). Sean M y m dichos extremos.
Como una funcion continua es integrable, por una propiedad anterior (pag. 446),
esmb —a) = ffc;M(b - a).
a

Como (b-a) es un nimero positivo, si dividimos por él queda:

1
m= f=M.
b a_“:
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,
b-a

méaximo M de f en [a; b].
Luego, por el teorema del valor intermedio (pag. 176), 3c €(a; b) tal que

b . .
El numerok = f f es un valor comprendido entre el minimo m y el
a

flc) = k.Osea,f(c) = -b—-lja-fbf. que es la tesis.
_ a

Este teorema tiene una interesante interpretacion geométrica para funciones con
valores no negativos.

' |

fc)t

Si se define el area del recinto de ordenadas como I ® 1, resulta: J-b f = (b—a)f(c),
a a

donde el segundo miembro es el area de un rectangulo cuya base tiene longitud

(b—a) y su altura tiene longitud f(c).
Es decir, existe un rectangulo “medio” cuya area es igual a la del recinto de orde-

nadas.
1
b-a

: b .
El ndmero u = f f se llama “valor medio” de la funcion f en el inter-
a

valo [a; b].
Para poder encontrarlo necesitamos primero aprender a calcular la integral defi-

nida f f. Para ello, en la seccién siguiente definimos una funcién muy especial, lla-
a

mada funcion integral, y demostramos el teorema fundamental del calculo. Volvere-
mos luego al teorema del valor medio y sus aplicaciones.

IV. Funcién integral

Antes de definir la funcién integral damos dos definiciones que tienen una inter-
pretacion intuitiva logica:

1) f:f=0 2) J':f= f:f

Por otra parte, podemos observar que hasta ahora el concepto de integral defi-
nida aparece totalmente desvinculado del de derivada.
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Historicamente se llegé a ambas ideas por caminos diferentes, para resolver
sendos problemas geométricos.

Newton y Leibniz fueron los primeros en relacionar ambos conceptos fundamen-
tales. Esta relacion se pone en evidencia con el teorema fundamental del calculo inte-
gral, que permite calcular la integral definida de una funcién integrable f mediante una
funcion primitiva o antiderivada.

Para demostrarlo, consideraremos la funcién F definida asi:

Fix— f:f

Analicemos la expresion anterior. En ella observamos que F es funcion del ex-
tremo superior de la integral definida en el intervalo [a; x], es decir, F depende de x.
Por supuesto, F depende ademas de la funcién elegida f y del punto a, pero una vez
fijos f y a, F depende exclusivamente de la variable x.

Esta funcion F se llama funcién integral dependiente del extremo superior de f
con origen en a.

Por una definicion anterior, F(a) = J‘a f =0,
a

También resulta F(b) = J‘ og
a

y

(= g e

Teorema fundamental del célculo integral

Si f es una funcién continua en el intervalo [a; b], la funcién integral F: x — J"f
a

es derivable, y su derivada en cualquier punto x, del intervalo [a; b] es f(xp). O sea,
Vxq €[a; b]: F'(x5) = f(x). (En a y b se consideran derivadas laterales.)

y4

Fx
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Demostracion

Para probar que existe F'(x,) aplicamos la definicion de derivada. Para ello bus-
camos primero el cociente incremental:

F(x) — F(xo) _ By )

X — Xg X = Xg

Por la propiedad aditiva del intervalo (pag. 453), es:

Jit= Lo g - P 1

i
F(x) - F(xg) _ 0
et Xc.

Reempiazando en (1):

X = Xq

Por el teorema del valor medio del célculo integral (pag. 454):

Fee (i) /10) = —— [+
0
LUQQOIM = f(c).
X - Xc

Buscando limite en x,, resulta:

F'(Xo) = limy_y, —‘?—F"‘: = Flxg)

e Maxfe) (@)

Ahora bien, para todo numero positivo €, si x pertenece a un entorno de centro

Xg Yy radio §, también el punto ¢ pertenece a dicho entorno, pues c esta entre x, y x.
Es decir, lim, _, ,f(c) = lim, . ,,f(x).

Ademas, como f es continua en x,, es lim, ., f(x) = f(x,).
Luego, por (1), es F'(x,) = f(x,), que es la tesis.

Regla de Barrow*

Si f es continua en [a; b] y G es una primitiva de f, entonces

J‘"f = G(b) - G(a).

* Isaac Barrow (1630-1677), tedlogo y matematico, fue profesor en la Universidad de Cambrid-
ge y renuncio a la catedra en favor de su discipulo Newton.
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Demostracion

G es una primitiva de f. Por lo tanto.por definicion de primitiva (pag. 386), es
vi:G'(t) = f(t).
Si F es la funcién integral, es F(a) = f *f=0y Fb) = f G
a a

Ademas, por el teorema anterior, Vt € [a;b]es F'(1) = f(t)..
Por una propiedad de la funcion primitiva (pag. 387):

Gty = Kty ~ Pty = fit) = keR/F(t) = G(t) ~ k.
Como F(a) = 0,es G(a) - k = 0. Luego, k = —G(a).
Entonces resulta: F(b) = J' °t = G(b) - k = G(b) - G(a).
a

Es decir, fbf = G(b) - Gl(a), que es |a tesis.

La regla de Barrow indica que para evaluar la integral definida de f entre ay b
basta encontrar una primitiva cualquiera de f y restar los valores indicados de dicha
primitiva.

Ejemplos

R

2) f""zcosx = (senx)|? = sen= -sen0 = 1-0 = 1.
0 0

2

Para el calculo de integrales muchas veces es conveniente utilizar, como ya se

ha indicado, la notacién fb f(x) dx, en especial si debe recurrirse a un cambio de
a8

variable.

Para el calculo de integrales definidas pueden utilizarse los teoremas ya vistos
para primitivas (pag. 390), que pueden demostrarse de manera similar utilizando la
definicion de primitiva y la regla de Barrow.

Por ejemplo,

J‘:(f:g) - f:frf:g;f:(kf) = kf:f:etcétera,

De acuerdo con lo indicado en la pagina 455, volvemos ahora al teorema del
valor medio del calculo integral y a sus aplicaciones.
Ejemplo 1

Encontrar el punto c correspondiente al teorema del valor medio del célculo inte-

gral si f: x— x* — 1 en el intervalo [~ 1; 3].
La longitud del intervalo es 4. Segun el teorema, existe ¢ entre —1 y 3 tal que
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f(c)

LI P
4I(x 1) dx.

1

0 =3 (=) - 39 ()] -

flc) = 4= ¢c® 1 =4=c = /5 Ademas, -1 <+v/5<3.

Ejemplo 2

Calcular el valor medio . de f:x— x2 en el intervalo [ ~1; 4], y encontrar un
puntoce(-1;4)talqueflc) = pu.

4 5 x3 |4 64 1 65
I bl ol S £

Segun el teorema, el valor medio se encuentra dividiendo el valor de la integral
por la longitud del intervalo.
1 65 13 =
Resutap = ——— = p = — = 43,
=g g P g
Para encontrar el punto ¢ observamos que:

13 13 13
flc) = — = ?l=—::: = _— A
(c) 3 c 3 | el = \/ 3 2,08

Descartando el valor negativo, pues no pertenece al intervalo dado, obtenemos
/ 13
c = —_
3
# Elvalor medio p = —D—I-—; fn f es la “media aritmética” de los valores de f en el
— a
intervalo [a; b].
Para justificar esta denominacion, recordemos que se llama media aritmética de
; 1
nnumeros yq, Yz, ¥a, ..., ¥nal valorF (Yi+¥a+V¥a+ .oinn + ¥a)
Ahora bien, consideremos una subdivision P del intervalo [a; b] en n subinter-

valos de igual longitud h. En cada subintervalo elegimos un valor de f y lo multiplica-

n

mos por h. Obtenemos asi la suma 2 f(x;) h. Esta suma es una suma inferior de f en
i=1

[a; b]sif(x;) es el valor minimo en [x; _ ,; x,]; una suma superior si f(x;) es el maximo,

0 una suma intermedia si f(x,) es un valor cualquiera. Cuanto menor es el nimero

- ; ; i . b
positivo h, la suma correspondiente es una mejor aproximacion de la integral J. f.
a

2 f(x) h

Viendo que n h es la longitud del intervalo [a; b], el cociente — -
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> fx)

aritmética de los valores elegidos.

En el ejemplo anterior, si dividimos [ —1; 4] en subintervalos de longitud 1, obte-
nemos la subdivision P = [-1;0; 1;2; 3; 4].

Eligiendo los valores f(0) = 0,f(1) = 1,f(2) = 4,1(3) = 9yf(4) =

es un valor aproximado del valor medio de f y es a su vez la media

pp=%{o+1+4+9+15]=#p=s.

Para subintervalos de longitud %‘ si ademas de los valores anteriores calcula-
IV Lol Y = L8 = 2 5y = BB gLy 22
mmf("?) - 4"(2) b 4"(2) 4"(2) 4 yf(z) 4

obtenemos up = 10 (30 + %5—) = ULp = 5,125,

Para valores cada vez mas pequenos de h, los numeros que se obtienen se
aproximan cada vez mas al valor medio 4,3.

4 Valor eficaz

En algunas aplicaciones interesa el valor que se obtiene considerando el valor
medio del cuadrado de la funcion.

1 b
f2,
b-a f a
Su raiz cuadrada positiva suele llamarse "valor eficaz” de la funcion:
s /1 b
b-alJa.

En especial se utiliza el valor eficaz para funciones periodicas cuando la longi-
tud del intervalo coincide con el periodo.

Aplicacién

Hallar el valor medio y el valor eficaz de f: x — sen x en [0; 27].

1 (" senxdx = %(- = 0

2

1 27 2 1 2z 1 — COS 2X
. senxdx = — —=dx =
21ch 27:'.1-0 2

Valor medio: u

Valor eficaz: o

e sen 2x = oo A
471' ( )[c 47 2’
Luego, a = —2
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EJERCICIOS

1) Evaluar las integrales correspondientes a los ejercicios de la seccion 1, es decir:

a) J': V25 - X2 b) f: x2 + 1)
c) J'Z (x2 + x) d) J": (X2 — 7% +2)
f) J.j (x2 — 6x + 10) a) J'z (2x+1)+f:(x2—4x+9] +

2) Evaluar las siguientes integrales:

a) J.z x? b) J": (x2 - 2x + 3)
) f:;(x2+1) d) J“: x(Vx-3)
9 1 ~1x2 -1

9 [ WFm) " [
6 1 2X
9 [°vx-2 n [ o
) o[ X ) [ Mi+vx
fa V1 + 8x2 -ri Vx
W[ x0e -1 b a1
1 X
m) J': (x + 3x?) n) J‘; (e*-x)
r) ff' sen? (5x) s) J'Z(—xz+5)

3) Hallar el valor medio p de cada funcién en [a;b]y hallar c € (a; b) / f(c) = .
f:x— x3en[0; 4] g:x—\Vx en[0;4)]
h:x-»—x?-}_—ren[o;ﬂ m:x—*ﬁen[ﬂﬂ]
r:x—3x? - 2x + 5en[0; 2] S:IX— x12 en[-1;0]

4) Hallar el valor eficaz de f: x — sen®x en [0; 7].
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+V. Integrales impropias

Al dar el concepto de integral segun Riemann, hemos exigido que la funcién f
considerada estuviese definida y acotada en un intervalo cerrado [a; b].

Si se elimina alguna de esas restricciones impuestas a la funcién o al intervalo,
se puede generalizar la idea de integral definida mediante las llamadas integrales
impropias.

La teoria de integrales impropias presenta gran similitud con la teoria de las se-
ries y no sera estudiada en este texto. Daremos a continuacion solamente una idea

sobre las integrales impropias de primera y segunda especie.

1) Integrales impropias de primera especie (intervalo infinito)

Consideremos la funcion f: x — e * para x = 1.
La funcién f es integrable en cualquier intervalo [1; b], o sea, para cualquier nu-

mero real b = 1 existe la integral (propia) J' =
1

yA

o| @}~
|
|
I
%

Resulta fb a-% = |[—e"‘}b R ¥ ST N
1 1 e

Si consideramos la funcion integral F: b — f ® e, la funcion F tiene limite finito
1
para b— + o,

En efecto, es  lim fbe‘zh'm (1__1_):_1
b= +x e eb e

b—sax g

En este caso, entonces, existe el limite finito lim fb e’ = 1
b 1 e

El simbolo fe * se utiliza para representar el limite anterior y se dice
1

que esta integral impropia de primera especie converge al nimero %-

& % 5 b 4 .
En general, entonces, si existe la integral f f para cualquier nimero real
a
b = a, el simbolo f " sellama integral impropia de primera especie de la fun-
a

i PRI , b
cion f en el conjunto no acotado [a; +). Si existe el limite finito lim f f=A
: v+x Ja
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la integral impropia mencionada converge al numero real A y se acepta la siguiente
definicion:

f“f:l(m "f= A
a b— +x a

Si el limite indicado es infinito, la integral impropia es divergente, y si no existe
dicho limite, Ia integral impropia es oscilante.

En forma analoga se deﬁnef "t = lim J‘b f, si este limite existe.
a-—-= a

2) Integral impropia de segunda especie (integrando infinito)

Consideremos ahora la funcién f: x — ;,—1_—en el intervalo semiabierto a de-
5-x

recha [4.5), y observemos que f no esta acotada en ningun entorno del punto 5. Por

otra parte, si ¢ es cualguier nimero real tal que 4 =c < 5, f es integrable en el in-

tervalo cerrado [4; ¢].
Sea la funcion integral F: c—a-fc —;—_
44/ 5—-x

EsF(c) = f°—;,hi—_; - (_2\;5—_;)

= -2vV5-c+ 2V,
d\,-

Si buscamos el limite de los valores de F a izquierda del punto 5, es

lim F(c) = lim (-2v5-c+2) = 2,
c—5- c—5

[+
4

En este caso el simboio fs f designa una integral impropia de segunda espe-
4

cie, pues f no esta acotada en ningun entorno del punto 5. El punto 5 es un punto
singular de la funcion f.
El numero 2 es el valor de la integral impropia mencionada y se define:

c 1

= lim —————

5 1
fa B — X c—5 “\/5-)(
En este caso la integral impropia f = f es convergente.
4

En general, entonces, si la funcion f esta definida en el intervalo semiabierto a

derecha [a; b), si existe la integral f e f para cualquier nimero real c talque a < ¢ < b,
a

ysilim f(x) = =, el simbolo fb fse llama integral impropia de segunda espe-
x=—b-

cie de la funcién f con punto singular b. Si existe el limite finito lim f “f = A
c—=b- a
la integral impropia mencionada converge al nimero real A y se acepta la siguiente
definicion:
f" f=1tm.[°f=Aa.
a

c—b a
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VI. Aplicaciones geométricas de la integral

1) Célculo de areas

a) En coordenadas cartesianas

De acuerdo con la idea intuitiva de area de un recinto de ordenadas dada al
comienzo del capitulo, si f es una funcién no negativa, continua en un intervalo [a; b],
es natural dar la siguiente definicion de area:

A = f:f ().

0

Si la funcién es positiva, la curva se encuentra por encima del eje de abscisas y

el area es un numero positivo.
En cambio, si f es una funcién continua, negativa en |a; b], para que el area re-
sulte también un numero positivo la definicion adecuada de area es la siguiente:

A=—f:f ).

Para justificar la definicion dada basta considerar la funcion g no negativa en

[ab]ytal que ¥x:g(x) = — f(x).
Por definicién (1) de area, como g es no negativa, resulta:
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A, o= Lb Q = E (= = _j? f.

- Cbedmvgse que sl dna funcitn confinba en oo infervale e doanza en & valo-
ras do s@m oontrarios, Ja integrel defitida esié datia directaments por ka fegla de
Batrow, pero esta integral =6l da tna same algebraicd de drdas, quend soresponda
a la jdea peométrica de “drea na negstive o abs ufa”

Considerorros, por efempla, la siguisnty imegral:
E"" sanx = (~ooex) [ = - cosze + @0~ - 1 41 =0

L integral vale 0 potque ol Sfea ente 0¥ €82y entigary B 48 lamiblén 2,
pese la faneion es nagadva.

Lugge, cuando st irata de calcular &l firea, e buscan las Inteiseccionss con &l
8je X ¥ $e aplioan su Higeds Jag definiciafes (11 v (2.
Eri & glemplo anterter ol drea domespondienta a la sinusalds entre 0 ¥ 27 &

Awp j:’ senX = 2 (—m xn; = 2{-t087 + o080) = 22 =4
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0 general,

y;!.

)

&i f es contiiua en [ab]

An [Tk f* « Pk

Ejempio

Caloular ef drea de un circuls de radio 1.

T + . N T
Por consideracionas geoméidoas nmedisias, A = 4 f i
wr

Liego, debe calcularss la integral A = 4 fr VT - xF gx.
g

Para resciveria conviens recurrir al método de sustitucion de variable, nagisn-
do % = 1 sent,

De acuerdo con la regla de Barrew, hasta calcular una primitiva cuslquiera de
VE =2 v lusgo restar los valores worsspendientes a los exiremos del intervald
de intagracion. Pero al efectuar ol cambio de varizble es niecesario cambiar los lottes
de Integracion congsiderandolos respecto de la nusva variabie,

Sisehace x = rsent, para X =71 65 r = rsent, sent = 1 v
1= arcsen 1 (en &l primer cuadiants).
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Luego, si X =r es t=%.

Si x =0 es 0 =rsent, sent=0 y t = 0.
Osea,si x =0 es t = 0.

Ademas, dx = rcostdt.

Porlotanto, A = 4 fz 2 \/1 - sent costdt = 4r f2 cos’tdt =
0 (1]

™ w

2 1+cos2t 2
g2 [P 1158 g = 242 1+cos 2t) dt =
J; 2 ; J‘n( i o

I

.
2

=27 (t+m)‘

-d (£+ senm _ senO) =
2

0 2 2 2

= 72,

Area entre dos curvas

Si se desea hallar el area del recinto comprendido entre los graficos de dos
funciones continuas, basta efectuar la resta de las areas correspondientes.

y

Ejemplo 1

Hallar el &rea del recinto sombreado en la siguiente figura:

468



| =

Deben buscarse primero las abscisas de los puntos de interseccién de ambas
curvas.

Enestecaso, a =0 y b = 1.

- = R i o — a2y =
Luego, A = fa [f(x) — g(x)] -[D (VX - x2)
- ?_,(3’2__*3_)‘:3_L=L'
3 0 3 3 3
Ejemplo 2

Area del recinto sombreado en la figura:

fix—s—x2 + 8
gix—=x — 4
Los puntos de interseccion tie-

nen abscisas que satisfacen
ambas ecuaciones.

Luego, para esos puntos se verifica: — x* + 8 = x — 4.

2 +x-12=0 =>x=—%:‘\/—41-+12=
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mente cada definicion deben adaptarse los razonamientos efectuados al definir area
de un recinto de ordenadas.

2) Rectificacion de arcos

a) En coordenadas cartesianas

f(b) 4

fa) ¢

0

Observando el gréfico de una funcion continua f, puede hablarse intuitivamente
de la longitud del arco de curva comprendido entre los puntos [aif(a)] y [b;f(b)].
de su grafico.

El procedimiento para definir longitud de un arco de curva es andlogo al utilizado
para definir area mediante la integral.

Para ello se considera una subdivision del intervalo [a;b] y se forma la poligonal
correspondiente a la misma uniendo mediante segmentos los puntos PP, P,,....P,.

Si se suman las longitudes de dichos segmentos, se obtiene la longitud de la
poligonal correspondiente inscripta en el arco considerado.

Se define como longitud del arco de curva al supremo s del conjunto formado por
las longitudes de las poligonales inscriptas en el mismo.

Si f tiene derivada continua en [a;b], entonces el grafico de f entre los puntos
[af(a)] y [bif(b)] tiene longitud:

s = f” VIFFOFR dx

Para esbozar la obtencion de esta formula, consideremos una subdivision cual-
quiera P = [XgX;X,:.....X,] del intervalo [a;b].

La longitud de uno de los segmentos que forman la poligonal inscripta se puede
hallar utilizando la formula de Pitagoras.

fx)f—=———~—

(X, ===

e ——

(o 0 S S ——
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Sillamamos ds  a dicha longitud, es:

ds = V (X, — %,.1)2 + [f(x,) — f(X, )P =

\/ f(x,) — f(x, ;) ]2
1+ | —— 0 = ).
Aplicando el teorema del valor medio del calculo diferencial (pag. 247):

f(x,) — f(x, ;)
Xp — Xn 4 ‘

Il

Ech € {xh |;xh )/f’{ch;l =
Reemplazando,
ds = \/I‘?ﬂ(f-’-‘h”—2 (Xp = Xp_y).

La longitud de la poligonal inscripta correspondiente a la subdivisién P esta dada

por la suma 2 V1 + e (%, = X,)-

h=1

Por hipdtesis, f' es continua y también lo es v/ 1 + (f')?, y, por lo tanto, es

integrable.
Se define la longitud de arco buscada como la integral correspondiente, es

decir, s = f P VIFIPE dx

a
Ejemplo
Calcular la longitud de la circunferencia de radio r.

Si s eslalongitud buscada,es s = 4 J- F V1 o+ [1'(x)]° dx, donde
0

2 Y —x
y fiX) = ———.
v —x?

s [ A1+ e
s = f 1+ z4J’ X =
0 F-x o ViZE-x2

r dx
4r —————— "
J; .\/rQ = x2

Se puede resolver la integral
mediante la siguiente sustitu-

- 3 cion:

f(x) = vVrc—-x

X = rsent.

Resulta dx = rcosttdt, y los
X limites de integracion son 0 y

0 r —2’5 respectivamente,
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Por consideraciones analogas a las anteriores, se puede definir el area correspon-
diente mediante una integral adecuada.

v

Xa

I

A una subdivision cualquiera P del intervalo [a; b] se le puede asociar, como ya
se ha visto en la pagina 472, una poligonal cuya longitud aproxime la del arco de
curva.

Cada uno de los segmentos de la poligonal engendra, al girar alrededor del eje x,
la superficie lateral de un tronco de cono cuya area se obtiene mediante una formula
de geometria elemental: longitud de circunferencia media por longitud de generatriz.

Por ejemplo, para el subintervalo [x, ;;x ], resulta:

A = 23%‘13 = A = 27 f(x; 12?' f(x) ds.

f(xi - 1) f(x;)

Ahora bien, el valor

l(ﬁ—‘yi)— puede aproximarse por f(c,), siendo ¢, el

punto medio del subintervalo [x; - 1 ; x;]. Cuanto mayor es n, mejor es la aproximacion
gue se obtiene.
O sea, A = 27 f(c) ds.
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Por b‘tanto ¢l drea de la superficie de revolucion puede aproximarse mediante
{a suma da las éreas de las n superficies leterales de los troncos de conos.

Es demr A, = 2 2rfie,) ds.

e

Esio )us{liica entonces, la siguiente definicidn para &! 4rea de una superficie de
revoiucta’m

- f° 27t ds (60 > 0).
Resulta finalmente:

A[1=2,rf'°rﬁx) VT+ RGP dx.

Ejemplo

Calcular el éraa de una superficie eslérica de radio r,
La semiesfera puede conslderarse engendiada por la revolucion de un cuario de
circuto alrededor del ele x.

yJ
r-
y=VE-®
X
63 r
= 227 f; VTE - V1 + [FROF dx,
t gy o e,
donde {x} s 8/ y 00 T
A= f \/Fi . B — \fr-f 41rrf gy =

= 4Tl = 4w,

4) Volumen de gdlidos de revoiucién

Repitiendo una vez mas los procedimientos anteriores, se define madiante una
integral el volumen del cuerpo engsndrado por un recinto de ordenadas al girar alre-
dedor del gje x.
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Aproximando el recinto mediante rectangulos, si se hacen girar dichos rectangu-
los alrededor del eje x se obtienen cilindros de revolucién.

Elijamos rectangulos inscriptos y consideremos en particular uno de ellos, aquel
que tiene como longitud de la base el valor (x, — x, - ;) y como longitud de 1a altura
el minimo de f en el subintervalo [x, - 1 ; % ].

El volumen del cilindro engendrado por este rectéangulo esta dado por la férmula:

V = 7 [mF (% = Xp-1).
El volumen correspondiente al poligono inscripto considerado esta dado por la
suma E 7w [MyF (X0 — Xn- 1)
h=1

Por definicion, el volumen del sdlido de revolucion es

V= :rfb[f(x}f dx.

Ejemplo

Calcular el volumen de la esfera de radio r.

V= 2ﬂf;{ﬁ—x2)dx = 2w(r2x——’§—)|; - 217(r3-——) - %wr“.

EJERCICIOS
1) Area del recinto formado por f:x — x® entre 1y 3.
2) Area del recinto formado por f:x— /X entre 0 y 4.
3) Area del recinto formado por f:x— 2v/X entre 4y 9.

4) Area del recinto formado por f: x — \/2px entre 0y a > 0.
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: 2 2
5) Area de la superficie interior a la elipse: x_2 - ze = 1
a

2

6) Area del recinto entre los graficos de f: x — % X2y gix—Vx

7) Area del recinto entre los gréficos de f: x4 -x2 y g:x—x2 — 4.
8) Area del recinto entre los graficos de f: x — x-2 y g:x— 2x — x%,
9) Area del recinto entre los graficosde fix— X% —4x +1 y g:x— — X + 5.
10) Area del recinto entre los graficos de f: X — x y g:x — 6x — x2.
11) Area del recinto entre los graficos de f: x —x — x* y g:x— —X.
12) Area del recinto entre los graficos de f: x— VX y g x— x*.
13) Area del recinto entre los graficosde f:x— 4 — x2 y gix—x + 2.
14) Area de la superficie limitada por un lazo de la curva de ecuacién polar
r = 2sen3dt (0<t<%).

15) Area de la superficie limitada porlacurva r =t para 0 =t = %

16) Area de la superficie limitada por la cardioide r = a(1 + cos t).

17) Calcular la longitud de arco correspondiente al grafico de f entre los puntos
(0:0) y (48) si fix—x2

18) Idem para fix—2 \r’;t_ entre (0;0) y (1:2).

19) Longitud del arco de curva definida parameétricamente por
X=58-2 A y=2t+8 an 1=1t=25.

20) Longitud de un arco de la cicloide x = af(t-sent) A y = a(1 —cost).
21) Longitud de la cardicide r = a(1 + cost).

22) Longitud de la curva de ecuacion polar r = sen? % (0 =t= %)

23) Area de la superficie de revolucion engendrada por el grafico de f:x— 2\/x
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje x.

24) Volumen del solido de revolucion engendrado por el grafico de f:x— \/x
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje x.
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25) Volumen del solido de revolucion engendrado por el graficode f:x — % entre

1 y 3, al girar alrededor del eje x.

26) Volumen engendrado por el graficode fix— entre -5 y -2, al girar

X+1
alrededor del eje x.
2 2
27) Volumen del elipsoide de revolucion engendrado por x_z + ;2
a

28) Volumen engendrado por una onda de sinusoide (entre 0 y ) al girar alrededor
del eje x.

VIl. Aplicaciones fisicas

La integral definida admite también aplicaciones fisicas. Veremos brevemente
algunas de ellas, ya que los problemas fisicos se resuelven mas naturalmente me-
diante integrales dobles. triples o curvilineas. Por otra parte, la justificacion de las
definiciones es sencilla si se considera a la integral como limite (Calculo 2, pag. 261).
1) Trabajo

Si una fuerza f, que actua sobre un punto material, lo hace desplazarse a lo largo
de una recta (gjé x) entre dos puntos, el trabajo realizado se define W = fbf(x) dx.
a

Ejemplo

La fuerza requerida para estirar un resorte es proporcional al alargamiento y se

necesita una fuerza de 3 k_ﬁ para estirarlo 0,5 cm. ;Qué trabajo se realiza para es-
tirarlo 2 cm?

f(x) = kx. Segunlosdatos, paraf(x) = 3 es x = %
Luego, 3 = k > = k=6 = fix) = 6x

2

W = fzsxdx =3 |? = 12.
0 0

Teniendo en cuenta las unidades, el trabajo es de 0,12 kgm.

2) Masa
a) Unidimensional

Consideremos un alambre que tenga la forma de una curva asociada a una
funcién continua f entre dos puntos.
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Si el alambre tiene densidad constante p, su masa se obtiene multiplicando p por
la longitud del arco de curva.

Osea, es M = p s. Recordando que s = f°
a
= o [° VI TIWF o
Si la densidad es variable, se define M = J-D p ds.

+ [f [):)]E dx, resulta

b) Bidimensional

Consideremos una lamina D, plana y delgada, que tiene la forma de un recinto
de ordenadas limitado superiormente por el gréfico de una funcion f continua y no
negativa. Si la densidad es constante porque la lamina esta construida con material
homogeéneo, la masa de la lamina es proporcional al area de la superficie y se define
como el producto de la densidad por el area, es decir,

M= parea D = pJ-b f(x) dx.

Si la densidad es variable,es M = J.° p f(x) dx
a

3) Momento (respecto de un eje)
a) De primer orden (estatico)

Se define, para una particula, como el producto de su masa por la distancia a una
recta. Puede demostrarse, si se trata del momento de un conjunto de n particulas,
gue éste no se altera si se considera una sola particula cuya masa es la suma de las
n masas, localizada en el centro de masa o centro de gravedad del sistema. Si el
material es homogéneo, el centro de masa coincide con el centro geométrico. Por
ejemplo, en un tridngulo, es el punto de interseccion de las medianas; en un rectan-
gulo, el punto de interseccion de las diagonales; etcétera.

Por lo tanto, si se trata de obtener las coordenadas del centro de masa de una
lamina que tiene la forma de un recinto de ordenadas, puede aproximarse el célculo
considerando rectangulos, tal como se hizo al hallar la integral definida.

Sea la subdivision P = [x,:X,:X,; ..; X, ]. En cada subintervalo buscamos su
punto medio. Por ejemplo, ¢, es el punto medio de [x,; x, ], y elegimos como primer
rectangulo el que tiene altura f(c,). Analogamente para los demas subintervalos.

¥

fle)) f-=——=

S ) ===
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Para el primer rectangulo, su centro de masa es el punto de abscisa c, yor
denada % f(c,). Sumomento estatico, entonces, respecto del eje x, es el producto de
su masa por la distancia al eje x. Ahora bien, el area es f(c,) (x, —x,), la densidad
constante es p y la distancia del centro de masa al eje x es % f(c,).

1

Luego, M,, = = fle,) - p fle,) (¢, —xg).
—_—
distancia masa

Osea, M, = % [f(c,) 2 p Ax,.

1x

Respecto del eje y, en cambio, la distancia del centro de masa esta dada por c,
y resulta M, = c,pf(c,)Ax,.

Haciendyc lo mismo en cada uno de los rectangulos y sumando, obtenemos los
momentos de la lamina formada por los n rectangulos:

n T n
Mg, = 2 2 [f(c)]? pAX, A Mg, = 2;, cflc;) pAx;.

La primera suma es una suma de Riemann para la funcion dada por % p [f(x)]?

y la segunda para px f(x).
Por lo tanto, podemos dar las siguientes definiciones para los primeros momen-
tos de la lamina mencionada:

M, = o [T el ex A M, = [ pxf( ox

Si se trata de los primeros momentos de una curva, pueden justificarse, de ma-
nera analoga, las siguientes definiciones:

M, = J? pyds A M, = f: px ds.

b) De segundo orden (inercia)

Para los momentos de inercia, en lugar de considerar la distancia al eje, se
considera el cuadrado de la misma.

4) Centro de masa

Recordando que la masa de un sistema se concentra en su centro de masa, se
define al centro de masa como un punto de coordenadas (x;yg), tales que

My—'-\_hﬂ_’ Xa A M, =M + yg.
masa  distancia
M, M,
Porlotanto, x5 = a A Ye =g

481



Ejemplo 1

Hallar el centro de masa de un alambre, con densidad uniforme, que tiene la
forma de una semicircunferencia de radio 3.

y
y=v9-x?
= 0 3 X
Por razones de simetria, es x5 = 0.
i o fSpyds _ _Jayds _ _[3yds
v M- J% pds J3ds s

La longitud de la semicircunferenciaes s = 3.

Ademas, f(x) = VI-x2 = f(x) = ———
(x) =
Luego, Yg = —=— fa f(x) V1 + [f'(x)]? dx =
X2
=VG=3ﬂf\/ S dx =
=VG= f3dx=;y6_".

Resulta (xg:Yg) = (0;%).

Ejemplo 2
Centro de masa de una lamina semicircular de radio 3 y densidad uniforme.
1
M _2' f: P [f(x)]z dx 1 fb [f(X)]2 dx
=0 % =T p -
[2 pf(x)dx [a f(x) dx

: o 9
El area del semicirculo es 5 .

%J’ 3 (9-x?) dx
2

2

1
Luego, yg = = Yo = 5 fag (9-x?) dx =
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EJERCICIOS

1)
2)
3)

4)
5)

6)
7)

Trabajo realizado al estirar un resorte de 12 cm de longitud hasta 18 cm, si se
necesita una fuerza de 4 Ej para extenderlo 1 cm.

Centro de masa de una varilla de 30 cm de longitud, cuya densidad es proparcio-
nal al cuadrado de su distancia a un extremo.

Centro de masa de un arco completo de la cicloide: x = a(t — sen t) A
y = a(1-cost), recordando que su longitud es 8a.

Centro de masa de la cardioide r = a(1 + cos t).

Centro de masa de una ldmina de densidad uniforme, limitada por el grafico
de fix—4 — x® ylasrectas y =0, x= —1.

idem parafx—Iinx, x=1, x=e, y=0.

idem si la lémina esté limitada por y = 2 — 3x? y la recta 3x + 2y = 1.

VIIl. Integracion aproximada

Al definir al comienzo de este capitulo sumas superiores e inferiores y demostrar

sus propiedades, pudo observarse que los valores de estas sumas aproximan la
integral, y que la aproximacion es mejor cuanto mas fina es la subdivision. También,
que la aproximacion puede hacerse mediante sumas intermedias.

Ejemplo 1

En la pagina 441, para f:x—x® + 1 en [0;3), obtuvimos los siguientes resultados:

P = [01128] = Sp(f) = 8 A Sp(f) = 17,

Pu

[0;1;%;2;3] = Sp(f) = 8,625 A 5..(f) = 16,125.

Si elegimos una subdivision mas fina P’

"o ‘_1_. i E s 3 =
P = [0,2,1.2‘2.2.3] = Sp.(f) = 9875 A S..(f) = 14,375.

3
Si calculamos la integral, resulta fa (x2 +1)dx = (—xs— + x) = 12,
0

3
o

En general, la aproximacion mejora si se considera, para cada subdivision, el

promedio de la suma superior y la inferior.

En nuestro ejemplo, para P: Ss +Sp) = 125,

=
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para P’ (§P. + S )

A,
5 S

I

12,375,

para P'':

]

(Sp. + Sp-) = 12,125.

2,
2

Si aproximamos la integral de esta ultima forma, podemos, en cada caso, acotar
el error cometido.

En efecto, sabemos que VP: S, = J'b f <S8,

Si restamos el nimero -:? (8, + S;), obtenemos:

g & = 1
§P_'%‘SP_‘1£§P— :f_lz{sp"'sp)ﬂsp";"sp'z§p‘=
1 = 1 = 1 =
= -1G-s=[1-7@+%=76-%=
b e i =
=*|.[,' % @ + Sl =5 G - S

El error cometido, entonces, al aproximar la integral por % (5p + Sg) no su-
pera al nimero —;- Gp — Sl

En el ejemplo, para P: €, < % (17 — 8) = €, < 45,

para P': €, < -;— (16,125 — 8,625) < €, < 3,75,

para P': €, < - (14375 - 9.875) &= € < 225.

Ejemplo 2
Sea: fx—\/1+x> en[0:1] v
. \/?::—/l—-‘/—‘yﬁ
[
|
T
| | | 1
TR
i O
1w
!
P! [
4 [l | S
o 1.t & 9 X
4 2 4
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Consideremos una subdivision regular P de cuatro subintervalos, cada uno con

la misma longitud %

Como f es estrictamente creciente en [0;1], en cada subintervalo [x, ,:x],
f(x, ;) es el minimo absoluto de f y f(x,) es el maximo absoluto,

=3[0 1(2) < 1(2) - ()]

5, = 1 [(3) + 1(2) < 1(2) - ]

5. =3[0+ #(3) + 2(2) - 2(2) + 0]
L8 - 3 [ (0 - 1) - () (D) + (D]

En la ultima expresion puede observarse que los céalculos se simplifican porque la
funcion es mondtona y los subintervalos tienen la misma longitud.
En este ejemplo,

2y T NLE =Y, NS avE . VB
(S SpJ—4[2(1\2) : : a]

w
]
|

w
5
+
w
3]
i

o~
2

It

% (05 + 0,707 + 1,008 ~ 1,061 = 1,192)

It

1,117.

Ahora bien, muchas veces no es simple o no es posible encontrar los extremos
absolutos de la funcion elegida en cada subintervalo de una subdivision. En ese caso
pueden utilizarse sumas intermedias.

Estas sumas intermedias aparecen sencillamente si se aproxima el area del re-
cinto de ordenadas mediante sumas de areas de trapecios en lugar de sumas de
areas de rectangulos. Este método se conoce con el nombre de “regla de los tra-
pecios”.

Regla de los trapecios (aproximacién lineal)

Sea f una funcién continua en [a;b] y P una subdivision regular en subintervalos
de longitud h.

Para el intervalo [x; ,:x,], el area del trapecio asociado es

A:

, % h [f(x, ) + fx))
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Para la suma de areas, obtenemos:

> A h > [fx.,)+(x)]
=1

i=1

| =

n

Z A = % h [f(xg) +26(x, )+ 26(xp) + ..+ 20(x, 1) +f(x,)]

=

Pero x, = a, X, =a+h, x, =a+ 2h .... , X, = a + nh = b

n

Luégo, 2 A

=1

% h [f(a)+2f(a+h)+2f(a+2h)+...+2f(a+(n-1)h) +f(b)].

Obien, > A

=1

h [%f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+....+f(a+(n—1)h)+ %f(b)].

En realidad el método consiste en aproximar, en cada subintervalo, la funcion f

por una funcién lineal.
Por lo tanto, regla de los trapecios: si f es continua en [a;b], entonces

1 n-1 ) b_
f:t - h[E [f(a)+f(b)] + 2‘ f(a+|h)] con h = na.

Puede demostrarse que si f tiene derivada segunda en el intervalo, tal que
vx: [f""(x)] < A, entonces el error que se comete al aproximar la integral es

Ah?(b- a)_

€ <
12

Ejemplo 1

Aproximar, segun la regla de los trapecios, f . (x* +x) dx con n = 4,
0
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h =

= h =

b-a
4

|
U
-
[
| e |
(=)
|
I
3V
(RN

Tabulando valores, obtenemos:

X5 X, X, Xs %

1 3
1 1 - 2

& % 2 2
ix) | o % 2 —11%5— 18

1,145
2 8

2A,=1(M+—g-+2+105)=

2 2 16 16 = 30955

Para acotar el error, f/(x) =4x® +1 = f{’'(x)=12x? = [f"(x)| = 48.

65—?—2—(%)2-2 = € < 2,

En este caso podemos obtener el valor exacto por integracion:
5 2
2 i -4 X 32 42
dx= (— + —
f X (x* + x)dx ( 5 2 )

2
=== + 2 =— =84
0
Ejemplo 2

5 5

Aproximar por regla de trapecios el area del recinto limitado por la curva C, si se
efectuaron las siguientes mediciones en puntos equidistantes:

yli

A\
/ ‘ ! Iy
145 30 :35 :40\

! 1
| 1 ! ! :

of 20 40 60 80 100 120 x

> A =20 (—;_-0 + 45 + 30 + 35 + 40) = 20-150 = 3.000.

-

487



Regla de Simpson” (aproximacion parabdlica)

Este método consiste en aproximar el grafico de una funcién continua f por arcos
de pardbolas en cada par de intervalos. Cada una de esas parabolas se determina
mediante las tres intersecciones de las ordenadas con la curva.

En primer lugar consideramos una subdivision regular P en un numero par de
subintervalos, o sea, P = [Xg; Xi X;1 ....; X,] con n = 2m,

i

L o —_————

1
a=x,

]
|
|
1
1
I
I
|
:
X, X b=X,, X

En [x,; X, ] queremos aproximar la curva asociada a f mediante una parabola de
eje vertical a la cual pertenecen los tres puntos no alineados A, A, y A,. Sabemos
que dicha parabola es Unica y su ecuacion esta dada por un polinomio de segundo
grado.

El area del recinto limitado superiormente por dicha pardbola se obtiene inte-
grando el polinomio correspondiente en el intervalo [x,; x,]. Esa integral dara un
valor aproximado del valor exacto I, =f’2 f(x) dx.

X0
Para facilitar los célculos elegimos un recinto congruente con el anterior, donde

el intervalo, también de longitud 2h, esta centrado en el origen. El drea de este recinto
es la misma del recinto inicial.

* Thomas Simpson (1710-1761), matematico inglés, miembro de la Sociedad Real de Londres
y autor, entre otros, de tratados sobre probabilidades, algebra y geometria.
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‘ﬂ h
- f nuzf(x] & == (flx, ,) + 4f(x, ,) + f(x,)).

Sumando,

m

E by = ‘g' (f{xo} + 4f(x,) + 2f(x,) + 4f(x,) + 2f(x,) + .. + 4f(x, )+ f(xn)).

1=1

Simplificando la notacion:
b h
fa fxjdx = = (o + 4yy + 29, +4y; + 2¥, + ot oy F Yy F V).

O sea, a las ordenadas de los extremos del intervalo se les suman las ordenadas
de indices impares multiplicadas por 4 y las ordenadas de indices pares multiplicadas

por 2. La suma asi obtenida se multiplica por %

Puede demostrarse que, si V¥x € [ab] 3f¥(x) con |fV(x)| < A, el error del
4

Ah
180 (b - a).

valor que se obtiene es € <

Ejemplo 1
Aproximar mediante la regla de Simpson | = f . (x* + x)dx para n = 4 (véase
Q
pag. 487).
105

1 9
h=-§' Yo = 0 " = Yo =2 ¥, = 6 y, = 18
1 S _105 .
I—6(0+ 4+4+ 2 +18) 8,4167
11y 24 1 1
f - fY(x) = 24 € —_—2 € < —
(x) 24x = x) = 24 = < T =5 < 30

Ejemplo 2

Aproximar fs —l— dx a) por regla de trapecios y b) por regla de Simpson,
1

con n = 8.
Para ambas reglas necesitamos conocer los valores de f en los puntos de la
subdivision indicada.

X Xo=1 [ X,=15 [ X,=2 | X3=2,5 [ X,=3 | X5=3,5 [ X;=4 [ X;=4,5 | Xg=5

f(x;) 1 0,667 | 05 04 |0333| 0286 | 025 | 0222 | 02

a) Por regla de trapecios:
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f 1"’ A = % (”—202 + 0,667 + 0,5 + 0,4 + 0,333+0,286 + 0,25 + 0.222)

J"“ L G % (0,6 + 2,658) = '['5 %dx ~ 1,629 = In5 = 1,629
1 1

X
f(x) = -:‘— = fx) = - H;Tz— = 1(x) = x—za = f'(x) = 2 si x€[1:5]

1y2 1
€ =2 (=) —- € = < i
Luego, =2 (2) 7 4 = = = € <02

L
6
El valorexactoes In5 = 1,609....

b) Por regla de Simpson:

I

J'S % dx —; (1+2,667+1+1,6+ 0667 +1,143 + 0,5 + 0,889 + 0,2)
1

[

J‘” Lax ~ L.gee5s = In5 = 1,611
T X 6

i) = - - = V) = 22 = V)| = 24 si xe[15]
X X
24 (1\¢ , _ 1
£ (?) 4=—> = €<003
EJERCICIOS

1) Siendo f:x — x2, aproximar J;G f(x)dx paran = 6 a) por regla de trapecios y
b) por regla de Simpson.

2) idemsif:x——1— con n = 4.
X+ 2
3) Aproximar = = 4 f‘ “71'“1_ por regla de Simpson para n = 10.
a Sl

4) Aproximar In 3 y acotar el error, a) por regla de trapecios y b) por regla de Simp-
son,con n = 4,
4 ; 2 1
5) Aproximar por regla de Simpson fo T

+1

dx con n = 4.

6) idem para f“ —iefi dx con n = 6.
1]
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?7) fdem para J: V1 XT dx con n = 10.

8) Una curva continua pasa por los puntos {x;: #x )} de la tabla sigufente:

X, 0 1 2 2 4 & 6

) Cos | 1 1,2 .8 23 | 24 25

Apriimar el drea de la superilcie bajo la curva &) por regla de frapecios v b} por
regla de Simpson,

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 12
Seccién |
0§ =18 §=22 B =1+yF B ~12+e3F
87 + 246 + V2 §, =12 + 28 + V2
2)8, = 7625 [, = 176875 §, =628 5, = 1528
89S, =68 § =20 § =1085 § ~ 16625
H 8 =~-18 § =~-12 §, =187 § =~ 1875
)8, =7 §, =32 § =t 8, =2¢
88 =24 § =92
Ssccion IV
257 A ... B S8 . 8
1) &) 3 b) 12 ¢ 2 dj 3 f 3 8 -3
S 136 _ 191 32 o
a4 BI5 9 —3 d) e B Vg
. 14 o mw_ 8NE . V2
@ 5 no B DAvE Qe Bl
i 328 r
i} 3 m 4 n F g 12
) Fp=18 ©o=2v3 gp=-§-' c~—~—1§-



4 -7 ™ 2
h: =T = : = — i — =
I P c = m: w 6 c = ™ 9
. 1+V7 1
r: =7 = — % ;l = -
u e 3 Sl n2 c no 2
N B
4
) 4
Seccion V
1) 1 2) divergea+= 3)6 4)2 5 =2 6}—1— A1
2 2e
1 L 0 ix
8) 1 9) — 10) diverge a — 11 f + f =10
) ) 10 dvergea-= 1) [° 4+ [

12) divergea + =  13) -6  14) % 15) divergea + =

16) 10 17)J'°f+J" f=6 18)2vb
. ”

Seccion VI

1) 20 2)1—3Ei 3)% 4)3%/—_2—\/%5 5) = ba s}%

64 9 125 125
7] = =
) 3 8) 2 # 6 10) 6

4 7
11y = =
)3 2 15
9 T 3 3 8 —
13) = 14) =  15) Z—  16) = za? —_ =
3) > ) 3 5) = 6) 5> ™8 17) = (1010 - 1)

18) V2 + In(1++2) 19) 429 20)8a 21) 8a 22) 2

23}87”(5\/3—1) 24) 87 25)2—3’r 26) 127

41 2 ?4'2
27) — ab ——
) 3 a 28) 5

Seccion Vil

2

" 2700

(37 /37 — 1) kgm

2p=k xg=-— 1y, =0
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3) x4 = wa ya——g-a 4)"a=4_: Yg = 0
5 (370 o (—5—5-1) (o)
Seccion Wil

1) a) 73 b) 72 2) a) 0,697 b) 0,693 3) 3,1416

1
4 1:117 € = — = —
) a) 1, 2 b) 1,100 € = 50 5) 1,080 6) 1,852

7) 0,837 8) a) 9,5 b) 10
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