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PREFACIO

Un curso que aproximadamente recoge el material de este libro
se da de ordinario en lgs universidades norteamericanas en el pri-
mer ano de estudios. La forma de presentar los temas difiere am-
pliamente de unos centros a otros. en algunos se hace hincapié en
la ensefianza de cierta cantidad indispensable de la teoria cldsicq
de funciones; en otros, el curso se utilizg para que el estudiante tome
contacto por vez primera con el rigor matemdtico. En Harvard,
también se utiliza tradicionalmente el curso para hacer un repaso
de los elementos del andlisis infinitesimal, enfocado con completo
rigor.

Ha sido ambicidn del autor escribir un texto que seqx a la vez
conciso y riguroso, legible y fdcil de ensefiar. Tal objetivo no es
fdcil de alcanzar de manera satisfactoria, y el autor no ignora que
existen algunos defectos. No se ha hecho intento alguno parg Gue el
libro sea suficiente por si mismo. Por el contrario, se supone al lec-
tor en posesion de conocimientos bdsicos sobre los nimeros reales
y el andlisis, que incluyen la definicion Y primeras propiedades de
la integral definida. Las cuestiones concernientes a limites y conti-
nuidad se repasardn en relacion con su aplicacién a los mimeros
complejos, y se han hecho esfuerzos para no basarse en resultados
que en la ensenanza elemental se deducen de ordinario de forma
poco rigurosa o insuficiente. Si el profesor decidiese que deberian
incluirse en este curso los ntimeros reales o lg definicidn de integral,
tiene a su disposicion una docena de textos de confianza que podria
consultar. El autor ha omitido estos temas con objeto de que el libro
no resultase demasiado voluminoso.

Aparte de elegir el punto de partida, al autor de un libro de
texto se le presenta lg dificil tareq de tener que decidir lo que se ha
de incluir y lo que ha de omitirse. En el caso presente, Se ha deseado
proporcionar al lector una base sdlida de la teoria clisica de funcio-
nes de variable compleja, haciendo hincapié en los resultados gene-
rales en que esta se apoya. Se ha creido gue una persona a la que
se hayan inculcado concienzudamente los métodos fundamentales,
no experimentard nuevas dificultades si desea proseguir sus estudios
sobre algiin punto especializado de Ia teoria de funciones. Sin em-
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bargo, el autor ha tenido que omitir, p. €]., con gran sentimiento por
su parte, la teoria de las funciones elipticas. Una de las razones
principales para haber procedido ast es la de que dificilmente cabe
mejorar el magnifico tratamiento de dicha cuestidn que aparece en
el libro de E. T. Copson “An Introduction to the Theory of Functions
of a Complex Variable” (Londres, 1935).

Por el contrario, se han incluido algunos temas que normalmen-
te no se consideran como parte de la teoria elemental de funciones.
Tal es el caso de la teoria de las funciones subarmdnicas y el mé-
todo de Perron para resolver el problemqa de Dirichlet, que, cierta-
mente, son tan elementales como importantes.

El libro empieza con un andlisis elemental de los nimeros com-
plejos y acaba con una breve nota sobre la teoria de las funciones
analiticas multiformes. El desarrollo de la exposicion se hace de
modo gradual. Siguiendo a su venerado maestro, Emst Lindeldf, el
autor pospone el uso de la integracion compleja hasta que el estu-
diante se halla completamente familiarizado con las propiedades de
las aplicaciones a que dan lugar las funciones analiticas. La intuicion
geométrica es una fuente de conocimiento tanto como un instru-
mento diddctico, cuyo valor no puede ser discutido.

Deben hacerse constar otros antecedentes. Asi, p. ej., la aparicion
del libro Funktionentheorie, de Carathéodory, no ha dejado, por su-
puesto, de tener influjo sobre la forma definitiva de este manuscrito,
prdcticamente acabado en aquellas fechas. Sobre todo, el autor ha
adoptado sin cambios importantes la espléndida idea de E. Artin
de basar la teoria de la homologia sobre el concepto del nimero de
vueltas.

Este procedimiento hace posible dar una demostracién com-
pleta y rigurosa del teorema de Cauchy, y de todas sus aplicaciones
inmediatas, con un minimo de topologia. Naturalmente, prescindir
de la topologia no es en si un mérito, pero es muy deseable que un
libro sobre teoria de funciones se concentre en aquella parte de la
topologia que es bdsica en el estudio de las funciones analiticas. Por
idéntica razén, no se ha incluido la demostracion del teorema de la
curva de Jordan, que, en opinicn del autor, jamds. se necesita en
la teoria de funciones.

Los problemas propuestos en el libro tratan de servir solo como
acicate al profesor en su tarea ineludible de idear mds y mejores
ejercicios; es él quien ha de decidir los métodos en que debe insis-
tirse, las demostraciones que conviene repetir al alumno y la inicia-
tiva que este ha de poner en juego en ciertos casos. Es de esperar
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que ningin profesor seguird este libro pdgina a pigina, ya que nada
seria mds peligroso. Un texto es una guia diddctica, que le ahorra la
necesidad de elaborar por adelantado un plan detdlado; pero el con-
tacto continuo con sus alumnos hace que el profesor sea la autoridad

competente para decidir sobre las ampliaciones y omisiones que
juzgue necesarias.

LARs V. AHLFORS.
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CAPITULO I

NUMEROS COMPLEJOS

1-1. El élgebra de los néimeros complejos.—Es fundamental
que los ndmeros reales y complejos obedezcan las mismas leyes
basicas de la aritmética. Comenzamos nuestro estudio de la teoria
de funciones de variable compleja poniendo de manifiesto y com-
pletando esta analogfa.

L. Operaciones aritméticas.—E1 lector posee ya, del dlgebra ele-
mental, el conocimiento de la unidad imaginaria i con la propiedad de
que = —1. Si se combina la unidad imaginaria con dos ntiimeros
reales «, B, por el proceso de adicién y multiplicacién obtenemos
un nimero complejo « +ifB, donde a y 3 son las partes real e ima-
ginaria, respectivamente, del niimero complejo. Si a=0, se dice
que el nimero es imaginario puro; si B=0, dicho niimero es, nata-
ralmente, real. El cero es el wnico ndmero que es a la vez real e
imaginario puro. Dos nimeros complejos son iguales si (y solo sid
tienen la misma parte real y la misma parte imaginaria.

La adicién y la multiplicacién dan siempre resultados pertene-
cientes al sisterna de los nimeros complejos. De hecho, suponiendo
que las reglas aritméticas ordinarias son de aplicacién a los ni-
meros complejos, obtenemos

(+iB) + (y+i8) ={a+y) +i(B+8) [1-1]

y
(a+iB) (y+1i8) = (ay—BS) +i(ad+ fy). (1-2]
En la segunda identidad hemos hecho uso de la relacién 2= -1

Es menos obvio el hecho de que la divisién sea también posible.
Queremos probar que (a+-i8)/(y+i8) es un ntimero complejo, siem-
pre y cuando y+i§7 0. Si se denota el cociente por x+1y, se

tendrd a+if=(y+id) (x+dy).

Por [1-2] esta condicién puede escribirse

a+if=(yx—8y) +1(8x + yy),
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y obtenemos las dos ecuaciones
a=yx -8y
B=208x+vyy.
Este sistema de ecuaciones lineales posee la solucién tinica
ay + 39
\V\NIT@N

_ By-ad
m\f’,v\%,

r=

ya que, como sabemos, 7' +8 no es nulo. Tenemos as{ el resultado

a=+1 ay+B6 —ad
.mn Y m i By-—«a [13]
<+~m Q\N.Tml Q\NJ,-%

Una vez que ha sido probada la existencia del cociente, su valor
puede hallarse de forma mas sencilla. Si se multiplican numerador
y deaominador por y-i8, se obtiene inmediatamente

@+ (a+2f) (y—i0) (ay+ B3) +1(By — ad)

y+id  (y+id) (y—1d) v+ 82

Como caso especial, el inverso de un numero complejo (£ 0)
esta dado por 1 =18

atif o2+

Obsérvese que i tiene dnicamente cuatro valores posibles: I,
i, —1, —i. Corresponden a los valores de n, que divididos por 4
dan de restos 0, 1, 2, 3, respectivamente.

EJERCICIOS

1. Hadllense los valores de
5 A 241
—3+4 32

(1+24)3, VN, (14d)yr+(1—i)n,

2. Siz=x+iy (x e y reales), héllense las partes real e imaginaria de

1 z—1 1
=4

-y ' s
=

241 z2

LA e ot

v,

TS A N e

SEC. 1-1] EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 5

3. Demuéstrese que

ALH?\M VM_HH . Aulwl.’\wvm

=1
2 2

para todas las combinaciones posibles de signos.

2. Raices cuadradas—Probaremos ahora que la rafz cuadrada
de un numero complejo puede hallarse de manera explicita Si el
numero dado es «+if, buscamos un numero x+ iy tal que

(x+1y)?=a + 6.
Esto es equivalente al sistema de ecuaciones

¥ —yl=q
2uy=G [1-4]
de las cuales obtenemos
(F2+4)2= (¥ = )+ bty = o - 2.
Por consiguiente,

RN.TQNH)\D”N.TE&

siendo la rafz cuadrada positiva o cero. Esta, junto con la primera
ecuacion [1-4], nos da
=3 (a+ya?+3)

Y¥=3(-a+Va+p).

[1-5]

Obsérvese que estas cantidades son positivas o nulas indepen-
dientemente del signo de a.

Las ecuaciones [1-5] dan, en general, dos valores opuestos para
x y dos para y. Pero estos valores no pueden combinarse arbitra-
riamente, pues la segunda ecuacién [1-4] no es consecuencia de
[1-5]. Debemos, por tanto, elegir cuidadosamente x e y, de forma
que su producto tenga el signo de 8. Esto conduce a la solucién
general

— 2+ 3 . Y -
,\QA_;.\@HHA X\EQ’I.T?EEO Bii il MQ B v,

[1-6]
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donde signo = +1 segin que B3>0 0 8 <<0. Para 8=0, la férmula
es correcta eligiendo uno u otro de los signos para 3. Se sobrentiende
que todas las raices cuadradas de nimeros positivos llevan siempre
el signo positivo.

Hemos hallado que la rafz cuadrada de cualquier nimero com-
plejo existe y tiene dos .valores opuestos. Estos coinciden tnicamen-
te si a+iB8=0. Son reales si =0, «=0, e imaginarios puros si
B=0, «=0. En otras palabras, con excepcién del cero, solo los
nimeros positivos tienen raices cuadradas reales, y tnicamente los
negativos las poseen imaginarias puras.

Puesto que ambas raices cuadradas son en general complejas,
no es posible distinguir entre la rafz cuadrada positiva y la negati-
va de un ntimero complejo. Naturalmente, podriamos distinguir en-
tre los signos superior e inferior en [1-6], pero esta distincién seria
artificiosa y debe evitarse. Lo correcto es tratar ambas raices cua-
dradas de manera simétrica.

EJERCICIOS

1. Calctlense

Vi, v —i V1+i,

2. Hallense los cuatro valores de 4/ — 1.
4 4

3. Calcilense yviy 4 —i.

4. Resuélvase la ecuacién cuadritica

24+ (a+iB)z+y+i8=0.

3. Justificacion.—Hasta ahora nuestro tratamiento de los nu-
meros complejos ha carecido por completo de rigor. No hemos pues-
to en duda la existencia de un sistema de nimeros en el que la
ecuacion x’+1=0 admite solucién, al tiempo que conservan su
validez todas las reglas aritméticas.

Empecemos por recordar las propiedades caracteristicas del sis-
tema de los numeros reales, al que denotaremos por N. En primer
lugar, 9¢ es un cuerpo. Esto significa que la adicién y la multipli-
cacion estdn definidas y satisfacen las leyes asociativa, conmutati-
va y distributiva. Los niimeros 0 y 1 son elementos neutros para la
adiciéon y la multiplicacidn, respectivamente: o +0=q, a1 =« para

sec. 1-11] EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 7

todo «. Ademds, la ecuacién B+ x =« posee siempre una solucidn,
y la Bx =« la tiene siempre y cuando 8= 0L

Se demuestra mediante razonamientos elementales que los ele-
mentos neutros y los resultados de la sustraccidén y de la divisién
son unicos. Se prueba también que todo cuerpo es un dominio de
integridad: af =0 si (y solo si) a=0 o 8=0.

Estas propiedades son comunes a tedos los cuerpos. Ademds, el
cuerpo t posee una relacion de orden o < B (0 > a), la cual se
define ficilmente mediante el conjunto N~ de los numeros reales
positivos: « < B si (y solo si) B-a&il™ El conjunto N+ estd
caracterizado por las siguientes propiedades: 1) cero no es un nu-
mero positivo; 2) si a%0, o bien « es positivo o lo es —o;
3) la suma y el producto de dos niimeros positivos son positivos.
A partir de estas condiciones se deducen todas las reglas usuales
para el manejo de desigualdades. En particular, se demuestra que
todo cuadrado «® es o positivo o nulo; por tanto, 1 =12 es un ni-
mero positivo.

En virtud de la relacién de orden, las sumas 1, 1+1, 1+1+1, ...
son todas diferentes; consiguientemente, 9¢ contiene a los nimeros
naturales, y puesto que es un cuerpo, debe contener al subcuerpo
constituido por todos los nimeros racionales.

Por 1tltimo, N satisface la siguiente condicion de complitud:
toda sucesién creciente y acotada de numeros reales tiene limite.
Sea ay <o, <<w;<..<a,< .., Y supongamos la existencia de
un ndmero real B tal que «, < B para todo »n. En tal caso, la con-
dicién de complitud exige la existencia de un niimero A =lim, a,
con la propiedad siguiente: dado cualquier € > 0, existe un nu-
mero natural 74 tal que A —e < o, <A para todo n > n,.

Nuestro estudio del sistema de los nimeros reales es incom-
pleto, puesto que no hemos demostrado la existencia y unicidad (sal-
vo isomorfismos) de un sistema N con las propiedades postuladas?2
El lector que no esté completamente familiarizado con alguno de
los procesos constructivos mediante los cuales se pueden introducir

I Suponemos al lector con un conocimiento aceptable de dlgebra elemen-
tal. Aunque la caracterizacidn de un cuerpo anteriormente dada es completa,
resulta obvio que sugerird muy poco al estudiante que no esté familiarizado,
al menos vagamente, con dicho concepto.

2Un isomorfismo entre dos cuerpos es auna correspondencia biunivoca
que preserva las sumas y los productos. Se emplea el término con toda gene-
ralidad para indicar una correspondencia biunivoca que conserva las rela-
ciones que se consideren importantes en una estructura dada.
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los niimeros realeg debe llenar
texto donde sa ex
los nimeros reales,

. La mncmo._mwn *+1=0 no tiene soluciéon en RN, pues a2+ 1 es
Emﬁ?a?ﬁom:_ad. mcvannagm__.nom ahora que es posible encontrar un
Cuerpo f que namr_o:m a N como subcuerpo v en el cual pueda re-
solverse mm ecuacion x?+ 1=0. Denotemos una solucién por i. En-
Ho.:nmm ..n.;+ 1 = _HJ_-M.Wc_p.rM.._‘ ¥ la ecuacién x>+ 1=0 posee exacta-
Bmiw dos raices ep G, iy —i Sea § el subconjunto de {§ constituido
por todos los elementos que pueden expresarse en la forma « +if
con ey _.n\mham. .mmﬂm epresentacion es unica, pues a+i=a +ify’
implica d—@=-1B—F"; por tanto, (@—a')2=— (B~ lo cual

es posible dnicamente a=c'v B=8. ~
" ﬂ“mhamﬁmnwrmwmwﬁomc\nmm un m.cc.o:mw@o am &. De hecho, excepto por
. mprobaciones triviales, que el lector deberfa
efectuar, mmm.o\mm EXactamente lo que se demostrd en la seccién 1-1, 1,
Ww que € mas, la estructury de G es independiente de {§. Pues si
G“ €S Oro cuerpo que contiene a M e 7 una raiz de la ecuacién
‘_ﬁ-l;uuo. el no?nwm_u:&mmﬁm subconjunto € esta formado por todos
%mqr_mﬂqmmhwm :Mnl% \m Existe una oowﬂmmwosamn.omm g:z.?og entre
k corresponder «+i’8 a a+iB, y evidentemente

esta corres 2ncia eg i i
Sta correspondencia es un isomorfismo entre ambos cuerpos. Queda
ast demostrado que § vy @

Defini ¥ &7 son isomorfos.

C - . .

) IMImMos ahora e cuerpo de los mumeros complejos como el
subcuerpo € de up ¢y

i S u.&mmo =ngmaw5m:8 dado . Acabamos Qw
tdivts G5 Sxitty o e c.. mm?ia_mmnm:ﬁm, Fero no Tmsom. probado

. Cuerpo (¥ con las propiedades requeridas. Con
cfmm_o Q.m que nuestra definicién tenga sentido queda por ver que exis-
fe efectivamente un cuerpo §§ que contiene a N (o a un subcuerpo
_mc_zcﬁo con N) y en el cual admite solucién la ecuacién 2?1 =0.
. m,émﬁm.: _dznrom métodos para construir tal cuerpo. El mas sen-
cillo y directo es el siguiente: Consideremos todas las expresiones
de la forma a~ig, donde o, {3 son nimeros reales, mientras que -+
€ 150n puramente simbolos (- 10 indica adicién e 7 no es un ele-
En..samo de un cuerpo), Estze expresiones son elementos de un cuer-
po ¥, en el que la adicién vy Ia multiplicacién se definen por [1-1]
y [1-2] (obsérvense los dos significados distintos del signo +).
Se comprueba que los elementos de la forma particular o + 70 consti-
tuyen un subcuerpo isomorfo con <N, y que el elemento 0+ il satisface

esa laguna consultando cualquier
POnga un tratamiento axiomitico completo de

la ecuacién ¥'+1=0; en efecto, se obtiene (0+il1)2= — (1+40).

EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS o

sec, 1-1]

Asi, pues, el cuerpc § tiene las propiedades requeridas; ademds
es idéntico al correspondiente subcuerpo €, ya que podemos es-

cribir o +ifi=(+1i0) + B(0--il).

Queda asi demostrada la existencia del cuerpo de los niumeros
complejos, y podemos volver a la notacién mds sencilla a+1i3, don-
de + indica adicién en € e ¢ es una raiz de la ecuacién a2+ 1=0.

EJERCICIOS

(Para lectores con una base de algebra)

1. Demuéstrese que el conjunto de todas las matrices de la forma

especial
a B
ALW Qv.

combinadas mediante la adicién y la multiplicacién de matrices, es iso-
morfo al cuerpo de los nimeros complejos.

2. Demuéstrese que cabe considerar al sistema de los nimeros com-
plejos como el cuerpo de todos los polinomios con coeficientes reales
mddulo el polinomio irreducible x2+1.

4. Conjugacion, valor absoluto.—Se puede denotar un ntumero
complejo, bien por una sola letra ¢, que representa un elemento
del cuerpo G, o bien en la forma a+:28, con & y B reales. Otras
notaciones tipicas son z=x+iy, {=§&+im, w=u+iv, entendiéndose
al utilizar estas formas que x, y, £, 1, u, v son numeros reales. Las
partes real e imaginaria de un ndimero complejo a se denotarin
también por Re a, Im g, respectivamente.

Al deducir las reglas de la adicién y de la multiplicacién com-
plejas hemos utilizado tinicamente el hecho de que 2= —1. Puesto
que —i tiene la misma propiedad, todas las reglas continuardn
siendo vdlidas si se reemplaza 7 por —i. Por comprobacién directa
se ve que esto es realmente cierto. La transformacién que sustituye
a+if por a—if se llama conjugacidn compleja, y a—13 es el
conjugado de a+iB. El conjugado de a se denota por @ Un ndmero
es real si (y solo si) es igual a su conjugado. La conjugacién es una
transtormacidn involutiva; esto significa que a=a.

Las férmulas 5

a-td a—a

Rea=—— Imag="———
2 21
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expresan las partes real e imaginaria de un niimero complejo en fun-

€ién de este y de su conjugado. Por consiguiente, haciendo uso sis-

temdtico de las notaciones a y d serd posible evitar la utilizacién de
letras distintas para designar las partes real e imaginaria. Sin em-
bargo, resulta mas conveniente usar indistintamente ambas nota-
ciones.

La propiedad fundamental de ﬂm conjugacién es la mencionada,
a saber :

a+b=da+b
MUHQ b l@-.

La propiedad ooqmmwob&gﬂm para cocientes es consecuencia
de lo anterior: si ax=b, ai=b, y de aqui (b/a)=b d. Con mayor
generalidad, st R{a, b, ¢, ...v indica una operacién racional aplica-
da a los numeros complejos a, b, ¢, ..., se tendrd

R(a, b,c,..)=R(a,b,¢ ..).

Como aplicacién, consideremos la ecuacidon

cE+ izt + . +Cu124+ ¢, =0.

Si { es una raiz de esta ecuacién, { serd raiz de la ecuacién

cz*+ ezt 4 . 4C,12+¢,=0.

En particular, si los coeficientes son reales, { y { son raices de
la misma ecuacién, y obtenemos el conocido teorema de que las
raices no reales de una ecuacién de coeficientes reales aparecen por
parejas de raices conjugadas.

El producto ad=a?+ f? es siempre positivo o cero. Su raiz cua-
drada no negativa se llama mddulo o valor absoluto del nimero
complejo a4, y se denota por |al. La terminologia y la notacién que-
dan justificadas por el hecho de que el médulo de un nimero real
coincide con su valor numérico tomado con signo positivo.

Repetimos la definicién

Qnm” ﬁa_m‘

siendo |a]=0, y obsérvese que !@=Ilal. Para el valor absoluto de

un producto, se obtiene

labi*=ab - ab =abab=aabb="'a'*'b"?,

sec. 1-1] EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEjOS 11

y de aqui
labl=lal - |bl,

puesto que ambos son =0. Expresado verbalmente:

El valor absoluto de un producto es igual al producto de los
valores absolutos de los factores.

Es claro que esta propiedad se extiende a productos finitos arbi-
trarios:

laa, ... a,|=a,

< lay|- -

a|-

El cociente a/b, b0, verifica b(a/b)=
también |b| - la/bl =!al, o sea

por tanto, tenemos

La férmula para el valor absoluto de una suma no es tan sencilla.
Se encuentra que

la+bi>=(a+b)(@+b) =aa+ (ab+ bd) + bb
)
la+ bl>=lal2+ |b]>+ 2 Re ab. [1-7]
La férmula correspondiente en el caso de la sustraccidon es
la—bl2=1a|2+ |b|2- 2 Re ab, [1-71
y sumando obtenemos la identidad
la+bl*+la—bl2=2(lal?+ !bl?). [1-8]

EJERCICIOS

1. Compruébese mediante el correspondiente cdlculo que los valo-
res de

z2+1

para z=x+7y y z=1x—iy son conjugados.

2, Hillense los valores absolutos de

(3+4i) (- 1+2i)
g ozt Fa)

=23+ (2+4i)(1+7) (-1-9)(3-14)
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3. Demuéstrese que

_a =1 o |b|=1.
=ibl=1?

h. Pruébese la identidad de Lagrange en forma compleja:
n n
w, M |2
\In

5. Desigualdades—Demostraremos ahora algunas desigualdades
importantes que serdn de uso constante. Quizd sea conveniente in-
dicar que no existe relacidn de orden en el sistema de los ndmeros
complejos, y, por tanto, todas las desigualdades deben verificarse
entre numeros reales.

Partiendo de la definicion de valor absoluto, se deducen las des-
igualdades

{Qué excepciéon ha de hacerse en el caso de que

1<i<f<in

aj
\ [1-9]
a;.

La igualdad Rea=|al se verifica si (y solo si) a es real y mayor
o igual que cero.

Si se aplica [1-9] a [1-7], se obtiene

la+ b= (lal +1b])?
y de aqui
[1-10]

Esta es la desigualdad triangular, asi denominada por razones que
se pondrdn de manifiesto mds adelante. Por induccién, se puede
extender a sumas cualesquiera:

|
la;+as+ ... +al =la) + |l + ...+ a,l.

[1-11]

El valor absoluto de una suma es a lo sumo igual a la suma de
los valores absolutos de los sumandos.
El lector conoce perfectamente la importancia de la férmu-

o
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la {1-11] en el caso real, y comprobard que no es menos importante
en la teorfa de los nimeros complejos.

Determinemos todos los casos de igualdad en [1-11]. Se veri-
fica el signo de igualdad en [1-10] si (y solo si) ab=0 (es conve-
niente indicar que ¢ es real y positivo poniendo ¢>0). Si b3£0,
esta condicién puede escribirse en la forma [b|?(a/b) =0, y es, por
tanto, equivalente a a/b=0. En el caso general, se procede de la

forma siguiente: Supongamos que se verifica la igualdad en [1-117;
entonces

| o f ) —
QT%_QLJ‘ ...T*Q: [_«,QH+QNV4 .+d :_

=la+a I 4l

=lagl +ay + ...+ layl.
Por consiguiente, |a;+a! =|a| + 4|, y si a; 70, se obtiene ai/a,=0.
Pero la numeracidn de los términos es arbitraria; luego el cociente
de dos términos cualesquiera no nulos debe ser positivo. Recipro-
camente, imaginemos que se cumple esta condicién. Suponiendo
que a, # 0, obtenemos

lay+a+...+a|=lay - ?+
|

an
lra_;~+m+:.+ Jnﬁ

d, ay

Lot _a:_v

ja

HMQH_ +_QL+...+_Q: g

En resumen: en [1-11] es vdlido el signo de igualdad si (y solo
si) el cociente de dos términos no nulos cualesquiera es positivo.
Por [1-10] se tiene también

la|=[(a—b) +b|=|a-b|+|D]|

la| - 6] =

Por la misma razén, [b|-|a|=|a—b|, y estas desigualdades pueden
combinarse para dar

la—

[1-12]

Naturalmente se puede aplicar la misma acotacién a |a+ b.
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Un caso especial de [1-10] es la desigualdad
la+iB| =]+ 8], [L-13]

que expresa que el valor absoluto de un nudmero complejo es, a lo

sumo, igual a la suma de los valores absolutos de las partes real
€ imaginaria.
Muchas otras desigualdades cuya demostracién es menos inme-

diata son también de uso frecuente. La mas importante es la des~
igualdad de Cauchy, que afirma que

maH@_+...+a\ﬂ~u,~_~M:a%+:.+ma:mmv:?_ﬂk...i@:_&
0, con notacién mds abreviada,
n n n
“M_ ab_ 22 Y Jaf2 ) bift . [1-147
i=1 i=1 i=1

Para demostrarla, sea A un nimero complejo arbitrario. Por [1-77
se obtiene

n n

M @ = Abyj2= M_ la|? + __y_NM b -2 wowM b [1-15}

i=1 i=1 i=1 i=1

Esta expresién es 20 para todo A. Podemos elegir

pues si el denominador se anulase no habrfa nada que demostrar.
Esta eleccién no es arbitraria, pues estd dictada por el deseo de ha-
cer la expresién [1-15] tan pequefia como sea posible. Sustituyendo

*1es un _‘s.&nm de sumacidn conveniente, y, utilizado como subindice, no
n:mmm. .nodmcda:,mo con la unidad imaginaria. Parece innecesario proscribir
su utilizacidn. <
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en [1-15], y después de simplificar, se obtiene

n

B

1

2

que es equivalente a [1-14].

Ademds, de [1-15] se deduce que el signo de desigualdad es va-
lido en [1-14] si (y solo si) las a; son proporcionales a las b,

La desigualdad de Cauchy se puede demostrar también mediante
la identidad de Lagrange (Sec. 1-1, 4; Ej. 4).

EJERCICIOS

1. Demuéstrese que
a-b
1-ab

F <1
si jal<1y |pl< 1
2. Demuéstrese por induccidn la desigualdad de Cauchy.
3. Si laj<1, \;Z0 para i=1, .., n ¥ A+M+...+)\, =1, pruébese
que
INar+ A aa+ .. +X,8,] < 1.

4. Determinese el menor valor de |z-al2+[z~b|? cuando se dan,
ay b.

1-2. Representacion geométrica de los niimeros complejos..
El ntimero complejo a=a+if puede representarse, con respecto a
un sistema de coordenadas rectangulares en el plano, por el punto-
de coordenadas («, B). Se utiliza constantemente esta representa-
cién, y a menudo hablaremos del punto ¢ como sinénimo del nime-
ro a. El primer eje de coordenadas (eje de las x) toma el nombre de

¢je real, y el segundo eje de coordenadas (eje de las y) se llama eje-

imaginario. Al plano se le denomina plano complejo.

La utilidad de la representacién geométrica se deriva de lo in-
tuitivas que resultan las imdgenes mentales asociadas al lenguaje
geométrico. Si los teoremas de geometr{a sintética estuvieran firme-
mente establecidos, podriamos utilizarlos para deducir resultados

relativos a los nimeros complejos. Desgraciadamente, hay que admi-.
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tir que en los cursos elementales la geometria no se desarrolla con
completo rigor. Por esta razén no consideraremos como concluyente
ninguna demostracién geométrica. Esta limitacién no nos impide
utilizar el lenguaje geométrico, siempre y cuando no olvidemos que
en definitiva todas las demostraciones han de reducirse a términos
analiticos. Siendo esta nuestra postura, estamos, por otra parte, rele-
vados de las exigencias del rigor en relacién con consideraciones
geomeétricas de cardcter puramente descriptivo.

L. Representacidn geométrica de la adicidon y de la multiplica-
cion.—Se puede visualizar la adicién de ndmeros complejos como
adicion vectorial. Con este objeto representaremos un nimero com-
plejo no solo mediante un punto, sino también mediante un vector
con origen en el de coordenadas y extremo el punto. El nimero, el
punto y el vector se denotardn por la misma letra ¢. Como de cos-
tumbre, identificaremos todos los vectores que se pueden obtener
unos de otros por desplazamientos paralelos.

Coléquese un segundo vector » de forma que su origen coincida
con el extremo de @ Entonces
a+b estd representado por el vec-
tor cuyo origen es el de a y cuyo
extremo es el de 5. Para construir
la diferencia b —a se dibujan am-
bos vectores a y b a partir del
mismo punto inicial; entonces
b —ga tiene su origen en el extre-
mo de @ y su extremo en el de b.
Obsérvese que a+b y a-b son
las diagonales de un paralelogra-
mo de lados a y b. (Fig. 1-1).

Una ventaja adicional de la representacién vectorial es que la
longitud del vector a es igual a lal. Luego la distancia entre los
puntos ay b es [a—b|. Con esta interpretacidn, la desigualdad trian-
gular la+b[=|a| + [b] y la identidad |a+b|>+ la—bl*=2(laf’+ |b}?) se
convierten en teoremas geométricos familiares.

El punto a y su conjugado @ estdn colocados simétricamente con
respecto al eje real. El punto simétrico de a con respecto al eje
imaginario es —d. Los cuatro puntos @, —d, —a, @ son los vértices
de un rectdngulo, que es simétrico respecto a ambos gjes.

Para obtener una interpretacién geométrica del producto de dos
numeros complejos intreduciremos coordenadas polares. Si las coor-

Fic. 1-1.—Adiciéon vectorial.
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denadas polares del punto (a, 8) son (r, ¢), sabemos que
a=rcos ¢
B=rsene.

Luego, podemos escribir a=a+if=r (cos ¢+isen ¢). En esta for-
ma trigonométrica de un nimero complejo, r es siempre =0 e igual
al médulo [a]. Al 4ngulo polar ¢ se le llama argumento o amplitud
del nimero complejo, y se le denota por arga.

Consideremos dos niimeros complejos a;=#,(C0s ¢, +7sen¢,) y
a;=72(C0s @z +isen ¢;). Su producto puede escribirse en la forma

> =1r72[(COS 1 COS 2 — Sen ¢ sen ;) + i(sen ¢ cos ¢ 4 CoS ¢ senes,)].

Mediante los teoremas de adicidén del coseno y del seno, esta ex-
presién se reduce a

ady=r1r3[COS {1+ p2) +isen (¢4 ¢2)]. [1-16]

Se puede reconocer que el médulo del producto es rr, y su ar-
gumento es ¢+ ¢, El ultimo resultado aparece por primera vez,
y lo expresamos mediante la ecuacién

arg (aa;) =arg a; + arg a.. [1-17]

Naturalmente, esta férmula puede extenderse a productos arbitra-
rios; por tanto, puede enunciarse:

El argumento de un producto es igual a la suma de los argu-
mentos de los factores.

Esto es fundamental. La regla que acabamos de formular da
una justificacién profunda e inesperada a la representacién geo-
métrica de los numeros complejos. Debemos, sin embargo, estar
plenamente conscientes de que la forma en que hemos llegado a la
férmula [1-17] vulnera nuestros principios. En primer lugar, la
ecuacion [1-17] relaciona dngulos més bien que niimeros, y en se-
gundo lugar, en su demostracién se utiliza la trigonometria. Asf,
pues, queda por definir el argumento en términos analiticos y de-
mostrar [1-17] mediante procedimientos puramente analiticos. De
momento aplazamos esta demostracién y nos contentamos con dis-
cutir las consecuencias de [1-17] desde un punto de vista menos
riguroso. B

Observemos, en primer lugar, que ¢l argumento de 0 no estid
definido, y, por tanto, [1-17] tiene sentido si (y solo si) a@; v a»

AHLFORS.—2
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son 7= 0. En segundo lugar, el dngulo polar estd definido salvo mul-
tiplos de 360°. Por esta razén, si queremos interpretar [1-17] numsé.
ricamente, tenemos que convenir en que los muiltiplos de 360° no
cuentan. .

Mediante [1-17] se puede obtener una senci-
lla construccién del producto ;. En efecto, se
deduce que el tridngulo de vértices 0, 1, ay es
semejante al tridngulo cuyos vértices son 0, @,
aya;. Dados los puntos 0, I, Y @, esta seme-
a, janza determina el punto ¢, (Fig. 1-2).

En el caso de la divisin, se reemplaza [1-17]
por

aa, a,

0 1 a
arg ——=arg a,—arg a,. [1-18]
£1G. 1-2.—Multipli- a
cacion vectorial.
La construccién geométrica es la misma, excepto

que los tridngulos semejantes son ahora 0, 1, g, y 0, ax/ay, a,

EJERCICIOS

1. Hillense los puntos simétricos de a respecto a las rectas que bi-
secan los dngulos determinados por los ejes de coordenadas.

2. Pruébese que los puntes ay, a,, a; son los vértices de un tridngulo
equilitero si (v solo si) a’+al+al=au, +aa; +asa,

3. Se supone que ¢ ¥ b son dos vértices de un cuadrado. Hillense
los otros dos vértices en todos los casos posibles.

4. Hillense el centro y el radio del circulo circunscrito al tridngulo
de vértices a;, a;, a;. Exprésese el resultado en forma simétrica.

2. La ecuacion bindmica.—De los resultados precedentes, que
seguimos admitiendo sin demostracién suficiente, se obtiene que
las potencias de a=r (cos ¢+isen¢) estin dadas por

a"=r"(cos ng +1i sen ne). f1-19]
Esta férmula es trivialmente valida para n=0, y puesto que
a™'=r-!'(cos ¢ —isen¢) =r'[cos (-—¢)+isen (-¢)],

también se verifica cuando # es un entero negativo.
Para r=1 obtenemos la férmula de De Moivre:

{cos ¢ +isen ¢)"=cos ne +1 sen ne, [1-20]
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que proporciona un procedimiento extraordinariamente sencillo para
expresar cosne y sen ne en términos de cos ¢ y de sen .

Para hallar la rafz n-ésima de un nimero complejo a tenemos
que resolver la ecuacién

"=aq. [1-21]
En el supuesto de que a0, escribimos a=r(cos ¢ +isen¢) y

z=p(cos §+isen f).

Entonces [1-21] adopta la forma
p"(cos nf +isen nb) =r(cos e +isen ¢). [1-22]

Esta ecuacién se verifica ciertamente si p"=r y nf=¢. De aquf
obtenemos la raiz

- . ©
NH?ASthmSIY
n n

donde ¥r denota la raiz n-ésima positiva del nimero positivo .

Pero esta no es la unica solucién. En efecto, también se verifi-
fica [1-22] si nf difiere de ¢ en un miltiplo del 4ngulo total. Si
se expresan los dngulos en radianes, el dngulo total es 27, y tene-
mos que se verifica [1-22] si (y solo si)

2@
QHR:..TNA T =y
n n

siendo k un entero cualquiera. Sin embargo, solo dan valores aw\N
diferentes los valores 0, 1, ..., n—1 de k. Por tanto, la solucién
completa de la ecuacién [1-21] viene dada por
-y D 209 (2 »NHZ k=0, 1, .., n-L
IH)\%OOMAM+>MV+;¢:A3+ P ,

Existen n raices n-ésimas de cualquier mimero complejo # 0.

Todas tienen el mismo modulo y sus argumentos difieren en rmiilti-

27
plos de =k
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Geométricamente, las raices »-ésimas son los vértices de un po-
ligono regular de » lados.

Es particularmente importante el caso a=1. Las rafces de la
ecuacion z*=1 se llaman raices »n-ésimas de la unidad, y si ponemos

27 . 27
W=C0S~—+{ sen —
n n

[1-23]
todas las raices pueden expresarse mediante 1, w, w? ..., 0" 1. Re-
sulta evidente que si 4/a denota cualquier rafz n-ésima de a, enton-
ces todas las rafces n-ésimas pueden expresarse en la forma w* - /q,
k=0,1, ..., n-1

EJERCICIOS

L. Exprésense cos 3¢, cos 4¢ y sen 5¢ en términos de cos ¢ vy de sen ¢.

N.mmngmmmcmnmmﬁmmxmnmmmosau+oom s+oomms++nom:e<
sen ¢ +sen 2¢+...+-sen re. :

3. Exprésense en forma algebraica las raices quintas y décimas dé
la unidad.

4. Si se da @ mediante [1-23], demuéstrese que se verifica
1+at +w+ . alt=Dh=(Q

para cualquier entero % no mdltiplo de 7.
3. (Cuil es el valor de la expresién

1- 0w 4 (—1)n-lem-Dh?

3. Definicién de argumento.—Debemos ahora dar una definicion
de argumento y demostrar la relacién fundamental [1-17] sin recu-
rrir a la intuicién geométrica. Con este objeto daremos definiciones
puramente analiticas del seno y del coseno. Para estas definiciones
haremos uso de propiedades sencillas de las integrales definidas.
Existen otros métodos mas satisfactorios en otros aspectos, pero
creemos que una referencia directa a algunos resultados bien esta-
blecidos del célculo elemental facilitard el estudio a la mayoria de
tos lectores.

En primer lugar definimos el ndmero 7 mediante la ecuacién

\H dt _w
o Ml-82 2

Ll B e LR T Pl b a2 L

&

¥
i
T

=

S s

gt M 1
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SEC. 1-21

La integral

Yoo dt
=

es una funcién continua y creciente del limite superior y en el in-
tervalo 0=y =1, Por tanto, si 0 =0=w/2, existird un valor de este
intervalo (y solo uno), para el que

Yooodt
S 7=

0

[1-24]

Este valor de y es, por definicidén, sen . Para los mismos valores
de @ se define el coseno por

8m mnmgﬂmév. :-Nﬂ

Nuestro procedimiento se inicia con la definicién de la funcidén
inversa del seno, por la sencilla razén de que esta funcién puede re-
presentarse mediante una integral. De tal representacién mediante
una integral se sigue que la derivada de 6 con respecto a y es
1 V1-—y% para 0=y < 1. Mediante la regla de formacién de la
derivada de la funcién inversa, obtenemos

Dsen 6=/ 1—sen® 6. [1-26]
Se recuerda al lector que la raiz cuadrada es positiva. El valor
8 =w/2 ha sido excluido; pero una aplicacién familiar y sencilla
del teorema del valor medio muestra que [1-26] sigue siendo valida
para este valor de L.

Derivando una vez maés, se obtiene

sen 6
D?sen 6= — —

— {1 -sen’O= —senf;
v 1 —sen? 0

! 1a proposicion a que nos referimos es la siguiente: supongamos que
f(x) es continua para a=x=) y tiene una “derivada para a<<x < b; si
f'(x} tiene un limite B cuando x tiende a b, entonces existe la derivada por
la izquierda de f(x) en & y es igual a B. Se deduce la demostracién a partir
de la igualdad f(b) —f(x)=f(&)(b—=x) con x << £<<b.
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para 8=m/2 es preciso usar nuevamente el teorema del valor me-
dio. Mediante su aplicacién a [1-25], se obtiene

D@ cos@= —cos §.

Es ahora conveniente introducir la funcién compleja
e{#) =cosf+i sen 6. [1-27]

. El concepto de derivada puede extenderse a funciones comple-
Bm,am una variable real por el sencillo procedimiento de definir la
derivada de a(t) =it} +iB(t) como o' (1) =/ (t) +18'(t). Puede com-
probarse que las reglas de derivacién para una suma y para un pro-
ducto siguen siendo validas.

Los resultados anteriores muestran que
e’ (0)=—e(h).

Zcﬁw:owa&o ambos miembros de esta ecuacién diferencial por
m.;,fm,r se llega a la conclusién de que la expresidn e (6)+e(h)?
:w:w derivada nula. Por consiguiente, es constante, y, puesto @nm
e{0)=1, €'{0) =i, se tiene que €'(6)2+e(0)2=0, 0 sea ¢'(0) = +ie(H).
El signo inferior es incompatible con [1-26]; por tanto, se m/msm

e'(0) =ie(h). [1-28]
Esta relacién es equivalente a

Dsen f=cos ¢

D cos 9= —sen 6, [1-29]

Yy por comparaciéon con [1-26], se obtiene la siguiente identidad:

sen?8 +cos?f=1, [1-30]

de donde e{8)|=1.

» mmwo completa la discusién en lo que se refiere al intervalo
(0, 7/2). Ampliamos ahora el dominio de definicién de e(@) a va-
lores reales de ¢ arbitrarios mediante la condicién

Lfmv n§$.
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Esto es legitimo, puesto que e(w/2)=ie(0), y e(f) quedara deter-
minada de manera iinica como una funcién periédica de periodo 2.
Se sigue ademés que ¢’(8+7/2) =ie’(B), y, por consiguiente, [1-28]
sigue verificindose. Cuando 6 es un multiplo entero de /2, se ob-
tiene la demostracién considerando por separado las derivadas por
la derecha y por la izquierda.

Se amplian las definiciones de las funciones trigonométricas po-
niendo e(6) =cos §+isen § para todo valor de 6. Es evidente que
las relaciones [1-29] y [1-30] siguen siendo vdlidas.

Elijamos ahora un 8, fijo y consideremos la funcién producto
e(6y+0)e(—0). Su derivada respecto a 8 es

e {B+0)e(—0) —elB-+0)e(—-0)=
—ijelfy+0)e(—0) —ie(fh+0)e( —6)=0.

Por tanto, la funcién se reduce a una constante cuyo valor se deter-
mina poniendo #=0. Se obtiene

e(Bo+0)e(—0) =e(B)

para 8, y 0 cualesquiera. Resulta una forma mds simétrica si se es-
cribe 0p=0,+6, y 6= —0,. Entonces la relacién es

e(61+6;) =e(B)e(8). {1-31]

Este es ¢l teorema de adicién para la funcién e(#). Si se sepa-
ran las partes reales y las imaginarias, se obtienen las relaciones

cos (0, + 0,) =cos 8, cos §; —sen G, sen 0,

sen (6, + 6,) =sen 8, cos 6, +cos f; sen 0.

En otras palabras: hemos demostrado los teoremas trigonométricos
de adicién de argumentos.

(Cuindo es e(6;) =e(6,)? Por [1-31] esta ecuacién es equiva-
lente a e(6,—6,) =1. La ecuacidn e(f) =1 se verifica para 0=n-2m,
siendo n un ndmero entero. Para ver que estas son las tnicas solucio-
nes basta observar que el seno es positivo para 0 < §=m/2; el co-
seno, negativo para w/2<<0 <3w/2, y el seno negativo para
37/2=0 < ur; esto excluye todos los valores entre 0 y 27, y a causa
de la periodicidad, estos son los tinicos valores que es necesario in-
vestigar. Se concluye que e(68,) =e(fh) implica 0,=0,+n-2m.
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>wo.~.m puede definirse el argumento. Si { =¢+1im tiene de médu-
lo 1, mm.:BmBom que la ecuacién e(@) ={ tiene solucidn. En primer
lugar, si £=0, =0, una solucién viene dada por

n
gt _#

A i

Ll

pues entonces sen §=7 y cosf =y 1-n*=£. Ademds, si £20, n=0
se puede resolver la ecuacién e(0)=iZ, y de este modo la ecuacién
original tiene la solucién 6 — 7,/2. Los casos £=0, N20y £€=0,n=0
pueden tratarse de igual manera. A partir de una solucién, ogmmm.
mos todas sumando multiplos enteros de 2.

Adoptamos la definicién siguiente:

DEFINICION 1. Se entiende por argumento de un nimero com-
plejo z # 0 cualquier solucidn de la ecuacion e(8) =z/|z|.

De acuerdo con esta definicidén, un nimero complejo == ( tiene
in finitos argumentos, los cuales difieren unos de otros en multiplos

de 2. De la definicién y de la ecuacién funcional [1-31] se ob-
tiene

arg (ziz;) =arg z;+arg z, + n - 2, [1-32]

donde mo puede omitirse el miiltiplo aditivo de 2.

En muchos casos resulta molest{simo tener que manejar infinitos
valores del argumento. Existen dos procedimientos para obviar esta
dificultad. Primero, puede observarse que existe exactamente un
valor del argumento en cualquier intervalo de longitud 2z con tal
que se incluya uno (y solo uno) de los extremos. Asf, p. ej., podemos
escoger el valor que esti determinado por la siguiente condicién :
|4Amqm z=m; se suele hacer referencia al mismo como wvalor
principal del argumento. El método tiene el inconveniente de que
este argumento no varfa en forma continua con z; de hecho, el valor
principal salta de — 7 a 7 cuando z cruza el eje real negativo.

El segundo método es mias refinado. Se conviene en identificar
cualquier par de niimeros reales cuya diferencia es un multiplo de
27, y en llamar cada clase de nuimeros identificados un nimero
real mddulo 2. Resulta inmediato cdmo han de sumarse y restarse
tales nimeros. El convenio nos permite interpretar argz como un
inico nimero real médulo 27; ademas, [1-31] tomar4 entonces la

e RPN P AT £ e e
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forma sencilla y deseada
arg (z,2,) =arg z, + arg . [1-33]

La desventaja de este método reside en el hecho de que argz ya
no es un nimero real en el sentido ordinario. Por tanto, no se puede
sustituir argz, sin mds justificacién, en una funcién como valor de
una variable real.

Naturalmente, estas interpretaciones del argumento son funda-
mentalmente equivalentes. Es una cuestién de conveniencia cual de
las dos interpretaciones elegir en cada caso, y no serfa acertado que
nos inclindsemos definitivamente por una u otra.

4. Rectas, semiplanos y dngulos—Una recta se puede dar en
el plano complejo mediante una ecuacién paramétrica z=a+bf,
donde ¢ y b son nimeros complejos, y b7 0; el pardmetro ¢ toma
todos los valores reales. Dos ecuaciones z=a+bt y z=a’+b’t re-
presentan la misma recta si (y solo si) ¢ —a y b son multiplos
reales de b. Las rectas son paralelas siempre y cuando b’ sea un
miltiplo real de b, y estdn igualmente orientadas si b” es un multi-
plo positivo de b. La dltima distincién hace posible, evidentemente,
el considerar rectas orientadas. La direccion de una recta orien-
tada puede identificarse con argb.

Los semiplanos superior e inferior estdn caracterizados por las
condiciones Im z>0 e Imz < 0, respectivamente. Andlogamente,
los semiplanos de la derecha y de la izquierda estin determinados
por Rez>0 y Rez < 0. Los puntos de la recta z=a+ bt satisfa-
cen la ecuacién Im (z—a)/b=0. Parece, pues, natural decir que
los puntos con Im (z—a)/b >0y los puntos con Im (z—-a)/b<<0
estan en diferentes semiplanos de los determinados por la recta. Si
la recta estd orientada, se conviene en llamar al semiplano con
Im (z—a)/b> 0 semiplano izquierdo, y al otro, semiplano derecho.
Es importante probar que esta distincion es independiente de la re-
presentacién paramétrica. Supongamos que z=a+ bt y z=a +b't re-
presentan la misma recta orientada; entonces (a—a’)/b es real y
B /b es positivo. De la primera condicién se sigue que Im (z—a)/b=

—Im (z-a) /b, y por la segunda Im (z - a’) /b tiene igual signo que
Im (z—a) /b. Se concluye que los semiplanos derecho e izquierdo es-
tin determinados de manera dnica. -

El segmento rectilineo que une dos puntos z, y z, es el conjunto
de puntos z=tz;+ (1 —t)z; con 0=¢t=1. No es dificil probar que el
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segmento rectilineo que une dos puntos en el mismo semiplano con
respecto a una recta estd enteramente contenido en dicho semiplano
mq.u tanto que un segmento rectilines que une puntos en mmbEm:Om.
distintos debe cortar a la recta dada.

La palabra dngulo tiene al menos dos significados. Primero, se
ﬁ:wan hablar de dngulo entre dos rectas orientadas. Si las _.onﬂmm. m,m-
tan dadas por z=a,+ bt y z=a+ bit, se define el dngulo entre ellas
como arg b,/b;. Observemos que el 4ngulo depende del orden en que
se mencionan las rectas. Ademds, o el 4ngulo tiene infinitos valores
o ha de interpretarse como un niimero real médulo 2. h

En una segunda interpretacién, angulo significa la porcién del
plano comprendida entre dos semirrectas con el origen comun. Sea «
un punto y ¢; y ¢. dos nimeros reales que satisfacen la condicion
0 A ¢2— ¢ =27, Los puntos z £ g, para los que un valor de arg (z—gq)
satisface la desigualdad ¢; < arg (z—gq) < ¢, forman un umw::. an-
gular, m.nm denotamos por S, (¢, ¢;). Se dice que estd contenido entre
las semirrectas orientadas de direcciones ©1 ¥ ¢ nombradas en este
orden, y su medida angular es ¢,—@,.

Wmn_v_._cnmammﬁw, cualquier par de semirrectas distintas con origen
tn un mismo punto determinan dos sectores. Si las rectas wou
Z=a+ b, z=a+ bit, podemos elegir como ¢, un valor arbitrario de
arg b ; como valor de ¢,=arg b, elegimos el valor que esta contenido
en el intervalo (¢, ¢+ 2m). Los sectores entre las semirrectas mom
entonces S,(¢1, 3} ¥ S.(¢y @1+ 27), siendo sus medidas angulares
P2—1 ¥ 27~ (p2—¢1). A no ser que las semirrectas tengan direc-
ciones opuestas, una (y solo una) de las medidas angulares es < 5
el mmng._. correspondiente es, por definicidn, el dngulo convexo entre
las semirrectas. Es evidente que esta definicién no depende del orden
de las semirrectas.

:OoEo aplicacién probaremos que la suma de los dngulos de un
triangulo es sr. Obviamente, los angulos tienen que m;m_.v_.mﬂmﬂ.mm
como las medidas angulares de los dngulos convexos entre los lados.

mmmw los wmnﬂ_nmm Z1, Z2, Z3; Se supone que no estan alineados. Es con-
veniente introducir la notacidn )

2= & Z3-2; Z—-z
A=———, A= — % 1==3

Z:—=
=37 = 41 =12 Iy —Z3

El angulo en z; (i=1, 2, 3f es un valor de ili
: : i v 2y +arg A;. Utilizando
la identidad (1/A,) +X,=1, se obtiene que Im1/A; = —Im A;; por

e
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consiguiente, Im A; e Im A, tienen el mismo signo. Por permutacién
ciclica, Im A, debe tener el mismo signo, y se sigue que el signo en

+arg A; debe ser el mismo para todo i. De donde la suma de los an-

gulos es +arg (AA2;), salvo un miltiplo de 2. Pero AAs;=-1;

se concluye que la suma de los dngulos es +w+n-27. Por otra
parte, cada éngulo estd comprendido entre 0 y m, luego la suma debe
estar comprendida entre 0y 37. El tnico multiplo impar de =
entre estos limites es o, con lo cual queda demostrado que la suma
de los angulos es 7.

EJERCICIOS

1. Pruébese que los lados y dngulos opuestos de un paralelogramo
son respectivamente iguales v que las diagonales se bisecan entre si,

2. Demuéstrese que los dngulos en la base de un tridngulo isdsceles
son iguales.

3. Pruébese que los 1z valores de v a son los vértices de un poligono
regular (lados y dngulos iguales).

5. Representacion esférica.—Para muchos propdsitos es ttil am-
pliar el sistema € de los numeros complejos mediante la introduc-
cién de un simbolo o que represente infinito. Su relacién con los
nimeros finitos se establece poniendo a+ ©=o0+a=2C para todo a
finito, y b-oc=0o0-b=0oc para todo »740, incluyendo b=0oc. Es im-
posible, sin embargo, definir oo+ y 0:20 sin violar las reglas arit-
méticas. No obstante, escribiremos, por convenio especial, ¢/0=2o0
para a7= 0y b/oc=0 para b 7 o,

En el plano no hay lugar para un punto correspondiente a o,
pero podemos, naturalmente, introducir un punto “ideal”, que lla-
maremos punto del infinito. Los puntos del plano, junto con el punto
del infinito, constituyen el plano complejo ampliado . Convenimos
en que toda recta pasa por el punto del infinito. En contraste con
esto, ningtin semiplano contendra el punto ideal.

Es deseable introducir un modelo geométrico en el cual todos
los puntos del plano ampliado tengan un representante concreto.
Con este objeto consideremos la esfera unidad S, cuya ecuacién en
el espacio tridimensional es x?+ ¥ +x2=1. A cada punto de §, ex-

1 A lo largo del texto utilizaremos indistintamente las expresiones plarno
ampliado y plano completo, que son equivalentes. (N. del T.)

g
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cepto el (0, 0, 1), podemos asociar un ntimero complejo
Lo n +1x,
S [1-34]

y esta correspondencia es biunivoca. Realmente, de [1-34] obtenemos

|z[2= Hw+aw R
AH'RuVN “_rl.du ’

¥, por tanto,

. lz[2-1
= lz2+ 1 -
Célculos posteriores nos dan
Z+432
D&”
1+ mN_N
) [1-36}
Z—Zz
X2=— T
~Ciu3

La nob..mmmonnmzomm puede completarse haciendo corresponder al
punto del infinito el (0, 0, 1), siendo posible de este modo considerar
la mmﬂmwm €omo una representacién del plano ampliado o del sistema
ampliado de ndmeros. Observemos que la semiesfera x;<< 0 corres-
ponde al m&.moo |z] <1, y la semiesfera x;,> 0 a su m..:m:oq lz| > 1
En E nmows de funciones la esfera S se denomina esfera de EQEEE.

A Si se identifica el plano complejo con el plano (1, x,), con _OW
€jes x; y x; correspondiendo a los ejes real e mﬂmmimzo_ r_..mmﬁmonam-
Ewsn.m_ la transformacién [1-34] tiene un senchlo significado geo-
metrico. Escribiendo z=x+ iy, se comprueba que i ’

rry:—l=wx a1, [1-37]
y .mmﬁo significa que los puntos (x, Y, 0), (xy, x5 x3) y (0,0, 1) estdn
alineados. Por consiguiente, la correspondencia es una proyeccién
central desde el centro (0, 0, 1) como se muestra en la figura 1-3.
Se le llama proyeccion estereogrdfica.

No existe interpretacién sencilla de la adicién y de la multipli-

e T ¢ VT P g ey S O 2 L Wld‘ i
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cacién en la representacién esférica. Sus ventajas residen en el
hecho de que el punto del infinito ya no es un punto distinguido.
Es geométricamente evidente que la proyeccién estereogrifica
transforma toda recta del plano z en una circunferencia en S que
pasa por el polo (0, 0, 1), siendo también cierta la reciproca. Con
mids generalidad, cualquier circunferencia sobre la esfera correspon-

FiG. 1-3.—Proyeccién estereogréfica.

de a una circunferencia o a una recta del plano de las z Para demos-
trarlo, observemos que una circunferencia sobre la esfera estd en un
plano o) + asx; + csxs =, donde cabe suponer que o+ QW+QWMH
y 0=a,<1. En funcién de z y z, esta ecuacién toma la forma

(24 2) — i (z-2) + au(]2]2= 1) = (|z[+1)

(g —t3) (24 y?) —20ux — 20y + g+ 03 =0.

Para o, 7~ o5, esta es la ecuacién de una circunferencia, represen-
tando una recta para ao=aq; Reciprocamente, la ecuaciéon de cual-
quier circunferencia o recta puede escribirse en esta forma. La corres-
pondencia es, por tanto, biunivoca.

Es facil calcular la distancia d(z, z’) entre las proyecciones este-
reogrificas de z y z’. Si se denotan los puntos de la esfera por
(2, X3, %3) ¥ (21, x5, 275), tenemos, en primer lugar,

(x —x' )2+ (2 —x"2) 2+ (23— x'3)2=2 = 2 (32" + 222"y + X35 73).
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A partir de [1-35] Y [1-36] se obtiene mediante un
XX+ 2575 + 13x) =

_ (Z+2) (2 +2)=(z-3) (z-%) + (Jz]2-1) ¢ Z')2-1)
(1+ _NTI:._N\J

_ AP+ p) -2z -2

(1+]z2) (1+ |z 2)

2

Como resultado se deduce que

d(z,z’) Y .
,\ﬁ+__NSC+ z’[2)

[1-38]

\1\" 2
Para z’=o0, 13 férmula correspondiente es

EJERCICIOS

1. Pruébese que 7
Z Y 2z corresponden a puntos diametralm
) ente opues-
tos sobre la esfera de Riemann si (v solo si) zz’= — e
2. Un cubo tiene sus vértices sobre la esfer

los m‘Em ejes coordenados. Hadllense las proyec
los vértices.

a §, y sus lados, parale-
clones estereograficas de

3. Problema andlogo para un tetraedro r
4. Sean Z y Z’ las i afi
y proyecciones estereogrdficas de z v z’
vo._mw norte. Pruébese que los tridngulos NZZ' y N=zz emeionty &
utilicese este hecho para deducir [1-38].
5. Hillese el radio de Ia
plano de centro a y radio R.

egular en posicién general,
son semejantes y

Imagen esférica de la circunferencia del

1-3. Transformaciones

. lineales.—Una transformacion estable-
€e una correspondencia entre

numeros o puntos. No difi -
soluto de una funcién, pero se utiliza m_w término zm”“_mw_.%wnwaﬂ
cuando se desea dar la idea del reemplazamiento real de un punto
por otro. Un ejemplo sencillo de transformacién es un desplaza-
miento paralelo del plano complejo que reemplaza el @Eio, Z por
el z+a. Se pueden imaginar los puntos z Y Z+a situados en el mis-
mo o en \&mmwmimm planos. En el primer caso, una notacién ade-
cuada serfa z >z 4 a; en el segundo, deberfamos utilizar la nota-

[car. 1

sencillo cdlculo

MY

ot ot

O

sec. 1-31 TRANSFORMACIONES LINEALES 31

cién funcional w=z+a. Con mayor generalidad, si se denota una
transformacién por T, escribiremos z—> Tz o w=7Tz.

El lector observard que en esta seccidn no se hace ninguna con-
sideracién relativa al concepto de continuidad.

1. El grupo lineal—Consideremos la transformacién

az+ b

W=,
cz+d

[1-39}

cuyos coeficientes a, b, ¢, d son nimeros complejos. No deseamos
que w sea independiente de z, imponiendo por esta razén la condi-
cion bdsica de que ad —bc 7 0. Esta hipStesis evita también que el
denominador sea idénticamente nulo, y w estd bien definido excepto
para el Unico valor z= —d/c en el caso de que ¢ £ 0.

Con objeto de establecer una correspondencia entre los planos
ampliados, anadimos los siguientes valores convencionales a los
definidos por [1-39]: 1) si ¢ 0, w=> para z= -d/c y w=a/c
para z=o0; 2) si ¢=0, w=> para z=oc. La transformacién am-
pliada w=Tz se llama una transformacidn lineal.

La ecuacién [1-39] puede resolverse con respecto a z dando

e L= [1-40]
—-CcWw4a

Esta transformaciéon puede ampliarse de la misma forma; la trans-
formacién lineal resultante es inversa de la 7, y se denota, por con-
siguiente, por 7-'. La existencia de una inversa muestra que la
correspondencia definida por T es biunivoca.

T estid determinada por una matriz de segundo orden

)

cuyo determinante ad — bc # (. Estd también determinada por cual--
quier miltiplo no nulo

(e M) 22

de la misma matriz.
La notacién matricial resulta conveniente principalmente porque-
conduce a la determinacién sencilla de una transformacién com-
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puesta w=1,T,z. Si utilizamos subindices para distinguir entre las

matrices correspondientes a 7' 1Y T es facil comprobar que I',T,
estd determinada por la matriz producto

AQH @Hv .AQN UNV 'AQ~QN+W~Q~
G Qh Cy &N - i+ &HON

La comprobacién se hace trivial s se pone z
escribe [1-39] en la forma

QH@N + Nu._.a&mv
QH@NITANH&N ’

=21/Zy W=w,/uw, y se

wy=az + bz,

wWry=cz;+ dz,.

Esta notacién homogénea no se utilizara en lo que sigue.

Todas las transformaciones lineales forman grupo. En efecto, la
propiedad asociativa (7,T. ) T3=T,(T,T;) se verifica para transfor-
maciones arbitrarias, la identidad W=z es una transformacién lineal
¥ la inversa de una transformacién lineal es lineal.

Las transformaciones lineales més sencillas estdn dadas por ma-

U_. O

b 5

La primera de ellas, w=z+aw, se llama traslacicn paralela. La se-
gunda, w==kz, es una rotacién si |kl=1y una homotecia si k> (.
Para un complejo cualquiera k %0 podemos poner k=|k| - k/|k
Y, Ppor comsiguiente, w=kz puede representarse como el resultado
de una homotecia seguida de una rotacién. La tercera transforma-
cidn, w=1/z, se llama una thversion.

Sic70, podemos escribir

az+b bc —ad a
= AT'J

cz+d  c¥z+d/c) ¢

y esta descomposicién muestra que la transformacién lineal mas
general se compone de una traslacién, una inversién,
Y una homotecia seguida de otra traslacién. Si c=9,
inversién y no es necesaria la dltima traslacién.

una rotacién
desaparece la

i ;4‘1"

N g

Sy Ao 3
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EJERCICIOS
1. Demuéstrese que la simetrfa =—> Z no es una transformacién
lineal.
2. Si
z42 z
Tz= 5 Ty== :
43 -+1

hdllense 1175z, ToTz v IT7 .

3. Pruébese que la transformacién mds general que deja el origen
fijo ¥ comserva todas las distancias es una rotacién o una rotacién seguida
de una simetria respecto al eje real.

4. Pruébese que cualquier transformacién lineal que transforma el
eje real en si mismo puede escribirse con coeficientes reales.

2. La razon doble—Dados tres puntos distintos z, z;, 7, en el
plano ampliado, existe una transformacién lineal T que transforma
estos puntos en los 0, 1, oc. Si ninguno de los puntos dados es oo,
T podra escribirse

[1-41]

Si 7z, Z3 0 z3=02C, la transformacién se reduce, respectivamente, a

e — zZ—2, & =

Z—1ZI4 I3— 0

Si S fuera otra transformacién con la misma propiedad, entonces
ST-! dejarfa los puntos 0, 1, > invariantes. Para
az+4b

ST 1=
cz+d

estas condiciones implican b=c¢=0, a=d. Por tanto, ST-! se _.wu
ducirfa a la identidad, y tendriamos S=T7. Se concluye que T estd
determinada de manera Unica.

DEFINICION 2. La razén doble (=), 2o, z, z4) es la imagen de
o, mediante la transformacidn lineal que Iransforma
0, I, o, o
La definicién tiene sentido lnicamente si z, =, y z4 son distin-
tos. Se puede definir un valor convencional de [1-42] cuando tres

Zy, Zy €N

2y

MILFORS. —3
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cualesquiera de los cuatro puntos son distintos; pero esto carece
de importancia para nuestros propésitos.

La razén doble es invariante con respecto a las transformacio-
nes lineales, Con una formulacién més precisa:

TEOREMA 1. Si z;, =, =, z, son puntos distintos en el plano
ampliado y S una transformacion lineal cualquiera, se tiene que
{Sz, §z;, Sz, =1z I z, zZy).

La demostracidn es inmediata, pues si Tz=(z, z, z;, Z4), enton-
ces IS transforma Sz, Zy, Szyen 0, 1, oc. Por consiguiente, te-
nemos por la definicién ,

(8z1, Sz, Sz, Sz, = TS YSz) =Tzy=(zy, 2y, =5, =4).

ﬂo: la ayuda de esta propiedad podemos escribir inmediata-
mente la transformacién lineal que transforma tres puntos dados

Pl

21, T3 Z3 en otros w, w, w; prescritos. La correspondencia viene
realmente dada por

(w0, wy, w,, Suv = (2, 2y, 2, Z3). (1-42] &

En general, es naturalmente necesario resolver esta ecuacién con
respecto a w.

TEOREMA 2. La razdn doble (zy, 23, 25, 27,) es real si (y solo si)

Aos cuatro puntos son conciclicos o estin alineados.

Esto es evidente por geometria elemental, pues se obtiene

arg (zi, 23, 23, 24) =arg ——_~ —arg —=0 o =,

dependiendo de la posicidn relativa de los pun tos.

Para una demostracién analitica necesitamos Unicamente pro-
bar que la imagen del eje real respecto a cualquier transformacion
lineal es o una circunferencia o una recta, En efecto, Tz= (z, 25, 2,, 7;)
es real cuando estd sobre la imagen del eje real bajo la transforma-
cion T-'y en ninguna otra parte.

mm valores de w=7"!z para z real satisiacen la ecuacion Tuw=
=Tw. De manera explicita, esta condicién es de la forma

J:\:J--i =y
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Multiplicando en cruz, se obtiene
(ac—ca)|w|?+ (ad — cb)w + (b - da) W + bd — db=0.

Si ac—ca=0, esta es la ecuacién de una recta, pues con esta condi-
cién el coeficiente ad —ch no puede anularse también. Si ac —ca <0,
podemos dividir por este coeficiente ¥ completar el cuadrado. Des-
pués de un sencillo cédlculo obtenemos

ad —bc!

— - H
QG|QD_

ad —cb

ac —rca

[

que es la ecuacidn de una circunferencia.

El tltimo resultado pone de manifiesto que no se debe, en la
teorfa de transformaciones lineales, distinguir entre circunferencias
v rectas. Una justificacién posterior estd en el hecho de que ambas
lineas corresponden a circunferencias en la esfera de Riemann. De
acuerdo con esto, convendremos en utilizar la palabra circunferen-
cia en este sentido mas amplio .

El siguiente es un corolario inmediato de los teoremas 1 y 2:

TeoREMA 3. Una transformacion lineal transforma circunferen-
clas en circunferencias.

EJERCICIOS

1. Hillese la transformacién lineal que transforma 0, i, —i en 1,
-1, 0. .

2. Exprésense las razones dobles correspondientes a las 24 permuta-
ciones de cuatro puntos, en funcién de A=(z,, z, z3, z4).

3. Silos vértices consecutivos zj, z3, z;, z; de un cuadrildtero estin
sitiados sobre una circunferencia, demuéstrese que

22— 1= %2

|2) 23

Clza-zl +Hla—z) - 7oy

e interprétese el resultado geométricamente.

4. Pruébese que cuatro puntos distintos cualesquiera pueden trans-
formarse mediante una transformacién lineal en los 1, -1, k, —k, de-
pendiendo & de los puntos. ;Cudntas soluciones hay y cémo estin re-
lacionadas?

UEste convenio serd tnicamente vilido cuando se trate de transforma-
ciones lineales.
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3. Stmetria—Ios puntos z y Z son simétricos con relacién al
eje real. Una transformacién lineal con coeficientes reales trans-
forma el eje real en si mismo, y z, z, en puntos gue son nuevamente
simétricos. Mds generalmente, si una transformacién lineal 7 trans-
forma el eje real en una circunferencia C, diremos que los puntos
w=Tz y w*=Tz son simétricos con respecto a C. Esta es una rela-
cién entre w, w* y C, que no depende de 7. Pues si S es otra trans-
formacién que transforma el eje real en C, entonces S~!T es una
transformacién real y, por consiguiente S-lw—=S§-177 y S hw*=S-1Tz
son también conjugados. Se puede entonces definir la simetria en
los siguientes términos:

DEFINICION 3. Los puntos z y z* se dicen simétricos con res-

pecto a la circunferencia C, que pasa por los puntos z,, z,, z;, si (y
solo si) (z*, z1, 2y, 73) = (2, 21, 2, 23).

Los puntos de C, y solo ellos, son simétricos de s{ mismos. La
aplicacién que transforma z en z* es una correspondencia biunivoca,
vy se llama simetriz o reflexidn respecto a C. Evidentemente, el pro-
ducto de dos simetrias es una transformacién lineal.

Deseamos investigar el significado geométrico de Ia simetria. Su-
pongamos, en primer lugar, que C es una recta. Entonces podemos
elegir z;=20, y la condicién de simetria se convierte en

zF -z, i-%

= [1-43]

-7 H-z

Tomando valores absolutos obtenemos |z* —z)|=|z —z|. Aqui z; pue-
de ser cualquier punto finito de C, y concluimos que z y z* equi-
distan de todos los puntos de C. Por [1-43] tenemos ademis

z — 4 Nli_

T s
NJINH Zy—1Zy

Yy, por tanto, z y z* estdn en semiplanos distintos con respecto a C L
Dejamos al lector la demostracién de que C es la mediatriz del seg-
mento determinado por z y z*.

Consideremos ahora el caso de una circunferencia finita C de
centro ¢ y radio R. El uso sistematico de la invariancia de la razén

VA no ser que coincidan v pertenezcan a C.
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doble nos permite llegar a

5L In i) =(2-aq 2—a L—a Z3—a)

I

NNN NN.N wu
“AM|Q}~ ) Yy T VH
o1—a Z—da Z3—d .
R? R? ;
= y Z1—Q, Z—d, ZT3—a | = - =+a, 23, Zy, Z3 ).
z—-a z—d

Esta ecuacién muestra, evidentemente, que el punto simétrico de z
es z¥*=R)/(2-a)+a, o que z y z* satisfacen la relacién

2* _a)(3-d) = R. [1-44]

Ewﬂomcoﬁom*li.ﬁula“ao_mm&mgb&mmm_omsﬁaomm,moH‘ﬁm:.
to, R.L Resulta, ademids, que la
razén (z*¥ —a)/(z-a) es positiva,
lo que significa que z 'y z* estn en
la misma semirrecta a partir de a.
Existe una sencilla construcciéon
geométrica del punto simétrico de
= (Fig. 1-4). Obsérvese que el pun-
to simétrico de a es oo,

N.

TEOREMA 4. (Principio de si-
metria.) Si una transformacion li-
neal transforma la circunferencia
C, en la circunferencia C, enton-
ces transforma cualquier par de o
puntos simétricos con respecto a Cy en un par de puntos stmétricos
con respecto a Cy . )

Brevemente, las transformaciones lineales conservan la simetria.
Si C, o C, es el eje real, el principio se sigue de la definicién de
simetria. En el caso general, la afirmacién se prueba utilizando una
transformacién intermedia que transforme C; en el eje real.

Hay dos formas en las que se puede utilizar el wa:oﬁmo de si-
metria. Si se conocen las imdgenes de z y C bajo una cierta trans-
formacién lineal, entonces el principio nos permite hallar la imagen
de =*. Si, por otra parte, se conocen las imdgenes de z y z*, con-
cluimos que estas imdgenes deben ser simétricas respecto a H.m ima-
gen de C. Aunque esto no es suficiente para determinar la imagen
de C, la informacién obtenida es, sin embargo, valiosa.

Fic. 1-4—Simetria respecto a una
circunferencia.
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Se pone en préctica el principio de simetria en el problema de
hallar la transformacién lineal que transforma la circunferencia C
en la circunferencia C’, Siempre podremos determinar la transfor-
macion exigiendo que tres puntos zj, z., z; de C se transformen en
tres puntos wy, wy, w; de C'; la transformacién es entonces (w0, wy,
wy Wi)=(z, ;, 2, z3). Pero la transformacién esti también deter-
minada si imponemos que a un punto z; de C corresponda un pun-

to wy de C" y que un punto z, que 10 esté en C se transforme en
un punto w,

que no esté en C'. Sabemos que entonces z¥ (el punto
simétrico de z, con respecto a C) debe corresponder a

w3 (el pun-
to simétrico de wu, con respecto a C’). Luego la transformacién se
obtendrd mediante la relacidn (w, wy, w, w={z z;, 2z, Z8s

EJERCICIOS

1. Demuséstrese que toda simetria tr

ansforma circunferencias en cir-
cunferencias.

2. Hillese la simétrica del eje imaginario, de la recta r=y v de la
citcunferencia |z|=1 respecto a la circunferencia [z-2|=1.
3. Efectiense las simetrias del 3

jercicio precedente mediante cons-
trucciones geomsétricas.,

4. Hillese la transformacién lineal que transforma la circunferencia
iz'=2enla |z+1|=1, el punto -2 en el origen y el origen en 7.

5. Hillese la transformacién lineal mds general que transforma la
circunferencia |z|=R en si misma.

6. Una transformacién lineal transforma un par de circunferencias

concéntricas en otro par de circunferencias concéntricas, Demuéstrese
que las razones de los radios deben ser iguales.

7. Hillese una transformacién lineal que transforme |z|=1 vy
|
i

¥/=% en circunferencias concéntricas. (Cudl es la razén de los ra-
3

8. El mismo problema para z|=1y x=2.

4. Tangentes, orientacidn y dngulos.
ferencias son tangentes entre si si tienen un tnico punto comdn. Si
mediante una transformacién lineal se lleva el punto comin al
infinito, las circunferencias se convierten en rectas paralelas. Por
la transformacién inversa, la familia de rectas paralelas se transfor-
ma en una familia de circunferencias tangentes dos a dos.

Deseamos trazar, p. ej, la tangente a una circunferencia en uno

cualquiera de sus puntos. Sea la circunferencia C v consideremos un
punto z; en C. La transformacién z-31/(z—z;) transforma C en

—Se dice que dos circun-
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una recta L e o0 en 0., Trazamos una recta L” por .o y wmmmﬂm_.w a L.
La transformacidén inversa transforma L’ en una Qwo:imag.ﬁm que
es tangente a C en z, y pasa por X. En otras palabras, la circunfe-
rencia es tangente a la recta en z,. . .

Vamos a definir el dngulo formado por dos circunferencias que
se cortan como el angulo formado por sus stmﬁ\mm. Con este objeto
os necesario orientar las tangentes, y la olmw\ﬁonHﬂ de una Snmmc.:w
debe depender evidentemente de la orientacion Qw la o:oc.nmmwmzo_m.

Una orientacién de la circunferencia C estd determinada por
una terna ordenada de puntos zj, z,, z; de C. Con qmmwmomo a mm.ﬁm
orientacién, se dice que un punto no situado sobre C estd a la ﬁ..
quierda de C si Imiz,2,2,2) >0, y a la derecha de C, si
Im (z, 2y, 25, 23) <O. . . .

Es esencial demostrar que solo hay dos orientaciones a&ﬁ.m.p-
tes. Con esto queremos decir que la distincién entre a@d&.m.m iz-
quierda es la misma para todas las ternas, en tanto que Ho‘m signifi-
cados pueden invertirse. A causa de la invarianza Q.m la razén doble,
es suficiente considerar el caso en que C e¢s .& eje real. Tenemos
entonces que examinar Im (z, z, z;, z3). Escribiendo

az+b

= 7)) — .
(z, 21, 22, Z3) (]

con coeficientes reales, mediante un sencillo cilculo, obtenemos

ad —bc
HE ANu Zyy Z2, Nuv = ) HB 2

lez+df?

Luego la distincién entre derecha e ﬁemoam es idéntica a la dis-
tincién entre semiplanos superior e inferior. ‘ .

Una transformacién lineal 7 transforma la circunferencia orien-
tada C en una circunferencia que orientamos Sm.&mﬁo la ﬁmwbm N.N:
Tz., Tz, De la invarianza de la razén doble mm.mﬂm:o que la izquier-
da v la derecha de C corresponden a la mN@Emam vy a la derecha
de la circunferencia imagen.

Si C es una recta, puede orientarse por medio de la terna Nr Z3, NO.
Los puntos z a la izquierda estin caracterizados por la desigualdad

-

Im 22 >0

-7
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Relacionando esto con nuestra definicidn primitiva, encontramos
que estos puntos se encuentran en el semiplano izquierdo, determi-
Bmﬂo por la recta orientada Z=z;+t(z;—2z,). Una recta orientada
mmw:s. nuestra primera definicién puede considerarse como un caso
especial de circunferencia orientada.

En general, no hay procedimiento ni existe razén alguna para
comparar las orientaciones de dos circunferencias. Un hecho excep-
cional ocurre si las circunferencias son tangentes entre si{. En este
Caso pueden transformarse en rectas paralelas, y se dice que las cir-
o::ﬁm.nm:ommm estin igualmente orientadas si corresponden a rectas con
.Hm misma orientacién. En este sentido una circunferencia orientada
5&%8 una orientacidn en sus tangentes, lo cual nos permite definir
el mmmc_o entre dos circunferencias orientadas en el punto de inter-
Seccion como el dngulo que forman las tangentes orientadas.

H_.WOxm?» 5. Una transformacion lineal conserva los dngulos en-
tre circunferencias orientadas.

Sean z, y =, las intersecciones de C y €. Elegimos z, en C vz
en C’ y fijamos las orientaciones mediante las ternas Zy, Z n;vw
Z1, 2’0 2. E1 teorema quedard demostrado si probamos que el \msw:-
lo ﬁz\ Zy entre C y C’, tomadas en este orden, viene dado mOw
arg (2%, z;, =y, z,).

La afirmacién es f4cil de com robar si z ig C,
omm‘. C y C’ son rectas, la razén waozo se Mmmcw%w HMM\NH!MW\.MQ:ISN:V.
o bien a (Zo—z)/(zo—2) y el argumento de uno u otro ooommsmo
es, por definicién, igual al angulo entre las rectas orientadas. En el
caso general, sean L y L’ las tangentes orientadas de C y C’en z
Sabemos que una transformacién lineal que transforma z, en oo dem_“
forma L, C v I/, ¢’ en pares de rectas paralelas e igualmente orien-
tadas. Por la invariancia de Iz razén doble y el resultado prece-
dente, nmum.:ao Zi="x se concluye que arg (z%, z, Z0, Z3) es igual a
_m.mxuw.mwgon correspondiente para L y I’. Por otra parte, nuestra
afirmacién ha sido demostrada para L'y L', y por definicién el 4n-
m.cﬁo. entre C y C” es el mismo que el dngulo entre L y L. Por con-
sigutente, el dngulo entre ¢ ¥ €7 es realmente igual a arg (z'y, zy, 2o, 2Z,).

. La conservacién de la razén doble, simetrfa y 4ngulos son las pro-
w_m.amamm fundamentales de las transformaciones lineales. Las dos
ultimas propiedades se ha visto que son consecuencia de Ia @&Emmm.
. ﬂm la representacién geomeétrica, la orientacién 2y Z, z3 puede
indicarse por una flecha que vaya de z; sobre z, a z,, Con la elec-

cién ordinaria del sistema de coordenadas, derecha e izquierda terr— L.

dran el significado usual con relacién a esta flecha. Cuando se consi-
dera el plano complejo sin ampliar como parte del plano ampliado, 5
el punto del infinito es distinguido. Por tanto, podemos definir una ,
orientacién positiva absoluta de todas las circunferencias finitas me-
diante el requerimiento de que oc esté situado a la derecha de las
circunferencias orientadas. Se dice entonces que los puntos a la iz-
quierda son inferiores a la circunferencia, mientras que los puntos
a la derecha son exteriores.

Sobre una esfera de Riemann no hay razén para distinguir entre
interior y exterior de una circunferencia.

EJERCICIOS

1. Si zy, 25, 3, zy son puntos sobre una circunferencia, demuéstrese
que Zj, Iy, Zy ¥ Z3, Z3 Z4 determinan la misma orientacién si (y solo si)
(z1, z2, 23, Z4) > 0.

2. Higase la demostracién de que dos circunferencias crientadas se-
cantes forman dngulos opuestos en los dos puntos de interseccidn.

3. Demuéstrese que los puntos interiores a la circunferencia |z—a|=R
son todos los que satisfacen la desigualdad |z-—a|< R.

4. Pruébese que una tangente a una circunferencia es perpendicular

al radio en el punto de contacto.
5. Familias de circunferencias.—En cuanto a la visualizacidén de
una transformacién lineal, se puede conseguir mucho mediante la
introduccion de ciertas familias de circunferencias, que se pueden
considerar como curvas coordenadas en un sistema de coordenadas
circular.

Consideremos una transformacion lineal de la forma

Z—da
z—b

w=k -

Aqui z=gq corresponde a w=0,y z=b, a w=0C, Se sigue que las rec-
tas que pasan por el origen del plano de las w son imagenes de las
circunferencias que pasan por a y b. Por otra parte, las circunferen-
cias concéntricas con centro en el origen, T&H? corresponden a
circunferencias de ecuacién

Z—q

Z 15

|
e

o

P g
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Estas son las circunferencias de Apolonio, de puntos limites a y b

P

Por su mocmo\an, son lugares de puntos cuyas distancias a a y b tie-
nen una razon constante.

Denotemos por C, las circunferencias que pasan poray b, y por
Cy, las circunferencias de Apolonio con estos puntos limites. La con-
figuracién (Fig. 1-5) formada por todas las circunferencias C,y G,

Fic. 1-5.—Circunferencias de Steiner.

se denominara red circular o circunferencias de Steiner, determinada
por a y b. Tiene muchas propiedades interesantes, de las que rela-
cionaremos algunas :

1) Hay exactamente una C; y una C, que pasan por cada punto
del plano, con la excepcién de los puntos Iimites.

2) Toda C; corta a toda C, en 4ngulo recto.

3) La simetria respecto a una C; transforma toda C; en si mis-
ma y toda C; en otra C. La simetria respecto a una C, transforma
toda C, en si misma y toda C, en otra C,

4) Los puntos limites son simétricos con respecto a cada C,
pero no con respecto a cualquier otra circunferencia.

Ve
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Estas propiedades son todas triviales cuando los puntos limites
son 0 e oo, es decir, cuando las C; son rectas que pasan por el origen
y las C, circunferencias concéntricas. Puesto que las propiedades
son invariantes respecto de las transformaciones lineales, deben se-
guir verificdndose en el caso general.

Si una transformacidon w=Tz transforma a, b en d’, b’, puede es-
cribirse en la forma
z—a

—k - -
= [1-45]

Estd claro que 7 transforma las circunferencias C, y C: en circunfe-
rencias C’; y C’; con puntos limites a” y b".

La situacién es particularmente simple si a’=a, b"=5b. Entonces
se dice que a, b son los puntos fijos de T, y es conveniente represen-
tar z y Tz en el mismo plano. En estas circunstancias toda la red de
circunferencias se aplica sobre si misma. El valor de k sirve para
identificar las circunferencias imdgenes C’; y C’;. Realmente, con
orientaciones apropiadas, C; forma el dngulo argk con su imagen C’y,
y el cociente de las razones constantes la—z|/lz—b] en C, y C;

es |k

Son particularmente importantes los casos especiales en Jos que
todas las C; o todas las C, se aplican sobre sf mismas. Se tiene que
C’\=C, para todo C, si k>0 (si k<0, las circunferencias siguen
siendo las mismas, pero se ha invertido la orientacién). Se dice en-
tonces que la transformacién es hiperbdlica. Cuando k aumenta, los
puntos Tz, z%a, b circulan a lo largo de las circunferencias C, ha-
cia b. La consideracion de esta circulacién proporciona una imagen
bastante clara de la transformacién hiperbdlica.

El caso C’,=C, tiene lugar cuando |k| =1. A las transformaciones
con esta propiedad se les llama elipticas. Al variar arg k, los puntos
Tz se mueven a lo largo de las circunferencias C,. La circulacién co-
rrespondiente se verifica en sentidos distintos respecto de a y b.

La transformacién lineal general con dos puntos fijos es el pro-
ducto de una transformacién hiperbdlica y de otra eliptica con los
mismos puntos fijos.

Se hallan los puntos fijos de una transformacién lineal resolvien-
do la ecuacién .

A [1-46]

Vit
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En general, es esta una ecuacién cuadrdtica con dos raices: si
¥ =0, uno de los puntos fijos es ac. Puede ocurrir, sin embargo, que
las raices coincidan. Una transformacién lineal con puntos fijos coin-
cidentes se llama parabdlica. La condicién correspondiente a este
caso es (@ —-6)2=4py.

Si resulta que la ecuacién [1-46] tiene dos raices distintas a v b,
la transformacién se puede escribir en la forma

Podemos entonces utilizar las circunferencias de Steiner determina-
das pora y b para discutir la naturaleza de la transformacién. Es im-
portante, sin embargo, observar que el método no se limita solo a
este caso. Podemos escribir cualquier transformacién lineal en la
forma [1-45] con a, b arbitrarios y utilizar con gran ventaja las dos
redes circulares.

Para la discusién de las transformaciones parabdlicas es desea-

ble introducir otro nuevo tipo de red circular. Consideremos Ia trans-
formacién

Es evidente que a circunferencias que pasan por a corresponden rec-
tas en el plano w; ademds, a circunferencias tangentes corresponden
rectas paralelas. En particular, si w=u +7v, las rectas u=constante
y v=constante corresponden a dos familias de circunferencias tan-
gentes enfre s{ que se cortan en angulo recto (Fig. 1-6). Esta
configuraciéon puede considerarse como un conjunto degenerado de
circunferencias de Steiner. Est4d determinada por el punto a y la tan-
gente a una de las familias de circunferencias. Denotaremos las ima-
genes de las rectas v =constante por C,, v las circunferencias de la
otra familia, por C,. Obviamente, la recta v=Im c corresponde a la
tangente de las circunferencias C,, y su direccién viene dada por
arg w.

Cualquier transformacién que transforme « en @ puede escribir-
se en la forma

i
¥
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Esta claro que las circunferencias C; y C; se transforman en circun-
. ’

ferencias C’; y C’, determinadas por ¢’ y w’. Suponemos mﬁOE@.@Cm

a=a’ es el tnico punto fijo. Entonces w=0’, y podemos escribir

e - [1-47)

w—da

Mediante esta transformacién, la configuracién constituida por las
circunferencias C, y C, se aplica sobre s{ misma. En [1-47] hay factor

Fic. 1-6.—Circunferencias de Steiner degeneradas.

multiplicativo arbitrario, y podemos suponer, por tanto, que Q.Wm
real. Entonces cada C, se aplica sobre si misma, y la Qm:mmoﬂ.amou_ob
parabdlica puede considerarse como una circulacién a lo largo de las

circunferencias C,.

EJERCICIOS

1. Hillense los puntos fijos de las transformaciones lineales

ot 2z 3z:—-4 jot
S w= —, we=—, s ———=8
=0 3= =] 7 -

;Cudl de estas transformaciones es eliptica, hiperbélica o parabdlica?
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a ..
2. Supongamos que los coeficientes de la transformacién

az+b
cz+d

w=

e rw.z normalizados mediante la condicién ad — be=1. {Cudl es la condicién
para que la transformacién sea eliptica, hiperbélica o parabélica?

3. Pruébese que toda transformacion lineal involutiva es eliptica

4. Hallense tod g i i

. as las transformaciones line.

_ neales que repr 3

faciones de 1z esfera de Riemann. . presentan s ro-
5. Hdllense todas las circunferencias ortogonales a [z|=1 y a |z-1|=4

T

CAPITULO II

FUNCIONES COMPLEJAS

2-1. Funciones elementales.—En la teorfa de variables com-
plejas se consideran funciones de cuatro tipos distintos: funciones
reales de una variable real, funciones reales de una variable comple-
ja. funciones complejas de una variable real y funciones complejas
de una variable compleja.

Adoptaremos el convenio de que las letras z y w denoten siempre
variables complejas; asi, para indicar una funcién compleja de una
rariable compleja escribiremos w=f(z). Se utilizard la notacién
y=f(x) de forma neutra, es decir, las letras x e y simbolizaran indis-
tintamente variables reales o complejas. Cuando queramos indicar
que una variable toma unicamente valores reales, la denotaremos
en general mediante una t. Con todo esto no pretendemos revocar
nuestro acuerdo anterior de que x e y representan siempre variables
reales en la notacidén z=x +iy.

Es esencial que la ley mediante la que se define una funcién se
formule de manera clara y carente de ambigiiedad. En otras palabras:
todas las funciones deben estar bien definidas, y en tanto no se diga
nada en contrario, serdn uniformes.

No es necesario que una funcién esté definida para todos los
valores de la variable independiente. En esta primera seccién no
consideraremos la posibilidad de que una funcién pueda dejar de
estar definida para determinados valores. Por tanto, desde un punto
de vista formal, estudiaremos solo funciones definidas en toda la
recta real o en todo el plano complejo. Por otra parte, podrdn omitir-
se tales restricciones sin originar cambio sustancial.

1. Limites y continuidad.—Se adoptardn las siguientes definicio-
nes bdsicas:

DEFINICION 1. Se dice que la funcion f(x) tiene el limite A
cuando x tiende hacia a,
Iim f(x)=A, * [2-1]

x—~>a

st (y sole si) se verifica:

47
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f(x) ~Al < ¢

Para todo € > 0 existe un mimero 8> 0 tal que
para todo x que verifique lx~a| <8§ y x=£a.

En esta definicién se hace uso del concepto de valor absoluto
de manera decisiva. Puesto que este concepto tiene sentido tanto
para los nimeros complejos como para los reales, podemos utilizar
esta definicién tanto si la variable x y la funcién f(x) son reales
€Omo si son complejas.

Otra notacién mds sencilla que a veces usaremos es f(x) —> A
para x —a.

Existen algunas variantes conocidas de Ia definicién, que corres-
ponden a los casos en que ¢ 0 A son infinitos.
puede distinguir entre los Ifmites -+ oo Y —2C, pero en el complejo
hay un tnico limite infinito. Dejamos al lector la formulacién correc-
ta de definiciones que cubran todos los casos.

Los bien conocidos resultados referentes al limite de una suma,
un producto o un cociente siguen siendo vélidos en el caso complejo.
En realidad, las demostraciones estan basadas tnicamente en las
propiedades del valor absoluto, expresadas por

En el caso real se

jabl~lal - 1b] 'y |a+b{=a[+ b

La condicién [2-1] equivale evidentemente a

Hm f(x) =A. [2-2]
x—>a
A partir de [2-1] y [2-2] se obtiene
lim Re f(x) =Re A
x—=a
lim Im f(x) =Im A. [2-3]
Reciprocamente, [2-1] es consecuencia de [2-3].
Se dice que la funcién f(x) es continua en a si (y solo si)

im f(x) =f(a). Una funcién continug es la que lo es en todos los

X=>a

puntos.

La suma f(x)+g(x) v el producto f(x)g(x) de dos funciones
continuas es una funcidn continua; el cociente f(x)/g(x) estd defi-
nido y es continuo en a si (v solo si) g(a) 0. Si flx

) es continua,
también lo son Re f(x), Im f(x) y If(x)].

At

R L
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La derivada de una funcién se define como un limite particular,
pudiendo considerarse indistintamente para variables reales o com-
plejas. La definicién formal es

f(2) - f(a)

X —-da

f (@) =lim

x—a

[2-4]

Son vdlidas las reglas usuales para formar la %E<mam. mm una suma,
un producto o un cociente. La derivada de una funcién compuesta
se determina por la regla de derivacién en cadena.

Sin embargo, existe una diferencia fundamental m:ﬁ,o. los casos
de una variable independiente real y una variable Ea.o\wms&mﬁo com-
pleja. Como ilustracion de esto, sea f(z) una %En_o: real de \cnm
variable compleja cuya derivada para z=a existe. m.uﬂo:nom fla)
es, por una parte, real, puesto que es el limite del cociente

fla+h) —fia)
—

cuando % tiende a cero tomando valores reales. Por otra parte es
también el limite del cociente

fla+ih) - f(a)
=— =

y como tal es imaginaria pura. Por tanto, f'(a) mmzm que ser cero.
Asi, pues, una funcién real de una variable compleja o tiene derivada
cero o dicha derivada no existe. Si esta existe en todo punto, la
funcién se reduce a una constante,

El caso de una funcién compleja de una variable real @.:mam re-
ducirse al caso real. Si se escribe z(¢) =x(t) ~iy(t) se Obtiene

Z(t) =x"() + 3y (0),

y la existencia de z'(t) es equivalente a la existencia ﬂB.:?m:mm de
v (t) e y'(t). La notacién compleja posee, no obstante, ciertas ven-
tajas formales que no conviene despreciar. .

En contraste con todo lo anterior, la existencia de la derivada
de una funciéon compleja de una variable mo::uE.m Q.mnm consecuen-
cias muy importantes en lo que se refiere 'a las Eo@_mammmm estruc-
turales de la funcién. La investigacién de estas consecuencias es el
tema central de la teorfa de funciones de variable compleja.

FHEFOS —1
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2. Funciones analiticas.—La clase de las funciones analiticas
estd constituida por las funciones complejas de una variable com-
pleja que poseen derivada en cada punto. Por el momento nos limi-
taremos al estudio de funciones w={(z) definidas en todo el plano
complejo. Como consecuencia de esta limitacién, resulta prematuro
formular una definicién precisa de funcién analitica, y la presente
utilizacién del término serd sometida a revisién posterior.

La suma y el producto de dos funciones analiticas es también
una funcién analitica. Lo mismo es cierto para el cociente f(z)/g(z)
de dos funciones analiticas, con tal que g(z) no se anule. En el caso
general, es necesario excluir los puntos en los que g(z)=0. Este
caso tipico no estard, por tanto, incluido en nuestras consideracio-
nes; pero estd claro que los resultados siguen siendo validos, salvo
por modificaciones obvias.

La definicién de derivada puede escribirse también en la forma
f(z+h) —f(z)

fiz) =lim !
>0 h

Como una primera consecuencia, f(z) es necesariamente continua. En
efecto, de f(z+h) —f(z) =h-[f(z+h) —f(z)]/h se obtiene

lim [f(z+%) —f(2)1=0-f(z) =0.

=0

Si se escribe f(z) =u(z) +iv{z), se deduce ademds que u(z) y v(z)
son ambas continuas.

El limite del cociente incremental debe ser el mismo cualquiera
que sea el camino a través del cual / tiende a cero. Si elegimos para
h valores reales, entonces la parte imaginaria y se mantiene constan-
te y la derivada se convierte en una derivada parcial con respecto
a x. Tenemos asi

of ou . ov

(Z)=—=—ti—
Fiz) dr ox Gx
Andlogamente, si ponemos valores imaginarios puros ik en lugar
de k, obtenemos
f(z+ik) —f(z) ) .
f(zy=lim-—— —— = = — —
k>0 ik Y

I A i it
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Se sigue que f(z) ha de satisfacer la ecuacién en derivadas parciales

of 0
lﬂﬂ -4 ’x [2-5]
i ox oy
que se desdobla en las ecuaciones reales
mw: Hmlc. On8 9B [2-6]
Gx Yy oy ox

Estas son las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Riemann, que tie-
nen que ser verificadas por las partes real e imaginaria de toda
funcién analftica l.

Obsérvese que la existencia de las cuatro derivadas parciales de
[2-6] estd garantizada por la existencia de f'(z). Utilizando [2-6]
podemos escribir cuatro expresiones formalmente diferentes para
f(z); la més sencilla es

Para

f(z)]? tenemos, p. ej,

L du\? [0uN2 [du\? ow\?* du Jv Ju Jv
AT L SN LA A SN A T T
dx oy dx dx ox Jdy Jdy ox

La ultima expresién muestra que |f(z)|? es el jacobiano de u y v
con respecto a x e y.

Demostraremos mas adelante que la derivada de una funcién
analitica es también analitica. Como consecuencia de esto, u y v ten-
dran derivadas parciales continuas de todos los érdenes y, en par-
ticular, las derivadas cruzadas serdan iguales. De lo anterior y de
[2-6] se obtiene

2 2
Au= g + ol =0

oxr  oy?

2 v
Av— 7% N 0% _o.

oxr  0y?

U Agustin Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-1866) son con-
siderados como los fundadores de la teoria de funciones de variable compleja.
El trabajo de Riemann hizo resaltar el aspecto geométrico en contraste com
el estudio puramente analitico de Cauchy.
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Una funcién u que satisface la ecuacion de Laplace Au=0 se lla-
ma armonica. Por tanto, las partes real e imaginaria de una funcidén
analitica son armoénicas. Si dos funciones armdnicas u y v satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann [2-6], entonces se dice que v
es la funcién conjugada armdnica de u. En las mismas circunstan-
cias, u es evidentemente la funcién conjugada arménica de -v.

No es cuestién aqui de estudiar las condiciones menos restrictivas
gue pueden imponerse, en lo que a regularidad se refiere, a las fun-
ciones arménicas. Deseamos demostrar, sin embargo, que la funcién
u+iv, determinada por un par de funciones armdnicas conjugadas,
es siempre analitica, y con este objeto suponemos explicitamente
que u y v tienen derivadas parciales de primer orden continuas. Se
demuestra en andlisis, exactamente bajo las mismas condiciones de
regularidad, que las siguientes igualdades son ciertas:

0
lx+h y+ky—ulx,y)= Qa h+ ﬁ.uﬁ k+e
Jx oy
0 v
vix+h y~k)-vix, y) = .c h+ ,w k+e,
dx dy

donde los restos €, ¢ tienden a cero mds rdapidamente que h+ik,
en el sentido de que ¢ /(k+ik) >0y &/(h+ik) - 0 para i+ ik = 0.
Con la notacién f(z) =ulx, y) +iv(x, y) obtenemos, en virtud de las
relaciones [2-6],

Nﬁ.uQi.»T:nvuA ) o V:Nt.»iat.o
ox ox
y, por consiguiente,
o fz4+h4ik)—f(z) du _ Ov
lim - = ey
h+ik dx 0x

h+ik—0

Concluimos que f(z) es analftica.

Las partes real e imaginaria de una funcidn analitica son fun-
ciones armonicas que satisfacen las ecuaciones diferenciales de Cau-
chy-Riemann.

Reciprocarnente, si las funciones armoénicas u y v satisfacen di-
chas ecuuciones, entonces u+1iv es una funcion analitica.

La conjugada de una funcién armoénica puede hallarse por inte-
graciéon, y en los casos mds sencillos el cilculo puede efectuarse ex-

. e .y S A e T
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plicitamente. Asi, p. ej., u=1"—y es arménica y du/0x=2x, Ju/dy=
— —2y. Por tanto, la funcién conjugada debe satisfacer las condi-

ciones

MNVHN.S .%|C”N&
ox dy

De la primera ecuacién v =2xy+¢(y), donde ¢(y) es una funcién
Je y Unicamente. Por sustitucién en la segunda ecuacion, se obtiene
< (y) =0. Por tanto, ¢(y) es una constante, y la funcién conjugada
de ¥*—y? mas general es 21y +c¢, donde ¢ es una constante. Obsér-
vese que x!—y?+2ixy=2z2. La funcién analitica cuya parte real es
—y?* resulta, por consiguiente, z%+ic.

Existe un procedimiento formal muy interesante que pone de
manifiesto con bastante claridad la naturaleza de las funciones ana-
liticas. Presentamos este procedimiento advirtiendo al lector de
manera explicita que su naturaleza es puramente formal y no cons-
rituye una demostracién.

Consideremos una funcién compleja de dos variables reales
flx,y). Introduciendo la variable compleja z=x+iy y su conjugada
i=2x —1y, podemos escribir x=1%(z+2), y= —%i(z—2). Con este cam-
bio de variable podemos considerar a f(x,y) como una funcién de
2 v Z, a las que trataremos como variables independientes (olvidando
que son realmente conjugada una de otra). Si fueran aplicables las
reglas del cdlculo, obtendriamos las siguientes expresiones:

Q\IHA&).&V, of HA%“ .Sv

dJz 2

9z 2

i +1
dx dy dx Y

Estas expresiones no tienen definiciones convenientes en términos
de limites, pero podemos, sin embargo, introducirlas como derivadas
simbdlicas con respecto a z y a z. Compardndolas con [2-5], se ve
que las funciones analiticas estin caracterizadas por la condicidn
9f/9Z=0. Asi, caemos en la tentacién de decir que una funcién ana-
litica es independiente de z, y funcién de z unicamente.

Este razonamiento formal apoya el punto de vista de que las
funciones analiticas son verdaderas funciones de una variable com-
pleja en oposicién a las funciones que se pueden describir mas ade-
cuadamente como funciones complejas de_dos variables reales.

Mediante un razonamiento formal anilogo, podemos deducir un
método muy sencillo que nos permite calcular, sin utilizar integrales,
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la funcién analitica f(z), cuya parte real es una funcién arménica
a.mam u(x, y). Observemos primero que la funcién conjugada f(z)
tiene derivada nula con respecto a z, pudiendo, por tanto, conside-

rarse como funcién de zZ; denotamos esta funcién por f(z). Con esta
notacion podemos escribir la identidad

u(x, ) =3f(x+iy) +f(x—iy)].

Es razonable esperar que la misma sea una identidad formal, y en-
tonces se verifique incluso cuando x e y son complejos. Si sustituj-
mos x=z2/2, y=z/2i, obtenemos

u(z/2, z/2i) =4[f(z) +f(0)].

Puesto que f(z) estd determinada tnicamente salvo una constante
lmaginaria pura, cabe también suponer que f(0) es real, lo que im-

plica que f(0)=2(0,0). La funcién f(z) puede asi calcularse me-
diante la férmula

f(z)=2u(z/2, z/2i) —u(0,0).

Se puede afiadir una constante aditiva imaginaria pura cualquiera.

En esta forma el método esti definitivamente limitado a funcio-
nes u(x,y), que son racionales en x e y, pues la funcién debe tener
significado para valores complejos del argumento. Afiadamos que el
método puede extenderse al caso general y que es posible dar una
justificaciéon completa.

EJERCICIOS

1. Si g(w) v f(z) son funciones analiticas, demuéstrese que glf(z)]
es también analitica

2, Compruébese que las funciones z? y 2 verifican las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

\w. Hillese el polinomio arménico de la forma ax3+bxly+cxy? +dy3
mas general. Determinese la funcidén armdénica conjugada y la correspon-

&m”:ﬂm funcién analitica mediante integracién, y también utilizando el
método formal.

4. Pruébese que una funcién analitica no puede tener valor abso-
luto constante sin reducirse a una constante.

m Umﬂcmmﬁnmmo con todo rigor que las funciones f(z) y wﬂmv son
analiticas simultdneamente.

] 6. Demuéstrese que las funciones u(z) y u(Z) son armdnicas simul-
tdneamente,
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7. Pruébese que una funcién armdénica satisface la siguiente ecua-
cién diferencial formal:

o

=,
0z 0z

3. Funciones racionales—Toda constante es una funcién anali-
tica con derivada cero. La funcién analitica mas sencilla no cons-
tante es z, y su derivada vale uno. Puesto que la suma y el producto
de dos funciones analiticas es también analitica, se sigue que todo
polinomio

Pz)=aqy+aiz+...+a,=" [2-7]

es una funcién analitica. Su derivada es
P(z)=a+2az+ ...+ na,z" "L

La notacién [2-7] implicard que a, 70, y se dice entonces que el
polinomio es de grado n. La constante 0, considerada como un poli-
nomio, es en muchos aspectos excepcional y serd excluida de nuestra
atencién en lo que siguel.

Para n > 0, la ecuacién P(z)=0 tiene al menos una rafz. Este es
el llamado teorema fundamental del dlgebra, el cual serd demostrado
mas adelante. Si P(ay) =0, se demuestra en algebra elemental que
P(z) =(z—ay)Py(z), siendo P;(z) un polinomio de grado n—1. Re-
pitiendo sucesivamente este proceso, se llega, por iltimo, a la si-
guiente factorizacién completa:

P(z)=a,(z—a)) (z—ag) ... (z—x,),

donde las «,, oy, ..., o, nO son necesariamente distintas. De esta
factorizacién se deduce que P(z) no se anula para cualquier valor
de z distinto de oy, @, ..., .. Ademds, la factorizacién esti deter-
minada de manera unica salvo el orden de los factores.

Si coinciden exactamente /4 de las «;, a este valor comin se le lla-
ma un cero de P(z) de orden h. Evidentemente, la suma de los
6rdenes de los ceros de un polinomio es igual a su grado. Mas sen-
cillamente, si se cuenta cada cero tantas veces como indica su
orden, un polinomio de grado n tiene exactamente n ceros.

El orden de un cero « puede determinarse también consideran-

1 Por razones de tipo formal, si se considera a la constante 0 como un
polinomio, se le atribuye grado — oo,

i

e
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do las derivadas sucesivas de P (2) @mqm, z=
es un cero de orden 4. Entonces podemos escribir P(z) =(z—a)"P,(z)

con Py(a) 7= 0. Mediante derivaciones sucesivas se obtiene P(x)=
=P'(a)=...=P*"D(g) =0, mientras que P® (o) 40. En otras pa-

labras: el orden de un cero es igual al orden de la primera deriva-

da que no se anula. Un cero de orden 1 se llama un cero simple y

esta caracterizado por las condiciones Pa)=0, P'(a) 0. .
Volvamos al caso de una funcién racional

R(z)=— [2-8]

Q.mam como cociente de dos polinomios. Suponemos, y esto es esen-

cial, que P(z) y Q(z) no tienen factores comunes y, por tanto, care-

cen de ceros comunes. Se le dard a R(z) el valor oo en los ceros de
—Q(z). Puede, pues, considerarse como una funcién con valores en el

plano ampliado, y como tal es continua. Los ceros de Q(z) se llaman

polos de R(z), siendo el orden de un polo, por definicién, igual al

orden del cero correspondiente de Qfz).

La derivada

_P(2)0(z) - @' (2)P(2)

R’ (z)
\ 0z

[2-9]

mwdmﬁm Unicamente cuando Q1z) #0. Sin embargo, como funcién ra-
cional definida mediante el segundo miembro de [2-9], R’(z) tiene
los mismos polos que R(z), estando el orden de cada polo incremen-
tado en una unidad. En el caso de que Q(z) tenga ceros miiltiples,
obsérvese que la expresién [2-9] no aparece en su forma reducida.

Se obtiene una mayor uniformidad si se supone que, al igual
que la funcién R(z), la variable independiente z toma valores en
ﬂoao el plano completo. Podemos definir R{o0) como el limite de
R(z) cuando z » X, pero esta definicidn no determinaria el orden
de un cero o de un polo en x. Es preferible, por tanto, considerar
la funcién R(1/z), que puede escribirse nuevamente como una fun-

cién racional R((z), y poner

RiN)=R/(0).

Si R110) =0 o ~, el orden del cero o del polo en oo se define como
el orden del cero o del polo de R,(z) en el origen.

@. Supongamos que q

R
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Con Ja notacidn

d+ Mz + ... +a,zt

R{z)=
by+biz +...+ bz
obtenemos
n —n—1
NN»AN Jp— ayZ" +a,Z +...+a,
‘ ch..: KN m.v—n;:l_ b mv_____
donde la potencia z”~" pertenece al numerador o al denominador.

Por consiguiente, si m > n, R(z) tiene un cero de orden m —n en oc;
si m <n, el punto oo es un polo de orden n—m, y si m=n,

NN»O/UV ”Q:\Nwi ﬂ Ow .

Podemos contar ahora el numero total de ceros y polos en el
plano completo. El resultado muestra que el nimero de ceros, in-
zluyendo los ceros en X, es igual al mayor de los nimeros m y n.
£l nimero de polos es el mismo. Este ndmero comin de ceros y
polos se llama orden de la funcién racional.

Si a es una constante cualquiera, la funcién R(z) —a tiene los
mismos polos que R(z) y, por tanto, el mismo orden. Los ceros de
R(z) —a son las raices de la ecuacién R(z)=a, y si las raices se
cuentan tantas veces como indica el orden del cero, podemos enun-
ciar el siguiente resultado:

Una funcion racional R(z) de orden p tiene p ceros y p polos, y
toda ecuacion R(z)=a tiene exactamente p raices.

Una fraccién lineal (az+8)/(yz +8) con ad— By 7 0 es una fun-
cién racional de orden uno. El hecho de que una transformacién
lineal posea una inversa es un caso especial del resultado anterior.

Toda funcién racional admite una representacién mediante frac-
ciones simples. Con objeto de deducir esta representacién supondre-
mos en primer lugar que R(z) tiene un polo en o. Efectuamos la
divisién de P(z) por Q(z) hasta que el grado del resto sea a lo
sumo igual al del denominador. El resultado puede entonces escribir-
se en la forma

R(z)=G(z) +H(z), [2-10]

donde G(z) es un polinomio sin término eonstante, y H(z), finito
en . El grado de G(z) es el orden del polo en oc, denomindndose
el polinomio G(z) parte singular de R(z) en o<,

B R
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Denotemos los polos finitos distintos de R(z) por B, B2 .o By

g 1 . .
La funcidn %AF.TNV es una funcién racional de ¢ con un polo en

{=oc. Utilizando la descomposicién [2-10], podemos escribir
1
R(fi ) =60 + 100),

0 mediante un cambio de variable,

a2y ()

] 1 o 1
Aqui G; PN es un polinomio en 3 sin término constante,
—Pi £=Ri
que se llama parte singular de R(z) en 8; La funcién H; ﬁ %J
es finita para z=§;. VI =06; 7

Consideremos ahora la expresién

q
) 1
RE) -6~ Y6y — =) [2-117
i=1 N|_®\.

Esta es una funcién racional que no puede tener otros polos que
By By ..., Bg e 00 En z=3; hallamos que los dos términos que se
1

. . - . Nlmm
mnito, siendo cierto lo mismo en oo. Por tanto, [2-11] no tiene ni
polos finitos ni polo en oc. Una funcidén racional sin polos ha de

reducirse a una constante, y si se engloba esa constante en G(z)
.obtenemos la expresién

R(z)=G(z) + M;QNAWNV

Esta representaciéon nos es bien conocida del anilisis, donde se
utiliza como artificio técnico en la teoria de la integracién. Sin em-
bargo, su completo aprovechamiento no se consigue hasta la intro-
duccién de los ndmeros complejos.

Haremos una pequeiia aplicacién de [2-12] para la determinacién
de todas las funciones racionales de orden 2. Con mas precisién,

hacen infinitos tienen una diferencia F.A v con un limite fi-

[2-12]

e e e gkt &
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determinaremos las formas mds sencillas que se pueden obtener me-
diante transformaciones lineales de las variables dependiente e in-
dependiente.

Una funcién racional de segundo orden tiene o bien un polo doble
o dos simples. En el primer caso podemos llevar el polo a oo me-
diante una transformacién lineal previa de z. La furicién tendrd
entonces la forma

w=az*+bz+ nHmAN+|

y mediante una nueva transformacién lineal puede reducirse a la
forma normal w==z2 En el caso de dos polos simples podemos ha-
cer que estos polos estén en z=0y z=02C. La representacién [2-12]
tomari entonces la forma

C
w=Az+B+—

[2-13]

Si reemplazamos z por z'=zy A/C, los coeficientes de 7" y 1/z son
iguales, y un nuevo cambio lineal de w reducird [2-13] a la forma

()
w=—I\Z+—
2 Z

que elegimos como forma normal de una funcién racional de segundo
orden con polos distintos.

EJERCICIOS

1. Utilicese el método del texto para desarrollar
=4 1

EN 2(z+1)2(2+2)3

en fracciones simples.

2. (Cudl es la relacién, si es que la hay, entre el orden de una
funcién racional y el orden de su derivada?

3. Determinense todas las funciones racionales de tercer orden y
pénganse en su forma mds sencilla mediante transformaciones lineales.

4. ¢(Cudl es la forma general de una funcién racional que transforma
la circunferencia unidad |z|=1 en s{ misma?

R
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4. La funcidn exponencial.—La funcién

vd
I

1

-0
para y >0y a +00 para y > +~. Por consiguiente, la ecuacién

estd definida, es continua y creciente para y > 0. Tiende w

'de
X= h - [2-14}

determina de manera tnica un valor positivo de y para todo x real; = &
b

denotamos esta solucién por e*. Evidentemente, ¢
e=e' estd definida por
edt
[
1t

mw sigue de [2-14] que dx/dy=1/y; por consiguiente, la derivada
de e* es e ,

=1, y la base

R B e

SR e

. La propiedad fundamental de la funcién exponencial de una va-
riable real es el teorema de adicion:

etFR_gm - g, [2-15]

Se demuestra observando que la derivada de e~*-e*** con respecto
a r es cero. Como tal funcién de *, esta expresion es, por tanto
constantemente igual a su valor para v=0, y se obtiene e—*-ev+v
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gundo lugar exigiremos que el teorema de adicién de exponentes
[2-15] se verifique para exponentes complejos cualesquiera. Para
z=x+1y deberemos tener, por tanto, e*=e*-¢¥, v queda solo por
definir e¥.

En el capitulo T se demostré que la funcién cosy+i seny, deno-
tada por e(y), satisface el teorema de adicién. Nuestros requisitos
quedardn, pues, satisfechos si escribimos

e =cos y-+iseny [2-17]

ec=e*(cosy +iseny). [2-18]

Se elige esta férmula como una definicién de la funcién exponencial
compleja. Equivale a las relaciones

[2-19]

Los motivos que han conducido a esta definicién no son de ca-
racter obligatorio. De hecho, la funcién e(ky) satisface el teorema
de adicién para todo valor real de k&, y podrfamos haber decidido
poner e‘=e*(cos ky+isenky). (Por qué se da preferencia al valor
k=17 La respuesta es que esta es la unica eleccidn que hace que &
sea una funcién analitica. Escribiendo u=e*cos ky, v=e“sen ky se
obtiene

P = ; i
e mrm_mmao. *=—Xp Y=+, obtendremos [2-15]. , ml:”m.ﬂ cos ky, @|=H —ke* sen ky
La funcidn inversa de e* es el logaritmo natural, log x. Tenemos, 9% oy |
pues, por definicién ov 5 b

=e* sen ky, ——=ke" cos ky.

&5@ ox oy

logy=| == .
1t "

para y > 0, siendo [2-15] equivalente a la expresion
log (119:) =log ¥, + log .. [2-16]

Deseamos prolongar la definicién de la funcién exponencial para
<.m:oamm complejos de la variable independiente. Es natural exigir que

¢* se reduzca a la funcién exponencial real cuando z sea real, En se-

Por consiguiente, las ecuaciones de Cauchy-Riemann du/dx=0v/dy,
Juldy= —0vldx se verifican si (y solo si) k=1. Con esta eleccién
obtenemos que e* tiene por derivada e asi, la funcién exponencial
compleja posee la misma propiedad de reproducirse por derivacion
que tenfa la funcién exponencial real.

La definicién [2-18] conduce a un buen ntmero de consecuen-
cias notables. En primer lugar observemos las curiosas relaciones

Nn..” _ Hu aNﬂ.H H, _.N.NO._

-t P ik e, ST " SIS
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las cuales no deberian considerarse como genuinas relaciones numé-
ricas. Estd claro que las bases e y « han sido introducidas con

objeto de normalizar las funciones exponencial y trigonoméfricas,

y [2-20] expresa tnicamente la relacién entre estas bases a la que
una correcta definicién de la funcién exponencial compleja debe con-
ducir.

De Ia segunda ecuacién [2-20] se sigue que la funcién exponen-
cial tiene periodo 2mi. Tenemos en efecto que e+ =e% No existen
otros periodos aparte de los multiplos de 21ri.

La funcién exponencial no se anula nunca. Este hecho es conse-
cuencia directa de la primera ecuacién [2-19] y de que la funcién
exponencial real es por definicién positiva.

La ecuacién [2-17] lleva el nombre de Euler. De ella deducimos
las siguientes relaciones:

cos Y= ST
2
o [2-21}
sen Yy =
V="

Desde un punto de vista practico, [2-17] nos da una notacién

sencilla para un nimero complejo dado mediante sus coordenadas
polares r, . Podemos escribir

z=r(cos 6 +1sen B) =re',

y esta notacién es tan Gtil que se maneja continuamente, aun cuando
en la discusién en cuestién no aparezca la funcién exponencial.

La funcién e* no puede definirse en el plano completo, ya que
no tiene lfmite cuando z tiende a oo.

Junto con la funcién exponencial debemos también estudiar su
funcién inversa, el logaritmo. Por definicién, z =log w es una rafz de
la ecuacién e?=w. De acuerdo con [2-19], esto equivale a

e =|w|
y=arg w.

Para w 7= 0, la primera ecuacidén tiene una solucién tnica x=log {w|,
definida por la integral
\._s_ dt
= —
t

0

[cap. 25

%
i
|
3
[
m
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por consiguiente, el valor del logaritmo complejo es
log w=log |w|+iarg w. {2-22]

Debe observarse que todos los valores del argumento dan valores
posibles del logaritmo. Asi, pues, el logaritmo toma infinitos valores,
que difieren en miltiplos de 2. Puesto que el logaritmo no es una
funcién uniforme, se debe prestar mucha atencién cada vez que se
ctiliza un logaritmo.

Si p es un nidmero positivo, ha de tenerse buen cuidado para
distinguir entre el logaritmo real con un tnico valor log p y el lo-
garitmo complejo con infinitos valores log p+n-2mi. Se conviene en
que log p denote el logaritmo real, a no ser que se diga lo contrario
o esté claramente implicito.

La férmula [2-22] no tiene por qué ser retenida en la memoria,

va que se deduce directamente de la notacién w=pe’¢. Hacemos re-

saltar que w=0 no tiene logaritmo, como consecuencia de que e*
nunca es cero.

El simbolo a?, donde a y b son ntimeros complejos arbitrarios,
excepto por la condicién de que a7 0, se utiliza siempre como una
notacién equivalente y mds sencilla de e®°22, Si a se restringe a
valores positivos, log a serd el logaritmo real, y en este caso ¢’ toma
un solo valor. Si @ no estd restringido de la forma anterior, loga
es el logaritmo complejo y a’ tiene en general infinitos valores. Exis-
tira un valor tnico si (y solo si) b es un entero n, y entonces a”
puede calcularse como una potencia (producto iterado) de a o de
a . Si b es un ndmero racional con forma reducida p/qg, entonces

a”4 tiene exactamente g valores, y puede representarse mediante
q

/\Qt.
EJERCICIOS

1. Haillese el valor de % para

i 3. 2
Z=——, — 771, — i
2 4 3
;Para qué valores de z es e igual a 2, ~1,i, ~#/2, —1—1i, 1-+2i?

Hillense las partes real e imaginaria de e®.
Determinense todos los valores de 2, if, (—1)%.
(En qué sentido es cierto que (ab)°=a®?
Determinense las partes real e mBmwm:m,lm de z=

ST

Disclitase el comportamiento de e? cuando z tiende a o a lo
largo de una recta.
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5. Las funciones trigonométricas.—Las relaciones [2-21] son va-
lidas para todos los valores reales de y. Ampliamos ahora las defi-

niciones del seno y del coseno para valores complejos de la variable,
por medio de las siguientes relaciones:

iz —iz iz _ p—iz
ere” .m@ ,  senz=2 %" N.m [2-23]
i

CoS z =

Reciprocamente, estas definiciones dan validez universal a la férmula
€2 =cos z+1 sen z. [2-24]

Las definiciones muestran que cosz y sen z son funciones ana-
liticas con derivadas

Dcosz= —sen z
D senz=cos z.

Ambas funciones son periédicas con periodo 2, y estdn ligadas por
las relaciones cosz=sen (7/2—z) y cos’z+sen*z=1. Todas las
férmulas trigonométricas siguen siendo validas como consecuencia
de la definicién y del teorema de adicién de la funcién exponencial,
Observemos que cos z es una funcién par, y sen z, impar.
Para z imaginario puro, z =1y, las férmulas dan
ey + e~
2
ey — e’

sen @HI;N.‘ =i senh y,
1

COS iy = =coshy

donde hemos utilizado 1a notacién tipica para el seno y coseno hi-
perbdlicos. Con ayuda de los teoremas de adicién resulta ahora facil

determinar las partes real e imaginaria de cos z y de sen z. Se obtie-
nen las siguientes expresiones:

cos (x+iy) =cos x cosh y —isen x senh y
sen (x+-#y) = sen x cosh y+7 cos x senh Y.

A fin de obtener féormulas més sencillas para los valores absolu-
tos es preferible utilizar las férmulas trigonométricas

cosa cos B=3[cos (a+B) +cos (a—B)],
sen o sen B=1[cos (¢~ B) ~cos (a+ B)].

B
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El célculo da

‘cos z|?=cos (x +1iy) cos (x —iy) =4 (cos 2x + cos 2iy) =

=1 (cosh 2y + cos 2x)
v analogamente,

|sen z|>=%(cosh 2y —cos 2x).

Es interesante observar que |cosz{? y sen z!”> difieren de 4 cosh 2y
unicamente en términos acotados, y este ultimo valor es aproxima-
damente igual a 4.

La tangente y cotangente se introducen, naturalmente, como co-
cientes del seno y del coseno. De manera explicita, tenemos

1 efz_giz
gz=n ——
ﬁ NaNlurme(

con el convenio de que tg z=2>0 cuando cosz=0.
La inversa del coseno se obtiene como solucién de la ecuacién

cos z=3(e*+e" ) =w.

Esta es una ecuacién de segundo grado en ¢%, cuyas raices son

et=w 4+ y/wr-~1,
y, per tanto,

z=arccos w= —1log (w+ y/ wi—1).

Estos valores se pueden también escribir en la forma

arc cosw= +ilog (w+ yuw-1),
pues w+ Vw?—1y w— yw?—1 son ndmeros reciprocos, Los infini-
tos valores de arc cosw reflejan la paridad y periodicidad de cosz.
La inversa del seno se determina con toda facilidad mediante

m
arc sen w “M.l arc cos w.

Es conveniente hacer observar que en la teoria de funciones com-
plejas todas las funciones trascendentes elementales pueden expre-

ALFORS —-5
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sarse mediante e y su funcién inversa logz. En otras palabras:
esencialmente no existe mds que una funcidén trascendente elemental.

EJERCICIOS
w
1. Hillense los valores de sen i, cos?i, n.OmAMIIN.J, tg (1+1).
/
2. Averigiiense todas las raices de las ecuaciones sen z=i, cosz=2,

gz=1+4i.
3. Determinense las partes real e imaginaria de tg (x+7y).

4. Discdtase el comportamiento de sen Z, cosz y tgz cuando z
tiende a X,

cot

5. Deddzeanse los teoremas de adicién para la tangente y la cotan-
gente.

6. Pruébese que todos los periodos de tgz son miultiplos de .
7. Exprésese arc tg w por medio del logaritmo.

2-2. Conceptos topolégicos.—La rama de las matemdticas co-
nocida con el nombre de topologia trata de todas las cuestiones i-
recta e indirectamente relacionadas con la continuidad. El términe
es utilizado tradicionalmente en un sentido muy amplio y sin limites
estrictos. Las consideraciones tcpoldgicas son de gran importancia
para el fundamento de la teorfa de funciones, y el primer estudio
sistemdtico de la tcpologfa tuvo por motivo esta necesidad.

En la presente seccién estamos interecados, en primer lugar, en
las propiedades topolégicas de conjuntos de puntos. Debe quedar
bien entendido que las propiedades mas generales son las méis sen-
cilias de manejar, ya que pueden expresarse en los términos logicos
mds simples. Desde el punto de vista légico, muchas situaciones
que parecen intuitivamente sencillas son bastante complicadas, por
lo que deben soslavarse. A veces es incluso necesario utilizar defi-
niciones cuyo contenido intuitivo no es inmediatamente claro. Re-
comendamos al lector que, en tales casos, adopte un punto de vista
puramente formal y se concentre en la 1égica del razonamiento.

1. Conjuntos de puntos—Para determinar un conjunto de pun-
tos tiene que darse una ley mediante la cual sea posible decidir si
un punto pertenece al conjunto dado o no. Si se representan los
puntos mediante nimeros reales o complejos, muchos conjuntos pue-
den definirse convenientemente en términos de desigualdades o de
ecuaciones. No serta satisfactorio, sin embargo, restringir la atencién
a conjuntos definidos mediante una ley de cierto tipo prefijado. Real-
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mente, nuestro objeto es deducir proposiciones de una gran genera-
lidad con un correspondiente campo de aplicaciones muy amplio.

Los puntos o nimeros que pertenecen a un conjunto se llaman
sus elemmentos. La notacién a € A se utiliza para indicar que el pun-
to a es un elemento del conjunto A. Dos conjuntos son idénticos si
v solo si) tienen los mismos elementos; A es un subconjunto de B
si todo elemento de A es también un elemento de B, y esta relacién
se indica mediante la notacién A CB o B A. No estid excluida la
posibilidad de que A=B.

Un conjunto es fipito si tiene solo un nimero finito de elementos.
Admitiremos de manera especifica el caso de que un conjunto no
tenga elementos en absoluto. Se dice entonces que es vacio, y puesto
que todos los conjuntos vacios son idénticos, podemos hablar del
conjunto vacio, el cual denotaremos por 0.

La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada por AB o por
A N B, esti formada por todos los puntos que son elementos de A
v de B. Si AB=0, los conjuntos se dicen disjuntos. La wunidn de dos
(ncs_.:wﬂom se denota por A+ B o por AUB, y se compone de todos
los puntos que son elementos de A o de B, incluyendo aquellos
que son clementos de ambos. Podemos también considerar la inter-
seccién o la unién de una coleccién arbitraria de conjuntos. Las de-
finiciones son inmediatas.

El complemento de un conjunto A es el conjunto de todos los
puntos que no pertenecen a A; sera denotado por C(A). O_ummiamm
que el complemento depende de la totalidad de los puntos bajo con-
sideracidén. As{, p. ej, un conjunto de numeros reales tiene un com-
plemento con respecto a la recta real y otro con respecto al plano
complejo. Mds generalmente, si A C B, podemos considerar el com-
plemento relativo B- A constituido por todos los puntos de B que
no estan en A.

Es dtil recordar las siguientes identidades puramente ldgicas:

C(AB)=C(A) +C(B)
C(A+B)=C(A)C(B),

v su generalizacién a colecciones arbitrarias de conjuntos.

La recta real y el plano complejo tienen una estructura especial,
cuya caracter{stica mas importante es la existencia de una distancia
a—bl. En términos de distancia podemos dar un significado @n@&m.O
a los conceptos “suficientemente préximo” y “arbitrariamente préxi-
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mo”, que son fundamentales en todas las cuestiones referentes a
limites y continuidad.
Un entorno de un punto a es el conjunto de los puntos x que!
satisfacen una desigualdad de la forma |x -a| <€, donde € > 0. En'
la recta real, por tanto, un entorno es un segmento sin sus extremos.
{un intervalo abierto); en el plano complejo es el interior de un.
circulo (un disco) L. :
Nunca estaremos interesados en entornos individuales. La cues-
tién que importa ‘es siempre si una determinada propiedad es cierta'
para todos los entornos de un punto a. Sea A una propiedad cual-: -
quiera que un punto x puede tener o no. Entonces se dice que A"
se verifica para puntos arbitrariamente prdximos a a si todo entorno.
de a contiene al menos un punto con la propiedad A. Puesto que un
entorno “grande” contiene a todos los entornos “pequefios”, bastaria
exigir que todos los entornos “pequefios” contengan un punto con
la propiedad A, pero es légicamente mids sencillo considerar todos
los entornos. ”

Andlogamente, se dice que A se verifica para todos los puntos .

suficientemente proximos a a si no es cierto que se verifica la pro-
piedad opuesta no-A para puntos arbitrariamente proximos a a.
Formuldndolo mds positivamente, se verifica A para todos los puntos
suficientemente préximos a a si existe un entorno de @ todos cuyos
puntos tienen la propiedad A. =
Todos los puntos con la propiedad A forman un conjunto que
podemos denotar por la misma letra A. Rec{procamente, todo con-
junto A define una propiedad, 1a de pertenecer a A. Por tanto, nece-
sitamos solo averiguar si un conjunto A contiene o no puntos arbi-

trariamente proximos a un punto dado a. Esto nos conduce al concepto
de cierre:

]

DEFINICION 2. El cierre A de un conjunto A es el conjunto for-
mado por todos los puntos a tales que A contiene puntos arbitraria-
mente proximos al a.

Evidentemente, todo conjunto est4 contenido en su cierre: A C A.
En efecto, todo entorno de ¢ €A contiene a «¢ y, por tanto, a un
punto de A.

Intentamos basar todas las definiciones topolégicas en la nocién

!Se llama disco al conjunto de los puntos interiores a una circunferencia
(a veces, para mayor claridad, se dird disco abierto). Un disco cerrado es el
conjunto formado por los puntos interiores y sobre una circunferencia,

L.
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de cierre. En interés del lector daremos un minimo de terminologia,
pero los términos siguientes son indispensables:

Un conjunto es cerrado si es idéntico a su cierre.

Un conjunto es abierto si su complemento es cerrado.

El exterior de un conjunto es el complemento de su cierre.

El interior de un conjunto es el exterior de su complemento.

La frontera de un conjunto es la interseccién de su cierre con el
cierre de su complemento.

Por supuesto que no es ficil dominar la conexién légica existen-
te entre estas definiciones; por consiguiente, trataremos de am-
pliarlas. Conjuntos cerrados y abiertos son complementarios, pero
en muchos respectos es mas sencilla la caracterizacién directa de los
conjuntos abiertos que la de los cerrados. Por definicién, A es abier-
to si ninglin punto ¢ & A pertenece al cierre de C(A). Esto significa
que existird un entorno de « sin parte comuin con C(A). Luego este
antorno estd contenido en A, obteniéndose asi la siguiente caracte-
rizacidén positiva de los conjuntos abiertos:

Un conjunto A es abierto si todo a € A posee un entorno conte-
nido en A, y solo en este caso.

Por razones tipograficas, denotaremos de momento el cierre por
A7, y el complemento por A’. Entonces el exterior de A es A~, y el
interior A™. De ACA~ y A"CA™ se sigue que AVCA" y
A" CA; es decir, el interior estd contenido en A y el exterior estd
fuera de A. La frontera es A—A". El complemento de la frontera es,
por consiguiente, (A-A'")'=A~"+ A’~". La frontera es, pues, el com-
plementario de la unién del interior y del exterior, as{ que cada pun-
to puede clasificarse de manera Unica como un punto interior, un
punto exterior o un punto frontera. Un punto interior de A posee
un entorno contenido en A, un punto exterior tiene un entorno sin
parte comiin con A y un punto frontera se caracteriza porque todo
entorno de €l tiene parte comin tanto con A como con su comple-
mento A’.

El cierre de todo conjunto es cerrddo. Basta probar que A=~ C A~,
pues sabemos ya que A~ C A~ Supongamos que ¢ € A-~. Dado
cualquier € > 0, existe un punto b € A~ con |b—a| <e. Por otra
parte, puesto que b €A~ existe un ¢ €A con [c—b| <e-|b-al.
La desigualdad triangular implica |c—a|=|c > b| +|b—a| < e. Hemos
demostrado asi que a € A-, y puesto que a era arbitrario, obtenemos
A" CA~.
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CoroLar1O. El interior y el exterior de cualquier conjunto son -

conjuntos abiertos.

Enunciamos a continuacién cuatro proposiciones sencillas, de
cardcter simétrico, que se utilizan constantemente:

La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es -

un conjunto cerrado.

La unidn de un niimero finito de conjuntos cerrados es un con-
junto cerrado.

La unidn de una coleccion cualquiera de conjuntos abiertos es
un conjunto abierto.

La interseccion de un nimero finito de conjuntos abiertos es
un conjunto abierto.

La primera proposicién es consecuencia inmediata de la defini-
cién; dejamos su demostracién a cargo del lector. Demostraremos
la segunda para dos conjuntos; el caso general se sigue por induc-
cion. Supongamos que @ pertenece al cierre de A + B, siendo A v B
cerrados. S8i @ no pertenece a A, posee un entorno |x—a| < sin
parte comin con A, y si g no estd en B, hay un entorno |x—al<e
disjunto con B. Si a no estuviera ni en A ni en B, el menor de estos
entornos no tendria parte comin con A + B. Esto contradice nuestra
hipdtesis de que a pertenece al cierre de A + B. Por tanto, a tiene que
pertenecer a A + B, siendo, por tanto, A + B cerrado.

Las proposiciones tercera y cuarta se deducen de la primera y
de la segunda mediante consideracién de los complementos.

Como consecuencia de la proposicién primera obtenemos que la
frontera de cualquier conjunto es cerrada, pues, por definicion, re-
sulta que es interseccién de dos conjuntos cerrados.

A fin de evitar falsas interpretaciones es conveniente hacer re-
saltar que los atributos “abierto” y “cerrado” no son contradicto-
rios. El conjunto vacio es simultineamente abierto y cerrado, y lo
mismo le ocurre a su complemento, el conjunto de todos los puntos.

Es fdcil construir ejemplos que ilustren la naturaleza de los con-
juntos abiertos y de los cerrados, lo mismo que los conceptos de
interior, exterior y frontera; algunos de estos ejemplos aparecen en
los ejercicios que siguen. En el texto demostraremos tnicamente que
un intervalo abierto o un disco abierto |x —al < p son conjuntos
abiertos, mientras que un intervalo cerrado o un disco cerrado
|x—a| =p son conjuntos cerrados. Estas propiedades derivan directa-
mente de la propiedad triangular. El conjunto |x—a| < p es abier-
to, pues si [b—a|<p, todos los puntos x pertenecientes al entorno
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mo razonamiento muestra que el conjunto ala >poes mgwio.
siendo cerrado, por consiguiente, su complemento |x —a|=p. La fron-
tera de ambos conjuntos es el conjunto |x —a|=p, que nmwam.mmam los
oxtremos del intervalo o la circunferencia del disco, respectivamente.

Creemos conveniente introducir también los siguientes concep-
tos de punto dislado y punto de acumulacién de un Q.VE.E:o. Se dice
que el punto @ € A es un punto aislado mw.%,m_ existe un entorno
de a cuya interseccién con A se reduce a dicho punto a. Gu. punto
de acumulacién es un punto del cierre que no es aislado. mwams”ﬁo-
mente, todo entorno de un punto de acumulacién de A contiene in-
finitos puntos de A, y esta propiedad caracteriza a los puntos de
acumulacion.

Conviene distinguir entre una sucesién de infinitos @::mom X1,
Xay ...y Xy ... ¥ el conjunto de todos los puntos x,. Esto es particular-
mente importante en el caso de que infinitos x, coincidan. Emawﬂm-
mos a y punto limite de la sucesion si todo entorno de y contiene
términos x, para infinitos valores de n. Una sucesidn convergente
tiene exactamente un punto limite, su lmnite. .

Con tal que definamos un entorno de z=2C Bm@msﬁo cbm.mmm.
igualdad de la forma |z| > p, todas las consideraciones anteriores
pueden aplicarse al plano ampliado.

x—b|<<p-|b-—a| satisfacen a lx—a = x—b +ib—a <p. El mis-

EJERCICIOS

1. Demuéstrese, aplicando solo las definiciones, que el semiplano
x > 0 del plano complejo z es un conjunto abierto, en tanto que la des-
igualdad 2= 0 determina un conjunto cerrado.

2. Determinese el interior, el exterior, la frontera y el cierre del
conjunto formado por todos los numeros racionales.

3. Pruébese que los numeros reales cuya expresion Qoown.;m puede
escribirse sin utilizar el digito 7 forman un conjunto noﬁm@o sin puntos
aislados. (Obsérvese que 0,7=0,6999... pertenece a este conjunto.)

4, Demuéstrese que A~'~"~"~"=A~"~", .

5. Pruébese que el cierre de un conjunto es el menor de los conjun-
tos cerrados que contiene al conjunto dado, y que .& interior es el mayor
de los conjuntos abiertos contenidos en dicho conjunto.

6. Demuéstrese que los puntos de acumulacién de un conjunto cual-
quiera forman un conjunto cerrado.

7. Pruébese que los puntos limites de ufa sucesién forman un con-
junto cerrado.
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2. Conjuntos conexos.—Las estructuras mas sencillas correspon-
den a los conjuntos abiertos y a los cerrados, y conjuntos mgs gene-
rales se utilizan muy raramente en la teorfa elemental de funciones.
Cuando se consideren conjuntos mis generales se tratarin con rela-
cién a los conjuntos abiertos y cerrados.

Intuitivamente, un conjunto conexo es aquel que es de una sola
pieza. La formalizacion de esta nocién conduce a una definicién que
parece muy alejada de esta idea intuitiva. Tiene, sin embargo, la
ventaja de ser légicamente muy sencilla. Formularemos primero la
definicién para el caso de los conjuntos abiertos :

DEFINICION 3. Un conjunto abierto es conexo si no puede re-
presentarse como union de dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios.

En otras palabras: si A es un conjunto abierto conexo, y si he-
mos hallado una descomposicién A =B+ C, donde B v C son abiertos
y BC=0, entonces o B es vacio o lo es C.

Para conjuntos arbitrarios adoptamos la siguiente definicidn -

DEFINICION 4. Un conjunto cudlquiera A es conexo si no puede
recubrirse por dos conjuntos abiertos cuyas intersecciones con A
Sean disjuntas y no vacias.

Si B 'y C son conjuntos abiertos, el enunciado de la definicién
significa que A CB~C, ABC=0 implicarfa AB=0 o AC--0. Las
dos definiciones son consistentes, pues si A es abierto obtenemos
una descomposicion A=AB+AC en conjuntos abiertos.

En la definicién 4 podrfamos haber requerido igualmente que los
conjuntos recubridores fueran cerrados. En efecto, si By C son abijer-
tos, sus complementos B’ y C’ son cerrados. La hipdtesis A C B.C,
ABC=0 es equivalente a ABC’'=0, A CB +C’. En estas condicio-
nes tenemos, ademds, AB=AC" y AC=AB'. Por tanto, la conclusién
de que AB o AC es vacio equivale a la conclusién de que AB’ o
AC’ es vacio.

Se sigue que la definicién 3 tiene una andloga para conjuntos
cerrados:

Un conjunto cerrado es conexo si no puede representarse como
union de dos conjuntos cerrados disjuntos no vacios.

Conjuntos conexos triviales son el conjunto vacio y el consisten-
te en un solo punto.

En el caso de la recta real, es posible citar todos los conjuntos
conexos. El resultado mds importante es que toda la recta es conexa
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y esta es, indudablemente, una de las propiedades fundamentales
del sistema de los numeros reales.

Se define un intervalo por una desigualdad de uno de los cuatro
tipos siguientes: a <<x<<b, asx<<b, a<x=b, aZx=b!. Para
a= -0 0 b=+ quedan incluidos los intervalos semiinfinitos y la
recta total,

TEOREMA 1. Los subconjuntos conexos no vacios de la recta
real son los intervalos.

Reproducimos una de las demostraciones cldsicas, basada en el
hecho de que cualquier sucesién mondétona tiene limite finito o in-
finito.

Supongamos que la recta real 9 se representa como la unidn
N=A+B de dos conjuntos cerrados disjuntos. Si ninguno de ellos
es vacio, podemos encontrar un ¢, € A y un b, € B; nada impide
suponer que a; < b,. Bisecamos el intervalo (a;,, b,), y observamos
que una de las dos mitades tiene su extremo izquierdo en A y su ex-
tremo derecho en B. Denotamos este intervalo por (a,, b,) y conti-
nuamos este proceso indefinidamente. De esta manera obtenemos
una sucesién de intervalos encajados (ay, b,) con a, € A, b,E B. Las
sucesiones {a,} y {b,} tienen un limite comin c. Puesto que Ay B
son cerrados, ¢ deberfa ser un punto comiin de A y B. Esta contra-
diccién muestra que o bien A es vacio o lo es By, por tanto, que %
es conexo.

La misma demostracién, con ligeras modificaciones, es de apli-
cacidn a cualquier intervalo.

Antes de demostrar el reciproco haremos una indicacién impor-
tante. Sea E un subconjunto cualquiera de N: se dice que « es una
cota inferior de E si @ =x para todo x € E. Consideremos el conjunto
A de todas las cotas inferiores. Es evidente que el complemento
de A es abierto. En cuanto a A, se ve ficilmente que es abierto,
siempre y cuando no contiene un nimero mayor que todos. Puesto
que la recta es conexa, A y su complemento no pueden ser ambos
«biertos, a no ser que uno de ellos sea vacio. Existen, pues, tres posi-
bilidades: A es vacio, A contiene un nimero mayor que todos o A
2s toda la recta. El mayor nimero a perteneciente a A, si es que
existe, se llama extremo inferior de E; se denota corrientemente por

1Son de uso corriente las notaciones (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]. En este
libro utilizaremos la notacién (a, b) para todos los tipos de intervalos, indi-
cindose en el texto la naturaleza del intervalo.
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extr E. Si A es vacio, se conviene en poner a= 400, si es toda la

recta, ponemos @ = —X. Con este convenio todo conjunto de ntime-
ros reales tiene un extremo inferior determinado de manera tnica;
evidentemente, @ = + X si (y solo si) el conjunto E es vacio. De ma-

_nera correspondiente se define el extremo superior b, denotado por
ext E.

Volviendo a nuestra demostracién, suponemos que E es un con-
junto conexo cuyo extremo inferior es @ y cuyo extremo superior
es b. Todos los puntos de E se encuentran entre a y b, limites in-
cluidos. Supongamos que un punto & del intervalo a << & < b no per-
tenece a E. Enftonces los conjuntos abiertos x < & y x > & recubri-
rian E, y puesto que E es conexo, uno de ellos no tendria parte
comun con E. Supongamos, p. ¢j., que ningin punto de E estd a la
izquierda de &. En este caso & seria una cota inferior, en contradic-
cién con el hecho de que a es el extremo inferior. La suposicién
opuesta nos conduciria a una contradiccién andloga, por lo que de-
ducimos que & debe pertenecer a E. Por consiguiente, E es idéntico
a uno de los cuatro intervalos (g, b), con lo que queda terminada la
demostracién.

En el curso de la demostracién hemos introducido las nociones
de extremo inferior y de extremo superior. Si el conjunto es cerrado
y si los extremos son finitos, tienen que pertenecer al conjunto, en
cuyo caso se llaman el minimo y el mdximo del mismo. Para poder
estar seguros de que los extremos son finitos debemos saber que el
conjunto no es vacio y de que existen ciertas cotas inferior y supe-
rior. En otras palabras: el conjunto debe estar contenido en un in-

tervalo finito; a un conjunto como este se le llama acotado. Hemos
demostrado:

TeEOREMA 2. Cualquier conjunto no vaclo cerrado y acotado de
mimeros reales tiene un minimo y un mdximo.

La estructura de los conjuntos conexos en el plano es bastante
mds complicada que en el caso de la recta, pero la siguiente caracte-
rizacién de los conjuntos conexos abiertos contiene esencialmente
toda la informacién que necesitaremos.

TEOREMA 3. Un conjunto abierto no vacio del plano es conexo
si (y solo st) dos cualesquiera de sus puntos pueden unirse mediante
una linea poligonal contenida en el conjunto.

La nocién de linea poligonal es tan sencilla que no necesitamos
dar una definicién formal.

PR
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Demostraremos primero que la condicidon es necesaria. Sea 4 un
conjunto abierto conexo y elijamos un punto a € A. Denotamos por
A, el subconjunto de A cuyos puntos pueden unirse con @ mediante
lineas poligonales contenidas en A, y por A; el conjunto de puntos
que no pueden unirse con a de la manera indicada. Probemos que
A,y A, son ambos abiertos. En primer lugar, si q; € Aj, existe un
entorno |z —ai} < e contenido en A. Todos los puntos en este entor-
no pueden unirse con g, mediante un segmento, y de aqui a @, me-
diante una linea poligonal; luego todo el entorno estd contenido en
A,y A, es abierto. En segundo lugar, si a, € Ay, sea |z—ay| <e un
entorno contenido en A. Si un punto de este entorno pudiera unirse
a ¢ mediante una linea poligonal, entonces a, podria unirse a este
punto por un segmento, y de este a a. Esto contradice a la definicién
de A,, por lo que A, es abierto. Puesto que A era conexo, o A; 0 A,
tienen que ser vacios. Pero A, contiene al punto a; por consiguiente,
A, es vacio y todos los puntos pueden unirse a a. Por tultimo, cual-
quier par de puntos de A puede unirse a través de g, con lo que
queda demostrado que la condicién es necesaria.

Para un futuro uso, hacemos observar que es incluso posible unir
cualquier par de puntos mediante una poligonal cuyos lados scan
paralelos a los ejes coordenados. La demostracién es la misma.

Con objeto de demostrar la suficiencia, supongamos que A ad-
mite la descomposicién A=A;+A; en dos conjuntos abiertos dis-
juntos. Elijamos a € A, @ € A, y supongamos que estos puntos
pueden unirse por una linea poligonal contenida en A. Uno de los
lados de dicha poligonal debe entonces unir un punto de A, con un
punto de A, bastando considerar por esta razon el caso en que a,
y a, estdn unidos por un segmento. Este segmento tiene una repre-
sentacién paramétrica z=a, +t(a;—q,), donde ¢t toma valores en el
intervalo 0=t =1. Los subconjuntos del intervalo 0 <t <1, que co-
rresponden a los puntos en A, y A,, respectivamente, son de forma
evidente abiertos, disjuntos y no vacios. Esto contradice el hecho de
que el intervalo sea conexo, con lo que queda demostrado que la
condicion del teorema es suficiente.

DEFINICION 5. Un subconjunto conexo abierto no vacio del pla-
no se llama una region.

Del teorema 3 deducimos, pues, que todd el plano, un disco abier-
to |z—a|<p y un semiplano son regiones. Una regién es lo andlogo
en dos dimensiones de un intervalo abierto. Veremos que las regiones
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son los conjuntos mas importantes en la teorfa de funciones. El cierre
aw una region se llama una regidn cerrada. Debe observarse que re-
giones diferentes pueden tener el mismo cierre.

.OBE.@ con frecuencia que tenemos que analizar la estructura de
conjuntos que se definen implicitamente, p. €j., en el curso de una
%Boﬂ@o&d. En tales casos, el primer paso es descomponer el con-
junto-en sus componentes conexas maximas. Como el nombre indica,
una componente es un subconjunto conexo que no estd contenido en
oQ.mw subconjunto conexo mayor. Asi, p. ej., si se da un conjunto como
union de dos regiones disjuntas, cabe esperar que esas regiones sean
sus componentes. Es importante demostrar esto y probar que en un

MOM.E.MS arbitrario cada punto pertenece a una componente bien
elnida.

TEOREMA 4. Todo conjunto tiene una tnica descomposicion en
componentes. Las componentes de un conjunto abierto son regiones.

mw. es E el conjunto dado, consideremos un punto a €E y sea A
la unién de todos los subconjuntos conexos de E que contienen a c.
Entonces A contiene seguramente a 4, ya que el conjunto que contie-
ne un solo punto g es conexo. Si podemos demostrar que A es co-
nexo, entonces, evidentemente, es un conjunto conexo méximo que
oo::m\:o a a, siendo el tinico en estas condiciones. En otras palabras:
A serd la componente que contiene a g, y dos componentes distintas
cualesquiera son disjuntas. Esto es lo que deseamos demostrar.

Supongamos que A no fuera conexo. Por definicién podriamos
rmzmm conjuntos abiertos B y C, tales que ACB+C y ABC=0,
E_mn.mnmm que ni AB ni AC son vacios. Podemos suponer que B con-
tiene el punto a; lo anterior implica que AC contiene un punto c.
Puesto que ¢ € A, existe un conjunto conexo A; C E que contiene @
y c. Pero esto es imposible, pues A,C B+C y ABC=0, AB con-
tiene a a, y AyC contiene a ¢, lo que contradice el hecho de ser A,
conexo. En definitiva, A es conexo.

La iltima parte del teorema se deduce ficilmente al considerar
que om@m entorno es conexo. En la recta real cada componente de
un conjunto abierto es un intervalo abierto. Por tanto, el conjunto
abierto mds general sobre la recta es una unién de intervalos abiertos.

EJERCICIOS

_H.. ﬂwcm@mmm que la unién de dos discos abiertos es conexo si (y
m.ono \WD a distancia entre los centros es menor que la suma de los radios.
(Cudl es el resultado si uno o los dos discos son cerrados?

e
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2. Demuéstrese que una regién sigue siendo una regién si se su-
prime un numero finito de puntos.

3. Pruébese que el cierre de un conjunto conexo es conexo.

4. Hdgase la prueba de que las componentes de un conjunto cerrado
son cerradas.

3. Conjuntos compactos—Recordemos que un subconjunto de la
recta real se dice acotado si estd contenido en un intervalo finito.
Analogamente, un conjunto en el plano complejo estd acotado si se
halla contenido en un disco. En particular, un conjunto estd acotado
si (y solo si) se halla contenido en un disco cerrado |z|=M con
centro en el origen.

Todo conjunto cerrado y acotado de la recta real o del plano
complejo se llama compacto. En el plano completo, a cualquier con-
junto cerrado se le llama compacto.

Para nuestros propdsitos, pues, la palabra “compacto” es mera-
mente una abreviatura conveniente. Sin embargo, es importante que
demostremos ciertas propiedades caracteristicas de los conjuntos
compactos.

En anilisis, muchos razonamientos se simplifican notablemente
<i estdn basados en un lema, conocido indistintamente como el lema
de Borel, el lema de Heine-Borel o el lema de Heine-Borel-Lebesgue.

TEOREMA 5. (Lema de Heine-Borel.) Supongamos que un con-
junto compacto A estd contenido en la unién de una coleccion de
conjuntos abiertos. Entonces A estd también contenido en la union
de un nimero finito de estos conjuntos abiertos.

A la coleccién de conjuntos abiertos se le llama recubridor abier-
to de A,y el teorema afirma que es posible extraer un subrecubridor

finito. Nos referiremos a esta propiedad como la propiedad de Heine-’

Borel.

Seran de utilidad unas cuantas observaciones previas. Si A tiene
la propiedad de Heine-Borel y si 4, es un subconjunto cerrado de A,
entonces A, tiene la misma propiedad. En efecto, supongamos que A,
estd cubierto por una coleccibén {U} de conjuntos abiertos. Entonces
A esti cubierto por la coleccién que consiste en {U} y el comple-
mento de A, De acuerdo con nuestra hipétesis, podemos recubrir A
con una subcoleccién finita, que puede incluir el complemento C(A,).
La misma subcoleccién, sin C(A4,), recubre a A,.

Como resultado de la anterior observacién bastard probar el
teorema para un intervalo cerrado en el caso de la recta y para un

i
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cuadrado [x| =M, |y|=M en el caso del plano. El caso del plano
ampliado se reduce ficilmente al del plano. En efecto, si el con-
junto cerrado A no incluye oo, estd acotado; si lo incluye, uno de
los conjuntos abiertos recubridores contiene a o0, y bastard consi-
derar el subconjunto cerrado acotado de A exterior a este conjun-
to abierto particular.

Demostraremos ahora que un intervalo finito cerrado I; tiene la
propiedad de Heine-Borel. La demostracién es indirecta y por el
método de biseccién. Consideremos un recubridor de I; constituido
por una coleccién {U} de conjuntos abiertos y supongamos que 7,
no tiene un subrecubridor finito. Si bisecamos /,, al menos uno de
los subintervalos no posee subrecubridor finito. Este subintervalo
se denota por [;; si se ha de elegir entre los dos subintervalos, po-
demos hacer que la seleccién quede bien definida tomando siem-
pre el subintervalo izquierdo. Repitiendo el proceso obtenemos una
sucesion de intervalos encajados 7, sin subrecubridores finitos. Los ex-
tremos i1zquierdo y derecho de [, convergen hacia un punto comin
&€ €1,. Por hipdtesis, & pertenece a un conjunto U, y puesto que
U es un entorno abierto de &, estd contenido en U. Tenemos enton-
ces que para n suficientemente grande I, C U, lo que contradice
el hecho de que 7, no puede recubrirse por un ndmero finito de
conjuntos de {U}. La contradiccién prueba el teorema para con-
juntos compactos de la recta real.

En el caso del plano complejo puede utilizarse la misma de-
mostracion; I, es un cuadrado, y en cada paso dividimos el cuadra-
do dado en cuatro cuadrados mds pequefios con lado mitad. La
sucesién decreciente de cuadrados 7, se determina como en el caso
anterior, llegdndose a la misma contradiccién.

Como aplicacién tipica que ilustra la utilizacién del lema de
Heine-Borel probaremos el siguiente teorema:

TEOREMA 6. (Bolzano-Weierstrass.) Si A es un conjunto com-
pacto, toda sucesion infinita de puntos a, € A tiene al menos un
punto limite en A.

Consideremos la coleccién formada por todos los conjuntos abier-
tos U, tales que g, € U, como mdximo para un nimero finito de sub-
indices n. Todo punto que no es punto limite de la sucesién {a,}
tiene un entorno con esta propiedad. Por consiguiente, si no hay
punto limite en A, los conjuntos U forman un recubridor abierto de
A. Podriamos entonces recubricr A con un numero finito de con-

it rf-?‘-uj
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juntos U. Se seguirfa de aqui que a, € A dnicamente para un nime-
ro finito de subindices, lo que contradice la hipétesis. Por tanto,
debe haber al menos un punto limite en A.

No es preciso decir que el teorema de Bolzano-Weierstrass po-
dria haberse demostrado directamente por el método de biseccidn.
Lo importante es el hecho de que el lema de Heine-Borel hace po-
sible evitar repeticiones de lo que esencialmente es la misma de-
mostracidén. Por otra parte, las demostraciones por biseccién son
a menudo mds elementales, y no dudaremos en utilizarlas cuando
tiendan a facilitar la comprensién.

TEOREMA 7.
es compacto.

Evidentemente, basta probar este reciproco del lema de Heine-
Borel para el caso del plano ampliado. En efecto, si un conjunto es.
cerrado con respecto al plano ampliado y no contiene el punto del
infinito, es eo ipso acotado.

Sea A un conjunto con la propiedad de Heine-Borel y conside-
remos un punto a &€ C(A). Denotemos por {U} la coleccién de to-
dos los conjuntos abiertos U cuyo cierre I no contiene a a. Es evi-
dente que todo punto A tiene un entorno con esta propiedad. Por
consiguiente, la coleccién {U} es un recubridor abierto de A, pu-
diéndose extraer un subrecubridor finito Uy, U, ..., Uy. Entonces a
estd contenido en la interseccién de C(U,), C(T,), .., C(Ty), v
esta interseccién es un subconjunto abierto de C(A). Puesto que @
cfa un punto arbitrario de C(A), se tiene que C(A) es abierto y,
por tanto, A es cerrado.

Todo conjunto con la propiedad de Heine-Borel

EJERCICIOS

1. Apliquese el lema de Heine-Borel para demostrar que un con-
junto cerrado y acotado de ndmeros reales tiene un mdximo.

2. Pruébese que una sucesion decreciente de conjuntos compactos

A;1DA;D...DA,D .. tiene una interseccién no vacia (lema de Cantor).

4. Funciones continuas y aplicaciones.—Deliberadamente, en la
seccion 2-1 hemos dejado de lado aquellas funciones que no estaban
definidas para todoes los valores de Ia variable independiente. Adop-
taremos ahora un punto de vista mds general y admitiremos fun-
ciones f(x) definidas unicamente cuando x pertenece a un cierto
conjunto A. Se ha de entender que el citar el conjunto A es una
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parte esencial de la definicién de la funcién. Si A, C A, podemos
naturalmente definir una funcién con los mismos valores f(x) para
x € A, Se le llamma la restriccidn de f(x) al conjunto A, y ordina-
riamente se puede utilizar la misma notacién para una funcion y
para sus restricciones. Reciprocamente, la funcién f(x) sobre A es
una prolongacién de la funcién f(x) en A,

No hacemos distincién entre una funcién f y la aplicacién que
define, excepto que el uso de la palabra “‘aplicacién” hace resaltar

la correspondencia entre puntos como opuesta a la corresponden- |

t

cia entre numeros. El conjunto de todos los puntos f(x) para
¥ EA se llama la imagen de A con respecto a la aplicacién f;
conviene denotar la imagen mediante f{A). Es habitual decir que
f aplica A en un conjunto A* si f(A) CA* y sobre el conjunto
A* si f(A)=A% Para un conjunto arbitrario A¥, se denota me-

S T e S AR P

1

diante f~'(A*) el conjunto de todos los puntos x € A tales que i

f(x) EA*, y se llama a f~}(A)* la imagen inversa de A¥®. La apli- |
cacién de A sobre f(A) es biunivoca si f(x,)=[(x;) implica x=1..
En este caso, y=f(x) posee una funcion inversa x=f""(y) definida
en f(A). :
La definicién de una funcién continua necesita muy poca Bo&ﬂ
ficacién. Decimos que f(x) es continua para x=a si, dado €>0,.
existe un 8 >0 tal que |[f(x) —f(a)| < e para todo x €A @cm veri-.
fique |x—a| < 8. La generalizacién al caso en que ¥ O f(x) varien -
sobre todo el plano completo es obvia. w
Si A es o bien un conjunto abierto o cerrado, se pueden dar las
siguientes caracterizaciones dtiles de las funciones continuas en A.
Una funcién f(x), definida en un conjunto abierto, es continua
si (y solo si) la imagen inversa de todo conjunto abierto es abierta.
Una funcidn f(x), definida en un conjunto cerrado, es continua
si (y solo si) la imagen inversa de todo conjunto cerrado es cerrada.
La primera condicién es una traduccién directa de la definicion.
La segunda se deduce considerando los complementos, detalles que
se dejan al lector. .
Es muy importante percatarse que estas propiedades se verifi-
can solo para la imagen inversa y no para la directa. La imagen de
un conjunto abierto respecto a una aplicacidn continua no es siemn-
pre un conjunto abierto, ni la de uno cerrado es siempre un conjunto
cerrado. La tltima conclusién es, sin embargo, correcta en el caso
siguiente:
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TEOREMA 8. Bajo una aplicacion continua, la imagen de todo
conjunto compacte es un conjunto compacto.

Sea f(x) continua en el conjunto compacto A. Demostraremos
que f(A) posee la propiedad de Heine-Borel; por el teorema 7 serd
entonces compacto. Sea {U} un recubridor abierto cualquiera de
f(A). Consideremos la coleccién {V} de todos los conjuntos abier-
tos V tales que f(AV) estd contenido en un conjunto U. Si g € A, sa-
bemos que f(a) pertenece a algun U, y por la continuidad existe
un entorno de ¢ que es un conjunto V. Por consiguiente, {V} es un
recubridor abierto de A, y podemos seleccionar un subrecubridor
finito {V,}, n=1, 2, ..., N. 8i f(AV,) CU,, es obvio que {U,}, n=1,
2, ..., N, es un subrecubridor finito de f(A).

CoRroOLARIO. Una funcién continua real sobre un conjunto com-
pacto posee un minimo y un mdximo.
La imagen f(A) es un conjunto cerrado y acotado de la recta real.

La existencia de un minimo y de un maximo se deduce del teo-
rema 2.

TEOREMA 9. Bajo una aplicacion continua, la imagen de cualquier
conjunto conexo es un conjunto conexo.

Suponemos que f(x) es continua en el conjunto conexo A. Si A
es abierto, la demostracidén es wmamoEmansﬁm sencilla. Sean By C
conjuntos abiertos tales que f(A) CB+C y f(AYBC=0. Entonces
f~Y(B) y f~(C) son también mgm_.ﬁom. de donde A =f"! wv.ln HO),
f~1(B), x»xe =0. Dado que A es conexo, [~Y{B) o f~YC) es vacio,
y esto es cierto solo si f{A)B o f(A)C es vacio. Huoﬂ tanto, f(A)
es conexo.

En el caso general, {~1(B) y f~1(C) no son abiertos; pero por la
continuidad cada punto de f~!(B) tiene un entorno cuya intersec-
cién con A esti contenida en f~!(B). La unién de todos estos en-
tornos es un conjunto abierto B, tal que ByA=f"1(B); el conjunto
C, puede definirse de manera andloga. Ahora el mismo razonamien-
to hecho anteriormente muestra que o bien B,A o CyA es vacio, y
esto implica que f(A)B o f(A)C es vacio.

Una aplicacién biunivoca f de un conjunto A sobre f(A) se lla-
ma una aplicacion topoldgica o un homeomorfisrmo si f y f~! son
ambas continuas. Una propiedad de un conjunto que es compartida
por todas las imigenes topoldgicas del conjunto se denomina pro-
piedad topoldgica. Asi, p. ej., hemos demostrado que la compacidad
v el hecho de ser un conjunto conexo son propiedades topolégicas
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(teoremas 8 v 9). No hemos demostrado que la nocidon de conjunto
abterto sea topoldgicamente invariante, aunque el hecho es cierto.

El concepto de continuidad uniforme sera utilizado constante-
mente. De manera general, se dice que una condicién se verifica de
forma uniforme con respecto a un pardmetro si puede expresarse
médiante desigualdades que no implican al pardmetro. En el pre-
sente caso venimos a parar a la siguiente definicidn:

DEFINICION 6. Se dice que una funcion f(x) es uniformemente
continua en un conjunto A si para todo e¢> 0 existe un 6 >0, tal
que |f(x)) —f(x)! <e para todos los pares x,, x, € A que satisfa-
gan |x;—x] < 8.

La definicién se ha formulado para el caso en que x y f(x) to-
man sus valores en la recta real o en el plano complejo. Con objeto
de extenderla al plano ampliado, los valores absolutos deberdn ser
reemplazados por distancias en la esfera de Riemann.

Una funcién uniformemente continua lo es en todos los puntos
de A en el sentido ordinario, pero la reciproca no es cierta. En
efecto, en la definicién de la continuidad ordinaria el punto x; (o
el x,) se mantiene fijo, y & depende de =x;.

En vista de esta diferencia bdsica entre las definiciones, el si-
guiente resultado es de gran importancia:

TEOREMA 10. Toda funcidn continua en un conjunto compacto
es uniformemente continua.

Esta es una consecuencia tipica de la propiedad de Heine-Borel.
Sea f(x) continua en el conjunto compacto A. Entonces todo a € A
tiene un entorno (v —aj<<p, en el que |f(x) —f(a)| < e (para abre-
viar suprimimos la condicion obvia de que x € A). Los entornos
mis pequenos x—a; < }p forman un recubridor abierto de A, sien-
do posible extraer un subrecubridor finito compuesto por entornos
[x—a,| <4p,. Sea 8 el menor de los nimeros }p,. Consideremos un
par x, ¥, € A con x;—x; < 8. Existe un q, tal que % —a,| <1pw
y obtenemos

WHN\Q:M SN =+ Y- X

A Wb:nT@Mb:.

En consecuencia, f(x,) —fta,)| <ie y |f(x2) —f(a,)|<<3e Por la
desigualdad triangular se deduce que !f(x) —f(x)]| <e, con lo que
queda demostrada la continuidad uniforme de f(x) en A.

En conjuntos que no son compactos, algunas funciones continuas
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son uniformemente continuas, en tanto que otras no lo son. Asi, P €.,
la funcion z es uniformemente continua en todo el plano, pero no lo
es la funcién z2. '

Debe concederse especial atencién al hecho de que una funcién
uniformemente continua en un conjunto A lo es también en todo
subconjunto de A. Por consiguiente, si f(x) esti definida en Ay
puede prolongarse a una funcién sobre un conjunto compacto A D A,,
entonces f(x) es uniformemente continua en A,

EJERCICIOS

1. Constrilyase una aplicacién topolégica de todo el plano sobre el
. i A -
disco _N_ < 1. Conclusién: el concepto de conjunto cerrado no es toro-
légico.
2. Pruébese que toda aplicacién topolégica de un conjunto abierto A

moda.m un conjunto abierto B aplica subconjuntos abiertos de A sobre sub-
conjuntos abiertos de B, y viceversa.

3. Demuéstrese que toda aplicacién biunivoca continuz de un con-
junto compacto es topoldgica.

4. Pruébese que dos conjuntos cerrados disjuntos, ninguno de ellos
vacio y al menos uno compacto, tienen una distancia minima positiva.

5. (Cudles de las siguientes funciones son uniformemente continuas
en toda la recta real: senx, xsenwx, xsen (x)2, |x|?sen x?

6. (Es uniformemente continua la funcién xlogx en el intervalo
abierto (0, 1)?

5. Arcos y curvas cerradas—Una manera muy conveniente de
dar la ecuacion de un arco y en el plano es en forma paramétrica
v=x(t), y=y(t), donde ¢ varfa en un intervalo @=<t=g, siendo
x(r}) e y(¢) funciones continuas. Podemos también utilizar la no-
tacion compleja z=2z(t)=x(¢) +iy(¢), que tiene algunas ventajas.

Asif, un arco, considerado como un conjunto de puntos, es la
imagen de un intervalo finito cerrado respecto a una aplicacién
continua. Como tal, es compacto y conexo. No obstante, un arco
no es simplemente un conjunto de puntos, sino muy esencialmente
una sucesién de puntos también, ordenada para valores crecientes
del pardmetro. Si una funcién no decreciente t=¢(7) aplica un
intervalo o/ =7=" sobre a=t=p, entonces z=z[¢(7)] define la
misma sucesion de puntos que z=2z(t). Decimos que la primera ecua-
cién proviene de la segunda por un cambio de pardmetro. El cambio
es reversible si (y solo si) ¢(7) es estrictamente creciente. Asi, p. €j.,
la ecuacidn z=t>+1it*, 0 <t <1 se obtiene por un cambio reversible de
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parametro de la ecuacidén z=t+it’, 0=t=1. Siempre se puede ob-
tener un cambio del intervalo paramétrico (e, 8) mediante un cam-
bio lineal de pardmetro; es decir, de la forma t=ar+b, a > 0.
Légicamente, lo mas sencillo es considerar como diferentes dos
arcos si vienen dados por ecuaciones diferentes, sin tener en cuenta
si una ecuacién proviene de la otra por un cambio de pardmetro. Al
adoptar este punto de vista, como haremos nosotros, es importante
mostrar que ciertas propiedades de los arcos son invariantes frente
a los cambios de pardmetro; p. ej, los puntos origen y extremo . de
un arco permanecen los mismos después de un cambio de parametro.
Si existe la derivada z'(¢) =x"(¢)+ /() y es distinta de cero,
el arco vy tiene una tangente, cuya direccién viene dada por arg z'(t).
Diremos que el arco es diferenciable si existe z'(¢) y es continua (el
término continuamente diferenciable es demasiado largo); si, ade-
mds, z'(£) 7= 0, se dice que el arco es regular. Un arco es diferencia-
ble a trozos o regular a trozos si se verifican las mismas condicio-
nes, excepto para un numero finito de valores de t; en estos puntos,

z(¢) serd todavia continua con derivadas por la izquierda y por la -

derecha, las cuales son iguales a los limites por la izquierda y por la
derecha de z’(t), v en el caso de un arco regular a trozos, #0.

El cardcter diferenciable o regular de un arco es invariante frente
al cambio de parimetro t=¢(7) siempre y cuando ¢’(r) sea conti-
nua y, para la regularidad, = 0. Cuando este es el caso, decimos que
el cambio de pardmetro es diferenciable o regular.

Un arco es simple, o un arco de Jordan, si z(t) =z(t;) tnica-
mente para t;=¢, Un arco es una curva cerrada si los extremos coin-
ciden: z(a)=2z(B). Para curvas cerradas un desplazamiento del
parametro estd definido de la siguiente forma: Si la ecuacién origi-
nal es z=z(t), a =t=<p, elegimos un punto t, del intervalo (c, 3)
y definimos una nueva curva cerrada, cuya ecuacidn es z=z(t) para
L=t=B, y z=z(t—B+«) para BZt=t+B - El proposito del
desplazamiento es eliminar la posicién distinguida del origen. Las
definiciones correctas de una curva cerrada diferenciable o regular y
de curva cerrada simple (o curva de Jordan) son obvias.

El arco opuesto del z=z(t), a=t=p, es el arco z=z(-t),
—B=t= -«. Arcos opuestos se denotan por vy y —v, a veces por
v v y~4 segin los casos. Una funcién constante z(¢) define una
curva punto.

Una circunferencia C, definida originalmente como un lugar geo-
métrico |z—a|=r, puede considerarse como una curva cerrada de

\F’
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ecuacién z=a+re”, 0=t =2x. Utilizaremos esta parametrizacién ti-
pica siempre que manejemos una circunferencia finita. Este convenio
nos ahorra el escribir la ecuacién cada vez que se necesite; también
v este es su mds importante propdsito, sirve como una regla perfec-
tamente definida para distinguir entre Cy —C.

2-3. Funciones analiticas en una regién.-——Las consideraciones
anteriores sobre conjuntos de puntos han preparado el camino para
llegar a una definicién precisa de las funciones analiticas. Podriamos
considerar ahora una funcién f(z) definida en un conjunto de puntos
A arbitrario y exigir la existencia del limite

. f(z+h)—f(2)
im—

h=0 h

para todo z& A cuando se restringe & a valores para los cuales
+hEA.

Esta generalidad es decididamente excesiva. Su mayor desventaja
estriba en el hecho de que la existencia de la derivada puede ser una
condiciéon débil o fuerte, dependiendo de la naturaleza del conjunto
A en la inmediata vecindad del punto. La tnica forma sencilla me-
diante la cual puede evitarse esto es suponer que cada punto tiene
un entorno contenido en A. Llegamos asi a tener en cuenta solo las
funciones analiticas que estdn definidas en conjuntos abiertos.

Veremos que se obtienen mayores ventajas si se define f{z) en
un conjunto conexo. Para conseguir el apropiado grado de generalidad
supondremos, por consiguiente, que toda funcién analitica estd defi-
nida en una regién.

1. Definicion y consecuencias inmediatas.—Empezamos con un
enunciado formal de la definicién:

DEFINICION 7. Una funcion compleja f(z) se dice analitica en la
region ) si estd definida y tiene derivada en cada punto de ().

De acuerdo con esta definicién, una funcién analitica en Q es
siempre uniforme. Es muy importante que la definicién esté locali-
zada en una regién fija Q, y no es licito hablar de una funcién ana-
litica sin especificar la regidn en la cual se considera. A veces esta
regién aparece claramente implicada en el contexto, pudiendo en ta-
les casos omitirse la referencia explicita. °

A fin de disponer de una mayor flexibilidad en el lenguaje es con-
veniente introducir el complemento siguiente a la definicién 7:
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DEFINICION 8. Una funcidn f(z) es andlitica en un conjunto de
puntos arbitrario A si es analitica en alguna regidn que contenga a A.

Es evidente que la dltima definicidén es sencillamente un conve-
nio para utilizar una terminologfa adecuada. Este es un caso en el que
la regién ) no necesita ser mencionada explicitamente, pues se com-
probard que la eleccién especifica de Q es indiferente siempre y cuan-
do contenga a A. Una aplicacién tipica es el uso de la frase: “Sea
f(z} analitica en z,.” Ello significa que estd definida una funcién f(-),
la cual posee derivada en algin entorno de z, que no necesita ser
especificado.

Aungue nuestra definicién requiere que todas las funciones ana-
liticas sean uniformes, es posible considerar funciones multiformes
tales como 4z, log z 0 arc cos z, con tal que se restrinjan a una re-
gion definida en la que sea posible elegir una rama uniforme y ana-
Iitica de la funcidn.

Asi, p. ej.,, podemos elegir como Q el complemento del eje real
negativo z=0; indudablemente, este conjunto es abierto y conexo.
En Q, uno (y solo uno) de los valores de 4/z tiene parte real positi-
va. Con esta eleccién w= 4/z se convierte en una funcién uniforme
en {); demostremos que es continua. Elijamos dos puntos z, z, & O
vy denotemos los valores correspondientes de w por w,=u+ vy,
wy=1U,+ 10, con u;, u, > 0. Entonces

21— za| = |wl — wl] = |~ w,| - Jw+wy

Y W +w) Zu+u, > ;. Luego

|zy =z,
_5|8N_ e a
u,

y se deduce que w=y/z es continua en z, Una vez establecida la
continuidad, la analiticidad resulta por derivacién de la funcién in-
versa z=w’ En efecto, con la notacién habitual Az -0 implica
Aw = 0. Por consiguiente,

Aw ., Aw
= 1lim
Az 4,50 A2

l{m
Az>0

¥ obtenemos

con la misma rama de 4/ z.

1
*

5
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En el caso de log z podemos utilizar la misma regién (), obtenida
por la exclusién del eje real negativo, y definir la rarma principal del
logaritmo por la condicién |Im log z| < 7r. Nuevamente, es necesario
demostrar la continuidad, pero esta vez no disponemos de una iden-
tidad algebraica y estamos forzados a utilizar un razonamiento mas
general. Denotemos la rama principal por w =2 +iv=log z. Para un
punto dado wi=u;+ivy, |vy/<m, y un €>0 dado, consideremos el
conjunto A en el plano w definido por las desigualdades [t —1wy| =,

v/ =, |u—w|=log2. Este conjunto es cerrado y acotado, y para €
suficientemente pequefio no es vacio. La funcién continug lew —ew
tiene, por tanto, un minimo p en A (corolario del teorema 8). Este
minimo es positivo, pues A no contiene ningtn punto w, -+ -27ri.

Elijamos 6 =min (p, 4¢*), y supongamos que

|21 — 2| = et — e < 8.

Entonces w; no puede estar en A, pues esto harfa e* — en:! = p=8.
Tampoco es posible que u, < 1, —log 2 0 u, > u;+10g 2; en el primer
caso obtendriamos |e® —e%|Ze" —e% > let>=§, y

en el tltimo
le" —e*| Z e —e" > e" > §, Por consiguiente, w, debe pertenecer al
disco _:.LE_ < ¢ y hemos demostrado que « es una funcién con-
tinua de z. De la continuidad deducimos, como anteriormente, que
la derivada existe y es igual a 1/z.

Los infinitos valores de arc cos z son los mismos que los valores

de 7log (z+ /2> —1). En este caso restringimos z al complemento
de las semirrectas x=0, y=0 y x=1, y=0. Puesto que 1 —2z2 nunca
esrealy =0 en ', podemos definir +/1 —=z2 como en el primer ejem-
plo y poner entonces 4/'z'—1=iy/1-zL Ademds, z+ y/z2—1 no pue-
de ser negativo o nulo en Q’; en efecto, puesto que z+ /z2—1 y
=— vz2—1 son reciprocos, z+ y22—1 < 0 implicarfa z— yZ -1 < 0,
y de aqui, 2z < 0. Resulta asi posible definir una rama analitica de
log (z+ 4/22-1), cuya parte imaginaria quede comprendida entre
—m y 7. De esta forma obtenemos una funcién analitica uniforme

arc cos z=t log (z+ 4/22—1)

en { cuya derivada es

bEOnOmNH~.||~|4T+-;. : vl !

-+ &/z22 =1 Nz2=1

donde 4/1—z? tiene una parte real positiva.
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No existe unicidad en la eleccidén de la regién y de la rama uni-
forme en los ejemplos anteriores. Por consiguiente, cada vez que se
considere una funcién tal como log z, se habra de especificar la elec-
cién de la rama. Es un hecho fundamental la imposibilidad de defi-
nir una rama analitica y uniforme de log z en ciertas regiones. Esto
se demostrard en el capitulo sobre integracién.

Todos los resultados de la seccidén 1, parrafo 2, permanecen véi-
lidos para funciones que son analiticas en una regién. En particular,
las partes real e imaginaria de una funcidén analitica en () satisfa-
cen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Jdu Jdv ou ov
dx dy dy ox

Reciprocamente, si # y v satisfacen estas ecuaciones en y si las
derivadas parciales son continuas, entonces u-+iv es una funcién
analitica en Q.

Una funcién analitica en Q degenera si se reduce a una constan-
te. En el teorema siguiente relacionamos algunas sencillas condicio-
nes que entrafian esta consecuencia:

TEOREMA 11. Una funcion analitica en una region Q, cuya deri-
vada se anula idénticamente, debe reducirse a una constante. Lo mis-
mo es cierto si la parte real, la parte imaginaria, el médulo o el ar-
gumento son constantes.

La anulacién de la derivada implica que Ju/dx, du/dy, dv/dx,
dv /0y son todas cero. Se sigue que u y v son constantes en cualquier
segmento de {) que sea paralelo a uno de los ejes coordenados. En
la pigina 75 hicimos observar, en relacién con el teorema 3, que
cualquier par de puntos de una regién pueden unirse dentro de la
region por una linea poligonal de lados paralelos a los ejes. En con-
clusidn, u+# es constante.

Si u o v son constantes, se tiene que

due ., du v . dv

fliz) =i —= +1——=0,
gx oy dy dx

Y, por tanto, f(z) tiene que ser constante, Si u?+1? es coustante, se
obtiene

Ju dv

u +v

=0

dx ox

4 ) e e T 4]
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y
ou ov dv du
u +V——=—u +v ——=0.
oy dy ox dx

Estas ecuaciones nos llevan a la conclusidén de que du/dx=dv/dx =0,
a no ser que el determinante u?+v? se anule. Pero si 22 +v2=0 en
un Unico punto, serd constantemente cero y f(z) se anula idéntica-
mente. Luego f(z) es en cualquiera de los casos una constante,

Por 1ltimo, si arg f(z) es constante, podemos poner u=kv, sien-
do k una constante (a no ser que sea v idénticamente nula). Pero
u—kv es la parte real de (1 +ik)f, y se obtiene nuevamente que f
ce reduce a una constante,

EJERCICIOS

1. Definase una rama analitica uniforme de 5/ 14+z+y1-z en una
region adecuada.

2. El mismo problema para log log =.

3. Pruébese que una funcién analitica en una regidén cuyas partes
real e imaginaria satisfacen la ecuacidon v=u2 tiene gue reducirse a una
constante.

2. Representacion conforme.—Supongamos que un arco y de
ecuacidon z=z(t), «=t=p, estd contenido en una regiébn Q, y sea
fiz) una funcién definida y continua en (). Entonces la ecuacién
w=w(t)=f[z(t)] define un arco y’ en el plano w, al que llamaremos
la imagen de y.

Consideremos el caso en que f(z) es analitica en Q. Si z'(t)
existe, tenemos que w’(¢) también existe y estd determinada por

w (8) =fz()12(2). [2-25]

Vamos a investigar el significado de esta ecuacién en un punto
Zo=2(ty) con z'(f) 720 y f(z) #0. .

La primera conclusién es que w’(t;) 0. Por consiguiente, y
tiene una tangente en wy=f(zy), y su direccién estd determinada por

,

arg w'(ty) =arg f'(z,) +arg z’ (1) [2-26]

Esta relacién afirma que el dngulo entre las tangentes orientadas a y
en z; y ay en w, es igual a arg f'(z,). Por tanto, es independiente de
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la curva . Por esta razdn, curvas tangentes en el punto z, se trans-
forman en curvas con tangente comun en w, M4s atin, dos curvas
que forman un determinado 4ngulo en z, se transforman en curvas
que se cortan bajo el mismo dngulo, tanto en sentido como en mag-
nitud. En razén de verificarse esta propiedad, la aplicacién efectua-
da por w=f(z) se dice que es conforme en todos los puntos en que
f(z) 0. .

Una propiedad relacionada con la anterior se deduce al conside-
rar el médulo [f'(z)|. Se tiene

[f(z) =
lim |_2 —
S= &y

—
~h
—
™
f=J
-

y esto significa que cualquier segmento pequefio con origen en zi en
el limite, es ampliado o reducido en la razén If (z o)|. En otras pala-
bras: el cambio lineal de escala en Z &mQEQo @o~ la transforma-
cion w=f(z), es independiente de la direccién. En general, este
cambio de escala variard de un punto a otro.

Reciprocamente, estd claro que ambas propiedades juntas impli-
can Ja existencia de [ (z,). Es menos obvio que cada una de ellas
por separado implica el mismo resultado, al menos bajo ciertas hipé-
tesis adicionales de regularidad.

Para obtener mayor precisién, supongamos que las derivadas
parciales df/dx y df/0y son continuas. En estas condiciones, la deri-
vada de w(t) =f[z(t)] puede expresarse en la forma

J 0
i Q&J_.[\nlm\ "(ty),

w (f
) = ox dy

donde se han tomado las derivadas parciales en z; En términos de
Z’(ty), esto puede escribirse nuevamente en la forma

R A

Si se conservan los dngulos, arg [w’(t,)/z (t;)] tiene que ser in-
dependiente de argz’(fy). La expresién

i ol il o e

y
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ha de tener, por tanto, argumento constante. Al variar argz'(f,),
el punto representado por [2-27] describe una circunferencia de ra-
dio }|(0f/0x) +i(df/0y)|. El argumento no puede ser constante en
esta circunferencia a no ser que se anule el radio; por consiguiente,
debemos tener

of . of
dx oy

[2-28]

que es la forma compleja de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

De manera analoga, la condicién de que el cambio de escala sea
el mismo en todas las direcciones implica que la expresién [2-27]
tiene mdédulo constante. En una circunferencia, el médulo es cons-
tante tinicamente si el radio es cero o si el centro estid en el origen.
En el primer caso obtenemos [2-28], y en el segundo,

of of
ox dy

La ultima ecuacién expresa el hecho de ser f(z) analitica. Una apli-
cacion mediante la conjugada de una funcién analitica con derivada
no nula se dice indirectamente conforme. Evidentemente, preserva la
magnitud de los dngulos, pero invierte su sentido.

Si la aplicacién de € mediante w=f(z) es topoldgica, entonces
la funcién inversa z=f"!'{w) es también analitica. Esto se deduce
facilmente si f(z) £ 0, pues en este caso la derivada de la funcién
inversa debe ser igual a 1/f(z) en el punto z=f~'(w). Demostrare-
mos mads adelante que f(z) no puede anularse nunca en el caso de
una aplicacién topoldgica realizada mediante una funcién analitica.

El conocimiento de que f'(z;) 0 es suficiente para llegar a la
conclusién de que la aplicacién es topoldgica si se restringe a un en-
torno de z; suficientemente pequeno. Esto se deduce del teorema de
las funciones implicitas ya conocido, pues el jacobiano de las funcio-
nes u=u(x,y), v=v(x,y) en el punto z es |f(z)[* y, por consi-
guiente, distinto de cero. Posteriormente presentaremos una demos-
tracion mas sencilla de este importante teorema.

Pero aun cuando sea f'(z) 5= 0 en todos 10s puntos de la regién (2,
no se .@:oam afirmar que la aplicacién de toda la regién es necesaria-
mente topoldgica. La figura 2-1 indica lo que pudiera ocurrir., Se ve




92 FUNCIONES COMPLEJAS [cap. 2

que las aplicaciones de las subregiones Q; y {), son biunivocas, pero
las imagenes se recubren. Es

bastante sugeridor pensar en la
imagen de toda la regién como
una pelicula transparente que
se recubre parcialmente a si
misma. Esta es la sencilla, a
la vez que fecunda, idea utili-
Fic. 2-1.—Regién doblemente cubierta. Zada por Riemann cuando in-

trodujo las regiones generaliza-
das conocidas actualmente como superficies de Riemann.

2-4. Aplicaciones conformes elementales.—La aplicacién con-
forme asociada a una funcién analftica da una excelente visualizacién
de las propiedades de la ltima; pudiera compararse a la represen-
tacién de una funcidén real mediante su grafica. Por tanto, es natural
que todas las cuestiones relativas a aplicaciones conformes hayan
recibido una importante atencidén; los progresos en esta direccién
han incrementado considerablemente nuestros conocimientos sobre
las funciones amaliticas. Ademds, las aplicaciones conformes apare-
cen de una manera natural en muchas ramas de la fisica matemadtica,
dando asi lugar a una utilizacién inmediata de la teoria de funciones
de variable compleja.

Uno de los problemas mds importantes es la determinacién de las
aplicaciones conformes de una regién en otra. En esta seccién consi-
deraremos aquellas aplicaciones que pueden definirse mediante fun-
ciones elementales.

1. Utilizacidr de curvas de nivel.——Cuando se define una aplica-
cién conforme mediante una funcién analitica explicita w=f(z), se
desea, naturalmente, obtener informacién sobre las propiedades geo-
métricas especificas de la aplicacién. Uno de los métodos mds fecun-
dos consiste en el estudio de la correspondencia de curvas inducida
por la transformacion puntual. Las propiedades especiales de la fun-
cién f(z) pueden, p. ¢j., expresarse mediante el hecho de que ciertas
curvas sencillas se transforman en curvas de una familia de cardcter
bien conocido. Toda informacién de este tipo reforzard nuestra con-
cepcidn visual de la aplicacidn.

Tal era el caso para las aplicaciones mediante transformaciones
lineales. Demostrabamos en el capitulo I, seccién 1-3, que una trans-
formacidn lineal aplica circunferencias en circunferencias, con tal que
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se incluya a las rectas como un caso especial de aquellas. Consideran-
do las circunferencias de Steiner, nos era posible obtener una ima-
gen completa de la correspondencia. El hecho de que la aplicacidn
era conforme fue demostrado de manera geométrica; analiticamente
se deduce de que

U Z+fB ab— Ly
vz+8  (yz+8)?

nunca es cero. Los puntos == —-38/y y z=2X0 se exceptian, natural-
mente, en el tratamiento analitico; pero el que la representacion sea
conforme aparece patentemente al interpretarla sobre la esfera de
Riemann.

También se sefialé que una transformacién lineal aplica una re-
gién circular (el interior de un circulo, el exterior de un circulo o
un semiplano) sobre otra. Desde el punto de vista de la aplicacion
conforme, se tratan todas las regiones circulares como si fueran
equivalentes; se puede pasar de una a otra mediante una transfor-
macion lineal.

En casos maés generales es aconsejable empezar con un estudio
de las curvas imigenes de las rectas x=x, e y=y, Si ponemos
f(z)=u(x,y) +iv(x, y), la imagen de x=x, viene dada por las ecua-
ciones paramétricas u=u{xy, y), v=0v(xy y), actuando y como pard-
metro, que puede ser eliminado o retenido segin las conveniencias.
La imagen de y=y, se determina de manera analoga. En conjunto,
las curvas forman una red ortogonal en el plano w. Andalogamente,
podriamos considerar las curvas u(x, y)=uy y v(x,y)=v, en el pla-
no z. También son ortogonales, y se Haman curvas de nivel de u y v.

En otros casos pudiera ser mds conveniente utilizar coordenadas
polares y estudiar las imagenes de circunferencias concéntricas y de
rectas que pasen por el origen.

Entre las aplicaciones mds importantes estin las obtenidas me-
diante potencias de z, o sea w=z% Consideraremos tnicamente el
caso de ser « real, pudiendo suponerse también que « es positivo.
Puesto que

jw

=|z["

arg w=q« arg z,
circunferencias con centro en el origen se transforman en circunfe-
rencias de la misma familia, y a semirrectas desde el origen corres-

il
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ponden semirrectas analogas. La aplicacién es conforme en todos los
puntos z =0, pero un 4dngulo @ en el origen se transforma en un
dngulo af. Para a = 1 la aplicacién de todo el plano no es biunivoca,
¥ si @ es fraccionario, z* no es ni siquiera uniforme. En general, por
tanto, unicamente podremos considerar la aplicaciéon de un sector
angular sobre otro.
Como en el capitulo I, seccién 1-2, 4, el sector So(e1, ¢3), donde
0 << ¢, — ¢ =27, esta formado por todos los puntos z £ 0, tales que
un valor de arg z satisface la desigualdad
o1 <<argz << ¢, [2-29]

Es fdcil probar que So(¢y, ¢5) es una regién. En esta regién se define
un unico valor de w=z* mediante la condicién

arg w=q arg z,

donde argz denota el valor del argumento indicado por la condi-
cién [2-29]. Esta funcién es analitica con derivada que no se anula

NVNQ log I—w

NIS

La aplicacién es biunfvoca solo si ale,—¢) =27, v en este caso
Silen, @) se aplica sobre el sector Solevey, ag;) en el plano . Debe-
ria observarse que Sy(¢, +n-2m, ¢n-27) es geométricamente idén-
tico a Sy(¢y, ¢2), pero pudiera determinar una rama diferente de 2%,

Consideremos la aplicacién w =z m4s detalladamente. Puesto que
u=x’—y* y v=2xy, vemos que las curvas de nivel u— Uy ¥y =1, son
hipérbolas equildteras, cuyas respectivas asintotas son las bisectrices
de los dngulos que forman los ejes coordenados, y dichos ejes. Na-
turalmente, son ortogonales entre si, Por otra parte, la imagen de
X=x, es w,unn_au___.ﬁmlzr y lade y=y, es v =44(y2 + u). Ambas fa-
milias representan paribolas con el foco en el origen, cuyos ejes
estin dirigidos en las direcciones negativa y positiva, respectiva-
mente, del eje de las . Su ortogonalidad es bien conocida en geome-
tria analitica. Las familias de curvas de nivel se muestran en las fi-
guras 2-2 y 2-3.

Como una familia diferente de curvas imagen consideremos las
circunferencias |w—1[=k en el plano w. La ecuacién de la imagen
iversa puede escribirse en la forma

(X +y))2=2(x—y?) + k21,

o TP

|
$
1]
&
X

A U e 2 e

-
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y representa una familia de lemniscatas con puntos focales +1. La

familia ortogonal estd representada por
¥2—y?=2hxy+1,

v consiste en todas las hipérbolas equildteras con centro en el origen,
que pasan por los puntos +1.

P nN

FiG. 2-2.—Plano -. Fi1G. 2-3.—Plano w.

En el caso del cubo w==z3 las curvas de nivel en ambos planos
son curvas cubicas. No interesa hallar sus ecuaciones, ya que su
forma general se puede ver claramente sin necesidad de cdlculo, Asi,
p. €]., las curvas u=1u, > 0 han de tener la forma indicada en la fi-
gura 2-4. Andlogamente, si seguimos el cambio de arg w cuando z
recorre la curva x=uxy > 0, encontramos que la curva imagen tendra
un lazo (Fig. 2-5). Es, por tanto, un folium de Descartes.

La aplicacién obtenida por w=e> es muy sencilla. Las rectas
Y=2xy e Y=y, se aplican sobre circunferencias con centro en el origen
y semirrectas de argumento constante. Cualquier otra recta del plano
de las z se aplica sobre una espiral logarftmica. La aplicacién es
biunfvoca en cualquier regién que no contenga dos puntos cuya dife-
cencia sea un multiplo de 2#i. En particular, una banda horizontal
M <y<yy, Y—Y =2m, se aplica sobre un sector angular, y si
i, —y =, la imagen es un semiplano. Podemos as{ aplicar una ban-
da paralela sobre un semiplano y, por consiguiente, sobre una regién




96 FUNCIONES COMPLEJAS [cap,

circular cualquiera. La mitad izquierda de la banda, determinada por

el eje imaginario, corresponde a un semicirculo.

//L
al

F1G. 2-4. FiG. 2-5.

Convendrd deducir algunas férmulas explicitas de la aplicacién.
La funciéon {=§&+in=e¢" aplica la banda —m/2 < y<C7/2 sobre el
semiplano ¢ > 0. Por otra parte,

_ b1

W=
{+1

aplica £ > 0 sobre |w| < 1. Por consiguiente,

w “ﬁ”ﬁw |NI
e +1 2

2. Estudio rdpido de aplicaciones elementales—Al tratar del pro-
blema de aplicar de manera conforme una regién Q, sobre otra D.N,
es generalmente aconsejable proceder en dos etapas: primera, apli-
camos {); sobre una regién circular y a continuacién aplicamos esta
regién circular sobre ), En otras palabras: el problema mo.ss.m_ de
la aplicaci6én conforme puede reducirse al problema am\mw:Qn una
region sobre un disco o sobre un semiplano. En el capitulo IV m\m.
mostraremos que este problema de aplicacién tiene una solucién
para toda regidén cuya frontera sea una curva cerrada simple.

el e

|
w

SEC. 2-4] APLICACIONES CONFORMES ELEMENTALES 97

Las herramientas principales a nuestra disposicién son las trans-
formaciones lineales y las transformaciones mediante potencias de z,
mediante la funcién exponencial o mediante la funcién logaritmica.

Todas estas transformaciones tienen la propiedad caracteristica
de que aplican una familia de rectas o de circunferencias en una
familia andloga. Por esta razén, su utilizacién esta limitada esencial-
mente a regiones cuya frontera esti constituida por arcos circulares
v segmentos de recta. La funcidén potencial sirve para convertir an-
gulos cualesquiera en rectos, y con Ia ayuda de la funcién exponen-
cial es posible incluso transformar dngulos nulos en rectos.

Por estos procedimientos hallaremos, en primer lugar, una apli-
cacion tipo de cualquier regién, cuya frontera consiste en dos arcos
circulares con extremos comunes. Tal region o es una cufa circular,
cuyo dngulo pudiera ser mayor que 7, o su complemento. Si los
extremos de los arcos son a y b, empezamos con la aplicacién previa
5= (z—a)/(z-b), que transforma la regién dada en un sector an-
gular. Mediante una potencia adecuada w=2zf este sector se puede
aplicar sobre un semiplano.

Si las circunferencias son tangentes entre si en ol punte @, la
transformacién z,=1/(z—q) aplicard la region comprendida entre
cllas sobre una banda paralela, y una transformacién exponencial
apropiada aplicard la banda sobre un semiplano.

Con un poco més de generalidad, el mismo método también es
de aplicacién a un tridngulo circular con dos angulos rectos. En
efecto, si el tercer dngulo tiene el vértice en a y si los lados que parten
de @ se cortan luego en b, Ia transformacion lineal i=(z—a)/(z-b)
aplica el tridngulo dado sobre un sector circular. Por medio de una
potencia este sector puede transformarse en un semicirculo; este
es una region en forma de cufia que a su vez puede aplicarse sobre
un semiplano.

En relacién con todo lo anterior trataremos explicitamente un
caso especial que aparece con frecuencia. Supongamos que se pide
aplicar el complemento de un segmento sobre el interior o el exte-
rior de un circulo. La regién es una cufia con angulo 27r; sin pérdida
de generalidad podemos suponer que los extremos del segmento son
+1. La transformacién previa

z+41
NH“

ot

7 —

AHLFORS —7
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aplica la cuila en el angulo total, obténido por exclusion del eje real :
negativo. A continuacion definimos

Z2= QINM.

como la raiz cuadrada cuya parte real es positiva, y obtenemos una
aplicacién sobre el semiplano derecho. La transformacién final

Z—1
W=
z,+ 1

aplica el semiplano sobre jw| <<1l.

La eliminacion de las variables intermedias nos conduce a la co-
rrespondencia

[2-30]

El signo de la raiz cuadrada esta determinado de manera Unica por
la condicidn |wj << 1, pues (Z- z2-1)(z+4/z2-1)=1. Si se cam-
bia el signo, obtenemos una aplicacién sobre jw| > 1.

Para efectuar un estudio mds detailado de la aplicacién [2-30]

ponemos w=pe'®, y obtenemos

(P )
xn!b+J oomm
2 p

(e3)
y=—\|p—-—)sent
2 p

La eliminacién de 6 nos da

x> y?
% -1, (231}
[Lp+p ]} [lp—p )T

y la de p,
2 2
_Ya U [2-32]
cos2f sen?@

Por consiguiente, la imagen de una circunferencia |w]=p <l es
una elipse con el eje mayor p+p~' y el menor p~!—p. La imagen

C. 2-
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de un mmmpo es media rama de una hipérbola. Las elipses [2-31
las hipérbolas [2-32] tienen los mismos focos. La ficur 26 i -
la correspondencia. . sura 2 fustra
mSaﬁ.:manm. la transformacién [2-30] nos permite inclui
nuestra H._mﬁm de aplicaciones conformes m_mgmamﬂmm, la a :o:.wn
del exterior de una elipse o la regién entre las ramas de Ewm H.MWMM

bola _mﬁ_uam una regidn circular. Sin embargo, no nos permite apli
car e i 1 i i , .
1 Oonwaﬁma._on de una elipse o el interior de una rama hiperbdlica

o ejemplo final y menos trivial estudiaremos la aplicacion

_,_.cr:am por un polinomio cibico w
cida transformacién z =

FiG. 2-6.

— g ] =2
. ==+ a4z + =+ a. La cono-
Zi—a/3ay nos permite eliminar Srmij
et ! 3dy 1 el término
,..mﬁnmﬂ.noq y mediante normalizaciones obvias podemos reducir el
polinomio a _m. forma w=z*-3z Se elige el coeficiente de
ma que la derivada para z=+1 se anule

Utilizando la tra i6 :

nsformacién [2-30] int i i

9 R roducimos

auxiliar { definida por una variable

z de for-

z=_{+ !
. [2-33]
Nuestro polinomio ctdbico toma entonces I3 forma mds sencilla
1
— 73
w=¢ +— - [2-34
{

Observemos que cada valor de z determina dos valores ¢
b

. \ . ero
bos son reciprocos y dan el mismo valor de w ;

Con objeto de
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obtener un Gnico { podriamos imponer la condicién |C| <1, pero
entonces el segmento (-2,2) deberfa ser excluido del plano de
las z.

Es fdcil visualizar ahora la correspondencia entre los planos
zy w. Al circunferencia |{|=p<C1 corresponde una elipse con
semiejes p~'+p en el plano z y una con los semiejes p~i+p* en el
plano w. Andlogamente, a ramas hiperbdlicas en los planos z y w
corresponde una semirrecta arg {—=6; la del plano z tiene una asin-
tota que forma dngulo —@ con el eje real positivo, y en el plano w
el dngulo correspondiente es —3f. El esquema total de elipses e
hipérbolas homofocales permanece invariante, pero cuando z descri-
be una elipse, w recorre tres veces la correspondiente elipse mayor.
Asi, pues, la situacién es similar a la del caso de la aplicacién mds
sencilla w=z3% Como orientacién, el lector puede utilizar la figu-
ra 2-6, excepto que ahora los focos estan en +2.

Para la region comprendida entre dos ramas hiperbdlicas cuyas
asintotas forman dngulo <27/3 la aplicacién es biunivoca. Obsér-
vese en particular que las sejs regiones en que la hipérbola 3x* —y*=3
v el eje de las x dividen al plano de las z se aplican sobre semi-
planos, tres de ellas sobre el semiplano superior y las otras tres
sobre el inferior. El interior de la rama derecha de la hipérbola

corresponde a todo el plano w, con una incisién a lo largo del eje
real negativo hasta el punto —2.

EJERCICIOS

Todas las aplicaciones habrin de ser conformes.

L »6:@:\3@ la parte comin de los discos lzl< 1y |z-1]<<1 en el

interior del circulo unidad. Elfjase la aplicacién de tal forma que se con-
serven las dos simetrias,

2. Apliquese la region entre |z|=1 y |z— 4=} sobre un semiplanoc.

’ 3. Apliquese el complemento del arc|z|=1, ¥=0 en el exterior del

circulo unidad, de tal forma que se correspondan los puntos del infinito.

4. Apliquese el exterior de la pardbola y2=2px sobre el disco |wi<1,

de tal forma que 2=0 y z— _ p/2 correspondan a w=1y w=0 (Lindeldf).

5. .b%:mcwmm el interior de la rama derecha de la hipérbola x?— y*=a?

en el disco jw, A 1, de forma que el foco corresponda a w=0 vy el vérti-
ce a w= —1 (Lindel&f),

6. Apliquese el interior de la lemniscata |z2—a2|=p? (p > a) sobre el

disco |w| <1, de forma que se conserven las simetrias (LindelSf).

7. Apliquese el exterior de la elipse (x/a)2+ (y/b)2=1 sobre w| <1,

con conservacién de simetrias.

SrS S
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8. Apliquese la parte del plano z a la izquierda de la rama derecha
de la hipérbola ¥2-z2=1 en un semiplano (Lindeldf).

Sugerencia: Considérese por un lado la aplicacién del semiplano su-
perior de la regién mediante w=z2, y por otro, la aplicacién de un cua-
drante por medio de w=z3-3z.

3. Superficies elementales de Riemann—La visualizacién de una
funcién mediante la aplicacién correspondiente es completamente
clara solo en el caso de que la aplicacién sea biunivoca. Si este no
es el caso, todavia podremos ayudar a nuestra imaginacion me-
diante la introduccién de regiones generalizadas, en las que puntos
distintos pueden tener las mismas coordenadas. Para esto es nece-
sario suponer que puntos que ocupan el mismo lugar pueden distin-
guirse por otras caracteristicas, p. ej., una sefial o un color. Puntos
con la misma sefial se consideran como pertenecientes a la misma
hoja o ldmina.

Esta idea nos conduce al concepto de una superficie de Riemann.
En relacién con este concepto, no es nuestro propésito dar una defi-
nicién rigurosa del mismo. Es suficiente para nuestros propdsitos
introducir las superficies de Riemann de forma puramente descrip-
tiva. Podemos hacerlo con toda libertad siempre y cuando utilicemos
el concepto para propdsitos meramente ilustrativos y nunca en de-
mostraciones logicas.

La superficie de Riemann mds sencilla estd relacionada con la
aplicacién que proporciona la funcién w=z", donde n>1 es un en-
tero. Sabemos que existe una correspondencia biunivoca entre cada
ingulo (k-1)(2m/n) <argz < k(2w/n), k=1, .., ny todo el pla-
no w excepto el eje real positivo. La imagen de cada dngulo se ob-
tiene as{ efectuando un “corte” a lo largo del eje positivo; este
corte tiene unos “bordes” superior e inferior. En correspondencia
con los n dngulos en el plano z consideramos n copias idénticas del
plano w con el corte. Estas serdn las “hojas” de la superficie de
Riemann, y se distinguirdn unas de otras mediante la senal k, que
sirve para identificar el dngulo correspondiente. Cuando = se mueve
en su plano, el correspondiente punto w ha de estar en libertad
para moverse sobre la superficie de Riemann. Por esta razon debemos
unir el borde inferior de la primera hoja con el superior de la

segunda, el borde inferior de la segunda hoja con el superior de la

tercera, y asi sucesivamente. En el iltimo paso, el borde inferior
de la hoja n-ésima se une al borde superior de la primera, comple-
tando el ciclo. En un sentido fisico, esto no es posible sin cruza-
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miento; pero el modelo ideal estari libre de esta discrepancia, El
resultado de la construccién es una superficie de Riemann cuyos
puntos estdn en correspondencia biunivoca con los puntos del pla-
no z. Es mds, esta correspondencia es continua si se define la conti-
nuidad en el sentido sugerido por la construccién,

El corte a lo largo del eje positivo puede reemplazarse por otro
a lo largo de cualquier arco simple desde 0 a oo; la superficie de
Riemann obtenida de esta forma deberd considerarse idéntica a Ia
originalmente construida. En otras palabras: los cortes no son de
ninguna manera curvas distinguidas de la superficie; pero por mo-
tivos descriptivos es necesaria la introduccién de cortes especificos.

El punto w=0 estd en una posicién especial. Enlaza todas las
hojas, y una curva debe dar n vueltas alrededor del origen antes de
cerrarse. Un punto de esta clase se llama punto de ramificacion. Si
consideramos nuestra superficie de Riemann sobre todo el plano am-
pliado, el punto del oc es también un punto de ramificacién. En casos
mds generales un punto de ramificacién no enlaza necesariamente
todas las hojas: si enlaza k hojas, se dice que es de orden h—1.

La superficie de Riemann correspondiente a w=¢* es de natura-
leza similar. En este caso, la funcién aplica cada banda paralela
(k-1)27 <y < k2w sobre una hoja con un corte a lo largo del
eje positivo. Las hojas estdn unidas unas a otras de manera que for-
man una especie de tornillo sin fin. Como consecuencia del hecho de
que e* nunca es cero, el origen no es un punto de la superficie de
Riemann.

El lector hallard facil la construccién de otras superficies de Rie-
mann. Ilustraremos el procedimiento considerando la correspondien-
te a w=cos z. Una regién que se aplica biunivocamente sobre todo el
plano, excepto por uno o mds cortes, se llama region fundamental.
Como regiones fundamentales de w=cos z podemos elegir las ban-
das (k—1)ar <<x << k. Cada banda se aplica sobre todo el plano w,
con cortes a lo largo del eje real desde —oc a —1 ydelaoo La
recta x=~km corresponde a ambos bordes del corte positivo si k es
par, y a los dos bordes del corte negativo si k es impar. Si conside-
ramos las dos bandas adyacentes a lo largo de la recta x=~kimr,
tenemos que los bordes de los cortes correspondientes tienen que
unirse en cruz, de forma que engendren un tinico punto de ramifi-
cacién en w= +1. La superficie resultante tiene infinitos puntos de

ramificacién sobre w=1y w= —1, que enlazan alternativamente las
hojas impares y las pares.
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La figura 2-7 muestra un intento para ilustrar &.m.amom Wm las
hojas. Representa una seccion Qmjma\mqmmﬂ de la superficie en el caso
de que los cortes se hayan &mmam
paralelos entre si. El lector deberd =
tener en cuenta que cualquier par ><
de puntos en el mismo nivel puede
unirse por un arco, que no corfa a

i cortes. o
E:m%%mﬂam.wm““ma:m sea la ventaja de ﬁ&.mm ﬂm@wmmwngo.wodmmw quiza H.mu
imagen mas clara de la superficie de Riemann se obtiene por oonwu
mmamoaz directa de las regiones fundamentales en el @\_mboxm. a
interpretacién es todavia mas sen-
cilla si, como en la figura 2-8, in-
troducimos las subregiones gue co-
rresponden a los semiplanos supe-
rior e inferior. Las regiones som-
breadas son aquellas en que cOS z
& tiene parte imaginaria positiva.
Cada regién corresponde a un se-
miplano, en el que marcamos los
puntos frontera 1y —1. wmnm.mom
regiones adyacentes cualesquiera,
una sin sombrear y la otra som-
breada, los semiplanos deben unir-
se a través de uno de los tres .ww.
tervalos (—oc, —1), (=1, 1) o (1, o). La m;mooa: de _w E:.o\=
correcta es automatica después de echar un vistazo a la situacion
correspondiente en el plano z.

-
——

Fic. 2-7.—Ta superficie de Rie-
mann de cos Z.

N
N

ﬁ

Fic. 2-8.—Regiones fundamentales
de cos =z.

EJERCICIOS

1. Describase la superficie de Riemann que resulta asociada con la fun-
1 A 1 v
ciébn w=—1/\ z+—|.
2
o 2
2. El mismo problema para w=(z2—-1)%
3. El mismo problema para w=z3-3z. . iy
4. Describase la naturaleza general de la superficie de Riemann asociada
a la funcidén e®. encia
. B . . o
5. Pruébese que la ecuacién wi+:z?—wz=0 &&E.m una corresp
biunivoca entre dos superficies de Riemann de tres hojas.




CAPITULO III

INTEGRACION EN EL CAMPO COMPLEJO

3-1. Teoremas fundamentales.—Son muchas las propiedades
importantes de las funciones analiticas que no pueden demostrarse
sin la ayuda de la integracién en el campo complejo. Nadie ha con-
seguido demostrar que la derivada de una funcién analitica es con-
tinua sin utilizar integrales complejas o métodos equivalentes. Aun
cuando la continuidad de la derivada forme parte de la definicién,
no ha side posible probar la existencia de derivadas de ordenes su-
periores sin hacer uso de la integracién. Este fracaso en el intento
de eliminar la integral, en cuestiones que superficialmente conciernen
tinicamente al cdlculo diferencial, sefiala una diferencia profunda en-
tre las variables real y compleja.

Como en el caso real, distinguimos entre integrales definidas e
indefinidas. Una integral indefinida es una funcién cuya derivada es
igual a una funcién analitica dada en una regién; en muchos casos
elementales se pueden hallar integrales indefinidas por inversién de
formulas de derivacion bien conocidas. Las integrales definidas se
toman sobre arcos diferenciables o diferenciables a trozos, y no estan
limitadas a funciones analiticas. Pueden definirse mediante un pro-
ceso de paso al limite, que remeda la definicién de una integral de-
finida real. En realidad, es preferible la definicién de integrales
definidas complejas en términos de integrales reales. Esto nos aho-
rrard la repeticién de las demostraciones de existencia, que son
esencialmente las mismas que en el caso real. Naturalmente, el lector
deberd estar bien familiarizado con la teorfa de integrales definidas
de tfunciones continuas reales.

L. Integrales curvilineus.—La generalizacién mas inmediata de
una integral real es la integral definida de una funcion compleja
sobre un intervalo real. Si f(t) =u (#) +iv(r) es una funcién continua,
definida en un intervalo (a, b), ponemos por definicién

v?_&%H @:S&?&. viﬂv&.
[toa~| f

o a a

[3-1]
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Esta integral posee la mayorfa de las propiedades de Ia integral real.
En particular, si ¢c=c+i8 es una constante compleja, obtenemos

b b
\QA&&HHQRZS%. [3-2]
pues ambos miembros son iguales a
b 4
\, 3:!&5&+~.\ (aw + Bu)dre.
Cuando a=b, se verifica la desigualdad fundamental
b b
[todr| = [ jpe)a [3-3]

para f(t) compleja cualquiera. Para comprobario elegimos ¢c=e~#
con f real en [3-2], y tenemos que

Re _Hml_che)wv&wg H\HW@ HQLQINZQWM\H_)S_&P

v .
Para mHE,m\‘ f(t)de, la expresién de la izquierda se reduce al

valor absoluto de la integral, y obtenemos [3-3] &
Consideremos ahora un arco y diferenciable a trozoes, de ecuacién

z=z(t), a=t=b. Si la funcién f(z) estd definida y es continua so-
bre vy, entonces f[z(t)] es también continua, y podemos poner

b
[121az= [ 1z 012 0 . [3-4]

Esta es nuestra definicidn de integral curvilinea compleja de f(z)
tomada sobre el arco y. En el segundo miembro de [3-4], si ='(¢)-
no es continua por doquier, hay que subdividir el intervalo de inte-
gracidén de manera obvia. Siempre que se considere una integral cur-

vilinea sobre un arco y se supondrd ticitamente que 7y es diferencia-

ble a trozos.

b
1 § no estd definida si R fdt=0, pero entonces no hay nada que demos-
trar. @

N

e

\
/
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La propiedad mas importante de la integral {3-4] es su invarian-
cia respecto a un cambio de pardmetro, el cual viene determinado
por una funcién creciente t=¢(r), que aplica un intervalo a <7<8
sobre @a=<t=b; suponemos que £(r) es diferenciable a trozos. Me-
diante 1a regla correspondiente al cambio de variable de integracién,
tenemos

b B ’ .
[fzezia= [ 1er@ e @8 @,

Pero z'[t{7) ]¢'(7) es la derivada de z[t(7)] con respecto a 7 y, por
consiguiente, la integral [3-4] tiene el mismo valor tanto si y estd
representado por la ecuacidén z=z(t) como si lo estd porlaz==z[t(7)].

En el capitulo I, seccién 2-2, 5, se definid el arco opuesto —y me-
diante la ecuacién z=z(—t), —b=t= —a. Tenemos asi

[ frde= [ fra-ni-2-ola

—b

y por un cambio de variable, la integral dltima puede ponerse en la
forma

h 2617 (1)t

En conclusidn,

/ flz)dz—— H f(z)dx. [3-5]

La integral [3-4] posee también una propiedad aditiva completa-
mente obvia. Estd bien claro el significado que tiene la subdivisién
de un arco 7y en un ndmero finito de subarcos. Puede indicarse una
subdivisidn mediante la ecuacién simbélica

Y=Y1+Y2+ o+ Y

satisfaciendo las integrales correspondientes la relacién

R fdz= b\n&m+ Rx&mf..#\:ﬂ e

72 i
PEE 2 S5 N o

Por dltimo, la integral sobre una curva cerrada es también inva-
riante respecto a un desplazamiento del pardmetro. Los puntos ini-

|
05 ...;-..-_«.:-yr;gb-mvj

e

o st Attt TTF
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ciales original y final determinan dos subarcos Y1, Y2, ¥ la invariancia
se sigue del hecho de que la integral sobre 7y, +v, es igual a la inte-
gral sobre y,+ ;.

Ademas de integrales de la forma [3-4], podemos también consi-
derar integrales curvilineas con respecto a z. La definicién m4s con-
veniente es mediante doble conjugacién :

.le“hw&w.

Utlizando esta notacién se pueden introducir integrales curvilineas
con respecto a ¥ 0 a y mediante las expresiones

T&uwg\mi%ﬁmv
T@;mﬁ,b&lmxmv

Con f=u+iv tenemos que la integral [3-4] puede escribirse en la
forma

\.A: dx -v &S;I.%?&Ié dx), [3-7]
4 v
que separa las partes real e imaginaria.
Una integral curvilinea esencialmente diferente se obtiene por

integracion con respecto a la longitud del arco. Hay dos notaciones
enn uso, siendo la definicidn

bﬁ (5= ?Eu?N::WN\EEH. [3-8]

Esta integral es también independiente de la eleccién del parametro.
En contraste con [3-5], tenemos ahora

b?ﬁ - bm%_,

rrentras que [3-6] sigue siendo valida en la misma forma. La des-

igualdad
fraz|= [

es una censecuencia de [3-3].

dz|. [3-9]

|
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Para f=1, la integral [3-8] se reduce R_&NT que es por defi-
« .o - . )\
nicion la longitud de y. Como ejemplo calcularemos la longitud de
una circunferencia. De la ecuacién paramétrica z=z(t) =a+ pe®,
0 =t=2m, de una circunferencia completa obtenemos z'(t) =ipe” y,
por tanto,

N

ﬁa \EEHHR&.Q&HNSV

0 0
como era de esperar.
Integrales curvilineas generales de la forma R p dx + qdy se estu-
v

dian a menudo como funciones (o funcionales) del arco y. Se supone
entonces que p y ¢ estin definidas y son continuas en una regién f)
y que y puede variar en 2. Una clase importante de integrales estd
caracterizada por la propiedad de que la integral sobre un arco de-
pende tdnicamente de sus extremos. En otras palabras: si y, y v

tienen los mismos origenes y extremos, exigimos que % pdx+qdy=
~ o ' . 71
th dx + qdy. Decir que una integral depende solo de los extre-

mos equivale a decir que la integral sobre cualquier curva cerrada
es cero. En efecto, siy es una curva cerrada, entonces y y —y tienen
los mismos extremos, y si la integral depende tnicamente de estos,

se obtiene
J-1,--

y, por tanto, RHO. Reciprocamente, si y; y 7y, tienen los mismos ex-
?
tremos, entonces vy, —7y; es una curva cerrada, y si la integral sobre
cualquier curva cerrada se anula, se sigue que R. = R .
. Y1 71

El teorema siguiente da una condicidn necesaria y suficiente

bajo la cual una integral curvilinea depende tnicamente de los ex-
tremos:

TeorREMA 1. La integral curvilinea R.ﬁ dx+q dy, definida en Q,
e

%WSN% solo de los extremos de -y si (y solo si) existe una funcidn
Uix,y) en O con derivadas parciales 0U/dx =p, U /dy=q.
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La suficiencia es inmediata, pues si se verifica la condicién
podemos escribir, con las notaciones habituales,

[parvaay=[ (2 v+ 2y )=
F o ady=] oy Y1)

= ﬁm Ulx(t),y(t)]dt=Ulx (), y(b)1-Ulx(a),yla)],

y el valor de esta diferencia depende Unicamente de los puntos ex-
tremos. A fin de demostrar la necesidad elegimos un punto fijo
(%5, %o) €O, lo unimos al (x,y) por

una linea poligonal vy, contenida en {,

cuyos lados sean paralelos a los ejes

coordenados (Fig. 3-1) y definimos

una funcidén mediante

QQ‘SHR‘N“%L,.Q&Q.

Fic. 3-1.
Puesto que la integral depeude S010
de los extremos, la funcidn estd bien definida. Ademds, si elegimos
horizontal el tltimo segmento de y, podemos mantener y constante
y hacer que varfe x sin cambiar los otros segmentos. En el ultimo
elegimos x como pardmetro y se obtiene:

Ulx,y)= %33 y) dx + cons.,

siendo irrelevante el limite inferior de la integral. De esta expresién
se deduce inmediatamente que 9U/dx=p. De la misma manera, eli-
giendo vertical el ultimo segmento, podemos demostrar que
oU/ oy =q.

Se acostumbra escribir dU = (dU/dx)dr + (0U/oy)dy y decir que-
una expresion p dx-+q dy que puede escribirse en esta forma es una
diferencial exacta. Asi, pues, una integral depende tnicamente de los

extremos si (y solo si) el integrando es una diferencial exacta. Obsér- /

vese que p, ¢ y U pueden ser reales o complejas. La funcién U, si
existe, estd determinada de manera Unica salvo una constante aditiva,
pues si dos funciones tienen las mismas derivadas parciales, su di-
ferencia ha de ser constante.
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{Cudndo es f(z) dz=f(z)dx+1if(z)dy una diferencial exacta? De
acuerdo con la definicién, debe existir una funcién F(z) en Q caon
derivadas parciales

OF(z)
= =f(z)
Eni&.
dy

Si es asi, F(z) cumple la ecuacién de Cauchy-Riemann :

puesto que f(z) es por hipétesis continua (de otra forma R\&N no

‘ 7
estaria definida), F(z) es analitica con anZQOZNVAme.E‘mmo-

ciéon 2-1, 2).
La integral % fdz, con f continua, depende inicamente de los
u‘

extremos de vy si (y solo si) f es la derivada de una funcion andlitica
en ().

En estas circunstancias probaremos mas adelante que f(z) es a
su vez analitica.
Como aplicacién inmediata del resultado anterior tenemos que

%Fl&:&n“o [3-10%

?y
para todas las curvas cerradas 7Y, con tal que el entero # sea mayor
o igual que cero. En efecto, (z—a)" es la derivada de la funcién
(z—a)"1/(n+1), 1a cual es analitica en todo el plano. Si 7 es negati-
Vo, pero # —1, se verifica el mismo resultado para todas las curvas
cerradas que no pasan por a, pues en la regién complementaria del
punto g la integral indefinida es todavia analftica y uniforme. Para
n= -1, [3-10] no siempre se verifica. Consideremos una circunfe-

rencia C de centro gq, representada por la ecuacidn Z=a+pe*,
0=:=2m. Se obtiene

\ dz uxsﬁ.&umi

c

Z—-q 0
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Este resultado prueba que es imposible definir una rama uniforme
de log (z—a) en una corona circular p, < Tlm_ <_p». Por otra parte,
si la curva cerrada vy estd contenida en un semiplano que no wowﬁmwm
a a, la integral se anula, pues en tal semiplano se puede definir una
rama analitica y uniforme de log (z-a).

EJERCICIOS

.\H&N

b

1. Calciilese

siendo v el segmento orientado de 0 a 1 +1.

2. Hillese
\ x dz,
wi=r

tomando el sentido positivo sobre la circunferencia de dos Bmﬂoﬂmm“ pri-
5 —— 7)) =
mera, tomando un pardmetro, ¥ segunda, observando que =x > (z+2)
1 »2 . .
HIAM.T[ en la circunferencia.
m ..

% dz
gy EO—1k

i~

3. Calcilese

tomando en la circunferencia el sentido positivo.

4. Calcilese
R\ _NIH_ - 1dz].
j2l=1

5. Sea f(z) analitica en una regién (2. Pruébese que para cualquier
curva cerrada v en Q

R.INK\ANV&N

es imaginario puro. [Se supone la continuidad de f(z).] .
6. Supdngase que f(z) es analitica en  y que satisface la desigualdad

If(z) = 1'<< 1. Pruébese que
\vB dz=0 ~

» 1(2)

para toda curva cerrada en . [Se supone la continuidad _n:w f{=).]
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2. Teorema de Cauchy para un rectingulo.—Existen varias for-
mas del teorema de Cauchy que difieren més en su contenido topo-
I6gico que en el analitico. Es natural comenzar con un caso en el
que las consideraciones topoldgicas

L. S — (84 son triviales.
_ R : R * Consideremos, especificamente, un
T i rectdngulo R definido por las des-
R [ * Hmzmﬁmmmm QMR.M?.QM@M&. Su pe-
rimetro puéde imaginarse como una
—_— — .
(a.c) (hc) curva cerrada simple compuesta por

cuatro segmentos, cuya orientacién
elegimos de forma que R quede a la
izquierda de los segmentos orienta-
dos. El orden de los vértices es, pues, (a, c), (b, o), (b, A, (a, d.
Nos referimos a esta curva cerrada como la curva frontera o con-
torsio de R, y la denotamos por TI'(R) 1.

Hacemos hincapié en que se ha elegido a R como un conjunto
de puntos cerrado y que, por consiguiente, no es una regién. En el
teorema que sigue consideraremos una funcién que es analitica en
el rectingulo R. Recordamos al lector que tal funcién estd, por
hipotesis, definida y es analitica en una regién que contiene a R.

La siguiente es una versién preliminar del teorenia de Cauchy:

Fi1¢ 3-2.—Biseccién de un rec-
tangulo.

TEOREMA 2. Si la funcidn f(z) es analitica en R, entonces

% f(z)dz=0. [3-11]

I'(R)

La demostracién se basa en el método de biseccién. Introduzca-
mos la notacién

::cn\

'Ry

f(z)dz,

que también utilizaremos para cualquier rectingulo contenido en el
dado. Si se divide R en cuatro rectingulos congruentes R(D, R®,
RB), R®, ge tieme que

N(R) =m(RDV) + n(R®) 4+ m(RD) + 9(RM), [3-12]

pues las integrales sobre los lados comunes se anulan unas con otras.
Es importante observar que este hecho puede comprobarse explici-

1Esta notacién se utilizard repetidamente.
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ramente sin hacer uso ilegitimo de la intuicién geométrica. Sin em-
bargo, serd 1itil una referencia a la figura 3-2.
Se sigue de [3-12] que al menos uno de los rectdngulos R,
k=1, 2, 3, 4, debe satisfacer la condicién
In(RW) | z=3n(R) ..

Llamamos a este rectingulo R;; si varios rectingulos R® tienen
esta propiedad, se hard la eleccién de acuerdo con alguna regla bien
definida.

Este proceso puede repetirse indefinidamente, obteniéndose una
sucesion de rectdngulos encajados RO R, DR, D..DR,D ... con
la propiedad

ma‘:wxv _ wwhdﬁw:l: “
Vv, por tanto,
(R =Z4"q(R) . [3-13]
Los rectangulos R, convergen a un punto =* € R en el sentido de
que R, estard contenido en un entorno prescrito mulml << 9, siem-
pre y cuando se tome n suficientemente grande. En primer lugar, ele-
gimos & lo bastante pequefic para que f(z) esté definida y sea ana-
litica en |z —z*| < 8. En segundo lugar, dado € > 0, podemos elegir
6 tal que

f(z) —f(z¥)

z—-z*

i

e l<e
(@]

If(2) (=) = (z2—2z")f (=*)] <elz—z*] (3-14]

para |z—z*{<C8. Suponemos que § satisface ambas condiciones y
que R, estd contenido en |z-z* <C4.
Hacemos ahora la observacién de que

Estos casos especiales triviales de nuestro teorema-han sido ya de-
mostrados en la seccién 3-1, 1. Recordemos que la demostracién de-

AHLFORS.—8
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wms&mam_rmowoaw@mmH%umo:Hmmmmaﬁammamnme\m_ Smumo-
tivamente. :

En virtud de estas ecuaciones, podemos escribir

i?vu\. f(2) (%) = (z—2*)f (z*) ] dz,

I'tR)

y se sigue de [3-14] que

AR Se [ Jroz - |z, [3-15]

NJAN:V

En la dltima integral |z—=*| es a lo sumo igual a la diagonal d,

de R,. Si L, denota Ia longitud del perimetro de R, la integral es,

por tanto, =d,L,. Pero si d y L son las cantidades correspondien-

tes para el rectdngulo original R, es claro que d,=2-"d y L,=2-"L,
Por [3-15] tenemos entonces

M:A\.w::M#l:&hm.
y al comparar con [3-13] obtenemos

m(R)|=dLe.

Puesto que € es arbitrario, cabe tnicamente que sea m(R)=0, con
lo que queda probado el teorema.

Esta bella demostracién, que no podria ser m4s sencilla, se debe
esencialmente a E. Goursat, el cual descubrié que la hipétesis cldsica
de ser f(z) continua es redundante. Al mismo tiempo, la demostra-
cion es mds facil que las demostraciones clisicas, puesto que no se
apoya en integrales dobles ni en diferenciacién bajo el signo integral.

La hipdtesis en el teorema 2 puede debilitarse considerablemente.
Probaremos ahora el siguiente teorema, menos restrictivo, que ten-
drd una utilizacién muy importante.

TEOREMA 3. Sea fiz) analitica en el conjunto R’ obtenido del

rectdngulo R por omisién de un niimero finito de puntos interiores
{;. Si es cierto que

i, (z-§)f(z) =0

para todo j, entonces

\ £(z)dz=0.
TI'(R)
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Basta considerar el caso de un solo punto excepcional ¢, pues,
evidentemente, R puede dividirse en rectangulos mis pequefios que
contengan a lo sumo un {;.

Dividimos R en nueve rectdngulos, seglin se muestra en la figu-
ra 3-3, y aplicamos el teorema 2 a todos menos

al rectdngulo R, del centro. Si se suman las m ;
ecuaciones correspondientes [3-11], obtenemos  p====-¢ e
después de eliminar los términos que se anu- d
lan: ) T
A
bamﬂ Eis R:é fdz. B Fic. 3-3.

Si € > 0, podemos elegir el rectdngulo R, tan pequefio que

€
|z -l

en I'(R,). Por [3-16] tenemos asi que

[ tae|zef LEL

,
I'R) ren 124

Si suponemos, lo que es posible, que R, es un cuadrado de centro
un célculo elemental muestra que

R _&|N_Amn i

I(R,) FI.S

[ e

I'(R)

Obtenemos asi

< 8,

v puesto que € es arbitrario, el teorema queda demostrado. |
Obsérvese que las hipStesis del teorema se cumplen ciertamen-
te si f(z) es analitica y acotada en R
3. Teorema de Cauchy en un disco circular~—No es cierto que
la integral de una funcidén analitica sobre una curva cerrada sea siem-
pre cero. En efecto, hemos hallado que

= ; \Fumam s :

c Z—d g : }
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cuando C es una circunferencia de centro a. Con objeto de estar
seguros de que la integral se anula, es necesaria una hipétesis espe-
cial relativa a la regién Q, en la que se sabe que f(z) es analitica
y a la que esti restringida la curva v. Aln no estamos en condi-
ciones de formular este supuesto, v por esta razén debemos dedicar

nuestra atencién a un caso muy especial. En lo que sigue supondre-

mos que () es un disco circular abierto |z~ 2| < p, al que denota-
Temos por A.

TEOREMA 4. §i f(2) es analitica en un disco abierto A, entonces

b@ﬁno [3-17]

para toda curva cerrada y en A.

La demostracién es una repeticién del razonamiento utilizado
al probar la segunda mitad del teorema 1. Definimos una funcién
F(z) mediante

Fl2)= [ taz, [3-18)
o

donde o consiste en el segmento horizontal desde el centro (20 ¥s)
a (x, yo) y el vertical desde (x, Yo) a (%, y); se ve inmediatamente
que JF/dy=if(z). Por otra parte, por el teorema 2, se puede reem-
plazar o por un camino compuesto de un segmento vertical seguido
de uno horizontal, Esta eleccién define la misma funcién F(z), y se
obtiene JF /dx=f(z). Por tanto, F(z) es analitica en A, con derivada
f(z), siéndo f(z)dz una diferencial exacta.

Evidentemente, la misma demostracién servirfa para cualquier
regién que contenga al rectingulo de vértices opuestos z, y z, siem-
pre y cuando contenga a z. Un rectangulo, un semiplano o el interior
de una elipse tienen todos esta propiedad; por tanto, el teorema 4
se verifica para cualquiera de estas regiones. Sin embargo, no es
posible alcanzar generalidad completa mediante este método.

Es muy importante para las aplicaciones que la conclusién del
teorema 4 siga siendo vdlida con las condiciones mas débiles del
teorema 3. Lo enunciaremos como un teorema aparte.

TEOREMA 5. Seq f(z) analitica en la region A’ obtenida al omi-
tir un nimero finito de puntos {; de un disco abierto A. Si f(z)
satisface la condicidn lim__, : (z={)f(z) =0 para todo j, entonces se
verifica [3-17] para QSES.QV curva cerrada 'y en A'.

e el
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La demostracion habrd de ser modificada, pues no podemos de-
jar que o pase por puntos excepcionales. Supongamos en primer
lugar que ninglin {; estd en las rectas *+=x, € y=y, Entonces es
posible evitar los puntos excepcionales haciendo que o consista €n
los tres segmentos indicados (Fig., 3-4).
Mediante una aplicacién obvia del teore-
ma 3, hallamos que el valor de F(z) en
[3-18] es independiente de la eleccién del
segmento intermedio; ademds, el ulti-
mo segmento puede ser horizontal o ver-
tical. Se determina como antes que F(z)
es una integral indefinida de f(z), con lo
que se concluye el teorema.

A fin de liberarnos de las restriccio-
nes en relaciéon con el centro, observe-
mos que |z -z tiene un méximo p’ < p :
en y. Se sigue que 7y estd contenida en todo disco |z—z'g|=p’+
< 1='o— 2|, ¥ si |2'0— 2o| < }(p—p’), existe un disco ligeramente mayor
con centro en z, contenido en A. Puesto que solo hay un numero
finito de puntos {;, es evidentemente posible elegir z'y de acuerdc coi
esta condicién y de forma que ningin punto {; esté en las rectas ver-
tical u horizontal que pasan por z’;. El resultado ya probado puede
aplicarse ahora al disco excéntrico.

Fic. 3-4.

EJERCICIOS

1. Pruébese el teorema andlogo al 2 para un triingulo.
2, Demuéstrese el teorema 3 para un sector angular.

3. Pruébese que el teorema 5 sigue verificindose con infinitos puntos
excepcionales {;, siempre y cuando no tengan un punto de acumulacién
en A,

3-2. Foérmula de la integral de Cauchy.—Mediante una apli-
cacién muy sencilla del teorema de Cauchy es posible representar
ana funcién analitica f(z) como una integral curvilinea, en la que la
variable z interviene como pardmetro. Esta representacion, conocida
como la formula de la integral de Cauchy, tiene numerosas aplica-
ciones importantes. Sobre todo, nos permite estudiar las propiedades
locales de una funcidn analitica con gran detalle.

1. Indice de un punto con respecto a una curva cerrada.—Como
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preliminar a la férmula de derivacion de Cauchy, debemos definir un
concepto que indica de una manera precisa las veces que una curva
cerrada rodea a un punto no perteneciente a la misma. Si la curva
es diferenciable a trozos, como supondremos sin gran pérdida de
generalidad, la definicién puede basarse en el lema siguiente:

LEMA 1. Si la curve cerrada diferenciable a trozos q\ no pasa
por el punto a, entonces el valor de la integral
% dz _
> Z—a ,
es un nuiltiplo de 2.
Este lema puede parecer trivial, pues podemos escribir

,mﬁu\ﬁ:om ﬁ.&n\&om_Ta_i% &Emﬁla.
v 2—da ¥ w 27 - b2
Cuando z describe una curva cerrada, log |z—a| vuelve a su valor
inicial y arg {(z-a) aumenta o disminuye en un multiplo de 2.
Esto podria parecer que implicaba el lema, pero un examen mds
minucioso nos muestra que el razonamiento carece de valor, a no
ser que definamos arg (z—a) de manera Unica. En cuanto intentemos
hacerlo veremos que una demostracién por este método no es preci-
samente sencilla.

Afortunadamente puede darse una demostracién maés facil. Si la
ecuacién de y es z=z(t), a=t=f, consideremos la funcién

k(t) = \NE&.

« Z(t) —a

Estd definida y es continua en el intervalo cerrado («, B3), siendo su
derivada ,
z (1)

Y= To-a

siempre y cuando z’(t) sea continua. De esta ecuacidn se sigue que la
derivada de e ™9[z(t)—a] se anula excepto quizd en un nimero
finito de puntos, y puesto que esta funcién es continua, debe redu-
cirse a una constante. Tenemos asi

eht —

ST

=M

o
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Puesto que z(8) =z(«), obtenemos ¢*#=1; por tanto, h(B) ha de
ser un multiplo de 2. Esto prueba el lema.

Podemos ahora definir el indice del punto a con respecto a la
curva y mediante la ecuacién

1 [ dz
n(y,a)=—-—
2 7y z—a

Con una terminologia sugestiva, al indice se le llama también nu-
mero de vueltas de vy con respecto a a.

Evidentemente, n(—v, a) = —-n(y,a).

La propiedad siguiente es una consecuencia inmediata del teo-
rema 4:

1) Si vy estd en el interior de un circulo, entonces n(y,a) =0
para todos los puntos a exteriores al mismo circulo.

Como conjunto de puntos, y es cerrado y acotado. Su comple-
mento es abierto y puede representarse como unién de regiones dis-
juntas, las componentes del complemento. Diremos brevemente que
v determina estas regiones. Si se consideran las regiones comple-
mentarias en el plano completo, hay exactamente una que contiene
al punto del infinito. En consecuencia, y determina una (y solo :53
regién no acotada.

2y Como funcion de a, el indice n(vy, a) es constante en cada
una de las regiones determinadas por vy, y cero en la region no
acotada.

Cualquier par de puntos en la misma regidén determinada por 7y
puede unirse mediante una linea poligonal que no corta a y. Por esta
razén basta probar que n(y,a)=n(y, b) si y no corta al segmento
determinado por a y b, Fuera de este segmento, (z-—a)/(z-b)
nunca es real y =0. Debido a esto la rama principal de la funcién
log [(z—a)/(z—b)] es analitica en el complemento del segmento.
Su derivada es igual a (z—a)'—(z—b)"!, y si v no corta al seg-

mento, debemos tener
1 1 V )
Rwaalwlw 4z=0;

v

pa

por consiguiente, n(y, a) =n(y,b). Si la! es suficientemente grande,
v estd contenido en un disco |z| <<p <C|a|, y por 1) se tiene que
n(y, a) =0. Esto prueba que n(y,a)=0 en la regidén no acotada.
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Veremos que el caso n(y,a)=1 es particularmente importante,

siendo deseable formular una condicién geométrica que nos con-
duzca a esta consecuencia. Por sencillez tomamos a=0.

LEMA 2. Sean z, y z, dos puntos de una curva cerrada Y que no
pasa por el origen. Denotamos el arco parcial desde z; a z, en lg di-
reccion de la curva por vy, y el arco parcial desde z, a z, por Va.
Supongamos que z, estd en el semiplano inferior y z, en el semipla-
no superior. Si vy, no corta al eje real negativo y vy, no corta al eje
real positive, entonces n(y,0)=1.

Para demostrarlo tracemos las semirrectas L, y I, por el origen
a los puntos z; y =, (Fig. 3-5). Sean Z; y ¢ los puntos en que
Ly y L, cortan a la circunferencia C con centro en el origen. Si se des-
cribe C en el sentido positivo, el arco C; desde {1 a & no corta al
eje negativo, y el arco C, de & a {1 no corta al positivo. Denoternos
los segmentos orientados de =, a Liy de z a § por 8, y 8,. Consi-
derando las curvas cerradas o =y+6,-C -8, C:=Y,+6,-C,—8,,
hallamos que n(y, 0) =n(C,0) +n (g, 0) +n(02,0), después de efec-
tuar simplificaciones. Pero o no corta al eje negativo; por consi-
guiente, el origen pertenece a la regién no acotada determinada por
o, obteniéndose n(o4,0)=0. Por razones analogas, 7(0, 0) =0, y se
tiene que n(y,0)=n(C, 0) =1.

2. Formula de la integral —Sea f(z) analitica en un disco circu-
lar abierto A. Consideremos una curva cerrada y en A y un punto
me que no esté en . Apliquemos el teorema de Cauchy a Ia
uncion :

Py [ 1@
Z—aq

Esta funcién es analitica para z=a. Para z=a no esti definida,

pero satisface la condicién

lim F(z) (z —a) =1im [f(z) —f{a)]=0,

I2a I>a

que es la condicién del teorema 5. Se concluye que

[1o-t .,

zZ—a

Esta ecuacién puede escribirse en la forma

ﬁ P2 e [

y Z—a

T

L L
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y observemos que la integral del segundo miembro es, por defini-
cién, 2zi+n(y, a). Hemos probado asf el teorema siguiente:

L,

Zy

F1g. 3-5. \

TEOREMA 6. Sea f(z) analitica en un disco abierto A y seay una
curva cerrada en A. Para cualquier punto a no perteneciente g v,
se tiene
1 f(z)dz

m/y z—a

n(y,a) f(a) = [3-19]

siendo n(y, a) el indice de a con respecto a 7.

En este enunciado hemos suprimido el requisito de que @ sea un
punto de A. Lo hemos hecho de esta forma en vista de la interpre-
tacién obvia de la formula [3-19] en el caso en que a no pertenece
a A. Realmente, en este caso, n(7y, a) y la integral del segundo miem-
bro son ambos cero, permaneciendo correcta la férmula cualquiera
que sea el valor que deseemos asignar a f(a).

Es evidente que el teorema 6 sigue siendo vélido para cualquier
regién Q a la que pueda aplicarse el teorema 5. La presencia de
puntos excepcionales {; estd admitida, con tal que ninguno de ellos
coincida con a.
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‘La aplicacién més usual es la correspondiente al caso en que
n(y, a) =1. Tenemos entonces

@)= (1242

2mi 7, Z-a [3-20]
y esta la interpretamos como una férmula de representacidn. En
efecto, nos permite computar f(@) tan pronto como se nos dan los
valores de f(z) en v, junto con el hecho de que f(z z) es analitica en A,
Con tal que el orden de a con respecto a 7y siga siendo uno, podria-
mos dar a a diferentes valores en [3-20]. Podemos, pues, tratar q
como si fuera una variable, siendo conveniente cambiar la notacién
y escribir de nuevo [3-20] en la forma

1 Icam

ZNVHNB ,\w

[3-21]

Esta es la férmula conocida corrientemente como la férmula de
la integral de Cauchy. Debemos recordar que solo es valida cuando

n(y,z)=1y que la hemos demostrado tinicamente cuando f(z) es
analftica en un disco.

EJERCICIOS
1. Calctlese
NN
\. —dz
lzj=t &4
2. Determinese
\. dz
=2 z24+1

por descomposicién del integrando en fracciones simples.

3. Calcllese
[ =
jz-a]?

lg=e
bajo la condicién |a|7 p. Sugerencia: Utilicese la ecuacién zi=p? y
. dz
|dz| =—ip —
7

ey

o

et 530 e e 352
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3. Derivadas de Jrdenes superiores.—La férmula de representa-
cién [3-21] nos proporciona una herramienta ideal para el estudio
de las propiedades locales de las funciones analiticas. En particular,
podemos probar ahora que una funcién analftica tiene derivadas de
todos los érdenes, las cuales son también analiticas.

Consideremos una funcién f(z) que es analitica en una regién arbi-
traria ). Dado un punto a € Q, determinamos un entorno A conteni-
do en {, y en A, una circunferencia con centro en a. Se puede aplicar
el teorema 6 a f(z) en A. Puesto que n(C,q) =1, tenemos que
n(C,z) =1 para todos los puntos z interiores a C. Para tales puntos
=, de acuerdo con [3-21], obtenemos

L (D) m
2t m

f(z)=

Siempre y cuando la integral pueda derivarse bajo el signo de in-
tegracién, tenemos que

1 f(g)dg
f(z) = ST [3-22]
Y i
f(z ‘ fibles [3-23]

2mi e (L—z)mH!

Si las derivaciones pudieran justificarse, habriamos probado la exis-
tencia de todas las derivadas en los puntos interiores a C. Puesto que
todo punto en Q es interior a alguno de tales circulos, se demostra-
rd asi la existencia en toda la regién (). Al mismo tiempo habremos
obtenido una férmula de representaciéon conveniente para las deri-
vadas.

En lo que se refiere a la citada justificacién, podriamos o refe-
rirnos a los teoremas correspondientes en el caso real, o probar un
teorema general relativo a integrales curvilineas, cuyo integrando
depende analfticamente de un pardmetro. En realidad, dnicamente
probaremos el lema siguiente, que es todo lo que necesitamos en el
presente caso:

LEMa 3. Sea ¢({) continua en el arca y. Entonces la funcién
d
P = [0
y (L=2)"
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es analitica en cada una de las regiones determinadas por vy, siendo
su dertvada F',(z) =nF,,(z).

Demostraremos primero que Fi(z) es continua. Sea Zp un punto
no perteneciente a y; elegimos el entorno |z—z| < & de forma que
sea disjunto con y. Haciendo que z varie en el entorno mds pequeiio
|z —2o| < 8/2, conseguimos que [{—z| > §/2 para todo {E y. De

d
Fi(z) - Fy(z) = (2 -2) | . ﬁﬁm = v
¥ 5T = T 40

obtenemos inmediatamente
2
Fi(2) —Fy(20)] < |z -2 .mlwbs_ dg],

y esta desigualdad demuestra la continuidad de F (z) en z,
Esta parte del lema, aplicada a la funcién e(0)/(L-2zy), nos da
la siguiente expresién para el cociente incremental
R —Fiz)_ [ elt)d
-3 » (£=2) (L -2z)

lo que nos dice que dicho cociente tiende al limite F,(2p) cuando z
tiende a z.. Queda, por tanto, probado que F'i(z) =F,(z).

El caso general se demuestra por induccién. Supongamos que
hemos demostrado que F/,_;(z) =(n—-1)F,(2). De la identidad

Fiz) ~F,(z) =
uT wdl [ edL g (1) ¢dC

L= (L —z)) 7, (L—zg)" (L

» ({—2}"(L —zy)

se deduce que F,(z) es continua. En efecto, de acuerdo con la hipé-
tesis de induccién aplicada a ¢()/({-z,), el primer término tiende
a cero cuando z tiende a z;, y en el segundo, el coeficiente de Z—Zg
estd acotado en un entorno de z, Ahora bien: si dividimos la iden-
tidad por z—z, y hacemos tender z a Zy, el cociente en el primer
miembro tiende a la derivada, que por la hipétesis de induccién es
igual a {n—1)F, ,(z5). El factor restante en el segundo miembro es
continuo, por lo que ya ha sido probado, y tiene por limite F,,,(z,).
Por tanto, existe F’,(z,) y es igual a nk, (z).

Evidentemente, el lema 3 es lo que necesitdbamos para deducir
de manera rigurosa las férmulas [3-22] y [3-23]. Hemos demostrado
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asi que una funcién analftica tiene derivadas de todos los érdenes,
las cuales son analiticas y pueden representarse por la férmula [3-23].

Entre las consecuencias de este resultado nos interesa sefialar dos
teoremas cldsicos. El primero se conoce como teorema de Morera, y
puede enunciarse en la siguiente forma:

Si f(z) estd definida y es continua en la region Q, y si \)Nv dz=0
e

para todas las curvas cerradas y en Q, entonces f(2) es analitica
en Q.

La hipétesis implica, como ya hicimos notar en la seccién 3-1, 1,
que f(z) es la derivada de una funcién analitica F(z). Sabemos
ahora que f(z) es también analitica.

Un segundo resultado clasico se conoce como teorema de Liou-
ville:

Una funcion analitica y acotada en todo el plano debe reducirse
a una constante.

Para demostrarlo haremos uso de una sencilla acotacién que se
deduce de [3-23]. Sea r el radio de C y supongamos que |f())|=M
en C. Si aplicamos [3-23] con z=q, obtenemos inmediatamente

) ()| =Mn1r=n. [3-24]

Para ¢l teorema de Liouville necesitamos tinicamente el caso n=1.
La hipdtesis significa que [f(£)|=M en todas las circunferencias.
Podemos, por tanto, hacer tender r a o, y [3-24] nos conduce a
f'(a) =0 para todo 4. Se concluye que la funcién es constante.

El teorema de Liouville nos proporciona una demostracién casi
trivial del teorema fundamental del dlgebra. Supongamos que P(z)
es un polinomio de grado mayor que cero. Si P(z) no fuese nunca
cero, la funcién 1/P(z) serfa analitica en todo el plano. Sabemos que
P(z) tiende a infinito cuando z tiende a infinito, ¥y que, por tanto,
1/P(z) tiende a cero. Esto implica que estd acotada {el valor abso-
luto es continuo en la esfera de Riemann, y tiene, por consiguiente,
un mdximo finito), y de acuerdo con el teorema de Liouville 1/P(z)
deberia ser constante. Puesto que no es asi, la ecuacién P(z) =0
tiene que tener una raiz

La desigualdad [3-24] se conoce con el nombre de desigualdad
de Cauchy. Prueba fundamentalmente que todas las derivadas suce-
sivas de una funcién analitica no pueden ser arbitrarias; tienen que
existir siempre un r y un M tales que se verifique [3-24]. A fin de
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conseguir el mejor uso de la desigualdad es importante hacer una
juiciosa eleccién de r con objeto de minimizar la funcién M (r)r-n,
siendo M(r) el maximo de |f| en |{—a|=r.

> EJERCICIOS

1. Pruébese que una funcién que es analitica en todo el plano y
satisface una desigualdad de la forma [f(z)|<|z|* para algin 7 y para
todo |z| suficientemente grande, tiene que reducirse a un polinomijo.

2. Si f(z) es analitica y |f(z)|=M para |z] =R, hdllese una cota su-
perior de |[f™(z)| en |z[Zp<R.

3. Si f(z) es analitica para |z]<<1y |fG)|=1)(1-]z|), hdllese la me-
jor aproximacién de [f(®)(0)] que pueda proporcionar la desigualdad de
Cauchy.

4. Pruébese que las derivadas sucesivas en un punto nunca pueden
satisfacer las desigualdades |f(m(z)|> n!n*. Formulese un teorema del
mismo tipo mds ajustado.

3-3. Propiedades locales de las funciones analiticas.—Hemos
demostrado ya que una funcién analitica tiene derivadas sucesivas
de todos los érdenes. En esta seccién haremos un estudio mds deta-
llado de las propiedades locales. Incluird una clasificacion de las
singularidades aisladas de las funciones analiticas.

1. Singularidades evitables. Teorema de Taylor.—En el teorema 3
se introdujo una condicién mds débil en sustitucidn de la analitici-
dad en un numero finito de puntos, sin afectar el resultado final
Ademds hemos probado, en el teorema 5, que en un disco circular
sigue siendo cierto el teorema de Cauchy con estas condiciones més
débiles. Esto constituyé un punto esencial en la deduccién de la
férmula de la integral de Cauchy, pues necesitdbamos aplicar el
teorema de Cauchy a una funcién de la forma [f(z) =f(a)]/(z —a).

Por iltimo, se sefiald que la férmula de la integral de Cauchy
segufa siendo valida aun existiendo un nimero finito de puntos ex-
cepcionales que cumpliesen todas las condiciones fundamentales del
teorema 3, con tal que ninguno de ellos coincidiera con a. Esta ob-
servacién es mds importante de lo que pudiera parecer en principio.
En efecto, la fé6rmula de Cauchy nos proporciona una representacin
de f(z) mediante una integral que, al depender de z, tiene el mis-
mo cardcter en los puntos excepcionales que en los demds. Se sigue
que los puntos excepcionales lo son tnicamente por falta de infor-
macién'y no por su naturaleza intrinseca. A los puntos que gozan

bl A
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de este cardcter se les llama singularidades evitables. waovamEOm el
siguiente teorema, mds preciso:

TEOREMA 7. Supongamos que f(z) es analitica en la regidn (Y,
obtenida de la region Q por omision de un punto. Una condicidn
necesaria y suficiente para que exista en Q) una funcion analitica que
coincida con f(z) en QO es que lim (z—a)f(z)=0. La funcién pro-

z—>a
longada estd determinada de manera tnica.

La necesidad y la unicidad son triviales, puesto que la funcién
prolongada tiene que ser continua en a. A fin de demostrar la sufi-
clencia trazamos una circunferencia C con centro en g, tal que C y
sus puntos interiores estén contenidos en ). La férmula de Cauchy
es valida, y podemos escribir

L rfly)dt

Nﬂ-N. @ M|N

’ f(z) =

para todo == a e interjor a C. Pero la integral del segundo miembro
representa una funcién analitica de z en todo el interior de C. Por
tanto, la funcién que es igual a f(z) para z = a y que tiene el valor

L rf(Q)dg
2 @ M|Q

para z=aqa es analitica en (). Es natural que se denote la funcién pro-
longada mediante f(z) y el valor [3-25] por f(a).
Apliquemos este resultado a la funcidon

utilizada en la demostracidon de la formula de Cauchy. No esta defi-
nida para z=a, pero satisface la condicién lim (z—a)F(z) =

>a
mite de F(z) cuando = tiende a a es f(a). Existe, por consiguiente,
una funcién analitica igual a F(z) ﬁmam Zs=a, e igual a f'(a) para
c=a. Denotemos esta funcién por fi(z). Repitiendo el mismo pro-
ceso podemos definir una funcién m:m::‘om f-(z) que es igual a
filz) — fila)] ;

stvamente. e

[3-25]

=0. El Ii-

Z-a) para z#a, v a ['((a) para z=a, y asi suce-.
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El esquema recurrente mediante el cual se define f,(z) puede
escribirse en la forma

fla) + (z~a)fi(z)

De estas ecuaciones, que son trivialmente vilidas también para z=gq,
se obtiene

f(z)=fla) + (z—a)fi(a) + (z—a)fala) + ...+ (z-a)"'fu_i(a) +
+(z—a)"f.(z).
Derivando n veces y poniendo z=gq, se llega a

f(a)=nlf,(a).

Con lo que quedan determinados los coeficientes f,(a) y se obtiene
la siguiente forma del teorema de Taylor:

TEOREMA 8. Si f(z) es analitica en una region Q, que contiene
a a, se tiene que

e =fa + L aay o L1

I
+3ANIQV +\:ANVA..|QV5

(z—a)y+..+

[3-26]

donde f,(z) es analitica en Q.

Debe distinguirse entre este desarrollo finito y la serie de Taylor
infinita, que estudiaremos mds adelante. Sin embargo, el desarrollo
finito [3-26] resulta mds 1itil para el estudio de las propiedades locales
de f(z). Su utilidad estd acrecentada por el hecho de que f.(z)
tiene una expresién explicita sencilla como integral curvilinea.

Utilizando la misma circunferencia C que antes, tenemos pri-
mero

1 fl0)dl

Nﬂ-N. c N'N

fu(z) =

En lugar de f,({) ponemos la expresién obtenida de [3-26]. Habrd
un término principal que contiene a f({). Los términos restantes

|
<
3
E- )

T,

[
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son, salvo factores constantes, de Ia forma

dl
Nu.e = ~ ) INIH—.
(@ \iwéié Y
Pero
1 1 1
m‘H = = = =]
(a) Nla.hA [z -~ v&m 0,

idénticamente para todo ¢ interior a C. Por el lema 3 tenemos que
Fyii(a) Hﬂexav\i. y asi F,(a) =0 para todo v=1. Por consiguien-
te, la expresién de f,(z) se reduce a

N f(Odeg
ilTNi c (L—a)"({-z)

[3-27]
Esta representacion es valida en el interior de C.

EJERCICIO

Sea f(z) analitica en el punto a y supongamos que
ZNVn>o+>;minv+>N?|avw+.;+>T;n|av7_+e:3QlavT_
siendo lfm ¢,{z) =0 para z - a. Demuéstrese que Ap=fk(q)/k!

2. Ceros y polos—Si f(a) y todas sus derivadas f*a) se anu-
lan, por [3-26] podemos escribir

\ANV ”Nﬁ:ANv leau:

para cualquier n. Se puede obtener una acotacién de f.(z) median-
te [3-27]. EI disco cuya circunferencia es C ha de estar contenido en
la regién Q, en la que f(z) estd definida ¥y es analitica. El valor
absoluto |f(z)| tiene un maximo M en C; si se denota por R al radio
de C, resulta que

[3-28]

“NA:ANLM ;I||>\H T
R=1(R<|z~a)
para |z—a| < R. Por [3-28] tenemos, pues,
z—al \" MR
s (222" V
R R-iz—q

\HIFORS.—9
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r

Pero ({z—a|/R)"~> 0 para n->o%, puesto que [z—a| < R. Por tan-
to, f(z) =0 en el interior de C.

Probaremos ahora que f(z) es idénticamente cero en todo (.
Sea E| el cenjunto en el que f(z) y todas sus derivadas se anulan, y
E;, el conjunto en el que la funcién o una de las derivadas es dis-
tinta de cero. Por el razonamiento anterior E; es abierto, siéndolo
también E, por ser la funcidn y todas sus derivadas continuas. Por
consiguiente, o E, es vacio o lo es E,. Si E, es vacio, la funcién es
idénticamente cero. Si E, es vacio, f(z) nunca puede anularse a la vez
que todas sus derivadas.

" Supongamos que f(z) no es idénticamente cero. Asi, si f{a) =0,
existira una primera derivada, f®(a), que es diferente de cero.
Decimos entonces que a es un cero de orden h, y el resultado que
acabamos de probar expresa que no existen ceros de orden infinito.
A este respecto, una funcién analitica se comporta localmente como
un polinomio, y precisamente como en el caso de los polinomios,
vemos que es posible escribir f(z) =(z—a)"f,(2), siendo f,(z) anali-
tica y fi(a) 7= 0.

En la misma situacién, f,(z) == 0 en un entorno de g, puesto que
fr(z) es continua, y z=a es el Unico cero de f(z) en este entorno.
En otras palabras: los ceros de una funcidn analitica que no se anula
idénticamente son puntos aislados. Esta propiedad puede también
formularse como un teorema de unicidad: St f(z) y g(z) son analiti-
cas en Q, y si f(z)=g(z) en un conjunto que tiene un punto de acu-
mulacidn en Q, entonces f(z) es idénticamente igual a g(z). Esta
conclusidn se obtiene considerando la diferencia f(z) —g(z).

Ejemplos particulares de este resultado que merezcan enunciarse
son los siguientes: Si f(z) es idénticamente cero en una subregién
de €, entonces es idénticamente cero en (), y lo mismo es cierto si
f(z) se anula en um arco que no se reduzca a un punto. Podemos
tambijén decir que una funcién analftica estd determinada univoca-
mente por sus valores en cualquier conjunto con un punto de acumu-
lacidon en la regién de analiticidad. Esto no significa que dispongamos
de un procedimiento mediante el cual puedan computarse los valores
de la funcidén.

Consideremos ahora una funcidén analftica f(z) en ua entorno de
@, excepto quizd en el mismo punto a. En otras palabras: f(z) serd
analitica en una regién 0<C!z —ai<<d Al punto « se le llama singu-
laridad aislada de f{z). Hemos tratado va el caso de una singularidad
evitable. Puesto que podemos definir f(a) de forma que f(z) resulte

iy
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analitica en el disco _Nna_ <C 8, no son necesarias mas considera-
ciones .,

Si lim f(z) =o0, se dice que el punto @ es un polo de f(z), y se
I>a

pone f(a)=oc. Existe un 8 =8 tal que f(z) #0 para 0 < |z—a| <&
En esta regién la funcién g(z) =1/f(z) estd definida y es analitica.
Pero la singularidad de g(z) en a es evitable, teniendo g(z) una
prolongacién analftica con g(a) =0. Puesto que g(z) no se anula
idénticamente, el cero en a tiene orden finito, y podemos escribir
g(z)=(z—a)"gu(z) con g,(a) # 0. El nimero A es el orden del polo,
v fiz) admite la representacién f(z) = (z —a) "f,(z), donde fu(z)=
=1/g,(z) es analitica y distinta de cero en un entorno de a. Asi, la
naturaleza del polo es exactamente la misma que en el caso de una
funcién racional.

Una funcidén f(z) que es analitica en una regién {2, excepto por
polos, se dice meromorfa en Q. Con mds precisién, para todo a € O
existird un entorno |z—-a| <8, contenido en ), tal que o f(z) es
analitica en todo el entorno, o f(z) es analitica en 0 < |z—a| <38,
siendo un polo la singularidad aislada. Obsérvese que los polos de
una funcién meromorfa son, por definicion, aislados. El cociente
f(z)/g(z) de dos funciones analiticas en Q es una funcién meromor-
fa en @, con tal que g(z) no sea idénticamente cero. Los tinicos polos
posibles son los ceros de g(z), pero un cero comuin de f(z) y de
g(z) puede ser también una singularidad evitable. Si este es el caso,
el valor del cociente debe determinarse por continuidad. Con mds
generalidad, la suma, el producto y el cociente de dos funciones me-
romorfas es una funcién meromorfa. Debe excluirse el caso de deno-
minador que se anula idénticamente, a no ser que deseemos consi-
derar la constante oo como una funcién meromorfa.

Para discutir mds detalladamente las singularidades aisladas, con-
sideremos las dos condiciones siguientes: 1) lim {z—al%|f(z)|=0;

i 2a

2) lim|z—a|®|f(z)|=00, para valores reales de . Si se verifica 1)
i—~>a

para cierto valor de «, también se verifica para valores mayores que
@y, por tanto, para algtn entero . Entonces (z—a)™f(z) tiene una
singularidad evitable y se anula para z=a. O bien f(z) es idéntica-
mente cero, en cuyo caso 1) se verifica para todo a, o se tiene que
(z—a)"f(z) tiene un cero de orden finito k. En el dltimo caso se

ICuando @ es una singularidad evitable, suele decirse que f(z) es regular
en a; este término se usa a veces como sinénimo de analitica.




S
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deduce inmediatamente que se verifica 1) para todo @>h= —m -k,
mientras que se verifica 2) para todo a<Ck. Supongamos ahora que
se verifica 2) para alglin «; entonces se verifica también para algin
¢ menor y, por consiguiente, para cierto entero n. La funcidn
(z—a)"f(z) tiene un polo de orden finito I, y poniendo h=n+1 te-
nemos nuevamente que se verifica 1) para o > h y 2) para a << A,
La discusién muestra la existencia de tres posibilidades: 1) se veri-
fica 1a condicién 1) para todo valor de c, y f(z) se anula idéntica-
mente; 1T) eXiste un entero A, tal que se verifica 1) para a > h y
2) para @ < k; 1m1) no se cumplen 1) y 2) para ningtin valor de .

El caso 1) carece de interés. En el caso 1) se puede llamar a A
el orden algebraico de f(z) en a. Es positivo en el caso de un polo,
negativo en el de un cero, y cero si f(z) es analitica, pero distinta
de cero en a. Lo notable es que el orden es siempre un entero; no
existe funcidn analftica uniforme que tienda a cero o a infinito como
una potencia fraccionaria de |z— a.

En el caso de un polo de orden %, apliquemos el teorema 8 a la
funcién analitica (z —a)"f(z). Obtenemos un desarrollo de la forma

(z—a)"f(z) =B, +B_y(z-a) +... + B{(z—a)" 1 + e(z) (z—a)h,
siendo ¢ (z) analitica en z=4. Para z#a podemos dividir por
{z—a)” y obtenemos

[(z)=Bu(z—a) "+ By_y(z~a) "'+ . 1 Bi(z—a) '+ p(z).

A la parte de este desarrollo que precede a ¢(z) se le llama parte
singular de f(z) en z=a. Asi, pues, un polo no solo tiene un orden,
sino también una parte singular perfectamente definida. La diferen-
cia de dos funciones con la misma parte singular es analitica en a.

En el caso m1) el punto a es una singularidad aislada esencial.
En el entorno de una singularidad esencial, f(z) estd a la vez sin
acotar y tan préxima a cero como se quiera. Como caracterizacién
del complicado comportamiento de una funcién en un entorno de
una singularidad esencial, demostraremos el siguiente teorema clisi-
co debido a Weierstrass :

TEOREMA 9. Una funcidn andlitica toma valores tan préximos
como se quiera a un valor complejo dado en todo entorno de una
singularidad esencial.

Si lo enunciado no fuera cierto, podrfamos hallar un nimero

T

5

i
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complejo A y un 8 > 0 tales que If(z) —A| > 5 en un entorno de «
(excepto para z=aq). Para cualquier o << 0 tendrfamos entonces que
lim |z — a|e|f(z) ~ A|=00. Por tanto, g no serfa una singularidad esen-

22 (4]

cial de f(z) —A. Asl, pues, existe un B con lim ?IQEZNV —Al=0,
I—>a
y cabe elegir 8>>0. Puesto que en este caso lim lz—alf|Al=0, se
- e 74

seguirfa que lim |z—alf|f(z){ =0, y a no serfa una singularidad
g2a

esencial de f(z). La contradiccién prueba el teorema.

El concepto de singularidad aislada se aplica también a funcio-
nes que son analiticas en un entorno |z| > R de ~. Puesto que f(x2)
no estd definido, tratamos oo como si fuera una singularidad aislada,
v tiene, por convenio, el mismo cardcter de singularidad evitable,
polo o singularidad esencial que la singularidad de giz)=f(1/2)
en 2=0. Si la singularidad es no esencial, f(z) tiene un orden alge-

braico % tal que lim z=*f(z) no es ni cero ni infinito, y para un polo,
X

'a parte singular es un polinomio en z. Si ¢ es una singularidad

esencial, la funcién tiene la propiedad expresada en el teorema 9 en

todo entornc de infinito.

EJERCICIOS

1. Si f(z) v g(z) tienen Srdenes algebraicos A y k, respectivamente,
en -=a, pruébese que fg tiene orden k+k, flg tiene orden h—k y [+g
un orden que no excede al mdx (A, k).

2. Pruébese que una funcién que es amalitica en todo el plano ¥
tiene una singularidad no esencial en infinito se reduce a un polinomio,

3. Demuéstrese que las funciones e? senz ¥y cosz tienen singulari-
dades esenciales en infinito.

4. Pruébese que cualquier funcién que es meromorfa en todo el
plano completo es racional.

5. Determinense todas las funciones analiticas f(z) que satisfacen
una desigualdad de la forma |f(z)|< Alz|® para todo valor de z; A y o
son constantes positivas.

3. La aplicacion local—Empezaremos con la demostracién de
tna férmula general que nos permita determinar el nimero de ceros
de una funcién analitica. Consideremos ung funcidn [(z) analitica
en un disco abierto A. Sea y una curva cerrada en A, tal que f(z) £ 0
sobre . Para mayor sencillez supongamos primero que f(z) tiene
Gnicamente un nimero finito de ceros en A y convengamos en de-
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notarlos por z, z, ..., z, estando cada cero repetido tantas veces
como indique su orden.

Por aplicacién reiterada del teorema 8 o, mejor dicho, de su
consecuencia [3-28], resulta evidente que podemos escribir f(z) =
=(z—z1) (z-12) ... (2—~2,)8(2), siendo g(z) analitica y distinta de
cero en A, Formando la derivada logaritmica, obtenemos

f(2) 1 1 1 g'(z)

——=— + +ot +
\A,N\. NINH N|NN N|: ANV

para z 7% z;, y particularmente sobre y. Puesto que g(z) % 0 en A,
el teorema de Cauchy da
LGP

vy 8(2)
Recordando la definicién de n(y, z;), se tiene que

1
+n(y, ) =—— ,wmv&s [3-29]

Esto sigue siendo cierto si f(z) tiene infinitos ceros en A. Evi-
dentemente y estd contenida en un disco concéntrico A’ mds pequefio
que A. A no ser que f(z) sea idénticamente cero, caso que obvia-
mente debe ser excluido, tiene solo un niimero finito de ceros en A’.
Esta es una consecuencia obvia del teorema de Bolzano-Weierstrass,
pues si hubiera infinitos ceros, deberian tener un punto de acumula-
cion en el cierre de &', y esto es imposible. Podemos ahora aplicar
[3-29] al disco A”. Los ceros en el exterior de A’ satisfacen a n (v, z) =0
y, por consiguiente, no contribuyen a la suma en [3-29]. Hemos
demostrado asf:

TEOREMA 10. Sean z; los ceros de una funcion f(z) que es ana-
litica en un disco circular A Yy que no se anula idénticamente, es-
tando contado cada cero tantas veces como indica su orden. Para
toda curva cerrada 'y en A que no pase por un cero se verifica

1 z
4 (v, 2)) =— F(z) ——dz, [3-30]
= 2mi Yy f(z)
donde la suma tiene solo un mimero finito de términos distintos
de cero.
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La funcidn w=f(z) aplica v sobre una curva cerrada I' en el
plano w, y tenemos que

; dw _( f{2)
» 1(2)

—dz.

Asi, pues, la formula [3-30] tiene la siguiente interpretacién:

n([,0)=) n(y, 7). [3-31]

i

La aplicaciéon mds sencilla, y a la vez la mds ttil, es la corres-
pondiente al caso en que se conoce de antemano que cada n(vy, z;)
tiene que ser cero o uno. Entonces [3-30] proporciona una férmula
que da el nidmero total de ceros encerrados por vy. Este es, eviden-
temente, el caso cuando y es una circunferencia.

Sea @ un valor complejo arbitrario; apliquemos el teorema 10
a f(z) —a. Los ceros de f(z)—a son las rafces de la ecuacién
f(z) =a, y los denotaremos por z;(a). En lugar de [3-30] obtenemos

la formula
1 “(z)
Yoty st = [ L4
3 2mi 7, 1 )—a

[3-31] toma la forma

n(T,a) = » nly za)]l.

Es necesario suponer que f(z) 3%a sobre v.
Si ay b estdn en la misma regién de las determinadas por T,
sabemos que n(l', a)=n(T",b) y, por consiguiente, tenemos también

M:Uo zi{a)] = M:T\h z(b)]. Si y es una circunferencia, se sigue

7 7

que f(z) toma los valores ¢ y b el mismo niimero de veces en el
interior de y. El teorema siguiente sobre correspondencia local es
una consecuencia inmediata de este resultado.

TEOREMA 11.  Supongamos que f(z) es analitica en z, f(zy) =w,,
Y que f(z) —w, tiene un cero de orden n en z,. Si € > 0 es suficiente-
mente pequerio, en correspondencia con él existe un & >0 tal que

e
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para todo a con |@-w; <& la ecuacion f(z)=a tiene exactamente

n raices en el disco |z -5 <e

Podemos elegir € de forma que f(z) esté definida y sea analitica

para |z— 3] =S¢ y tal que z sea el tnico cero de f(z) —w, en este
disco. Sea 7y la circunferencia |z -z =€ y " su imagen por la apli-
cacion w=f(z). Puesto que
\ wy pertenece al complemento
' el conjunto cerrado I', exis-
1 te un entorno |w —wy| < § sin
parte comin con I' (Fig. 3-6).
Se sigue inmediatamente que
todos los valores g en este en-
torno los toma la funcién el
mismo nimero de veces en el
interior de y. La ecuacidn f(z) =w, tiene exactamente » raices coin-
cidentes en el interior de y, y cada valor a, por consiguiente, se
alcanza n veces. Se entiende que las rafces multiples se cuentan de
acuerdo con su multiplicidad, pero si e es suficientemente pequefo,
podemos afirmar que todas las rafces de la ecuacién f(z) =g son
simples para a 7= wy. En efecto, basta elegir € de forma que ['{z) no
se anule para 0 < iz —zy! <e.

plane z plana

F1G. 2-6.—Correspondencia local.

CoROLARIO 1. Una funcidn analitica no constante aplica con-
juntos abiertos sobre conjuntos abiertos.

Esto es sencillamente otra forma de decir que la imagen de todo
disco suficientemente pequefio !z—zj| <<e contiene un entorno
[ — 1| < 8.

En el caso n=! existe una correspondencia biunivoca entre el
disco [~ <8 y un subconjunto abierto A de |z -~z < e. Puesto
que conjuntos abiertos en el plano z corresponden a conjuntos abier-
tos en el plano w, la funcién inversa de f(z) es continua, y la apli-
cacién, topoldgica. La aplicacién puede restringirse a un entorno
de ) contenido en A. y podemos entonces enunciar:

COROLARIO 2. §i fi(z) es analitica en z, con (z4) # 0, aplica
conforme y topolégicamente un entorno de z, sobre una region.

De la continuidad de la funcién inversa se sigue, en la forma
usual, que la funcién inversa es analitica y, por consiguiente, que
la aplicaciGn inversa es igualmente conforme. Reciprocamente, si la
aplicacion local es biunivoca, se verifica el teorema 11 con n=1; por
tanto, ["(z;) tiene gque ser diferente de cero.

i i s i e o Sl i
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Para n>1 la correspondencia local puede todavia describirse
en términos muy precisos. Con las hipétesis del teorema 11 podemos
escribir

f(z) —wo= (z —z)"g(2),

siendo g¢(z) analitica en z, vy g(z)) 7 0. Elijamos € >0 tal que
g(2z) —g(z0) | <lg(zo)| para |z—z| < e En este entorno es posible
definir una rama analitica uniforme de +/¢(z), que denotaremos por
hiz). Tenemos asf

f(2) —we={(z)"
Lz)=(z~z)h(z).

Puesto que {'(z)=h(z) #=0, la aplicacién {={(z) es topoldgica
en un entorno de zo,. Por otra parte, la aplicacién w=1w,+{" es de
cardcter elemental y determina n valores { igualmente espaciados
para cada valor de w. Efectuando en dos pasos la aplicacién obtene-

plano w plano ¢ plano 2

Fi16. 3-7—Punto de ramificacién: n=3.

mos una imagen bastante ilustrativa de la correspondencia local. La
figura 3-7 muestra la imagen inversa de un pequefio disco circular y
los n arcos que se aplican sobre el radio positivo.

EJERCICIOS

1. Determinese explicitamente el mayor de los discos con centro en
2l origen, en el que la aplicacién w=z2+z sea biunivoca.

2. El mismo problema para w=e¢.

3. Ildstrese mediante un dibujo la correspondencia local respecto de
la aplicacién w=cos = en un entorno del origen.

4. El principio del mddulo mdrimo.—El corolario 1 del teore-
ma 11 tiene una consecuencia analftica muy importante, conocida
como el principio del mddulo méximo para funciones analfticas.
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Debido a su formulacién explicita y sencilla constituye uno de
los teoremas generales mas titiles en la teorfa de funciones. Por
regla general, todas las demostraciones basadas en el principio del
mddulo miximo son muy directas, por lo que esti perfectamente
justificado el que sean preferidas a otras.

TEOREMA 12. (Principio del mddulo mdximo.) Si f(z) es anali-

lica y no constante en una regidn Q, entonces su mddulo lf(z)! no
alcanza un mdximo en (). _ ,

La demostracién es sencilla. Si wo=f(z,) es un valor cualquiera
de ._om que toma en {, existe un entorno Tclsc_ < € contenido en
la imagen de Q. En este entorno hay puntos de médulo > wy' y,
por consiguiente, [f(z,)| no es el miximo de |f(z)].

4 I

Con una formulacién positiva, el mismo teorema puede esencial-
mente enunciarse en la forma:

TEOREMA 12'.  Si f(z) es analitica en un conjunto cerrado y aco-
tado E, el mdximo de _I.Nv_ se alcanza en lag frontera de E.

Puesto que E es compacto, |f(z)| tiene un maximo en E. Si fiz)

es constante, la afirmacién del teorema es trivialmente cierta, pues
la frontera de E no es vacfa. Supongamos que se alcanza el miaxi-
mo en un punto interior z, Entonces _Xmov_ serfa también el mé-
ximo de |f(z)| en un entorno |z~ zy) < & contenido en E. Pero esto
es imposible, a no ser que f(z) sea constante en este entorno, y en-
tonces f(z) serfa constante en toda la regién de definicién [recorde-
mos que f(z) es analitica en E si estd definida v es analitica en una
regidn que contenga a E]. Asf, pues, el méximo del médulo se al-
canza siempre en un punto frontera.
. El principio del médulo maximo puede también probarse anali-
ticamente como una consecuencia de la férmula de la integral de
Cauchy. Si se especializa la f6rmula [3-21] al caso en que vy es una
circunferencia de centro z, y radio 7, podemos escribir {=z,+ reif
d{=1ire"df sobre v, ¥ obtenemos para z=z,

~

’

fla) = [tz e
) =) ek re)do. [3-32]

Esta férmula prueba que el valor de una funcién analitica en el cen-
tro de un circulo es igual a la media aritmética de sus valores sobre
la circunferencia del mismo, siempre que el disco cerrado lz—z)| ¢
esté contenido en la regién de analiticidad. _ _
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De [3-32] se deduce la desigualdad

27

_IN&_MNIW [f(zo+re’®)|de. [3-33]

0

Supongamos que |f(z)| sea un miximo. En tal caso tendrfamos
f(zo+7e)|=|f(z0)], ¥ si se verifica la desigualdad estricta para un
solo valor de 6, entonces se verificar4, por continuidad, en todo un
arco. Pero de este modo el valor medio de _Iﬁl%m&: seria estric-
tamente menor que |f(zo)| y [3-33] nos conduciria a la contradiccién
f(z0)| <|f(2o)|. Asf, pues, |f(z)| debe ser constantemente igual a
If(z0)| en todas las circunferencias |z—zo|=r suficientemente peque-
nas y, por consiguiente, en un entorno de z,. Se sigue ficilmente que
f(z) tiene que reducirse a una constante. Este razonamiento propor-
ciona una segunda demostracién del principio del mddulo mdaximo.
Hemos dado preferencia a la primera demostracién, ya que muestra
que el principio del médulo méximo es una consecuencia de las pro-
piedades topolégicas de la aplicacidn mediante una funcién analitica.

Volviendo a la formulacién dada en el teorema 12, observamos
que la aplicacién mds natural es la correspondiente al caso en que E
es una regién cerrada. Resulta asi que una funciéon que es analitica
en una regidén cerrada toma su mdédulo médximo en la frontera de esta
regién. Para algunas aplicaciones es importante observar que las
hipdtesis del teorema pueden debilitarse. En efecto, es suficiente
suponer que f(z) es continua en la regién cerrada y analitica en la
abjerta. La continuidad en la regién acotada y cerrada asegura la
existencia del mdximo, y la analiticidad en la regidn abierta implica
que el maximo no puede ser alcanzado en un punto interior, a no
ser que la funcidén se reduzca a una constante.

Consideremos ahora el caso de una funcién f(z) que es analitica:
en el disco abierto |z| <<R y continua en el disco cerrado |z| =R.
Si se sabe que |f(z)|=M en |z|=R, entonces |f(z)|=M en todo el
disco, de acuerdo con la observacién anterior. La igualdad puede
linicamente verificarse si f(z) es una constante de valor absoluto M.
Por consiguiente, si se sabe que f(z) toma algin valor de mddulo
menor que M, cabe esperar que pueda darse una acotacién mejor.
Son muy ttiles los teoremas relacionados con esta cuestién. El re-
sultado particular siguiente se conoce con el nombre de lema de
Schwarz: )

TeoREMA 13. S§7 f(z) es analitica para |z| <1 y satisface las
condiciones |f(z)| =1, f(0) =0, entonces |f(z)|Z|z| y |f(0)]| £1. Uni-
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camente se verifica la igualdad si f(z)=cz, siendo ¢ ung constante
de valor absoluto igual a uno.

Aplicamos el principio del médulo méximo a la funcién f,(z),
que es igual a f(z)/z para z:£0 y a f(0) para z=0. En la circun-
ferencia |z{=7 <1 su valor absoluto es =1/r; por consiguiente,
\fi(z)| =1/r para {z| =r. Haciendo que r tienda a 1 tenemos que
ifilz) | =1 para todo z, y esta es la afirmacién del teorema. Si se ve-
rifica la igualdad en un solo punto, significa que |f;(z)| alcanza su
méximo y, por tanto, que fi(z) debe reducirse a una constante.

Las hipétesis algo especializadas del teorema 13 no son esencia-
les, pero deben considerarse como el resultado de una normalizacién.
Asl, p. €], si se sabe que f(z) satisface las condiciones del teorema
en un disco de radio R, puede aplicarse la forma original del teore-
ma a la funcién f(Rz). Obtenemos como resultado [f(Rz)|=|z], que
puede escribirse nuevamente en la forma 'f(z)| =]z|/R. Anidloga-
mente, si la cota superior del médulo es M en lugar de 1, aplicamos
el teorema a f(z)/M o, en el caso mds general, a f(Rz)/M. La des-
igualdad resultante es if(z)|=M|z|/R.

Con mds generalidad todavia, podemos reemplazar la condicidn
f€0) =0 por una condicién arbitraria f(zo) =1, siendo |z <R y
ltoy, <M. Sea [=T7z una transformacién lineal que aplica |z| <R
sobre [{] <1, siendo el homdélogo de zg el origen, y sea Sw una
transformacién lineal con Sw, =0 que aplica _8_ < M sobre _mi < 1.
Evidentemente, la funcién Sf(T ~1{) satisface las hipédtesis del teore-
ma original. Obtenemos, por tanto, _MIHLC_M_E 0 _SNV_M_NN_.
Esta desigualdad puede escribirse explicitamente en la forma

MIf(z) ~wn] | _| R(z—z,) ‘
_zﬁig =| Rz f 134
EJERCICIOS

1. Pruébese que |f(z)[=<1 para {z{<<1 implica If7(0)[=1 indepen-
dientemente del valor de f(0).

2. Hallese la acotacién de [f(z)| correspondiente a [3-34].

3. Deddzcase una desigualdad similar a [3-34] para el caso en que
f(z) satisfaga Imf(z)=0 para Imz > 0.

h._ Sea f(z) analitica en la corona circular rn=lz|=r, y supongamos
que f(z)|EM; en |z|=r v [f(z)[ =M, en |z|=r,. Pruébese que, para
"=r=ry el miximo de |/(z)| en (z{=r es a lo sumo igual a

M, (logr./r)/(logr./r,) . M,logr/r)/(logr./r.),
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Sugerencia: Apliquese el principio del médulo miximo a la funcién
z?f(z)9 para p y ¢ enteros.

5. Pruébese mediante el lema de Schwarz que toda aplicacién con-
forme biunivoca de un disco circular sobre otro viene dada por una
transformacidn lineal.

3-4. Forma general del teorema de Cauchy.—En nuestro tra-
tamiento previo del teorema de Cauchy y de la férmula de la inte-
gral solo hemos considerado el caso de una regidn circular. Para efec-
tuar el estudio de las propiedades locales de las funciones analiticas
esto resultaba suficiente, pero desde un punto de vista mas general
no podemos quedar satisfechos con un resultado que obviamente es
tan incompleto. La generalizacién puede encaminarse en dos direc-
ciones. Por una parte, cabe investigar la caracterizacién de las regio-
nes en las que el teorema de Cauchy tiene validez universal; por
otra, podemos considerar una regién arbitraria y buscar las curvas y
para las que la afirmacién del teorema de Cauchy es cierta.

1. Cadenas y ciclos.—Debemos generalizar en primer lugar el
concepto de integral curvilinea. Con este objeto examinemos la ecua-
cién

Yu

k. \QUH\..\.\Q.HJ,. b\&n.r..;.%\auw [3-35]

Yi+yb o+

que es vdlida cuando vy, s, ..., v, forman una subdivisién del arco Y.
Puesto que el segundo miembro de [3-35] tiene un significado para
cualquier coleccién finita, nada nos impide considerar una suma for-
mal arbitraria y;+v,+ ... + Y., que 10 sea necesariamente un arco, y
definir la correspondiente integral mediante la ecuacién [3-35]. Se
llama cadenas a tales sumas formales de arcos. Esta claro @cn\uﬁm&/
se ha perdido y mucho puede ganarse al considerar integrales curvi-
lineas sobre cadenas arbitrarias.

Al igual que la manera de subdividir un arco no es tnica, evi--

dentemente diferentes sumas formales pueden representar la misma
cadena. El principio que nos ha de guiar es el de que dos cadenas
deberian considerarse idénticas si dan las mismas integrales curvi-
lineas para todas las funciones f. Si se analiza este principio, se halla
que las operaciones siguientes no cambian la identidad de una cade-
na: 1) permutacion de dos arcos; 2) subdivisién de un arco; 3) fu-
sibn de arcos parciales en un solo arco; 4) nueva parametrizacién

3 ;.w.ﬂ E2% 5

e

G
H_.
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de un arco; 5) cancelacién de arcos opuestos. Sobre esta base seria
facil formular una relacién de equivalencia l6gica que definiese la
identidad de cadenas de una manera formal. Puesto que la situacién
no implica ninguna trampa légica, omitiremos esta formalizacién.
Por yuxtaposicién, la suma de dos cadenas se define de manera
obvia. Evidentemente, la propiedad aditiva [3-35] de las integrales
curvilineas sigue siendo valida para cadenas arbitrarias. Cuando se
suman. cadenas idénticas es conveniente denotar la suma en forma

de multiplo. Con esta notacién toda cadena puede escribirse en la
forma

INTEGRACION EN EL CAMPO COMPLEJO [cap. 3

Y=awi+ay:+ .+ a4y, [3-36]
donde los @; son enteros positivos y los y; son todos diferentes. Para
arcos opuestos podemos escribir a( —~y) = —~ay y continuar la reduc-
cién en [3-36] hasta que no haya dos vy, opuestos. Los coeficientes
son enteros arbitrarios y se pueden afiadir, a capricho, términos con
coeficientes cero. El ltimo artificio nos permite expresar dos cadenas
cualesquiera en términos de los mismos arcos, y su suma se obtiene
sumando los coeficientes correspondientes. La cadena cero €s, O una
suma vacfa, o una suma con todos los coeficientes iguales a cero.

Una cadena es un ciclo si puede representarse como suma de
curvas cerradas. Consideraciones de tipo combinatorio muy sencillas
muestran que una cadena es un ciclo si (y solo si) en cualquier re-
presentacion los puntos origen y extremo de los arcos individuales
son idénticos a pares. Por tanto, es posible decidir inmediatamente si
una cadena es un ciclo o no.

En las aplicaciones consideraremos cadenas que estan contenidas
en una regién Q dada. Con esto queremos decir que las cadenas ad-
miten una representacién mediante arcos en O y que solamente uti-
lizaremos tales representaciones. Estd claro que todos los teore-
mas que hemos formulado hasta ahora, tinicamente para curvas ce-
rradas en una regién, son realmente validos para ciclos cualesquiera
en una regién. En particular, la integral de una diferencial exacta
sobre cualquier ciclo es cero.

Se define el indice de un punto con respecto a un ciclo exacta-
mente en la misma forma que en el caso de una sola curva cerrada.
Tiene las mismas propiedades y ademis podemos formular Ia ley

aditiva, obvia pero muy importante, expresada por la ecuacidn
n(yi+yy a) =n(y, a) +nlyy a).
2. Conexidn simple—No hay la menor duda que todos los lec-
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tores sabrdn a qué nos referimos al hablar de una regién “sin agu-
jeros”. A tales regiones se les llama simplemente conexas, y es para
regiones simplemente conexas para las que el teorema de Cauchy
tiene validez universal. El lenguaje sugerente que hemos empleado
no puede sustituir a una definicién matemdtica, pero afortunadamen-
te se necesita muy poco para hacer que el término sea por completo
preciso. En efecto, una regién sin agujeros es obviamente aquella
cuyo complemento consta de una sola pieza. Venimos a parar asi a
la siguiente definicidn:

DEFINICION 1. Una region es simplemente conexa si su comple-
mento con respecto al plano completo es conexo.

Es ficil ver que un disco circular, un semiplano y una banda pa-
ralela son simplemente conexos. El tltimo ejemplo muestra la im-
portancia de tomar el complemento con respecto al plano completo,
pues el complemento de la banda en el plano finito evidentemente
no es conexo. La definicién puede aplicarse a regiones sobre la esfera
de Riemann, y esta es evidentemente la situacién mds simétrica. Sin
embargo, para nuestros propdsitos es mejor convenir que todas las
regiones se encuentran en el plano finito, a no ser que explicitamente
se diga lo contrario. De acuerdo con este convenio, el exterior de
un circulo no es simplemente conexo, ya que su complemento con-
siste en un disco cerrado y el punto del infinito.

TEOREMA 14. Una region Q es simplemente conexa si (y solo si)
n(y, a) =0 para todos los ciclos y en Q y todos los puntos a que no
pertenezcan a (1.

Esta nueva condicién es también muy sugerente. Afirma que
una curva cerrada en una regién simplemente conexa no puede ro-
dear a ningln punto que no pertenezca a la regién. Parece bastante
evidente que no se cumple esta condicién en el caso de una regién
con un agujero. y )

La necesidad de la condicién es casi trivial. Sea y un ciclo cual-
quiera en Q. Si el complemento de () es conexo, debe estar oosﬁmq,ao
en una de las regiones determinadas por y, v puesto que o pertenece
al complemento, este tiene que ser una regién no acotada. Por consi-
suiente, 7(y,a)=0 para todos los puntos finitos del complemento.

Para la demostracion precisa de la suficiencia es necesaria una
construecién explicita. Suponemos que el complemento de Q puede
representarse como la unién A+~ B de dos conjuntos cerrados dis-
juntos. Uno de estos conjuntos contiene a oo, y el otro es, por tanto,
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acotado; sea A el conmjunto acotado. Los conjuntos A y B tienen una
minima distancia § > 0. Recubramos todo el plano con una red de
cuadrados Q de lado << §/4/2. Tenemos libertad para elegir la red de
forma que un cierto punto a € A esté en el centro de un cuadrado.
La curva frontera de O se denotari por I'(Q); supondremos explici-
tamente que los cuadrados Q son
cerrados y que el interior de Q
queda a la izquierda de los seg-
mentos orientados que constitu-
yen I'(Q).
Consideremos ahora el ciclo

y=2T(0) (337

]

estando extendidas las sumas a to-
FiG. 3.8, dos los cuadrados Q; de la red
que tienen un punto comiin con A
(Fig. 3-8). Puesto que a estd contenido en uno (y solo en uno) de
estos cuadrados, es evidente que n(y,a)=1. Es obvio ademis que vy
no tiene parte comin con B. Pero si se efecttan las oportunas cance-
laciones, es también claro que y no tiene parte comin con A. En efec-
to, cualquier lado que corte a A es un lado comtn a dos cuadrados
incluidos en la suma [3-37], y puesto que las orientaciones son
opuestas, el lado no aparece en la expresién reducida de v. Por tanto,
v esta contenida en (), con lo que queda demostrado el teorema.
Observemos ahora que ¢l teorema de Cauchy no es valido cierta-
mente para regiones que no son simplemente conexas. En efecto, si
hay un ciclo y en 0, tal que n(y,a) # 0 para algiin a exterior a 0,
entonces 1/(z—a) es analitica en Q, mientras que su integral

&INHmﬂ.: (v, a) #0.

y I—d

3. Diferenciales exactas en regiones simplemente conexas.—De-
mostraremos ahora que el teorema de Cauchy se verifica en una re-
gion simplemente conexa arbitraria. Como consecuencia del teore-
ma 1, dnicamente necesitamos probar que f(z)dz es una diferencial
exacta. Se sabe que este es el caso cuando se trata de un disco
circular contenido en Q. Por tanto, hemos de probar que una dife-

til[

SEC. 3-4] FORMA GENERAL DEL TEOREMA DE CAUCHY 145

rencial que es exacta en un entorno de cada punto es también exacta
en toda la regidn (), con tal que Q sea simplemente conexa, En esta
forma, la afirmacién no estd limitada a diferenciales de la forma
fdz, y hemos preferido demostrar la siguiente proposicién:

TeOREMA 15. La diferencial p dx+ q dy, cuyos coeficientes estdn
definidos y son continuos en una regién simplemente conexa (), es
exacta en O si (y solo si) se verifica

‘. pdx+qdy=0
I(R)
para todo rectingulo R contenido en ().
Elegimos un punto z, € Q y definimos U(z) mediante

U = [pariqay,

donde o es una linea poligonal de z; a z, contenida en ) y de lados
paralelos a los ejes. Si pcdemos probar que Uiz) es independien-
te de la eleccién de o, de la misma forma que en la demostracién del
teorema 1 se deduce que dU/dx=p, dU dy=q. La diferencia v=
=0,-0; de dos lineas poligonales de z, a =z es una Iinea poligonal
cerrada en ) de lados verticales y horizontales, y tenemos que pro-
bar que la integral de p dx + g dy sobre y es cero.

Para la demostracién utilizaremos una red rectangular obtenida
mediante rectas paralelas a ambos ejes que pasen por tedos los vér-
tices de y (Fig. 3-9). Habrd algunos rectdngulos finitos R; y algunas
regiones no acotadas R’; que pueden considerarse como rectdngulos
infinitos. Puesto que no es preciso tener en cuenta el caso trivial de
que vy sea solo un segmento horizontal o vertical, podemos suponer
que hay al menos un rectdngulo finito R,.

Elijamos un punto g; del interior de cada R; y formemos ¢l ciclo

o= D, n(y, a)T(R,), [338]

i

donde la suma estd extendida a todos los rectingulos finitos; los
coeficiente n(7y, a;) estdn perfectamente determinados, pues ningin
a; puede estar en y. En la discusién que sigue haremos también uso
de puntos a’; elegidos del interior de cada R’;, aunque no son nece-
sarios para la construccién de .

AHLFORS.—10

5

ERd
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La eleccién de vy, definida por [3-38], estd dictada por un pro-
posito definido. Es evidente que n[T(R;),a] =1 si k=i, y cero si
¢ 7£1; andlogamente, n[T'(R;), d’;]=0 para todo j. Teniendo esto
en cuenta, en virtud de [3-38] tenemos que n(yg a;) =n(y, q) y

e e s ey

|
|
|
|

|

1

|

|

|
—_———

|

I
R

n{ye a’;) =0. Es también cierto que n(y,a’;) =0, pues evidentemente
el interior de R’; debe pertenecer a la regién no acotada determinada
pcr y. Hemos probado as{ que n(y-+vy,a) =0 para todo a=q,
y a=a’;

De esta propiedad de y -7, deseamos deducir que v, es idéntico
a y. Sea oy el lado comun de dos rectangulos adyacentes R;, Ry:
elegimos la orientacién de forma que R, quede a la izquierda de oy.
Supongamos que la expresién reducida de Y — Yo contiene el muilti-
plo co;. Entonces el ciclo ¥Y=Yo—cI'(R;) no contiene a oy, y se si-
gue que @; y a; han de tener el mismo {ndice con respecto a este ci-
clo. Por otra parte, los indices respectivos son, evidentemente, —c¢
y 0; en definitiva, se tiene que c=0. Se aplica el mismo razonamien-
to st o; es el lado comtin de un rectangulo finito R; y de uno infini-
to R’;. Habiendo al menos un rectdngulo finito, es claro que dos
rectangulos infinitos no pueden tener un lado finito comin, y hemos
demostrado de forma concluyente que Y—7vo debe ser idénticamente
cero. Esto significa que y puede representarse de la siguiente forma :

Y= :A\V\‘ vaﬁjﬂwmv. ﬁw|w©~
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Probaremos ahora que la representacion [3-39] es una represen-
tacién en €); con mds precisién, probaremos que los rectdngulos R,
cuyos coeficientes correspondientes n(y, a;) son diferentes de cero,
estdn contenidos en {. Esto es una consecuencia de ser () simple-
mente conexo. En efecto, supongamos que un punto « en el rectingu-
lo cerrado R; no estuviera en (). Entonces n(y,a) =0, de acuerdo
con el teorema 14. Por otra parte, el segmento determinado por a
¥ d; no corta a y; por consiguiente, n{y, a;) =n(y, a), en contradic-
cion con la hipdtesis de que n(y, a;) = 0.

Se sigue que la hipétesis del teorema 15 es de aplicacién a cada
I'(R;), lo que efectivamente ocurre en [3-39]. Tenemos, por tanto,
que

\.m dx'+q dx=0,
bd

con lo que queda probado el teorema. 5
La consecuencia mds importante es el teorema de Cauchy para
regiones simplemente conexas:

TEOREMA 16. Si f(z) es analitica en una region simpleniente
conexa (), se tiene entonces que

h:&&no

para todo ciclo vy en Q.
El corolario siguiente es de frecuente utilizacién :

COROLARIO.  Si f(z) es analitica y distinta de cero en una regidn
simplemente conexa (), se puede definir en O una rama analitica
uniforme de logf(z).

Por el teorema anterior la funcién f(z)/f(z) tiene una integral
indefinida F(z) en . La funcién f(z)e~ @ tiene entonces derivada
cero y debe reducirse a una constante. Eligiendo un punto z, € Q
y un valor arbitrario de log f(z,), tenemos que

eF(2) = F(z,)logf(z,) =f(z),

Yy, por tanto, es posible escribir log f(z) =F(z) — F(z) +Ao\m \AND‘ .
En las mismas circunstancias podemos también determinar una
rama uniforme de una potencia arbitraria f(z)#=e®loz/o),
4. Regiones miiltiplemente conexas.—La demostracién del teo-
rema 15 incluye mas de lo que ha sido enunciado. En realidad, la
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hipStesis de conexion simple se utilizé tnicamente para obtener que
n(y,a) =0 para todos los puntos a no pertenecientes a (). Para li-
neas poligonales particulares esta condicién pudiera muy bien verifi-
carse aun cuando la regién ) no fuera simplemente conexa. Hemos
demostrado, en efecto, que en una regidn arbitraria se verifica

\w dx +qdy=0
7

para cualquier linea poligonal cerrada -y que no rodee puntos exte-
riores; parece, pues, razonable esperar que este resultado no esté
limitado solo a lineas poligonales. Sin embargo, la transicién de
una linea poligonal de lados verticales y horizontales a un ciclo
arbitrario debe basarse en un razonamiento diferente, pues ya no po-
demos estar seguros de que la diferencial sea exacta.

Antes de seguir con esta demostracidn es conveniente dar un
nombre al tipo de ciclo que vamos a considerar.

DEFINICION 2. Un ciclo y en Q se dice homoldgico a cero con
respecto a §) si (y solo si) n(y,a)=0 para todos los puntos a no
pertenecientes g ().

Escribiremos simbdlicamente y ~ 0 (mod. ). Cuando esté claro
a qué regidon nos referimos, no es necesario que se mencione ( de
manera explicita. La notacidn vy, ~ vy, es equivalente a la y;—y, ~ 0.
Evidentemente, se pueden sumar y restar homologfas. Por otra par-
te, y ~0 (mod. ) implica y ~0 (mod. Q') para todo Q"D .

TEOREMA 17.
st se verifica

Si pdx+qdy es exacta localmente en Q, es decir

\‘v dx+qdy=0 [3-40]
7

para y=T (R}, siendo R cualquier rectingulo contenido en Q, en-
tonces se verifica [3-40] para todo ciclo y que sea homoldgico a cero
en (. .

Para demostrarlo basta probar que puede reemplazarse y por una
linea poligonal o de lados verticales y horizontales, tal que toda
diferencial exacta localmente tenga la misma integral sobre y y
sobre o. Esta propiedad .implica, en particular, que n(o, a) =n(y, a)
y, por consiguiente, que o ~ 0. La demostracién del teorema 15 se .
aplica a o, y podemos concluir que vy satisface la condicién [3-40].

SEC. 3-4] FORMA GENERAL DEL TEOREMA DE CAUCHY 149

Construimos ¢ como aproximacién de y. Sea Z p > 0 la distan-
cia de y al complemento de . Si la ecuacién de y es z=1z(¢),
a=t=b, la funcién z(t) es uniformemente continua en el intervalo
cerrado (a, b). Determinamos 8 >>0 tal que |z(£) —z(t')| <p para
t—t'| <8 y dividimos (g, b) en subintervalos de longitud <§.
Los arcos parciales correspondientes, que denotaremos por -y;, tienen
la propiedad de que cada y; esté contenido en un disco de radio P
totalmente contenido en Q. Los extremos de y; pueden unirse dentro
del mismo disco mediante una linea poligonal o, que consiste en
segmentos verticales y horizontales. Puesto que nuestra diferencial es
exacta en el disco, se tiene que

%w%?ﬁam@“ ﬂﬁ%ﬁ.@m@.
o, Y

v poniendo o= X ¢;, obtenemos
‘.mma+Q&QH %m dx + qdy,

lo que completa la demostracion.

El teorema 17 caracteriza los ciclos que son homolégicos a cero.
Hemos probado, en efecto, que si la integral sobre y se anula para
todas las diferenciales de la forma especial dz/(z —a) con a exterior
a {1, entonces se anula para todas las diferenciales localmente exac-
tas '. En particular se anula para las diferenciales de la forma f(z)dz,
siendo f(z) analitica en Q. Esta esla forma final y mis completa del
reorema de Cauchy.

TEOREMA 18. Si f(z) es analitica en ), entonces se verifica

TA.NV&NH

7y

para todo ciclo y que sea homoldgico a cero en Q.

Una region que no es simplemente conexa se llama multiplemen-
te conexa. Con mds precisién: se dice que Q es de oammxa/m/omso-
xion finito 7 si el complemento de (2 tiene exactamente £ componen-

%
' Como en las hipétesis del teorema 17, se dice que una diferencidl es

localmente exacta en una regién () si es exacta en algin entorno de cada
punto de .
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tes, y de orden de conexién infinito si el complemento tiene infinitas
componentes. En un lenguaje menos preciso, pero mis sugerente, una
region de orden n de conexidn se obtiene haciendo n agujeros en la
esfera de Riemann.

En el caso de orden de conexion finito, sean A,, A,, ..., A, las
componentes del complemento de ) y supongamos que oo pertenece
a A, Si vy es un ciclo arbitrario en (), podemos probar, lo mismo
que en el teorema 14, que n(y, a) es constante cuando a varfa sobre
una cualquiera de las componentes A; y que n(y,a)=0 en A,. Ade-
mas, reproduciendo la construccién utilizada en la demostracién del
mismo teorema, podemos hallar ciclos vy, i=1, ..., n—~1, tales que
nty,a)=1paraa € A;y n(y; a) =0 para todos los demds puntos ex-
teriores a f).

Para un ciclo dado y en £, sea ¢; el valor constante de n(vy,a)
para a € A, Se tiene que cualquier punto exterior a Q tiene indice
cero con respecto al ciclo y—cyy;—¢yys—... - Cy—1Yu-1. En otras pa-
labras: se verifica

Y ~CY1+CYr+ o T CmtYn-1.

Asi, pues, todo ciclo es homoldgico a una combinacidn lineal de los
ciclos vi, ¥a .-- Ynu—1- Esta combinacién lineal estd determinada de
manera Unica, pues si dos combinaciones lineales fueran homolégicas
al mismo ciclo, su diferencia seria una combinacién lineal homold-
gica a cero. Pero es claro que el ciclo ¢cry;+¢rys+ ..o+ CuerYu-1 TO-
dea c¢; veces a los puntos A;; por tanto, no puede ser homoldgico
a cero a no ser que todos los c; se anulen.

En vista de estas circunstancias, los ciclos yy, ¥z ..., Y.—1 se dice
que forman una base de homologia para la regidén Q. No es la tinica
base de homologia, pero por un teorema elemental de 4lgebra lineal
se puede concluir que todas las bases de homologia tienen el mismo
namero de elementos. Se tiene que toda regién con una base de ho-
mologfa finita tiene conexion finita, y que el ndmero de elementos
de la base es uno menos que la conexidn.

Por el teorema 18 obtenemos, para cualquier funcién analitica
f(z) en Q,

/ 2,

\.?N,NHDR\&N+DR\QN+:.+PTL. fdz.

n-1

Los niumeros

Pi= R.\&N

5 pbibadi
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dependen unicamente de la funcién y no de vy. Se les llama mddulos
de periodicidad de la diferencial fdz o, con menos precisién, los
periodos de la integral indefinida. Hemos hallado que la integral
de f(z) sobre cualquier ciclo es una combinacién lineal de los perio-
dos con coeficientes enteros, y que la integral a lo largo de un arco
desde z; a z estd determinada salvo multiplos aditivos de los perfodos.
La anulacidén de los periodos es una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de una integral indefinida uniforme.

Con objeto de ilustrar esto consideremos el caso extremadamen-
te sencillo de una corona circular, definida por r, <|z| <. El
complemento tiene las componentes |zi <r y [z{Zr,; incluimos los
casos degenerados r,=0 y r,=ox. La corona es doblemente conexa, y
una base de homologia esta formada por cualquier circunferencia
'z|=r, ry<<r <r. Si se denota esta circunferencia por C, cualquier
ciclo en la corona satisface la relacién y ~ nC, siendo n=n(vy, 0).
La integral de cualquier funcién analitica sobre un ciclo es un mul-
tiplo del periodo dnico

Z

JP= bﬁ dz,

cuyo valor es naturalmente independiente del radio r.

EJERCICIOS

1. Pruébese que la regién obtenida de una regién simplemente co-
nexa quitando m puntos es de orden de conexién m+1, y hdllese una
base de homologia.

2, Demuéstrese que las regiones acotadas determinadas por una
curva cerrada son simplemente conexas, mientras que la regiéon no acota-
da es doblemente conexa.

3. Pruébese que pueden definirse ramas analiticas uniformes de
logz, % y z% en cualquier region simplemente conexa que no contenga el
origen

4. Demuéstrese que puede definirse una rama mzmmmﬂm\sﬂm@% de

4/ 1—2? en cualquier regidén tal que los puntos +1 estén en la u:,w,am
componente del complemento. ¢(Cuéles son los valores posibles de

sobre una curva cerrada en la regién?
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3-5. El caleulo de residuos.—Los resultados de la seccién pre-
cedente han mostrado que la determinacién de integrales curvilineas
de funciones analiticas sobre curvas cerradas puede reducirse a la
determinacion de periodos. Bajo ciertas circunstancias resulta que
pueden hallarse los periodos con muy poco o ningtin cilculo. Es-
tamos asi en posesién de un método que en muchos casos nos per-
mite calcular integrales sin tener que recurrir a calculos explicitos.
Esto es de gran valor tanto en la préctica como para el desarrollo
posterior de la teoria.

Con objeto de hacer mds sistemdtico este método, Cauchy, el
fundador de la teorfa de la integracién compleja, introdujo un for-
malismo sencillo, conocido como el cilculo de residuos. Desde el
punto de vista adoptado en este libro, la utilizacién de los residuos
equivale esencialmente a una aplicacién de los resultados demostra-
dos en la seccidn 3-4 en circunstancias particularmente sencillas.

1. El teorema de los residucs.—Nuestra tarea inmediata es re-
visar resultados anteriores a la luz de los teoremas mis generales
de la seccién 3-4. Evidentemente, todos los resultados que se dedu-
jeron como consecuencias del teorema de Cauchy para un disco
siguen siendo vdlidos en regiones arbitrarias para todos los ciclos que
sean homoldgicos a cero. Asi, p. ej, y esta aplicacién es tipica, la
formula de la integral de Cauchy puede expresarse ahora de la si-
guiente forma:

St f(z) es analitica en una regidn Q, entonces se tiene

1 (f(z)dz
nly,a)fla) =——- | ———
2m Y, z—aq
para todo ciclo vy que sea homologico a cero en Q.

La demostracién es una repeticién de la del teorema 6. En rela-
cion con ello sefialemos que ya no es necesario, naturalmente, dar
una demostracién separada del teorema 16 cuando existen singulari-
dades evitables. En efecto, nuestra discusién del comportamiento
local ha puesto va en evidencia que pueden ignorarse todas las sin-
gularidades evitables.

Volvemos ahora a la discusién de una funcidn f(z), que es ana-
litica en una regién ), excepto por singularidades aisladas. Como
una primera orientacion, supongamos que Unicamente hay un ntimero
finito de puntos singulares, a los que denotaremos por a;, as, ..., a,
La regién obtenida al excluir los puntos g; se denotarda por (.

[cap. 3

oo

by

e e S
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Para cada ¢; existe un ;> 0 tal que la regidn doblemente conexa
0 <|z—a;] < §; estd contenida en . Tricese una circunferencia C i
de centro a; y radio menor que §;, y sea

P,— b:uin [3-441]

el correspondiente periodo de f(z). La funcién particular 1/(z—a;)
tiene perfodo 27i. Por tanto, si ponemos R;=P;/27i, la combinacién

R;
flz) ———

IQ\.

tiene un periodo nulo. La constante R; que hace posible este resul-
tado se denomina residuo de f(z) en el punto a. Repetimos la defi-
nicién en la forma siguiente:

DEFINICION 3. El residuo de f(z) en una singularidad aislada a
es el unico nimero complejo R que hace que f(z) —R/(z~a) sea la
derivada de una [uncidn analitica uniforme en wna corona circular
0<|z—-a| <.

Es cémodo utilizar las notaciones R =Res..f(z), que se explican
por si mismas.

Sea y un ciclo en ' que es homolégico a cero con respecto a
Q). Entonces v verifica la homologia siguiente:

.V\ ~ M n ﬁ\vxw Qs.vﬁ\v

!

con respecto a {)'; en efecto, podemos comprobar facilmente que los
puntos a;, al igual que todos los puntos exteriores de tienen el
mismo orden con respecto a ambos ciclos. En virtud de/la homologia
cbtenemos, con la notacién [3-41], la siguiente mm:&a%a“

//
N

Rw P= M:@. a) P,
4 j
v puesto que P;=2mi-R;, se tiene por ultimo

L [faz= Y n(y,a)R,.

2mi 7/,

P ————r
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Este es el teorema de los residuos, excepto por la hipStesis res-
trictiva de que solo hay un nimero finito de singularidades. En el
caso general necesitamos tan solo probar que n(vy, a;) =0, excepto
para un nimero finito de puntos a;, pues entonces se puede aplicar
la misma demostracién. La afirmacién se deduce mediante un razo-
namiento rutinario. El conjunto de todos los puntos a con n(y, a) =0
es abierto y contiene todos los puntos exteriores a cierto circulo. El
complemento es, por tanto, un conjunto compacto, y como tal no
puede contener mds que un nimero finito de puntos aislados a;.
Por consiguiente, n(vy, a;) 70 tinicamente para un nimero finito de
puntos singulares, con lo que hemos probado el teorema siguiente:

TEOREMA 19. Sea f(z) analitica excepto por singularidades aisla-
das a; en una region Q. Entonces se verifica

1
2 fzraz= D ny,a) Res... f(2) [3-42]

271 7, :

!

para cualquier ciclo y que sea homoldgico a cero en Q) y no pase por
ninguno de los puntos a;.

En las aplicaciones se presenta frecuentemente el caso en que cada
n(vy, a;) es o cero o uno. Tenemos entonces sencillamente

[ fz)dz= D Res.uf(2),

2w 7y

donde la suma estd extendida a todas las singularidades encerradas
por .

El teorema de los residuos apenas tiene interés prictico si no se
dispone de algiin procedimiento sencillo para determinar los residuos.
Para singularidades esenciales no existe ningin procedimiento de
valor prictico, y asi no es sorprendente que sea utilizado relativa-
mente poco el teorema de los residuos cuando existen singularidades
esenciales. La situacién es por completo diferente con relacién a los
polos. Una sola mirada al desarrollo

f(z)=Bu(z—a) "+ ...+ Bi(z—a) ' +¢(z)

es suficiente para darse cuenta de que el residuo es igual al coeficien-
te Bi. En efecto, cuando se omite el término B;(z—a)~}, el resto es

sy
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evidentemente una derivada. Puesto que la parte principal en un
polo siempre se da o puede hallarse ficilmente, tenemos as{ un mé-
todo muy sencillo para hallar residuos.

Para polos simples el método es todavia mas inmediato, pues
entonces el residuo es igual al valor de la funcién (z—a)f(z) para
z=a. Asi, p. €j., se pide hallar los residuos de la funcién

mt =t ",
(z—a)(z-D)

en los polos a y b7 a. El residuo en a es obviamente ¢*/(a-b), y el
residuo en b es ¢’/(b-a). Si b=a, la situacién es ligeramente mads
complicada. Debemos entonces desarrollar e por el teorema de Tay-
lor en la forma e*=e'+e%(z—a)+f,(z)(z-a)® Dividiendo por
(z—a)? hallamos que el residuo de ¢°/(z—a)? en z=a es e

Observacion: En la presentacién del teorema de Cauchy, la
férmula de la integral y el teorema de los residuos segun lineas mds
clésicas no se hace menciéon de la homologfa, ni se utiliza explicita-
mente el concepto de indice. En su lugar, se supone que la curva y
a la que se aplican los teoremas constituye la frontera completa de
una subregién de Q y se elige la orientacién de forma que la subre-
gién quede a la izquierda de . En los textos rigurosos se dedica
un gran esfuerzo a la demostracién de que estos conceptos intuitivos
tienen un significado preciso. La objecién principal a este procedi-
miento es que precisa conceder tiempo y atencién a cuestiones de-
licadas que son secundarias en comparacién con los temas princi-
pales.

Con el punto de vista general adoptado por nosotros es todavia
posible, y en realidad bastante ficil, aislar el caso clésico: Todo lo

que se necesita es aceptar la siguiente definicion:  /

|

DEFINICION 4. Se dice que el ciclo y acota la Em@: Q si (y solo
si) n(y, a) estd definido y es igual a 1 para todos los puntos a € Q
y no estd definido o es igual a cero para todos los puntos a no per-
tenecientes a (.

Si y acotaa  y si Q+y estd contenido en una regién mayor ',
entonces estd claro que y es homoldgico a cero con respecto a {'.
Los enunciados siguientes son, por tanto, consecuencias triviales de
los teoremas 18 y 19:

ia

i
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Si y acota a O y f(z) es analitica en el conjunto Q2+, entonces
se verifica

para todo z €1,

Si f(z) es andlitica en Q +vy, excepto por singularidades aisladas
en L, se tiene que

F.?ANKHM?MEE
2 7, , !
J

estando extendida la suma a todas las singularidades a; € Q.

Obsérvese que un ciclo y que acote a ) debe contener el conjunto
de puntos frontera de . En efecto, si z, pertenece a la frontera de Q,
entonces todo entorno de z, contiene puntos de Q y puntos no perte-
necientes a (1. Si en tal entorno no hubiera puntos de v, n(y, z) es-
taria definido y serfa constante en el entorno. Esto contradice a la
definicién y, por tanto, todo entorno de z, debe tener parte comtn
con y; puesto que vy es cerrado, z, debe pertenecer a Y.

El reciproco del enunciado anterior no es cierto, pues un punto
de vy pudiera tener un entorno sin parte comtn con Q. Normalmen-
te se tratarfa de elegir y de forma que fuera idéntico a la frontera

de ), pero para el teorema de Cauchy y las consideraciones rela-

cionadas con él esto no es necesario.

2. Principio del argumento.—La férmula de la integral de Cauchy

puede considerarse como un caso especial del teorema de los resi-
duos. En efecto, la funcién f(z)/(z—a) tiene un polo simple en a con
residuo f(a), y al aplicar [3-42] resulta la f6rmula de la integral.

Otra aplicacién del teorema de los residuos aparecia en la demos-
tracién del teorema 10, que sirve para determinar el nimero de ceros
de una funcién analitica. Para un cero de orden 4 podemos escribir
flzv=(z—a)fu(z), con fi(a) 3 0, y obtener f'(z) =h(z—a) ', (z) +
+{z—a)*f,(z). Por tanto, f (z)/f(z) =h/(z—a)+{n(z)/fulz), ¥ ve-
mos que f'/f tiene un polo simple con residuo k. En la formula
[3-30] se tiene en cuenta este residuo mediante una correspondiente
repeticién de términos.

Podemos ahora generalizar el teorema 10 al caso de una funcién
meromorfa. Si f tiene un polo de orden 4, hallamos mediante el mis-
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mo célculo anterior, con —h reemplazando a k, que f'/f tiene el resi-
duo —A. Resulta el siguiente teorema:

TEOREMA 20. Si f(z) es meromorfa en QO con los ceros a; y los
polos by, se tiene entonces que

1 f{z) )
2 2, flz) -JM:?ﬁT

!

n(y, be) [3-43]

=~ [

para todo ciclo y que sea homoldgico a cero en Q y no pase por
ninguno de los ceros ni de los polos.

Se ha de entender que los ceros y los polos mdltiples se han de
repetir tantas veces como indica su orden; las sumas en [3-43] son
finitas.

Al teorema 20 se le suele llamar usualmente el principio del ar-
gumento. El nombre se refiere a la interpretacién del primer miem-
bro de [3-43] como n(T,0), siendo T el ciclo imagen de v. Si T
estd en un disco que no contiene al origen, entonces n(T, 0) =0.
Esta observacidn es la base del corolario siguiente, conocido como
el teorema de Rouché:

COROLARIO.  Sea y homoldgico a cero en O, y tal que n(y, z) sea
cero 0 uno para cualquier punto no perteneciente a vy. Supongamos
que f(z) y g(z) son analiticas en Q y satisfacen la desigualdad
If(z) —g(=)| < [f(z)| sobre y. Entonces f(z) y g(z) tienen el mismo
nimero de ceros encerrados por .

El supuesto implica que fi(z) y g(z) no tienen ceros sobre v-
Ademds, satisfacen la desigualdad

=) )<
f(z)

ga

|
_

sobre y. Los valores de F(z)=g(z)/f(z) sobre v estdn, pues, conte-
nidos en el disco abierto de centro 1 y radio 1. Al aplicar el teore-
ma 20 a F(z), tenemos que n([, 0) =0, de donde se deduce la afir-
macion.

Una aplicacion tipica del teorema de Rouché serfa la siguiente.
Supongamos que se desea hallar el niimero de ceros de una funcién
f(z) en el disco |z =R. Utilizando el teoretma de Taylor, podemos
escribir

\ANV ”w«~\~ANv +N=~H:ANV_

.l =
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siendo P,_; un polinomio de grado n— 1. Para un n adecuadamente
elegido pudiera ocurrir que seamos capaces de demostrar la des-
igualdad R"|f.(z)| < |P.-1(z)| sobre |z|=R. Entonces f(z) tiene e}
mismo nimero de ceros en |zZ|=R que P,_((z), y este nimero puede
determinarse mediante una solucién aproximada de la ecuacién poli~
némica P,_,(z) =0,

Se puede generalizar el teorema 20 de la siguiente manera. Si
f(z)
f(z)

hgia) en un cero q de orden A, y el residuo —kg(a) en un polo. Qb-
tenemos asi la siguiente férmula

L r  flz)
R

g(z) es analitica en Q, entonces g(z) tiene coma residuo

dz= ) n(y,q)gla) = Y nly, bg(by. [3-M]

! k

Este resultado es importante para el estudio de la funcién inver-
sa. Con las notaciones del teorema 11 sabemos que la ecuacién
flz)=w, Jw—wi <5 tiene n raices z;(w) en el disco |z—1z,| <e.
Si aplicamos [3-44] con g(z)=z, se obtiene

L1 f'(2)
MNLSVH 57 \ ENVNIS z dz.

[3-45}
T

=1 K==

Para n=1 la funcién inversa {~'(w) puede asi representarse explici~
tamente por

f~Hw) =

zdz.

1 R f(z)
2l _,|é~nm2Nv —w

Si se aplica [3-44] con g(z) =z™, la ecuacién [3-45] es reemplazada
por

MN\ASVEH H. \ [ z"dz.

i=1 2 == AL :Nv -w -

No es dificil demostrar que el segundo miembro representa una fun-
cion analitica de w para |t —w,| < &. Asi, las sumas de las potencias
de las rafces z;(w) son funciones analiticas uniformes de w. Pero es
bien conocido que 1as funciones simétricas elementales pueden expre-
sarse como polinomios en sumas de potencias. Por tanto, también

ilrlllﬂ
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son analiticas, y tenemos que las z;(w) son las rafces de una ecuacién
polinémica
2"+ a(w)z" .t a,- (W)z + a,(w) =0,

cuyos coeficientes son funciones analfticas de w en A8|§, < 8.

3. Cdlculo de integrales definidas—FEl célculo de residuos pro-
porciona una herramienta eficaz para el cilculo de integrales defi-
nidas. Es particularmente importante cuando resulta imposible hallar
explicitamente la integral indefinida, pero aun cuando los métodos
ordinarios del cdlculo puedan aplicarse, la utilizacién de residuos es
un artificio que frecuentemente ahorra trabajo. El hecho de que el
cilculo de residuos da integrales complejas en lugar de integrales
reales no es una desventaja. Pues evidentemente el cdlculo de una
integral compleja es equivalente al cilculo de dos integrales defi-
nidas. :

Existen, sin embargo, algunas limitaciones serias, y el método no
¢s precisamente infalible. En primer lugar, el integrando debe estar
estrechamente relacionado con alguna funcidén analitica. Este no es
un inconveniente muy grave, ya que generalmente solo necesitamos
integrar funciones elementales, y todas ellas pueden prolongarse il
dominio complejo. Es mucho mds serio el hecho de que la técnica de
la integracién compleja se aplica Unicamente a curvas cerradas, mien-
tras que una integral real estd siempre extendida a un intervalo.
Debe utilizarse un artificio especial con objeto de reducir el problema
a otro referente a la integral sobre una curva cerrada. Esto se logra
hacer de varias maneras, pero todas se aplican en circunstancias algo
especiales. La técnica puede aprenderse siguiendo algunos ejemplos
tipicos, pero incluso un dominio completo de la misma no garantiza
el éxito.

1) Todas las integrales de la forma

27
[ Ricos6, sen 6)ds, [3-46]
0

donde el integrando es una funcién racional de cos @ y de sen 6,
pueden calcularse ficilmente por medio de residuos. Naturalmente
también es posible calcular estas integrales por integracién explicita,
pero esta técnica es generalmente muy laboriosa. Es natural efectuar
la sustitucidn z=e', que transforma inmediatamente [3-46] en la




160 INTEGRACION EN EL CAMPO COMPLEJO

integral curvilinea

A ) )

/ 2\ -

|z|=t

Queda tnicamente la determinacidon de los residuos correspondientes
a los polos del integrando interiores al circulo unidad.
Como un ejemplo calculemos la integral

u&m
[
o @a-+cosf

Esta integral no estd extendida al intervalo (0, 27), pero puesto que
cos § toma los mismos valores en los intervalos (0,7) y (1, 2m), es
claro que la integral desde 0 a 7 es la mitad de la integral desde 0
a 2. Teniendo esto en cuenta, hallamos que la integral es igual a

% dz
) -
o Bt2az+1

El denominador puede descomponerse en factores (z-—a)(z-pS),
donde tenemos a=—a+ V@ -1, mH!ale\a|N)|H. Evidentemente,
jal <1, |B|>1,y el tesiduo en a es 1/(a—B). Se halla que el va-
lor de la integral es m/y/a —1.

2) Una integral de la forma

.\\awﬁav&a

converge si (y solo si) en la funcién racional R{x) el grado del de-
nominador es por lo menos dos unidades mayor que el grado del
numerador y si ningin polo estd en el eje real. El procedimiento
tipico es integrar la funcién compleja R(z) sobre una curva cerrada
consistente en el segmento (-p, p) y la semicircunferencia desde
p a —p, en el semiplano superior. Si p es suficientemente grande,
esta curva encierra a todos los polos del semiplano superior, siendo
la integral correspondiente igual a la suma de los residuos en el se-
miplano superior multiplicada por 27i. Cuando p ->oc, un cdlculo
obvio muestra que la integral sobre la semicircunferencia tiende a
cero y obtenemos

%W%Ai&xn?i M_Wmm R(z).

¥ >0
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3) Puede aplicarse el mismo método a una integral de la forma
x -
\ R(x)e"dx, [3-47]
—X
cuyas partes real e imaginaria determinan las importantes integrales

[7R(x) cos x ax, [ Rix) sen x . [3-48]

Puesto que |e”|=e~ estd acotada en el semiplano superior, podemos
concluir nuevamente que la integral sobre la semicircunferencia tien-
de a cero con tal que la funcién racional R(z) tenga un cero de al
menos orden 2 en el infinito. Se obtiene

©
R R(x)e"dx=2mi ). ResR|(z)e".
- y>0
Es menos obvio el que se verifique el mismo resultado cuando
R(z) tiene solo un cero simple en el infinito. En este caso no resulta
conveniente utilizar semicircunferencias. En primer lugar, no es facil
calcular la integral sobre la semicircunferencia, y en segundo lugar,
aun cuando pudiéramos hacerlo habrfamos probado iinicamente que
Ia integral

\;mmav&ia

P

sobre un intervalo simétrico tiene el limite deseado para p — 2. En
realidad lo que deseamos es, naturalmente, probar que

X
R(x)edx

=%e

tiene limite cuando X, y X, tienden independientemente a infinito.
En los ejemplos anteriores no se suscitaba esta cuestién a causa de
que estaba asegurada de antemano la convergencia de la integral.
Para demostrarlo integramos sobre ¢l perimetro de un rectdngulo
de vértices X, X, +1Y, - X, +iY, —X|,siendo Y > 0. Si X;, X, ¢ Y
son suficientemente grandes este rectdngulo contiene todos los polos
del semiplano superior. De acuerdo con las hipdtesis |ZR(z)| esta

\HLFORS.—11
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acotado. Por tanto, la integral sobre el lado vertical derecho es, salvo
un factor constante, menor que

Se puede calcular explicitamente Ja dltima integral y se halla que es
menor que uno. Por consiguiente, la integral sobre el lado vertical
derecho es menor que una constante multiplicada por 1/X,, y se halla
un resultado correspondiente para el lado vertical izquierdo. La in-
tegral sobre el lado horizontal superior es evidentemente menor que
e”"(X,+X,)/Y multiplicado por una constante. Para X, v X, fijos
tiende a cero cuando Y — N, y se concluye que

<A(z+=),

\. m; e“dy - MWmm% (z)e= XX,

¥>0

donde A es una constante. Esta desigualdad prueba que

%‘ R (x)ei*dx = 2mri M Res R(z) e

y>0

con la unica condicién de que R (oo) =0.

En la discusién hemos supuesto ticitamente que R(z) no tenia
polos en el eje real, pues de otra forma la integral [3-47] no tendria
significado. Sin embargo, una de las

Akl L ¥ integrales [3-48] pudiera muy bien
existir, a saber: si R(z) tiene polos
simples que coincidan con ceros de
senx O cos¥. Supongamos, p. e€j.,
que R(z) tiene un polo simple en
£=0. Entonces la segunda integral

r..w de [3-48] tiene sentido y hay n:a
e, calcularla.

Utilizamos el mismo método que
anteriormente, pero ahora usaremos un camino que evite el ori-
gen siguiendo una pequefia semicircunferencia de radio § en el se-
miplano inferior (Fig. 3-10). Es facil ver que esta curva cerrada
encierra los polos del semiplano superior, el polo en el origen y

[cap. 3
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ninguno mds, siempre y cuando X, X, Y sean suficientemente gran-
des y 8 suficientemente pequeino. Supongamos que el residuo en
cero es B, asi que podemos escribir R(z)e“=B/z + Ry(z), siendo
Ryi(z) analitica en el origen. La integral del primer término sobre
la semicircunferencia es #iB, mientras que la del segundo tiende a
cero con 8. Es obvio que se obtiene el resultado

)
:BR R R(x)edx = NiMwaz (z)e+ 1B g

620 "7F ¥>0
El limite del primer miembro se denomina valor principal de Cauchy
de la integral; existe aunque la integral no tenga significado de por
si. Observemos que en el segundo miembro se ha incluido la mitad
del residuo en el punto cero; esto equivale a contar medio polo
como perteneciente al semiplano superior.

En el caso general, cuando hay varios @o_om en el eje real, ob-
zenemos

V. pr. \, vam:&aHNamMWmm %Amvmn+iMwmm R(z)e",

- y>0 y=0
donde las notaciones se explican por s{ mismas. Es una hipdtesis
esencial la de que todos los polos sobre el eje real sean simples, y
debemos suponer como antes que R (oo) =0.

Como ejemplo mads sencillo tenemos que

Q:.
<.E. % |&aﬂr
- X

Separando las partes real e imaginaria observamos que la parte real
de la ecuacién es trivial como consecuencia del hecho de ser impar
el integrando. En la parte imaginaria no es necesario tomar el valor
principal, y puesto que el integrando es par hallamos que

o0
sen x ™
\ —_—dr=—
¢ X 2

Hacemos constar que las integrales que contienen un factor cos" x
0 sen"x pueden calcularse mediante la misma técnica. En efecto,
sabemos expresar estos factores como combinaciones lineales de

iy
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términos cosmx y sen mx, y las integrales correspondientes pueden
reducirse a la forma [3-47] por un cambio de variable:

\\%wg ems dx = w RMMN A w V e dx.

—-X

4) La categorfa siguiente de integrales tiene la forma

R&oamm (x)dx,

0

donde el exponente « es real y puede suponerse perteneciente al
intervalo 0 <<« << 1. Para la convergencia R(z) debe tener un cero
de al menos orden 2 en oo, y a lo sumo un polo simple en el origen.
El nuevo cardcter distintivo es el hecho de que R(z)z* no es
uniforme. Esta es, sin embargo, precisamente la circunstancia que
hace posible el cdlculo de la integral desde 0 a o
El procedimiento mds sencillo consiste en empezar con la sustitu-
cién x=¢?, que transforma la in-
tegral en

2 % 2R (12 dt.
0

Para la funcién z% podemos ele-
gir la rama cuyo argumento estd
comprendido entre —ma y 3ma;
estd bien definida y es analitica
en la region obtenida al omitir el eje imaginario negativo. Siempre y
cuando evitemos el eje imaginario negativo, es posible aplicar el teo-
rema de los residuos a la funcién z#*+!'R(z?). Utilizaremos una curva
cerrada consistente en dos segmentos a lo largo de los ejes positivo
y negativo, mds dos semicircunferencias en el semiplano superior, una
muy grande y otra muy pequefia (Fig. 3-11). Teniendo en cuenta
nuestras suposiciones, es facil probar que las integrales sobre las se-
micircunferencias tienden a cero. Por tanto, el teorema de los resi-
duos nos da el valor de la integral

FiG. 3-11.

\( HE+_NAN~V&N“ \XﬁNNp.I+ A|NVS+JWANNV&N.

—oC

S
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Sin embargo, (—z)®=e*z% y la integral es igual a
g y

e~
:._.mma_.nv‘\. z2+IR (z2)d z.
0

Puesto que el factor fuera de la integral es distinto de cero, estamos
finalmente en condiciones de hallar el valor de la integral deseada.

El calculo exige la determinacién de los residuos de z**'R(z?)
en el semiplano superior. Estos son los mismos que los residuos de
z%R(z) en todo el plano. Para fines prdcticos pudiera ser preferible
no utilizar ninguna sustitucién previa e integrar la funcién z*R(z)
sobre la curva cerrada que
aparece en la figura 3-12.
Debemos entonces utilizar
la rama de z% cuyo argumen-
to estd comprendido entre
cero v 2ma. Este método
necesita alguna justificacion,
pues no se ajusta a las hi-
pétesis del teorema de los
residuos. La justificacién es
trivial.

5) Como ejemplo final
calcularemos la integral es-
pecial

a
% log sen # db. FiG. 3-12.

0

Consideremos la funcién 1—e¥<= —2iefsen z. De la representacion
l—e¥z=1—e ¥(cos2x+isen 2x) hallamos que la funcién es real
y negativa unicamente para x=nm, y<0. En la region obtenida omi-
tiendo estas semirrectas la rama principal de log (1 — ¥} es, por tan-
to, analitica y uniforme. Aplicamos el teorema de Cauchy al rec-
tangulo cuyos vértices son 0, m, m+iY e Y; sin embargo, los puntos
0 v o han de ser evitados, y lo hacemos siguiendo pequefios cua-
drantes circulares de radio o.

A causa de la periodicidad, las integrales sobre los lados verti-
cales se anulan unas con otras. La integral sobre el lado horizontal
superior tiende a cero cuando Y ->oo. Por dltimo, las integrales
sobre los cuadrantes puede verse también que tienden a cero cuan-
do 8>0. En efecto, ya que la parte imaginaria del logaritmo

s
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estd acotada, necesitamos tnicamente considerar la parte real. Pues-
to que e tiene como derivada en el origen 2, hallamos que
|1 —e*|/|z| = 2 para z—> 0. Por consiguiente, solo necesitamos pro-
bar que Slogd tiende a cero con 8. Para no dejar este estudio in-
completo incluimos una demostracién de este hecho elemental. Es-
tudiando la derivada hallamos que la funcién ¢ log (e/t) es crecien-
te para t=e€/e. Para 8 < ¢/e tenemos asi que &log (¢/8) < e/e. Si
elegimos € <1 y hacemos que 8 satisfaga la condicién adicional
8 < €/[elog (1/€)], tenemos que &log (1/8) < 2¢/e, y esto prueba
que lim & log (1/8) =0.

>0
La misma demostracién se aplica en las proximidades del vér-
tice m, y obtenemos

Fid
[T10g (- 2ie sen x)dx =o.
1]

Si elegimos log e*=ix, la parte imaginaria estd comprendida entre
0 y @. Por consiguiente, con objeto de obtener la rama principal con
parte imaginaria comprendida entre —m y ar, tenemos que elegir
log (—¢) = — i 2. La ecuacién puede escribirse ahora en la forma

2 &3 7\ .
log 2— A VN.+ lo mmna&HLwAvlvNHo.
mlog 2 \ g .

y se obtiene que

T
\ log sen x dx = —r log 2.
0

EJERCICIOS

Calciilense las integrales siguientes por el método de los residuos :

=2 dx
1. R. _— a> 0.
¢ a-+sen?x
9 %8 x2dx
T Uy xt 4622413
3 R ¥—x+2 _FoxEv2
. x.
o Rfr 10x2+9
4. \ a real.
0 HN:TQNVu

N el ey Ty R i
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Znomu
l,&&. n:ww_.
0 22 +h~

RK x sen x dx
0

, 4 real
al+a2

me:aa
R lnllma_»vo.
0 x?

<
R (1 +x2)-2log x dx.
0

dx

xl+a

R log (1 +x2) < a<2).
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CAPITULO IV

SUCESIONES

4-1. Sucesiones convergentes.—Una sucesién de ntimeros com. -
plejos ay, ay ..., a., ... puede considerarse como una funcién de ung -
variable independiente n que toma solo valores enteros. El caso de
las sucesiones queda asi sumergido dentro del caso general de las

funciones definidas en un subconjunto del eje real. Sin embargo, no
tiene ningun mérito especial el adoptar este punto de vista general,
Por el contrario, estamos mucho més interesados en hacer resaltar
las caracteristicas especiales de las sucesiones, que las hacen par-
ticularmente sencillas y ttiles.

En la teoria de funciones es de primordial importancia la consi-

deracién de sucesiones funcionales. Leyes especiales para la forma-

cién de sucesiones dan lugar a las series y a los productos infinitos.
Uno de los objetivos es el de la representacidon de funciones analiti-
cas mediante series o productos infinitos. Tales representaciones son
bastante explicitas, pudiendo esperarse por esta razén que revelen
propiedades importantes de las funciones.

L. Sucesiones fundamentales.—La sucesién {a,} tiene el l{mite
A si para todo € > 0 existe un 7, tal que \a,— Al < e para n>n.
Una sucesidn con limite finito se dice convergente, y cualquier su-
cesidbn que no es convergente es divergente. Si lim a,—o0, se dice
que la sucesidn diverge a infinito. e

Solo en casos excepcionales puede probarse la convergencia de
una sucesion mostrando su l{mite; asf, pues, es extremadamente
importante tener a nuestra disposicién un método que nos permita
probar la existencia de un limite independientemente de que pueda
0 no ser determinado de manera explicita. El criterio que sirve para
este propésito lleva el nombre de Cauchy. Se dird que una sucesidn
es fundamental, o sucesion de Cauchy, si satisface la condicién si-
guiente: dado un € > 0 cualquiera, existe un n, tal que la,—a,| <e
siempre y cuando 1 > n, y m > n,. Como consecuencia de esta de-
finicién tenemos:

Una sucesion es convergente si (y solo si) es fundamental.

168
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La necesidad de la condicidn es casi trivial. Si a, > A, podemos
hallar un 7, tal que |a,— A| <e/2 para n>n, Para m, n>n, se
sigue por la desigualdad triangular que |@,— dun| = [d,~ A] +|a, ~A|<<
< e La suficiencia estd naturalmente relacionada muy estrechamen-
te con la definicién de numero real; de hecho, una de las formas
de introducir los niimeros reales es postulando la suficiencia de la
condiciéon de Cauchy. En nuestra exposicién, el procedimiento
mds natural es basar la suficiencia en el teorema de Bolzano-Weier-
strass (Cap. II, Sec. 2-2, 3, teorema 6). En primer lugar, la condicidén
de Cauchy implica que los nimeros g, estin acotados. En efecto, si
dichos nimeros no estuvieran acotados podriamos hallar, para todo #,
un m > n tal que !a,| > {a,|+ 1y, por tanto, |a,—a,| > 1; esto con-
tradice a la condicién de Cauchy para e=1. Podemos, pues, suponer
que |a,/=M para todo n. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass
existe un punto Ifmite A. La definicién de punto limite implica que
\a,~ A <e/2 para infinitos valores de n. Sea 7, el que por la con-
dicién de Cauchy corresponde al nimero positivo €/2. Elijamos un
n > n, fijo con wazlk»_ <(€/2 y sea m un entero cualquiera > .
Entonces |a,,~ A =|a,-a, +!a,—A] <e con lo que hemos demos-
trado que lim g,=A.

1n—>xx

Una aplicacién muy sencilla se refiere a la comparacién de dos
sucesiones {a,} y {b.}. Si es cierto que |b,,—b,|=la, —a.| para to-
dos los pares de subindices, se puede denominar a la tltima sucesién
una contraccion de la primera. Satisfecha esta condicidén, si {a.,}
es fundamental, es evidente que {b,} también es fundamental. Por
tanto, si {a,} converge, lo mismo le ocurre a {b,).

Una serie es una suma infinita formal

A+t +a+ ... [4-1]
Asociada a esta serie estd la sucesién de sus sumas parciales
Sp=a1+ Ayt o+ e

Se dice que la serie es convergente si (v solo si) la sucesién corres-
pondiente es convergente, y en este caso el limite de la sucesién
es la suma de la serie.

Aplicado a una serie, el criteric de Cauchy da la siguiente con-
dicién : la serie {4-1] converge si (y solo si) para todo € > 0 existe
un 7, tal que (@, + g1 + ... +duy,| << € para todo n > n, y p=0. Para

e A SO A
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p =0 hallamos, en particular, que |a,| <<e. Por consiguiente, el tér- una sucesién {x,} es cerrado (cf. Cap. II, Sec. 2-2, 1, Ej. 7). Si los
mino general de una serie convergente tiende a cero. Esta condicidn numeros x, estan acotados, lo mismo ocurre con el conjunto de los
es necesaria; pero, naturalmente, no es suficiente. limites. Mds atn: por el teorema de Bolzano-Weierstrass (Cap. II,

Si se omite un nimero finito de términos de la serie [4-1], la Sec. 2-2, 3, teorema 6), el conjunto de los limites no es vacio. En el
nueva serie converge o diverge junto con [4-1]. En el caso de con- caso real podemos, por tanto, aplicar el teorema 2 del capitulo II,
vergencia, sea R,, la suma de la serie que empieza con el término a,,-,. seccion 2-2, 2, y hallamos que existe un limite mayor que todos A
Entonces la suma de toda la serie es S=s,+R,. y un limite menor que todos a. Se les llama, respectivamente, limite

La serie [4-1] puede compararse con la serie superior y limite inferior de la sucesién {x,}, y se denotan por

|+ a] + o+ la| [4-2] lim supx,=A, Iminfx,=a
n—>x n>o0
formada por los valores absolutos de los términos. La sucesién de
sumas parciales de [4-1] es una contraccién de la correspondiente 0, mediante esta otra notacidn,
sucesion de _HRTMOH_. pues T~:+Q:+~ 9P 0 0o +Q=+m_ M _QL + _Q:+L R ‘Q:me o — .
Por tanto, la convergencia de [4-2] implica la de la serie original limx,=A, lmx,=q.
. . a & b
[4-1]. Una serie con la propiedad de que la serie formada por los n e
valores absolut 1 Srmyi A . -2 . . 0/ q :
S ; 0s de los términos converge se llama absolutamente Si la sucesién no estd acotada, existe una subsucesién que tiende &

convergente.

a +o0 o una que tiende a — o Estos limites impropios se comparan i

. Subsucesi .—En el 1 ién 2- Na- .. T S
. 2 d S Nvmz.th;Mm 4 :Hm omw :M_o H.H wﬁmmmﬁos 22, W. Emwmﬂom.%\m mW/m con los limites ordinarios, si existen, y el mayor y el menor de los
e u . Re- i g : A
mmado sucesiones desde el punto de vista de Sus punios fimates. Re limites teman nuevamente los nombres de limite superior y limite

SIREEIILE GUIS ) @3 O @.::8 limite Q.m H.m sucesion {xa) si (y solo si) inferior, respectivamente. Si se toman en cuenta los valores +oc, se _"
ﬁomo.mmﬁoao. de y contiene x, para infinitos valores de r. Con esta concluye asi que toda sucesién tiene un limite superior y otro inferior.

condicién existe, en primer lugar, un entero n, tal que [en | <1, La utilizacién de estos conceptos tiene sobre todo ventajas de

y para elegir definitivamente , sea este el HEISEE G CUS Geiplk tipo formal. Ocurre frecuentemente que una demostracién complica-

esta propiedad, A continuacién existe un n, > n tal que [x,,~y| <1, da en términos de épsilon, puede reducirse a una manipulacién for-

y podemos tomar nuevamente como #n, el menor entero que cumpla mal basada en desigualda a_mm fell e

las dos propiedades. Es posible ahora continuar la construccién por

induccién. Suponiendo que se han hallado ya n, <n, < ... < ne_y,
podemos determinar n; > n;_, tal que |x, —y| <<1/k; para una per-
fecta definicidn elegimos 1, tan pequefio como sea posible. La cons- lim ¥, 4+ lim y,, < lim (x,+y,) =lim x,+ lim g,
truccion determina una subsucesicn {x,} con lim x, =y. Asi que i| — = !.

k=0 lim x,, + 1im y,, <lim (x,+y,) =[m %, + [im y,.
todo punto limite es el limite de una subsucesién. Reciprocamente, == ' S ! "

es evidente que el lfmite de una subsucesién es un punto limite de
la sucesidn original.

Para simplificar el lenguaje, de ahora en adelante diremos un
limite en fwmw @m un punto limite. Esto puede hacerse sin miedo a 1. Demuéstrese la desigualdad lim (xn+y,) Slim 2 4-lmy,
confusién si distinguimos cuidadosamente entre el limite de una su- == ==
cesion convergente y un limite de una sucesién arbitraria. 2. Pruébese que lim cosnx=1 si ¥/ es irracional.

Tienen particular interés los limites de una sucesién de niimeros no

\. . . oo 3. Investiguense los limites inferior y superior de la sucesién a, a2,
reales. Es practicamente evidente que el conjunto de los limites de a(e, ... para diferentes valores positivos de a.

lim x,<1im x,

EJERCICIOS
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3. Convergencia uniforme.—Consideremos una sucesiéon de fun-
ciones f,(x). Supongamos en primer lugar que todas las funciones
f.(x) estdn definidas en el mismo conjunto E. Se dice entonces
que f,(x) converge a f(x) en E si limf,(a)=f(a) para todo a € E.

"n—>x

Es muy importante a veces considerar una situacién mds general.
Suponiendo que f,(x) estd definida en E,, consideremos el conjun-
to E, que consiste en todos los puntos x que pertenecen a todos los
E, salvo a un nimero finito de ellos. Esto significa que para x € E,
f.(x) esta definida para n suficientemente grande; puesto que el
limite de una sucesién depende unicamente de los valores para n
grande, todavia es licito hablar del limite de la sucesién f,.(x) en E.
Asi, p. ¢j., la funcién 1/(z —n) no estd definida para z=n. Sin em-
bargo, puede mantenerse que lim1/(z-—n) =0 en todo el plano.

=N\

En cuestiones de convergencia el interés esta centrado en el sub-
indice n, mientras que la variable x actia como pardmetro. Con
objeto de hacerla compatible con otras utilizaciones de la palabra
uniforme, debemos definir la convergencia urniforme en los términos
siguientes: la sucesién {f,(x)} converge uniformemente hacia f(x) en
un conjunto E si para todo € > 0 existe un 7, tal que f,(x) estd de-
finida y satisface la condicién |f.(x) —f(x)| <<€ para todo n>no y
todo x € E.

En nuestro ejemplo, la convergencia de 1/(z—n) a cero no es
uniforme en todo el plano, por la sencilla razén de que ninguna de las
funciones estd siquiera definida en todo el plano. Sin embargo, es
facil ver que la convergencia es uniforme en un conjunto compacto.
Es también uniforme en el eje imaginario.

Hay dos consecuencias de la convergencia uniforme que sc usan
constantemente. En primer lugar podemos afirmar que la funcidn
limite de una sucesi6én uniformemente convergente de funciones con-
tinuas es continua. Para demostrarlo, supongamos que las funciones:
f.(x) son continuas y tienden uniformemente a f(x) en £. Sea x; un
punto de E y elijamos un € > 0. Por la convergencia uniforme existe
un n tal que |f.(x) —f(x)|<Ce/3 en E. Ademds, puesto que f,(x)
es continua, podemos hallar un & > 0 tal que [f,(x) —f,(x)| <e€3,
siempre y cuando + € E y |x—x|< 8. Para los mismos puntos te-
nemos entonces que |f{x)—f(x)|=If(x) - f,(x)]+ [fi(x) —fulag) |+
+ fu(xo) —f(xe) | <€, con lo que hemos demostrado que f(x) es con-
tinua en Xx.

La segunda consecuencia se refiere a la integracién. Supongamos

el

e
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que las funciones f,(z) son continuas y convergen uniformemente
a f(z) en un arco diferenciable y. Entonces es cierto que

:H‘_‘ fu(z)dz= .\. f(z)dz.

w7
La demostracién es obvia.

A la vista de estas conclusiones es deseable en grado sumo poder
demostrar que una sucesién converge uniformemente. Observemos
que la condicion necesaria y suficiente de Cauchy tiene un duplicado
para la convergencia uniforme. Afirmamos que:

La sucesion {f.(x)} converge uniformemente sobre E si (y solo si)
para todo €> 0 existe un n, tal que fo(x) —fu(2) | <€ para todo
m>mn,, n>n Yy todo x € E.

Nuevamente es trivial la necesidad de la condicién. Para la sufi-
ciencia, observemos que la funcién limite f(x) existe de acuerdo con
la forma ordinaria del criterio de Cauchy. En la desigualdad |f.(x) —
~fa(x)| <€ podemos mantener n fijo y hacer que m tienda a oc. Se
sigue que |f(x) ~f,(x)| =€ para n > n, y para todo x € E; por tanto,
la convergencia es uniforme.

El siguiente criterio es el més aplicable para usos pricticos: Si
una sucesién de funciones {f,(x)} es una contraccién de una sucesién
convergente de constantes {a,}, entonces la sucesién {f.(x)} es uni-
formemente convergente. La hipdtesis significa que _?C& —fa(x)| =
= _aalaz_ sobre E, de donde se sigue inmediatamente la conclusién
mediante la condicién de Cauchy.

En el caso de series, este criterio, en una forma ligeramente mds
débil, es particularmente sencillo. Decimos que una serie de términos
yariables

filx) +fal) + .o+ fu(3) + -
tiene a la serie de términos positivos

a+a+...+a,+ ...

como mayorante si se verifica que |f,(x)|<Ma, para alguna constan-
te M y para todo n suficientemente grande; reciprocamente, la pri-
mera serie es una minorante de la mo@EQW. En estas circunstancias,
tenemos

fn::”v +~n:+;ﬁv + .- +-:+u@n: MEA.Q:L.Q:.I.T +Q:+uv.

I}
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Por consiguiente, si la mayorante converge, la minorante converge
uniformemente. Se conoce esta condicién con el nombre de criterio
M de Weierstrass. Tiene un ligero inconveniente, que solo se aplica
a series absolutamente convergentes. El principio general de contrac-
cién es mas complicado, pero tiene un campo de aplicacién mds am-
plio.

EJERCICIOS

1. Pruébese que una sucesién convergente estd acotada.

2. Si lim z,=A, demuéstrese que
n->0o0
) 1
lim — (zy+=4...+2,) =A.
> N

3. Pruébese que la suma de una serie absolutamente convergente
no varia si se cambian de orden los términos.

4. Higase el andlisis completo de la convergencia y convergencia uni-
forme de la sucesién A:N:ﬁb.

-

3. Discitase la convergencia uniforme de la serie
(o]
A x

L1 n(14-nx?)

=1

para valores reales de x.

4. Limites de funciones analiticas.—El teorema central relativo
a la convergencia de funciones analiticas afirma que el limite de una
sucesién uniformemente convergente de funciones analiticas es una
funcién analitica. Deben enunciarse cuidadosamente las hipdtesis pre-
cisas, que han de ser lo menos restrictivas que sea posible.

Consideremos una sucesion {f,(z}}, cada f,(z), estando definida
y siendo analitica en una regiéon (),. La funcién limite f(z) debe con-
siderarse también en alguna regidén (Q, y es evidente que si f(z) ha
de estar definida en (), cada punto de Q2 debe pertenecer a todos los
), para n mayor que un cierto 7,. En el caso general r; no serd el
mismo para todos los puntos de (), y por esta razén no tendria sen-
tido exigir que la convergencia fuese uniforme en (). De hecho, en
los casos mas tipicos las regiones {2, forman una sucesidén creciente,
Q,C0C...CQo,C...,y Qeslaunidn de las Q,. En estas circuns-
tancias no existe una funcién tnica f,(z) que esté definida en todo Q;
sin embargo, puede existir el limite f(z) en todos los puntos de Q,
aunque la convergencia no puede ser uniforme.
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Como un ejemplo muy sencillo tomemos f,(z)=z/(2z"+1) y
=z

sea 1, el disco |z| < 271", Es practicamente evidente que lim f,(z)
2R dsS]

en el disco |z| <1 que elegimos como regién . Con objeto de es-
tudiar la convergencia uniforme formemos la diferencia

fu(z) —z= 221/ (2z" 1 1).

Para cualquier valor dado de z podemos hacer |2%| < €/4 tomando
n> (log4/€)/(log 1/]z]). Si e <1, se tiene asi que 2|z["+ < e/2
v :1+22* >4, de modo que [f,(z) —z| <e Se sigue que la con-
vergencia es uniforme en cualquier disco cerrado lzZ|=r <<l o en
cualquier subconjunto de tal disco cerrado.

Con otra formulacion, la sucesién del ejemplo precedente {f,(z)}
tiende a la funcién limite f(z) uniformemente en todo subconjunto
compacto de la regién Q. En efecto, en un conjunto compacto |2]
tiene un méximo r <1 y, por tanto, el conjunto esta contenido en el
disco cerrado |z|=r. Esta es la situacién tipica. Encontraremos que
frecuentemente podremos demostrar la convergencia uniforme en
todo subconjunto compacto de Q; por otra parte, esta es la condicidn
natural en el teorema que vamos a demostrar.

z

TEOREMA 1. Supongamos que f,(z) es analitica en la region Q,
Y que la sucesion {f,(z)} converge a una funcidn limite f(z) en una
region (), uniformemente en todo subconjunto compacto de Q. En-
tonces f(z) es analitica en (). Ademds, f,(z) converge uniformemen-
te a f'(z) en todo subconjunto compacto de ().

La analiticidad de f(z) se deduce ficilmente mediante el teorema
de Morera (Cap. III, Sec. 3-2, 3). Sea |z—a| =7 un disco cerrado con-
tenido en ; el supuesto implica que este disco estd contenido en
Q, para todo n mayor que un cierto ng!. Si v es una curva cerrada
cualquiera contenida en |z—a| <r, por el teorema de Cauchy tene-
mos que

& fu(z)dz=0

e

para n > no. A causa de la convergencia uniforme sobre y obtenemos

b@%u e xia&no,

>~

1 En efecto, las regiones (1, forman un recubridor abierto de lz—a|=r. El

disco es compacto y, por tanto, tienme un subrecubridor finito. Esto significa
que estd contenido en un DS fijo.

I|II|I|||I 1
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y por el teorema de Morera se sigue que f(z) es analitica en
|z-a| <7 En consecuencia, f(z) es analftica en toda la regién Q.
Otra demostracién mds explicita se basa en la férmula integral

1 [ f0dL
Mh -z

NﬁzANv = T

donde C es la circunferencia |{—a|=r y |z—a| <r. Haciendo ten-
der n a > obtenemos por la convergencia uniforme

1 )d¢
fy o L[ 1

: —
2 Y¢ mlN

y esta férmula prueba que f(z) es analitica en el disco. Partiendo de
la férmula

} 1 fa(8) g
&) = -2y
el mismo razonamiento da
1 oA
_mw iNTNa. \a T_2)? =f(2),

y un sencillo cdlculo muestra que la convergencia es uniforme para
|z—a|=p<r. Cualquier subconjunto compacto de  puede recu-
brirse mediante un numero finito de tales discos cerrados y, por
tanto, la convergencia es uniforme sobre todo subconjunto compacto.
El teorema estd demostrado, y mediante repetidas aplicaciones se
sigue que f*(z) converge uniformemente a f*’(z) en todo subcon-
junto compacto de (.

El teorema 1 se debe a Weierstrass, en una formulacién equiva-
lente. Es particularmente importante su aplicacién a series cuyos
términos son funciones analiticas. El teorema puede entonces expre-
sarse en la siguiente forma:

Si una serie de términos andliticos,

f(2) =fi(z) +f(2) + .. +ful2) +..

converge uniformemente en todo subconjunto compacto de una re-
gion Q, entonces la suma f(z) es analitica en Q y se puede derivar
la serie término a término.
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La tarea de demostrar la convergencia uniforme en un conjunto
compacto de puntos A puede facilitarse mediante el uso del principio
del mdédulo méaximo. En efecto, con las notaciones utilizadas en el
teorema 1, la diferencia |f,.(z) —f.(z)! alcanza su maximo en A sobre
la frontera de A. Por esta razdn, la convergencia uniforme sobre la
frontera de A implica la convergencia uniforme en A. Asi, p. ej., si
Ias funciones f,(z) son analiticas en el disco F <1, y si puede
probarse que la sucesién converge uniformemente sobre cada circun-
ferencia |z|=#,, siendo lim r,=1, resulta aplicable el teorema de

m—oo0

Weierstrass, de donde se concluye que la funcién limite es analitica.

EJERCICIOS

1. Utilizando el teorema de Taylor aplicado a una rama de la funcién
log (1+z/n), pruébese que
z "
Iim AH+IV =¢t
n—>x 7

uniformemente en todo conjunto compacto.
2. Pruébese que la serie

converge para Rez>1 y represéntese su derivada en forma de serie.
3. Demuéstrese que

(1-2"-9)¢(z) =1-"—2-74-3—2— .
Y que la ultima serie representa una funcién analitica para Re z > (.
4. Si f(z) es analitica para [z|<<1 y £(0)=0, pruébese que la serie
F(2) +F(22) +F(23) F. .+ fz)+ .
converge y representa una funcién analitica para los mismos valores de z.

4-2. Series de potencias.

Una de las propiedades mds funda-
mentales de las funciones analiticas es la de que pueden represen-
tarse por medio de series de potencias. Reciprocamente, con ex-
cepciones triviales, toda serie de potencias convergente define una
luncién analitica. Las series de potencias son expresiones analiticas
muy explicitas, y como tales son extremadamente manejables. No
es sorprendente, por tanto, que resulten una herramienta poderosa
para el estudio de las funciones analiticas.

\HLFORS.—12
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1. El circulo de convergencia.—Una serie de potencias es de
la forma

Ayt a1 (2 —2g) +a: (2 —Z)*+ ... + @ (2 - 20) "+ ...,

[43]

ao:aminm.:hwzu;%gm%m?&.ﬁ:mma:monnmﬁmHOmnoﬂﬁ_nmomm«UT
trarios. Nuestro problema es discutir la convergencia de la serie y
las propiedades de la suma como funcién de la variable z.

La serie converge trivialmente para z=z, Este pudiera ser el
tinico valor para el que se verifique la convergencia, o bien la serie
converge para todo valor de z. Si no ocurre ninguno de estos dos
casos, probaremos que la serie converge dentro de un determinado
circulo coun centro en =, v diverge en el exterior de dicho circulo. Con

S,

mds precision, demostraremos el siguiente teorema, debido a Abel:

TEOREMA 2. Para toda serie de potencias {4-3] existe un niime- -
ro R, 0=R =, llamado radio de convergencia, que goza de lus si- -
guientes propiedades:

1) La serie converge absolutamente para todo z que satisfaga a
=~ 27| <<R. La convergencia es uniforme en todo disco cerrado tal -
que |z -z =p <R.

1) Si|z—z) >R, los términos de la serie no estin acotados y -
la serie es, por tanto, divergente.

) En |z -z <R, la suma de la serie es una funcion analitica. .
Se puede obtener la derivada derivando término a término, y la serie
derivada tiene el mismo radio de convergencia. 3

Al cfrculo |z —zy| < R se le llama circulo de convergencia; no se
dice nada respecto a la convergencia sobre la circunferencia frontera
de dicho circulo.

Para demostrarlo definimos R como el extremo superior de todos
los ndmeros #=0, con la propiedad de que los nimeros |a,|r" estén
acotados. Sabemos que dicho extremo superior existe y pertenece al
intervalo 0 =R =x.

Con esta defiazicion de R, la propiedad 11) es trivial. En efecto,
para |Z—zo| > R los términos a.(z —z)" estan evidentemente sin
acotar. En una serie convergente el término general tiende a cero, ¥y
se sigue inmediatammente que los términos estdn acotados. Se conclu-
ye que la serie de potencias diverge para |z-zo > R. :

Para probar 1) determinamos un r tal que |z—2zo| <<r <R. Por
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hipotesis, |a,/r"=M para alglin M finito. De esta desigualdad obte-
nemos

auz-z sm( EZ2Y"

Por tanto, la serie [4-3] tiene como mayorante a la serie geométrica
de término general (|z—z!/r)"; de la convergencia de esta serie se
obtiene que la serie [4-3] es igualmente convergente. Para probar la
uniformidad para |z—z|=<p elegimos p <<r < R y hallamos que la
serie geométrica de términos (p/r)" es una mayorante. De acuerdo
con el criterio M de Weierstrass, la serie de potencias es, por consi-
guiente, uniformemente convergente en el disco cerrado.

Por dltimo, m) se deduce por aplicacién del teorema 1. Este
feorema muestra, en particular, que la serie derivada converge para
Z— i < R. El hecho de que no pueda converger fuera de la circun-
ferencia [z—z,|=R se deduce observando que los términos de la serie
derivada son en dltima instancia mayores en valor absoluto que los
términos correspondientes de la serie original; por esta razdn no
pueden estar acotados.

Es posible dar una expresién explicita para R en funcién de 1os
coeficientes a,. Si r << R, sabemos que _aa_\xmg 0 xﬁ\gMa\@ para

todo n. Haciendo tender n a infinito, obtenemos Iim QEMH r. y
n>o00

puesto que esto es cierto para todo r < R, resulta necesariamente
que lim &/ |a,[=<1/R. Sea ahora r > R y observemos que |a,/r"=1 o

n—>0

rv s Z 1 para infinitos valores de r. Esto implica que {m Qg =

n—>xX

=1/ry, por tanto, que lim {/|z,|=1/R. Hemos demostrado asi que

n-oo
el radio de convergencia viene dado por la llamada férmula de Ha-
damard 1

.IHH\,..
7= lim 7]

|

=

EJERCICIOS

1. Determinense los radios de convergencia de las series de potem-
cias siguientes: S

N:.
M . P
n!

(la] <1).

M Q‘_NN:
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|
e e

2. Si Sa,z" y Ib,z" tienen radios de convergencia R; v Rj, respecti-
vamente, pruébese que el radio de convergencia de Xa,b,z" es al menos
igual a RyR,.

En la ltima férmula C es cualquier circunferencia |z —z,| =p tal que
el disco cerrado TINO_Mb esté contenido en Q.
Si M denota el maximo de _2&_ sobre C, obtenemos inmediata-

dh & , ay : mente la desigualdad
o ar B .. Mz -z
n n4
! [furi(2)(z—20)"H| = = =
pruébese que la serie Za,z" tiene radio de convergencia R. B PIUP—1Z2—C)

4. (Para qué valores de z es convergente la serie

-~ : Puesto que |z —z| < p, tenemos que la serie de Taylor converge y
M " representa a f(z) en cualquier disco circular de centro z, que esté
contenido en la regidén Q.

) ) ] TEOREMA 3. Si f(z) es analitica en la region Q, que contiene a
2. La serie de Taylor.—Para una serie de potencias con radio de =, entonces el desarrollo

convergencia positivo pongamos

\ (z “0(z) ,
f(2)=ap+a(z—2¢) +a(2—20) 4 ...+a,(z2—2Zg)" + ... [4-4] f(z)=f(z) + wy& (z—z . .+|,.Nn _o (2—2o)"+.
en el interior del circulo de convergencia. La serie puede derivarse

cualquier ndmero de veces, obteniéndose es vdlido en el mayor disco abierto de centro z, contenido en Q.

N Asi, pues, el radio de convergencia de la serie de Taylor es por
4+ _ . .. 3 - g
o (z) =nla,+ (@) Gur1(Z—Zg) + ore 10 menos igual a la minima distancia de z, & la frontera de (2. Pudie-
1! ra muy bien ser mayor, pero si es asi no existe garantia de que la
. ) serie represente todavia a f(z) en todos los puntos que estin simul-
i (n) =n! : ; -4] en 1 . p .
Wb particular, f*(z)) =nlay, y se puede escribir la serie [4-4] o 1< téneamente en {) y en el circulo de convergencia.
orma (20 Con la ayuda de la serie de Taylor es ficil hallar desarrollos en
M (zg : : . , .
F(z) =F(2o) + [ (20) (z=Z0) + ... + (z—zp)"+... [4-5] series de @Qm:.o_mm para todas las funciones elementales. Asi, p. ej.,
n! se comprueba inmediatamente que
A una serie de esta forma se le llama serie de Taylor. Gelizy z2 N z"
Probaremos ahora que toda funcién analitica puede desarrollarse TR E nl 5C
en una seric de Taylor convergente. Esto es una consecuencia casi 2 g
inmediata del desarrollo finito de Taylor dado en el capitulo III, oOmxHH||_+||| +.
seccién 3-3, 1, teorema 8, y de la correspondiente representacién del A Y 1
resto. De acuerdo con este teorema, si f(z) es analitica en una re- N
gién Q) que contenga a z, podemos escribir: N TR TR T
- f'(z0) 9 (20) . . . o
f(z) =f(z) +H|‘ (z—1zy) + et (z—-20)"+ donde las series convergen y representan a las funciones indicadas
! n!

en el primer miembro en todo el plano.
Si queremos representar una potencia fraccionaria de z o logz
1 \ f(0)dg mediante una serie de potencias, debemos en primer lugar elegir una
(L—zo)" (L ~12) . rama bien definida, y en segundo lugar tenemos que elegir un cen-

+far1(2) (2 - zg) ",

~ﬂ=+HAN

e e e e
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tro zo 7= 0. Esto equivale a desarrollar la funcién (1+ z)# o log (1 + z)
alrededor del origen, eligiendo la rama que es igual, respectivamen-
te,a l o a 0 en el origen. Puesto que esta rama es uniforme y ana-

litica en |z{ <C1, el radio de convergencia vale por lo menos 1. El
edmputo de los coeficientes es elemental, obteniéndose

(1+z)¢=1+uz+ A.:an.:in mtvm&fr:.
n

z2 23 NL« z5
log(l+2)=2—+———+4+—— ...
( ) 2 3 4 * 5

estando definidos los coeficientes del desarrollo del binomio por

2] i

Si la serie logaritmica tuviera un radic de convergencia mayor
que 1, entonces log (1+2z) estarfa acotado para |z| < 1. Puesto que
este no es el caso, el radio de convergencia debe valer exactamente 1.
Andlogamente, si la serie bindmica fuera convergente en un circulo
de radio mayor que 1, la funcién (1+z)# y todas sus derivadas esta-
rian acotadas en _i <C1. A no ser que p sea un entero positivo, una
de las derivadas serd una potencia negativa de 1+z y, por tanto, no
estard acotada. Asi, pues, el radio de convergencia es precisamente 1,
excepto en el caso trivial en que la serie binémica se reduzca a un
polinomio.

Los desarrollos en serie de las funciones ciclométricas arctgz
y arcsen z se obtienen con toda facilidad considerando las series de-
rivadas. A partir del desarrollo

1

1 2, o _ 56
T l-z24 28 254 .,

sbtenemos por integracién

3 5 7
NﬂOﬁmN“.\|Nf+ z ||NI+...
3 5 7

estando la rama determinada de manera tinica como

‘u dz
arctgz= _—
o L+2

i TR mmj
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para cualquier camino interior al circulo unidad. Para su justificacién
podemos, o bien apoyarnos en la convergencia uniforme, o bien apli-
car el teorema 2. El radio de convergencia no puede ser mayor que el
de la serie derivada, siendo, por tanto, exactamente igual a I.

Si /122 es la rama con parte real positiva, tenemos

1 14 1 2y 1-3 ., 1-3-5 oy
-  =l4—t——Z+...
V1-22 2 28 2:4-6
para |z] <1, y mediante integracién obtenemos
1 2 13 2 135 2

: —_— Tt

C Z=Z4+— —+ -
arcsen ==+ 24 5 246 7

2 3

La serie representa la rama principal de arc senZ con una parte real
entre —7w/2y w/2.

Para combinaciones de las funciones elementales, en la mayoria
de los casos no es posible encontrar una ley general para los coefi-
cientes. Sin embargo, con objeto de hallar unos cuantos de los pri-
meros coeficientes no necesitamos calcular las derivadas sucesivas.
Existen técnicas sencillas que nos permiten computar, con una can-
tidad de trabajo razonable, todos los coeficientes que podamos ne-
cesitar.

Es conveniente introducir la notacién [z*] para cualquier funcién
que sea analitica y tenga un cero de al menos orden 7 en el origen,
con menos precisién, [z"] denota una funcién que «contiene el factor
-, Con esta notacién, cualquier funcion que sea analitica en el
origen puede escribirse en la forma

f(z) =ap+az+... +az"+ [2'F],

estando determinados los coeficientes de manera tunica y siendo igua-
les a los coeficientes del desarrollo de Taylor de f(z). Asi, pues, a
fin de hallar los primeros n coeficientes del desarrollo de Taylor,
basta con determinar un polinomio P,(z) tal que f(z) —P,(z) tenga
un cero de al menos orden n+1 en el origen. El grado de P,(z) ca-
rece de interés; en cualquier caso, es cierto que los coeficientes de
", m=n, son los coeficientes del desarrollo de Taylor de f(z).
Asi, p. ej., supongamos que

f(2) =ap+ @z + @z*+ ...+ @,z + ...
g(z)=bo+ biz+ bz + ...+ bz + ...
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Con una notacién abreviada escribiremos f(z) = P,(z) + 2754, el 2) =
=0.(z) +[z**']. Es claro entonces que f(z)g(z)=P,(2)0.(z) +
+[2"1], y los coeficientes de los términos de grado =n en P.0,
son los coeficientes del desarrollo de Taylor del producto f(z)g(z)
De manera explicita obtenemos

f(2)g(z) =ahy+ (b1 + aby) z+ ... + (aoh, + @by + ... +a.b)zr+ ...

Al deducir tal desarrollo no hemos mencionado siquiera la cuestién
de la convergencia, pero dado que esta expresién coincide con el des-
arrollo de Taylor de f(z)g(z), se deduce por el teorema 3 que el
radio de convergencia es al menos igual al menor de los radios de
convergencia de las series f(z) y g(z) dadas. En el calculo practico
de P,0Q,, naturalmente no es necesario determinar los términos de
grado mayor que n.

En el caso de un cociente f(z)/g(z), se puede aplicar el mismo
método con tal que gf0)=bh,=-0. Mediante el uso de la divisién
ordinaria, continuada hasta que el resto contenga el factor zm*!, po-
demos determinar un polinomio R, tal que P,=Q.R,+ [z*""]. Enton-
ces f—R,g=[z""], y puesto que g(0) = 0, tenemos que f/g=R,+
+ [z""']. Los coeficientes de R, son los coeficientes de Taylor de
f(z)/g(z). Pueden determinarse explicitamente en forma de deter-
minante, pero las expresiones son demasiado complicadas para que
resulten de utilidad esencial.

También es importante conocer cémo formar el desarrollo de una
funcién compuesta f[g(z)]. En este caso, si se desarrolla g(z) alrede-
dor de zy, el desarrollo de f(w) tiene que ser en potencias de w - g(z,).
Para simplificar, supongamos que z,=0 y que g(0) =0. Podemos
poner entonces

fw) =ay+aw+... +au*+ ...

y g2V =bz+ bz’ + ... +bz"+.... Utilizando las mismas notaciones
que antes, escribimos f(w)=P,w) + [w't'] y g(z) =0, (z) + [z
con Q,(0) =0. Sustituyendo w=g(z), observemos que

Nu:AQ:.T U:‘.r_u_v HNN:_”©=ANV “_ + _”N:.TJ

y que cualquier expresién de la forma [w"*'] se convierte en un
[z**!]. Hemos obtenido asf flg(2)1=P,[Q.(z)] + [2**], ¥ los coefi-

i Emibi o
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cientes de Taylor de f[g(z)] son los coeficientes de P,[Q,(z)] para
Jas potencias =n.

Por ultimo, debemos ser capaces de desarrollar la funcién inversa
de una funcién analitica w =g (z). Aqui podemos suponer que g(0) =0,
y se trata de hallar la rama de la funcién inversa z=g~'(w) que sea
analitica en un entorno del origen y se anule para w=0. Para la
existencia de la funcidn inversa es necesario y suficiente que
2'(0) = 0; podemos suponer, por tanto, que

g(2) =az+ @2 +...=Q,(z) + [z'H1]

con @; = 0. Nuestro problema es determinar un polinomio P,(w) tal
que P,[Q,.(z) ]=z+[z"F!]. En efecto, en el supuesto de que a; 7~ 0, las
nctaciones [z"t!'] y [w"*t!] son intercambiables, y de z=P,[Q,(z) ]+
+[z7'] obtenemos z=P,{g(z) +[z*H]}+ [z+T!] =P,(w) + [w"*].
Por tanto, P,(w) determina los coeficientes de g—!(w).

Con objeto de probar la existencia de un polinomio P,, procede-
mos por induccién. Evidentemente, podemos tomar Pi(w)=w/a;. Si
se da P,_,, ponemos P,=P,_ 1+ b,z", y obtenemos

NU:_HQ:AN.VH_ ”Nv:IH_HQ:ANvu + @:Q»:N:Ln _”N=+~H_ =
=P, [0,_1(z) + az"] + baz" + [2" 1] =

= N..-:IH_”Q:IH ANV u + NUMNIH _”Q:|~ANV HQ:NEA_- Nu:ﬁ—:N: + HN:.TJ.

En el dltimo miembro los dos primeros términos forman un polino-
mio conocido de la forma z+c,z"+[z*t!], y Unicamente tenemos
que tomar b,= - c,aq "

Para fines practicos se halla el desarrollo de la funcién inversa
mediante sustituciones sucesivas. Para ilustrar el método determi-
nemos el desarrollo de tg w a partir de la serie

w=arctgz=z—

Si queremos que el desarrollo incluya potencias quintas, escribimos
3 7
Z=W+ —— — ¢ [£7]
35




|
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y sustituimos esta expresién en los términos del segundo miembro,
Con restos apropiados, obtenemos :

1 Za 1
NHS+IA8+|+ Tch — (w+[w*])P+ [w]=

3 3
1 1 1
=w4+— W+ —wZ - S [w]=
3 3 5 [w]
1 1 1 . 1 2
=wt—wit —w(w+ [0]) ~—wi + [w'] sw+ — w0+ wt [w,
@ W 0] = 0] — w0 (]

Asi, pues, el desarrolo de tg w empieza con los términos

1 3 2 3
tguw=w+—w+—w+...
3 15
EJERCICIOS

1. Desarréllese 1/(1+2z2) en potencias de z—a, siendo ¢ un nd-
mero real. Hallese el coeficiente general, y para a=1 reddzcase a la
forma mds sencilla.

2. Los polinomios de Legendre se definen como los coeficientes
P,(a) del desarrolio
(1-2az+z2Y) #=14+Pi(a)z+Py(a)z2+...
Hallense Py, P, P; y P,
3. Desarrdllese log (sen z/z) en potencias de = hasta el término 5.
4. (Cudl es el coeficiente de z7 en el desarrollo de Taylor de tgz?

5. Compruébese que la inversién de la serie del seno da la serie
del arco seno.

6. Se definen los nimeros de Fibonacci mediante =0, c=1,
Cn=Cn_1+Cy_3 Pruébese que las c, son coeficientes de Taylor de una
funcién racional y determinese una expresién cerrada para c,.

3. La serie de Laqurent.—Una serie de la forma
bo+biz '+ bz 24 ...+ bz . [4-6]

puede considerarse como una serie de potencias ordinaria en la va-
riable 1/z. Por tanto, convergerd fuera de alguna circunferencia
|z|=R, excepto en el caso extremo en que R=02¢; la convergencia
es uniforme en toda regién z =p > Ry, por consiguiente, la serie
representa una funcién analitica en la regién |zl > R. Si la serie

sec. 4-2]
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[4-6] se combina con una serie de potencias ordinaria, obtenemos
una serie mas general de la forma

40

s 471

n=-o¢

Se dird que es convergente Unicamente si las partes que consisten en
Jas potencias no negativas y en las potencias negativas son conver-
gentes por separado. Puesto que la u:EmHm. .ﬁmﬁm converge en un
disco |z| << R, y la segunda serie en una region |z| > R, existe una
regién comin de convergencia solo si R; <R, representando [4-7]
una funcién analitica en la corona circular R; < |z| <R, B

Reciprocamente, podemos partir de una funcién analitica f(z)
cuya region de definicidn contenga una corona circular R; < |z] <R,
o con mas generalidad, una corona circular Ry < |z —a| <Ra w.movm.
remos que tal funcién puede siempre desarrollarse en una serie de
potencias general de la forma

420
flz)= M A, (z—a)"

n=—2x

La demostracidn es extremadamente sencilla. Todo lo que hemos
de probar es que f(z) puede escribirse como una suma fi(z) +ENV,
siendo analiticas f,(z) para |z—a| <R, y f:(z) para _nla_.vw:
con una singularidad evitable en oc. Bajo tales circunstancias se
puede desarrollar f;(z) en potencias no negativas de z—a, y f,(2)
en potencias no negativas de 1/(z —a). o

Para hallar la representacion f(z)=fi(z) +f.(z) definimos fi(z)

1 f(0)dt
fi(z) = 2 R

& —al=r {2

por

para |z—a| <7 <R,y f(z) por

1 f(8)dt
FANVHI o \. [

E—dl=r

para Ry <<r < |z-a|. El valor de r en ambas integrales es irrelevan-
te en tanto que se verifique la desigualdad, pues es una consecuen-
cia inmediata del teorema de Cauchy que el valor de la integral no
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varia con r con tal que la circunferencia no pase por el punto z. Por
tal razén f,(z) y f,(z) estdn definidas de manera unica y representan -
funciones analiticas en _Nla_ <R,y Fla_ > R,, respectivamente, -
Lo que es mds, por el teorema de la integral de Cauchy f(z)=
=f(z) +f(2).

El desarrollo de Taylor de f;(z) es

h(z) = Y Au(z—a)"
n=0

con
(0)dt
— QV:AT—

[4-8]

—
At
—_

US| -y

Con objeto de hallar el desarrollo de f,(z) efectuamos la transfor-
macion {=a+1/{, z=a+1/z. Esta transformacién aplica [{—a|=r

en [{'|=1/r con orientacién negativa, y mediante un sencillo cilculo
se obtiene
5 1
1 1 | = Aiﬂvﬁ& -
~n AQAT'V =5 h\. - ., ., = w:N\:
2 N\ N\:‘N ﬁ m\ _ n\ :MN_
e, 1
1¢=—
con
" H v
a+— |dr L
B,= ! \A ¢ : 1 1
o g s f(0) (L —a)—'de.
r.- 1 ”ﬁl_.i“w

donde todos los coeficientes A, estdn determinados por [4-8]. Ob-

sérvese que la integral en [4-8] es independiente de » siempre y
cuando NNﬁ < r<< wm.
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EJERCICIOS

1. Pruébese que el desarrollo de Laurent es Unico.

2. Sea ) una regién doblemente conexa cuyo complemento consiste
en las componentes E;, E, Demuéstrese que toda funcién analitica f(z)
en O puede escribirse en la forma fi(z)+f2(z), siendo fi(z) analitica
fuera de E; v f,(2) analitica fuera de E..

3. Pruébese que el desarrollo de Laurent de (e2—1)-1 en el origen
es de la forma

z 2

donde los nimeros Bj, conocidos como nimeros de Bernoulli, son todos
positivos. Calcilense By, B;, Bj.

4. Exprésese el desarrollo de Taylor de tgz y el desarrollo de Lau-
rent de cotg z utilizando los numeros de Bernoulli.

4-3. Fracciones simples y factorizacién.—Una funcién racio-
nal tiene dos representaciones tipicas, una mediante fracciones sim-
ples y otra mediante factorizacién del numerador y del denomina-
dor. La presente seccidén estd dedicada a representaciones andlogas
para tunciones meromorfas arbitrarias.

1. Fracciones simples.—Si la funcién f(z) es meromorfa en una
regién Q, a cada polo b, corresponde una parte singular de f(z),
que consiste en la parte del desarrollo de Laurent que contiene las
potencias negativas de z—b,; tal parte se reduce a un polinomio
P,[1/(z—b,)]. Resulta tentador restar todas las partes singulares, a
fin de obtener una representacion

)= 2P <=5 ) +£),

donde g(z) serfa analitica en . Sin embargo, la suma del segundo
miembro es, en general, infinita, no habiendo garantia de que la
seriec converja. No obstante, existen muchos casos en los que la serie
converge, y lo que es mds, frecuentemente es posible determinar de
manera explicita g(z) mediante consideraciones generales. En tales
casos el resultado es muy satisfactorio; se obtiene un desarrollo
sencillo que con toda seguridad serd muy til.

Si la serie en [4-9] no converge, es necesario modificar el mé-
todo. Es evidente que no se pierde nada esencial si quitamos una
funcién analitica p»(z) de cada parte singular P,. Mediante una elec-

[4-9]

H}I
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cidn juiciosa de las funciones p,, la serie M (Py—p») puede hacerse

convergente. Incluso es posible tomar como p,(z) polinomios.

No demostraremos el teorema mds general a estos efectos. En e} -

caso en que (] sea todo el plano, probaremos, no obstante, que toda
funcién meromorfa admite un desarrollo en fracciones simples, y lo
que es mds, que las partes singulares pueden describirse arbitraria-
mente. El teorema y su generalizacién a regiones arbitrarias se debe
a Mirtag-Leffler.

TEOREMA 4. Sea {b,} una sucesion de numeros complejos con
m b.=2c, y sean P,(§) polinomios sin término constante. Existen

RN

entonces funciones meromorfas en todo el plano con polos en los
puntos b, y partes singulares correspondientes P,[1/(z—b,)]. Ade-
mds la funcidn meromorfa mds general de esta clase puede escribir-
se en la forma

wnruMﬁwdwwﬂ

v

) —pui2) | 52, [4-10]
donde los p.(z) son polinomios fijos escogidos adecuadamente y
&(z) es analitica en todo el plano.

Puesto que la funcién Py[1/(z-b,)] es analitica para |z| < B3],
puede desarrollarse en serie de Taylor alrededor del origen'. Elegi-
mos como p»(z) una suma parcial de esta serie, terminando, p. €j., en
el término de grado n.. Puede acotarse la diferencia P,—p, me-
diante el uso de la expresién explicita para el resto dada en el capi-
tulo III, seccidn 3-3, 1. Si |P,| =M, para |z| = |b+|/2, obtenemos, p. ej.,

TA“WV —pu(2) _ m?A ﬂ_w__ vst

para |z =ib,|/4. A causa de esta acotacién es evidente que la serie
del segundo miembro de [4-10] puede hacerse convergente mediante
la eleccién de un n suficientemente grande. Utilizando la férmula
para el radio de convergencia, hallamos concretamente que la serie

n_O Cﬁvﬁm:ﬂmﬂﬂu
AN 1 +1
Nw.:

USuponemos, para mayor sencillez, que ningdn b, es igual a cero.

[4-11]

5
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nmb A-wq

converge en todo el plano si lim Ee:ze\_ .| =0; esto estd asegurado.

TSI
s se elige, p. €., v > logM,.
Consideremos ahora un disco cerrado arbitrario _N_Mw. La serie-

M,_ (P,—p») tiene solo un nimero finito de términos que se hagan
.
¥
infinitos en |z! £ R, y la desigualdad [4-11] se verificara en todo el
disco a wm:m,n de un cierto término en adelante. Si los términos con
b.|=R se omiten, se sigue que la serie que queda converge absoluta
y uniformemente en |z| = R. Puesto que R es arbitrario, la serie con-
verge para todo z 7 b, y representa una funcién meromorfa en todo
¢l plano. Es obvio que las partes singulares son P.[1/(z-b.)]; el
resto del teorema se deduce de forma trivial

Como un primer ejemplo consideremos la funcién 7%/sen’ 7z, que
tiene polos dobles en los puntos z=n para n entero. La parte sin-
gular en el origen es 1/7, y puesto que sen’w(z-n)=sen’nz, la

parte singular en z=n es 1/(z—-n)% La serie

+x

1
2 (z—n)?

n=-00

[4-12]

es convergente para £ 7 #, como puede verse por comparacién con
[sn]

la serie M 1/’ Es uniformemente convergente en cualquier con-

1
junto compacto después de prescindir de los términos que se hacen
infinitos en el conjunto. Por esta razén podemos escribir

+oo
T M 1
sen’wz {(z—n)?

171=—20

+8(z2), [4-131

siendo g(z) analftica en todo el plano. Afirmamos que g(z) es idén-
ticamente cero.

Para probarlo observemos que la funcién 7?/sen’wz y la serie
4-12] son ambas periddicas con periodo 1. Por consiguiente, la fun-
cidn g(z) tiene el mismo periodo. Para z=x +iy tenemos (Cap. II,

w4 . =
ee. 21, 5) Isen 7z['=1(cosh 27y —co3 2mx),

v, por tanto, w2/sen® 7z tiende uniformemente a cero cuando |y| = oo,

il!m
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Pero se ve ficilmente 'que la funcidén [4-12] tiene la misma propie-
dad. En efecto, la convergencia es uniforme para |y|=1, p. ¢j., y el
limite para |y|—> o0 puede obtenerse asi tomando limites en cada
término. Se concluye que g(z) tiende uniformemente a cero para
|y| = . Esto es suficiente para inferir que |g(z)| estd acotada en
la banda correspondiente a un perfodo, 0=x=1, con lo que lo estari
en todo el plano como consecuencia de la periodicidad. Por el teo-
rema de Liouville, g(z) debe reducirse a una constante, y puesto
que el limite es cero, esta constante tiene que anularse. Hemos de-
mostrado asi la identidad

2

™ 1
sen? 7z 1M (z—n)?

[4-14]

A partir de esta ecuacién vamos a deducir mediante integra-
cidn otra identidad relacionada con ella. El primer miembro es
la derivada de —m cotg 7z, siendo los términos de la derecha deri-
vadas de —1/(z—mn). La serie de término general 1/(z—n) diverge,
y debe restarse de todos los términos con 770 una suma parcial
de la serie de Taylor. En realidad, es suficiente sustraer los térmi-
nos constantes, pues la serie

ﬂ, 1 1 z
(L L)y 2
~\z—n on n(z—n)
n#0 1%0
oo
es comparable con M.H\:N ¥, por tanto, convergente. La convergen-
L
cia es uniforme en todo conjunto compacto con tal que se omitan
los términos que se hacen infinitos. Por esta razén estd permitida
la derivacién término a término, y se obtiene:

1 1 1
Teotg Tz =—+4 A +]v
ursSg z :Mo Z—n n

[4-15]

excepto per una constante aditiva. Si los términos correspondientes
any -n se agrupan dentro de un mismo paréntesis, se puede es-
cribir [4-15] en las formas equivalentes

1 1 = 2
tg mz= lim M =— —
weotg 1 — N._.MH_HNN..xN
.-

n=-m

[4-16]

% 8
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Escrito el desarrollo de esta forma, es obvio que ambos miembros
de la ecuacién son funciones impares de z, por cuya razén debe anu-
larse la constante de integracién. Resulta asi que las ecuaciones [4-15] _
y [4-16] estdn correctamente escritas. ,.

Invirtamos ahora el procedimiento y tratemos de calcular la suma |

analoga ) .
N L T AP~
lim MIIIMJF_M.T: e

-::WOnIE Z—n

[4-17]

que evidentemente representa una funcién meromorfa. Es perfecta-
mente natural separar los términos pares y los impares y escribir

241 k k
' (=) M 1 1
—Geny IR Sr=2n o z2-1-2n
Por comparacién con [4-16], hallamos que el limite es ¥
T wZ T w(z-1) T
—- cotg— ——- cotg =
2 (O Ty sen 7z’ |
con lo que hemos demostrado que
T - 1
- =1 — I =
sen 7z smmo - (=1 Z—-n [4-18]
]
EJERCICIOS

1. Comparando coeficientes en el desarrollo de Laurent de cotg 7z
v de su expresién como una suma de fracciones simples, héllense los va-

lores de
.8} X
1 1
i Dt
1 i

Se dard una completa justificacién de los DPasos mecesarios.
2. Exprésese

1

nt

._Ma

en forma cerrada.

AHLFORS.—13
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2. Productos infinitos.—Un producto infinito de nimeros com-

plejos
Pz Pn-.= [ -
n=1

se calcula tomando el limite de los productos parciales P,=pp; -- p,.

[4-19]

Se dice que converge al valor P= lim P, si este limite existe y es

=\
diferente de cero. Existen buenas razones para excluir el valor cero.
Por una parte, si se admitiese el valor cero para P, cualquier pro-

ducto infinito con un factor 0 serfa convergente, y la convergencia *

no dependeria de toda la sucesidn de factores. Por otra, en ciertas
situaciones este convenio es demasiado radical. En efecto, se desea *

expresar una funcién como producto infinito, y esto tiene que ser

posible aun cuando la funcién tenga ceros. Por esta razén conveni

mos lo siguiente: Se dice que el producto infinito [4-19] converge °
si (y solo si) a lo sumo son cero un numero finito de factores y si -

los productos parciales formados por los factores que no se anulan *

tienden a un limite finito diferente de cero.

En un producto convergente el factor general p, tiende a 1; esto

se ve claramente escribiendo p,=P,/P,_,, habiendo omitido los fac-
tores cero. Como consecuencia de este hecho es preferible escribir
todos los productos infinitos en la forma

I

n=]

(1+a,) [4-20]

de manera que g, -> 0 sea una condicién necesaria para la conver-
gencia.

Si ningun factor es cero, es natural comparar el producto {4-20}
con la serie infinita

W_OWCL;L.

n=1

Puesto que los a, son niimeros complejos, debemos adoptar una rama
definida para los logaritmos, decidiéndonos por la eleccién de la

[4-21]

rama principal en cada término. Denotemos las sumas parciales mm\w
[4-21] por S,. Entonces P,=e5, y si S,—>S, se sigue que P, nmzmn_
al limite P=¢5, que es distinto de cero. En otras palabras: la con-:
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vergencia de [4-21] es una condicién suficiente para la convergencia
de [4-20].

Con objeto de probar que la condicién es también necesaria, su-
pongamos que P, - P~ 0 y elijamos un valor fijo de log P, p. ej., el
valor de la rama principal. Con el valor correspondiente de arg P
determinemos arg P, por la condicién arg P—7 < arg P, <arg P+
y hagamos log P,=log |P,|+iarg P,. Sabemos, por otra parte, que
Sy=log P, + h,-2mi, siendo A, un entero bien determinado. Para dos
términos consecutivos se obtiene

A\N=+»|\ﬂ=vNﬂ.N.”~Om A“_.+&:+~v+wom W:IHOW T:.I.

Nos interesan Unicamente las partes imaginarias. Cuando n sea su-
ficientemente grande tendremos, p. ej., que |arg (1 + )| <2m:/3,
arg P, —arg P| < 2m/3 y |arg Py~ arg P| < 2ar/3. Estas desigualda-
des implican Sill?;..Ar de donde sigue que h, 4 =h, para todo
n suficientemente grande. En definitiva, %, es, por consiguiente,
constantemente igual a un cierto entero %, y tenemos que S, tiende
al limite S=log P+ h-2mi. Hemos demostrado asf la siguiente pro-
posicién :

o0
TEOREMA 5. El producto infinito HH (1+a,) con 1+a, 0 con-
1

(=]

verge simultdneamente con la serie M log (1+a,). cuyos términos
1
representan los valores de la rama principal del logaritmo.

La cuestién de la convergencia de un producto puede reducirse,
pues, al problema mais familiar relativo a la convergencia de una
serie. Se puede reducir més observando que la serie [4-21] converge
absolutamente a la vez que la serie mis sencilla Xla.|. Esta es una
consecuencia inmediata del hecho de que

\_OWC+NV,
rawﬂ

=0 z

L.

0.

Si cualquiera de las dos series [4-21] o M_S_ converge, tenemos que

H -
a4, > 0, y para un € > 0 dado se verifica la doble desigualdad

(1-€)la) < flog (1+a.)| < (1+e€)|a,
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para n suficientemente grande. Consecuencia inmediata es que las
dos series son, de hecho, absolutamente convergentes a la vez.

Se dice que un producto es absolutamente convergente si (y solo
si) la serie [4-21] correspondiente converge absolutamente. Con esta
terminologia podemos enunciar nuestro resultado en los términos
siguientes:

TEOREMA 6. Una condicion necesaria y suficiente para la con-

oo

vergencia absoluta del producto H_H (1+a,) es la convergencia de
1

8
la serie M |G«
1

En el dltimo teorema se hace hincapié en la convergencia abso-
luta. Puede probarse con ejemplos sencillos que la convergencia de

oo

MS no es necesaria ni suficiente para la convergencia del produc-
1

to m (1+a,).
1

Estd claro lo que se entiende por un producto infinito uniforme-
mente convergente cuyos factores son funciones de una variable. La
presencia de ceros es posible que origine algunas ligeras dificultades,
que generalmente pueden evitarse considerando solo conjuntos sobre
los que a lo sumo se puedan anular un nimero finito de factores. Si
se omiten estos factores, es suficiente estudiar la convergencia uni-
forme del producto restante. Existen proposiciones andlogas a los teo-
remas 5 y 6 para la convergencia uniforme. Si examinamos las demos-
traciones hallaremos que se pueden uniformar todas las acotaciones,
eonduciendo las conclusiones a la convergencia uniforme.

EJERCICIOS

1. Pruébese que

2. Demuéstrese que para |z|<C1

X

H.l_” O.+N~__VHHH

n=0 =

- el
PR |
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n

converge absoluta y uniformemente en todo conjunto compacto.

w7

3. Pruébese que
X

I

1

4. Demuéstrese que el valor de un producto absolutamente conver-
gente no varia si se reordenan los factores.

5. Pruébese que la funcién
fas)
o(zy= || (1+nn-ten 1nzmies),
1
donde 'A|<<1 es analftica en todo el plano y satisface la ecuacién fun-

cional
6(z+2log h) =h-le=2 B (z).

3. Productos candnicos—Una funcién que es analitica en todo
el plano se dice que es entera. Las funciones enteras més sencillas,
aparte los polinomios, son €% sen z y C0S Z.

Si g(z) es una funcién entera, entonces f(z) =€ es entera y
distinta de cero. Reciprocamente, si f(z) es una funcién entera cual-
quiera que no se anula nunca, probaremos que f(z) es de la forma
22, Con este objeto observemos que la funcién f(z)/f(z), siendo
analitica en todo el plano, es la derivada de una funcién entera g(z).
De este hecho se deduce, mediante calculo, que f(z)e~#? tiene deri-
vada nula y, por consiguiente, f(z) es un miltiplo constante de ed®;
se puede absorber la constante en g(z).

Por este método también podemos hallar la funcién entera mds
general con un numero finito de ceros. Supongamos que f(z) tiene
m ceros en el origen (m pudiera ser cero) y denotemos los otros
ceros por a;, dy, ..., dy, repitiendo los ceros multiples. Es evidente
entonces que es posible escribir

f(z)=zme@ [ | ? = M:

Si hay infinitos ceros, podemos tratar de hallar una representa-
cién andloga mediante un producto infinito. La generalizacién obvia

seria
© - z
— M e(2) .
f(z) =zme _ﬂ_ T a:v

[4-22]
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Esta representacion es valida si el producto infinito converge unifor-
memente en todo conjunto compacto. De hecho, si es asf, el produc-
to representa una funcién entera con ceros en los mismos puntos
(excepto en el origen) y con las mismas multiplicidades que f(z). Se
sigue que es posible escribir el cociente en la forma z™es®,

El producto que figura en [4-22] converge absolutamente si (y solo

o

m:M l/la,! es convergente, en cuyo caso la convergencia también es
1

uniforme en todo disco cerrado |z] =R. Unicamente bajo esta condi-

cidn especial podemos obtener una representacién de la forma [4-22].
En el caso general tienen que introducirse factores que produz-

can convergencia. Consideremos una sucesién arbitraria de ndmeros

complejos g, 7 0 con lima,=20; probaremos la existencia de poli-

>N
nomios p,(z) tales que
o0

11 ﬁ 1 Jy e

1

(4-23]

converge a una {uncién entera. El producto converge al mismo tiem-
po que la serie de término general

%:ANV HMOW AHlMu .T Huzﬁmu.

dy,

donde se elegird la rama del logaritmo de forma que la parte ima-
ginaria de r,(z) esté comprendida entre —7r y m (inclusive).

Para un R dado consideremos unicamente los términos con
a,/ > R. En el disco |z| =R se puede desarrollar en serie de Taylor
la rama principal de log (1 —z/a,)

_i_ -wv _ lw-wﬁvﬁkwvﬁ.
ay, dy N [ w dy,

m\rwmm.:,om para p,(z) una suma parcial de esta serie que acabe en el
termino de grado m,. Entonces r,.(z) admite la representacién

7u(Z) 1 A N v:;+~ Fu v=;+~
T M+ 1 \a, +§=+N Aw -

it
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v obtenemos fdcilmente la acotacién

e
M—ﬂ _Q:— |WQ:_ ’

Supongamos ahora que la serie

20 1 A R v3=+w
- 4.25
:MH» §=+ H MQ:’ ’ H ._

i

[4-24]

ra(2)| =

converge. Por la acotacién [4-24] se obtiene en primer lugar que
#.(z) =0, y, por tanto, r,(z) tiene una parte imaginaria compren-
dida entre —ar y o siempre y cuando n sea suficientemente grande.
Ademds, por comparacion, se ve que la serie 3 r,(z) es absoluta y
uniformemente convergente para [z/ <R, y asi el producto [4-23]
representa una funcién analtica en !z{ < R. Por motivo del razona-
miento debemos excluir los valores g, =R, pero es evidente que la
convergencia uniforme de [4-23] no es afectada al tomar nueva-
mente en cuenta los factores correspondientes.

Resta tinicamente probar que la serie [4-25] puede hacerse con-
vergente para todo R. Pero esto es obvio, pues si tomamos m, =1,
[4-25] se convierte en una serie de potencias con radio de conver-
gencia infinito, como puede comprobarse mediante la férmula del
radio de convergencia o considerando una serie mayorante geométri-
ca para cualquier valor fijo de R.

TeorREMA 7. Existe una funcion entera con ceros arbitrariamente
prescritos a, con tal que, en el caso de infinitos ceros, a, - 00. Toda
funcion entera con estos unicos ceros puede escribirse en la forma

oo 4 1 z u 1 z \
f(z) =zmes [T ATW,__TNLﬁwAL Tt AIV [4-26]

" "
n=1

en donde el producto se extiende a todos los a,+=0, los m, son cier-
tos enteros y g(z) es una funcién entera.

Este teorema se debe a Weierstrass. Tiene el siguiente corolario
importante:

CoROLARIO. Toda funcion que es meramorfa en todo el plano es
el cociente de dos funciones enteras.
En efecto, si F(z) es meromorfa en todo el plano, podemos hallar



2

una funcién entera g(z) con los polos de F(z) por ceros. El pro.
ducto F(z)g(z) es en tal caso una funcién entera f(z), y obtenemos
F(z) =f(2)/g(2).

La representacién [4-26] resulta considerablemente mds intere.
sante si es posible elegir todos los m, iguales entre si. La demostra-
cién anterior ha probado que el producto

Wﬁ ?;NTW+WA%%+...+K%V} (4-27)

1 N a,/

converge y representa una funcidn entera con tal que la serie
oo

M (R/|a,))"*'/(h+1) converja para todo R; es decir, con tal que
=1

% 1/]a,|"*! << oc. Suponiendo que % es el menor entero para el que
esta serie converge, la expresion [4-27] recibe el nombre de producto
qa:m:mg asociado a la sucesién {a,}, y & es el género del producto
candnico.

Siempre y cuando sea posible utilizaremos el producto candnico
en la representacién [4-26], el cual, por otra parte, esti determinado
nn. manera Unica. Si en esta representacién g(z) se reduce a un po-
linomio, se dice que la funcién f(z) es de género finito, siendo por
definicién el género de f(z) igual al grado de este polinomio o al
geénero del producto candnico, segiin cuil de los dos sea el mayor.
Asi, p. ej., una funcién entera de género cero es de la forma

0

c ] ATMV

1 n

AN i . s s .
con X 1//a,| <oco. La representacion candnica de una funcién entera
de género 1 es de la forma

= z
m ar ~|| N\za
czes || (1-2)e
con 3 1/{a,[* <o, 3 1/|a,| =00, 0 de la forma
= z
Cz"e™ Ayll
eI (1)

con 3 1/|a,| < oo, az£0.
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SEC. 4-3]

Existe una estrecha relacién entre el género de una funcién y
la velocidad de crecimiento de f(z) cuando z tiende a infinito. Vol-
veremos sobre este problema en el capitulo V, seccién 5-1, 5.

Como aplicacién consideremos la representacién de sen 7z me-
diante un producto. Los ceros son los enteros z= +n. Puesto que
S 1/n diverge y 3 1/n? converge, debemos tomar k=1, obteniendo
una representacion de la forma

z -
sen gz= Nmmﬁnv U_y - n,
— — n .

]

Con objeto de determinar g(z) formamos las derivadas logaritmicas.
de ambos miembros. Hallamos que

t L "(z) M A . ¢
meotgmr=—+g'(z +—
& T8 + z—-n n,

n:=0
siendo fdcil justificar el procedimiento basdndose en la convergencia
uniforme sobre cualquier conjunto compacto que no contenga los
puntos z=n. Por comparacién con la férmula previa [4-15], se con-
cluye que g'(z) =0. Por tanto, g(z) es una constante, ¥ teniendo en
cuenta que Iim sen 7z/z =, deberd ser e =m, y asi

=0
sen 7wz =mz E A 1 |Wv eln, [4-28]

:ﬂwo i

En esta representacidn los factores correspondientes a n y —»n pue-
den agruparse dentro de un mismo paréntesis, con lo que se obtiene
la forma mas sencilla

= — = ]. &.lN@
sen 7z ﬂnﬂ AH. :Nv (4-29]
Se sigue de [4-28] que senwz es una funcidn entera de género 1

EJERCICIOS

1. Pruébese que
>0

sen w(z+a)=eT2cotera sen 7o m AH +

-0

z

vmlm\ﬁinv
n+ta

siempre y cuando « no sea un entero.
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2. ;Cusl es el género de cos v/ 27

3. Pruébese que una funcién entera de género # satisface una des.
igualdad de la forma

If(2)] < Mel 1+
para cualquier n > 0.

4. Si f(z) es de género A, (qué valores miximo y minimo puede tener
el género de f(z2)?

~

5. Pruébese que si f(z) es de género 0 o 1 con ceros reales, v s

f(z) es real para z real, entonces todos los ceros de f'(z) son reales.

4. La funcion gamma—La funcidén senmz tiene como ceros to-
dos los nimeros enteros, siendo la funcién mds sencilla con esta
propiedad. Introduciremos ahora funciones que tengan tnicamente
como ceros los enteros positivos o los enteros negativos. Asi, p. ej,
la funcién mas sencilla con los enteros negativos por ceros es el
producto candnico correspondiente

XX

Giz)=][] ?TMTA:. [4-30]

1

Es evidente que G(-2z) tiene entonces como ceros los enteros posi-
tivos, y por comparacién con la representacién mediante un pro-
ducto (Ec. [4-28]) de sen arz, se tiene inmediatamente que

NQANETNTW@%@ [4-31]

Como consecuencia de la forma en que se ha construido G(z), es
16gico que tenga otras sencillas propiedades. Observemos que G(z - 1)
tiene los mismos ceros que G(z) y ademds un cero en el origen. Es
evidente entonces que podemos escribir

G(z - 1) =ze?9G(z),
donde y(z) es una funcién entera. Con objeto de determinar 7y(z)

tomamos en ambos miembros las derivadas logaritmicas. Esto nos
da la ecuacién

0

(IR L RS e

n=1

SEC. 4-3] FRACCIONES SIMPLES Y FACTORIZACION 203

En la serie del primer miembro podemos reemplazar n por n+1.
Mediante este cambio obtenemos

oc

1 1y 1 </ 1 1
o)1t 3(h k) -
z—1l+n =n z Hdiz4n n+l

n=1

o

1 /1 1 1 1
nMIIMAHﬂMYMAMIIL.

n=1 n=1

La ultima serie tiene suma igual a uno y, por tanto, la ecuacién
[4-32] se reduce a y’(z)=0. Asi, pues, y(z) es una constante,
que denotaremos por v, y G(z) tiene la siguiente propiedad de repro-
duccidn, G(z—-1) =e?zG(z). Resulta més sencillo considerar la fun-
cion H(z) =G(z)e", que evidentemente satisface la ecuacién funcio-
nal H(z—1)=zH(z2).

El valor de y se determina con facilidad. Tomando z=1, tenemos

1=G(0) =eG(1),
y, por tanto,

o o]

= (1)

n=1

Aqui el n-ésimo producto parcial puede escribirse en la forma

A3+valﬁ+m+w+.:+i‘:<
v obtenemos \ ] ] ) |
y=1im ~+W+’+.:+|l_0m: ;
2 n

n—>c0 3

A la constante vy se le llama constante de Euler; su valor aproxima-
do es 0,57722.

Si H(z) satisface la ecuacién funcional H(z—-1)=zH(z), enton-
ces I'(z) =1/[zH(z)] verifica la relacion

[(z-1)=I(z)/(z-1),
T(z+1)=z[(z). [4-33]

Se comprueba que esta es una relacién mds util, y por esta razdn
se ha convertido en costumbre incluir entré el reducido conjunto
de las funciones elementales a I'(z) bajo el nombre de funcion gamma
de Euler.
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Nuestra definicién conduce a la representacién explicita

e~ z\"!
— . /n .
I'(z) Z =_n_H AH+ - v e, [4-34)
v la f6mula [4-31] toma la forma
T
I'z)r(l-z) “nz [4-35] !

Observemos que I'(z) es una funcién meromorfa con polos en z=0,
-1, =2, ..., pero sin ceros.

Tenemos que I'(1) =1, y mediante la ecuacién funcional hallamos
que I'(2) =1, T'(3)=1:2, '(4) =1-2-3, y en general I'(n) = (n-1)I
La funcién T puede asi considerarse como una generalizacién de la
factorial. De [4-35] se obtiene que ['(}) = V7.

Se obtienen con toda facilidad otras propiedades considerando
la derivada segunda de logI'(z) para la que hallamos, por [4-34],
la expresion muy sencilla

QA I(z) v W 1
dz\ T(z) /= 4 (z+n)

n=0

[4-36]

Asi, p. ej., es evidente que I'(z)['(z+%) y I'(2z) tienen los mismos
polos, y utilizando [4-36] hallamos que

d/ 7z \ df TE+d) o 1 - 1
MA ENNV v+a|NA EHMV VHM_ Am+5N+MG.+=+$NH

n=0 H=
1
M ANb -+ N:vm

< 1
=0 uM 2z4+2n+1)? ._ »MANI.E -

“25 (v )

Integrando obtenemos
[(2)T(z+13) =e=*T(22),
donde quedan por determinar las constantes a y b. Haciendo z=1%

y z=1, hacemos uso de los valores conocidos I'(3)= v T(1) =1,
(1) =4rd)=14/m I'(2)=1, con lo cual se obtienen las relaciones
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la+b=}logm, a+b=%logm—log2 Se sigue que a=
que

-2log2, vy
vntomﬂ%_om 2;

el resultado final es, por tanto,

VT (2z) =221 (2)T(z + 4),

que se conoce con el nombre de férmula de duplicacién de Legendre.

EJERCICIOS

1. Pruébese la férmula de Gauss:

n—1

(2r) 2 T(2) n:?:AWJ ANMHV i %V

2. Demuséstrese que
3\ 1\2
(L) w2 (2) ()
- T 3

5. Fdrmula de Stirling.—En muchas situaciones en que puede
aplicarse la funcién T es de la mayor importancia tener alguna infor-
macién sobre el comportamiento de T'(z) para valores muy grandes
de z. Afortunadamente es posible calcular I'(z) con gran precisién
y muy poco esfuerzo mediante una férmula cldsica, que se conoce
con el nombre de férmula de Stirling. Existen muchas demostracio-
nes de esta férmula. Nosotros hemos decidido deducirla utilizando
el calculo de residuos, siguiendo principalmente la presentacién de
Lindeléf en su libro clasico sobre el célculo de residuos. Se trata
de una demostracién muy sencilla y sobre todo muy instructiva, ya
que nos da una oportunidad para utilizar los residuos en casos me-
nos triviales que los anteriores.

El punto de partida es la férmula [4-36] para la derivada se-
gunda de log T'(z), y nuestra tarea inmediata es la de expresar la
suma parcial

LI S LI
22 (z+1)2  (z+2)2 7 (z+nm)?

como una integral curvilinea conveniente. Con este objeto necesi-
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tamos una funcién con residuos 1/(z+v)? en los puntos enteros v”
una buena eleccidn es ,M
. Tmcotga
a(p =TEETE
(z+8)?

La variable en dicha funcién es {, mientras que z aparece solo
como una pardmetro, el cual se mantendrd en un valor fijo z=x+iy
con x > 0 durante la primera parte de la deduccidn. ,
Apliquemos la férmula de los residuos al rectdngulo cuyos lados
verticales estdn sobre £=0y £=n+1 y los lados horizontales sobre
m= =Y, con la intencién de hacer tender primero Y y después n
a X Este contorno, que denotaremos por K, pasa por el polo en
el origen, pero sabemos que la férmula sigue siendo vélida con tal
que tomemos el valor principal de la integral e incluyamos un
medio del residuo en el origen. Obtenemos, por consiguiente,

1 !
Bt g [ eOar= - Y

En los lados horizontales del rectingulo cotg w{ tiende unifor-
memente a +i7 para Y — co. Puesto que el factor 1/(z+ £)? tiende
a cero, las integrales correspondientes tienen limite cero. Nos que-
dan ahora dos integrales sobre rectas verticales indefinidas: cotg mi
estd acotada sobre cada recta £ =n+1, y como consecuencia de la pe-
riodicidad, la cota es independiente de n. Asf, pues, la integral sobre
la recta £=n+1 es menor que el producto de una constante por la

n HNNH mH
\. W -~
- _|

S=n+3

Esta integral puede calcularse, ya que sobre la recta de integracion
se verifica

NHN:+~|m,

y por residuos se obtiene
e

1 a1 \ dt 2
i/ )0-zP i) (Lrz)(2n+1-L+3) 2n+lt2e

El limite para n-> oo es, por tanto, cero.
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Por ultimo, el valor principal de la integral sobre el eje imagi-
nario desde —ioo hasta +7o0 puede escribirse en la forma

HRaooﬂ N.ﬁ.w L _&l
momiﬁgéwai%.?

1% coth 7y - IN3|N&:.

0 (9> +22)

Ha de cambiarse el signo, con lo que se obtiene la férmula

JRVCR S 2z
S\ V== th - dn. 377
dz\ T(z) 27 +h cothmn * oz 91 [4-37]
Es preferible escribir
2
th =14 —
coth 71 + T

y observar que la integral obtenida del término 1 tiene el valor 1/z.

Asi, pues, podemos volver a escribir [4-37] en la forma

d{ Iz 1 1 R d
IA (z) vn!+ +\ e dn
dz\ I'(z) z? ¢ (P+zrr e

[4-38]

La integral converge ahora muy rapidamente.
Haciendo que z varfe en el semiplano derecho, se puede integrar
esta férmula. Se obtiene
I (z) 1 % ~ 2 dn

rHQH - . ’ R_.|“w©
Tz BT T a2 el [4-39]

donde log z es la rama principal, y C, una constante de integracién.
La integracién del ultimo término exige alguna justificacién. Tene-
mos que estar seguros de que la integral en [4-39] puede derivarse
bajo el signo de integral; en efecto es asi, ya que la integral converge
uniformemente cuando se restringe la variacién de z a cualquier con-
junto compacto en el semiplano x > 0.

Deseamos integrar [4-39] nuevamente. Esto introduciria obvia-
mente arc tg (z/7) en la integral, y aunque podria definirse una rama
uniforme, preferimos evitar el uso de funciones multiformes. Esto es
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posible si transformamos primero la integral en [4-39] mediante in-
tegracién parcial. Se obtiene

r A

xa 2  dy

N 52 a2
_ LTI g (1 ey,
s M+ em_1 z

o (MP+2%)

donde, naturalmente, el logaritmo es real. Ahora podemocs integrar |
con respecto a z, con lo que se tiene

1 1~ z | 1
logT'(z) =C"+Cz + AN||V

donde C’ es una nueva constante de integracién, habiéndose reem- :
plazado, por conveniencia, C —1 por C. La f6rmula significa que exis £
te, en el semiplano derecho, una rama uniforme de logI'(z) cuyo
valor viene dado por el segundo miembro de la ecuacién. Mediante -
una eleccidén adecuada de C’ se obtiene la rama de logT'(z) que
es real para z real.

Quedan por determinar las constantes C y C’. Con este objeto
debemos estudiar primero el comportamiento de la integral en [4-40],
a la que denotaremos por

NEMW [ToE tog——dn, [4-41]

0o WH+z? 1—e—%7
Es practicamente evidente que J(z) > 0 para z->o0 con tal que z
se mantenga alejado del eje imaginario. Supongamos, p. ej., que se

restringe z al semiplano x=c¢ > 0, Separando la integral en dos par-
tes, tenemos

\HNVHR : + %3 =Ji+ ]

En la primera integral |9*+ 2% Z|z|*—|z/2|*=3|z|?/4, y, por tanto,

dn.
Ihl= wﬂ._NA \ ~om ®|~§ K
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En la segunda integral |n?+ 2| H_Nlﬂ.s_ 1z+in| > c|z], y tenemos

H 1

Puesto que la integral de log (1 —e=2") es obviamente convergente,
se concluye que J; y J, tienden a cero cuando z -> oo,

Se halla el valor de C sustituyendo [4-40] en la ecuacién fun-
cional I'(z4+1)=zI'(z) o log'(z + 1) =log z+log I'(z); si se restrin-
ge z a valores positivos, no hay duda sobre la rama del logaritmo. La
sustitucién nos da

C'+Cz+C+ (z+4)log (z+1) +](z+1) =

=C"+Cz+ (z+1) log z+ ] (2),
que se reduce a

C= - (2+ Jog(1+2) 47—z 1),

Haciendo que z - oo, hallamos que C= —1.
A continuacién aplicamos [4-40] a la ecuacidn rz)yr(l-z)=
=mr/sen 7z, eligiendo z—=2%+iy. Obtenemos

20"~ 1+iylog (3+iy) —iylog (3-dy) + J(X+iy) + (3 ~iy) =
=log 7 —1log cosh 7ry.

Esta ecuacién, en la que los logaritmos se toman con sus valores
principales, estd demostrada hasta ahora salvo un miltiplo constante
de 2mi. Pero para y=0 la ecuacién es correcta tal y como estd es-
crita, ya que [4-40] determina el valor real de log'(1); se verifica,
por tanto, para todo y. Haciendo que y - oc, sabemos que J (3 + iy)
y J(3—1ty) tienden a cero. Desarrollando el logaritmo del primer
miembro en serie de Taylor tenemos que

i

. +iy . )
x..._ommllh.mutlmm i+ log il =—7y+1+ely)

mientras que en el segundo miembro,

log cosh 7wy =y —log 2 + € (y)

\HLFORS.—14
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con €(y) v €(y) tendiendo a cero. Estas consideraciones dan por re-
sultado el valor de C’ =3 log 2. Hemos probado asf la férmula de
Stirling en la forma

logT(z) =Llog2m—z+ (z—%)logz+/(z) [4-42)

0, de manera equivalente,

[(z) =y 2m zi et/ (4-43]

con la vepresentacién [4-41] del resto vdlida en el semiplano de-
recho. Sabemos que J(z) tiende a cero cuando z - o0 en un semi-
plano x=c > 0.

En la expresién de J(z) podemos desarrollar la integral en serie
de potencias de 1,z, y se obtiene

R O O )
J(z)= N~+N|M|T...+|NM»~M'~I+\WA.NV
con 1 ~ 1 ’
Qe” F\, — Hve - \ ‘Jmelw wom ﬁ n&d H%uﬁu—
y (—1)* 1

H o] émw
o e S 1
1:(z) T R\ 1+ (n/z)? og 1_ -2

dn.
Puede demostrarse (p. ej., utilizando residuos) que los coeficientes
C, estan relacionados con los nimeros de Bernoulli (cf. Ej. 4, sec-
cién 4-2, 3) por la expresion

1

—(-1——=_ B, 4-45
Co=(-1) (2v—1)2v 14431

Asi, pues, el desarrollo de /(z) toma la forma

B 1 B, 1 \ k-1 By L f o
J(z) == com o e+ (21) TN —= + /(=)
1-2 = 34 =z ( ) [4-46]

Se advierte al lector que no debe confundir este desarrollo con un
desarrollo de Laurent. La funcién /(z) no esti definida en un entor-
no de oo y, por consiguiente, no posee un desarrollo de Laurent;
ademds, si k = ¢, la serie obtenida de {4-46] no converge. Lo que
podemos decir es que para un k fijo la expresién J.(z)z* tiende a
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cero para z = o0 (en un semiplano x=c¢ > 0). Este hecho caracteri-
za a [4-46] como un desarrollo asintdtico. Tales desarrollos son de
gran valor cuando z es grande en comparacién con k, pero para z
fijo no tiene ninguna ventaja hacer que k se haga muy grande.

Se puede utilizar la férmula de Stirling para demostrar que

Fo)=[ et [4-47]

0
siempre y cuando la integral converja; es decir, para x > 0. Hasta
que haya sido demostrada la identidad, denotaremos la integral en
[4-47] por F(z). Integrando por partes, se halla inmediatamente que

x

F(z+ 5"\. mlm&ﬂn% e~ "t Idt =zF (z).
0 0

Por tanto, F(z) satisface la misma ecuacién funcional que I'(z), y
se tiene que F(z)/T(z)=F(z+1)/T(z+1). En otras palabras:
Fi(z)/T(z) es peridédica con periodo 1. Esto prueba, incidentalmente,
que F(z) puede definirse en todo el plano, aunque la representacién
mediante una integral es vdlida inicamente en un semiplano.

Con objeto de probar que F(z)/T'(z) es constante resulta preciso
acotar |F/T| en la banda correspondiente a un perfodo; p. ej., en
la banda 1=x=2. Tenemos, en primer lugar, por [4-47],

|F(z)|= %lenal&wum.?v.

v, por tanto, F(z) esti acotada en la banda. Utilizamos a continua-
ciéon la férmula de Stirling para hallar una cota inferior de IT(z)]
para valores grandes de y. De [4-42] se obtiene

log|T'(z)| =4 log 2 —x + (x —%) log |z| —y arg z + Re J (z).

Unicamente el término -y arg z se hace menos infinito, siendo com-
parable a —7r|y|/2. Asi, pues, |F/T'| no crece mucho mds rapidamen-
te que e*?2,

Para una funcidén arbitraria esto no serfa suficiente para llegar
a la conclusion de que la funcién es constante ; pero para una funcién
de periodo 1 es mds que suficiente. En efecto, es evidente que F/T
puede expresarse como una funcién uniforme de la variable [ =e?;
a cada valor de {70 corresponden infinitos valores de z, que di-

llld
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fieren entre si en multiplos de 1, y, por tanto, corresponde un solo
valor de F/I'. La funcidn tiene singularidades aisladas en {=0 y
{ =20, mostrando nuestro célculo que |F/T'| crece a lo sumo como |g]-%
para { = 0y como |{|* para {—> 0. Se sigue que ambas singularida-
des son evitables y que, por tanto, F/I' debe reducirse a una constan-
te. Por tltimo, el hecho de que F(1)=I"(1)=1 prueba que F(z)=I(z).

EJERCICIOS

1. Demuéstrese el desarrollo [4-46].
2. Pruébese que
I(x)= ,\.munurgl,é?bhw

para x> 0, con 0 < f(x) < 1.

4-4. Familias normales.—Al igual que se consideran conjun-
tos de puntos, también pueden considerarse conjuntos de funciones.
Preferimos, con objeto de marcar una clara distincién, hablar de
familias de funciones, y para mayor conveniencia supondremos siem-
pre que las funciones de una familia estin definidas en el mismo
conjunto. En la teorfa de funciones estamos interesados principal-
mente en familias de funciones analiticas, definidas en una regién
fija (). As{ podremos limitarnos a considerar subfamilias de la fa-
milia formadas por todas las funciones analiticas uniformes en ().
Ejemplos importantes son las familias de funciones analiticas acota-
das, funciones que no toman jamas el valor cero o funciones que
toman valores prescritos en ciertos puntos dados.

1. Condiciones de normalidad.—Denotemos por & una familia
bien definida de funciones analiticas f(z) en una regi6n (2. Estaremos
interesados en la convergencia de sucesiones {f,} formadas por fun-
ciones de ¥. No existe ninguna razén particular para suponer que
una sucesién {f,} sea convergente; de hecho, quizd es mds probable
que se dé el caso contrario, el de que {f,} no contenga una sola sub-
sucesién convergente. En muchas situaciones, la dltima posibilidad
es un grave obstaculo. Por tanto, es deseable considerar familias en
las que esta forma de comportamiento esté excluida; esto nos con-
duce a la siguiente definicion:

DEFINICION.  Una familia & de funciones f, definidas en ung
region (1, se dice que es normal si toda sucesion {f,} de funcione$

¥ i

SEC. 4-4] FAMILIAS NORMALES 213

f« € & contiene una subsucesidn {f,)} que o converge uniformemen-
te o tiende uniformemente a oo en todo subconjunto compacto de Q.

No se ha supuesto explicitamente que las funciones f sean anali-
ticas, pero este es el tinico caso que nos interesa. Por el teorema 1, la
funcién Iimite de la sucesién {fs,} es a su vez analftica, a no ser
que se reduzca a la constante co. No se requiere que la funcién limite
pertenezca a {§. La razén de incluir oc entre las posibles funciones
limite se comprende fdcilmente; lo que queremos prevenir es la dis-
persion de valores, y la convergencia a oo sirve ciertamente a este
proposito. Es obvio que se obtendrfa una mayor coherencia si defi-
niésemos familias normales de funciones meromorfas con la ayuda
de la convergencia uniforme sobre la esfera de Riemann. Sin embar-
g0, la mayoria de las aplicaciones tratan Ginicamente con familias de
funciones analiticas, por lo que parece aconsejable abstenerse de
generalizaciones que no han de ser necesarias.

La siguiente condicién es necesaria y suficiente para la norma-
lidad de familias de funciones analiticas:

TEOREMA 8. Una familia § de funciones andliticas en € es

normal si (y solo si) para todo conjunto compacto E C Q) existe una
constante M tal que

IF ()| =M(1+]{(2)]) [4-48]

para todo z EE, f € .

La condicién tiene un significado geométrico sencillo. En el ca-
pitulo 1, seccién 1-2, 5, hallamos que las proyecciones estereograficas
de dos puntos a, b tienen una distancia cordal

2la-b|
v (L+[a]?) (T+ b

d(a,b) =

Poniendo a=f(z), b=f(z+h) para puntos préximos, vemos que el
cambio lineal de escala correspondiente a la aplicacién del plano z
en la esfera de Riemann sobre el plano w=f(z) viene medida por
2 UL+ 1f|). Se requiere que este cambio de escala esté acotado
uniformemente en todo conjunto compacto. Escribiremos

pth=—1L_

v observemos que p(1/f) =p(f).

ey

L opt
o

Yﬁ__
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Probaremos primero que la condicién [4-48] es necesaria. Si no
se verificara, existiria un conjunto compacto E y una sucesién {f,}
tal que el maximo de p(f,) sobre E tenderfa a oo. Si una subsuce-
sién :n:L tiende a una funcién limite analitica ¢, el teorema 1 im-
plica que p(f,) tiende a p(¢), uniformemente en E. Entonces
p(f.,) estaria acotado en E, en contra de lo supuesto. Si, por otra
parte, f, —> 00, ponemos g, =1/f,, con lo que se tiene que p(g,,) =
=p(f, ) tiende uniformemente a cero en E. Esto es nuevamente una
contradiccién, luego la familia no puede ser normal.

A fin de probar la suficiencia estableceremos dos propiedades
previas. Sea z, un punto en ) y consideremos una sucesién de fun-
ciones f, € §.

a) Si los valores |f.(z,)| permanecen inferiores a una cota fi-
nita, entonces las funciones f, estdn acotadas uniformemente en un
entorno de z.

b) Si f.(z) = oo, entonces las funciones f, tienden uniforme-
mente a o en un entorno de z,.

Supongamos que |f,(z)]| <<A y que el disco A:|z—z,| <8 estd
contenido en £; o es [f.(z)| <<2A en A, o existe un punto z; €4,
el mas préximo a z, donde se cumple la condicién [f,(z) | =2A. En-
tonces |f.(z)| =2A sobre el segmento de extremos zy, z, y, por tan-
to, |f.(z) | =M(1+4A?) sobre el mismo segmento. Se sigue, pues, que
A=|fulzi) —fulz) | £MS(1 +4A%). Para A fijo y o suficientemente
pequefio esto constituye una contradiccién. Queda asi probado a).

Para probar b) podemos suponer que |f,(z)| > 2. El razonamien-
to anterior aplicado a g.(z) =1/f.(z) demuestra que |g,(z)| <1,
If«(z)| >1 en un entorno A:|z—zy| < 8. Puesto que f,(z) 70 en A,
podemos definir una rama uniforme de logf.(z). Utilizando esta
rama formamos

log f,(z) —log fu(z)

FA2) =8 F.(2) + 108 [.(20)

La transformacién lineal aplicada a log f,(z) representa el semiplano
derecho sobre el disco unidad. Por tanto, {F(z)| << 1 en A, mientras
que F(zy) =0. En esta situacion el lema de Schwarz (Cap. III, teore-
ma 13) da |F(z)| < § para |z —2z| < 8/3. Por otra parte, IF(z)| <%
implica que log |f.(z)| > 4. Bajo las hiptesis de b) concluimos que
f:(z) = o© uniformemente en |z -z} < 8/3.

Las propiedades a) y b) se verifican para subsucesiones de
{f.(z)} lo mismo que para la sucesién original. Por esta razém, po-
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demos utilizar la propiedad a) para concluir que el conjunto de pun-
tos z con lim inf |f,(z)| <Coc es abierto. Andlogamente, el conjunto
con lim |f,(z)|=2C es abierto de acuerdo con b). Puesto que los dos
conjuntos son complementarios, uno de ellos debe ser vacio: o bien
f.(z) = oo en todos los puntos o en ninguno. Si se aplica este resul-
tado a una subsucesién, tenemos que o bien existe una subsucesién
{f..} que tiende a infinito en todo punto, o bien lim sup If,(z)]| < oo
por doquier.

Si f,, —> 00, sabemos por b) que la convergencia es uniforme en
un entorno de cada punto. Un conjunto compacto puede recubrirse
por un nimero finito de entornos con esta propiedad, y se concluye
que f,, —> o© uniformemente sobre todo conjunto compacto. En este
caso hemos alcanzado la conclusion deseada. En el caso contrario,
|f.(z)| estd acotado en cada punto z por una cota que pudiera de-
pender de z. Sin embargo, por ¢/ las funciones f,, estin acotadas uni-
formemente en un entorno de cada punto, y hallamos exactamente,
como antes, que estin acotadas uniformemente en todo conjunto
compacto. Por consiguiente, de ahora en adelante podemos suponer
que las funciones f, estdn acotadas uniformemente en cada conjunto
compacto. Para el resto de la demostracién haremos uso del hecho
de que existe una sucesiéon de puntos {; densa por doquier en {);
p. ¢j., €l conjunto de puntos con coordenadas racionales. Vamos a
extraer de la sucesién {f.} una subsucesién que converja en todos
los puntos {;. Esto se efectiia mediante el proceso de la diagonal de
Cantor. Para k fijo la sucesién {f.({:) } estd acotada y tiene, por tan-
to, un punto limite. Por esta razén es posible disponer los subindices
de la siguiente forma

“NZAS_N < ... A Ny < ...
Ny <Ny << ... < Ny < ...
.................................... [4-49]

donde cada fila estd contenida en la precedente, y se verifica la pro-

piedad de la existencia de lim f,,, ({z). La sucesion diagonal, com-
>0

puesta por los nimeros »n;=n;;, es estrictamente creciente y en defi-

nitiva es una subsucesién de cada fila de.[4-49]. Por tanto, {f.}

es una verdadera subsucesién de {f.} que converge en todos los pun-

tos W».

|
m
_
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Demostraremos que la sucesién Tﬁi converge uniformemente en
todo conjunto compacto E; este puede recubrirse con un niimero fi-
nito de entornos A cuyo cierre esti contenido en Q. Las funciones
fa, estin acotadas uniformemente en la unidn de estos entornos;
por tanto, por [4-48] también lo estin sus derivadas; supongamos
que |f, | <<C.Dado € > 0, consideremos para cada punto en E un en-

torno A’ que esté contenido en un A y cuyo radio sea <C¢/(6C);
para puntos cualesquiera z, { € A, tenemos _?ANV —f (D] < /3.
Recubrimos E con un ntmero finito de entornos A’ y elegimos un
punto {; en cada A". Puesto que se elige solo un nimero finito, po-
demos hallar un entero ¢ tal que |f, (L) —fn, (&) | << €3 para todo
i, ] > 1y y todos estos k. Para un z € E arbitrario existe un ; conte-

nido en el mismo A’, con lo que mediante la desigualdad triangular
se obtiene

[ (2) = fu, (2] < U 02) = Fu (L0 [+ i, (2) = o, (8| +
 {fu (G = ()| <€

para todo 7, j > #, Esto prueba que la sucesién {f,,} converge unifor-
memente en E.

COROLARIO. Si todas las funciones f de una familia normal &
son distintas de cero, entonces cada funcidn limite es o distinta de
cero o idénticamente cero.

En efecto, puesto que p(1/f)=p(f), las funciones 1/f forman
una familia normal y tienen, por tanto, funciones limites que son
0 #* o0 0 idénticamente infinitas. El corolario, conocido como teo-
rema de Hurwitz, podrfa haberse demostrado también utilizando,
p. ej., el principio del mddulo maximo. Es de aplicacién, en particu-
lar, a cualquier sucesién de funciones f, 7 0 que converja uniforme-
mente en todo conjunto compacto, pues las funciones de tal suce-
siéon forman una familia normal. De acuerdo con el corolario, la
funcién limite o no es nunca cero o es idénticamente cero.

En las aplicaciones del teorema 8 son importantes condiciones
suficientes para la normalidad mds sencillas. El siguiente caso espe-
cial es uno de los que se presentan con mds frecuencia:

TEOREMA 9. Una familia & de funciones analiticas en una region
Q es normal si las funciones f € § estdn acotadas uniformemente en
todo subconjunto compacto de ().

La demostracion es casi trivial si se utiliza la acotacidon de
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Cauchy de la derivada. Recubramos el conjunto compacto E median-
te un nidmero finito de discos |z—ai| < r, tales que los discos cerra-
dos !z —a;|=2r; de radios dobles estén todavia contenidos en Q. En
los discos tltimos f estd acotada uniformemente, |fl <M. Tenemos
entonces, en cada disco mds pequefio, por la desigualdad de Cau-
chy (Cap. III, Sec. 3-2, 3),

=
Puesto que dnicamente hay un ndmero finito de r;, hallamos inme-
diatamente que |f|/(1+]f]?) estd acotada uniformemente en E, de
lo que se sigue el teorema. Bajo las hipétesis del teorema 9, ninguna
funcién limite puede ser infinita, y, por tanto, toda sucesién tiene
una subsucesién que converge a una funcién analitica.

Se dice que una familia normal es compacta si toda funcién I-
mite es un miembro de la familia. Para poner de manifiesto la dife-
rencia entre familias normales compactas y no compactas conside-
remos la familia ¥ de todas las funciones analiticas en Q) que satis-
facen la condicién {f(z)| <C1. Por el teorema 9, esta familia es
normal, pero no compacta, pues una sucesién de funciones puede
converger a una constante de valor absoluto 1, en tanto que estas
constantes no son miembros de . En contraste, la familia de fun-
ciones que satisfacen la condicién |f| =1 es, por supuesto, compacta.

EJERCICIOS

1. Si una sucesién {f,} extraida de una familia que es normal en 0
converge en todos los puntos de (), demuéstrese que la convergencia
es uniforme en todo subconjunto compacto.

2. En las mismas circunstancias, demuéstrese que la sucesién {fu}
convergerd en todos los puntos siempre y cuando converja en un con-
junto que tenga un punto de acumulacién en .

3. Si f(z) es analitica en todo el plano, pruébese que la familia
formada por todas las funciones f(kz), con k constante, es normal en
una corona circular r; << |z| <r; si (v solo si) f es un polinomio.

2. Teorema fundamental de Riemann sobre aplicaciones confor-
mes.—Como una aplicacién de la teorfa de las familias normales va-
mos a probar uno de los teoremas mis importantes del analisis de

]il’
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variable compleja: el hecho de que cualquier regién simplemente
conexa, que no sea todo el plano, puede aplicarse conformemente
sobre un disco. El teorema lo enuncié por primera vez Riemann,
aunque con una demostracién insuficiente. Desde entonces se han
dado muchas demostraciones. La que presentamos no es la més sa-
tisfactoria en algunos aspectos, pero es la mas corta.

TeoREMA 10. Dada una region simplemente conexa cualguiera Q)
que no sea todo el plano, y un punto z, € Q, existe una funcion ana-
litica vinica f(z) en Q, normalizada por las condiciones f(z,) =0,
f(zo) >0, tal que f(z) toma todo valor del disco |lw| <1 una (y
solo una) vez en ().

La unicidad es trivial, pues si f; y f, son dos de tales funciones,
entonces fi[f;!(w)] define una aplicacién biunivoca de |w| <1 so-
bre si mismo. Sabemos que tal aplicacién estd dada por una trans-
formacién lineal S (Cap. III, Sec. 3-3, 4, Ej. 5). Las condiciones
S(0) =0, S’(0) > 0 implican S{w)=w; por consiguiente, fi=f.

Una funcién analitica g(2) en Q se llama univalente si g(z,)=
=g(z,) implica z;=z,; en otras palabras: si la aplicacién definida
por g es biunivocal. Para demostrar la existencia, consideremos la
familia ¥ formada por todas las funciones g con las propiedades
siguientes : @) g es analitica y univalente en (0 b) ;WANV_MH en (;
c) g(2)=0y g'(zy) >0. Afirmamos que f es la funcién de T para
la cual la derivada f'(z,) alcanza un mdximo. La demostracién consta
de tres partes: 1) se demuestra que la familia & no es vacia; 2) que
existe una f con derivada méxima; 3) que esta f tiene las propieda-
des deseadas.

Para demostrar que §§ no es vacfa observemos que, por hipétesis,
existe un punto g 7 0o no perteneciente a (). Puesto que ) es sim-
plemente conexo, puede definirse en él una rama analitica uniforme
de log (z—a). Esta funcidén no toma el mismo valor dos veces ni
toma valores que difieran en un miltiplo de 2#i, pues log (z;—a) =
=log (z;—a) + n-2wi implicaria z;—a=(2,—a)e* * =z,-q, de donde
2, =2, Puesto que log (z—a) toma el valor wy=log (z,—a), no to-
mard el valor wg+ 2mi. Existe, ademds, un entorno _SIEQ_ < p
tal que todos sus valores se toman en un entorno de z,; por tanto,
ninguno de los valores contenidos en |w —wy— 27ri| < p los puede to-
mar log (z—a) en Q; por tanto, |log (z —a) —wo—2mi| > p en 1.

1 Es de uso frecuente la palabra alemana schlicht, que carece de traduc-
cién adecuada.

SEC. 4-4] FAMILIAS NORMALES . 219

La funcién h(z) =[log (z—a) —wy—-27i]~! es analitica y univa-
lente en () y satisface la condicién |k (z)|=1/p. Se sigue inmediata-
mente que L
P W (z0)]

(z) =
A WU TTERTR e

" [A(z) —h(z)]

*S)

pertenece a la familia .

Las derivadas ¢'(z,), ¢ € . tienen un extremo superior B que
a priori podria ser infinito. Hay una sucesién de funciones g, € ¥
tal que lim g’,(zy) =B. Por el teorema 9 la familia ¥ es normal.

n—->x
Existe, por tanto, una subsucesion ﬁm:; que tiende a una funcién
limite f analitica, uniformemente en conjuntos compactos. Es ecvi-

- dente que [f|=1, f(z)=0 y f(z)=B. Si podemos probar que f es

univalente, se seguird que f pertenece a § y tiene una derivada maé-
Xima en Z.

En primer lugar, f no es una constante, pues f'(z) =B>0. Eli-
jamos un punto z; € Q y consideremos las funciones g(z)=g(z) -
—g(z,), g € F. Forman una familia normal, pues |g| =2y g(z) =0
en la regién ), obtenida de Q) por omisién del punto z.. De acuerdo
con el corolario del teorema 8 cada funcién limite de las funciones
g, es o diferente de cero o idénticamente cero en 2. Pero f(z) —f(z)
es una funcién limite y no es idénticamente cero. Por tanto, se tiene
que f{z) #= f(z;) para z = z,, con lo que hemos demostrado que f es
univalente.

Queda por demostrar que f toma todo valor w con |w| <1. Sea
wy, |wy|<<1, un valor no tomado por f. Entonces, puesto que () es

simplemente conexa, se puede definir una rama uniforme de

F(z)=log lhmlmwdol\“w

Tiene parte real negativa; por tanto, la funcién

estd acotada, |G(z)| < 1. Mediante el correspondiente célculo, ob-
tenemos para su derivada en el origen

— w2
G'(z) = -B - R Sl L
Ngo HOW_Si

S T e S R e B B s T e e T P R e SR s PSP PSS Tnes




220 SUCESIONES [car, 4

La funcién g(z)=G(2)|G'(2)|/G'(z,) pertenece a , y su deri-
vada es
1 — fwo?

"(z)) =B+ — o —
gl ov 2J1wo| log 1/

Pero esta expresién es mayor que B. En efecto, 2log (1/t) +t -1/t se
anula para t=1, siendo la derivada de esta funcidn,

1-2/t+1/2=(1-1/¢)2>0.

Por tanto, 2log (1/t) < 1/t—t para t <<l, y con t=|wy| esta des-
igualdad implica g (z) > B. Hemos llegado asi a una contradiccion,
por lo que concluimos que el teorema tiene que verificarse.

El contenido puramente topoldgico del teorema 10 es de por si
importante. Sabemos ahora que una region simplemente conexa cual-
quiera puede aplicarse topolégicamente sobre un disco (para todo el
plano se puede construir una aplicacién trivial), con lo que todas
las regiones simplemente conexas son topologicamente equivalentes.

Observaremos finalmente que |f(z)| tiende a 1 cuando z tiende
a la frontera de Q. Esta es realmente una proposicién puramente
topolégica que podemos probar en la formulacién siguiente:

TEOREMA 11. Si la funcidn f(z) aplica una regidn topologi-
camente sobre un conjunto (', entonces cualquier sucesion {z,} que
tienda a la frontera de Q se transforma en una sucesion {f(z,)} que
tiende a la frontera de Y.

La hip6tesis significa que todos los puntos limites de la sucesién
{z.} pertenecen a la frontera de Q, la cual pudiera incluir el punto
del infinito. Si la afirmacién no fuera cierta podrfamos hallar una
subsucesién f(z,,) que convergiese a un punto w~ € Q. Puesto que
la aplicacién es topoldgica, la subsucesion {z,,} correspondiente ten-
derfa al punto zx=f""(w~) € Q, en contra de lo supuesto. De aquf
se deduce el teorema.

Se demuestra en topologia que ()’ es siempre una regién (inva-
riancia de la region).

L
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ETERCICIO

En el teorema fundamental de Riemann, pruébese que la desigualdad
g(z) > B U:oﬂm deducirse sin cdlculo del lema de Schwarz. Dése también
otra demostracién del teorema que haga uso de la funcién auxiliar

1 /HE) —wo
dE5 r\ 1 - Wf(2)




CAPITULO V

EL PROBLEMA DE DIRICHLET

5-1. Funciones arménicas.—Las partes real e imaginaria de
una funcién analitica son funciones arménicas conjugadas. Por con-
siguiente, todos los teoremas referentes a funciones analfticas son
también teoremas sobre pares de funciones armdénicas conjugadas.
No obstante, las funciones arménicas son importantes por derecho
propio, y el tratarlas mediante los métodos complejos no siempre
simplifica las cosas. Esto es particularmente cierto cuando la funcién
conjugada no es uniforme, asi como en todas las cuestiones relativas a
problemas de valores de contorno.

1. Definicién y propiedades bdsicas—Una funcién real u(z) o
uix,y), definida y uniforme en una regién 2, se dice armdnica en 0,
o funcidn potencial, si es continua a la vez que sus derivadas par-
ciales de los dos primeros 6rdenes y satisface a la ecuacion de La-

lace:
& u  u

l_l

D =
“ oxt  dy?

=0. [5-11

Veremos mds adelante que se pueden debilitar las condiciones de
regularidad, pero esto es un punto relativamente de menor impor-
tancia.

La suma de dos funciones arménicas y el producto de una cons-
tante por una funcién arménica son nuevamente funciones armdni-
cas; esto es debido al cardcter lineal de la ecuacién de Laplace. Las
funciones arménicas mds sencillas son las funciones lineales ax - by.
En coordenadas polares (r, 8), la ecuacién [5-1] toma la forma

xmAx m:v+%e _o!
or\" or g6t

Esto muestra que logr es una funcién armdnica y que cualquier
funcién armoénica que dependa unicamente de r tiene que ser de

I Esta forma de la ecuacién no puede utilizarse en el origen.
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la forma alog r+ b. El argumento @ es una funcién armédnica siem-
pre y cuando pueda definirse de manera tnica.

Si se compone #(z) con una funcién analitica z({), la funcién
resultante u[z({)] es arménica a la vez que u(z). De hecho, hallamos.
que en general

Aulz({) 1=z ({) PAu(z).

En particular, la clase de las funciones arménicas es invariante res-
pecto a las transformaciones conformes biun{vocas de la variable.
Si u es armédnica en (), entonces se tiene que

- Jdu . du
)= ;2% 5-2
f(z) o ™ £2-2]
ou ou
litica, iendo U=—, V=—— te
es analitica, pues ponien £ 3y nemos que
oU 3 o B Ju B av
ox  0xr oy dy
U u gV
gy  dxdy  Ox

Debe recordarse que esta es la forma mds natural de pasar de fun-
ciones arménicas a funciones analfticas.
De [5-2] se pasa a la diferencial

m: mz m: m:
nllg v .ﬁ| dx+ 2 g v 3
fdz Amx &a+@,~\ et ay a+ma 4 [5-31

En esta expresién la parte real es la diferencial de u,

0 o)
&:HI: dx +.,I: dy.
ax Jy

Si u posee una funcién arménica conjugada v, entonces la parte ima-
ginaria puede escribirse en la forma

d d
QQH% &x._.@a@” - |:ma.+.|sm dy.
dx oy Yy ox

En general, sin embargo, no existe funcién conjugada uniforme, y
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e e

F

en estas circunstancias es preferible no utilizar la notacién do. En
su lugar escribimos
ou ou
wdu= —— dx+— dy,
. oy ox

y llamamos a *du la diferencial conjugada de du. En virtud de [5-3],

fdz=du+i+du. [54]

Por el teorema de Cauchy la integral de fdz se anula a lo largo
de cualquier ciclo homolégico a cero en . Por otra parte, la inte-
gral de la diferencial exacta du se anula a lo largo de todos los ci-
clos. Se sigue de [5-4] que

m: mt
=] ——dx+—dy= 5-5
h*&: \\ e a+@ y=0 [5-5]

para todos los ciclos y que sean homoldgicos a cero en 0.

La integral en [5-5] tiene una importante interpretacién que no
puede dejar de mencionarse. Si y es una curva regular de ecuacién
z=z(t), la direccidon de la tangente estd determinada por el dngulo
a=argz’(t), v podemos escribir dx=|dz| cos o, dy=|dz|sen a. La
normal orientada hacia la derecha de Ia tangente tiene la direccidon

B=a—m/2, asi que cos a= —sen B, sen o =cos B. La expresién
du Ju du
—=——2c0s 84— sen
on  dx A dy A

es una derivada direccional de u, la derivada normal por la derecha
con respecto a la curva 7y. Se obtiene que *du = (du/dn) |dz|, con lo
que podemos escribir [5-5] en la forma

ou
ey_&ﬁ_ =0. [5-6]

Esta es la notacién cldsica. Su ventaja principal es la de que
du/0On representa realmente una velocidad de variacién en la direc-
cién perpendicular a vy. Asi, p. ¢j., si y es la circunferencia |z] =7,
recorrida en el sentido positivo, se puede reemplazar du/dn por la
derivada parcial du/dr. Su inconveniente es que [5-6] no estd ex-
presada como una integral curvilinea ordinaria, sino como una inte-

gral con respecto a la longitud del arco. Esta es la razén de que la

1T
]

SEC. 5-1] FUNCIONES ARMONICAS 225

notacién cldsica sea menos natural en relacidén con la teoria de la
homologfa, por lo que preferimos utilizar la notacidn sdu.

En una regién simplemente conexa, la integral de #du se anula
a lo largo de todos los ciclos, y u tiene una funcién conjugada uni-
forme v, que estd determinada salvo una constante aditiva. En el
caso de conexién miiltiple, la funcién conjugada tiene periodos

\ .*&: = | — Ewu

correspondientes a los ciclos en una base de homologfa.

Existe una importante generalizacién de [5-5] que hace interve-
nir un par de funciones arménicas. Si Ny Yy u> son armdnicas en (2,
afirmamos que

%5 *duy — Uy xdi; =0 [5-7]

7

para todo ciclo y que sea homoldgico a cero en Q. De acuerdo con
el teorema 17 (Cap. 111, Sec. 3-4, 4), es suficiente probar [5-7] para
vy=I'(R), donde R es un rectiangulo contenido en . En R, uy y u,
tienen funciones conjugadas uniformes v, y v podemos escribir

up *dty — y %duy = wydvy — thdv =1,dv, + v du, — d(uw)).

Aqui d(uv,) es una diferencial exacta, y u,dv,+ v,duy, la parte ima-
ginaria de

(214 1v,) (duy+ i dv,).

La diferencial iltima puede escribirse en la forma F\fidz, siendo
Fi(z) y fi(z) analiticas en R. Por el teorema de Cauchy, la integral
de Fifdz se anula y lo mismo le ocurre, por tanto, a la integral de
su parte imaginaria. Se concluye que [5-7] se verifica para y=I'(R),
con lo que hemos demostrado:

TEOREMA 1. Si w, y u, son armdnicas en ung region (), entonces
se verifica

%:_ wdlly — Uy %t =0 - [5-7]

v

para todo ciclo y que sea homoldgico a cero en Q.

\HI FORS.—-13
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Para u;=1, w;=u, la f6rmula se reduce a la [5-5]. Con la nota-
cidn clasica, [5-7] se escribirfa en la forma

: i 2 Q
%AS m.\:- — Uy .S VEN_HO.

> dn un

2. Propiedad del valor medio—Apliquemos el teorema 1 con
uy=log r y u, igual a una funcién u, arménica en |z} <<p. Como
debemos elegir el disco sin centro 0 < jz| < p, y como y tomamos el
ciclo C,—C,, siendo C; la circunferencia _N*HEAP recorrida en
sentido positivo. En una circunferencia |z!=# tenemos que xdu=
=r{0u/dr)de, y, por tanto, [5-7] da

1 du i
HOMN.L 3 ou %l \SSHHOWSRJ N&ml \ :%.

c, o7 ‘e c, OF @

En otras palabras: la expresién

. ou
%_ azaml_ome xl@ﬂ&m

'
zZ|=
iz

izl=r

es constante; lo que es cierto incluso si se conoce Unicamente que u
es armdnica en una corona circular. Mediante [5-5] hallamos de la
misma forma que
ou
% r-—dbo

es constante en el caso de una corona circular y cero en el caso de
que u sea armodnica en todo el disco. Combinando estos resultados
obtenemos:

TEOREMA 2. La media aritmética de una funcion armdnica sobre

circunferencias concéntricas |z|=r es una funcidn lineal de logr,

1
MHR udf=alogr+f3, [5-8]

y si u es armonica en un disco, a=0 y la media aritmética es cons-
tante.
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En el dltimo caso, B=u(0), por la continuidad, y mediante un
cambio de origen, hallamos que

H 2z

u(zg) ==—| ul(zo+re?)ds. [5-91

Nq.lc

Evidentemente [5-9] podria también haberse deducido de la
fdrmula correspondiente para funciones analiticas (Cap. 1II, Sec. 3-3,
4; [3-32]). Conduce directamente al principio del mdximo para fun-
ciones armdnicas:

TEOREMA 3. Una funcion armdnica no constante no tiene ni md-
ximo ni minimo en su region de definicion. En consecuencia, en un
conjunto cerrado y acotado E el mdximo y el minimo se alcanzan en
la frontera de E.

La demostracion es la misma que para el principio del mddulo
méaximo para funciones analiticas; por tanto, no la repetiremos. Se
aplica también al minimo como consecuencia de ser —u armdnica a
la vez que u. En el caso de funciones analiticas, el procedimiento
correspondiente hubiese sido aplicar el principio del médulo maximo
a 1/f(z), lo que no es legitime a no ser que f(z) £ 0. Obsérvese que
el principo del médulo maximo para funciones analiticas se deduce
del principo del mdximo para funciones arménicas aplicando el l-
timo a log |f(z)|, que es arménica cuando f(z) == 0.

EJERCICIOS

1. Dedtizcase un teorema, andlogo al teorema 2, para una familia
de elipses homofocales.

2. Si u es armdnica y estd acotada en 0<<C|z| << p, pruébese que el
origen e¢s una singularidad evitable de u, en el sentido de que u se hace
arménica en [z| << p cuando se define u#(0) de manera apropiada,

3. Si u(z) es arménica en 0 < |z| < p y lim zu(z) =0, pruébese que
R
© puede escribirse en la forma u(z) =clog|z|+uy(z), siendo « una cons-
tante y 2 armdnica en |z| < p.

3. Fdrmula de Poisson.—El principio del maximo tiene la im-
portante consecuencia siguiente: Si u(z) es arménica sobre un con-
junto acotado y cerrado E, es decir, si estd definida y es armdnica
en una regién que contenga a E, entonces estd determinada de ma-
nera unica por sus valores en la frontera de E. En efecto, si u vV U

o
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son dos funciones arménicas con los mismos valores sobre el con-
torno, entonces u, — 4, es arménica con valor cero sobre el contorno.
Utilizando el principio del miximo y minimo, se deduce que u, —14
debe ser idénticamente cero sobre E.

Usualmente E es una regién cerrada, exigiéndose que u(z) sea
continua sobre E y armdnica en el interior de E. En estas circunstan-
cias todavia es aplicable el principio del mdximo, como se indicS en
relacidn con el principio del mdédulo médximo para funciones anali-
ticas. El problema de determinar u(z) cuando se dan los valores
sobre la frontera se conoce con el nombre de problema de Dirichlet.
No sabemos que exista solucion para €l, pero si la tiene es necesaria-
mente Unica.

La férmula [5-9] nos ayudard a resolver el problema de Dirichlet
en un disco circular. Tal y como estd, tinicamente da el valor de u(z)
en el centro; pero mediante una transformacién lineal cualquier
punto puede ocupar el lugar del centro, con lo que es posible deter-
minar todos los valores de u(z).

Cambiando nuestras notaciones, consideremos el disco cerrado
|zl =R y un punto interior a. La transformacién lineal

R(R
ansuwlﬁwvl

aplica |{|=1 sobre |z|=R con {=0 correspondiendo a z=qa. La
funcién «[S({)] es armdnica en {|=1, y por [5-9] obtenemos
1

u(a) ==—

> ulS({)]d arg L.
T 5=

R(z-a)
R?—az

{=

se deduce que

.dl A 1 a v A z az v
= == — - = — ) df.
darg{ ! : N|a+-~la|N & NIQ+-~IQ|N

¢
Sustituyendo R?=zz, ¢l coeficiente de df de la dltima expresién
puede escribirse nuevamente en la forma

z a R-lq
+ -

z-a z-a |z —al?
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o, de manera equivalente, como

1 AN +a zZ+ mv Z+4q
— +—— ] =Re
2\z—a z-a z—a
Obteniéndose las dos formas
) 1 RZ—|af? , 1 \ z+a , .
= — & = - w z & =
uia) o e u(z)dg oy ok mulai ) de [5-10]
de la formula de Poisson. En coordenadas polares se tiene
A H 2 NNN 2 )
u(rei®) — A u(Re)dp.  [5-11]

27/, R!_2rR cos (B—¢) +7?

En la deduccién de la férmula de Poisson hemos supuesto que
u(z) es arménica en el disco cerrado. A causa de esta restriccién
la formula no prueba todavia la existencia de una solucién del pro-
blema de Dirichlet. Sin embargo, el segundo miembro de [5-10] o
de [5-11] puede formarse con valores arbitrarios sobre la circunfe-
rencia |z|=R, y se probard que resuelve el problema de Dirichlet.

Eligiendo R=1, definimos, para cualquier funcién continua a
trozos U(6) en 0 =0 =2,

1 2 i0
Puz)=—— [ ReZ 2 y(pan.

m%|q.

[5-12]

b
3

Como funcién de una funcidn, Py(z) se llama un funcional. Se dird
que es lineal siempre y cuando

Pyryv=Py+ Py
th“QNVQ

para ¢ constante. Ademads, U=0 implica P,(z)=0;: a causa de esta
propiedad se dice que Py es un funcional lineal positivo.
Aplicando [5-10] a una funcién constante, hallamos que P.=c.
Lo que junto con el cardcter lineal y positivo de P, nos permite
concluir que cualquier desigualdad m =U=M implica m=P,=M.
El teorema fundamental siguiente fue demostrado por vez primera
por H. A. Schwarz:

R A R T e A e i




230 EL PROBLEMA DE DIRICHLET [car, 5

TeOREMA 4. La funcion Py(z) es armdnica para |z| <1, y

lim Py(z)=U(6,) [5-13}

z—>eid,

con tal que U(H) sea continua en 0.
El que sea armdnica se sigue de la igualdad

ES ni Mﬂ. h; MH U(e) %E

donde se asigna el valor U(#) al punto {=e®. La expresién entre
corchetes es una funcidn analitica de z excepto sobre ?,_ =1, y, por
tanto, Py(z) es armdnica para los mismos valores.

Sean C; y C, arcos complementarios de la circunferencia unidad
y denotemos por U, la funcién que coincide con U sobre C; y se
anula sobre C,, y por U,, la correspondiente funcién para C,. Puesto
que Py, puede considerarse como una integral curvilinea sobre C,,
por el mismo razonamiento utilizado anteriormente, Py, es armoni-
ca por doquier, excepto sobre el arco cerrado C;. La expresion

ez 1—|z?
Re Lotz _ 1-14

e 7 _mal 71

= =
se anula sobre [z|=1 para z 7 e® Se sigue que Py, se anula en el
arco abierto C,, y como consecuencia de la continuidad satisface la
condicién :BTX.?WSANV =0 para ¢ &€ C,.

Al demostrar [5-13] podemos suponer que U (#;) =0, pues si no
fuera este el caso necesitariamos solo reemplazar U por U-U(8).
Dado € > 0, podemos hallar C; y C, tales que e% sea un punto inte-
rior de C> vy (U (9) =€ para ¢ € C,. Satisfechas estas condiciones,
|U1(8) | =€ para todo 6, por lo que |Py,(z)|=e para |z| < 1. Puesto
que Py=Py +Py. y lim Py, =0 para z -> '™, tenemos:

IMM:\BwQANV M:ENUQANV Mm_.

LEl limite inferior y el limite superior se definen para funciones exacta-

mente igual que en el caso de sucesiones. Es decir, Iim f(z) y limf(z)

D >
[siendo f(=) una funcién real] son, respectivamente, el menor y el mayor
de los limites de todas las sucesiones convergentes {f(z,)} tales que z, > .
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En esta desigualdad e es un nimero positivo arbitrario, luego se
verifica [5-13].

Supongamos ahora que queremos resolver el problema de Dirich-
let para el disco circular |z—2zo|=p. Dada una funcién continua
U(#), con U(0)=U{2m), deseamos hallar una funcién u(z) que sea
armoénica para |z -z <{p y continua en el disco cerrado, con los si-
guientes valores frontera:

u(zg+ pe®y =U(86).

Por el teorema 4, tal funcién estd dada por u(=)=P/[{(z-z)/p], ¥
por el principio del mdaximo, tal solucién es unica.

Como consecuencia casi inmediata del teorema 4 demostrare-
mos la proposicién siguiente.

TEOREMA 5. Una funcidn u(z) continua en 1, que en todos los
puntos zy € Q satisface la condicién [5-9] (propiedad del valor me-
dio) para todo r suficientemente pequerio, es necesariamente armo-
nica.

La demostracién del principio del mdximo se basaba en la pro-
piedad del valor medio, pero un examen mds atento de la demostra-
cién muestra que esta propiedad necesita postularse linicamente para
r <1, donde 7, puede depender de z,. El principio del mdximo es,
por tanto, vilido para u(z) y también para la diferencia entre u(z)
y cualquier funcién arménica. Si |z —z/=p estd contenido en £}, po-
demos construir la funcién arménica v(z) que sea armdnica para
|z —zy| < p y continua e igual a u(z) para |z-z|=p. Por el princi-
pio del maximo y del minimo, aplicado a u —v, se deduce que u(z)=
=v(z) en todo el disco; por tanto, u(z) es armdnica.

El hecho notable del teorema 5 es la carencia absoluta de hipé-
tesis relativas a las derivadas. Un razonamiento andlogo muestra que
incluso sin la condicién [5-9] las hipdtesis sobre las derivadas pue-
den relajarse en grado sumo. Supongamos simplemente que %(z) es
continua y que las derivadas %u/dx?, J%u’dy’ existen y satisfacen
Au=0. Con las mismas notaciones que antes probaremos que la
funcion V=u-—v+elx—x?
€ > 0, debe verificar el principio del maximo. En efecto, si V al-
canza un maximo, las reglas del cdlculo darfan @*V/9x?2=0,
0V /0y =0, y, por tanto, AV=0 en dicho punto. Por otra parte,

AV=Au—Av+2e=2¢ > 0.

T e I i L S e R
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La contradiccion prueba que se verifica el principio del mdaxima.

Podemos concluir de este modo que 21— v +€(x —x,)*=¢€p? en el disco

|z -z| =p. Haciendo tender € a cero hallamos que u=v, y la des-

igualdad opuesta puede demostrarse de la misma manera. Luego u
es armdonica.

EJERCICIOS
1. Si €y y C; son arcos complementarios de la circunferencia unidad,
pongamos U=1 sobre C; y U=0 sobre C, Hillese explicitamente Py(z)

y pruébese que 2wPp(z) es igual a la longitud del arco opuesto a C
comprendido entre las rectas que pasan por z y por los extremos de Cj.

2. Demuéstrese que la férmula [5-9] del valor medio sigue siendo
vdlida para u=1log |14z, Zp=0, r=1, y utilicese este hecho para calcular

I
H log sen #d6.
0

3. Pruébese que todo polinomio de grado << tiene la propiedad
del valor medio

1
MVANGV —_— _”wAUD..TQv ITWANolTQev -+ ...lTMuANDnTQS:l_v Hw
n
siendo ¢ un nimero complejo arbitrario y w=e2%i/n,

4. Principio de Harnack.-La formula de Poisson nos conduce
directamente a ciertas acotaciones sencillas, pero muy importantes.
Se deducen utilizando la siguiente desigualdad elemental

p-r__p=r* _p+r
p+rlpef -z p—r

1A

valida para |zj=r <p. Con la ayuda de estas desigualdades se ob-
tiene de [5-10]

| tutpei)|ds, (5-14]

T 2r p-r

1 p+r

y si se sabe que u(pe'?) =0, se obtiene la siguiente doble desigualdad,
que es mds potente:
1 p—r -2

H_r pLi4
- llz‘ ndf=u(z) =— .o.I.R itk
2r prrdy 2m p=ro

Puesto que la media aritmética es igual a u{(0), se puede escribir
la dltima desigualdad en la forma mds sencilla

P

-r +7
——ul) =u(z) Mb

u(0). (5-15]

p+r p-r
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La aplicacién mds importante de [5-15] es a series de términos
positivos o, de manera equivalente, a sucesiones crecientes de fun-
ciones arménicas. Conduce a un teorema sencillo, pero muy podero-
S0, conocido como el principio de Harnack.

TEOREMA 6. Consideremos una sucesion de funciones u,(z), cada
una de ellas definida y armdnica en una cierta region Q,. Sea Q
unq region tal que todo punto de Q) tiene un entorno contenido en
todos los (), salvo en un niimero finito, y supongamos ademds que en
este entorno u,(z) = u,+,(z) siempre y cuando n sea suficientemente
grande. Hay entonces solo dos posibilidades: o u,(z) tiende unifor-
memente a o0 en todo subconjunto compacto de Q, o u,(z) tiende
a una funcion limite armdnica u(z) en (), uniformemente en conjun-
tos compactos.

La situacion mds sencilla corresponde al caso en que las funcio-
nes iu,{=) son armdnicas y forman una sucesién no decreciente en Q.
Existen, sin embargo, muchas aplicaciones en las que este caso no
es suficientemente general.

Para demostrarlo supongamos en primer lugar que lim u,(z,) =co,
al menos para un punto z, € Q. Por hipdtesis existen un r y un m
tales que las funciones u,(z) son arménicas y forman una sucesién
no decreciente para |z—z|<r y n=m. Si la desigualdad de la iz-
quierda de [5-15] se aplica a las funciones no negativas u,— u,,,
se deduce que u,(z) tiende uniformemente a oc en el disco |z —zg| =
=r/2. Por otra parte, si lim u,(z,) < o, la aplicacién de la desigual-
dad de la derecha muestra de la misma manera que u,(z) estd aco-
tada en _nluiﬂA.ﬁ\m. Por consiguiente, los conjuntos en los que
lim u,(z) es, respectivamente, finito o infinito son ambos abiertos,
y puesto que () es conexo, uno de los conjuntos tiene que ser vacfo.
Basta, pues, que el limite sea infinito en un solo punto para que sea
idénticamente infinito. La uniformidad se obtiene utilizando el lema
de Heine-Borel.

En el caso opuesto, la funcién limite es finita por doquier, por
lo que solo se necesita demostrar que la convergencia es uniforme.
Con las mismas notaciones, u,.,(z) —u,(z) =3[yt p(20) —1u(2z) ]
para |z2—z| =72 y nZm. Por tanto, la convergencia en z, implica
la convergencia uniforme en un entorno, con lo que mediante el
lema de Heine-Borel se deduce que la convergencia es uniforme en
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todo conjunto compacto. El que la funcién limite es armdnica se
obtiene del hecho de que u(z) puede representarse por la férmula
de Poisson.

EJERCICIOS

1. Si E es un conmjunto compacto contenido en una regién Q, prué.
bese que existe uma constante M, que depende tnicamente de E y de 0,
tal que toda funcién armdénica positiva u(z) en Q satisface la desigual-
dad u(zz)=Mu(z;) para cualquier par de puntos zj, z» € E.

2. Demuéstrese que las funciones analiticas en una regién Q, cuya
parte real es positiva, constituyen una familia normal.

5. Formula de Jensen.—Si f(z) es una funcién analitica, enton-
ces logif(z)| es arménica excepto en los ceros de f(z). Por consi-
guiente, si f(z) es analitica y no tiene ceros en | z | = p, se tiene que

) H 2 o .
log [f(0)] == | "log [f(pe™)|ds, [5-16]
0

y se puede expresar log [f(z)| por la férmula de Poisson.
La ecuacién [53-16] sigue siendo valida si f(z) tiene ceros en
la circunferencia [z|=p. La demostracién mds sencilla se obtiene

dividiendo f(z) por un factor z —pe®: para cada cero. Basta probar
que

df

1 = )
— if i,
log p == h log |pe' — pe

N‘uﬂ .
R log |e'? — ¢%|df =0.
Q

Esta integral es evidentemente independiente de 6, con lo que 1ini-
camente tenemos que demostrar que

27T
R‘ log |1 —e"|d6=0.
0
Pero esto es una consecuencia de la férmula

5 log sen x dx= — 7 log 2
0

demostrada en el capitulo III, seccién 3-5, 3 (cf. Sec. 3-1, 3; Ej. 2).
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Veamos ahora en qué se convierte [5-16] al existir ceros en el
interior de E < p. Denotemos esos ceros por a, dz, ..., a, estando
los ceros miultiples repetidos, y supongamos en primer lugar que
z=0 no es un cero. Entonces la funcién

"

F(z) =f(z) H_\H M\m

i=1

no tiene ceros en el disco y [F(z)|=f(z)| sobre |z|=p. Por tanto, se
obtiene
1

log |F(0)|==— SW f (pe®)|d6
2m

y, sustituyendo el valor de F(0), tenemos la igualdad

- _Owﬁ _Mﬁ._v

i=1

1 = .
log 1f(0)] = +1N|S|h log |f(pe®)|db, [5-17]

conocida como férmula de Jensen. Su importancia reside en el hecho
de que relaciona el médulo |f(z)| sobre un circulo con los mddulos
de los ceros.

Si f(0) =0, la férmula es algo mas complicada. Poniendo f(z) =
=cz"+ ..., apliquemos [5-17] a f(z)(p/z)", y obtenemos as{ que el pri-
mer miembro tiene que reemplazarse por log lc| +% log p.

Existe una generalizacién andloga de la férmula de Poisson. Todo
lo que se necesita es aplicar la férmula ordinaria de Poisson a
log |F(z)|. Se obtiene

ig
log |f(z)| = Msm % Re L2722 Log [f(pe) b,
= pe [5-18]

siempre y cuando f(z) 7% 0. A la ecuacién [5-18] se le Ilama usual-
mente formula de Poisson-Jensen.

Hablando estrictamente, la demostracién es solo vélida si f=0
sobre |z|=p. Pero [5-17] muestra que la integral de la derecha es
una funcién continua de p, de donde se deduce con toda facilidad
que la integral en [5-18] es igualmente continua. Asi, pues, en el
caso general se puede deducir [5-18] haciendo que p se acerque a un
limite.

Las férmulas de Jensen y de Poisson-Jensen tienen aplicaciones

AU ST———
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importantes en la teorfa de funciones enteras. Las utilizaremos para
establecer una cuestién que quedd sin resolver en el capitulo IV,
seccion 4-3, 3.

Sea f(z) una funcién entera y denotemos sus ceros por a,; para
mayor sencillez supondremos que f(0) 0. Recordemos que el gé-
nero de una funcién entera f(z) es el menor entero 4 tal que f(z)
pueda representarse en la forma

z 1{2\2 1/ z\*"
fiz)=eso [ | levwﬂii et (2) s

N ay

siendo g(z) un polinomio de grado =*.
Denotemos por M(r) el médximo de |f(z)] sobre |z|=r. Se define
el orden de la funcibn entera f(z) mediante la igualdad

log log M
= g o108 MO
r>x% log r

De acuerdo con esta definicién, A es el menor ndmero, tal que

ite
M(r)=er (5-201

para cualquier € > 0 dado, siempre y cuando r sea suficientemente
grande.

El género y el orden estdn estrechamente relacionados, como pue-
de verse por el siguiente teorema:

TEOREMA 7. El género y el orden de una funcidn entera satisfa-
cent la doble desigualdad h=\=<h+ 1.

Supongamos primero que f(z) es de género finito #. El factor ex-
ponencial en [5-19] es obviamente de orden =4, y el orden del pro-
ducto no puede exceder al orden de ambos factores. Por tanto, es
suficiente demostrar que el producto canénico es de orden =k +1.

La convergencia del producto candnico implica M ?LLT_ < X} esta
es la hipdtesis esencial. N

Denotemos el producto candnico por P(z) y escribamos los facto-
res individuales como E,(z/a,), siendo

mbﬁw& 5 AH _ Qv m:+m:~+...+2\:v:x

P

R R R e B L e R P T R R R e e 2
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entendiéndose que Ey{u) =1—u. Probaremos que
log |En(u)| = (2k + 1)|u"+! [5-21]

para todo wu.
Si |u| es menor que 1, tenemos por un desarrollo en serie de po-
tencias

e s 2 BT, L e
08 B =T Re2 T hed 1—|uf
y asi
(1—Ju]) log |En(u)| < |ufti. [5-22]

Para u arbitrario y k=1, se tiene
log |Ej, (1) | =log |E;—; (u) | + |u|". [5-23]

Si se multiplica [5-23] por |u| y se suma a [5-22], se obtiene la des-
igualdad
log |Ep(u)| = |u| log |Ep-1(u) |+ 2| H, [5-24]

vdiida para |u| < 1. Pero para || =1, [5-24] es una consecuencia de
[5-23], con tal que |E,_;(u)|=1. Si no se satisface esta condicién,
entonces log |Ey(u)| = |ulf < (22 + 1) |u|"*! en virtud de [5-23], con
lo que se verifica [5-21].

Se deduce ahora [5-21] por induccién. Para =0 tenemos tnica-
mente que observar que log |1-u|=<log (1+ |u|)=|u|. Supongamas
que se verifica [5-21] con 21 en lugar de k. Entonces, exactamente
como se demostrd, o se verifica [5-21] o se verifica [5-24]. En el
ultimo caso, la hipétesis de induccién nos da

log |[E,(2)| = (2R -1) u] i+l 4 2Ju [t = (2R 4-1) [23k0
con lo que queda demostrada [5-21].
La desigualdad [5-21] da inmediatamente

N GN;

log [P(2)| = ) log _m\ahv _ = (2h+1) [z )] [, -+,

de donde se sigue que P(z) es a lo sumo de orden k+ 1.
Para la desigualdad opuesta supongamos que f(z) es de orden

i
v
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finito A, y sea k2 el mayor entero =\. Entonces ~A+1 > ), y tenemos

que demostrar en primer lugar que M |a.|="~' converge. Para esta

n

demostracién necesitamos utilizar la férmula de Jensen.

Denotemos por v(p) el nimero de ceros g, con _S_ < p. Con
objeto de hallar una cota superior de v(p) aplicamos [5-17], con 2p
en lugar de p, y omitimos los términos log (2p/la.|) con |a,|=p
Hallamos que

1

vip) log 2= | _oo_* (2pei®)|do —log |f(0) . [5-25]

Como consecuencia de {5-20] se deduce que lim v(p)p=*~:=0 para
todo € > 0. pTEe
Supongamos ahora que los ceros g, estdn ordenados de acuerdo
con sus valores absolutos: |a;| < |a:|<...=la,] =... Entonces es evi-
demte que :MSEQ:C, y desde un cierto n en adelante se debe te-
ner, p. ej.,
n=v(2a.)) < |a./*.

De acuerdo con esta desigualdad, la serie M_az_LTH posee la ma-
yorante

"

41

M 71 mllr..«

n

y si elegimos € de forma que A+e€ < h+1, la mayorante converge.

Hemos demostrado asf que f(z) puede escribirse en la forma [5-19],

donde de momento solo se sabe que g(z) es entera.

Queda por demostrar que g(z) es un polinomio de grado =kh.
Para este propdsito lo mds sencillo es utilizar la férmula de Poisson-
Jensen. Si se aplica el operador (9/dx) —i(9/dy) a ambos miembros
de la identidad [5-18], se obtiene

-~

(0 »(9)

_ \W,HMA;IQLL._. ,w,_a,_:o —az) '+

H

+M~mb 2pei®(pe® — z) ~2log f(pe’®)|db.
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Derivando k veces con respecto a z, esto nos da

() (o)

ch NWAA HINN_ M z)~h=14 fl Ma:ig IQNVLT_.T

+(h+1) _|\. 2pe(pe'? —z)~"~2log |f(pe') |dE.

Hagamos ahora tender p a oc. La integral tiende a cero en vir-
tud de
1 = . 1

N..n
’ _ am_M ll _ &
3] g [f(pe™) [[d0=M(p) 5| " log [f(pe)|do

junto con las acotaciones [5-20], [5-25]. En la segunda suma, st
p > 2|z|, tenemos |a,|-|p?-az|"' <<2/p. Por tanto, la suma es, en
valor absoluto, menor que 2**'y(p)p~"-%, y hemos demostrado que
esta expresion tiende a cero. Por consiguiente, en el limite, se tiene:

00

ugﬁwln B (a-2) [5-261

donde la convergencia uniforme hace innecesaria la agrupacién de
términos.
Poniendo f(z) =e®®P(z), tenemos
f P

D (Zy =D _ _ptn __
gt (z) 7 B

Sin embargo, por el teorema de Weierstrass se puede hallar la can-
tidad D" P'/P por derivacién separada de cada factor, y de esta
forma obtenemos exactamente el segundo miembro de [5-26]. Por
tanto, g+ (z) es idénticamente cero y g(z) tiene que reducirse a
un polinomio de grado menor o igual que 4.

EJERCICIOS

1. Generalicese la formula de Jensen al caso de funciones mero-
morfas.

-

2. Determinense el género y ¢l orden de cos ,\M.

3. Constriyase un ejemplo de funcién entera con A=~h+1.

A e A 5 s o 5 1 T T 2 G St e g
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6. Principio de simetria.—En relacién con las transformaciones
lineales ya ha sido discutido un aspecto elemental del principio de
simetrfa (Cap. I, Sec. 1-3, 3; teorema 4). Existen varias formula-
ciones miés generales que en cierto modo proceden de los trabajos
de H. A. Schwarz.

El principio de simetria estd basado en la observacién de que si
1#(z) es una funcién arménica, entonces u(zZ) es igualmente armdni-
ca, y si f(z) es una funcién analitica, entonces f(Z) es también anali-
tica. Con més precisidn, si u(z) es armdnica y f(z) analftica en una
region (), resulta que u(z) es arménica y f(z) analitica como funcio-
nes de z en la regién Q obtenida por simetria de ) respecto al eje
real; esto es, z € Q s {y solo si) z € Q. La demostracién de estas
propiedades se limita a comprobaciones triviales.

Para conclusiones ulteriores consideremos primero el caso de
funciones analiticas. Empecemos por suponer que Q={2, en cuyo caso
se dice que € es simétrica con respecto al eje real; como conse-
cuencia del hecho de ser conexa, dicha regién debe cortar al eje real.
Sea f(z) analitica en (2 y supongamos que f(z) es real en la inter-
seccién de () con el eje real. Entonces afirmamos que f(z) satisface
la ecuacién vaﬂmlm.w en todo (2; esta ecuacién significa que f(z)
toma valores conjugados en puntos conjugados.

La demostracién es extremadamente sencilla. Necesitamos obser-
var unicamente que la funcién f(z) —f(Z) es analitica en Q y se
anula sobre el eje real. Por consiguiente, tiene que anularse idéntica-
mente en , con lo que se obtiene f(z)=f(z). El razonamiento
prueba mas de lo que se enuncié; parece suficiente suponer que
f(z) es real en infinitos puntos del eje real con un punto de acumu-
lacién en Q.

Con un poco més de generalidad, suprimamos el supuesto de que
Q es simétrica, pero exijamos que corte al eje real. Supongamos ade-
mds que todas las componentes de Q8 cortan al eje real, en cuyo
caso son regiones simétricas. Sea f(z) analitica en Q y real sobre el
eje real. Entonces f(z) safisface la relacién simétrica f(z) =f(z) en
Q0. Asi, pues, es posible definir una funcién analitica F(z) sobre
la regién simétrica Q+0 que sea igual a f(z) en Q e igual a f(Z)
en HIMH de hecho, estas definiciones no son contradictorias sobre
00. En otras palabras: f(z) tiene una prolongacién analitica simé-
trica en Q+ Q. Para mayor sencillez, se suele denotar la prolon-
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gacion nuevamente por f(z), y satisface la relacidn f(z) =f(z).
resultado sigue siendo valido bajo la hipdtesis mas débil de que f(z),
es real sobre un subconjunto del eje real que tenga al menos un
punto de acumulacién en cada componente de L. .

En el caso de funciones arménicas, empezaremos nuevamente cor”
una funcidn u(z) que sea armdnica sobre una regién simétrica @, y
esta vez supondremos que u(z) se anula sobre el eje real. Constru-
yamos la funcién

ki
A
.
A
o F
4
et AT

U(z) =u(z) +u(z),

la cual se sabe que es armdnica en Q. Para z real es evidente que
dU/dx =0, comprobandose ficilmente que oU/dy=90. Por tanto, la
funcion (9U/dx) ~i(0U|dy) es analitica sobre el eje real y debe de
anularse idénticamente. Se sigue que U debe reducirse a una cons-
tante, y esta constante es evidentemente cero. Hemos probado asf
que u(z)= —u(z). El resultado puede generalizarse de la misma ma-
nera que se hizo para funciones analiticas.

La misma demostracién sirve bajo la hipdtesis de que u(z) se
anula sobre un segmento abierto del eje real en cada componente de
Q0. Si solo se sabe que u« se anula sobre un subconjunto del eje real
con puntos de acumulacién en todas las componentes, es necesario
anadir un razonamiento previo. Si x, es uno de los puntos de acumu-
lacidn, consideremos un entorno de x, que esté contenido en Q€. En
este entorno U tiene una funcién conjugada V. Aplicando nuestros
resultados anteriores sobre funciones analiticas a V — iU, hallamos
que U se anula idénticamente sobre el eje real en el entorno de x,.

Resumimos todos estos resultados en la siguiente proposicidn,

TEOREMA 8. Supongamos que Q) y todas las componentes de Q€
cortan al eje real. Si u(z) es armdnica en Q y se anula sobre el eje
real, o si f(z) es analitica en Q) y real sobre el eje real, entonces u(z)
tiene una prolongacion armdnica en O+ O que satisface la igualdad
u(z) = ~u(z), y f(z) tiene una prolongacion andlitica que satisface
la relacién f(z)=f(%).

Se verifica la hipdtesis en cuanto se tenga que 1u(z) se anula o que
f(z) es real sobre un subconjunto del eje real con un punto de acumu-
lacion en cada componente de Qf).

El teorema 8 se aplica, ordinariamente, en circunstancias ligera-
mente diferentes. Supongamos que () estd, p. ej., en el semiplano
superior, pero que la frontera de £ contiene un subconjunto abierto E

VHEFORS . —106
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del eje real. Entonces 2+ E—+{ es una regién simétrica, plantedn-
.dose la’ cuestidn de si u(z) o f(z) admiten una prolongacién armé-
nica o analitica, respectivamente, simétrica en esta regién.

En el caso de una funcién arménica u(z), basta suponer que
(z) tiende a cero cuando = se acerca a E. Necesitamos tinicamente
probar que la funcién 1,(z), definida como u(z) en €, como cero

scbre £'y como —ul3) en 0, es arménica en Q+E + Q. Pero esto -

es evidentemente obvio como consecuencia del teorema 5. En efecto,

1,(z) es desde luego continua, se satisface ciertamente la propiedad

del valor medio en 2= Q

para z, € E el valor medio sobre ung -

circunferencia de centro z, es cero como consecuencia de la sime- -

tria y, por tanto, igual a u,(zg).

Para una funcién analitica f(z), dada en Q, la suposicién apro- -

piada es que v(z}=Imf(z) tiende a cero cuando z se acerca a E.
Sabemos que v(z) tiene una prolongacién arménica vy(z) que satis-
face la igualdad vyfZ) = —vy(z). En un disco circular suficientemente
pequeno, de centro z; € E, vy(z} tiene una funcidén armdnica conju-
gada —14(z), y mediante una determinacién adecuada de la constante
aditiva podemos hacer que u,(z) =Re f(z) en la mitad superior del
disco. Para discos con parte comtn las funciones uy{z) coinciden
sobre dichas partes comunes; por tanto, f(z) tiene una prolongacién
analitica en una regién que contiene a Q +E. Puede aplicarse ahora
el teorema 8, con lo que se obtiene que f(z) posee una prolongacién
analitica en toda la regién Q +E+ 0.

TEOREMA 9. Sea O una region en el semiplano superior o en el
inferior, cuya fromtera contiene un subconjunto abierto E del eje
real. Si v(z) es armdnica en () y tiende a cero cuando z se acerca a
E, entonces v(z) tiene una prolongacion armdnica en O+ E + O que
verifica la relacidn de simetria v(z) = —v(z). Si, en la misma situa-
cion, v(z) es la parte imaginaria de una funcién analitica f(z) en Q,
f(zY posee en tal caso una prolongacidn analitica que satisface la
igualdad fiz) =13,

Observemos que en la dltima parte del teorema la hipdtesis no
incluye la existencia de un limite de Ref(z) cuando z se acerca
a un punto de E. En muchas aplicaciones, este es un punto muy
esencial.

El teorema 9 admite generalizaciones obvias. Puede suponerse que
E estd en una circunferencia y que los valores de f(z) se aproximan
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a una circunferencia arbitraria, en lugar de al eje real, cuando z
tiende a E. En tales casos la prolongacién satisface una relacién de
simetria con respecto a las circunferencias, lo mismo que en el caso
de las transformaciones lineales.

Sin embargo, la generalizacién mds importante esti relacionada
con el concepto de arco andlitico que vamos a definir. La ecuacidn
z(t), 0=t=1, se dice que representa un arco analitico y si para
todo t, en el intervalo paramétrico, z(t) admite una representacién
en serie de potencias

z(t)=ap+a(t —ty) + (= 1)) 2+ ... [5-27]
con a; 7 0, valida en algin intervalo (-8, fo+8). Un arco analiti-
co de Jordan es, naturalmente, aquel en que =(t;) ==z (t) para
t =1y

Consideremos ¢t como una variable compleja. La serie [5-27] tiene
un radio de convergencia R= 8 y representa una funcién analitica en
su circulo de convergencia. En la parte comtn de dos circulos de
convergencia no disjuntos las correspondientes funciones analiticas
coinciden sobre el eje real, siendo, por tanto, idénticas. Se deduce
que z(¢) tiene una prolongacién analitica, que seguimos denotando
por z(t), en la regién formada por la unién de todos los circulos
de convergencia. En particular, podemos elegir un p = 0 tal que z(¢)
esté definida en la regidén D,, formada por todos los puntos cuya
distancia al segmento (0,1) es < p.

Si y es un arco de Jordan, afirmamos que la aplicacién de D,
mediante z(f) es biunivoca con tal que p sea suficientemente @oaﬁ?
no. Si esto no fuera cierto se podrian hallar pares ¢, %t que tien-
dan al segmento (0,1), con z(t,)=z(t7), y se @oQ:mn extraer sen-
das subsucesiones convergentes {£ ) {z w) con limites f, t” sobre
el segmento; por la continuidad, z(¢') =z (t”) y, por tanto, ¢ —¢".
Un._._o_“m:ao este valor comtn por #,, tenemos por hiptesis que z’(y) =
=a; 7 0, existiendo un entorno de ¢, en el que la aplicacién Z(t) es
_u:_z:..o_nnr Para k suficientemente grande, los puntos N , 7 estin
en este entorno, con lo que se llega a una contradiccién, ‘

Brevemente, hemos demostrado que todo arco analitico de Jordan
y es la imagen de un segmento respecto de una aplicacién con-
forme de una region simétrica D sobre una regién D’, situacién que
viene ilustrada mediante la figura 5-1. Si ¢t y ¢ son puntos conjugados

de D, los correspondientes puntos z(t) 2(t) pueden considerarse

[ ———
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simétricos con respecto a y. Podemos decir también que z(t) esti
a la izquierda de <y si ¢ tiene parte imaginaria positiva, y a la dere-
cha de vy, si Imt < 0.

Es importante demostrar que este concepto de simetria depende
solo de -y y no de su representacién paramétrica. Para probarlo, sean
z=1z,(t,) y z=2,(t;) representaciones paramétricas del mismo arco vy,
y elijamos regicnes correspondientes Dy, D’ y D,, D’,, como anterior-
mente se hizo. Consideremos la componente de D’;D’; que contiene

F16. 5-1.

a 7y y sus imagenes inversas en los planos t; y . Las aplicaciones
inducen una correspondencia analitica biun{voca eritre las imdgenes
inversas, y por el teorema 8. a valores conjugados de ¢, corresponden
valcres conjugados de ¢;. Hemos establecido asi la existencia de una
region en la que estd definida la simetria y tiene el mismo signifi-
cado con respecto a ambas representaciones. Ademds, puntos que
estdn en el mismo lado de y en una representacién, también estin en
el mismo lado en la otra, pues el criterio es que puedan unirse por un
arco en el gue ningdn punto es simétrico de si mismo. A lo sumo
podria existir una inversién de izquierda y derecha, pero puesto que
a valores reales crecientes de t, corresponden valores crecientes de ¢,
del hecho de ser la aplicacién conforme se sigue que los conceptos
de derecha e izquierda deben realmente conservarse.
Incidentalmente, el mismo razonamiento prueba que dos arcos
analiticos y, y y> no pueden cortarse en infinitos puntos sin ser
arcos parciales no disjuntos del mismo arco analitico. Con la misma
notacién de antes, sean t’; y t', puntos de acumulacién de los valores
del pardmetro que corresponden a puntos de interseccién. En los
entornos complejos de t'; y t', existe una correspondencia analitica
bien definida entre ¢, y £, tal que z,(t,) =z,(t,), y el supuesto sig-
nifica que ¢, es real para un conjunto de valores reales de ¢, con ?/,
como punto de acumulacién. Utilizando la forma méis fuerte del
teorema 8, se concluye que ¢, es real para todo valor real de ¢, pré-
Ximo a t';, y meediante un razonamiento que utiliza el hecho de ser

[ |
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conexo en una forma ya familiar, resulta sin dificultad que y, y v, son
arcos parciales del mismo arco analitico o curva cerrada analitica.

Consideremos un arco analftico de Jordan -y y una regién D’ en
la que esté definida la simetria con respecto a y; denotemos por
D'y D’_ las subregiones formadas por puntos a la izquierda y a la
derecha de y, respectivamente. Sea {) una regién y E un subconjunto
de y sujeto a la siguiente condicién: todo z, € E posee un entorno
A tal que YACE y AQ=AD",.

TeOREMA 10. Si f(z) es analitica en O y si los limites de w={f(z)
cuando z se aproxima a E estdn todos sobre un arco analitico de
Jordan 1" en el plano w, entonces f(z) tiene una prolongacion analitica
en una region que contiene a Q)+ E.

Se deduce la demostracién de la consideracién de los pardmetros
t v 7 asociados con <y y I, respectivamente. Las hipdtesis son tales
que puede aplicarse el teorema 9 a la correspondencia analitica que
fiz) induce entre los valores complejos ¢t y . El lector no encontrari
dificultad en suplir los detalles que completan el razonamiento. He-
mos suprimido la parte del teorema que afirmaria que a puntos si-
métricos corresponden puntos simétricos, pues en el caso general
esta informacién carece de valor préctico.

El teorema 10 es particularmente importante cuando Q) es una
region simplemente conexa y f(z) aplica Q conformemente sobre
wi <C1. Sabemos entonces por el teorema 11 del capitulo IV, sec-
cién 4-4, 2, que los limites de f(z) cuando z se aproxima a E estin
en la circunferencia |w|=1. Se concluye que f(z) sigue siendo ana-
litica sobre E, y en este caso podemos afirmar incluso que f(z)
posee una prolongacién analitica en toda la region Q+E+ D’ (ex-
cepto por un posible polo). Ademids, f(z) es también univalente en
dicha regién. En efecto, es evidente que dos puntos de Q +I¥_ no
pueden tener la misma imagen. En cuanto a la posibilidad de que
f(z) tomase el mismo valor en dos puntos de E, basta hacer notar
que entonces f(z) tendria que aplicar entornos disjuntos sobre con-
juntos abiertos que tendrfan un punto de {w|=1 en comiin, pero que
carecerfan de puntos comunes en el interior del circulo unidad.

E[ERCICIOS

1. Sif(z) es analitica en todo el plano, real sobre el eje real e ima-
ginaria pura en el eje imaginario, pruébese que f(z) es impar.

2. Demuéstrese que toda funcién f que sea analitica en una regién



246 EL PROBLEMA DE DIRICHLET fcap. 5

Egmgnmbccm&ommndc:.mmmbﬂmmqumD.T:m.m_o:&obwmm:m_aommﬂ
en Q0 v reales sobre el eje real. i

~3. Si f(z) es analitica en |z|=1 y satisface la igualdad |f|=1 para
_N_Hr demuéstrese que f(z) es racional. (Hasta qué punto pueden de-
bilitarse las hipStesis? .

5-2. Funciones subarménicas.—La ecuacién de Laplace en una
dimensién tendria la forma d?u/dx*=0. Las funciones armdnicas de’
una variable serlan, pues, las funciones lineales u=ar+b. Se dice
que una funcién v(x) es convera si, en cualquier intervalo, es a lo
sumo igual a la funcién lineal u(x) que tiene los mismos valores
que v(x) en los extremos del intervalo. -

Si se generaliza esta situacidn a dos dimensiones, obtenemos [
clase de las funciones subarmdnicas. Funciones lineales correspon-
den a funciones armdnicas, intervalos corresponden a regiones y los
extremos de un intervalo corresponden a la frontera de la regidn.
De acuerdo con esto, una funcién v(z) de una variable compleja o
de dos variables reales se llamard subarménica si en cualquier regidn
es menor o igual que la funcién arménica u(z) que coincide con v(z)-
sobre la frontera de la regién. Puesto que esta formulacién entrana
que podemos resolver el problema de Dirichlet, resulta preferible
reemplazar la condicién por el requisito m4s sencillo de que v(z) =<
=u(z) sobre la frontera de la regién implica v(z)=u(z) en la
region.

Las funciones subarmdnicas han sido introducidas en fecha bas-
tante reciente. Muchas propiedades importantes de las funciones
armdnicas son, en realidad, ciertas para la clase mds amplia de las
funciones subarménicas y, por tanto, deberfan ser demostradas con
esta generalidad. Una razén mds poderosa para introducir las fun-
ciones subarmoénicas en un texto elemental es el hecho de que pro-
porcionan la herramienta conocida mds sencilla para resolver el pro-
blema de Dirichlet.

1. Definicién y propiedades sencillas.—En lugar de utilizar la
definicién indicada en el pdrrafo de introduccién elegimos un enun-
ciado equivalente, que en algunos aspectos es mdas sencillo :

DEFINICION 1. Urna funcidn real continua v(z), definida en una
region 2, se dice que es subarmdnica en O si para cualquier funcion
armonica w(z) en una region ' C Q la diferencia v —u satisface el
principio del muiximo en (V.

La condicién significa que v —u no puede tener un mdximo en '
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sin ser idénticamente constante. En particular, v no puede tener
un mdximo en (). Es importante observar que la definicién tiene
caracter local: si v es subarménica en un entorno de cada punto
z € (), entonces es subarmoénica en Q. La demostracién es:inme-
diata. Se dice que una funcién es subarménica en un punto z, §i lo es
en un entorno de z, Por tanto, una funcion es subarmdnica en una
region si (y solo si) lo es en todos los puntos de la regién.

Una funcién arménica es trivialmente subarménica.

Una condicién suficiente para que una funcién sea subarménica
es que v tenga su laplaciana positiva. En efecto, si v — u tiene un
méximo, se deduce por un cdlculo elemental que #dx?iv —u) =0,
90y’ (v—u) =0 en ese punto; esto implicarfa que Av==A(v —u) =0.
La condicién no es necesaria, ya que, de hecho, no es preciso en abso-
luto que una funcién subarménica tenga derivadas parciales. Si la fun-
cién posee derivadas continuas de primero v segundo orden, puede
demostrarse que la condicién Av >0 es necesaria v suficiente. Puesto
cue no necesitaramos esta propiedad. =u demnastraciém oneda rele-
gada a la seccién de ejercicios, La condicién da un método sencillo
para saber si una funcién elemental dada de x e y es subarménica.

Demostraremos ahora que las funciones subarménicas pueden
caracterizarse por una desigualdad que generaliza la propiedad del
valor medio de las funciones armdnicas:

TEOREMA 11. Una funcidn continua v(z) es subarmdnica en O
si (y solo si) satisface la desigualdad

v(z4) == ! ?ildf% [5-28]
Nqﬂ 0
para todo disco |z —zo| =r contenido en Q.

La suficiencia se deduce del hecho de que [5-28], més que la
propiedad del valor medio, es lo que realmente se necesita con ob-
jeto de probar que v no puede tener un méximo sin reducirse a una
constante. Puesto que v - u satisface la misma desigualdad, se sigue
gue v es subarmdnica.

A fin de demostrar la necesidad, formemos la integral de Pois-
son P,(z) en el disco |z -z < r tomando los valores de v sobre la
circunferencia T!NQ_ =rL Si v es subarménica, la funcién v - P, no
puede tener un maximo en el disco a no ser que sea constante. Por

1Lla notacién no estd completamente de acuerdo con la utilizada en la
seccién 5-1, 3, pero se entenderd facilmente.
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el teorema 4, v — P, tiende a cero cuando z se aproxima a un punto
sobre la circunferencia. Por tanto, v — P, tiene un maximo en el disco
cerrado. Si el mdximo fuera positivo, deberia alcanzarse en punto
interior, y la funcién no seria constante. Esto es una contradiccidn,
luego tenemos que v =P,. Para z=1z, obtenemos v(zy) =P,(zy), que
es la desigualdad [5-28].

A continuacién damos un cierto numero de propiedades elemen-
tales de las funciones subarmdnicas:

a) Si v es subarmonica, también lo es kv para cualquier cons-
tante k=0.

b) Si vy y v, son subarmdnicas, también lo es v, + v

Estas son consecuencias inmediatas del teorema 11. La propiedad
siguiente se deduce con més facilidad de la definicién original,

) c) Si v,y v, son subarmonicas en Q, entonces v=-mdx (v, vy)
es igualmente subarmonica en 0.

Ha de entenderse la notacién en el sentido de que v(zZ) es en
cada punto igual al mayor de los valores vi(z) y vy(z). La continui-
dad de v es obvia. Supongamos ahora que » —u tiene un mAximo en
zo € 7, donde u estd definida y es arménica en . Podemos suponer
que v(Z) =v,(z). Tenemos entonces que

vi(z) —u(z)=v(z) —u(z) Zv(z0) —u(zy) =v,(z) —u(zy)
para z € Q. Por tanto, v(—u es constante, y por la misma desigual-
dad v —u debe ser también constante. Queda probado que v es sub-
armonica.

Sea A un disco cuyo cierre estd contenido en 0, y denotemos
por P, la integral de Poisson formada con los valores de v sobre su
circunferencia. Entonces es cierto que

d) Stv es subarmonica, entonces la funcion v’ (definida como P,
en Ay como v fuera de A es también subarmdnica.

La continuidad de »" se deduce mediante el teorema de Schwarz
(Teorema 4). Hemos probado que v =P, en A ¥, por tanto, v =0’ en
tedo €. Es evidente que v es subarmédnica en el interior y exterior
de A, Supongamos ahora que v"—u alcanza un m4ximo en un pun-
to z; sobre la circunferencia de A. Se sigue inmediatamente que
v — 2 también deberia tener un mdaximo en z,. Por consiguiente, v —u
seria constante, v la desigualdad

V-UuSv —u=0(z,) - ulzy) =v(zy) —u(z)

iiestra que v’ —u es igualmente constante. Se tiene, pues, que v’ ¢s
subarménica.

oo |
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EJERCICIOS
1. Demuéstrese que las funciones (%], 'zla (a=0) y log (I+!zP» son
subarmdnicas.

2. Si fz) es analitica, pruébese que H(=)le (@20) y log (A+1f(z)|»
son subarménicas.

3. Si v es continua a la vez que sus derivadas parciales hasta el
segundo orden, demuéstrese que v es subarménica si (y solo si) Av=0,
Sugerencia: Para la suficiencia, pruébese primero que v4x?, €>0, es
subarménica. Para la necesidad, demuéstrese que si Av < 0, el valor me-
dio sobre un circulo serfa una funcién decreciente del radio.

4. Pruébese que una funcién subarménica sigue siendo subarmdnica
si la variable independiente se somete a una aplicacién conforme.

5. Endnciese y pruébese un teorema al efecto de que un Iimite uni-
forme de funciones subarménicas es una funcién subarmdnica.

6. Extiéndase el principio de Harnack a las funciones subarmdnicas

2. Solucion del problema de Dirichlet.—El primero que utilizé
las funciones subarménicas para el estudio del problema de Dirich-
let fue O. Perron. Su método se caracteriza por su extrema genera-
lidad y es completamente elemental.

Consideremos una regién acotada Q y una funcién reaj f(0) def-
nida sobre su frontera T (para mayor claridad, los puntos frontera
serdn denotades por ). Para CIMpezar, no es necesario siquiera que
L) sea continua, pero por motivos de sencillez supondremos que
estd acotada, If()| =M. Podemos asociar a cada f una funcién ar-
moénica u(z) en 0, definida mediante un sencillo proceso que deta-
laremos mds adelante. Si f es continua y si () satisface ciertas condi-
clones muy suaves, la correspondiente funcidn u resolvers el proble-
ma de Dirichlet en 0 con los valores frontera f.

Definimos la clase B(f) de funciones v con las siguientes pro-
piedades:

a) v es subarmoénica en Q;

b) limv(z) =f({) para todo {ET.
z=>g
El significado preciso de b) es este: dado €>0 y un punto
(&, existe un entorno A de ¢ tal que v(z) <f({) +€ en AQ. La
clase B(f) no es vacia, ya que contiene todas las constantes =< — M.
Demostraremos:

Lema 1. La funcidn u, definida como u(z)—=ext v(z) para
v EBIf), es armonica en Q.

S

H
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En primer lugar, cada v es =M en ). Esta es una consecuencig
bastante sencilla del principio del maximo, pero a causa de su im-
portancia deseamos explicar este punto con algin detalle. Para un
€ > 0 dado, sea E el conjunto de puntos z & (), para los que v{z) =
=M +e€. Los puntos z en el complemento C(E) son de tres clases:
1) puntos en el exterior de Q1; 2) puntos sobre I', y 3) puntos en Q
con v(z) <M+e. En el caso 1) z tiene un entorno contenido en el
exterior; en el 2) hay un entorno A con v <M+ € en A}, por la pro-
piedad b), y en el caso 3) existe, por la continuidad, un entorno en
Q con v < M+e Por tanto, C(E) es abierto y E cerrado. Ademis,
puesto que () estd acotado, E es compacto. Si E no fuera vacio, v
tendria un méximo sobre E, y este deberfa también ser un méximo
en (). Esto es imposible, pues a causa de ) v no puede ser una cons-
tante > M. Por consiguiente, E es vacio para todo ¢, de donde se
sigue que v =M en (.

Consideremos un disco A, cuyo cierre esté contenido en Q, v un

punto z; € A. Existe una sucesidon de funciones v, €EBI(f) tal cue
lim v,(zy) =u(zy). Pongamos V,,=max (v, v ..., v,). Entonces las

n—>x
V, forman una sucesién no decreciente de funciones de B(f). Cons-
truyamos V’,=V, en el exterior de A e igual a la integral de Pois-
son de V,, en A. Por la propiedad d) de la seccién precedente, las V’,
pertenecen todavia a B(f). Forman una sucesién no decreciente, v Ja
desigualdad v,(zy) =V ,.(z0) =V'.(2) Su(z) prueba que lim V’,(z) =
n—>oc

=u(zy). Por el principio de Harnack, la sucesién {V’,} converge a
una funcién limite arménica U en A que satisface la desigualdad
U=uy para la que Ul(zy) =u(z,).

Supongamos ahora que empezamos el mismo vroceso partiendn
de otro punto z; € A. Elegimos w, &€ B(f) tal que lim w,(z;) =u(z,),

n—>00
pero esta vez, antes de proceder a la construccién, reemplazamos w,
por w,=méx (v,, w,). Poniendo W,=méax (w,, ..., w,), construimos

la sucesién correspondiente {W’,} con la avuda de la integral de
Poisson, con lo que llegamos a una funcién limite armdénica U, que
satisface la desigualdad U=U,=u y ademds U,(z,)=u(z). Se sigue
que U -U, alcanza el méiximo cero en z, Por tanto, U es am:.nom-
mente igual a U, y hemos demostrado que u(z,;) =U(z,) para cual-
quier z; €A, Se deduce que u es armodnica en cualquier disco A y,
en consecuencia, en todo €.

Investigaremos ahora las circunstancias bajo las cuales u resuelve

SEC. 5-2] ~ FUNCIONES SUBARMONICAS 251

el problema de Dirichlet para f continua. Observemos en primer
lugar que este problema no siempre tiene solucidn. Asf, p. ej., si §)
es el disco sin centro 0 < v_ui < 1, consideremos los valores frontera
f(0) =1y f({) =0 para {{;=1. Una funcién armdnica con estos valo-
res frontera deberfa estar acotada y tendrfa, por consiguiente, una

- singularidad evitable en el origen. Pero entonces el principio del

méximo implicarfa que la funcién se anula idénticamente, y asf no
tendria el valor frontera 1 en el origen. Se sigue que no puede exis-
tir solucidn.

También es facil ver que una solucidn, si existe, debe ser idén-
tica a u. En efecto, si U es una solucidén, ante todo es evidente que
UEB(f) y, por tanto, u=U. La desigualdad opuesta u <U se sigue
del principio del maximo que implica que v <U para todo v < Bi/).

Se puede afirmar la existencia de una solucién para una amplia
clase de regiones. En términos generales, la solucién existe siempre
que el complemento de Q no es demasiado “delgado” en el entorno
de cualquier punto frontera. Empecemos demostrando un lema que,

superficialmente, parece tener poca relacién con el concepto de
delgadez.

LEmMA 2. Supongamos que existe una funcion arménica w(z) en
Q cuyos valores frontera continuos w({) son estrictamente positivos
excepto en un punto {,, donde w(f;) =0. Entonces, si f({) es continua
en Lo, la funcidn correspondiente u, determinada por el método de
Perron, satisface la siguiente igualdad: limu(z) =f(L).

z>&,
Quedard demostrado el lema si probamos que 1fm u(z) <f(f,) +e¢
=>La
y lim u(z) Zf(§) — € para todo € > 0. Suponemos todavia que 2 estd
228,

acotado y que [f({)|=M.

Determinamos un entorno A de {, tal que |f(0) —f(&)| <€ para
{ €A. En el complemento A€ la funcién w(z) tiene un minimo
positivo w,. Consideremos los valores frontera de la funcién ar-
modnica

W(z)=f({) +m+% [M—f(Z) 1.

0

Para { € A tenemos que W({) =f({) +e>f({), y para { en el ex-
terior de A obtenemos W({) =M +e> f({). Por el principio del
médximo, cualquier funcién v € B(f) debe, por tanto, satisfacer la
desigualdad v(z) << W(z). Se sigue que u(z) <W(z) ¥, por consi-

-
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guiente, m u(z) EW (%) =H{&) +¢ que es la primera desigualdad
z22>&,
que tenfamos que probar.

Para la segunda desigualdad necesitamos tinicamente probar que
la funcién (z)
V(z) =f(l) —e=—— [M+f(L)]
Wy
pertenece a B(f). Para { € A tenemos que V() M\Am& —e<<f(0),y
en todos los otros puntos frontera, V({) = —M —e < f({}. Puesto que

V es armdnica, pertenece a B(f) y resulta u(z)=V(z), _mnb ufz) =
=V (L) =f(L) —e. Esto completa la demostracién. 38

B A la funcién w(z) del lema 2 ce le llama a veces una barrera en
el punto . Evidentemente, podemos decir ahora que el problema
de Dirichlet es resoluble con tal que exista una barrera en cada m:sﬂo
frontera. Resta por formular condiciones geométricas que wamr.pcmz
la existencia de una barrera. En realidad, no se conocen condiciones
necesarias y suficientes de cardcter puramente geométrico, pero es
relativamente facil encontrar condiciones suficientes con un amplio
campo de aplicacion.

Para empezar con el caso mds sencillo, supongamos que Q+T
estd contenido en un semiplano abierto, excepto un punto {, que
pertenece a la curva frontera. Si la direccidn de esta curva es o
(con el semiplano a la izquierda), entonces w(z)=Ime~"(z—-{,) es
una barrera en .

Con mds generalidad, supongamos que ¢, es el extremo de un
segmento, todos los puntos del cual, excepto ,, estdn en el exterior
de Q. Si el otro extremo se denota por {; sabemos que se puede
definir una rama uniforme de

Ie=3

-
fuera del segmento. Con una determinacion adecuada del dngulo «
se ve facilmente que la funcién

. z-¢ ;
H E i 124 i -
mje l’ulm_
es una barrera en .

Este no es el resultado mis potente que puede obtenerse por estos
métodos, pero es suficiente para la mayorfa de las aplicaciones. Nos
contentaremos, por tanto, con el enunciado siguiente:

SEC. 5-31 APLICACIONES DE REGIONES MULTIPLEMENTE CONEXAS 253

TEOREMA 12. Se puede resolver el problema de Dirichlet para
cualquier region QO tal que cada punto frontera sea el extremo de
un segmento cuyos restantes puntos sean exteriores aq ().

Se verifica la hipétesis si O y su complemento tienen una fron-
tera comin consistente en un nimero finito de curvas cerradas sim-
ples con tangente en cada punto. Se admiten también vértices y
ciertos tipos de puntos cuspidales 1.

5-3. Aplicaciones canénicas de regiones nmuiltiplemente co-
nexas.—El teorema fundamental de Riemann sobre aplicaciones con-
formes nos permite concluir que cualquier par de regiones simple-
mente conexas, con la excepcién de todo el plano, pueden aplicarse
conformemente una sobre otra, o que son conformemente equivalen-
tes. Esto ya no es cierto para regiones mdultiplemente conexas del
mismo orden de conexién. En su lugar debemos tratar de hallar un
sistema de regiones candnicas, con la propiedad de que cada regién
multiplemente conexa sea conformemente equivalente a una (y solo
una) regién candnica. La eleccidn de las regiones candnicas es, en
cierta forma, arbitraria, existiendo varios tipos con propiedades
igualmente sencillas.

Con objeto de mantenernos en un nivel elemental nos [imitare-
mos al estudio de regiones de orden de conexién finito. Hallaremos
que la etapa bésica que nos conducird hacia la construccién de apli-
caciones canénicas es la introduccién de ciertas funciones arménicas
con un comportamiento particularmente sencillo sobre la frontera.
De estas, las medidas arménicas se refieren Gnicamente a regiones
y uno de sus contornos, mientras que la funcion de Green estd rcla-
cionada con la regién y un punto interior.

1. Medidas armdnicas.— Al estudiar las aplicaciones conformes
de una regién Q) podemos, naturalmente, reemplazar () por cualquier
region de la que se sepa que es conformemente equivalente a Q; es
decir, podemos efectuar aplicaciones conformes previas a capricho.
Como consecuencia de esta libertad en la eleccién de la regién origi-
nal, resulta que nunca es necesario enfrentarse con las dificultades
a que puede dar lugar una estructura complicada en la frontera.

'El mejor resultado que puede demostrarse esencialmente con el mismo
método es el siguiente: E! problema de Dirichlgt puede resolverse para
cualquier region cuyo complemento es tal que ninguna de sus componentes
se reduce a un punto. De esta proposicién se puede deducir, con toda facili-
dad, una demostracién independiente del teorema fundamental de Riemann
sobre aplicaciones conformes.

i e A RSN e e Lt piF)
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En lo que sigue Q denota una regién plana de orden de conexién
n > 1. Se denotan las componentes del complemento por E,, Ej ...,
E,, y convenimos en que E, es la componente no acotada. Podemos
suponer, sin que haya pérdida de generalidad, que ninguna de las Ej
se reduce a un punto, pues es evidente que una componente puntual
es una singularidad evitable de cualquier funcién que pueda dar
lugar a la aplicacién; por tanto, las aplicaciones siguen siendo las
mismas si se afiade a la regién este punto frontera aislado.

El complemento de E, es una regidn simplemente conexa Q.
Por el teorema de Riemann, ' puede aplicarse conformemente sobre
el disco |z} < 1; bajo esta aplicacién ) se transforma en una nueva
region, y las imagenes de Ey, ..., E,_, son las componentes acotadas
de su complemento. Por motivos de sencillez convenimos en uti-
lizar las mismas notaciones que antes de la aplicacién; en particular,
E, es ahora el conjunto |z|=1l. La circunferencia unidad |z!=1,
trazada en sentido positivo, se denotard por C,, y se le llama el
contorno exterior de la nueva regién (.

Consideremos ahora el complemento de E, con respecto al plano
ampliado. Esta es nuevamente una region simplemente conexa, que
aplicamos sobre el exterior del circulo unidad, correspondiéndose oo
consigo mismo. La imagen de C, es una curva analitica, cerrada y
orientada, que seguiremos llamando C,, lo mismo que hemos man-
tenido las otras notaciones. Definimos ademds el contorno interior
C, como la circunferencia unidad en el nuevo plano, trazada en sen-
tido mnegativo. -

Evidentemente, el proceso puede repetirse hasta conseguir una
regién () acotada por un contomno exterior C, y n—1 contornos in-
teriores Cy, ..., Cn—y (Fig. 5-2). Es importante observar que el indice
de un contorno con respecto a un punto arbitrario del plano puede
calcularse rapidamente. Asi, p. ¢j., en la etapa en la que Cy, k<n,
es la circunferencia unidad, el indice de C; es —1 con relacién a
los puntos interiores de E, y 0 respecto a los restantes puntos que
no estén en C.. Las aplicaciones siguientes no cambiaran este estado
de cosas. El hecho es evidente, pudiendo darse fdcilmente una de-
mostracién formal basada en el principio del argumento. Se demues-
tra de la misma manera que el contorno exterior C, tiene indice 0
respecto a los puntos interiores de E, e indice 1 con relacion a todos
los demis puntos no pertenecientes a C, Se sigue que el ciclo
C—C,+Cyt...+C, acota Q en el sentido del capitulo III, seccion
3-5, 1; definicién 4. La distincién entre contornos exterior e interior
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es ooﬁoamnﬁm, pues evidentemente una inversién con respecto a un:
punto interior de E; convertird a C, en el contorno mxﬁm%oa -
El teorema 12 es claramente de aplicacién a . En mmmﬁo
ooGEmSBm:ﬁm obvia la existencia de una barrera, puesto que o.: m_mn
quier contorno puede transformarse en una circunferencia ! v
Supongamos ahora que hemos resuelto el problema Q.m Dirichlet
en £ con valores frontera 1 sobre Cry 0 en los demds contornos. Se-

Fra. 5-2.

denotz i6 z
a la solucidn por wy(z), y se le llama medida armonica de Cy

2specto a la regién 0. Evid
i g ldentemente, tenemos que 0 <C wy(z) << T'

@1 (2) 4 03(2) + .+ (2) =1,

wd ,.E:,nm_.:om Q1 de forma que C, se convierta en una circunferencia
E..:me o vcwam prolongarse a través de C; de acuerdo con el im..

cipio de .,,,_32"15.. Se obtiene que w. es arménica en la regién nw_,n
da _ﬁl_ en m.n sentido de que puede prolongarse a una _,mmmr;.u: Bmwow.
nmnrummmwoﬂmwuﬂmw?ﬂw C, - forman una base de ﬁ._ow.:oﬂmm_\m para los
vlogla que se ha de entender con respecto a una
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region mayor no especificada. La funcidn armodnica conjugada de w,
es multiforme con periodo

d
QSH\ .8‘0 &mH\.%&S»
c on a

i

a lo largo de C;. Con mayor generalidad, cabe afirmar que ninguna
combinacién lineal N w;(z)+ \w,(z) +... +X,-1@,-1(2) puede tener
una funcién conjugada uniforme, a no ser que todos los \; sean cero.
Para verlo, supongamos que esta expresién fuera la parte real de una
funcién analitica uniforme f(z). Por el principio de simetria, f(z)
deberia tener una prolongacién analitica en el cierre de . La parte
real de f(z) seria constantemente igual a \; sobre C;, i=1, ..., n-1,
y cero sobre C,. En consecuencia, cada contorno estaria aplicado
sobre un segmento vertical. Si w, no pertenece a ninguno de estos
segmentos, puede definirse una rama uniforme de arg [f(z) —w,] so-
bre cada contorno. Se sigue por el principio del argumento que f(z)
no puede tomar al valor w, en ). Pero entonces f(z) debe reducirse
a una constante, puesto que en otro caso la imagen de Q contendria
ciertamente puntos exteriores a los segmentos. En definitiva, todos
los \; han de ser cero.

El resultado indica que el sistema homogéneo de ecuaciones li-

neales .
>_ﬁ<:.+ .VNQB.A_. |_|>:|HQ:!_;.”O Q =1 .., §|Hv ﬁmuwwu_

tiene tdnicamente la solucién trivial A;=0. Puesto que oy + apn+
+ ...+, =0, la ecuacidén correspondiente a j=n es consecuencia
de [5-29]. Por la teorfa de las ecuaciones lineales, cualquier sistema
de ecuaciones no homogéneo con los mismos coeficientes que los de
[5-29] tiene entonces que tener una solucién. En particular, es po-
sible resolver el sistema

N+ e + -+ 10—y =20

N+ op+ . 4+ M1, ,2=0
e S . [5-30]
Ny —1+ o o+ A N1 -1 =0

Ao+ M, + .+ N @ oy = = 2,

donde la tltima ecuacién es consecuencia de las n —1 primeras. En
otras palabras: podemos hallar una integral multiforme f(z) con

SR s N ——
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.ﬁmlo&om +2mialolargode C, y de C,, y todos los demds perfodos
iguales a cero, cuya parte real es constantemente igual a A, sobre C,

QosoEOm Ay=0). La funcién F{z) =e/® es uniforme. Probaremos el
siguiente

TEOREMA 13. La funcion F( z) efectia una aplicacidn biumivoca
conforme de Q sobre la corona circular 1<<'w| < é menos n—2
arcos concentricos situados sobre las circunferencias | =et, i=2
n-1. o ,

L L, .. . -

. a \mw:omSo: estd ilustrada en la figura 5-3. Los contornos Ciy

= €stan en correspondencia biun{voca con las circunferencias com-
pletas, mientras que los otros contornos estdn aplastados en hendi-
chmw circulares. Deberd imaginarse cada hendidura con dos bordes,
que junto con los extremos forman un contorno cerrado.

- nr .

FiG. 5-3.

“ary

La demostracién utiliza el principio del argumento.

F(z) es analitica y que su médulo es constante sobre ¢
El nimero de raices de 1a ecuacién F(z)b=w

Sabemos que
ada contorno.
s Viene dado por

1 F(z)d:

—_—
e FlZ)—wo 207 Flz)—w,

+R 1 F(z2)dz
c NJN NﬂﬂNv — Wy

1 7 F(z2dz
.\ 'z

S + o+

s ﬁm-wH”_

en cualquier caso si w, no se toma sobre la frontera. Para w,=0 se
conocen los términos de [5-31], siendo sus valores 1,0,..,0 -1,
respectivamente. La integral sobre C 1 permanece constantemente igual
a 1 para |wy| <e* y se anula para [wy| > e andlogamente, la dltima
integral vale —1 para lwo| < 1y 0 para wy > 1. Las integrales so-
bre Cy, 1 < k <n, se anulan para todo w, tal que ,:co_ # e*. Supon-

gamos ahora que F(z) toma realmente el valor Wy; siempre y cuando

AHLFORS.—17
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se aplique €) sobre un conjunto abierto, podemos elegir |w,| distinto
de todos los €. Para este wy la expresidn [5-31] tieme que ser
positiva. Pero esto es solo posible si 1 <C|w| <eé*. Asi, pues,
M >0, v por la continuidad, 0= X, =\, .

A partir de aqui, la demostracién puede completarse 5.&;58. un
razonamiento puramente topoldgico. Sin embargo, es mas Em::oﬁ.:\.o.
y de hecho mds sencillo, obtener la conclusién a partir del principio
del argumento. Cuando existen polos simples en la frontera sigue
verificindose el teorema de los residuos, con tal que la integral de
contorno se reemplace por su valor principal de Cauchy y la suma
de los residuos incluya la mitad de cada residuo sobre la fronteral.
En la situacidn presente el segundo convenio significa que un valor
tomado sobre la frontera se cuenta con la mitad de su multiplicidad.

El compute de los valores principales no ofrece dificultad. Si |wo! = e,

hallamos que
[
V. Ppr.
P c F(z)—w, 2 c

k k

z)dz 1 F'(z)dz
== S F(z)

por geometria elemental (o cdlculo directo)
darg [F(z) —w] =% darg F(z).

Por consiguiente, los valores principales en [5-30] son % para k=1,

0 para 2=k=n-1, —% para k=n. .
Obtenemos en conclusién que cada valor se toma media vez so-
bre las circunferencias jwo|=1 o |wo|=€; es decir, una vez sobre
la frontera. Esto prueba que C, y C, se aplican gcz?ogﬁwam una
sobre otra y que 0 <Z\; <<\, =1, n. A continuacién se sigue que
si 1 < |wy < &, se toma w, 0 una vez en el interior, dos veces en la
frontera, o una vez en la frontera con multiplicidad 2. Sobre cada
contorno Cs, ..., C,,_; se puede definir una rama uniforme de arg ENV\,
correspondiendo los valores de multiplicidad 2 a los miximos ¥ mi-
nimos relativos de arg F(z). Existe al menos un maximo y un minimo,
no pudiendo haber mids, pues en caso contrario F(z) pasaria més de
dos veces por los mismos valores. Adem4s, la diferencia entre el

LEn el Cap. III, Sec. 3-5, 3, se introdujo el valor principal de Cauchy
en el caso de una integral sobre una recta. En el caso de un arco ana-
litico cualguiera, es mds sencillo definir el valor uﬂdnﬁmﬂ mediante una
aplicacidon conforme auxiliar, que transforma un arco parcial en un segmento.
La generalizacidon enunciada del teorema de _o.m H.oma:om se deduce con Gmﬁm
facilidad y prueba que el valor principal es independiente de la aplicacién
conforme auwxiliar.
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maximo y el minimo debe ser < 2w, lo que muestra que cada con-
torno se aplica sobre un arco propio. Por tltimo, los arcos corres-
pondientes a contornos diferentes deben ser disjuntos.

Hemos probado por completo el teorema 13, habiendo sido capa-
ces de describir la correspondencia entre las fronteras. Lo mas im-
portante del teorema es el hecho de que podamos aplicar  sobre una
region candnica acotada por dos circunferencia y n -2 hendiduras
circulares concéntricas; por motivos de normalizacidn, el radio del
circulo interior se elige igual a 1. Para una eleccidn prescrita de C,
¥ C., la aplicacién canénica estd determinada de manera tinica, salvo
una rotacién. Esto se sigue del hecho de que el sistema [5-30] tiene
una sola solucién.

La forma de una regién canénica de orden de conexién n depende
de 3n -6 constantes reales. En efecto, Ia posicién v el tamafio de
cada hendidura estid determinado por tres nimeros, en total 37— 6;
la anchura de la corona circular da otro pardmetro adicional, pero
hay que descontar un parimetro para permitir la rotacién arbitraria.

EJERCICIOS

1. Pruébese directamente que dos coronas circulares son conforme-
mente equivalentes si (y solo si) las razones de sus radios son iguales.

2, Demuéstrese que oj=a;;. Sugerencia: Apliquese el teorema 1.

2. Funcion de Green.—Suponemos nuevamente que {} es una re-
gion de orden de conexién finito, y siempre y cuando sean permisi-
bles aplicaciones conformes previas, podemos suponer que {} esti
acotada por contornos analiticos C,, ..., C,; esta vez estard incluido
el caso correspondiente a n=1.

Consideremos un punto z, € Q y resolvamos el problema de Di-
richlet en {1 con valores frontera iguales a log _mlme,_. Se denota la
solucién por G(z), pero el interés principal corresponde a la funcidn
giz1=G(z) -log |z —Zo|, conocida como la funcidn de Green de Q
con polo en =z, Cuando se quiere hacer hincapié en su dependencia
de z, se denota por g(z, z,).

La funcién de Green es arménica en Q salvo en Zp ¥ se anula
sobre la frontera. En un entorno de z, difiere de —log |z—z| en
una funcién arménica; g(z) estd determindda de manera tnica por
estas propiedades. En efecto, si g,(z) tiene las mismas propiedades,

g‘
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entonces ¢—g; es armdnica en todo Q y se anula sobre la frontera.
Se sigue del principio del maximo que g; es idénticamente igual a g.

Si dos regiones son conformemente equivalentes, entonces las fun-
ciones de Green con polos correspondientes son iguales en los puntos
homdlogos. Para ser mds explicitos, sea z=z({) una funcidn que
define una aplicacién biunivoca conforme de una regién ' en el
plano { sobre una regién Q en el plano z. Elijamos un punto {, &€
y denotemos por g(z,z)) la funcién de Green de {2 con polo en
zo=2{{y). Afirmamos que g[z({), zy] es la funcién de Green de (V.
En primer lugar, si { tiende a un punto frontera, entonces z({) se
aproxima a la frontera de Q y, por tanto, g[z({), 2] tiene valores
frontera cero. En cuanto al comportamiento en {, sabemos que
gl=(0), =} difiere de —log |z({) —z({o)! en una funcién armonica
de zt{) y, consiguientemente, en una funcién armonica de . Pero
la diferencia log |z({) —=(Lo)| —log {{—{| es también armonica, y
se sigue que g{z({), zo] se comporta adecuadamente en {, Hemos
probado que la funcién de Green es invariante respecto a las aplica-
ciones conformes, y como consecuencia de esta invariancia pueden
efectuarse a capricho las aplicaciones conformes previas.

En el caso de una regién simplemente conexa existe una relacion
sencilla entre la funcién de Green y la funcidn de Riemann del teo-
rema fundamental. Para el disco unidad |w| <1 la funcién de Green
con respecto al origen es evidentemente —log |w|. Por tanto, si w=
=f(z) aplica 2 sobre el disco unidad llevando z, al origen, se tiene
por la invariancia que

g(z, z) = —log [f(z)|.

Reciprocamente, si g(z, zy) es conocida, se puede determinar la fun-
cién de Riemann.

La funcién de Green tiene una importante propiedad de simetrfa.
Dados dos puntos z;, z, € , escribiremos brevemente g(z, z;) =g,
g{z, 7;) = g. Como consecuencia del teorema 1, la diferencial g; *xdg- -
—-g> #dg; es exacta localmente en la regién obtenida al omitir los
puntos z, y z de ). Si ¢, y ¢; son pequehas circunferencias de cen-
tros z, y =, respectivamente, descritas en sentido positivo, entonces
el ciclo C—cy—c¢, es homoldgico a cero (como antes, C=C;+
+...+C,). Puesto que g, y g, se anulan sobre C, se concluye que

\. & *dgy— g xdg =0.

c,te
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Poniendo G;=g +log |z—z], tenemos que #*dg =+dG,—darg (z -z,
y hallamos que

H. & *dg —g> xdg, = R G xdg,— g +dG, — % log [z~ +dgs +

+ “. Sdarg (z —z).
c,

En el segundo miembro, la primera integral se anula por el teore-
ma 1; la segunda, como consecuencia de ser _nln_“ constante sobre
¢ v ser xdg, una diferencial exacta en un entorno de =z, La tltima
integral, de acuerdo con la propiedad del valor medio para funciones
armonicas, es igual a 27g(z). De manera simétrica, la integral so-
bre ¢, debe ser igual a — 2mg (z,), con lo que queda demostrado que
8-(Z1) —g1(z2) =0 o que

Como consecuencia de esta propiedad de simetria, la funcién de
Green g(z, z;) también es armoénica en la segunda variable.

La funcién conjugada de g(z, z,), que denotaremos por x(z,z,),
es, naturalmente, multiforme. En primer lugar, tiene el periodo 27 a

lo largo de una pequefia circunferencia ¢ con centro en z,. Ademads,
tiene los periodos

Pi(zy) = \\Q& (z, z) = .\ xdg (z, Z,) (k=1, ..., n).
ﬁ,» c

k

Probaremos que el periodo Pi(z,) es igual a la medida armdnica
wi Zo) multiplicada por 2.

La demostracién es nuevamente una aplicacién del teorema 1.
Expresemos el hecho de que la integral de wy *dg—g *dw; sobre
C - ¢ tiene que anularse. La integral sobre C se reduce a Pi(z,), y
mediante el mismo cdlculo utilizado anteriormente obtenemos que la
integral sobre ¢ es igual a 2rwi(z,). Queda, por ﬁmnﬂo, probado que
Piizo) =2man(z).

3. Regiones paralelas en hendidura.—Escribiendo z, = x,+ iy, de-
rivemos la identidad :

¥
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con respecto a xg con lo que obtenemos

——g(z,2)) =—— G(z,2) + Re ———
QRO QHO z—z,

para todo z y z, distintos. Es evidente que (8/0x,)G(z,z,) es ar-
moénica con respecto a z; en efecto, podemos representar la deriva-
da parcial como el limite uniforme sobre conjuntos compactos de
las funciones armonicas [G(z, zy+h) — G(z, z3) ]/h para h real ten-
diendo a 0. Ademds, puesto que g(z, z;) es idénticamente cero cuando
z pertenece a la frontera, la derivada parcial (d/9x,)g(z, z,) también
debe anularse sobre la frontera. La funcién u,(z) = (8/0x,)g(z, =,)
es, por tanto, cero sobre la frontera y difiere de Re 1/(z—z,) en una
funcién arménica.

La funcién conjugada de 2,(z) tiene ciertos periodos A; a lo lar-
go de los contornos Cy; pero es ficil construir una combinacién lineal
de u;(z) y de las medidas arménicas w;(z), cuya funcién conjugada
carece de periodos. En efecto, la funcién wu,+ M\, +... + Ap—102: 4
tiene esta propiedad con tal que

hag + 7~Q~»+...+>=|_Q:l_.»ﬂ —A, QA”H, ey N— Hv

Sabemos ya que este sistema no homogéneo de ecuaciones ticne
siempre una solucién. Hemos establecido asi la existencia de una
funcién p(z), que es uniforme y analitica en (2, excepto por un polo
simple con residuo 1 en z,, siendo constante sobre cada contorno su
parte real; p(z) estd determinada de manera tnica por estos requisi-
tos, salvo una constante aditiva.

Se obtiene un resultado similar derivando con respecto a . De

d 3] 1
—8(2,2))=——G(z,z) = Im ———
Yo Yo zZ—z,

obtenemos que v;(z) = — (9/9yo)g(z, Z,) se anula sobre la frontera y

tiene la misma singularidad que Im 1/(z—2z,). Si se aflade una com-
binacién lineal adecuada de medidas arménicas, la funcién conjugada
se hace uniforme. Por tanto, existe una funcién analitica uniforme
qi{z) con parte singular 1/(z -z,) cuya parte imaginaria es constante
sobre cada contorno.

Las funciones p(z) y g(z) conducen a aplicaciones candnicas sen-
cillas.
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TEOREMA 14.  Las aplicaciones determinadas porp(z} y q(z) son
biunivocas, y la imagen de ¢ es una region en hendidura cuyo com-
plemento consiste en n segmentos verticales u horizontales, respec-
tivamente [Fig. 5-4, (a) y (b)].

(a) (b)

FiG. 5-4.

La demostracién es bastante parecida a la del teorema 13. Esta
vez la expresidn

S 1 7 ‘() d=
o) A1 (532]

P - "
k=1 Eayy c Nw»lu — Wy

representa el nimero de ceros de p(z)—w, menos el numero de
polos. Pero es ficil ver que [5-32] se anula para todo wy, incluyendo
valores frontera. En el 1iltimo caso debe formarse el valor principal;
pero si se toma wy, sobre Cy, la parte imaginaria de p’ dz/(p —w,) se
anula a lo largo de Cy, con lo que no existe ninguna dificultad. Pues-
to que hay exactamente un polo, se concluye que p(z) toma todo
valor una vez en el interior de (), dos veces sobre la frontera o una
vez sobre la frontera con multiplicidad 2. El resto de la demostracién
es un duplicado exacto del razonamiento anterior. La demostracién
sigue siendo vdlida sin cambio alguno para g(z).

Se pueden considerar las regiones paralelas en hendidura como
regiones candnicas, pero no son conformemente equivalentes, aun
en el caso de que se exija que el punto del infinito se corresponda a
si mismo. Asi, p. ej., las aplicaciones mediante p(z) eiglz) conducen
a regiones en hendidura verticales que son diferentes, pero confor-
memente equivalentes. Las aplicaciones en hendidura estdn deter-
minadas de manera tinica, salvo una traslacidn paralela, solo para
aplicaciones con el mismo residuo.
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EJERCICIOS

1. Pruébese que una regién de orden de conexién finito puede aplicarse
sobre un disco circular con hendiduras circulares concéntricas: el centro
corresponde a un punto prescrito y las circunferencias a un contorno pre-
asignado.

2. Demuéstrese que la funcién e’®(p cos a« —iqg sen «) aplica {) sobre una
regién limitada por hendiduras oblicuas.

3. Utilizando el ejercicio 2, pruébese que p+q aplica Q de manera
biunivoca sobre una regién de contorno convexo.

CAPITULO VI

FUNCIONES MULTIFORMES

6-1. Prolongacién analitica.—En los capitulos precedentes he-
mos hecho hincapié en que todas las funciones deben estar bien defi-
nidas y ser, por tanto, uniformes. En el caso de funciones como log =z
0 \'z, que no estdn determinadas de manera lnica por su expresién
analitica, era necesario un esfuerzo especial con objeto de demostrar
que, en circunstancias favorables, se podfa elegir una rama uniforme.
Mientras este punto de vista responde a la necesidad de claridad 16-
gica, no hace justicia al hecho de que la ambigiiedad en los casos del
logaritmo y de la raiz cuadrada es una caracter{stica esencial que no
puede ignorarse. Existe, pues, una necesidad evidente de una teoria
rigurosa de las funciones multiformes.

Seguiremos aceptando como nocidén primaria el de funcién anali-
tica uniforme definida en una regién, en términos de la cual se defi-
nirdn las funciones analfticas multiformes.

1. Funciones analiticas generales—Una funcién analitica f(z)
definida en una regién ) constituird un elemento de funcion, al que
denotaremos por (f,Q), y una funcién analitica general aparecera
como una coleccién de elementos de funcién relacionados unos con
otros de una forma prescrita.

Se dice que dos elementos de funcién (fi, 1) ¥ (f» Q2) son pro-
longacion analitica directa uno de otro s 08, no es vacio y f(z) =
=f1z) en Q,0), Mis especificamente, a (f, £,) se le lama prolon-
gacion analitica directa de (f,, Q,) en la regién {),. No tiene por qué
existir una prolongacién analftica directa en €,: pero si existe, estd
determinada de manera tinica. En efecto, supongamos que (f, Q) y
{4, () son dos prolongaciones analiticas directas de (fi, 4)); en-
tonces f,=g, en 0,0, y esto implica que f,=g, en todo Q.. Observe-
mos que si {), C (), entonces la prolongacién analitica directa de
(fi, ) es (f;, Q).

Si (f, Q) v (f,Q,) son prolongaciones -analiticas directas una
de otra, es evidente que se puede definir una funcién analitica f en
0, + 0, haciendo f=fien O,y f=f en Q,. Puesto que desde el prin-
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cipio se pudo considerar el elemento de funcién (f, Q,+ Q,), parece

"que no se ha ganado nada. Consideremos, sin embargo, un tercer
elemento de funcién (f;,€);), el cual suponemos que es una prolon-
gacién analitica directa de (fy €2;). Entonces pudiera muy bien ocu-
rrir que {); tenga parte comin con {,;; pero que, sin embargo,
{f:» ©3) no sea una prolongacién analitica directa de (f;, Q,). En esta
situacién la coleccién (f,, ), (fy Q2), (f;, Q3) no puede reemplazarse
por un solo elemento de funcidén, pero proporciona una definicién
satisfactoria de funcién multiforme.

Con mayor generalidad, se nos ofrece la consideracién de cade-
nas de elementos de funcién (fy, ), (fi Q2), ..., (f Q), tales que
(fe, Q1) es una prolongacién analitica directa de (fi._y, Qk_1). Se dice
que los elementos de una cadena como la anterior son prolongaciones
analiticas uno de otro. Adoptaremos la definicién siguiente:

DEFINICION 1. Una funcidn analitica general es una coleccidn
no vacia f de elementos de funcion (f, Q), tal que dos elementos
cualesquiera de f son prolongaciones analiticas uno de otro a través
de una cadena cuyos elementos son miembros de {.

Una funcién analitica completa es una funcion analitica general
que contiene todas las prolongaciones analiticas de cualquiera de
sus elementos.

Una funcién analitica completa es evidentemente maximal en el
sentido que no puede prolongarse mds, y estd claro que todo elemen-
to de funcién pertenece a una sola funcién analitica completa. Las
funciones analfticas generales incompletas son mds arbitrarias, y exis-
ten muchos casos en los que dos colecciones diferentes de elementos
de funcién deberian considerarse como definiendo la misma funcion.
Asi, p. ¢j., una funcién uniforme f(z), definida en €, puede identi-
ficarse o con la coleccién que consiste en el tinico elemento de fun-
cién (f, @), o con la coleccién de todos los (f, ) con Q° C Q.

Una funcién analitica general f posee una derivada f* determinada
de manera unica, definida por los elementos de funcién (f, Q). En
efecto, si (f;,) y (f» Q) son prolongaciones analiticas directas
uno de otro, también lo son (', () y (f5, ). Se pueden definir las
derivadas de drdenes superiores f7, £’%, ... de la misma manera.

Una relaciéon andloga pudiera existir entre un par cualquiera de
funciones analiticas generales f y g. Supongamos que se da una
correspondencia que a todo (f, (1) € { asigna un elemento de funcién
tnico (g, (1) € g, de tal forma que a prolongaciones analiticas direc-
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tas corresponden prolongaciones analiticas directas. En estas circuns-

tancias convenimos en decir que f estd subordinada a g, y es posible

definir f+g y fg como colecciones que consisten en los elementos
(f+8 @), (fg, ), que corresponden a los elementos (f, Q) de f. Asi,
p- €]., f estd subordinada a cualquier funcién entera h, de donde se
sigue que f + h y fh estdn bien definidas .

Podemos ahora formular un principio clisico conocido como el
de permanencia de relaciones funcionales. Supangamos que se dan
ciertas funciones analiticas generales f, g, .., v que f, p. ej., estd
subordinada a todas las demds. Supongamos ademds que se sabe
que un conjunto de elementos de funcién correspondientes (f, @),

(g, Q), ... satisfacen una relacién de la forma G(f, g, ...) =0, siendo
la expresién G un polinomio de varias variables (la demostracién es
vdlida con mayor generalidad). Si (f, 2,), (g, Qy), ... es un con-

junto de prolongaciones analiticas directas, se deduce inmediatamente
que G(f;, 8, ...) =0 en Q,, por la sencilla razén de que la funcién
compuesta G[f,(z), gi(z), ...] es analitica en Q, y se anula en Q0,.
Podemos, por tanto, llegar a la conclusién de que se verifica la rela-
cién G(f, g, ...) =0 para todos los conjuntos de elementos de funcién
correspondientes, hecho que puede también expresarse mediante la
ecuacién G(f, g, ...) =0.

EJERCICIOS

1. Pruébese que un elemento de funcién {f, C), donde C es todo el
plano, determina una funcién analitica completa consistente en todos los
elementos de funcién de la forma (f, Q).

2. Definase 4/z como una funcién analitica general mediante un
nimero finito de elementos de funcidn.

3. Supongamos que (f, Q) satisface una ecuacién diferencial de la for-
ma P(f, f, f’, ...)=0, siendo P un polinomio cuyos coeficientes son
funciones enteras. Pruébese que todos los elementos de funcién de la
funcién analitica completa determinada por (f, Q) satisfacen la misma
ecuacién diferencial.

2. La superficie de Riemann de una funcidn--Con objeto de es-
tudiar la naturaleza multiforme de una funcién analitica general es
convenijente introducir el concepto de rarma. Se dice que dos elemen-
tos de funcion (f,, Q) y (f;, Q;) determinan la misma rama en un

I Utilizamos solo de momento esta nocién de stbordinacién, que estd re-
lacionada, pero no es idéntica, a la que cominmente se utiliza.

e N SRR




268 FUNCIONES MULTIFORMES [cap. 6

punto z, € (), siempre y cuando fi=f, en un entorno de z, Para
que esto ocurra es suficiente (pero no necesario) que los elementos
de funcién sean prolongaciones analiticas directas uno de otro. Son
siempre, sin embargo, prolongaciones analiticas uno de otro, pues
ambos son prolongaciones analiticas directas de su restriccién comin
a un entorno de zy. Observemos que dos elementos de funcién de-
terminan la misma rama en z, si (y solo si) tienen el mismo des-
arrollo de Taylor en un entorno de z.

La relacién entre elementos de funcién que acabamos de intro-
ducir es evidentemente una relacién de equivalencia. Con respecto
a esta relacién de equivalencia, todos los elementos de funcién (f, Q0),
para los que z, & (1, se¢ agrupan en clases de equivalencia bien defi-
nidas a las que llamaremos ramas analiticas en z,. Es ficil ver que
pueden ser identificadas con todas las series de potencias en z—z,
con un radio de convergencia positivo. Denotaremos la rama en z,
determinada por el elemento de funcién (f, 1) mediante (f, z,).

Para una funcién analitica general f seleccionaremos las ramas
{(f, =y) determinadas por elementos de funcidén (f,2) €f y las lla-
maremos las ramas de f en z,. A cada rama de estas corresponde un
Unico valor funcional f(z), asi como valores tnicos de las deriva-
das f'(ze), f'(zo), ... De manera andloga a la utilizada en la cons-
truccion de superficies de Riemann de las funciones multiformes
elementales, introduciremos un conjunto §§ (la superficie de Riemann)
cuyos elementos 3 (los puntos) son las ramas (f,z) de f. Estamos
entonces en situaciéon de considerar f como una funcién uniforme
fi3) sobre §.La funcién z=p(3), que a todo 3=(f,z) le asigna el
valor z determinado de manera tnica, se denomina la proyeccidn
de ¥ en el plano complejo, siendo z la traza de 3.

La consideracién de la superficie de Riemann no es de mucha
utilidad, a no ser que podamos decir cudndo una funcién es continua
sobre . Puesto que se puede expresar la continuidad en términos de
entornos, basta con definir los entornos en . Dado 30= (fo, Zo),
determinado por el elemento de funcién (f, Qo) €1, elijamos un
entorno V C £}, de z, y consideremos el conjunto B de todas las ra-
mas (fy, z) con z € V. Por definicidn, B serd un entorno de 3, Se de-
duce con facilidad que £(3) y p(3) son funciones continuas en el sen-
tido de que existe, para un € > 0 cualquiera dado, un entorno 5 con
la propiedad de que [f(3) - f(30)| <e¢ |p(3)—p(30)| < e para todo
3 EB.

Mediante la introduccién de las superficies de Riemann ob-
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tenemos una interpretacién muy sencilla de la subordinacién. Sean §
y 6 las superficies de Riemann de f y g, respectivamente, Entonces f
estd subordinada a g si (y solo si) existe una aplicacién continua o
de & en & tal que 3 y o (3) tienen la misma proyeccién z; la demos-
tracién es inmediata. Observemos que la aplicacién o no es necesa-
riamente tnica, lo que significa que f puede estar subordinada a g
de diferentes formas. En un lenguaje muy sugerente para la ima-
ginacion, la existencia de una proyeccién que conserva las apli-
caciones implica que la superficie {§¥ puede extenderse sobre la @,
0 que cabe considerar a § como una superficie de Riemann re-
lativamente a ©.

Observemos por ultimo que nuestra definicién de superficie de
Riemann es provisional, puesto que no incluye todavia el caso de
puntos de ramificacion.

3. Prolongacion analitica a lo largo de arcos.—Consideremos una
funcién analitica general f con superficie de Riemann ¥ y un arco y
en el plano complejo, de ecuacién z=z(t}, a =f =<8, Supongamos que
existe en ¥ un arco ¥ cuya proyeccién es y: con esto queremos decir
que ¥ tiene una ecuacién 3=3(t) con p[3(t)]=z(t) para todo t.
La hipétesis fundamental de que ¥ es un arco significa, natural-
mente, que 3(t) es continua con respecto a los entornes introduci-
dos en .

Es deseable dar una interpretacién paralela que no se refiera de
manera explicita a la superficie de Riemann. A cada t corresponde
un j cuya proyeccién es z(t) y, por tanto, una rama de la forma
[f,z(¢)]. Para un t, dado esta rama esti determinada por un elemento
de funcién (fy, Q) con z(t) € Q2. Un entorno consiste en ramas
{(fe 2), vy la continuidad de z(t) implica evidentemente la existencia
de un & > 0 tal que para |t—t,| <& la rama [f,z(t)] estd determi-
nada por el elemento de funcién (f,, ). Cuando es este el caso, de-
cimos que la rama [f, z(¢)] y cualquiera de los elementos de funcién
correspondientes han sido obtenidos mediante prolongacion a lo largo
del arco . De acuerdo con esta terminologia, existe una equivalencia
completa entre prolongaciones a lo largo de y vy arcos § sobre ¥ que
se proyectan en 7.

La prolongacién a lo largo de un arco corresponde al concepto
intuitivo de rama variable con continuidad. No estd garantizada la
existencia de una prolongacién, pero es vilido el siguiente importante
teorema de unicidad:
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TeEOREMA 1. Dos prolongaciones [f, z(t)]1 y [f» z(t)] de una
funcidn andlitica general £ a lo largo del mismo arco vy son o idénti-
cas o diferentes para todo valor de t.

Consideremos el subconjunto E del intervalo cerrado (o, 8), en
el que

[foz®)1=1frz(t)].

Elijamos #o € E y supongamos que las ramas correspondientes estin
determinadas por elementos de funcién (f, 00, (£9€;). Por hips-
tesis, f°=f9 en un entorno de z(t,). Si t est4 suficientemente proxi-
mo a f, el punto z(t) pertenece a este entorno; ademds podemos
elegir fi=1, f,=f, y se sigue que las ramas [f,, z(¢)], [f»z(t)] son
idénticas. Este resultado muestra que el complemento de E es ce-
rrado. Supongamos ahora que #, no pertenece a E. Con las mismas
notaciones, f{(z) y f0(z) no son idénticas en ningiin entorno de
z(to). Por tanto, existe un entorno A de z (%)) en el que f°(z) # R(2),
excepto quizd para z=z(t,). Para ¢ suficientemente préximo a ¢,
z{t) €A, y podemos tomar f;= % r=f. Pero si z(t) £ z(t,), las
ramas [f% z(£)] y [f%z(¢t)] son diferentes, por la sencilla H.M._Nm@: mm
que fI{z(£)] 2 flz(t)], y si z(¢) =z (L), son diferentes por hipétesis.
Luego E es cerrado, con lo que queda demostrado el teorema, puesto
que el intervalo es conexo.

En virtud de este teorema una prolongacién estd determinada de
manera Unica; p. ej., por su rama inicial [fy, z(@)]. Podemos, por
tanto, hablar de la prolongacién de f a lo largo de v, a partir de la
rama inicial [f,z(a)], siempre y cuando tal prolongacién exista.

Si y es un arco arbitrario y f una funcidén analftica general, muy
bien pudiera ocurrir que f no posea ninguna prolongacién a lo
largo de y o que exista una prolongacién para algunas ramas inicia-
les, pero no para todas. Investiguemos el caso de una rama inicial
[fo z(a)] que no pueda prolongarse a lo largo de . Si t, > « estd
suficientemente préximo a «, existird una prolongacién de la rama
inicial a lo largo del arco parcial correspondiente al intervalo (e, to) ;
en efecto, este es trivialmente el caso si el arco parcial estd contenido
en la regién £, del elemento de funcién (fy, Q). El extremo superior
de todos estos f, es un ndmero 7 que satisface la desigualdad
a <7 <@,y se ve ficilmente que la prolongacién sera posible para
to <7 e imposible para fy=7. En cierto sentido se puede decir que
el arco parcial correspondiente a («,7) conduce a un punto en el
que f deja de estar definida. En particular, si f es una funcidén ana-
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litica completa, el arco parcial se llama un camino singular desde la
rama inicial dada; se dice también, con menos precision, que conduce
a un punto singular de f. Deberfa utilizarse el término punto singular
Unicamente cuando estuviese indicado claramente el correspondiente
camino.

La relacién entre prolongacién a lo largo de arcos y prolongacidn
por etapas mediante una cadena de prolongaciones analiticas direc-
tas requiere un andlisis mds preciso. En primer lugar, si (f, Q,),
(f2 ), ..., (fn Q,) forma una cadena de prolongaciones analfticas
directas, es siempre posible enlazar un punto z, €£); a un punto
=, € Q, mediante un arco v, tal que f tenga una prolongacién a lo
largo de y con la rama inicial (fi, z1:) y rama terminal (f,, =,). En efec-
to, basta con hacer que y esté compuesta por un arco parcial v, CQ,
desde z; a un punto z;, € 0,Q,, un segundo arco parcial y, C (), des-
de 2z a z; € 0,05, v asl sucesivamente. La prolongacién a lo largo
de vy estd completamente definida poniendo 3(#)=[f, z(t)] sobre Vi

Reciprocamente, si se da una prolongacién 3(t), podemos hallar
una cadena de prolongaciones amnaliticas directas que siguen el arco vy
de la misma forma que en la construccidn precedente, con tal tini-
camente que f esté definida mediante una coleccién suficientemente
grande de elementos de funcién. Se prueba, utilizando el lema de
Heine-Borel, que se puede subdividir el intervalo paramétrico en
(o, 1), (t1,82), ..., (t,-1 B) de forma que 3(2) =[fi, z(t)] en (£x_y,tz)
para elementos de funcidn (fi, Q) escogidos adecuadamente. Aunque
no es necesario que (fe-y, Qc_y) y (fr, Q) sean prolongaciones anali-
ticas directas uno de otro, son al menos prolongaciones analiticas
directas de su restriccién comtdn a un entorno de z(#,.,). Si estas
restricciones estin contenidas en la coleccidn f, y este es cier-
tamente el caso si f es una funcién analitica completa, podemos en-
tonces hallar una cadena de prolongaciones analiticas directas con
las propiedades deseadas.

A fin de ilustrar el empleo de la prolongacién a lo largo de arcos
daremos una definicién de log z como funcidn analitica completa. La
definimos como la coleccién de todos los elementos de funcién (f, Q),
tales que €=z en . Hay que demostrar que esta coleccién es
completa.

Hemos de probar que cualquier par de elementos de funcidn
tf, ), (f Q) de la coleccién puede unirse por una cadena de
prolongaciones analiticas directas. Como consecuencia de la perma-
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nencia de las relaciones funcionales es evidente que los elementos de
funcién intermedios pertenecerdn a la misma coleccién.

Elijamos puntos z, € ), z; € ), y undmoslos por un arco dife-
renciable y que no pase por el origen. Esto es posible, ya que ni
Z; ni z, pueden ser 0. Consideremos la funcién

fz'(z)

e(t)y=filz)+ \ lmq&w.

Derivando, tenemos que z(t)e~ % es constante; para t=a su valor
es 1y, por tanto, e?)=2z(¢). Para un ¢ dado, existe, en cualquier en-
torno de z(f) que no incluya al origen, una rama f(z) de log z deter-
minada de manera tdnica y que toma el valor ¢(¢) para z=z(¢). Es
evidente que [f,z(¢)] define una prolongacién a lo largo de 7. La
rama terminal quizd no coincida con f,, pero su valor debe diferir
de fi(z;) en un miltiplo de 27ri. Con objeto de obtener el valor desea-
do en : todo lo que resta por hacer es prolongar la rama terminal
a lo largo de una curva cerrada que envuelva el origen un ndmero de
veces adecuado. Por ultimo, se puede reemplazar la prolongacién a
lo largo de arcos por una cadena finita de prolongaciones analiticas
directas, con 1o gie queda demostrado que log = es una funcién ana-
litica completa.

EJERCICIOS

1. Deffnase log f(z) para una funcién f(z) distinta de cero y uni-
forme.

2. Si se define un elemento de funcién mediante una serie de pO-
tencias en el interior de su circulo de convergencia, pruébese que la co-
rrespondiente funcién analitica completa tiene necesariamente un camino
singular en el circulo de convergencia, que conduce a un punto sobre la
circunferencia. (“Una serie de potencias tiene al menos un punto singular
sobre la circunferencia de su circulo de convergencia.”)

4. Curvas homotdpicas—Debemos ahora estudiar las propieda-
des topoldgicas de las curvas cerradas en una regién desde un punto
de vista que es fundamental para la teorfa de prolongaciones ana-
liticas. El problema que nos interesa es el comportamiento de un
arco bajo deformaciones continuas. Intuitivamente es esta una nocién
muy sencilla. Si y, y v, son dos arcos que tienen extremos comunes,
contenidos en una regién (), parece natural preguntarse si se puede
deformar de manera continua Y: en vy, cuando los extremos se man-
tienen fijos y los arcos intermedios quedan siempre dentro de (.
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Asi, p. ¢j., en la figura 6-1 el arco 71 puede deformarse de manera
continua en el y,, pero no en el ¥s. Dos arcos que pueden deformarse
uno en el otro se dice que son homotdpicos con respecto a 0. Esta
es evidentemente una relacién de equivalencia.

Naturalmente, debe darse una definicién precisa. Por fortuna,
el concepto fisico de deformacién tiene una interpretacién casi inme-
diata en términos mateméticos. Es realmente evidente que puede

Fic. 6-1. Fi1G. 6-2.

describirse la deformacién de un arco mediante una funcién continua

Z=z{t,u) de dos variables, variando el punto (£, %) sobre un rec-

tingulo @=t=<B, 0=u=1. A cada valor fijo u=u, corresponde un
arco z=z(t, uy), y el efecto de la deformacién es el de cambiar el
arco inicial z=z(¢,0) en el z==z(t, 1). La deformacién tiene lugar

en el interior de Q) si z(r, W) E0Q para todo (f,2), v es una defor-
macion con extremos fijos si z(«, 1) v =(B, 1) son constantes. A cada
valor fijo de t=¢, corresponde un arco z=z(¢, u), con u como para-
metro, al que podemos llamar camino de deformacion del punto
correspondiente a 4. La figura 6-2 muestra el efecto de una defor-
macion.

Llegamos asi a la siguiente definicién de homotopia:

Se dice que dos arcos Y1 Y y2 definidos por lus ecuaciones =— z,(t)
Y 2=2)(1) sobre el mismo intervalo paramétrico o =t =f son homo-
topicos en Q) si existe una funcién continua zlt, u) de dos variables.

definida para a=t=< B 0=u=1, conlas siguientes propiedades:

L) =it,u) €Q para todo (L, u).
N,. n.uﬁov,ﬂul:, z(t, 1) =z,(t) para todo t.
3) (e, u)=z(a)=z(a), z(B, u)=12,(By=2(8) para todo u.

El tomar los dos intervalos parameétricos iguales se hace solo por
razones de comodidad. Si no fuera este el caso, transformarfamos un

AHLFORS —18
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intervalo en otro mediante un cambio lineal de pardmetro, y se con-
viene en considerar los dos arcos originales como homotdpicos si son
homotdpicos con la nueva parametrizacién.

El lector puede efectuar con facilidad las sencillas demostracio-
nes formales que muestran que la relacién de homotopia, tal como
anteriormente se ha definido, es una verdadera relacién de equiva-
lencia. Es posible, pues, agrupar todos los arcos en clases de equivalen-
cia, llamadas clases de homotopia; los arcos en una clase de homo-
topfa tienen extremos comunes y pueden deformarse unos en otros
dentro de €. Merece sefialarse el hecho de que las diferentes repre-
sentaciones parametricas del mismo arco son siempre homotépicas.
En efecto, z=z(t) es una nueva parametrizacién de z=z,(t) si (y
solo si) existe una funcién no decreciente 7(¢) tal que z,(t) =z,[7(2)].
La funcidn

s(t, ) =z [(1 —u)t+ur(t)]

tiene todos sus valores sobre el arco en consideracidn y, por tanto,
en Q. Para u=0 y u=1 obtenemos, respectivamente, z(t,0)=z,(¢) y

o

como se requerfa, y evidentemente los extremos quedan fijos.

Si se trazan sucesivamente dos arcos y; y 7z, empezando 7y, en
el punto terminal de vy, forman un nuevo arco que denotaremos por
v1ys, en contraste con la notacidn 7y, 4y, preferida en la teoria de la
homologfa. La parametrizacién de yyy, no estd determinada de manera
unica, pero esto carece de importancia en lo que se refiere a la deter-
minacién de la clase de homotopfa. Sin embargo, un razonamiento
muy sencillo muestra que la clase de homotopfa de y;y, depende solo
de las clases de homotopia de vy, y de ,. En virtud de este hecho fun-
damental podemos considerar la operacién que conduce a la clase
de homotopia de y;y» como una multiplicacién de clases de homo-
topfa. Estd definida unicamente cuando coinciden el punto inicial de
vy: con el punto terminal de v,. Si limitamos nuestra atencidn a las
clases de homotopfa de curvas cerradas que empiezan y terminan en
un punto fijo z el precducto estd siempre definido y queda represen-
tado por una curva de la misma familia. Lo que es mds, con esta
definicién de producto las clases de homotopia de curvas cerradas
desde z;, con respecto a la regién €, forman un grupo. Con objeto
de demostrar esta afirmacién debemos probar:
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L° La ley asociativa: (yyy,)y; es homotépico a vy, (y,y;).

2. Existencia de una curva unidad 1 tal que vyl y 1y sean ho-
motdpicas a .

w~.o. Existencia de una inversa y~! tal que vy~!''y vy-ly sean ho-
motopicas a 1.

La ley asociativa es trivial, puesto que (y1y2)ys es a lo sumo una
nueva parametrizacién de 7y;(yzy;). Como curva unidad podemos
elegir Ja constante z=z,; en realidad, con el simbolo 1 se representa
cualquier curva cerrada que se pueda contraer al punto z,. Por ulti-
mo, la inversa y~! es la curva y trazada en sentido opuesto. Si se
nmmna\mmim Yy por z=z(#), a=t=f, y! puede representarse por
T=z{28-t), B=t=2B-a. La ecuacién de yy~! es, pues,

z=z(t) para a=t=<g
z=z(28-t) para B=r=2B—c.

La curva puede contraerse a un punto mediante la deformacién

Z(t, w) =2z(1) para a=t=ua+ (1-u)f
z(t, u) =z[uw + (1 —u)B] para ua+(1-w)8=t=u(f-a)+p
I, ui=z(28 -1) para u(f-a) +B=t=2B-a.

La interpretacidén del proceso es obvia: se hace retroceder el punto de
giro desde z(B3) a z(«a). Puesto que z(t, 1) =z (o) =2y, hemos demos-
trado que yy~! es homotdpica a 1. La demostracién es independiente
de la hipétesis de que y sea una curva cerrada; asf, pues, yy~! es
homotdpica a 1 para cualquier arco Y que parta de z,.

El grupo que hemos construido se Ilama grupo de homotopia o
grupo fundamental de la regién ) con respecto al punto z, Como
grupo abstracto no depende del punto z,. Si z/, es otro punto de 9,
podemos unir z, con z’y mediante un arco ¢ en Q. A cada curva ce-
rrada y’ desde 2’y corresponde una curva cerrada v=cy'c! desde z,
m.ﬂm correspondencia conserva la homotopia y puede, por tanto, con-
siderarse como una correspondencia entre clases de homotopia. Como
tal conserva el producto, pues (cy1c71) (cy2c™!) es homotdpico a
1y’ ry’z)e™!, por cancelacién de ¢-lc. Por ultimo, Ia correspondencia
es biunivoca, pues si se da y podemos escoger y'=c~'yc y hallar
que la curva correspondiente q\\oLH?mlJ.innls es homotdpica
a y. Queda asi demostrado que los grupos de homotopia con res-
pecto a z; ¥ a 7’y son isomorfos.
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Si v, vy v, son dos arcos cualesquiera con punto inicial zg ¥ un
punto terminal comiin, entonces y, es homotdpico a ¥, si (y solo st}
viy;! es homotdpico a 1. Pues si y, es homotépico a 7y, entonces
viv:!' lo es a y,y7l y, por tanto, a 1. Reciprocamente, si yy~! es
WO:”Ho&Eoo al,

(yrys D yr=y1(ys'y2)

es simultidneamente homotdpico a y; y vy, con tal que y, sea homo-
topico a vy, Por esta razén es suficiente el estudio de la homotopia
de las curvas cerradas. .

La determinacién explicita de los grupos de homotopia se sim-
plifica por el hecho de que el grupo de homotopia es obviamente un
invariante topoldgico. En efecto, cualquier deformacién en Q puede
llevarse sobre )’ mediante una aplicacidn topolégica de € sobre (),
¥ se comprueba que determina una correspondencia biunivoca mn.qm
clases de homotopia que conserva el producto. Regiones ﬁouoamaw-
mente equivalentes tienen, por consiguiente, grupos de homotopia
isomorfos. .

El grupo de homotopia de un disco se reduce al elemento uni-
dad; esto significa que dos arcos cualesquiera con extremos comu-
nes son homotdpicos. La demostracion hace uso de la convexidad
del disco: se puede deformar el arco z=z(z) en el z=z,(t) me-
diante la deformacién

z(t,u) = (1 —u)z(t) + uz,(t),

cuyos caminos de deformacién son segmentos. La misma demostra-
cidn seria vdlida para cualquier regién convexa. En particular, todo
el plano tiene andlogamente un grupo de homotopia que se reduce al
elemento unidad.

Se demostrd en el capitulo 1V, seccién 4-4, 2, que ocmEEmnHw.
gidén simplemente conexa que no sea todo el plano puede mw:.om:\ma
de manera conforme sobre un disco. En lo que ahora nos concierne,
el hecho de la conformidad carece de importancia, pero el que la
aplicacién sea topoldgica nos permite llegar a la conclusién de que
cualquier regién simplemente conexa tiene un grupo Edam:\gmnam_
que se reduce a su elemento unidad. Hallaremos que la reciproca
es también cierta.

5. Teorema de monodromia.—Sea () una regién fija del plano z.
Consideraremos el caso de una funcién analitica general { que puede
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prolongarse a lo largo de todos los arcos y contenidos en Q, em-
pezando con una rama cualquiera definida en el origen de y. Con
mds precisidn, para cualquier arco z=2z(¢), a=t=f, contenido en 0,
y para todo elemento de funcidén (fy, Qy)Ef con z(a) & 0, exis-
tirdé una prolongacién 3(t) =[f, z(¢)] cuya rama inicial es la definida
por (fo, Qo).

Si se dan dos arcos Y2 con extremos comunes, nos interesa
saber si una rama inicial comun, prolongada a lo largo de v v v,
conducird a la misma rama terminal. El teorema basico, conocido
como teorema de monodromia, es el siguiente:

TEOREMA 2. Si los arcos vy, y 7y, son homotdpicos con respecto
@ Q, y st se puede prolongar una rama inicial de £ a lo largo de
todos los arcos contenidos en ), entonces la prolongacién de esta
rama inicial a lo largo de vy, y vy, debe conducir a la misma rama
terminal.

Para empezar observemos que la prolongacién a lo largo de un
arco de la forma yy~! nos hard volver evidentemente a la rama
inicial. De manera andloga, la prolongacién a lo largo de un arco
de la forma o {yy "o, tendrd el mismo efecto que una prolonga-
cion a lo largo de ooy Por esta razén, decir que las proiongaciones
a lo largo de y; y v, conducen a la misma rama terminal equivale
a decir que prolongaciones a lo largo de vy,y-! conducen nuevamen-
te al elemento inicial. -

De acuerdo con la hipdtesis, existe una deformacién z( t,u) de
Y. en . Todo arco o en el rectdngulo de deformacién R se aplica
mediante z(¢,z) en un arco o’ €, y si ¢’ comienza en el punto
inicial de vy, y 7, existe una prolongacién tnica de la rama inicial
dada a lo largo de o’. Para mayor sencillez diremos que es una
prolongacién a lo largo de o. El teorema afirma que la prolongacién
a lo largo del perimetro I' de R hace volver al elemento inicial. Es
indiferente el sentido en que se describa I', pero debe fijarse de una
vez para siempre.

Una demostracion sencilla puede basarse en el método de bisec-
cién. Empezamos por bisecar R horizontalmente, y denotamos por
m; el perimetro de la mitad inferior R,, descrito desde el vértice in-
ferior izquierdo cero y en el sentido que coincide con el sentido
de I' a lo largo del lado comin. Asociamos, a la mitad superior R,
una curva 7, con origen en cero, que sigue verticalmente hasta el
vértice inferior izquierdo de R, describe el perimetro de R, en el

0 e s e

e
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sentido que coincide con el de I' a lo largo del lado comin y vuelve
verticalmente a cero (Fig. 6-3). Observemos que la curva s, di-
fiere de I' tinicamente en un arco intermedio de la forma oo -!. Por
esta razon, el efecto de una prolongacién a lo largo de mm, es el
mismo que el de una prolongacién a lo largo de .

B, |im

A
——

k

FiG. 6-3.

Por consiguiente, si m; y m; conducen ambos nuevamente a la rama
inicial, lo mismo hace T'. Hagamos ahora la hip6tesis contraria de
que T" no hace volver a la rama inicial. Entonces o 7, O ar; tiene la
misma propiedad. Se biseca verticalmente el rectdngulo correspon-
diente y se aplica el mismo razonamiento. Por repeticién de este
proceso obtenemous una sucesién de rectdngulos R D R D R® D
D ... DOR™MD ...y curvas cerradas correspondientes (" tales que
la prolongacién de la rama inicial a lo largo de 7" no hace volver
a la misma rama. Cada #™ es de la forma o0, siendo o, una
linea poligonal bien determinada que va desde cero hasta el vértice
inferior izquierdo de R™, y denotando T, el perimetro de R
ademds, o, es un arco parcial de o4,

Al tender 7 a infinito, los rectingulos R convergen a un pun-
to Py y las lineas poligonales o, forman, en el limite, una curva
continua o~ que acaba en Px. Existe una prolongacién de la rama
mnicial a lo largo de o que termina en una rama [f~, 2(P~x)] en el
punto correspondiente a Px. Para n suficientemente grande, la ima-
gen de I, estard contenida en un entorno A de z(P~) y la rama ob-
tenida en el punto terminal de o, debe estar determinada por el
elemento de funcién (fx,A). Cuando este sea el caso, puede utili-
zarse el elemento (f«, A) para construir una prolongacién a lo largo
de 79, que conduce nuevamente a la rama inicial. Esto estd en
contradiccion con la propiedad por la que se definié 7, con lo que
hemos demostrado que la prolongacién a lo largo de I' debe acabar
en la rama inicial.
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El teorema de monodromia implica, sobre todo, que cualquier
funcién analitica general que puede prolongarse a lo largo de todos
los arcos en una regidén simplemente conexa determina una funcién
analitica uniforme para cada eleccién de la rama inicial. Este hecho
puede expresarse también diciendo que una superficie de Riemann
(sin puntos de ramificacién) sobre una regién simplemente conexa
debe consistir en una sola hoja.

Podemos sacar ademds la consecuencia, ya anunciada, de que
una region cuyo grupo de homotopia se reduce al elemento unidad
es necesario que sea simplemente conexa. En efecto, supongamos
que ) es multiplemente conexa. Existe entonces una componente aco-
tada E, del complemento de O, y si z, € E,, sabemos que log (z — =)
no es uniforme en . Del teorema de monodromia se deduce que el
grupo de homotopia de ) no puede reducirse al elemento unidad.

Esta es la tltima etapa de la demostracién de la equivalencia
de las tres caracterizaciones siguientes de regiones simplemente
conexas: 1) {1 es simplemente conexa si su complemento es conexo;
2) Q es simplemente conexa si es homeomorfa a un disco; 3) Q es
simplemente conexa si su grupo fundamental se reduce al elemento
unidad.

6. Puntos de ramificacion—Para un estudio mds detallado de
las singularidades de funciones multiformes es necesario determinar,
de manera explicita, el grupo fundamental del disco desprovisto de
su centro. Representemos el disco sin su centro por 0 << |z| <1y
consideremos un punto fijo; p. ej., el punto z,=r sobre el radio
positivo. Por una proyeccién central, dada por

z(t)

z{t, u) = (1 —u)z(t) + ur Z0] ;
cualquier curva cerrada z=z(¢) desde z, puede deformarse en una
curva que esté sobre la circunferencia _NWHx Por tanto, es suficien-
te considerar curvas y sobre esta circunferencia. Se escribird la ecua-
cién de y nuevamente como z=2z(¢).

Por continuidad, ¢, posee un entorno en donde = (t) —z(t0) | < 712;
en tal entorno no es posible que z(t) tome a la vez los valores r
y —r. Se deduce facilmente, utilizando el lema de Heine-Borel o el
método de biseccidn, la posibilidad de escribix Y=v1v: ... ¥, donde
cada y; 0 no pasa por r o no pasa por —r. Para mayor sencillez
designaremos los puntos r y —7 por las letras P, y P, (Fig. 6-4y y
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denotaremos los extremos de 7y, por Py y P.y. Puesto que y; estd
contenida en la regién simplemente conexa obtenida por omisién del
radio positivo o del radio negativo, podra deformarse en uno de los
dos arcos Py Py, Como consecuencia, puede deformarse Yy en un pro-
ducto de arcos simples con extremos sucesivos PyP.P, ... PP, Este
camino puede reempldzarse a su vez por el PyP.P,P,P,PP, ...
PP, PPy, donde, para mayor precisién, cada arco PP, y PP, es
el que no contiene a P’,. En efecto, el nuevo camino se obtiene

FiG. 6-4.

insertando los arcos trazados dos veces PP,P,, que sabemos que
son homotdpicos a 1.

Hemos demostrado que cada vy es homotépico a un producto de
curvas cerradas de la forma PyPPr Py Si PPy, no contiene a P,
esta curva es homotépica a 1. Si, por otra parte, P.P,., contiene a
P, se comprueba considerando todos los casos posibles que la cur-
va es homotdpica a C o0 a C~!, siendo C la circunferencia completa.
Por consiguiente, toda curva cerrada es homotépica a una potencia
de C.

Por dltimo, observemos que C”' es homotdpica a 1 dnicamente
si m=0. Se ve esto por el hecho de que

\. ﬁus.Nﬂ.Nu

e~

en tanto que si la curva fuera homotdpica a 1 la integral deberia
anularse. De estos resultados se concluye que el grupo fundamental
del disco sin su centro es isomorfo al grupo aditivo de los enteros.
Evidentemente, una corona circular cualquiera posee el mismo grupo
fundamental.

Consideremos ahora una funcién analitica general f, que puede
prolongarse a lo largo de todos los arcos en el disco sin su centro
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0 <|z; < 1. Elegimos una rama inicial en Zp=r ¥y la prolongamos a
lo largo de las curvas €™ Una de dos: o la prolongacién no vuelve
jamds a la rama inicial, o existe un entero positivo k mds pequefo que
todos, tal que C" conduce nuevamente a la rama inicial. En el iltimo
caso, pongamos m=gh +r con 0=r<h. Si C" conduce nuevamente a
la rama inicial. lo mismo ocurre con C'. Pero puesto que »<h, esto
es solo posible si 7=0, lo que nos dice que C™ conduce nuevamente
a la rama inicial si (y solo si) m es un miltiplo de .
Consideremos la aplicacién z={" de 0<<|{{<<1 sobre 0<jz| <.
Afirmamos que se puede expresar £ como una funcién analitica uni-
forme F({) en el disco sin centro del plano £. El sentido preciso de
ecta afirmacién es el de que existe, para todo £, 0<lg <1, un
elemento de funcidén (f, Q) € f con ren, tal que F(L) =f(l*) en

. un entorno de {;; se exige, en particular, que el elemento de funcidn

que corresponde al punto {;=r'" determine la rama inicial en Zp.

Con objeto de construir F(Z), unimos Ly a { mediante un arco v
¥ prolongamos la rama inicial de f a lo largo de la imagen de y’ res-
pecto de la aplicacion z={"; definimos F({) como el valor terminal
cbtenido a través de esta prolongacién. Hay que demostrar que
Fi{) estd determinada de manera (nica. Si Y1 ¥ 7 son dos caminos
desde £, a £, entonces Y'1y,”! puede deformarse en una potencia C™
de la circunferencia que pasa por {, Por tanto, la curva imagen
v,Y: ' puede deformarse en la imagen de C™, que es C". Pero C"
conduce nuevamente a la rama inicial y, por tanto, vy, y y, determi-
nan la misma rama terminal. Por ultimo, si { estd en un entorno
de &;, podemos seguir primero un arco y'; desde &, a {, y después
un arco variable y" desde {, hasta { que permanezca dentro del en-
torno. Si el entorno estd suficientemente restringido, la prolonga-
cién a lo largo de la imagen de Y’ estd determinada por un tnico
elemento de funcién (f, ), y tenemos F({) =f({") en dicho entorno.

Puesto que mu, ¢) es uniforme y analitica en un entorno reducido
del origen, posee un desarrollo de Laurent convergente de la forma

F(D) = W\»amg.

Se dice que la correspondiente funcién multiforme de = posee el
desarrollo

fz)= ) Az [6-1]

i
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Debe observarse que este desarrollo depende de la eleccién de la
rama inicial. Ramas iniciales diferentes pueden dar desarrollos com-
pletamente distintos y, en particular, diferentes valores de k. La se-
rie [6-1] da un total de & desarrollos asociados, obtenidos eligiendo
diferentes valores iniciales de zU% Si w=e>/* estos desarrollos
estdn representados por

o]

fr(z) = ) Awrmzvh (=0, 1, .., k—11. [6-2]

-

Cuando se prolonga la rama (f.,, z) a lo largo de C, conduce a la
rama (fyi, %), en el entendimiento de que hay que identificar el
subindice & con 0.

En casos especiales, el desarrollo de Laurent puede contener
unicamente un nimero finito de potencias negativas. Entonces F O
tiene o una singularidad evitable o un polo, y la funcién multiforme
f(z) (o, mds correctamente, la funcién analitica general obtenida
prolongando la rama inicial dada dentro del disco sin su centro)
se dice que tiene una singularidad algebraica o punto de ramifica-
cidn en z=0, con tal, naturalmente, que 2> 1. Si F{{) tiene una
singularidad evitable, el punto de ramificacién es una singularidad
algebraica ordinaria; en el caso opuesto es un polo algebraico. En
cada caso, f(z) tiende a un limite definido A, o a ~o al tender = a
cero a lo largo de un arco arbitrario.

Evidentemente, podriamos haber estudiado lo mismo una singu-
laridad aislada en un punto cualquiera a 0 o¢, y el radio del disco
sin el centro puede ser tan pequefio como queramos. En el caso de
que % sea finita se puede expresar la correspondencia entre w=fi:)
y la variable independiente z mediante ecuaciones de la forma

w= m\»;m: ’

z=a+{" o z=("

La variable { toma el nombre de variable de uniformizacion local.

En el caso de una singularidad algebraica es deseable completar
la superficie de Riemann de f por la inclusién de un punto de rami-
ficacién sobre la superficie. La proyeccién de este punto serd a, v el
punto en si no estd determinado por una rama de f, sino por des-

SEC. 6-2] FUNCIONES ALGEBRAICAS 283

arrollos andlogos al [6-2]. Por tltimo, un entorno esti formado por
las ramas que corresponden a puntos { en un entomo de {=0. De
ahora en adelante se supondrd que la superficie de Riemann de una
funcién analitica general incluye todos estos puntos de ramificacidn.

6-2. Funciones algebraicas.—Una ecuacién del tipo P(u, z) =0,
donde P representa un polinomio en dos variables, tiene para cada
valor de z un nimero finito de soluciones w,(z), ..., w,(z). Desea-
mos probar que estas raices pueden interpretarse como valores de
una funcién multiforme f(z), a la que se lamar4 funcidn algebraica.
Reciprocamente, si se da una funcién analitica general, queremos es-

tar en condiciones de decidir si satisface 0 no una ecuacién polinémica.

L. La resultante de dos polinomios.—Un polinomio en dos va-
riables P(w, z) es irreducible si no puede expresarse como el pro-
ducto de dos polinomios, ninguno de los cuales sea constante. Dos
polinomios Py Q son primos entre st si no tienen factores comunes
salvo constantes.

El siguiente tecrema es de caracter algebraico. Sin embargo, a
Causa de su importancia fundamental en la teorfa de funciones alge-
braicas daremos su demostracién.

TEOREMA 3. Si P(w,z) y Q(w, z) son polinomios primos entre
si, existe unicamente un niimero finito de valores Zo para los cuales
las ecuaciones P(w, z,) =0 Yy Qlw, zy) =0 tienen una raiz comin.

Supongamos que P y Q estdn ordenados seguin las potencias de-
crecientes de w y pongamos O(w, z) =by(z)w™+ ...+ b,,(z), donde
by(z) no es idénticamente nulo. Si se divide P por @, se obtiene un
cociente y un resto que son polinomios en w y funciones racionales
en z, con una potencia de by(z) como denominador. Por tanto, es
posible establecer un algoritmo de Euclides de la forma

Fﬁu =0Q+R;
biO=qR +R,
biRi=q:R; + R, [6-3]

@M__\_ m:IN“ Q:I_NN..T 1t NNR

donde los g, v R. son ahora polinomios y 7y ..., #,-, denotan expo-
nentes enteros =0. Los grados en w de los R, son decrecientes, sien-
do R, un polinomio en = solamente. Si R, (z) fuera idénticamente
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nulo, el tearema de factorizacidén inica implica, como consecuencia
de la ultima relacién en [6-3], que R, es divisible por cualquier
factor irreducible de R,..; que sea de grado positivo en w. El mismo
razonamiento, paso a paso, muestra que todos los Ry, lo mismo que
Q y P, son divisibles por el mismo factor. Esto es contrario a la
hipdtesis, pues R,_, es de grado positivo en w y debe tener, por
consiguiente, un factor irreducible que contenga a w.

Supongamos ahora que P(wy, 2) =0 y Qlwy, z,) =0. Sustituyen-
do estos valores en [6-3] se obtiene R, (wy, Zp) =0, ..., R,— {1y, 2} =0,
y finalmente, R,(z,) =0. Pero puesto que R, no es idénticamente
cero, existe solo un ntdmero finito de valores z, que satisfacen esta
condicién, de donde se deduce el teorema.

Al polinomio R,(z) se le llama la resultante de P y . Con maés
precision, si queremos que la resultante esté determinada de manera
tnica, deberfamos exigir que los exponentes r. en [6-3] sean lo mds
pequenos posible. En realidad, no estamos tan interesados en la
resultante como en el enunciado del teorema 3. Se aplicard el teo-
rema a un polinomio irreducible P(w,z) y a su derivada parcial
P, tw,z) con respecto a w. Si P tiene grado positivo con respecto
a w, estos polinomios serdn primos entre si, y la resultante de P
y P, se denomina el discriminante de P. Los ceros del discriminante
son los valores z, para los que la ecuacidén P(w, z,) =0 posee raices
multiples.

Observemos, por dltimo, que la resultante R(z) de cualquier par
de polinomios primos entre si P y Q puede escribirse en la forma
R=pP+4qQ, siendo p y ¢q polinomios. Esto es consecuencia inme-
diata de [6-3].

2. Definicion y propiedades de las funciones algebraicas.—Em-
pezamos formulando una definicién precisa:

DEFINICION 2. Se dice que una funcidn analitica completa f es
unag funcion algebraica si todos sus elementos de funcion (f, Q)
satisfacen una relacidn P[f(z),z]=0 en Q, siendo P(w,z) un poli-
nomio que no se anula idénticamente.

Como consecuencia de la permanencia de las relaciones funcio-
nales, es suficiente suponer que un elemento de funcién satisface la
ecuacion P[f(z), z] =0. Los otros satisfardn entonces automdtica-
mente la misma relacién. Ademds, puede suponerse que P(w,z)
es un polinomio irreducible. En efecto, supongamos que P{w,z) po-
se¢ la descomposicién factorial P=P,P, ... P, en factores irreduci-
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bles. Para cualquier punto fijo z € Q debe verificarse una de las
ecuaciones P([f(z),z]=0. Si consideramos una sucesién de puntos
distintos z, € () que tienda a un limite en (), entonces una de las
relaciones P.[f(z,),z,] =0 debe verificarse infinitas veces. Se sigue
que esta relacién particular P.[f(z),z]=0 debe satisfacerse idénti-
camente en ) y, por tanto, para todos los elementos de funcién de f.
Podemos, pues, reemplazar P por P,.

También se ve ficilmente que el polinomio irreducible P deter-
minado por una funcién algebraica lo estd de manera unica salvo
un factor constante. Si @ es un polinomio irreducible esencialmente
diferente, podemos determinar la resultante R(z) =pP +qQ. Si
P[f{2),z]=0y Q[f(2), z] =0 para todo z € (1, obtendriamos R(z) =0
en (), en contradiccién con el hecho de que R(z) no es idéntica-
mente nulo. Observemos que P no puede reducirse a un polinomio
en z Unicamente. Si contiene solo a w, deberd ser de la forma
w —a, reduciéndose la funcién f a la constante a.

Probaremos a continuacién que existe una funcién algebraica en
correspondencia con cualquier polinomio irreducible P(w,z) de gra-
do positivo en w. Supongamos que

Plw,z)=ay(z)uw" +a(z)w 1+ .. +a,(z).

Si zp no es un cero ni del polinomio ¢(z) ni del discriminante de
P, la ecuacién P(w, zy) =0 tiene exactamente n raices distintas wy,
wy, ..., w,. Bajo estas condiciones se verifica el siguiente

LEmMA 1. Existe un disco abierto A, que contiene a 12, y n ele-

mentos de funcion (fi, A), (fy A), ..., (f.,A) con las propiedades:
a) Plf(z),z]=0 en A;
b) fi(zo) =w;;

¢} si Plw,z)=0, z €A, entonces w=f;(z) para algun 1.

El polinomio P{w, z;) tiene ceros simples en w=w,. Determine-
mos € >0 tal que los discos {w —w;| =€ no tengan parte comin y de-
notemos las circunferencias |w —w;|=e¢ por C;. Entonces P(w, z,) = 0
sobre C,, y por el principio del argumento

H w& A‘g.. Nov

2mi C. Plw, zy)

i

dw=1.

Si se reemplaza z, por z, las integrales se convierten en funciones

R
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continuas de z bien definidas en un entorno de z,. Puesto que solo
pueden tomar valores enteros, existe un entorno A tal que
1 P,(w,z)

- dw=1
- Plw, z)

2mi ”.
para todo z &€ A. Esto significa que la ecuacién P(w,z)=0 tiene
exactamente una raiz en el disco |w—w;| <e; denotamos esta rafz
por fi(z). Segin el cdlculo de residuos, su valor viene dado por

1 P.(w,z)
ﬁANwH N‘:.N.MS &8.

P(w, z)

Esra representacién muestra que f;(z) es analitica. Ademds, f;(z,) = w,,
v ¢/ se deduce del hecho de que hemos obtenido n raices de la
ecuacién P(w, z) =0, y esta no puede tener mds.

El lema implica inmediatamente la existencia de una funcién al-
gebraica f correspondiente al polinomio P; de hecho, podemos ele-
gir f de forma que sea la funcidn analitica completa determinada por
el elemento (f;, A) para cualquier z, que no ccincida con ninguno de
los puntos excluidos, en nimero finito. Demostraremos, ademds, que
todos estos elementos de funcién pertenecen a la misma funcién ana-
Iitica completa; esto probard también que la funcién f que corres-
ponde a P es tnica. Sea (f, {}) uno de estos elementos de funcidn.
Debe existir un z, € ) que no sea uno de los puntos excluidos; de-
terminemos un A correspondiente. Puesto que P[f(z),z]=0 para
& (), se sigue de ¢) que f(z) es igual a alguno de los f;(z) en cada
punto de A{. Pero entonces f(z) es igual a la misma fi(z) en infi-
nitos puntos de cualquier entorno de z, y, por tanto, (f,{}) pertene-
<e a la funcidén analitica completa determinada por (f,A).

Denotemos los puntos excluidos por ¢y, ¢, ..., ¢y Deseamos pro-
bar que un elemento de funcién (f, ) que satisface la ecuacién
Pfiz),z] =0 puede prolongarse a lo largo de cualquier arco que no
pase por ningln punto ¢, Si no fuera asi, existiria un arco z=z(t),
a=t=[3, tal que una rama inicial dada podria prolongarse a lo largo
de todos los arcos parciales a=t=7 < 8, pero no a lo largo del arco
total. Pongamos zy=z(8), determinemos A de acuerdo con el lema 1
y elijamos 7 de forma que z(t) € A para 7=t=p. El mismo razona-
miento anterior muestra que la rama [f, z(r)] obtenida por la pro-
longacion debe estar determinada por uno de los elementos de fun-
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cién (fi, A). Pero entonces puede prolongarse completamente hasta
B, con lo que hemos llegado a una contradiccidn.

No se ha demostrado todavia el que todos los elementos (f, A)
pertenecen a la misma funcién analitica. Para esta parte de la de-
mostracion es necesario el estudio del comportamiento en los puntos
criticos ¢, con mayor detalle.

3. Comportaniiento en los puntos criticos.—Los puntos c; que
hasta ahora fueron excluidos de nuestras consideraciones eran los
ceros del primer coeficiente ay(z) de P y los del discriminante. Eli-
jamos & de forma que el disco |z—c¢| =8 no contenga mds punto
critico que el ¢;. Fijemos un punto zy> ¢, en este disco y elijamos
una de las ramas f;(z) en ese punto. Esta rama puede prolongarse a
lo largo de todos los arcos en el disco sin centro. Ademas, si se
prolonga a lo largo de la circunferencia C de centro ¢, que pasa por z,
debemos volver con una rama f;(z). Puesto que solo kay un ndmero
finito de tales ramas, se sigue fcilmente que debe existir un entero
positivo A=n mis pequefio que todos, con la propiedad de que la
prelongacidn a lo largo de C* conduce nuevamente a la rama inicial

fi=). Por el resultado fundamental de la seccién 6-1, 6, podemos
escribir
file)= D) Az—cay™ < [6-4]

Supongamos en primer lugar que ¢ no es un cero de a,(z). En-
tonces f;(z) permanece acotada cuando z tiende a c,. En efecto, en
cuanto que f;(z) #:0, la ecuacién P[fi(z), z] =0 puede escribirse en
la forma

a(2) +ai(z) fi(z) "'+ ... +a(z)fi(z) " =0, [6-5]

Si fi(z) no estuviera acotada, existirian puntos z,—> ¢, con fi(z,) = .
Por sustitucién en [6-5] obtendriamos a9(z,) >0, en contra de la
hipdtesis de que ay(cy) £ 0. Se sigue que el desarrollo [6-4] contie-
ne Unicamente potencias positivas, y la rama fi(z) tiene una singu-
laridad algebraica ordinaria en ¢, ,

Consideremos ahora el caso en que ay(c;) =0. Si se denota por m

la multiplicidad del cero, sabemos que lim a,(z) (z—c) " £ 0. Se
obtiene de [6-5] 1>¢,

Qi_uv AN |0$|_=+ a; ANV AN = G»v IS\RNvln.T o
ITQEANV «.N |0»VIX~NNANV|3”O.
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Si la expresién f;(z)(z - ¢ )™ no estuviera acotada, llegariamos nue-
vamente a una contradiccién. Al igual que en la seccidn 6-1, 6, escri-
bimos

F(O) = M AL

y hallamos que F({) (™" estd acotada. En consecuencia, F({) tiene
un polo de a lo sumo orden mh, y la rama f;(z) tiene un polo alge-
braico en ¢; o, en casos especiales, una singularidad algebraica or-
dinaria.

Por ultimo, es también necesario discutir el comportamiento en
z=xX. Es evidente que tenemos un desarrollo de la forma

fi(z)= W>\

-

vdlido en un entorno de ~. Supongamos que el polinomio ¢;(z) es
de grado r; (no se considerardn los coeficientes que se anulen idén-
ticamente}. Elijamos un entero m tal que

> w (re— 7o) [6-6]

para k=1, ..., 2. Afirmamos que f;(z)z=" ha de estar acotada cuan-
do z - x. Si no fuera as{ tendriamos f;(z)~!z"— 0 para una suce-
sidn que tendiese a ~. Esto implicarfa f;(z) %z = 0 y, por [6-6],
filz) 7%z >0 para k= 1. Si se multiplica [6-5] por z=", se sigue
que todos los términos excepto el primero tienden a cero. Esto cons-
tituye una contradiccidn, de donde se concluye que fi{z) posee a lo
sumo un polo algebraico en el infinito.

En resumen, hemos demostrado que una funcién algebraica tiene
a lo sumo singularidades algebraicas en el plano completo. Probare-
mos ahora un reciproco de este enunciado. Con objeto de obtener
tal reciproco es esencial afadir una hipdtesis que implica que existe
inicamente un nimero finito de ramas en un punto dado.

Sea f una funcién analitica general. Para cada ¢ supondremos la
existencia de un disco A, desprovisto de su centro, c, tal que todas las
ramas de £ que estén definidas en un punto z,€ A puedan Eo_osmmwmm
a lolargo de todos los arcos en A, y probaremos el caricter algebraico
en c. La hipdtesis se satisfard también para c=2ox, en cuyo caso A
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es el exterior de un circulo. Ademds, para un A debe suponerse que
el nimero de ramas distintas en zZy es finito.

Puesto que el plano completo puede recubrirse por un ndmero
finito de discos A, el centro incluido, se sigue que tlnicamente un
nimero finito de puntos c¢ pueden ser singularidades efectivas; de-
notaremos estos puntos por ¢. Es facil probar que el nimero de
ramas en cualquier punto z 7 c, es constante, pues todos estos pun-
tos poseen un entorno en el que todas las ramas de f son uniformes
y pueden prolongarse a través de este entorno. Se sigue que el con-
junto de puntos z con exactamente 1 ramas es abierto (n puede ser
finito o infinito). Puesto que el plano completo menos los puntos ¢,
es conexo, Unicamente uno de estos conjuntos es no vacfo. Por tan-
to, n es constante; por hipétesis, no puede ser infinito, ni tampoco
cero, pues en tal caso f serfa una coleccién vacia de elementos de
funcidn.

Pueden denotarse ahora las ramas en cualquier punto z % ¢, por
fi(z), ..., f.(z), excepto que el orden permanece indeterminado. For-
memos ahora las funciones simétricas elementales de las fi(z), es
decir, los coeficientes del polinomio

[w-fiz2)jlw-F(2)] ... [w~fu (D).

Estos coeficientes son funciones bien definidas de = y obviamente
analiticas, salvo posibles singularidades aisladas en los puntos ¢;.
Cuando z se aproxima a ¢; sabemos que cada f;(z) debe crecer sin
limite, a lo sumo como una potencia negativa de |z —c;|. Por tanto, lo
mismo es cierto para las funciones simétricas elementales. En defini-
tiva, las singularidades aisladas, incluyendo la del infinito, son cuan-
do mas polos, y, por tanto, las funciones simétricas elementales son
funciones racionales de z. Si se denota el denominador comin por

ay(z), hallamos que todas las ramas fi(z) deben satisfacer una ecua-
cién polinémica

a(Z) W+ a;(z) w1+ ... + a,(z) =0,

y esto prueba que f es algebraica.

Es ahora fdcil resolver la cuestién que queds planteada en la
seccidn 6-2, 2. Supongamos que el elemento de funcidn {f, ) satis-
face la ecuacién P[f(z), z] =0, donde P es irreducible y de grado n
en w. Entonces la funcién analitica completa correspondiente f tiene
solo singularidades algebraicas y un nimero finito de ramas. De

AHLFORS .—19
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acuerdo con lo que acabamos de probar, f satisfard una ecuacidn
polinémica cuyo grado es igual al nuimero de ramas. Satisfard, por
tanto, una ecuacidn irreducible cuyo grado no es mayor. Pero la
tnica ecuacién irreducible que puede satisfacer es P(w, z) =0, sien-
do su grado n. Por consiguiente, el nimero de ramas es exactamen-
te n, y hemos demostrado que todas las soluciones de P(w, z) =0
son ramas de esta misma funcidn analitica.
Solo queda reunir los resultados:

" TEOREMA 4. Una funcion analitica general es una funcidn alge-
braica st tiene un nimero finito de ramas y a lo sumo singularida-
des algebraicas. Toda funcion algebraica w=1(z) satisface una ecua-
cion irreducible P{w, z) =0, unica salvo un factor constante, y todas
estas ecuaciones determinan de manera tinica una funcion algebraica
correspondiente.

Se acostumbra decir que una ecuacién irreducible P(w, z) =0
define una curva algebraica. La teoria de las curvas algebraicas es
una rama bastante desarrcllada del dlgebra y de la teoria de fun-
ciones. Hemos expuesto dnicamente la parte mas elemental del as-
pecto correspondiente a la teoria de funciones.

EJERCICIO

Determinese la posicién y naturaleza de las singularidades de la fun-

cion algebraica definida por w3 —3wz+2:3=0.

6-3. Ecuaciones diferenciales lineales.—Con un alto grado
de generalidad, la teoria de funciones analiticas multiformes hace
posible el estudio de las soluciones complejas de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. De todas las ecuaciones diferenciales, las mis
sencillas, y también las mds importantes, son las lineales. Una ecua-
cion lineal de orden n tiene la forma

dw d"w dw
@) T ra(n) o an(z) S e @w=b), (6]
donde los coeficientes a,{z} y el segundo miembro A(z) son fun-

ciones analiticas uniformes. Con objeto de simplificar el tratamien-
to, limitaremos nuestra atencidn al caso en que estas funciones estén
definidas en todo el plano; se supone asi que son funciones enteras.
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Una solucién de [6-7] es una funcién analitica general f, que satis-
face la identidad

alf " +af-V4 4qg, e f=h. [6-8]

Hemos hecho observar ya que esta es una ecuacién que tiene

sentido y que se verifica en cuanto un elemento de funcién (f, Q).

de f satisfaga la correspondiente ecuacién con f reemplazada por f.
Un elemento de funcién con esta propiedad se llamar4 una solucidn
local.

El lector que estd familiarizado con el caso real esperard que la
ecuacién [6-8] tenga n soluciones linealmente independientes. Esto
es cierto en lo que se refiere a soluciones locales, pero debemos estar
preparados para obtener que soluciones locales distintas pueden ser
elementos de la misma funcién analitica general. En otras palabras:
en el caso complejo, parte del problema es hallar hasta qué extremo
las soluciones locales son prolongaciones analfticas unas de otras.

La ecuacién [6-7] es homogénea si b(z) es idénticamente cero.
Este es, sin duda, el caso mis importante, y serd el dnico que tra-
temos. Podemos suponer, ademids, que los coeficientes a,(z) no tie-
nen ceros comunes; en efecto, si z, fuera un cero comin podriamos
dividir todos los coeficientes por z—z, y las soluciones seguirian
siendo las mismas. En realidad, si no tenemos inconveniente en con-
siderar coeficientes meromorfos, podemos dividir [6-7] por ay(z)
desde el principio. Reciprocamente, si se da una ecuacién con coefi-
cientes meromorfos, se puede escribir cada coeficiente como cocien-
te de dos funciones enteras, con lo cual se obtiene una ecuacién
equivalente con coeficientes enteros, después de haber multiplicado
por el denominador comtn. Por tanto, el hecho de que los coeficien-
tes tengan o no polos no modifica el problema.

En el caso correspondiente a n=1, [6-7] posee la solucidén ex-

plicita
I.\.n_s .
w=e ay(z)

de donde el tnico problema es determinar el caracter multiforme de
la integral, una cuestion que ya ha sido tratada. Por otra parte, se
tiene que el caso correspondiente a n=2 posee todas las caracteris-
ticas propias del caso general. Por esta razén es suficiente conside-
rar ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden.

PG i, Bl
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1. Puntos ordinarios.—Se dice que un punto z, es un punto or-
dinario de la ecuacién diferencial

@(z)w” + a1 (z2)w + a, () w =0 [6-9]

si (y solo si) ay(zo) 5% 0. El teorema central que hemos de demostrar
es el siguiente:

TEOREMA 5. Si z, es un punto ordinario de la ecuacion [6-9)],
existe una solucion local (f, 0), zy € Q, con valores prescritos arbi-
trarios f(zy) =b, y f(z0) =b,. La rama (f, z0) estd determinada de
manerg nica.

Preferimos escribir [6-9] en la forma

w=p2)w +q(z)w, [6-10]

siendo p(z)= —a,/ay, q{z)= —a/a. La hipétesis significa que p(z)
¥y q(z) son analiticas en un entorno de Zy;, por razones de conve-
niencia tomamos z,—0. Sean

P(Z)=po+piZ+ ... + D2 + ...

, 6-11
q(2)=qo+ Q=+ ... + q,z" +. [6-11]

los desarrollos de Taylor de p(z) y de g(z), respectivamente.

Con objeto de resolver [6-10] utilizaremos el método de los coefi-
cientes indeterminados. Si el teorema es cierto, la solucién w=f(z)
debe tener un desarrollo de Taylor

f(z)=by+bz+...+bz"+ ... [6-12]
cuyos coeficientes satisfagan las condiciones

2b,=bpy + byg,
6bs = 2bypy + byp, + biqy + byq,

Esto prueba ya Ia unicidad. Todo Io que queda por demostrar es
que las ecuaciones [6-13] conducen a una serie de potencias [6-12]
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con radio de convergencia positivo. Se seguird entonces, mediante
Operaciones licitas de derivacién término a término, multipli-
cacion y reordenacién, que [6-12] es una solucién de la ecuacidn
con los valores injciales de f vy deseados.

Puesto que las series [6-11] tienen radios de convergencia posi-

tivos, existen, por las desigualdades de Cauchy, constantes M, y
ro >0 tales que

P =Myrs®

0

| 6-14
g <Mz, [6-14]

A fin de probar que [6-12] tiene igualmente un radio de convergen-
Cia positivo basta demostrar que se verifican desigualdades

D] = Mr—n [6-15]

analogas para una eleccién adecuada de M yr

La idea natural es demostrar [6-15] por induccién con respecto
2 n. En primer lugar, [6-15] debe verificarse para n=0y n=1;
esto conduce a las condiciones previas |b,) =M, by EMr-! gue se
verifican para un M suficientemente grande y un » suficientemente
pequeno. Supongamos que [6-15] es vilida para todos los subindi-
ces <n. Con objeto de simplificar los cdlculos elegimos » < ry;
entonces la ecuacién general [6-13] conduce inmediatamente a la
acotacion

nin—1)[b,| =MM,[ (1 24+ (n=D))r e (n—1 )] =

u%s; i:wnc

r+(n—1)r H_N.l_.
Tenemos as{

2
_v_h__mszcAh+hv‘-=m§§cﬂh+mvﬁ:_
' 2 n 2

de donde se sigue [6-15], con tal que My(r/2+7) =1. Es evidente
que esta condicién y las anteriores se cumplen para todo r suficien-
temente pequenio. Con esto queda completa la demostracidn.

Existen, en particular, soluciones locales fo(z) y fi(z) que satis-
facen las condiciones fo(z0) =1, Fo(z,) =0 v fi(ze) =0, fi(z) =1.
Como consecuencia de la unicidad, la solucién con valores iniciales
by y b, debe ser f(z) =bife(z) + bifi(z). Por tanto, toda solucién local
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es una combinacidén lineal de fo(z) y fi(z). Ademas, las m.o_comonmm
fo(z) vy fi(2) son linealmente independientes, pues de la identidad
bofo(z) +b,fi(2) =0 se obtiene primero by=0, haciendo .NH\NO,. y des-
pués b =0 como consecuencia de que f;(z) no puede ser idénticamen-
te nula.

EJERCICIOS

1. Hillense los desarrollos en series de potencias en un entorno del
q . . o
origen de dos soluciones linealmente independientes de w’ =zw.

2. Se definen los polinomios de Hermite Bm&mﬁﬁm H, (=)=
= (—1)yre?(dn/dzn) (e-2). Pruébese que H,(z) es una solucién de la ecua-
cién w” —-2zw’ +2nw=0.

2. Puntos singulares regulares—A cualquier punto z,, .ﬂ: que
a4y (20) =0, se le llama punto singular de la ecuacién m.m-o.u.. Si se es-
cribe la ecuacién en la forma [6-10], el supuesto significa que o
p(z) o q(z) tienen un polo en z, pues seguimos excluyendo el caso
de ceros comunes a todos los coeficientes de [6-9].

Existen distintas clases de puntos singulares. Empecemos con un
estudio previo del caso mds sencillo, que ocurre cuando 4,(z) tiene
un cero simple. Bajo esta hipbtesis, las funciones p(z) y ¢g(z) poseen
a2 lo sumo polos simples, y si elegimos zy=0, los desarrollos de
Laurent son de la forma

2 + Do+ P12+ e

-

p(z)=

q-1

Z

q(z) = + ot GiZF ...

Si sustituimos esta vez

w=by+biz+b22+...

en [6-10], la comparacion de coeficientes da

—p-1bi=byqg,
201 —p_1)by=bipo+ +b1g -1+ bogy

| 6-16]
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Este sistema de relaciones es esencialmente diferente del [6-137.
En primer lugar, solo se puede escoger arbitrariamente a &, ¥, por
tanto, el método da a lo sumo una solucidn linealmente independien-
te. En segundo lugar, si p_; es cero o un entero positivo, el sistema
[6-16] o no tiene solucidén o una de las b, puede ser elegida arbitra-
riamente.

Suponiendo que p-; no es ni cero ni un entero positivo, probare-
mos que la serie de potencias resultante tiene un radio de conver-
gencia positivo. Utilizaremos como antes las acotaciones [6-14], eli-
giendo M= |by|, y supondremos que se verifica [6-15] para subin-
dices <<n. Bajo la hipStesis auxiliar de que r=r,, se obtiene

nln—1—p,q| + |ba| nguzmgoﬁ%%lc 14 (n— Cw@ + ELTW.

Se verificard una desigualdad de la forma

|ba| =Mr="( Ar + Br?)
para todo n, siempre y cuando (n—1)/n~1-p_, esté acotado.
Para 7 suficientemente pequefio, esta acotacién es mds exigente que
la [6-15], de donde se sigue la convergencia.

Como ya se indicd, este resultado es dc caricter previo. Nuestro
verdadero objetivo es el de resolver [6-10] cuando exista una sin-
gularidad regular en =z, Se utiliza esta termminologia para indicar
que p(z) tiene a lo sumo un polo simple en z, y q(z) a lo sumo
un polo doble en dicho punto.

En estas circunstancias, resulta que existen soluciones de la
forma w=z"g(z), siendo g(z) analitica y # 0 en zy=0. Hagamos
esta sustitucién en [6-10] y hallaremos, tras un breve cilculo, que
¢(z) debe satisfacer la ecuacidn diferencial

o= Agvm# ?+Q]|Evm. [6-17]

z ~ ~2
= - st

Para o« arbitrario, esta es del mismo tipo que la ecuacién ori-
ginal y no se ha ganado nada. Podemos, sin embargo, elegir o de
tal forma que el coeficiente de g tenga Unicamente un polo simple.
Si g(z) tiene el desarrollo

q(z) nm.uml.r.:,
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este sera el caso si « satisface la ecuacidén cuadritica
ala—1)—-p 1 x-q_-=0, [6-18]

que se denomina ecuacidn indicial. Para un o tal, nuestro resulta-
do previo muestra que [6-10] tiene una solucién de la forma z7g(z),
g(0) 720, con tal que p;—2a no sea un entero no negativo.

Denotemos por a; ¥ «; a las rafces de [6-18]. Entonces o+ ay=
=p+1 0o av—a;=p_1-2w;+1. Por tanto, «; es excepcional si
(v solo si) a;~a, es un entero positivo. De donde, si las rafces
de la ecuacién indicial no difieren en un entero, obtenemos dos
scluciones: z%g (z) v z%g,(z), que, como es obvio, son linealmente
independientes. Si las raices son iguales o difieren en un entero, el
método da una sola solucién.

TEOREMA 6. Si zy es un punto singular regular de la ecuacion
[6-9], existen soluciones linealmente independientes de la forma
(z—2)g1(2) y (z2-2)%g(z) con g(0), g(0)~0 correspondien-
tes a las raices de la ecuacion indicial, con tal que o,— a; no sea
un entero. En el caso de una diferencia entera o, o =0, todavia
puede afirmarse la existencia de una solucion correspondiente a ;.

Si se conoce una solucién, no es dificil hallar otra linealmente
independiente de la primera. Los métodos que conducen a una
segunda solucién son mds bien propios de textos sobre ecuaciones
diferenciales. Tampoco e¢s posible tratar en este libro el caso de
singularidades irregulares.

EJERCICIOS

1. Pruébese que la ecuacién (1-:z?)w” —2zw +n(n+1)w=0, don-
de n es un entero no negativo, admite como soluciones los polinomios de

Legendre
1 ar
P,(z)= A v (z2— 1)

2. Determinense dos scluciones linealmente independientes de la
ecuacion
2(z+ 1w’ -2 +w=0

en las proximidades de 0 y de —1, respectivamente.

3. Demuéstrese que la ecuacidén de Bessel zw” +w’+zw==0 tiene una
solucién que es una funcién entera. Determinese su desarrollo en serie
de potencias.
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3. Solucicones en el punto del infinito.—Si a(z), a(z), ay(z)
son polinomios, parece natural preguntarse cémo se comportaran
las soluciones en el entorno de oc. La forma més conveniente de
tratar esta cuestion es la de efectuar el cambio de variables z=1/Z,

Puesto que dw . dw
dz az
2. y 2.
d*w 573 dw Lz &8,‘
dz? az dz?

la ecuacién [6-10] toma la forma

2,

dw ﬂ ) H:as ) AHV
— |2z vz =) [ 2z (2 ) 6
17 + Nwﬁ,N — + q > w [6-19]

Decimos, naturalmente, que o es un punto ordinario o una singu-
laridad regular de la ecuacién [6-10] si el punto Z =0 tiene el mis-
mo cardcter para [6-19]. Asi, pues, & es un punto ordinario si los
coeficientes de [6-10] tienen una singularidad evitable en Z=0;
esto es lo mismo, por definicién, que decir que —[2z+z%(2)] ¥y
='q(z) tienen singularidades evitables en cc. De manera andloga,
N\ es una singularidad regular si tales funciones tienen, respectiva-
mente, un polo simple y un polo doble, a lo sumo, en .

Es interesante determinar las ecuaciones con el menor nimero
posible de singularidades. Si o ha de ser un punto ordinario, q(z)
debe tener al menos cuatro polos, a no ser que se anule idéntica-
mente. En el tltimo caso, p(z) puede tener como minimo un polo,

y si el polo estd en el origen, se debe tener plz)=-2/z. La ecua-
cién correspondiente
dw 2 dw

daz? z dz

posee la solucién general w=qz~1+ b.

Si q(z) no es idénticamente cero, como minimo ha de haber dos
singularidades regulares. Evidentemente, lo mis sencillo es situar
las singularidades en 0 e oc, y por esta razén volvemos inmediata-
mente al caso en que o es una singularidad regular. Si solo ha de
haber una singularidad finita situada en el origen, debemos tener
piz)=A/z, q(z)=B/z%. Eligiendo de otra, manera las constantes,
puede escribirse la ecuacién en la forma

Zw’ — (a+B~1)zw’ + afw=0. [6-20]
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Esta tiene las soluciones w=z* y w=zf, siendo a y 8 obviamente
las raices de la ecuacién indicial. Si a=p, debe existir otra solu-
cién. Para hallarla escribimos [6-20] en la forma simbdlica

A d v aw
Z——a| #*W=z2-z
dz dz
2
ANNIQV W =z2 - NNAN aw v
dz dz dz
. d\?
La ecuacién ﬁm m|v W =0 tiene la solucién obvia W=logz, por lo
N Z

que la solucién de [6-20] buscada es w=z%log z.

4. La ecuacion diferencial hipergeométrica.—Acabamos de ver
que las ecuaciones diferenciales con una o dos singularidades regu-
lares poseen soluciones triviales. Es al introducir una tercera sin-
gularidad cuando obtenemos una nueva e interesante clase de fun-
ciones analiticas.

Es completamente evidente que una transformacién lineal de la
variable transforma una ecuacién diferencial lineal de segundo orden
en otra del mismo tipo, y que el cardcter de las singularidades sigue
siendo el mismo. Podemos, por consiguiente, situar las tres singula-
ridades en puntos escogidos de antemano, siendo la eleccién mis
sencilla la de 0, 1 e o

Si la ecuacién

W’ =p (2w +q(z)

ha de tener singularidades regulares finitas tinicamente en 0 y I,
debemos tener

A B
z-1
FD E F

) =—t—t—t
7(2) z2 z (z=1)2 z-1

+P(z)

+0Q(z),

SEC. 6-31] ! ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 299

siendo P(z) y Q(z) polinomios. Con objeto de hacer que la singu-
laridad en oo sea regular, 2z+z?p(z) debe tener a lo sumo un
polo simple en >, y z*g(z), cuando mds, uno doble. A la vista de
estas condiciones, P(z) y Q(z) tienen que ser idénticamente nulos,
debiendo verificarse la relacién D +F=0. Evidentemente, estas son
las unicas condiciones, y podemos escribir nuevamente las expre-
siones de p(z) y q(z) en la forma

A B
p(z) Hq|+ﬂ
AJIQ D N E
o 2 z(z—1) (z-1)?

La ecuacién indicial en el origen se escribe en la forma
afa—-1)=Aa+C.

Asi que si denotamos sus raices por «, ay, obtenemos A =+ ;- 1,
C = — ;. Andlogamente, B=8,+8,—1 y E= -8, siendo 8, 8:
las raices de la ecuacién indicial en el punto 1. Con objeto de es-
cribir la ecuacidn indicial en infinito, observemos que los coeficien-
tes directores de - [2z+:z%p(z)] y z%(z) son —(2+A+B) y
C -D+E, respectivamente. Por tanto, las raices vy, <y, satisfacen la
relacién y,+y.= -A—-B~-1y vy:= -C+D—E. QObtenemos la re-
lacion

art e+ B+t n+y.=1 [6-21]

y hallamos que la ecuacién puede escribirse en la forma

H|| _||
:uzl.l A Q:QN + EHH mn VS\.T _”m-ww;
4 Z—-

I_I
z? z(z-1) (z-1)

. AQ_QNI @102+ B1B2— Yy m_\wNN vgno.

Con objeto de evitar los casos excepcionales supondremos ahora
que ninguna de las diferencias a;—ay, B —Bi, Y2—7Y1 €s un entero.
El paso siguiente consiste en simplificar la ecuacién [6-22]. Ya se
ha visto en la seccién 6-3, 2 que la sustitucidon w=:z%g(z) de-
termina para g(z) una ecuacién diferencial aniloga, a saber: la
ecuacion [6-17]. Puesto que la ecuacién original posee soluciones
de la forma w=z%g(z) vy w=z%g,(z), se concluye que la ecuacion
transformada [6-17] debe tener soluciones de la forma g(z) =

B . T

onE,

i,

A

L
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=zn"tgy(z) y g(2) =z%2g(z). Por tanto, la ecuacion indicial de
[6-17] tiene las raices «v; — @, @ — e, como puede comprobarse también
mediante cdlculo. Las raices que corresponden a la singularidad en oo
cambian simultdneamente desde 7y, v, a y; +a, y2+a. De la misma
manera exactamente, podemos separar un factor (z—1)# y hallar
que la ecuacién resultante tiene exponentes, disminuido en B en
el punto 1 y aumentado en B8 en oo. La eleccién :mﬁ:‘m: es tomar
a=ay, =0, Entonces en la ecuacién final los seis G.Gonmimm
son 0, ax—a, 0, By~ By, Vit +Bn Vet a+ By, aomwmoﬁzmﬂmam.
Con objeto de ajustarse a convenios sancionados por el tiempo,
escribiremos a =o¢ + B+, b=ca+ B +vy, c=1+ ;- a: Como con-
secuencia de la relacién [6-21] obtenemos c—a-b=B—B. De
acuerdo con esto, la nueva ecuacién diferencial serd de la forma

o Ah+ylo+a+vv8\+ ab w0
z -1 z(z—1)
0, después de simplificada,
z(l —-z2)w”+ [c - (a+ b+ 1)z]w — abw =0. [6-23]

A esta ecuacién se le llama ecuacidn diferencial hipergeométrica, y
hemos probado que las soluciones de [6-22] son iguales a las mo?.
ciones de [6-23] multiplicadas por z*(z—1)%. Se supone que nin-
guna de las diferencias c—1, a—b, a+b—c¢ es un entero.
De acuerdo con la teorfa, la ecuacién [6-23] tiene una solucién
o
de la forma w= M »Z" Si se sustituye esta serie de potencias en

n=0 )
[6-23], se halla con escaso cilculo que los coeficientes deben satis-

facer las siguientes relaciones de recurrencia:
(n+ ) (n+c)A1=(n+a)(ntb)A,.

La forma extremadamente sencilla de esta relacién hace posible es-
cribir de manera explicita la solucién. Eligiendo Ay;=1, hallamos
que la ecuacién hipergeométrica se satisface por la funcién

. 1 a.v:_aﬁa._.t .@@l.C]N.T
Fla. b ¢ z)=1+—z+ 1-2-clerl)
ala+1)(a+2) - b(b+1)(b+2)

1-2-3-¢c{c+D(c+2)

2.,

+
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conocida como funcidn hipergeométrica. Esta definida siempre y
cuando ¢ no sea cero o un entero negativo,

Mediante célculo, puede hallarse con toda facilidad el radio de
convergencia de la serie hipergeométrica ; pero es mads instructivo
utilizar el razonamiento puro. En primer lugar, sabemos que
F(a, b, ¢, z) puede prolongarse analiticamente a lo largo de cual-
quier camino que no pase por el punto 1 y no vuelva al origen. Por
tanto, puede definirse una rama uniforme de Fla, b, ¢, z) en el disco
unidad |z| <1 (como consecuencia de ser el disco simplemente
conexo), y se sigue que el radio de convergencia es al menos igual
a 1. Si fuera mayor que 1, F(a,b,c, z) serfa una funcién entera. En
las proximidades del infinito debe ser una combinacién lineal de
las soluciones z7%(z), z7%g,(2), las cuales sabemos que existen en
un entorno de 0. Pero es evidente que una combinacién lineal pue-
de ser uniforme tinicamente si @ 0 b es un entero. Por hipdtesis, si
@ es un entero, b no lo es, y F(q, b, ¢, z) es un mdltiplo de Z7%(z).
Por el teorema de Liouville, si a fuera positivo, Fia, b, ¢, Z) se anu-
laria idénticamente, lo que no ocurre. El tnico caso en que el radio
de convergencia es infinito €8, por tanto, cuando a (o b) es un en-
tero negativo o cero, y entonces la serie hipergeométrica se reduce
trivialmente a un polinomio.

En un entorno del origen existe también una solucién de la for-
ma z'"°g(z). Esta funcién §(z) satisface una ecuacién diferencial
hipergeométrica, Cuyos seis exponentes son a—cy, 0, 0, B— g,
Yitar+ 6, yi+a+B. Se sigue inmediatamente que podemos po-
ner giz)=F(l+a—c, 1+b—c, 2-¢, z). Hemos probado asi que
Fla, b, ¢, z) y z"<F(l4q =€ l+b—c, 2—c, z) son dos soluciones
linealmente independientes en las proximidades del origen.

Pueden determinarse las soluciones en las proximidades de 1
eXactamente de la misma manera. Sin embargo, resulta mas sencillo
reemplazar z por 1 -z e intercambiar las a y las 8. Hallamos como
resultado que las funciones Fla,b,1+a+b—c, l—z) y (1—z)c-a-v
Flc—b,c-q 1 ~da—-b+c,1-z) son soluciones linealmente indepen-
dientes en un entorno de 1. De manera andloga, se pueden hallar
las soluciones en las proximidades de ov. ,

Hemos demostrado que la ecuacién diferencial lineal de segundo
orden con tres singularidades mis general puede resolverse de ma-
nera explicita mediante la funcién hipergeométrica. Evidentemente,
también es posible, aunque algo mds laborioso, determinar la estruc-
tura multiforme completa de las scluciones.
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EJERCICIOS
1. Pruébese que (l—z)—9=F(a, B, B, 2) v que logl/(l-z)=
=zF(l, 1, 2,2). :
2. FExprésese la derivada de F(q, b,c,z) como funcién hipergeomé-
trica.
3. Dediizcase la siguiente representacién integral:
T(c i
F(a,b,c, z) H\FR -1(1=g)e—b=1(1 —z¢)~9d¢.
C(B)T(c—b) /o

4. Si w; y w, son soluciones lineaimente independientes de la ecua-
cién diferencial w”=pw’+qw, pruébese que el cociente n=wy/w; sa-
tisface la siguiente ecuacién diferencial:

4(D) ()b
dz\ n 2\ 7 2

5. El punto de vista de Riemann.—Riemann fue un mantenedor
entusiasta de la idea de que una funcién analitica, lo mismo que sus
propiedades generales, puede definirse mediante sus singularida-
des tan bien o quizd mejor que por una expresion explicita. Un ejem-
plo trivial es la determinacién de una funcién racional por las partes
singulares relativas a sus polos.

Probaremos, siguiends las ideas de Riemann, que las soluciones
de una ecuacién diferencial hipergeométrica pueden caracterizarse
por propiedades de esta naturaleza. Consideraremos en lo que sigue
una coleccién F de elementos de funcién (f, ) .con ciertas propie-
dades caracteristicas que enumeramos a continuacidn:

14 Ta coleccidn F es completa en el sentido de que contiene
todas las prolongaciones analiticas de cualquier (f, @) €F. No se
requiere que dos elementos de funcién de F cualesquiera sean pro-
longaciones analiticas uno de otro, por lo que F puede consistir en
varias funciones analiticas completas.

2* La coleccién es lineal. Esto significa que (f;, Q) €F y
if., 0) €F implica que (cifi +¢afz, ) EF para todo par de constan-
tes ¢; y ¢» Ademds, cualquier terna de elementos (fi ), (fs Q),
(f., @) EF con el mismo O satisfarin una relacion idéntica afi+
+eif2+cf3=0 en € con coeficientes constantes, no todos nulos. En
otras palabras: F serd a lo sumo bidimensional.

3.2 Las tnicas singularidades finitas de las funciones de F esta-
rdn en los puntos 0 y 1; ademds, el punto o también se cuenta
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como una singularidad. Con mds precisidn, se exige que cualquier

, @) €F pueda prolongarse a lo largo de todos los arcos en el
plano finito que no pasen por los puntos 0 y 1.

4* En cuanto al comportamiento de los puntos singulares, supo-
nemos que hay funciones de F que se comportan como potencias z%
¥ =% prescritas en las proximidades de 0; como (z—1)% y (z—_1)%
en las proximidades de 1, y como z-# y z7%, en las Eoﬁgammam_
de oc. En términos precisos, existirdn ciertas funciones analiticas
&iz) y &(z) definidas en un entorno A de 0 y diferentes de cero
en este punto; se pueden definir, para una subregién simplemente
conexa €} de A que no contenga el origen, elementos de funcidn
un_@@_ 0], [z%g:(z), ], y se requiere que pertenezcan a F. Las
suposiciones correspondientes para los puntos 1 e oo pueden for-
mularse de manera analoga.

.,m_ lector habrd reconocido que las soluciones de la ecuacidn
diferencial [6-22] tienen precisamente estas propiedades, siempre y
cuando ninguna de las diferencias @~ @, Ba- Py, y2—y sa un en-
tero. Ademds se verifica la relacién o +an-+ _m_h..mub..v\u +7¥.=1. Ha-
nm.aom ambas hipdtesis y probaremos, bajo estas ﬂmmﬁznnmm:mm, que
existe una (y solo una) coleccién F con las propiedades 1.* a 42,
Por consiguiente, F serd idéntica a la coleccién de soluciones locales
de la ecuacién diferencial [6-22].

Riemann denota cualquier elemento de funcién de F mediante
el simbolo

p 0 1 oo
MUA. ay h_ ‘vx_g Z .
“QN RN Y2 )

Asi, pues, P no denota una funcién individual; pero evidentemente
wmﬁo.mm Qm.@onm importancia. Una vez que se establece la unicidad,
se siguen inmediatamente identidades del tipo

|0 1 0 1 C
JS Bi yi, = muunANLv:u a—a Bi-pB q?:&im;m
& B 7y ) _\QNlQ B:=B v+t )

, 0 1 o~ \ 0 1I-~c0 M
mu\ a B oynz =PI{B oy y,l-z}
[42] mm Y2 , uN @, Y2 J
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con tal que se tenga cuidado de interpretarlas debidamente. El he-
cho de que puedan reconocerse tan ficilmente tales relaciones, al-
gunas de ellas bastante elaboradas, es uno de los motivos que apoyan
el punto de vista de Riemann.

Con objeto de probar la unicidad, consideremos dos elementos
de funcién linealmente independientes (fi, Q), (f; Q) € F, definidos
en una region simplemente conexa { que no contengania 0 ni a 1.
Existen tales elementos de funcién en cualquier 2, pues las funcio-
nes z%g;(z) y z%g(z) son linealmente independientes en su region
de definicién; pueden prolongarse a lo largo de un arco que acabe
en O y determinan elementos de funcién linealmente Eam@mw&m:.
tes. Si (f, Q) es un tercer elemento de funcién de F, las identidades

Qn +afy +0of, =0
cf +af, +of,=0
of +af | +of ;=0

implican —
rofof =0
fronf

Escribimos esta ecuacidn en la forma

f"=p(=)f +q(=)f
con ’ , et
fifs—ffy fifz —fh
bxmlﬁﬁ. ﬁﬁlﬁﬁ

Aqui el denominador no es idénticamente cero, pues eso significaria
que fi vy f. son linealmente dependientes. .

Hacemos ahora la observacién de que las expresiones Tm..ww:
nermanecen invariantes si se someten f, y f» a una transformacion
r:_w.n__ no singular; es decir, si se reemplazan por nm_?+9w.‘m‘ 9.5_.4
4+ enfs con eyCn—cpcy= 0. Esto significa que p(z) y g(z) seran
los mismos para cualquier eleccién de f; y f;; por tanto, son fun-
ciones uniformes bien determinadas en todo el plano menos en los

1.
HE:MMW oowmmﬁo de determinar el comportamiento de p(z) y QAN‘V en
las proximidades del origen elegimos fi=z%g(z), fr=1%g(z). Cdlcu-

p(z)= q(z)=— [6-24]
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los sencillos nos dan

ff, —Ff, = (@2 —ay) z2¥%=1(C +...)
A =fof] = (€2~ o) (ou+ @y = 1)z8+e=2(C + ...)
Fif; =Ff7 = oo — o) 25+ a=3(C 1 ...)

donde los paréntesis representan funciones analiticas con el valor
comin C=g(0)g,(0) en el origen. En conclusién, p(z) tiene un
polo simple con residuo a-+a,-1, mientras que el desarrollo de
Laurent de q(z) empieza con el término —oya,/z2. Se obtienen re-
sultados andlogos para los puntos 1 e oo. Se deduce que

oy +oy—1 . h~+m~|~

Z z—1

p(z) =

+NQOANV«

donde po(z) no tiene polos en 0 y 1. Por otra parte, el desarrollo
de p(z) en oc debe empezar con el término — (yi+v2+1)/z. De
acuerdo con su definicién, [6-24], p(z) es una derivada logaritmica.
Como tal, tiene en el plano finito tnicamente polos simples, con en-
teros positivos como residuos. En vista de la relacién (o + o — 1)+
+(Bi+P2-1) == (yi+v2+1), se sigue que p;(z) no puede tener
polos en absoluto, y debe, de hecho, anularse idénticamente.
Puesto que fif, —fof1 es 70, excepto en 0 y 1, se concluye que
q(z) es de la forma
o B18: A B

+— +Gy(z),

(z) =
a() =2 (z—1)2 z z-1

siendo ¢o(z) un polinomio. En infinito, el desarrollo debe empezar

con —vyry/z. Hallamos que qo(z) debe ser idénticamente cero,
mientras que

A= _B=— AQHD«N.TEHQNI,V:QNV.

Resumiendo los resultados llegamos a la conclusién de que f satis-
face la ecuacién

-y~ 1-8B1—8;
Sf.A me Bi .m-vs\+
- z-1
A (53144 8474 7) +.m.w~mu —Yi7Y2 Yy v
+ - w

=2 z{(z-1) - {z—1)2

que es precisamente la ecuacién [6-22].

AHLFORS.—20
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Esto completa las demostraciones de unicidad, pues se deduce
ahora que cualquier coleccién F que verifique las propiedades 1.*
a 4.* debe ser una subcoleccién de la familia F, de soluciones locales
de [6-22]. Para cualquier regién simplemente conexa que no con-
tenga 0 o 1 sabemos que hay dos elementos de funcién linealmente
independientes (f, Q), (f, Q) de F. Todo (f, 2) EF, es de 1a forma
{cifi+cf» Q) y, por tanto, esti contenido en F. Por dltimo, si O
no es simplemente conexo, entonces (f,Q2) €F, es la prolongacién
analitica de una restriccién a una subregién simplemente conexa
de ), y puesto que la restriccién pertenece a F, lo mismo ocurre
con (f,€1) como consecuencia de la propiedad 1.
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