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Presentacion






Este libro pretende poner al alcance de las personas interesadas una seleccion de
problemas matematicos de variada tematica, que ofrezca una vision general de
parte de las Matematicas que suelen impartirse en el primer y/o segundo curso de
las carreras universitarias. Con esto, no quiere decirse que se trate de un libro diri-
gido tnicamente a estudiantes de los primeros cursos universitarios, sino que el
lector que disponga de los conocimientos de primer y —quiza— de segundo curso
podra seguir sin demasiada dificultad la resolucion expuesta de cada problema. Por
decirlo de alguna manera, son problemas que requieren cierta dedicacion y cierto
esfuerzo (no son ejercicios de aplicacion de una teoria concreta), pero que no tratan
aspectos demasiado profundos o especializados de las Matematicas.

Aunque pueda sorprender a las personas «no iniciadas» en la preparacion de
las Oposiciones de Secundaria, los contenidos sobre los que tratan los problemas
«Tipo Oposicion» no suelen ser superiores a los del primer curso de carrera (de
segundo, como mucho).

Como se comenta en la contraportada, la resolucion de cada problema es su-
mamente detallada: se indica cada paso, cada operacion, cada resultado o teorema
empleado, qué linea de razonamiento nos lleva a ese camino... La razén de este
tratamiento tan exhaustivo se encuentra en el deseo del autor de facilitar al maximo
posible la tarea del lector. Es posible que esta forma de exponer la resolucion de los
problemas pueda causar cierta sorpresa, o incluso, en alguna ocasion, la sensacion
de que las explicaciones llegan a ser excesivas (a buen entendedor...). Sin embar-
g0, no es intencion del autor insultar a la inteligencia del lector, ni mucho menos;
su proposito es tratar de evitar el desconcierto (a veces efimero, a veces no tanto,
pero siempre frecuente) que produce el hecho de no comprender un paso dado o un
calculo realizado en la resolucion de un problema.

A la hora de juzgar la idoneidad de esta integra resolucion de cada problema,
hemos de tener presente que este libro ha sido concebido por el autor como una
herramienta que pretende tener tres utilidades, principalmente: facilitar la consoli-
dacion y el perfeccionamiento de sus capacidades matematicas a los estudiantes de
los primeros cursos universitarios (quienes, por lo general, y con el debido respeto,
no suelen estar acostumbrados a seguir un texto matematico sin que otra persona le
apoye en su lectura y comprension); ayudar a su «reciclaje matematico» a las per-
sonas que quieran actualizar sus conocimientos (quienes muy posiblemente agra-
deceran la abundancia de explicaciones); y contribuir a que las personas que aspi-
ran a superar las Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria
puedan avanzar con velocidad en su tarea, especialmente aquellos opositores que
no son titulados en Matematicas, sino en una especialidad afin.

En este sentido, hay que decir que, en los tltimos afios, son muchas las perso-
nas de otra especialidad que preparan las oposiciones de Matematicas, algunas de
las cuales transmitieron al autor la necesidad de un libro de «problemas matemati-
cos de nivel avanzado» que, sin embargo, estuviera «explicado para gente que no
tiene ese nivel».



Asi pues, a partir de esta sugerencia, la idea del autor fue escribir un texto que,
si bien no sustituye a un profesor (jnunca seria posible!), hiciera que su ausencia
causara el menor impacto posible en el estudiante o lector.

Por otro lado, en cuanto a los problemas presentados, cabe destacar que la ma-
yoria de ellos han aparecido en Oposiciones de Secundaria (algunos, varias veces)
y en exdmenes de Facultades y Escuelas Universitarias; otros, han sido propuestos
en pruebas universitarias, dentro del Programa de Formacién Permanente del Pro-
fesorado, o en Olimpiadas Matematicas; asimismo, hay algin que otro problema
creado por el autor. Al final de la resolucion de cada problema se indica su proce-
dencia.

La seleccion de estos problemas es fruto de la experiencia del autor ayudando a
estudiantes universitarios a mejorar sus capacidades matematicas y, sobre todo, al
trabajo desarrollado para ayudar a las personas que han querido contar con él como
preparador de oposiciones, a lo cual se dedica desde hace varios afios. Tengamos
en cuenta que las Oposiciones de Secundaria dejaron de incorporar «la parte practi-
ca» en la mayoria de las Comunidades Auténomas del Estado Espafiol a partir de
2006, pero que, en la Comunidad Valenciana, donde reside el autor y ha impartido
—e imparte— clases a opositores, el examen de problemas se ha mantenido en
todas las convocatorias, salvo en la de 2007, por lo que era imprescindible preparar
esta parte de las oposiciones; asimismo, el modelo actual de oposiciones exige una
prueba practica en todas las Comunidades Autonomas, por lo que es necesario para
los opositores tener una sélida preparacion en esta parte.

Cabe senialar que los problemas estan resueltos de manera independiente, in-
cluso aunque traten del mismo aspecto de una teoria. Se han presentado de este
modo con el fin de que el lector siga el orden que considere oportuno, y no precise
de unos problemas para poder asimilar otros. En ocasiones, se hace referencia a
algiin problema, pero es tnicamente con la idea de establecer o destacar un nexo
entre ambos, no porque sea preciso tener presente el enunciado o la resolucion del
problema aludido.

Asimismo, hemos de destacar el hecho de que el texto no incluye ni contenidos
ni desarrollos tedricos a nivel general. Cuando es necesario contar con algun con-
cepto o algin resultado para resolver un problema concreto, se emplea la expresion
«como es sabidoy, para indicar un hecho o un concepto mas o menos basico de la
teoria involucrada; cuando se trata de una cuestion menos general o basica, se «re-
cuerda» al lector el contenido correspondiente, en abstracto, y, posteriormente, se
aplica al «caso que nos ocupay, para resolver el problema en cuestion.

En cuanto a la estructura, hay que decir que, aunque el libro esta distribuido a
lo largo de cinco capitulos (Aritmética, Algebra, Analisis Matematico, Geometria,
y Célculo de Probabilidades), no se trata de compartimentos estancos: son bastan-
tes los problemas cuya resolucion requiere de elementos de mas de una de estas
ramas, lo cual evidencia que, a pesar de la especializacion de cada parte de las Ma-



tematicas, es posible (y muy positivo) tratarlas desde un punto de vista un tanto
global o integrador.

Para acabar esta presentacion, solo queda agradecer al lector el hecho de haber
elegido este libro, con el deseo de que le resulte util y practico, e invitarlo a que, si
lo estima oportuno, traslade sus comentarios y sugerencias sobre el mismo al autor,
a través de la direccion odisbaum@hotmail.com, indicando «problemas de nivel
avanzado» en el asunto. No cabe duda de que las aportaciones que puedan hacer
los lectores contribuiran considerablemente a que el texto sea mejorado de cara a
futuras ediciones que puedan llevarse a cabo; por ello, el autor agradece de ante-
mano las sugerencias y comentarios que reciba.

Asimismo, el autor quiere transmitir, desde estas lineas, su agradecimiento a
todas las personas que le han ayudado en la creacion y mejora de este libro
—proporcionandole enunciados, apuntes y notas; criticando (constructivamente) la
forma de resolver los problemas y de redactar las soluciones; «padeciendo» sus
explicaciones; etc.—, a los estudiantes universitarios que han querido contar con su
ayuda, a todos los opositores que han confiado —y atn confian— en él una cues-
tién tan importante en la vida como es la preparacion de unas oposiciones, y, muy
especialmente, a Maria Cristina Algar, José Luis Alcon, Santi «del Viso», Federico
Garcia, Lola Blanca, Victor Ruiz, Oscar Miguel Gonzalez, Piedad Vico, Carmen
Cavero, Beatriz Mis6, Rosana Zamora, Susana Girbés y Maria José Riquelme.

El autor
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Problema 1.1

Sea b un numero natural cualquiera, pero mayor que 7.
Demuestra que el numero n = 1367631y es un cubo perfecto en el sistema de numera-
cion de base b.

El nimero n, en base 10, es n = 136763 1y,= b® + 3b> + 6b* + 7b> + 6b> + 3b + 1.

Puesto que pretendemos escribirlo como el cubo de otro nimero, digamos X, este
debe ser de la forma x = pqry) = pb*> + gb + r, para que, al elevarlo al cubo, resulte un
polinomio en la indeterminada b de grado 6, que es la forma que tiene el numero n.
Tenemos, pues:

n=x' e b®+3b°+6b' +7b' +6b+3b+1=(pb> +gb+r),

que es una ecuacion con incognitas p, q y r.

Ahora bien, puesto que el polinomio del primer miembro es ménico (su coeficiente
principal es 1), y su término independiente vale 1, resulta claro que p =r = 1, por lo
que la ecuacion puede reescribirse como:

3
s

b®+3b +6b* +7b’ +6b> +3b+1=(b* +qb+1)

al sustituir los valores de p y r.
Desarrollando el cubo del segundo miembro y agrupando sus términos de manera
conveniente, podemos escribir:

(b’ +qb+1)3 =b°+3qb° +(3q” +3)b* +(q’ +6q)b’ +(3q” +3)b” +3qb+1.
Sustituyendo en la ecuacion:
b’ +3b> +6b* +7b’ +6b” +3b+1=
=b° +3qb’ +(3q° +3)b* +(q’ +6q)b’ +(3q* +3)b” +3gb +1.

Identificando los coeficientes de ambos polinomios, llegamos al sistema:

3=3q
6=3q"+3
7=q"+6q

(en el que se han omitido las ecuaciones repetidas), cuya tnica solucion es q = 1.
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Asi pues, hemos encontrado el nimero que estdbamos buscando, puesto que la ex-
presion x = 111,y =b? + b + 1 es tal que n = x*. En otras palabras, n es un cubo perfec-
to.

Obsérvese que en la resolucion del problema no se ha usado explicitamente la hi-
potesis de que b sea mayor que 7. En realidad, no es una restriccion al problema, sino
una condicion necesaria para que tenga sentido considerar el nimero 1367631 en base
b, ya que las cifras de un nimero siempre son menores que la base.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.2

Demuestra que los numeros 10101, 101010101, 1010101010101 ... son compuestos en
cualquier sistema de numeracion.

Sea b>2 la base de un sistema de numeracion cualquiera. Escribiendo los nime-
ros dados en el enunciado en base 10, tenemos:
a, =10101, =b* +b’ +1
a, =101010101,, =b* +b° +b* +b* +1
a; =1010101010101,) =b" +b"" +b* +b° +b* +b* +1

De la expresion de estos primeros términos, podemos inferir la del término general
de la sucesion formada por los nimeros dados:

4n+1 cifras

P 4 4n-2 4 2
a, =1010---10101p) =b™ +b™ " +---+b" +b” +1.

Obsérvese que estamos ante la suma de los primeros términos de la progresion
geométrica de razén b? y primer término 1. Usando la conocida férmula que permite
realizar esta suma, tenemos:

2 p2! ’
an=b4“+b4“‘2+~-+b4+b2+1=b R 1=( 2) ,
b” -1 b™ -1

expresion que incluye dos diferencias de cuadrados. Factorizando mediante la utiliza-
cién de las conocidas identidades, resulta:

(b2n+1+1)(b2n+1_1)
ST b (b-1)




Problemas de Aritmética 19

Como es claro, las raices del polinomio del denominador son b=—-1y b =1, las
cuales también son raices del numerador: b = —1 es raiz de b> * ! + 1, puesto que el
exponente es impar, y b = 1 es raiz de b * ! — 1. Ello se traduce en que la fraccion
algebraica es reducible.

Usando la regla de Ruffini, tenemos:

(b+1)(b" =b™ ' +b™7 — - =b+1)(b—1)(b™ + b + b +---+b+1)
a = R

" (b+1)(b—1)

y, simplificando:
a,=(b" =b"" b7 = b+ 1) (b + b+ kb))

De este modo, hemos escrito cualquiera de los nimeros dados en el enunciado co-
mo el producto de dos niimeros (distintos de 1, como es claro), lo que demuestra que
todos son compuestos.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.3

Cristina da a Africa un numero escrito en un sistema de numeracion de base menor

que 9, pero Africa cree que esta escrito en base 10, por lo que comete un error. Si

dicho error es igual a 15861, ;Cual es la base del sistema de numeracion en que Cris-
14

tina escribio el niimero?

Sea b>2 la base del sistema de numeracion empleado por Cristina. Supongamos
que el nimero escrito tiene la forma a = a, an—1 an2°-a2 a1 ao, donde los a; son sus cifras.
Con esta notacion, el valor que Cristina asign6 a a es:

ne =(a,a, ,, 8,83, )b) >
que se escribe en base 10 como:
_ n n—1 n-2 2
n.=ab"+a b +a ,b""+---+ab”+ab+a,,

mientras que Africa interpreta que se trata del namero:

n, =a 10" +a_ 10" +a_,10"*+---+a,10* +a,10+a, .
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Segun el enunciado, b <9, lo que implica que na > nc. Por tanto, el error cometido,
que es igual a 15861, se calcula haciendo la resta na — nc, de donde, descomponiendo
en factores primos, se sigue na —nc = 15861 =3-17-311.

Sustituyendo las expresiones polindomicas anteriores en esta igualdad, se tiene:

a,10" +a,_,10"" +---+a,10+a,—(a,b" +a,_ b +--+ab+a,)=3-17-311,
y, extrayendo factores comunes:
a, (10" =b")+a, (10" =b"")+---+a,(10-b)=3-17-311.

Se puede ver con claridad que b = 10 es una raiz del polinomio del primer miem-
bro de esta ecuacion, por lo que puede usarse la regla de Ruffini para factorizarlo, ob-
teniéndose la ecuacion:

(10-b)P(b)=3-17-311,

para cierto polinomio P, cuya expresion es irrelevante para los fines que perseguimos.

Ahora, como 2 <b <9, se deduce que 2 < 10 — b < 9. Ademas, los dos miembros
de la ecuacion son niimeros naturales, por lo que los factores primos presentes en el
segundo miembro deben ser los mismos que tenga el primero.

Entonces, ha de ser 10 — b = 3, ya que los otros factores primos son mayores que 9,
de donde se llega a la conclusion de que b = 7 es la base en que Cristina escribi6 el
nimero.

Obsérvese que no tiene sentido considerar el valor b = 10, pues, por el enunciado,
se sabe que b < 9. Sin embargo, en el razonamiento anterior no se ha pretendido ni se
ha supuesto b = 10. Nos hemos servido de esta igualdad con el unico objetivo de poder
factorizar el polinomio, lo cual constituye un razonamiento valido, ya que la factoriza-
cion obtenida es valida para cualquier valor de b, lo que permite, a posteriori, sustituir
b por cualquiera de los valores posibles.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.4

(;Cudl es la base de numeracion en la que los numeros 0’12, 0°5 y 2’4 se encuentran
en progresion geométrica?

Sea b>2 la base de numeracion buscada. Puesto que los niimeros dados en el
enunciado, escritos en base b, estan en progresion geométrica, debe cumplirse:

0% 24
012, 0'5,
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Escribiendo los numeros en base 10, la igualdad se convierte en:

5b 20 +4b”!
b'+2b°  5b

Multiplicando el numerador y el denominador del primer miembro por b?, y el nu-
merador y el denominador del segundo por b, obtenemos:

5b 2b+4
b+2 5

Operando y resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante, tenemos:

5b  2b+4

=0'5
b+2 '

1
b=—

& 25b=2b"+8b+8 & 2b°—17b+8=0 < 2
b=28

Puesto que b es la base de un sistema de numeracion, no puede ser b = 0’5, luego
la inica solucidn al problema es b = 8.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.5

Un numero natural n, cuadrado perfecto, se escribe en base 7 de la forma:
ny = ab0cb;),

siendo a = ¢ + 1. Determina el valor de n.

El nimero n, escrito en base 10, es:
n =ab0cb,, =7'a+7'b+7c+b.
Usando la igualdad a = ¢ + 1 y operando, resulta:
n=7'a+7'b+7c+b=7"(c+1)+7b+7c+b=7'c+ 7' +T’b+7c+b.
Trasponiendo y extrayendo factores comunes:

n-7"=7"c+7b+7c+b=(7 +1)b+7c(7’ +1),
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luego:
n—7"=(7"+1)(b+7c)=344(b+7c)=2"-43(b+7c).

Como, seglin el enunciado, n es un cuadrado perfecto, existe un nimero natural,
digamos x, tal que x* = n, de donde, sustituyendo, se sigue:

x*=7*=2"-43(b+7c).

El primer miembro estd constituido por una diferencia de cuadrados, que podemos
factorizar usando la conocida identidad, resultando:

(x+7°)(x=7")=2"-43(b+7c) & (x+49)(x—49)=2"-43(b+7c) 0))

Puesto que los numeros involucrados son naturales, y el numero primo 43 estd en
la factorizacion del segundo miembro, podemos afirmar que este nimero primo tam-
bién debe estar en la factorizacion del primero, lo cual significa que o bien x + 49 es
multiplo de 43 o bien lo es el nimero x — 49. Tenemos, pues, dos casos, que tendremos
que analizar por separado.

Sin embargo, puesto que los multiplos de un nimero dado son infinitos, conviene,
en primer lugar, acotar los posibles valores de x, para lo cual es 1til tener en cuenta
que, en cualquier sistema de numeracion, un nimero de k cifras es menor que la unidad
seguida de k ceros, y mayor o igual que la unidad seguida de k — 1 ceros.

En el caso que nos ocupa, como n tiene cinco cifras en base 7, podemos escribir:

10000, <n, <100000,, & 7*<n <7 & 2401<n<16807.

7 —
Sustituyendo x? por n, y tomando raiz cuadrada, tenemos:
2401< x> <16807 < 2401 <x </16807 < 49<x<129'64.
Al ser x un nimero natural, podemos concluir con:
49<x<129.
Ahora estamos en condiciones de abordar los dos casos antes mencionados.

Caso 1 (x + 49 es un multiplo de 43)

Como 49 <x <129, sumando 49 en cada miembro, resulta 98 <x + 49 < 178. Asi pues,
X + 49 es un multiplo de 43 comprendido entre 98 y 178. Puesto que los multiplos de
43 comprendidos entre 98 y 178 son 129 y 172, tenemos dos posibilidades:
x+49=1290x+49=172.
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Si se cumple la primera, es decir, si x + 49 = 129, entonces, x = 80, y x — 49 = 31.
Sustituyendo en la ecuacion (1), resulta:

129-31=2°-43(b+7c) & 3-31=2°(b+7c),

lo cual es absurdo, ya que el primer miembro es impar y el segundo es par. Asi pues,
esta posibilidad es insostenible.

Si se cumple la segunda, es decir, si x +49 = 172, entonces, x = 123,y x — 49 = 74.
Sustituyendo en la ecuacion (1), se tiene:

172:74=2"-43(b+7¢c) & 37=b+7c.
Puesto que b y ¢ son cifras de un niimero escrito en base 7, necesariamente tienen
que ser menores que 7, lo cual arroja una tnica solucion de la ecuacion 37 =b + 7c¢, en

virtud del teorema de la division de Euclides, a saber, b=2 y ¢ = 5. Por otro lado, co-
mo a=c + 1, se sigue que a = 6. Por tanto, en este caso, obtenemos el numero:

n=62052, =6-7"+2-7+5.7+2=15129,

que es una posible solucion del problema. Ademas, como 15129 es un cuadrado perfec-
to (15129 = 123%), podemos afirmar ya que este nimero es solucion del problema.

Caso 2 (x — 49 es un multiplo de 43)

Como 49 < x <129, restando 49 en cada miembro, resulta 0 < x — 49 < 80. Asi pues, X
— 49 es un multiplo de 43 comprendido entre 0 y 80. Puesto que los multiplos de 43
comprendidos entre 0 y 80 son 0 y 43, tenemos dos posibilidades:
x—49=00x—-49=43.

Si se cumple que x — 49 = 0, entonces, x = 49, y x + 49 = 98. Sustituyendo en la
ecuacion (I), resulta:

98-0=2"-43(b+7c) & 0=b+7c,

lo cual solo es cierto si b =c¢ = 0. En tal caso, como a=c + 1, se sigueque a= 1,y
obtenemos el nlimero:

n =10000, =7*=2401,

que es una solucion valida del problema (obviamente, es un cuadrado perfecto).
Si, por el contrario, se cumple que x — 49 = 43, entonces, x = 92,y x + 49 = 141.
Sustituyendo en la ecuacion (1), se tiene:

141-43=2°-43(b+7¢) & 141=2° (b+7c),

lo cual es imposible, ya que el primer miembro es impar y el segundo es par. Tenemos,
pues, otra situacion insostenible.
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Recapitulando, podemos decir que el problema tiene dos soluciones: n = 15129 y
n=2401.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1975)

Problema 1.6

Demuestra que los numeros 49, 4489, 444889, 44448889..., obtenidos colocando las
cifras 4y 8 en el centro del numero anterior, son cuadrados perfectos.

Denotemos por {an}n=1 la sucesion formada por los nimeros descritos en el enun-
ciado. Con esta notacidn, podemos escribir:

a, =49
a, =4489
a, = 444889

a, = 44448889
Y, en general:

a, =4444---4 888---8 9.
%f_J

n veces el 4 n-—1 veces el 8

Sea n > 1 un niimero natural cualquiera. Como podemos ver, a, es un niimero de
2n cifras, que podemos expresar en forma polindmica asi:

a =4-48--89&

n veces n—I veces

a, =4-10""+4-10" 7 +---+4-10" +8-10""' +8-10"° +---+8-10* +8-10+9 .

PG1 PG2

Es evidente que la expresion sefialada con PG1 es la suma de los primeros términos
de la progresion geométrica de razén 10 y primer término 4-10", mientras que PG2 es la
suma de los primeros términos de la progresion geométrica de primer término §-10 y
razon 10. Aplicando la conocida féormula que permite sumar estos términos, resulta:

4.10™ -4-10" 8-10"—8-10
a, = +
10-1 10-1

PG1 PG2

+9,

y, operando:

4-10" —4-10" +8-10" —8-10+81 _4-10"" +4-10" +1
n 9 - 9 .
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Usando la conocida identidad, tenemos ya que a, es un cuadrado perfecto, como
queriamos demostrar, puesto que:

a

410" +410" 41 (2:10"+1Y
" 9 3 '

Ademas, el numerador de la fraccion entre paréntesis se escribe, en base 10, como:

2-10" +1=2000---01,
[—

n-1 ceros

lo cual implica que es un multiplo de 3, ya que la suma de sus cifras es igual a 3. Por
tanto, tiene sentido el cociente indicado, al ser el resultado un nimero natural, como
era exigible.

(Oposiciones de Secundaria, 2004, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.7

Encuentra un numero de tres cifras que en los sistemas de numeracion de base 5 y de
base 7 se escriba con las mismas cifras, pero en orden inverso.

Sea n el nimero buscado, y sean a, b y ¢ sus ciftras.

La condicién dada en el enunciado se traduce en la igualdad abcs) = cbay), que al
expresarla en base 10 se convierte en:

a-5+b-5+c=c-7+b-7+a.
Trasponiendo términos y operando, resulta:

2b=24a-48c & b=12a-24c & b=12(a—2c),

de donde se sigue que b es multiplo de 12, ya que b se escribe como el producto de 12
y otro numero.

Ahora bien, como b es una cifra de un nimero escrito en base 5, necesariamente ha
de cumplirse que 0 < b <4, por lo que estamos buscando un multiplo de 12 comprendi-
do entre 0 y 4. Evidentemente, ello solo es posible si b = 0. Sustituyendo el valor en-
contrado de b en la Gltima ecuacion, resulta:

12(a—2¢)=0,

de donde a = 2c.
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Entonces, en particular, a es par, ya que es igual al doble de otro nimero. Pero,
ademas, a es la primera cifra de un numero escrito en base 5, luego tiene que satisfacer
las condiciones 1 < a < 4. Por tanto, solo hay dos posibilidades: a=2 o0 a=4.

Sia=2, entonces, ¢ = 1, y, sustituyendo, se sigue:

n= 2015) =102, =51.
Si a =4, tenemos ¢ = 2, y, entonces:

n =402, =204, =102.

Para concluir el problema, hay que hacer notar que existen dos interpretaciones del
enunciado. Si se interpreta que el niimero buscado tiene tres cifras también en el siste-
ma de numeracion decimal, entonces, solo es admisible la solucion n = 102; si, por el
contrario, se interpreta que el niimero tiene tres cifras en los sistemas de base 5y 7, con
independencia del numero de cifras en base 10, entonces, también podria aceptarse la
solucion n = 51.

(Oposiciones de Secundaria, 1996)

Problema 1.8

Se dispone de una balanza y de pesas de 1, 3, 9, 27, 81 ... kg. ;Qué pesas deben em-
plearse para pesar 10 toneladas, usando como mdximo una de cada tipo? (Obsérvese
que es posible colocar pesas en los dos platillos).

El problema consiste en escribir el nimero 10000 como suma de potencias de 3, de
manera que no haya dos potencias con el mismo exponente, lo cual es equivalente a
escribir 10000 en base 3, de forma que las cifras no sean superiores a 1. Tengamos en
cuenta que podemos conseguir esto ultimo dividiendo «por exceso», lo que proporcio-
na un resto negativo, que, al trasponerlo al primer miembro de la expresion polindmica
correspondiente, podemos interpretar como una pesa en el primer platillo de la balanza,
como indica la observacion del enunciado. Dividiendo reiteradamente 10000 entre 3,
haciéndolo «por exceso» cuando sea necesario (esto es, cuando el resto sea mayor que
1), tenemos:
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10000 |3_
3333 [3
O 1 3
370 3
123 3
o 41
14 3
53
2 3
1
(Los ntimeros que aparecen en recuadros se corresponden con los restos de las sucesi-

vas divisiones)
De este modo, podemos escribir:

10000=1-3"+0-3+1-3*+1-3*+0-3* -1.3° -1-3°-=1-3" -=1-3* +1.3,
y, trasponiendo términos:

10000+1-3°+1-3°+1-3" +1-3*=1-3°+0-3+1-3* +1-3° +0-3* +1-3°,
lo que se traduce en que, para pesar 10 toneladas con las pesas indicadas usando como
maximo una de cada tipo, es necesario colocar en un platillo las 10 toneladas, junto con
una pesa de 3° kg, una de 3° kg, una de 37 kg y una de 3® kg, mientras que en el otro

platillo habra de ponerse una de 1 kg, una de 3% kg, una de 3° kg y una de 3° kg.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.9
Demuestra que todos los términos de la sucesion a, = 2*" — 1 son multiplos de 15.
Lo resolveremos de tres maneras distintas.

Primera manera (por induccion)

En primer lugar, para n = 1, la igualdad es cierta, puesto que:
a=2%1-1=16-1=15,

que obviamente es un multiplo de 15.
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Ahora, supongamos que la hipdtesis se cumple para cualquier natural n > 1, y
veamos que, en tal caso, también debe cumplirse para el numero n + 1, sucesor de n:
a,,, =2 1= _1=2" .2 1=16-2" —1=(15+1)- 2" —1=15-2" + 2% —1.

n+l
Teniendo en cuenta que a, = 2*" — 1, podemos escribir:
4n
a ., =15-2"+a_,
expresion en la que los dos sumandos del segundo miembro son multiplos de 15: el
primero, porque muestra explicitamente el producto de este niimero por otro; el segun-
do, por la hipétesis de induccion. En consecuencia, la suma de ambos nlimeros también
es un multiplo de 15, por lo que tenemos ya probado lo que se queria, por induccion,

para cualquier valor de n.

Segunda manera (usando congruencias)

Para que a, = 2*" — 1 sea multiplo de 15 es necesario y suficiente que:
2" —1=0(mod15).

Veamos que esto ultimo es cierto:
En primer lugar:

2* =16=1(mod15),
y, elevando ambos miembros de la congruencia a n, se tiene
(2*)" =1" (mod15),
de donde, operando, se sigue:
2" =1(mod15).
Por ultimo, trasponiendo el 1, se llega a la congruencia que queriamos:
2" —1=0(mod15).

Tercera manera (por factorizacion)

Para cualquier nimero natural n, podemos escribir:

a, =2 -1=(2')" -1.
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Haciendo el cambio x = 24, la anterior igualdad se convierte en a, = X" — 1, que es un
polinomio de grado n en la indeterminada x. Es evidente que x = 1 es una raiz de este
polinomio, por lo que podemos usar la regla de Ruffini para factorizarlo, resultando:

a, =(x—l)(x""l+x“"2 +x" +---+x+1).

Deshaciendo el cambio, tenemos:

n

0, =2t () 2 {22t
y, operando:
o =15 [0 () 42t ]

De este modo, hemos escrito a, como el producto de 15 y otro niimero. En conse-
cuencia, a, es multiplo de 15, como se queria probar.

Obsérvese que, al hacer el cambio x = 2% no tiene sentido plantearse x = 1. Sin
embargo, en el razonamiento anterior no se ha pretendido que x = 1. Esta igualdad
unicamente se ha usado para poder factorizar el polinomio, lo cual constituye un razo-
namiento valido. Puesto que al factorizar el polinomio hemos llegado a:

a, =(x—l)(x“’1+x“"2+x“_3 +---+x+1),

para cualquier valor de x, en particular, esta igualdad debe ser cierta para x = 2%, lo que
permite deshacer el cambio.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.10

33n+3

Demuestra que —26n — 27 es un multiplo de 169, para todo n natural.

Lo haremos por induccion.

Paran = 1, resulta 3°1** — 26-1 — 27 = 676, que es multiplo de 169.

Supongamos que la hipétesis es cierta para un ntimero natural cualquiera, n, y
veamos que entonces también debe serlo para el nimero n + 1:

30T _26(n+1)-27=3""" —26n-26-27=27-3"" —26n-26-27.
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Para poder aplicar la hipdtesis de induccion, necesitamos introducir la expresion
333 _ 26n — 27, lo cual es posible, colocandola entre paréntesis, tras el nimero 27, y
«compensando» los términos que se crean:

27-3"" =260 -26-27=27(3""" —26n—27)+27-26n+27-27-26n—26—27..
Extrayendo factores comunes y operando, la expresion anterior se escribe:

27(3%* =26n-27)+26n(27-1)+27(27-1)-26 =
27(3"" =26n-27)+26"n+27-26-26=27(3""" —26n-27)+26’n+26(27 1) =

=27(3"" =260 -27)+26" (n+1).

Ahora, basta observar que los dos términos resultantes son multiplos de 169: el
primero, por la hipotesis de induccion; el segundo, por incluir el factor 267, que eviden-
temente es multiplo de 169. Asi pues, tenemos ya probado que la hipdtesis es cierta
paran + 1, y, en consecuencia, para cualquier numero natural n.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1978)

Problema 1.11

Demuestra que todos los términos de la sucesion a, = 3**3 + 40n — 27 son multiplos
de 64.

Lo haremos por induccion, de manera similar al problema anterior. Para n = 1, te-
nemos a; = 3213 + 40-1 — 27 = 256, que, obviamente, es multiplo de 64.
Supongamos que, para un numero natural cualquiera n, a, es multiplo de 64, y
veamos que ello implica que también debe serlo an+1:
a,, =3 140(n+1)-27=3""2" +40n +40-27 =93 +40n +40-27  (I)

n+
Para estar en condiciones de aplicar la hipdtesis de induccion, es preciso incorporar

la expresion a,, lo cual podemos conseguir trasponiendo términos en su definicion,
dada en el enunciado, para despejar el término 3?3, De este modo, tenemos:

3*"% =a —40n+27,
y, sustituyendo en (I), resulta:

a,, =9-3"" +40n+40-27=9(a, —40n +27) +40n + 40— 27
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(obsérvese que este proceso es, en esencia, el mismo empleado en el problema anterior,
cuando introdujimos ciertos términos y los «compensamos»).
Quitando paréntesis y agrupando términos semejantes, tenemos:

a ., =9a, —-360n+243+40n+40-27=9a —320n+256.

Como podemos ver, los tres términos resultantes son multiplos de 64: el primero,
por la hipdtesis de induccion; el segundo, por incorporar el factor 320, que es un multi-
plo de 64; el tercero ya lo hemos visto antes. Por tanto, la suma de los tres términos,
esto es, an+1, es también un multiplo de 64, que es lo que pretendiamos demostrar.

Con lo visto, por induccion, podemos afirmar que a, es un multiplo de 64, para
cualquier valor de n, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.12

Demuestra que (7" — 1)(6" — 1) es multiplo de 30, para cualquier valor natural de n.

Lo demostraremos mediante el uso de congruencias.
Sea n un nimero natural cualquiera. Entonces, a partir de la congruencia (evidente)
7 = 1(mod 6), elevando a n ambos miembros y trasponiendo, resulta:

7" =1"(mod 6) & 7" —1=0(mod6),

lo que equivale a afirmar que 7" — 1 es multiplo de 6.
De forma analoga, de la congruencia 6 = 1(mod 5), se sigue:

6" =1"(mod5) < 6" —1=0(mod5),
por lo que tenemos que 6" — 1 es multiplo de 5.

Multiplicando ambos factores, podemos decir que el producto (7" — 1)(6" — 1) es
multiplo de 6-5, esto es, de 30, que es precisamente lo que queriamos demostrar.

(Problema original)

Problema 1.13
4\° 3\6 e
Demuestra que A = (27 ) - (25 ) es divisible por 37.
En primer lugar, es claro que A = 27°¢ — 5%,

Ahora, puesto que tanto 27 y 37 como 5 y 37 estan en las hipotesis del Pequefio
Teorema de Fermat, podemos establecer las congruencias:

27* =1(mod37) y 5* =1(mod37).
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Restando miembro a miembro, resulta:
A=27"-5°=1-1(mod37)=0(mod37),
lo cual es equivalente a decir que A es multiplo de 37, como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, 2006)

Problema 1.14
Demuestra que 11" — 4" es multiplo de 7, para cualquier valor natural de n.
Lo haremos de dos maneras diferentes.

Primera manera (por induccién)

En primer lugar, paran = 1, se tiene 11! —4! =11 — 4 = 7, que obviamente es miltiplo
de 7.

Supongamos ahora que, para n > 1, se cumple que 11" — 4" es multiplo de 7, y
veamos que, en tal situacion, también ha de serlo 11™! — 4!, En efecto, operando,
podemos escribir:

M =4 =111 =44 =(T4+4) 11" —4-4" =7 11" +4-11" 4.4 &

1M =47 =701 4 (117 =4 ),

que es multiplo de 7, puesto que los dos términos que aparecen lo son: el primero, por
tener explicitamente el factor 7; el segundo, por la hipdtesis de induccion.

De este modo, por induccion, tenemos demostrado que 11" — 4" es multiplo de 7,
para cualquier valor natural de n, como se pretendia.

Segunda manera (usando congruencias)

Sea n un nimero natural cualquiera. A partir de la congruencia (obvia):
11=4(mod7),
es claro que, elevando a n ambos miembros y trasponiendo términos, resulta:
11"=4"(mod7) & 11" —4" =0(mod7),
lo cual es equivalente a decir que 11" — 4" es multiplo de 7, como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria)
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Problema 1.15
Demuestra que el niimero n? — 4n* es multiplo de 3, para todo natural n.
Lo resolveremos de tres maneras distintas.

Primera manera (factorizando)

Extrayendo factor comun y empleando la conocida identidad:
n*—4n’ =n’ (n2 —4)=(n—2)n2 (n+2).

Ahora bien, si n es par, entonces, n — 2, n y n + 2 son tres nimeros pares consecu-
tivos, mientras que si n es impar, son tres impares consecutivos. Asi pues, en cualquier
caso, uno de los tres debe ser miltiplo de 3, por lo que el producto (n —2)-n*(n + 2) es
multiplo de 3, como se pretendia demostrar.

Segunda manera (usando congruencias)

Sea n un nimero natural cualquiera. Si n es multiplo de 3, entonces, n* y n? también lo
son, de donde se sigue claramente que n* — 4n? es multiplo de 3. Si, por el contrario, n
no es multiplo de 3, entonces, n y 3 estdn en las hipdtesis del Pequefio Teorema de
Fermat, por lo que podemos afirmar que:

n’ = 1(mod3).

Elevando al cuadrado ambos miembros de la congruencia, por un lado, y multipli-
cando los dos miembros por 4, por otro, resultan las congruencias:

n* =1(mod3) y 4n’ =4(mod3)=1(mod3).
Restandolas miembro a miembro, llegamos a:
n' —4n* =1-1(mod3)=0(mod3),
lo que significa que n* — 4n* es multiplo de 3, como queriamos demostrar.

Tercera manera (por induccion)

En primer lugar, el caso n = 1 es trivial, pues 1* — 4-1? = -3 es multiplo de 3.
Supongamos que n* — 4n? es multiplo de 3, para cualquier natural n > 1, y veamos
que, entonces, (n + 1)* — 4(n + 1)? también lo es.
Desarrollando las potencias, tenemos:

(n+1)4—4(n+1)2=n4+4n3+6n2+4n+1—4n2—8n—4,
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y, reordenando términos y agrupando convenientemente, llegamos a:
(n+1)' —4(n+1)" =n* —4n’ + 6n* ~3+4n" —4n.

Ahora bien, la expresion subrayada del segundo miembro es multiplo de 3, por la
hipotesis de induccion, y los dos términos siguientes también, como es claro. Por tanto,
tenemos:

(n+1)" —4(n+1)" =3+4n —4n

(el punto sobre el 3 simboliza un multiplo de 3).
Extrayendo factores comunes y usando la conocida identidad algebraica, resulta:

(n+1)' —4(n+1) =3+4n(n+1)(n—1).

Finalmente, solo falta observar que n — 1, n, y n + 1 son tres numeros consecutivos,
por lo que uno de ellos tiene que ser necesariamente multiplo de 3. En consecuencia, el
producto (n — 1)-n-(n + 1) es multiplo de 3, de donde se sigue que (n + 1)* — 4(n + 1)
también lo es, al ser la suma de dos multiplos de 3, como queriamos probar.

Asi pues, por induccion, podemos decir que n* — 4n? es multiplo de 3, para todo
natural n, como se pide en el enunciado.

(Examen de Universidad)

Problema 1.16

Demuestra que el niimero a,, = 3™ + 3" + 2(3"-m’> + 3"n’ — 1) es divisible por 4, para
cualesquiera naturales m y n.

Lo resolveremos usando congruencias.
Para ello, en primer lugar, veremos el resultado de la congruencia 3” modulo 4, pa-
ra los distintos valores de p.

Para p = 0, trivialmente se tiene que 3°=1= 1 (mod 4).
Para p = 1, resulta 3! =3 =3 (mod 4).
Para p = 2, obtenemos 3> =9 = 1 (mod 4).

Asi pues, el «gaussianoy, es decir, el menor nimero natural no nulo, digamos g, tal
que 32 =1 (mod 4), es g=2.

Ello se traduce en que los valores de la congruencia 3 médulo 4 se repiten de ma-
nera ciclica a partir de p = 2. Por tanto, tenemos que 3 = 1 (mod 4), si p es par; y que
3P =3 (mod 4), si p es impar.

Sin embargo, para lo que viene a continuacion, es mas util considerar esta ultima
congruencia escrita de una manera equivalente: 3P =—1 (mod 4), si p es impar.
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Ahora, ya podemos pasar a estudiar la congruencia a,m modulo 4, para los distin-
tos valores de m y n, y ver que a,m = 0 (mod 4), lo que equivale a decir que a,m es
multiplo de 4.

Si m y n son ambos pares, entonces, segun lo visto anteriormente:
a,,=3"+3"+2(3"m’ +3"n’ —1) =1+1+2{Im’ +1n’ —1)(mod4) .
Operando:
a,,=l+1+ 2-(m2 +n’ ) —2(mod4)= 2-(m2 +n’ )(mod4) )

Ahora bien, puesto que estamos suponiendo que m y n son pares, m> y n> también
deben serlo, y, en consecuencia, m* + n” tiene que ser par. Por tanto:

a,, =2(m’ +n’)(mod4)=0(mod4),

n,m

ya que el producto de dos niimeros pares es un multiplo de 4. Asi pues, ya tenemos
demostrado lo que queriamos en este caso.

Si tanto m como n son impares, entonces, también por lo visto antes:
a,,=3"+3"+2(3"m’ +3"n’ —1)=—1-1+2(-1m’ —In’ —1)(mod4),
y, operando, llegamos a:

a,, =—-1-1-2(m’ +n’)-2(mod4) =4 -2(m’ +n2)(m0d4) 5—2-(m2 +n2)(m0d4) )

n,

ya que —4 = 0 (mod 4), como es evidente. Ahora, en este caso, m y n son impares, lue-
go m? y n® también lo son, y, entonces, m? + n’ es par (la suma de dos impares es par).
En consecuencia:

a,, = —2'(m2 + nz)(mod4) =0(mod4),

por la misma razon que en el caso anterior, y ya hemos obtenido el resultado buscado.

Sim es par y n es impar, entonces, por las congruencias antes vistas:
a,,=3"+3"+2(3"m’ +3"n’ —1)=1-1+2{Im’ —In’ —1)(mod4),
y, operando:

a = 2-(m2 —-n’ —1)(mod4) = 2-[m2 —(n2 +1)](mod4).

n,m
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Al ser m par, m* es par; al ser n impar, n* es impar y, en consecuencia, n> + 1 es
par. Asi pues, m?— (n* + 1) es par, por ser la diferencia de dos pares. Por tanto:

Qo = 2'[1112 - (n2 + 1)](m0d4) =0(mod4),

también por la razon indicada en el primer caso, concluyendo el estudio de este caso.

Por ultimo, quedaria ver el caso en que m sea impar y n par. Sin embargo, como
anm = ampn, €S decir, m y n tienen papeles «simétricos» en la expresion de anm, no es
necesario estudiar este caso, ya que es idéntico al anterior.

Asi pues, recapitulando, hemos demostrado que a,m = 0 (mod 4), para cualesquiera
valores de m y n, lo que equivale a decir que a,m es multiplo de 4, independientemente
de los valores de m y n, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.17

Demuestra que todos los términos de la sucesion {ay},>2 son multiplos de 600, siendo,
para cualquier n > 2:

a, = (n2 —1)(n2 +1)(n4 —16)n2 .
Sea n > 2. Puesto que 600 = 23-3-5% para ver que a, es multiplo de 600, basta con
ver que lo es de 2%, de 3, y de 5%, ya que 2, 3 y 5 son niimeros primos distintos (y, por

tanto, coprimos dos a dos).

Veamos que a, es miltiplo de 2°

Entre los factores que definen a, hay dos diferencias de cuadrados. Aplicando la co-
rrespondiente formula, podemos escribir:

a, =(n+1)(n—1)(n2 +1)(n2 +4)(n2 —4)n2,

expresion en la que también hay una diferencia de cuadrados. Factorizando esta dife-
rencia de cuadrados, tenemos:

a,=(n+1)(n=1)(n’ +1)(n* +4)(n+2)(n-2)n".
Ahora, caben dos posibilidades: que n sea par, 0 que n sea impar.
Si n es par, entonces, los niimeros n? + 4, n + 2 y n — 2 también son pares, luego el
producto (n? + 4)(n + 2)(n — 2) es multiplo de 2°, y, en consecuencia, la expresion:

a, =(n+1)(n—1)(n2 +1)(n2 +4)(n+2)(n—2)n2,

que incluye esos tres factores, también lo es.
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Si n es impar, entonces, los nimeros n + 1, n — 1 y n®> + 1 son pares. Por tanto, el
producto (n + 1)(n — 1)(n? + 1) es multiplo de 2°, y, como antes, llegamos a la conclu-
sion de que:

a, =(n+1)(n—1)(n2 +1)(n2 +4)(n+2)(n—2)n2

es multiplo de 2°. Tenemos, pues, que, en cualquier caso, a, es multiplo de 23, como
queriamos demostrar.

Veamos que a, es multiplo de 3

Considerando la expresion de a, dada en el enunciado:
a,=(n’=1)(n’ +1)(n* =16)n*,

podemos observar que tres de los cuatro factores son nimeros consecutivos, a saber,
n?> — 1, n? yn? + 1, por lo que necesariamente tiene que haber uno que sea multiplo de
3, de donde podemos afirmar que el producto de los tres es, forzosamente, multiplo de
3. Asi pues, como el producto (n®> — 1)(n? + 1)n* es multiplo de 3, al afiadir el cuarto
factor, también obtenemos un multiplo de 3. En otras palabras, hemos probado que a,
es multiplo de 3, como pretendiamos.

Veamos que a, es multiplo de 5°

En primer lugar, si n es multiplo de 5, es claro que n? es miltiplo de 52, luego a, tam-
bién lo es, pues la expresion de a, incorpora el factor n.

Supongamos, pues, que n no es multiplo de 5. En esta situacion, puesto que 5 es
primo y n es coprimo con 5, estamos en las hipdtesis del Pequefio Teorema de Fermat.
Aplicando este teorema, podemos afirmar que n* = 1 (mod 5) y, trasponiendo el uno,
n* — 1 =0 (mod 5), lo que equivale a decir que n* — 1 es multiplo de 5. Puesto que 15
también es multiplo de 5, restando 15 a n* — 1, tenemos que n* — 1 — 15 = n* — 16 tam-
bién es multiplo de 5.

Ya solo nos queda reescribir la expresion de a,, teniendo en cuenta que en ella hay
una suma por una diferencia:

a (n2 —1)(n2 +l)(n4 —16)n2 =(n4 —l)(n4 —16)n2.

n =

En esta nueva expresion de a, hay dos multiplos de 5, n* — 1 y n* — 16, como he-
mos visto, luego el producto de ambos es multiplo de 5% de donde se deduce que a,
también lo es.

Recapitulando, hemos demostrado que el niimero a, es multiplo de 2°, de 3 y de 5%,
para cualquier n > 2. En consecuencia, podemos afirmar que a, es multiplo de 600,
paran > 2, como se pedia demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 1.18

Determina los valores del natural n para los que los numeros de la forma 2" — 1 son
multiplos de 7. Demuestra que no hay ningun numero de la forma 2" + 1 (n natural)
que sea multiplo de 7.

Lo resolveremos calculando los resultados de 2" médulo 7, para los sucesivos valo-
res de n, a partir de n = 0, hasta que encontremos el «gaussiano», es decir, hasta que
hallemos el menor niumero natural no nulo, digamos g, tal que 28 =1 (mod 7). A partir
de ahi, los resultados obtenidos al ir incrementando el valor del exponente, de uno en
uno, se repetirdn de manera ciclica.

Paran = 0, es trivial que 2°=1=1 (mod 7).

Paran =1, tenemos 2! =2 =2 (mod 7).

Para n = 2, resulta 2> = 4 = 4 (mod 7).

Para n = 3, ya tenemos 2° = 8 = 1 (mod 7).

Asi pues, el gaussiano es g = 3, y, con los resultados obtenidos, podemos estable-
cer las siguientes congruencias:

2" =1(mod7), 2" =2(mod7) y 2*** =4(mod7),Vp=0.

Para la primera parte del problema, restando 1 en ambos miembros de cada con-
gruencia, se sigue:

2% —1=0(mod7), 2" —1=1(mod7) y 2" —1=3(mod7),Vp=0.

Puesto que solo se obtiene cero para los exponentes de la forma 3p, podemos con-
cluir con que 2" — 1 es multiplo de 7 si, y solo si, n es multiplo de 3.

Para la segunda parte, sumando 1 en ambos miembros de las mismas congruencias,
tenemos:

2% +1=2(mod7), 2" +1=3(mod7) y 2% +1=5(mod7),Vp=0.

Como en ningun caso se obtiene un resultado nulo, es claro que 2" + 1 no es multi-
plo de 7, sea cual sea el valor natural de n, como se queria demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, 1993, y Olimpiadas Matematicas)
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Problema 1.19

Determina el resto de la division euclidea de 7" entre 9, segun los diferentes valores
del natural n. Como aplicacion, calcula el resto de la division euclidea de 41731 1259
entre 9, y encuentra los valores de n para los que 43" + 25" + 4 es muiltiplo de 9.

Veamos la primera parte:

Como es evidente, para cada natural n, el resto de la division euclidea de 7" entre 9
coincide con el resultado de la congruencia 7" modulo 9. Asi pues, para resolver este
apartado, calcularemos el resultado de esta congruencia, para los distintos valores de n,
hasta que encontremos el «gaussianoy», ya que, a partir de ¢l, los valores de la con-
gruencia se repetiran ciclicamente.

Paran = 0, es claro que 7°=1=1 (mod 9).

Paran =1, se tiene 7! =7 =7 (mod 9).

Para n = 2, resulta 7 = 49 =4 (mod 9).

Para n = 3, ya tenemos que 7° = 7-7° = 7-4 (mod 9) = 28 (mod 9) = 1 (mod 9).

Por tanto, el «gaussiano» es g = 3, y, en consecuencia, podemos decir que, para to-
do niimero natural k, tenemos:

7 =1(mod9), 7' =7(mod9) y 7°*** =4(mod9),

lo que se traduce en que el resto de la division euclidea de 7" entre 9 es: 1 si n es multi-
plo de 3; 7 sin es de la forma n = 3k + 1, con k natural; y 4 si existe un nimero natural
k tal que n =3k + 2, que es la respuesta a la primera parte del problema.

La primera de las aplicaciones consiste en hallar el resultado de la congruencia
41731'%% modulo 9, para lo cual usaremos los resultados obtenidos anteriormente.

Dividiendo 41731 entre 9, resulta 41731 = 9-4636 + 7, de donde se desprende la
congruencia:

41731=7(mod9),

y, elevando:
41731 =7 (mod9).

Por otra parte, de la division de 1259 entre 3, podemos escribir 1259 = 3-419 + 2,
lo que implica:

71259 — 73-419+2 = 4(m0d9) ,
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pues estamos en el tltimo caso de los considerados antes. Por tanto, tenemos:
41731" =7 (mod9) = 4(mod9),

lo que significa que el resto de la division euclidea de 41731'%% entre 9 es igual a 4.

Para la ultima parte del problema, como 43 = 7 (mod 9), tenemos:
43" =7 (mod9) = 7(mod9),

por darse la segunda situacion de las vistas al principio.
Por otro lado, también 25 = 7 (mod 9), luego:

25" =7"(mod9),

cuyo valor depende de n, como ya sabemos. Asi pues, sumando miembro a miembro y
operando, podemos escribir:

43" 425" +4=7+7" +4(mod9) =7" +11(mod9) =7" +2(mod9),

lo que significa que 43! + 25" + 4 es multiplo de 9 si, y solo si, 7" + 2 = 0 (mod 9),
situacion que se da solo si 7" = 7 (mod 9), esto es, si n es de la forma n = 3k + 1, para
algin namero natural k.

(Examen de Universidad)

Problema 1.20
Determina las tres tiltimas cifras del nimero 7°°%°.

Las tres ultimas cifras de un niimero coinciden con el resto de dividirlo por 1000,
por lo que para resolver el problema basta con determinar el valor de la congruencia
7%%° modulo 1000. Ahora bien, como el exponente es bastante alto, procederemos a
calcular las sucesivas potencias de 7 modulo 1000 (con mucha paciencia), hasta encon-
trar el gaussiano, puesto que a partir de ahi los valores se repetiran de modo ciclico.

Sin =0, obviamente tenemos 7° = 1= 1 (mod 1000).

Sin=1,resulta 7! =7 =7 (mod 1000).

Sin =2, entonces, 7> = 49 = 49 (mod 1000).

Sin=3,7° =343 =343 (mod 1000).

Sin=4,7*=2401 =401 (mod 1000).

Sin=5,7"=7-7*=7-401 (mod 1000) = 2807 (mod 1000) = 807 (mod 1000).
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Sin=6,7°=7-7°=7-807 (mod 1000) = 5649 (mod 1000) = 649 (mod 1000).
Sin=7,7"=7-7°=7-649 (mod 1000) = 4543 (mod 1000) = 543 (mod 1000).
Sin=38,7%=7-7"=7-543 (mod 1000) = 3801 (mod 1000) = 801 (mod 1000).
Sin=09,7°=7-78=7-801 (mod 1000) = 5607 (mod 1000) = 607 (mod 1000).
Sin=10,7"%=7-7°=7-607 (mod 1000) = 4249 (mod 1000) = 249 (mod 1000).
Sin=11,7'"'=7-7'"=7-249 (mod 1000) = 1743 (mod 1000) = 743 (mod 1000).
Sin=12,72=7-7""=7-743 (mod 1000) = 5201 (mod 1000) = 201 (mod 1000).
Sin=13,7%=7-7"2=7-201 (mod 1000) = 1407 (mod 1000) = 407 (mod 1000).
Sin=14,7%=7-7"=7-407 (mod 1000) = 2849 (mod 1000) = 849 (mod 1000).
Sin=15,7%=7-7"=7-849 (mod 1000) = 5943 (mod 1000) = 943 (mod 1000).
Sin=16,7%=7-7=17-943 (mod 1000) = 6601 (mod 1000) = 601 (mod 1000).
Sin=17,7"=7-7"=7-601 (mod 1000) = 4207 (mod 1000) = 207 (mod 1000).
Sin=18,7%=7-7"7=7-207 (mod 1000) = 1449 (mod 1000) = 449 (mod 1000).
Sin=19, 7" =7-7" = 7-449 (mod 1000) = 3143 (mod 1000) = 143 (mod 1000).
Sin =20, 7?°=7-7" = 7-143 (mod 1000) = 1001 (mod 1000) = 1 (mod 1000).
Como vemos, al fin ha vuelto a aparecer el uno. En consecuencia, a partir de aqui,
los valores hallados se suceden ciclicamente, en rachas de veinte numeros. Asi pues,
para hallar el resultado de 7°°*° médulo 1000, es necesario conocer la forma del expo-
nente, en relacion con los escritos, es decir, tenemos que dividir 9999 entre 20, lo que
proporciona la expresion 9999 = 20-499 + 19, que permite escribir:

77 = 7 = 7209 71 =1.143(mod 1000) = 143 (mod 1000)

lo que significa que el niimero 7°° termina en las cifras 143, que es lo que queriamos
averiguar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.21
Halla todos los numeros naturales m tales que 2066 = 2766 (mod m).
Trasponiendo el 2766 en la congruencia dada y operando:

2066 =2766(modm) < 2066 —2766 = 0(modm) <
—700 = 0(modm) < 700 = O(modm) ,

lo cual es equivalente a decir que 700 es multiplo de m.
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Por tanto, m puede ser cualquiera de los divisores de 700, esto es, cualquiera de los
naturales del conjunto {1,2,4,5,7,10,14,20,25,28,35,50,70,100,140,175,350,700}.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)

Problema 1.22

Demuestra que si p y 5 son coprimos, entonces p*' + 3p™ — 4 es multiplo de 100, para
todo natural n.

Sean p un nimero natural coprimo con 5, y n un nimero natural cualquiera.
En primer lugar, observemos que si n = 0, entonces:

P+ 3pM—4=p"+3p°-4=1+3-4=0,

que es, trivialmente, un multiplo de 100. Asi pues, en todo lo sucesivo supondremos
quen>1.

Ahora, abordaremos el problema tratando de factorizar el polinomio en la indeter-
minada p que nos proporciona el enunciado. Para ello, conviene pensar que se trata de
un polinomio de segundo grado en la indeterminada p*", es decir, es adecuado reescri-
birlo como:

(p4n )2 +3p4n -4 ,
ya que, de este modo, podemos resolver la ecuacion:
( 4n 2 4n _

p™) +3p" -4=0,

en la incognita p*, con la conocida formula, obteniendo de esta manera las raices del
polinomio y, con ellas, la factorizacion del mismo. Asi, tenemos:

w —3E9+16 {p4“=1
pr=——"1"-—=

2

por lo que podemos escribir:

pSn +3p4n _4:<p4n _1)<p4n +4) .

4n _

Obsérvese que es absurdo plantear la posibilidad de que p —4, puesto que una
potencia par de un nimero natural no puede dar un resultado negativo, y que tampoco
es muy logico pensar que p** = 1, ya que esta igualdad solo puede verificarse sip =1 o
n = 0, lo cual no tiene por qué ser asi. Sin embargo, estas igualdades inicamente son un
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artificio que hemos utilizado con el fin de factorizar el polinomio, y no tienen mayores
consecuencias; realmente, no hemos pretendido asignar el valor 1 o —4 a p*, ni hemos
aceptado que sea asi. Como es claro, la factorizacion obtenida es valida para cualquier
valor de p (realizando el producto indicado puede comprobarse facilmente), lo cual
justifica el uso del artificio antes aludido. Asi pues, para ver que p*" + 3p*" — 4 es ml-
tiplo de 100, podemos comprobar que lo es (p* — 1)(p* + 4).

Por otro lado, como 100 = 22-5%, y 2 y 5 son niimeros primos distintos (y, por tan-
to, coprimos), es suficiente con demostrar, separadamente, que (p*™ — 1)(p*™ + 4) es
multiplo de 4 y de 25.

Veamos, pues, que (p*" — 1)(p* + 4) es multiplo de 4:

Si p es par, entonces, p*" es multiplo de 16, puesto que la base 2 aparece en la des-
composicién en factores primos de p* con un exponente no inferior a 4 (recordemos
que estamos suponiendo que n > 1). En particular, p* es multiplo de 4 y, en conse-
cuencia, también lo es p* + 4, por ser la suma de dos multiplos de 4. Obviamente, al
afiadir el otro factor, resulta también un multiplo de 4, y ya tenemos probado lo que
queriamos.

Si, por el contrario, p es impar, es claro que tanto p* + 1 como p>" — 1 son pares, y,
entonces, el producto de ambos es miltiplo de 4. Pero (p* + 1)(p* — 1) = p** — 1, por la
conocida identidad. Asi pues, podemos afirmar que p*" — 1 es multiplo de 4, y sigue
siéndolo al afiadir el factor p* + 4, lo que permite obtener el resultado buscado.

Por tanto, ya sabemos que, en cualquier caso, (p* — 1)(p*" + 4) es multiplo de 4.

Veamos ahora que también lo es de 25:

Como p y 5 son coprimos, estamos en las hipotesis del Pequefio Teorema de Fer-
mat. Aplicando este teorema, tenemos:

p* =1(mod5).
Elevando ambos miembros de esta congruencia a n, obtenemos:
p* =1(mod5),
de donde se sigue, trasponiendo el uno:
p*™ —1=0(mod5),

lo que equivale a decir que p** — 1 es multiplo de 5.
Pero la congruencia p* = 1 (mod 5) proporciona otro resultado: sumando 4 a am-
bos miembros, podemos escribir:

p* +4=5(mod5)=0(mod5),
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expresion que indica que también p*" + 4 es multiplo de 5. Asi pues, al tener dos facto-
res multiplos de 5, el producto (p** — 1)(p*" + 4) es multiplo de 25.

Con todo lo dicho, ya podemos afirmar que p*" + 3p** — 4 es multiplo de 100, co-
mo queriamos ver.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.23

Escribe los divisores de 1001. Dados el numero natural n y los naturales ay, 0 <k <n,
seap =ap+ a; -1000 + az -1000° +-+ a, -1000", y sea ¢ = ap— a; + a> —+ (—1)"an.
Demuestra que p y q son congruentes modulo 1001.

Como aplicacion, averigua si 312879645 es divisible por 7, por 11 o por 13.

Puesto que 1001 = 7-11-13, resulta claro que sus 8 divisores naturales son los si-
guientes: 1,7, 11, 13, 77, 91, 143 y 1001.

Veamos ahora que p y q son congruentes modulo 1001. Para ello, en primer lugar,
observemos que, como es evidente:

1000 = —-1(mod1001) ,
de donde se sigue, para todo k natural:
1000* = (—1)" (mod1001),
y, en consecuencia, para todo k, 0 <k <n:
a, -1000* =a, -(~1)" (mod1001).

A partir de aqui, sumando término a término las congruencias resultantes de variar
k desde 0 hasta n, podemos escribir:

iak -1000* = iak -(=1)" (mod1001) .
k=0 k=0

Por ultimo, solo hay que observar que el primer miembro de esta congruencia es
precisamente p, mientras que el segundo es q. Asi pues, tenemos ya probada la con-
gruencia p = q (mod 1001), como queriamos.

Para la aplicacion, tengamos en cuenta que, como p = q (mod 1001), debe existir
un nimero natural, digamos s, tal que p = q + 1001s. Por tanto, al ser 7, 11 y 13 diviso-
res de 1001, es claro que cada uno de estos numeros es divisor de p si, y solo si, lo es
también de q. Ahora, haciendo p = 312879645, es claro que, escrito en base 1000, re-
sulta p = 312879645 = 645 + 879-1000 + 312-10007, es decir, en este caso concreto,
tenemos ap = 645, a; =879 y a, = 312, de donde se sigue q = 645 — 879 + 312 =78.
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Como 7y 11 no son divisores de 78 (no son divisores de q), resulta que tampoco lo
son de 312879645 (no lo son de p). Por el contrario, 13 si que es divisor de 78, luego
también lo es de 312879645.

Obsérvese que en este problema, en realidad, hemos obtenido un criterio para de-
terminar cudndo un niimero muy grande, p, es divisible por cada uno de los divisores
de 1001 (listados anteriormente), basaindonos en si el numero g, asociado a p, es divisi-
ble o no por el divisor de 1001 en cuestion.

(Adaptado de Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1977, y de exa-
men de Universidad)

Problema 1.24

Para cada niimero natural n, sea a, = 2" + 2°" + 23", Se pide:

a) Demuestra que an+3 es congruente con a, modulo 7, para todo n.

b) Determina los valores de n para los que a, es divisible por 7, empleando el aparta-
do anterior.

¢) ;Son multiplos de 7 los numeros 11105, 10101002 y 10010010003, escritos en base 2?

Apartado a)

Lo demostraremos mediante una cadena de equivalencias, en la que la ltima proposi-
cion sea cierta. Sea n un numero natural cualquiera. Entonces:

a,,=a, (mod7) & a , —a, =0(mod7) &
20 4270 4 0 (27 427 427 ) = 0(mod 7) &
2n+3 +22n+6 +23n+9 _2n _22n _23n EO(mOd7) PN
8-2"+64-2" +512-2°" 2" =2 =2 =(0(mod7) &

(8—=1)2" +(64-1)2°" +(512—1)2" =0(mod 7) &

7-2"+63-2"" +511-2" =0(mod7) & 7-2"+63-2*" +511-2" =7

(el punto sobre el 7 indica un multiplo de este nimero), lo cual es cierto, ya que cada
sumando es multiplo de 7, al incorporar un factor que lo es.

Apartado b)

Lo veremos dando a n los primeros tres valores y usando el apartado anterior para ge-
neralizar los resultados, teniendo en cuenta el hecho de que an+3 = a, (mod 7) implica,
en particular, que an+3 es miltiplo de 7 si, y solo si, a, lo es.
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Para n = 0, tenemos que ag = 2° + 2% + 2% = 3, que no es multiplo de 7. Por el apar-
tado anterior, agp+3 tampoco lo es, de donde se sigue que agp+3+3 = az.2 tampoco, y de aqui,
que az2+3 = a33 tampoco... Continuando sucesivamente con este razonamiento, por
induccion, podemos afirmar que, para cualquier multiplo de 3, digamos 3k, siendo k un
ntimero natural cualquiera, tenemos que as = 2°* + 2%+ 2% no es multiplo de 7.

Para n = 1, tenemos a; = 2! + 22 + 23 = 14, que si que es multiplo de 7. Proce-
diendo de manera similar al caso anterior, podemos afirmar que aj+3, ai+3+3 = ai+3-2,
a1+3.243 = a1+3-3, y, en general, ai+3k, son multiplos de 7, para cualquier valor natural de k.

Por tiltimo, si n = 2, ay = 22 + 2% + 26 = 84, que también es multiplo de 7. Entonces,
como antes, tenemos que a»+3kx es multiplo de 7, para cualquier natural k.

Asi pues, recapitulando, podemos decir que a, es multiplo de 7 si, y solo si, n no es
multiplo de 3.

Apartado c¢)

Este apartado es una simple aplicacion del anterior. En efecto, escribiendo los numeros
en base 10, tenemos 1110y = 2! + 22 + 23 = a;; 1010100y = 2> + 2% + 26 = ay; y
1001001000, = 2° + 26 + 27 = a3. Por tanto, los dos primeros niimeros son multiplos de
7, mientras que el tercero no lo es.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1974, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.25

Sean a, m y n naturales no nulos. Demuestra que las siguientes afirmaciones son cier-
tas:

) ,n o o
a) Si m > n, entonces, a- +1 es divisorde a~ —1.

. 1 sia es par
b) Si m#n, entonces, med(a® +1,a° +1)= { P

2 sia es impar

Apartado a)

Si m > n, entonces, existe un niimero natural no nulo, digamos k, tal que m = n + k.
Sustituyendo y operando, podemos escribir:

a” —1=2a"" —1=a"" -1 =(a2“ )zk 1. (I)

Haciendo el cambio x =a® , la Gltima expresién se transforma en x> -1, que es
un polinomio de grado 2 en la indeterminada x. Ahora, como k es distinto de cero, 2*
es un nimero par, por lo que x =—1 es una raiz de este polinomio. Entonces, podemos
factorizarlo mediante la regla de Ruffini, obteniéndose:

2k_3

xzk—1=(X+1)(x2k’1—x2k’2+x —---+x—l).
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Deshaciendo el cambio, se sigue:

k

I (G A O I O

y, sustituyendo en (I), resulta:

2 1= +1)[(af I (S ) _lj |

De este modo, hemos escrito explicitamente a> —1 como el producto de a> +1 y
otro factor, lo que prueba que a* +1 es divisor de a> —1, como queriamos demostrar.

Hemos de tener presente que, al hacer el cambio x =a® , no cabe plantearse la po-
sibilidad de que x = —1, pues, logicamente, a® #—1, para cualquier valor de n. Sin
embargo, con el argumento empleado no intentabamos igualar estas dos expresiones,
sino factorizar el polinomio. Cuando hemos efectuado el cambio y hemos convertido la
expresion obtenida en un polinomio, hemos «liberado» el valor de x, lo que nos ha
permitido factorizar el polinomio y llegar a una igualdad valida para cualquier valor de
x (una identidad). A posteriori, es licito particularizar el valor de x y deshacer el cam-
bio, para llegar a la igualdad buscada.

Apartado b)

Sim # n, entonces, uno de estos nimeros debe ser mayor que el otro. Puesto que my n
tienen papeles «simétricos» en el enunciado, podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que es m > n.

Por el apartado a), sabemos que a’ +1 es divisor de a*” —1, lo que se traduce en
que existe un numero natural, digamos p, tal que:

a’ —1=p-(azn +1),
y, sumando 2 en ambos miembros, resulta:
a2m+1=p-(a"+1)+2. (I1)

Sea ahora d =mcd(a” +1,a> +1).
Por la definicion del maximo comun divisor, tenemos, en particular, que d es divi-

sorde a® +1 yde a® +1, luego, en la igualdad (II), d es divisor del primer miembro
y del primer término del segundo, por lo que debe serlo también del otro sumando, esto
es, de 2. Puesto que los unicos divisores naturales de 2 son 1y 2, solo caben estos dos

valores de d. Logicamente, que sea uno u otro dependera de la paridad de a® +1 y de

a” +1 (que tienen la misma), la cual depende, a su vez, de la paridad de a.
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Concretamente, si a es par, entonces a° +1 y a® +1 son impares, por lo que su
maximo comun divisor no puede ser 2, y, por tanto, debe ser 1; si, por el contrario, a es

impar, entonces a*> +1y a® +1 son pares, razon por la que su maximo comuin divisor
debe ser 2.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.26

Demuestra que los niimeros de Fermat, dados por la expresion F(n)=2" +1, termi-
nan en 7 en el sistema decimal, salvo el primero.

Lo demostraremos por induccion.

Para n = 1, tenemos F(1) = 27 +1=5, que no termina en 7, tal y como afirma el
enunciado.

Para n = 2, resulta F(2) =2" +1=17, que si acaba en 7. Fijamos, pues, la base de

la induccion en n = 2.
Supongamos ahora que F(n) termina en 7, y veamos que, en tal caso, también lo
hace F(n + 1), siendo:

n+l n n 2
F(n+1)=2"" +1=2 '2+1=(22 ) +1.

Para aplicar la hipotesis de induccion, necesitamos introducir la expresion F(n), lo
cual podemos conseguir sumando 1 (y restandolo, para «compensar») en el interior del
paréntesis. De este modo, se sigue:

F(n+1)=(22" )2 +1=(22" +1—1)2+1=(F(n)—1)2+1.

Por la hipoétesis de induccion, F(n) acaba en 7, luego la expresion entre paréntesis,
F(n) — 1, termina en 6. Es facil comprobar que el cuadrado de un nimero acabado en 6
también acaba en 6, por lo que podemos afirmar que [F(n) — 1]* termina en 6. Final-
mente, al sumarle 1, obtenemos un niimero acabado en 7, precisamente lo que queria-
mos demostrar.

De este modo, por induccion, podemos decir que todos los nimeros de Fermat da-
dos por la formula del enunciado acaban en 7, salvo el primero, lo que cierra el pro-
blema.

(Oposiciones de Secundaria, 1998, Olimpiadas Matematicas y examen de Universidad)
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Problema 1.27

Demuestra que 1000! es divisible por 2°°** y que no lo es por 2°°. Halla el mayor nii-
mero natural q tal que 1000! sea multiplo de 39. Determina el exponente del numero
primo p en la descomposicion en factores primos de n!, siendo p < n.

La primera parte del problema plantea, sencillamente, demostrar que, en la des-
composicion en factores primos del 1000!, el nimero 2 aparece 294 veces; la segunda
parte propone determinar el exponente del 3 en esa misma factorizacion; la tercera es
una generalizacion de los dos casos anteriores, en la que se plantea calcular el exponen-
te de un factor cualquiera en la descomposicion en factores primos del factorial de un
natural arbitrario n.

En primer lugar, sabemos que 1000! =1-2:3:4:5:6---995-996-997-998-999-1000.

Evidentemente, en esta expresion hay numeros pares e impares, que aparecen de
manera alternada. Si reorganizamos los factores, dejando los impares al principio y los
pares al final, podemos escribir:

1000!=(1-3-5-7---995-997-999)-(2-4-6-8---996-998-1000) .

Para simplificar la escritura, denotaremos por I el producto de los nimeros impares
del primer paréntesis, resultando, obviamente, un nimero impar. Con esta notacion,
tenemos:

1000!=1-(2-4-6-8---996-998-1000) .

Puesto que en el paréntesis hay 500 nimeros pares, podemos «extraer» un 2 de ca-
da uno de ellos, quedando:

1000!=I~(1~2~3-4~-~498-499~500)~25°°.

(obsérvese que en el paréntesis estan las mitades de los numeros que estaban anterior-
mente).

De nuevo, en el paréntesis, estan los niimeros pares y los impares alternados. Si re-
organizamos estos numeros, como antes, dejando los impares delante y los pares de-
tras, tenemos:

1000!=1-(1-3-5-7---495-497-499)-(2-4-6-8---496-498-500)- 2" .
Agrupando los nimeros impares del primer paréntesis con los incluidos en la ex-
presion I, y utilizando esta misma letra para designar la nueva expresion resultante,

podemos escribir:

1000!=I-(2-4~6-8---496-498-500)-2500.
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También como antes, «extrayendo» un 2 de cada uno de los 250 niimeros pares del
paréntesis, podemos escribir:

1000!=1-(1-2-3-4---248-249-250)- 27,

Reordenando los niimeros del paréntesis, colocando los impares en primer lugar y
los pares en segundo:

IOOO!=I-(1-3-5-7-~-245-247~249)~(2-4-6-8---246-248-250)-2750.

Agrupando nuevamente los factores impares del primer paréntesis con los incluidos
en la letra I, y denotando con esta misma letra la nueva expresion resultante, tenemos:

1000!=1-(2-4-6-8---247-248-250)-27.
«Extrayendo» un 2 de cada uno de los 125 nimeros pares del paréntesis, resulta:
1000!=1-(1-2-3-4---123-124-125)-2°".

De nuevo, reorganizamos los factores, situando los impares en primer lugar y los
pares a continuacion, dandose la igualdad:

1000!=1-(1-3-5-7---121-123-125)-(2-4-6-8--120-122-124) - 2°".

Volvemos a incluir los factores impares del primer paréntesis en la letra I, y «ex-
traemos» un 2 de cada uno de los 62 numeros pares presentes en el segundo paréntesis,
quedando:

IOOO!=I-(1~2-3-4---60-61-62)~2937.

Reordenamos nuevamente los factores, incluimos los impares en la letra I, y «ex-
traemos» un 2 de cada uno de los 31 nimeros pares del paréntesis:

1000!=1-(1-3-5-7---57-59-61)-(2-4-6-8--58-60-62)- 2" <
1000!=1-(2-4-6-8--58-60-62)-2"7 <1000!=1-(1-2-3-4---29-30-31) - 2°%.

Repitiendo el proceso, teniendo en cuenta que en esta ocasion aparecen 15 factores
pares:

1000!=I-(1~3-5-7~~27-29-31)-(2~4-6-8---26-28-30)-29(’8 =

1000!=I~(2'4~6'8---26o28~30)'2968 <:>1000!=1.(1.2.3.4...13.14.15).2983_
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Actuando de la misma manera, con 7 nimeros pares:
1000!=1-(1-3-5-7-9-11-13-15)-(2-4-6-8:10-12-14)- 2" &
1000!=1-(1-2-3-4-5-6-7)-2".
Reiterando el procedimiento:
1000!=1-(1-3-5-7)-(2-4-6)-2" < 1000!=1-(1-2-3)-2",
y, finalmente:
1000!=1-(1-3)-2-2"" < 1000!=1-2"".

A partir de esta Gltima expresion, es claro que 1000! es divisible por 2%, puesto
que este numero aparece explicitamente como un factor de 1000!. Asimismo, podemos
ver que no lo es por 2°%°, ya que I es un namero impar.

Con esta manera de proceder, hemos conseguido cerrar la primera parte del pro-
blema, si bien lo hemos hecho un poco con «la cuenta de la vieja». Para los otros dos
casos, conviene seguir una estrategia mas sistematica, que podemos establecer a partir
del trabajo realizado.

Observemos que, para llegar al exponente del factor 2, en realidad, basta con cono-
cer la cantidad de numeros pares que tenemos en el ultimo paréntesis en cada etapa del
proceso, y finalmente sumar estas cantidades.

En efecto, la secuencia formada por la cantidad de nimeros pares que hemos escri-
to en el ultimo paréntesis es 500, 250, 125, 62, 31, 15,7, 3 y 1, y el exponente buscado
resulta de la suma, 500 +250 + 125+ 62 +31+15+7+3+1=994.

Ahora bien, es facil observar que esta secuencia resulta de dividir por 2 la cantidad
de factores totales que no estan incluidos en la expresion I en la etapa anterior, salvo
cuando esta cantidad no es par, en cuyo caso se considera la parte entera. En otras pala-
bras, hemos calculado la mitad de 1000, luego la mitad de esa mitad (es decir, la cuarta
parte de 1000), luego la mitad de este ultimo resultado (la octava parte de 1000), y asi,
sucesivamente, hemos dividido el nimero 1000 por las potencias 2¥, con k > 1 natural,
hasta llegar al 1, teniendo en cuenta tomar la parte entera cuando la division no es exacta.

Con este razonamiento, podemos decir que si escribimos 1000! = I-2°, siendo I un
nimero impar y s un natural, entonces:

donde la letra «E» representa la parte entera.
Ahora bien, puesto que, para k > 10, se tiene:

{190
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(como es facil de comprobar), en realidad, la suma anterior tiene una cantidad finita de
términos, puesto que a partir de uno dado todos son nulos. Asi pues, aunque tiene el
aspecto de una serie, en realidad es una suma finita.

Para la segunda parte del problema, procedemos de manera similar (aunque ya te-
nemos bastante avanzado el método general).

Puesto que 1000! = 1:2-3-4:5:6:--995-996-997-998-999-1000, podemos reorgani-
zar los factores, de manera que queden los multiplos de 3 al final, y los que no lo son,
al principio:

1000!=(1-2-4-5-7-8-10---995-997-998-1000)-(3-6-9-12::-990-993-996-999).

Para simplificar la escritura, representamos por A el producto de todos los factores
que no son multiplo de 3, quedando:

1000!=A-(3-6-9-12:--990-993-996 - 999) .

Puesto que en el paréntesis hay 333 multiplos de 3, podemos «extraer» el factor 3
ese numero de veces, y escribir:

1000!=A-(1-2-3-4---330-331-332-333) -3,

Obsérvese que el nimero 333 es el resultado de tomar la parte entera del cociente
de 1000 entre 3, de forma analoga al caso anterior.

A continuacion, procedemos de manera similar, reorganizando los factores, agru-
pando en la expresion A los que no son multiplos de 3, y «extrayendo» el factor 3 del
paréntesis 111 veces:

1000!=A-(1-2-4-5-7---328-329-331-332)(3-6-9---327-330-333)- 3" &
1000!=A-(3-6-9---327-330-333) 3"
1000!=A-(1-2-3-4---109-110-111)-3**.

Obsérvese que el numero 111 resulta de dividir por 3 el numero de la etapa ante-
rior, el 333, de forma similar a la primera parte del problema.

Con todo lo dicho, es claro que no es necesario seguir con «la cuenta de la viejay,
y podemos pasar a resolver la segunda parte del problema de forma sistematica.

Si escribimos 1000! = A-39, siendo A un niimero no divisible por 3 y q un natural,
entonces:
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Como antes, la suma indicada tiene una cantidad finita de términos, ya que, para
k > 7, todos los sumandos son nulos, como es facil de comprobar. Asi pues, tenemos:

q=E[1000j+E(10?0]+E(10?0]+E(10?0j+E(1080J+E(1080J,
3 3 3 3 3 3

y, realizando los calculos, q =333 + 111 +37 + 12 + 4 + 1 = 498, que es el nimero que
da respuesta a la segunda parte del problema.

Para el caso general, planteado en la tercera parte del problema, podemos decir
que, dado el natural n, si n! = N-p', siendo N un nimero no divisible por p, p un nime-
o primo menor que n, y t un natural, entonces:

27

Observemos de nuevo que, pese a su aspecto, se trata de la suma de una cantidad fi-
nita de términos, puesto que existe un valor de k, digamos ko, tal que si k > ko, entonces:

n
o)
(Agrupacion de problemas de Oposiciones de Secundaria y de examen de Universidad)

Problema 1.28

¢ Cuantos numeros enteros del 1 al 1000 no son divisibles ni por 3, ni por 5 ni por 7?

Para cada nimero natural k, con 1 <k < 1000, denotemos por My el conjunto for-
mado por los nimeros naturales comprendidos entre 1 y 1000 que son multiplos de k, y

por M_kel conjunto formado por los numeros del 1 al 1000 que no son multiplos de k.
Con esta notacion:

M, ={ne N,lSnSlOOO,nzf{} y M_kz{ne N,ISnSIOOO,n;tl.(J,

y el problema se reduce a calcular el cardinal del conjunto:
M, "M; "M, .
Por el algebra de conjuntos, se tiene:

M, "M, "M, =M, UM, UM, ,
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lo que implica:

B

M AN M

=M, UM, UM,

donde las barras verticales denotan el cardinal del correspondiente conjunto. Pero:

M oM, oM,

=1000-|M, UM; UM, |,

puesto que el conjunto universal considerado es el formado por los nimeros del 1 al
1000, luego basta con calcular:

IM; UM UM, |.
Por el principio de inclusion-exclusion:

M, UM; UM, |=
M
=M, [+ My + M, | =My A M| =My AM, [ =M AM, |+ M, Mg A M, |

Ahora bien, para cada k comprendido entre 1 y 1000, el nimero de multiplos de k
que hay entre 1 y 1000 viene dado por:
E(IOOOJ ’
k

donde la letra «E» representa la parte entera (como hemos visto en el problema ante-
rior). Por tanto:

Por otro lado, para cualesquiera iy j naturales comprendidos entre 1y 1000, es cla-
ro que MiNM; es el conjunto formado por los multiplos comunes de i y j que estan
comprendidos entre 1 y 1000, de donde se deduce que M;NM; es el conjunto formado
por los nimeros del 1 al 1000 que son multiplos de mem(i,j). Asi pues:

1000
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De la misma manera, podemos llegar a que, para cualesquiera i, j y k comprendi-
dos entre 1 y 1000, se tiene:

M, "M, "\ M,| =E[LQO,J .
mem (i, j, k)

Particularizando y sustituyendo estas expresiones en (I), resulta:

M, UM, UM, |=

:E(looo]+E(looo}rE(loooj_E(loOO]_E(mooj_E(woojw(mooj’
3 5 7 15 21 35 105

por lo que:

M, UM, UM, |=333+200+142-66—-47-28+9=543.
Podemos concluir, entonces, con que:
[ M UM O M| =1000 - |M, UM, UM, |=1000- 543 =457

es la cantidad de ntimeros naturales del 1 al 1000 que no son multiplos ni de 3, ni de 5,
ni de 7, que es lo que se planteaba en el enunciado.

(Examen de Universidad)

Problema 1.29

Sea p un numero primo. Demuestra que n” = n (mod p), para todo n natural (Teorema
de Fermat).

Si no fuera por la nota entre paréntesis, el problema podria resolverse usando el
Pequeiio Teorema de Fermat, como se muestra a continuacion.

Sea n un niimero natural cualquiera. Si n es multiplo de p, entonces, obviamente n”
también lo es, por lo que n =0 (mod p) y n’ =0 (mod p), de donde se sigue, trivialmen-
te, que n® = n (mod p); si, por el contrario, n no es multiplo de p, entonces, por el Pe-
quefio Teorema de Fermat, resulta que n” ' = 1 (mod p), y, multiplicando ambos miem-
bros de la congruencia por n, se llega a n® =n (mod p), como se queria demostrar.

Sin embargo, la nota entre paréntesis del enunciado hace pensar que no puede
usarse el Pequefio Teorema de Fermat, salvo que se demuestre previamente. Por tanto,
podemos proceder de dos maneras: demostrar el Pequefio Teorema de Fermat (y usar el
argumento anterior) o demostrar directamente la certeza de la congruencia dada en el
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enunciado. Puesto que la demostracion del Pequefio Teorema de Fermat es un resultado
mas tedrico que practico, optaremos por resolver el problema de manera directa, sin
usar el Pequefio Teorema de Fermat, lo cual es posible por el método de induccion.
Para n = 1, claramente se cumple el enunciado, pues 1° = 1 (mod p).
Supongamos ahora que el enunciado es cierto para el natural n > 1, y veamos que,
en tal situacion, también lo es paran + 1, es decir, veamos que:

(n+1)" =n+1(modp).

Aplicando la formula del desarrollo de Newton, tenemos:

(ml)":i(k] bk = ik‘ ,

k=0 k=0

y, separando el primer y el Gltimo sumando del sumatorio, resulta:

p-1
n+1 =Z n +nP +1.
k=]k'

Ahora bien, en el sumatorio, k se extiende desde 1 hasta p — 1, de lo que se deduce
que tanto k como p — k son estrictamente menores que p, lo que implica, a su vez, que
todos los factores de la expresion k!(p — k)! son estrictamente menores que p. Como p
es primo, no tiene divisores menores (salvo el 1, logicamente), lo cual se traduce en
que el factor p estd presente en todos los términos incluidos en el sumatorio (al simpli-
ficar cada fraccion, el factor p no desaparece, puesto que no hay divisores de p en el
denominador). Asi pues, es posible extraer p como factor comin de todos los términos
del sumatorio, lo que significa que:

p-1

p! K
2 TR

k=1 k!(P

es multiplo de p, y, en consecuencia:

p-1

2 k' =0(modp).

Ademas, por la hipdtesis de induccion, tenemos n® =n (mod p). Entonces, tomando
modulo p, llegamos a la congruencia:

p-1

(n+1) =Zk‘ n “+n”+1=0+n+1(modp)=n+1(modp),

k=1

como se pretendia demostrar.
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Asi pues, por induccion, tenemos probado que nP = n (mod p), para todo natural n,
lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2005)

Problema 1.30

Sea p un numero primo mayor que 2. Demuestra que si m” + n” = (0 (mod p), entonces,
m? + n? = 0 (mod p°).

En primer lugar, por el binomio de Newton, tenemos:

PP kN p! k —k
(m+n) =Z m " =) ——m".n"",
k=0 k kzok!(p—k)!

y, separando del sumatorio el primer y el ultimo sumando, se sigue:

b= 1
(m+n)p =Zﬁmk 0" +mP +n”.
k=1 KAP—K):

Ahora, por la hipdtesis establecida en el enunciado, mP + n? es multiplo de p, y, ra-
zonando de la misma manera que en el problema anterior, tenemos que:

DEI“ p! mk .np—k’
sy k!(p—k)!

también lo es. Por tanto, la suma de ambas expresiones es multiplo de p, lo que se tra-
duce en que (m + n)® es multiplo de p. Entonces, como p es primo, podemos afirmar
que el factor p aparece en la descomposicion en factores primos de (m + n)° y, en con-
secuencia, p también es un factor primo de m + n (tengamos en cuenta que, para cua-
lesquiera naturales a y k, a* tiene los mismos factores primos que a, solo que con ma-
yor exponente, si k > 2). En otras palabras, m + n es multiplo de p. De aqui se deduce
que existe un numero natural, digamos q, tal que m + n = qp, de donde se sigue que
m=qp—n.

Sustituyendo esta expresion de m, tenemos:
m’ +n” =(qp—n)’ +n”,

y, aplicando de nuevo el binomio de Newton:

k=0

mP 40 =(qp—n) +n’ = i[ij(qp)“ (=n)"™ +n.
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Separando los dos primeros sumandos del sumatorio, resulta:

1

m? +0° = (-n)° +(qup(—n)pl +§(i](qp)k (=n)"™ + 0.

Como p es un nimero primo mayor que 2, en particular, p es impar, por lo que se
verifica (—n)® = —nP, y, en consecuencia, los términos (—n)? y n” se cancelan. Teniendo
en cuenta también que:

P =p
- ]
1

o o =’ (0" + 3 P ) (-0

llegamos a:

Ahora bien, por una parte, el término qp*(—n)P ! es miltiplo de p* puesto que en él
aparece explicitamente el factor p?; por otra, todos los términos incluidos en el sumato-
rio también son multiplos de p?, ya que en todos ellos esta el factor p¥, cuando k se
extiende desde 2 hasta p (es decir, el exponente de p es mayor o igual que 2 en todos
los sumandos). Por tanto, la suma de ambas expresiones, que resulta ser m? + nP, tam-
bién es multiplo de p?, lo que equivale a decir que se satisface la congruencia:

m’ +n” EO(modpz),

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1977)

Problema 1.31

Consideremos la sucesion de Fibonacci: u; = 1, uz = 1, y un+2 = un+1 + upn, para todo n
mayor o igual que 1. Se pide:

a) Demuestra que dos términos consecutivos cualesquiera de esta sucesion son primos
entre si.

b) Demuestra la relacion:

u,,, =1+Zuk,Vn21.

k=1



Problemas de Aritmética 59

¢) Demuestra que cualesquiera tres términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci
verifican la igualdad:

wi-u  u,, =D
Apartado a)

En primer lugar, hemos de hacer constar que todos los términos de la sucesion de Fibona-
cci son niimeros naturales, pues los dos primeros lo son, y, a partir de ellos, cada término
se obtiene sumando los dos anteriores, esto es, sumando dos numeros naturales. Asi pues,
tiene sentido plantear el hecho de que dos términos consecutivos sean primos entre si.

Si consideramos los dos primeros términos de la sucesion de Fibonacci, u; = 1,
uz = 1, es claro que son primos entre si, pues su maximo comun divisor es 1 (es un caso
particular un tanto diferente; cuando se habla de primos entre si, normalmente se piensa
en numeros distintos, pero hemos de tener presente que se entiende por numeros pri-
mos entre si aquellos cuyo méximo comun divisor es igual a la unidad). Por su parte, el
segundo y el tercer término también son primos entre si, yaque i, =1l yus=uy + uy =
=1+ 1 =2 son primos entre si.

Para continuar, fijemos un nimero natural n > 2, consideremos los dos términos
consecutivos U, y Unp+1, y denotemos d = mcd(uy, un+1). Con esta notacion, la resolucion
del apartado se reduce a demostrar que d = 1, como haremos a continuacion.

Al ser d el maximo comun divisor de u, y Un+1, en particular, se tiene que d es divi-
sor de u, y de un+1, luego ha de ser también divisor de su diferencia, Us+1 — Un.

Ahora bien, por la definicion de la sucesion de Fibonacci, U1 = un + uy-1, de donde,
trasponiendo, se sigue Un+1 — Un = Uy-1. Por tanto, tenemos probado que d es divisor de uy1.

Del mismo modo, como d es divisor de u,1 y de u,, también lo es de u, — un-1. Pe-
ro, como antes, por la definicion de la sucesion de Fibonacci, se tiene u, — Un-1 = Un-2,
luego d es divisor de uy-».

Reiterando este razonamiento, podemos ir «bajando el subindice, hasta llegar a la
conclusion de que d es divisor de los términos un+1, Un, Un-1, Un-2, Un-3,..., U2 y u1. Ahora
bien, tanto u, como u; son igual a la unidad, lo que implica que d es divisor de 1, hecho
que solo es posible si d = 1, como queriamos demostrar.

Apartado b)

Lo haremos por induccion.
En primer lugar, para n = 1, la igualdad se convierte en:

1
u,, =1+ Zuk s
k=1
es decir,u3=1-+u;=1+1=2, lo cual es cierto.
Ahora, supongamos que la formula es cierta para cualquier natural n > 1, y veamos
que, en tal caso, también debe serlo para n + 1. Se trata, pues, de probar la igualdad:

n+l

u =1+ Zuk s
k=1
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admitiendo como cierto que:

n
u ., =1+ Zuk .
k=1

Por la definicion de la sucesion de Fibonacci, se tiene Un+s = Un2 + Unt1, luego,
aplicando la hipétesis de induccion, esto es, sustituyendo un+2 por

n
1+ Zuk ,
k=1
se sigue:

n
u, =1+ Zuk +u,,.-
k=1

Incluyendo el ultimo sumando del segundo miembro en el sumatorio, obtenemos:

n+l

u =1+ Zuk s
k=1

que es la igualdad buscada. Asi pues, por induccion, tenemos ya demostrado que:

u,,, =1+Zuk,Vn21,

k=1
como pretendiamos.

Apartado c¢)

Usaremos también el método de induccion, teniendo en cuenta que hemos de fijar la
base en n = 2, ya que para n = 1 aparece en la formula a demostrar el término uo, que
no esta definido. Asi pues, para n = 2, resulta la formula:

2 2+1
U, =u, U, = (=1 o,
es decir:
2 3
u, —u,-u, =(=1)".

Sustituyendo cada uno de estos términos por su valor, queda 12 — 1-2 = (-1)’, y,
operando, —1 = —1, que es, obviamente, una igualdad cierta. Por tanto, la formula es
cierta paran = 2.
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Supongamos ahora que la formula se verifica para cualquier natural n > 2, y vea-
mos que, entonces, también se cumple para n + 1. Hemos de probar, pues, la validez de
la igualdad:

2 _ n+2
un+l - un ’ un+2 - (_1) s
dando por supuesto que se cumple:
2 _ n+l1
un - l']’n—l : un+1 - (_1) .

Por la definicion de la sucesion de Fibonacci, tenemos U+ = un+1 + U, luego, sus-
tituyendo, resulta:

2 .2
L R T

un+1 n n+2

_un .(un-%—l +un)’

de donde, efectuando el paréntesis y escribiendo el cuadrado de un+1 como el producto
de este término por si mismo, llegamos a:

2 2
—u,-u .un+1_un.un+1_un

l']’n-#l n n+2

= un+1

Teniendo en cuenta nuevamente la definicion de la sucesion de Fibonacci, pode-
mos sustituir el término uy+1 por un + Uy, resultando:

u

n+l n n?

2 _ 2
—u .un+2 _un+1 .(un +un—1)_un .un+1 —u
y, operando y simplificando, tenemos:

2 _ 2 2
Uppr = Uy U _Bn’ﬂ/((n-'—unﬂ Uy = ntl Uy __(un —Uny 'un—l) :

Finalmente, aplicando la hipétesis de induccion e incluyendo el signo negativo en
la potencia, llegamos a:

n+l n

u2 —u .un+2 :_(_I)IH-I :(_1)n+2 ,

que es precisamente la igualdad que queriamos demostrar.
De este modo, por induccion, tenemos que la formula

w-u _ u,,, ==n"
es cierta, para todo natural n > 2, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 1.32
Demuestra que todos los niimeros de la forma n’ + 4 son compuestos, para n > 1.

Nota: Este problema es, realmente, un caso particular de un teorema establecido por
Sophie Germain (1776—1831).

Sea n > 1. Demostraremos el enunciado escribiendo explicitamente n* + 4 como
producto de dos niimeros naturales distintos de uno, lo que garantizard que se trata de
un numero compuesto.

Completando cuadrados, podemos escribir:

n'+4=(n’ +2)2 —4n” =(n’ +2)2 ~(2n)’,

lo cual es una diferencia de cuadrados, y, aplicando la conocida identidad algebraica,
obtenemos la igualdad:

n4+4=(n2+2+2n)(n2+2—2n).

Puesto que n > 1, es obvio que n*> + 2 + 2n > 1, al ser todos los sumandos positivos
(es decir, el nimero n” + 2 + 2n no es igual a la unidad).
Por otro lado:

n*+2-2n>len’-2n+1>0e (n-1)" >0,

lo cual es cierto siempre que n > 1.

Ademas, tanto n®> + 2 + 2n como n? + 2 — 2n son nimeros naturales, al serlo n. De
este modo, hemos escrito n* + 4 como el producto de dos numeros naturales, ambos
distintos de uno, lo que se traduce en que, para n > 1, el nimero n* + 4 es compuesto,
como se queria demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, 1993, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.33

Demuestra que, dado cualquier numero natural n, por grande que sea, siempre es
posible encontrar n numeros naturales consecutivos que no sean primos.

Lo que plantea el enunciado es la posibilidad de encontrar una lista de numeros na-
turales consecutivos, tan larga como se desee, formada exclusivamente por numeros
compuestos. Intuitivamente, ello puede «chocar» un poco con el hecho de que los nii-
meros primos son infinitos, si bien no tiene nada de contradictorio: los nimeros primos
son infinitos, pero se distribuyen de manera que van dejando grandes «lagunas» entre
uno y otro.
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Para resolver el problema, basta con considerar la siguiente lista de nlimeros:
(n+)H2, (n+)43, (n+1)+4, (n+1)%5,..., (n+1)+n+1.

En efecto, esta lista estd formada por n numeros consecutivos y, ademas, todos son
compuestos, puesto que (n + 1)!+ 2 es divisible por 2, al serlo ambos sumandos (ten-
gamos en cuenta que la expresion (n + 1)! estd formada por el producto de todos los
nimeros naturales menores o iguales que n + 1, entre ellos el 2); (n + 1)!+ 3 es divisi-
ble por 3; (n + 1)!+ 4 lo es por 4; y asi, sucesivamente, podemos ver que todos los nu-
meros de la lista son divisibles por algiin nimero menor, por lo que se tiene probado
que todos son compuestos.

(Oposiciones de Secundaria y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.34

Sea k un numero natural no nulo, y sea {x,},>1 la sucesion de numeros naturales defi-
nida, para cada n natural, por x, = ap + an + am’ ++ an®, donde a; son niimeros
naturales dados, para 0 <i <k, y ap # 1. Demuestra que existen infinitos términos de la
SUcesion {Xnln=1 que no son primos.

Como vemos, se trata de una sucesion dada por un polinomio de grado k, con coe-
ficientes naturales. Distinguiremos dos casos: que el término independiente sea nulo, y
que no lo sea.

En primer lugar, si ap = 0, entonces, extrayendo el factor comtin n, tenemos:

— 2 k _ 2 k-1
x,=an+a,n’ +--+an* =n(a +a,n+a;n’ +--+an"").

En tal situacion, basta con elegir un nlimero compuesto como valor de n, y ya ten-
dremos que el término X, no es primo, pues es igual al producto de dos niimeros, uno de
los cuales es compuesto. Como n puede tomar infinitos valores, tenemos probado que
existen infinitos términos de {Xa}n>1 que no son primos, como pretendiamos demostrar.

Supongamos ahora que el término independiente no es nulo. Sea r un nimero natu-
ral no nulo, y consideremos el término de {xn}n>1 asociado a n = r-ao, esto es, el tér-
mino x_, . Sustituyendo en la expresion de x,, tenemos:

X, =a0+a1(r~a0)+a2(roa0)2+---+ak (roao)k,

y, extrayendo el factor comuin ao, resulta:

_ 2 2,3 k-1 k
X, —a0(1+a1r+a0a2r +aja,r’ +---+a, a.r )
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Ahora bien, seglin el enunciado, k no es nulo, por lo que debemos entender que
ax # 0, con k > 1. Como, ademads, r tampoco es nulo, y los restantes nimeros a; son
naturales (no negativos, por tanto), es claro que:

2 2 3 k-1 k
ar+aya,r +a,a,r +---+a, ar #0
y, en consecuencia, sumando uno a cada miembro:
2 2 3 k-1 k
l+ar+aja,r” +a,a,r +---+a, a,r #1.

De este modo, puesto que ap # 1 (segin el enunciado), hemos escrito x,, como
producto de dos ntimeros naturales distintos de uno, lo que se traduce en que el término

X, no es primo. Ademas, como r puede tomar infinitos valores, resulta que existen

r-a,
infinitos términos de {Xn}n>1 que no son primos, cOMo queriamos ver.
Obsérvese que, en particular, el enunciado de este problema implica que la suce-
sion de los niimeros primos no puede venir dada por una expresion polindmica de coe-
ficientes naturales cuyo término independiente sea distinto de la unidad.

(Problema original)

Problema 1.35

Demuestra que, para cualesquiera enteros no negativos m y n, se cumple la siguiente

igualdad:
Z": m+k) (m+n+l
k=0 k ) n .

Lo demostraremos por induccion en n, para cualquier valor fijo de m.
Sea, pues, m un ntimero natural cualquiera. Para n = 0, tenemos:

Z":[m+k]_[m+0j_l_(m+l)
~\ kK 0 0 )
por lo que la formula es cierta.
Supongamos ahora que la formula es cierta para n > 0, y veamos que, entonces,

también debe serlo paran + 1:
Separando el Gltimo sumando del sumatorio, podemos escribir:

E m+k _Z“: m+k N m+n+1
~lk ) &2l ok n+l )
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y, aplicando la hipotesis de induccion, resulta:

i m+k a m+n+1 N m+n+1
=0k B n n+l )

Ahora bien, por las propiedades de los nimeros combinatorios (concretamente, la

formula de Stifel), se sabe que:
+1
p _[P + p ,
q+l1 q q+1

para cualesquiera p y q naturales, luego tomando p=m +n + 1 y q =n, resulta:

i‘: m+k m+n+1 . m+n+1 m+n+2
=k - n n+l ) n+l )’
que es lo que queriamos demostrar.
Asi pues, por induccion, se tiene que la formula es cierta para cualquier nimero

natural n, lo que cierra el problema.

(Examen de Universidad)

Problema 1.36
Demuestra que 2" > n’ ¥n>10.

Lo veremos por induccion.

En primer lugar, para n = 10, es claro que 2'° = 1024 > 1000 = 10°, luego ya tene-
mos probada la «base» de la induccion.

Supongamos ahora que la desigualdad 2" > n® es cierta para un natural n > 10, y
veamos que, en tal caso, también debe serlo para el sucesor de n, el nimero n + 1:

Aplicando la hipétesis de induccion, podemos escribir:

2" =2.2">2n’.
Asi pues, si probamos que se cumple la desigualdad:
2n’ > (n+ 1)3 ,

ya tendremos:

2" > (n+1),

que es la desigualdad buscada.
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Ahora bien:
20> (n+1)’ & 2n° >’ +3n’ +3n+1 & n’ >3n” +3n+1,

lo cual es cierto, siempre que n > 4, puesto que n’ puede interpretarse como el niimero
1000 en base n, mientras que 3n? + 3n + 1 se puede entender como el 331 en la misma
base (tengamos presente que, obviamente, un nimero de cuatro cifras es estrictamente
mayor que uno de tres, sea cual sea la base del sistema de numeracion).

Por tanto, se cumple la desigualdad:

3
2" > (n+1),
y, por induccidn, tenemos probado el enunciado.

(Examen de Universidad)

Problema 1.37

Sea n un numero natural cualquiera, y sea ¢(n) el valor de la funcion indicatriz de
Euler en n, es decir, p(n) es igual a la cantidad de numeros coprimos con n que son
menores que n. Calcula la suma de todos los niimeros coprimos con n que son menores
que n, en funcion de ny p(n).

Sea S el valor de la suma de todos los nimeros coprimos con n que son menores
que n.

Veamos, en primer lugar, que los niimeros coprimos con n que son menores que n
estan «emparejadosy, de manera que la suma de los dos nlimeros que componen cada
pareja es, precisamente, igual a n. En efecto, sea p < n un niimero coprimo con n. Pre-
tendemos demostrar que, en tal situacién, n — p es también un niimero coprimo con n.
Para ello, consideremos el numero d = med(n,n — p), y veamos que necesariamente se
debe cumplird = 1.

De la definicion de maximo comun divisor, tenemos que, en particular, d es un di-
visor de n y de n — p; por tanto, d debe ser también un divisor de la diferencia de estos
dos ntimeros, es decir, d es un divisor de n — (n — p) = p. Tenemos, entonces, que d es
un divisor de n y de p, luego, por definicion del maximo comun divisor, d ha de ser un
divisor del nlimero mcd(n,p). Pero p y n son coprimos, por hipétesis, lo cual significa
que med(n,p) = 1. Asi pues, hemos probado que d es un divisor de 1, circunstancia que
solo es posible si d = 1, que es lo que queriamos demostrar.

De este modo, hemos demostrado que, dado un nlimero coprimo con n, menor que
n, su «complemento a n» también es coprimo con n —y menor que n—, lo que permite
emparejar los numeros coprimos con n —y menores que n—, de manera que la suma de
los dos ntimeros que forman cada pareja sea igual a n.

Estamos ya en condiciones de resolver el problema de sumar todos los numeros co-
primos con n que son menores que n: basta con multiplicar el nimero n por la cantidad
de parejas que pueden formarse. Ahora bien, puesto que hay @(n) nimeros coprimos con
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n que son menores que n, con ellos se pueden formar exactamente @(n)/2 parejas. Por
tanto, el nimero buscado es:

oln)
2

S=n

Veamos un ejemplo. Consideremos el caso n = 26. Los nlimeros coprimos con 26
que son menores que 26 son: 1, 3,5,7,9, 11, 15, 17, 19, 21, 23 y 25. Podemos realizar
la suma de todos ellos directamente —ya que son pocos, y conocidos—, u organizandolos
por parejas «complementadas a 26»: (1,25), (3,23), (5,21), (7,19), (9,17) y (11,15). De
este ultimo modo, la suma de todos estos numeros es igual al producto de 26 y 6, que
son las parejas que se han formado.

Obsérvese que el razonamiento empleado para determinar el valor de S es similar
al que se utiliza para obtener la formula que permite calcular la suma de los primeros n
términos de una progresion aritmética.

(Oposiciones de Secundaria)

Problema 1.38

Demuestra que mcd(a,b) = mcd(a + b,mcm(a,b)). Como aplicacion, determina dos
numeros naturales que sumen 282, cuyo minimo comun multiplo sea 2772.

Sean a y b dos numeros naturales, y sean d = mcd(a,b) y m = mcm(a,b). Con esta
notacion, el problema consiste en demostrar que d = mcd(a + b,m), si bien, para verlo,
partiremos del segundo miembro y llegaremos al primero. Asimismo, la conocida
igualdad a-b = mcd(a,b)-mem(a,b) se escribe como a-b =d-m. (I)

Por la definicion del maximo comun divisor, sabemos que existen dos numeros
coprimos, digamos a’ y b’, tales que a=a’-d y b =b’-d. Sustituyendo estas expresiones
de ay b en (I), tenemos a’-d-b’-d = d'm, y, cancelando d, resulta a’-d-b’ = m, puesto
que d # 0, como es obvio.

Por otro lado, es claro que:

a+b=a"d+b"d=d(a+b'),
luego, sustituyendo, podemos escribir:
med(a+b,m)= mcd(d(a’+ b'),a"d- b’) ,
de donde, «extrayendo» el factor d, resulta:
med(a+b,m)=d-med(a'+b'a"b').

Observemos que esta expresion es muy parecida a la que estamos buscando, salvo
que en ella esta el factor med(a’ + b’,a’-b’). Ahora bien, si este factor fuera igual a la
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unidad, ya tendriamos lo que queremos, por lo que el problema se reduce a demostrar
que se cumple la igualdad med(a’ + b’,a’-b’) = 1.

Sea, pues, e =mcd(a’ +b’,a’b’), y veamos que e = 1.

Puesto que ¢ = mcd(a’ + b’,a’-b’), en particular, e es divisor de a’ + b’ y de a’-b’.
Ahora bien, como a’ y b’ son coprimos, del hecho de que e sea divisor de a’-b’, se
deduce que e debe ser divisor de a’ o de b’. Asi pues, tenemos dos posibilidades, que
estudiamos a continuacion.

Si se da la primera posibilidad, sucede que e es divisor de a’. Pero como también lo
es de a’ + b’, debe serlo de la diferencia entre estos dos numeros, es decir, e es divisor
dea’ +b’—a’, lo que significa que e también es divisor de b’. Ya que e es divisor de a’
y b’, por la definiciéon del maximo comun divisor, podemos decir que e es divisor de
mcd(a’,b”) = 1, lo cual solo es posible si e = 1. Por tanto, ya hemos probado lo que
queriamos.

Si, por el contrario, se da la segunda posibilidad, tenemos que e es divisor de b’.
Analogamente al caso anterior, teniendo en cuenta que e también es divisor de a” + b’,
podemos decir que e es divisor de a’ + b’ — b’ = a’, de donde obtenemos, como antes,
quee=1.

En conclusion, hemos visto que, en cualquier caso, mecd(a’ + b’,a’-b’) = 1, de don-
de se sigue que el enunciado de la primera parte del problema es cierto.

Para la aplicacion, sean a y b los niimeros buscados. Por el enunciado demostrado
en la primera parte del problema, tenemos:

mced(a,b) = mcd(a + b,mcm(a,b)) =mcd(282,2772)=6,

por lo que, sustituyendo los valores de mcd(a,b) y mcm(a,b) en la igualdad a-b = d-m,
se sigue que a-b =6-2772 = 16632. De esta manera, tenemos el sistema:

a+b=282
a-b=16632"
Resolviendo:
a=282_b a=282-b a=282-b
= = =
a-b=16632 (282-b)-b=16632 282b—b* =16632
a=282-b a=282-b a, =84,b, =198
= + = .
b*> —282b+16632=0 b=w a, =198,b, =84

Como es evidente, las dos soluciones obtenidas son realmente una sola, por el papel
«simétrico» que tienen los nimeros a y b. Asi pues, los nimeros buscados son 84 y 198.

(Examen de Universidad)
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Problema 1.39

Demuestra que un numero natural n se puede descomponer en diferencia de cuadrados
solo si es impar o multiplo de 4.

Supongamos que el nimero n se puede descomponer en diferencia de cuadrados.
Entonces, existen dos nimeros naturales, digamos x e y, tales que n = x*> — y2. Usando
la conocida identidad algebraica, podemos escribir n = (x + y)(X — y), y, denotando
p=x-+Yy,q=Xx-Yy, tenemos el sistema:

n=pq
X+y=p,
X—y=q
que es equivalente a:
n=pq
x=—p+q.
2
_b—¢
7

Puesto que x e y son nimeros naturales, de la segunda y de la tercera ecuacion se
deduce que es necesario que tanto p + q como p — q sean divisibles por 2 (sean pares),
lo cual solo es posible si p y q tienen la misma paridad, es decir, si p y q son ambos
pares, o si p y q son ambos impares.

Ahora bien, si p y q son pares, el producto de ambos debe ser un multiplo de 4,
luego ya tenemos que n = pq es un multiplo de 4.

Si se da la otra posibilidad, entonces, tanto p como q son impares, lo que implica
que n = pq también debe serlo.

Por tanto, hemos probado que si n se descompone como diferencia de cuadrados,
entonces, o es impar o es multiplo de 4, como se pretendia.

(Examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.40

Demuestra que el numero de divisores de un numero natural n es impar si, y solo si, n
es un cuadrado perfecto.

Consideremos el nimero n descompuesto en factores primos:

ky

—nk. nknk
n=n"-n,? -ngen "



70 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

Con esta notacion, el nimero de divisores de n, ND(n), viene dado por la expresion:
ND(n) = (k, +1)(k, +1)(k, +1)--+(k, +1),

por lo que tenemos la siguiente cadena de equivalencias.

El ntimero de divisores de n es impar < ND(n)=(k, +1)(k, +1)(k, +1)---(kp +1) es

impar < Todos los factores de ND(n) son impares< k,+1 es impar,

Vi=l,...,p &k, es par,Vi=l,...,p & 3q,e N/k,=2q,,Vi=1...,p & 3q,e N,

i=1,...,p, tales que n=nS" -n,*® ~n32q3---np2qp & dq,eN, i=1,...,p, tales que
2 2

n =(n1q‘ )2 (112qz )2~-~(npq") < 3dq,eN, i=1,...,p, tales que nz(nlqlnzqz ---npq") =

n es un cuadrado perfecto.

(Oposiciones de Secundaria, 1993, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.41

Demuestra que el producto de cuatro numeros naturales consecutivos no puede ser un
cuadrado perfecto (el cero no se considera un numero natural).

Lo haremos por reduccion al absurdo.

Seann,n + 1, n + 2 y n + 3 cuatro niimeros naturales consecutivos, y supongamos
que su producto es un cuadrado perfecto (lo cual nos llevara a una contradiccion). En-
tonces, existe un numero natural, digamos x, tal que:

x*=n(n+1)(n+2)(n+3).

Multiplicando el primer factor por el cuarto, y el segundo por el tercero, conse-
guimos una expresion con dos factores «parejos»:

x2 :(n2 +3n)(n2 +3n+2).

A fin de incorporar una suma por una diferencia, sumamos 1 en el primer parénte-
sis (y restamos 1, para «compensar»), y escribimos el 2 del segundo paréntesis como la
suma 1 + 1, resultando:

x*=(n*+3n+1-1)(n’ +3n+1+1).
Aplicando la conocida identidad algebraica, tenemos:

X2=(n2+3n+1)2—1,
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y, trasponiendo términos:
2
(n2 +3n+1) -x’=1.

Escribiendo la diferencia de cuadrados del primer miembro como una suma por una
diferencia, tenemos:

(n*+3n+1+x)(n* +3n+1-x)=1,

lo cual solo es posible si los dos factores del primer miembro son iguales a 1, puesto
que estamos trabajando con numeros naturales (para que el producto de dos naturales
sea igual a 1, ambos deben ser igual a 1). Asi pues, hemos llegado al sistema:

n’+3n+l+x=1

n’+3n+l-x=1

Restando las dos ecuaciones, resulta x = 0, y, sustituyendo este valor, se tiene que
el sistema es equivalente a la ecuacion n? + 3n = 0, cuyas soluciones sonn=-3, n =0,
ninguna de las cuales es admisible como solucion del problema (obsérvese que en el
enunciado se ha aclarado que el cero no se considera un natural, por lo que esta solu-
cion, que seria realmente la solucion trivial del problema, no se acepta).

Asi pues, hemos llegado a una contradiccidn, y, en consecuencia, la suposicion ini-
cial es insostenible. Ello se traduce en que el producto de cuatro numeros naturales
consecutivos no puede ser igual a un cuadrado perfecto, como se queria demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.42

Demuestra que la suma de cuatro numeros naturales consecutivos no puede ser un
cuadrado perfecto.

Lo haremos por reduccion al absurdo.

Como en el problema anterior, seann,n + 1, n + 2 y n + 3 cuatro numeros natura-
les consecutivos, y supongamos que su suma es un cuadrado perfecto (lo cual nos lle-
vara a una contradiccion). Entonces, existe un nimero natural, digamos x, tal que:

x’=n+(n+1)+(n+2)+(n+3).

Operando y extrayendo factor comun, resulta:

x’=4n+6=2(2n+3),
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de donde se sigue que x* es un nimero par, y, en consecuencia, X también (tengamos
en cuenta que X y x° tienen los mismos factores primos, aunque con distinto exponen-
te). Entonces, debe existir un nimero natural, digamos k, tal que x = 2k. Sustituyendo
esta expresion de x en la igualdad anterior, tenemos:

(2k)’ =2(2n+3),
y, resolviendo el cuadrado y simplificando, llegamos a:
4k’ =2(2n+3) & 2k’ =2n+3.

Ahora, basta observar que el primer miembro de la Gltima ecuacion es un nimero
par, mientras que el segundo es impar, lo cual es absurdo, pues no es posible que un
numero par y otro impar sean iguales.

De este modo, hemos visto que la suposicion de que existen cuatro nimeros natu-
rales consecutivos cuya suma es igual a un cuadrado perfecto es insostenible, lo cual

nos permite afirmar que esa situacion es imposible, lo que cierra el problema.

(Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.43

Demuestra que el producto de ocho numeros naturales consecutivos no es nunca la
cuarta potencia de un numero natural (el cero no se considera un numero natural).

Seann,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5,n+6,n+ 7 ocho nimeros naturales conse-
cutivos, y consideremos el producto de todos ellos:

P=n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)(n+7).

Hagamos, de manera similar a como actuamos en el problema 1.41, el producto del
primer factor por el tltimo, el del segundo por el penultimo, el del tercero por el ante-
pentltimo, y el del cuarto por el quinto, a fin de conseguir cuatro factores lo mas «pare-
jos» posible. De este modo, tenemos:

P =(n2 +7n)<n2 +7n+6)(n2 +7n+10)(n2 +7n+12) .
Haciendo el cambio de variable m = n® + 7n, la igualdad anterior se escribe:
P=m(m+6)(m+10)(m+12),
y, realizando los productos indicados, llegamos a:

P=m"+28m’ +252m?* + 720m.
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Como pretendemos ver si P es igual a una cuarta potencia, y P estd expresado me-
diante un polinomio de cuarto grado en la indeterminada m, buscamos un binomio en
m, de la forma am + b, cuya cuarta potencia sea igual a P. Para determinar los coefi-
cientes de este binomio, es suficiente observar que el polinomio que define P es moni-
co (su coeficiente principal es igual a 1), que su segundo coeficiente es 28, y que, en el
desarrollo de Newton de la cuarta potencia del binomio am + b, el coeficiente principal
es a*, y el segundo, 4a’b. De este modo, identificando coeficientes, podemos afirmar
que a=1yb=7. Asi pues, consideramos el monomio m + 7.

Sin embargo, desarrollando la cuarta potencia del binomio, se tiene:

(m+7)" =m* +28m’ +294m’ +1372m + 2401,

que es claramente mayor que P, puesto que cada coeficiente del desarrollo de (m + 7)*
es mayor que el correspondiente de P, a partir del tercero, mientras que los dos prime-
ros son iguales.

Hemos encontrado, pues, una cuarta potencia que excede a P. Por ello, considera-
mos la cuarta potencia inmediatamente anterior a esta, es decir, la cuarta potencia de
m + 6, a fin de ver si es posible que P = (m + 6)*.

Desarrollando, tenemos:

(m+6)" =m* +24m’ +216m’ + 864m +1296,,

que es menor que P, ya que la diferencia P — (m + 6)* es mayor que cero, como pode-
mos ver a continuacion:

P—(m+6)" =m*+28m’ +252m’ +720m — (m* +24m’ + 216m’ +864m +1296) <

P—(m+6)4 =4m’ +36m’ —144m —1296 = 4m’ —1296 + 36m° —144m > 0.

>0 >0

En efecto, puesto que n > 1 (por el enunciado, el cero no se considera un natural),
se tiene que m = n? + 7n > 8, y, en consecuencia, tanto 4m> — 1296 como 36m? — 144m
son numeros mayores que cero, luego la suma de ambos también lo es.

Asi pues, hemos demostrado que se cumple la acotacion:

(m+6)4 <P<(m+7)4,
es decir, P esta estrictamente comprendido entre dos cuartas potencias consecutivas,
pues es claro que no existe ninguna cuarta potencia entre (m + 6)* y (m + 7)*. Por tanto,

es imposible que P sea igual a una cuarta potencia, tal y como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 1.44

Demuestra que el numero dado por la expresion a, = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + [ es un
cuadrado perfecto, para cada natural n.

Procediendo de manera similar a como actuamos en el problema 1.41 y en el ante-
rior, realizamos el producto del primer factor por el cuarto, y del segundo por el terce-

ro, en la expresion que define a,, con el objetivo de obtener dos factores lo més «pare-
jos» posibles. De este modo, tenemos:

a, =(n’+3n)(n’ +3n+2)+1,

de donde, haciendo el cambio m = n* + 3n, se sigue:

a,=m(m+2)+1,
y, efectuando el producto indicado, llegamos a la igualdad:

a, =m’+2m+1,
que, a partir de la conocida identidad algebraica, podemos escribir como:

2
a, =(m+1)".
Asi pues, hemos escrito explicitamente a, como el cuadrado de un numero natural

(como n es un numero natural, m también debe serlo, pues esta definido a partir de la suma
del cuadrado de un natural y el producto de dos naturales; y, en consecuencia, m + 1 tam-

bién lo es), lo que significa que a, es un cuadrado perfecto, como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, 2012, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.45
¢ Cudntas cifiras tiene el nimero n = 762939453125%-80°%3?

Descomponiendo en factores primos, tenemos:
89 503
n=(57)"-(2"5)",
y, operando:

n= 51513 . 22012 . 5503 — 52016 . 22012 — 54 . 52012 . 22012 — 54 . 102012 — 625 . 102012 P

n=625000...00.
— —

2012 ceros
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Resulta claro, pues, que n estd formado por las tres cifras 6, 2, 5, seguidas de 2012
ceros. Por tanto, n tiene 2015 cifras.

(Adaptado de Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.46

Calcula el producto de todos los numeros naturales menores de 2012 que tengan exacta-
mente 7 divisores positivos. Comprueba ademas que dicho numero es un cuadrado perfecto.

Sea n un niimero natural que satisface las condiciones dadas en el enunciado. Te-
niendo en cuenta la descomposicion en factores primos de n, podemos escribir:

—_— kl. kZ. k3..‘ kl’
n=n;"-n,’-n; -0 ",

Con esta notacion, a partir de la formula que nos permite calcular el nimero de di-
visores de n, ND(n), tenemos la igualdad:

ND(n) = (k, +1)(k, +1) (ks +1)-++(k, +1)=7.

Puesto que n; es un factor primo de n solo si k; > 1, sumando 1 en cada miembro,
resulta que el factor n; esta presente en la descomposicion de n Gnicamente si se satis-
face que ki + 1 > 2. Entonces, como 7 es un nimero primo que aparece igualado a un
producto de numeros naturales no menores que 2, la inica posibilidad es que el produc-
to (ki + I)(k2 + 1)(ks + 1)---(kp + 1) esté formado realmente por un Unico factor, preci-
samente el 7. Por tanto, tenemos p =1y k; + 1 =7, de donde k; = 6. Asi pues, deno-
tando a = n;, podemos escribir n de una forma mas sencilla, como n = a°, siendo a un
numero primo. Ademas, n es menor de 2012, luego, tomando raiz sexta, tenemos que a
es menor de 3,55.

De este modo, los nimeros que cumplen las condiciones del enunciado son las sex-
tas potencias de los primos menores que 3,55; es decir, los niimeros 2° y 3%, cuyo pro-
ducto es igual a 46656, que es la respuesta a la primera parte del problema. La segunda
parte es trivial, pues (216)* = 46656.

(Adaptado de Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.47

Determina todas las maneras posibles de escribir 2012 como la suma de los cuadrados
de dos numeros naturales.

El problema consiste en encontrar todos los niimeros naturales m y n que cumplan
que m* +n?=2012.
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Veremos que esta ecuacion no tiene solucion dentro de los naturales, por reduccion
al absurdo, suponiendo que tiene solucién y viendo que ello nos lleva a una contradic-
cion, lo que permitira afirmar que la ecuacion no tiene solucion.

Supongamos, pues, que m y n son dos naturales que verifican esa ecuacion. Puesto
que 2012 es par, necesariamente m* y n*> deben tener la misma paridad, esto es, o son
ambos pares o son ambos impares (la suma de un nimero par y otro impar da como
resultado un niimero impar). Estamos entonces ante dos situaciones distintas, que estu-
diaremos por separado.

Si m? y n? son pares, entonces, también lo son m y n (recordemos que m? tiene los
mismos factores primos que m, aunque con mayor exponente, y anidlogamente con n’ y
n). Por tanto, existen dos naturales, digamos p y q, tales que m = 2p, n = 2q. Sustitu-
yendo en la ecuacion de partida, resulta:

(2p)’ +(2q)" = 2012,
y, operando y simplificando, se sigue:
4p’ +4q° =2012 = p” +q”> =503.
Ahora, puesto que 503 es un nimero impar, es necesario que p*> y q° tengan distinta
paridad, esto es, que uno sea par y otro impar. Por el papel «simétrico» de ambos nume-
ros, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p* es par y q* es impar, luego de-

ben existir dos nlimeros naturales, digamos 1y s, tales que p =2r y q = 2s + 1. Sustitu-
yendo estas expresiones en la tlltima ecuacion y desarrollando los cuadrados, se tiene:

(2r)" +(25+1)" =503 & 41> + 45> + 45 +1=503,
y, trasponiendo:
2
4r2+452+4s=502<:r2+sz+s=%<:r2+s2+s=l25'5,

lo cual es absurdo, puesto que el primer miembro de la Gltima ecuacién debe ser un
numero natural, al serlo r y s, mientras que el segundo no lo es. Por tanto, hemos visto
que la suposicién de que m? y n® sean pares nos lleva a una contradiccion, por lo que
tal situacion es insostenible.

Si m? y n? son impares, entonces, deben existir dos naturales, digamos t y u, tales
que m=2t+ 1 yn=2u+ 1. Sustituyendo en la ecuacion inicial, resulta:

(2t+1)" +(2u+1)’ =2012.
Desarrollando los cuadrados:

4 +4t+1+4u’ +4u+1=2012,
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y, trasponiendo:

4t2+4t+4u2+4u=2010<:>t2+t+u2+u=$@t2+t+u2+u=502’5,

igualdad que también representa una contradiccion, por la misma razoén de antes: el
primer miembro debe ser un natural, por serlo t y u, pero el segundo no lo es.

De este modo, hemos visto que ninguna de las dos posibilidades sefialadas es ad-
misible, lo cual prueba, por reduccion al absurdo, que la ecuacién de partida no tiene
solucion, como habiamos dicho al principio. Asi pues, no es posible escribir 2012 co-
mo la suma de los cuadrados de dos nimeros naturales.

(Adaptado de Olimpiadas Matematicas)

Problema 1.48

Demuestra que la suma de todas las cifras del niimero n = 10°"'? — 9991 es miiltiplo de
2009. Determina si también n es multiplo de 2009.

Para la primera parte del problema, denotemos por s el resultado de sumar todas
las cifras del nimero n.
Realizando la diferencia indicada en la definicion de n, tenemos:

n=1000...000-9991=999...990009 .
—— —

2012 ceros 2008 nueves

Entonces, para calcular s, hemos de sumar el nimero 9 un total de 2009 veces, es
decir, s = 9-2009, lo que permite ver claramente que s es multiplo de 2009, como que-
riamos demostrar.

Para la segunda parte del problema, tengamos presente, en primer lugar, la des-
composicion en factores primos 2009 = 72-41, que implica que, para que n sea multiplo
de 2009, es necesario, en particular, que lo sea también de 41. Sin embargo, n no es
multiplo de 41, como veremos a continuacion, luego n no es multiplo de 2009.

En efecto, para calcular el valor de 10%°'2 modulo 41, hemos de hallar 10X modulo
41, para los sucesivos valores naturales de k, comenzando por k = 0, hasta encontrar el
«gaussiano», pues a partir de ahi los valores se repetirdn ciclicamente.

Para k = 0, tenemos trivialmente 10° = 1 = 1(mod 41).

Para k = 1, resulta 10' = 10 = 10(mod 41).

Para k =2, 10> = 100 = 18(mod 41).

Parak =3, 10° = 10°-10 = 18-10(mod 41) = 180(mod 41) = 16(mod 41).
Parak =4, 10*=10%10 = 16-10(mod 41) = 160(mod 41) = 37(mod 41).

Para k = 5, ya tenemos 10° = 10*10 = 37-10(mod 41) = 370(mod 41) = 1(mod 41),
luego el gaussiano es g = 5.
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Abhora, haciendo la division euclidea de 2012 entre 5, tenemos 2012 = 4025 + 2,
luego:

102012 — 10402~5+2 — 1040245 . 102 — (105

)402

10> =1"? - 18(mod 41) =18(mod 41).

Por otro lado, tenemos la congruencia:
9991=28(mod41).
Restando, resulta:
n=10""?-9991=18—28(mod41) =—10(mod41),

de donde se desprende que n no es multiplo de 41, pues el resultado de la congruencia
n médulo 41 no es nulo.
Con lo dicho, queda claro que n no es multiplo de 2009, lo que cierra el problema.

(Adaptado de examen de Universidad)

Problema 1.49

Resuelve los siguientes apartados, donde todos los numeros se expresan en el sistema
decimal.

a) Encuentra el menor numero tal que al suprimir su primera cifra de la izquierda
quede reducido a su quinta parte.

b) Demuestra que no existe ningun numero tal que al suprimir su primera cifra de la
izquierda quede reducido a su doceava parte.

¢) Establece un criterio general que permita determinar cuando existe un numero que
quede reducido k veces al suprimir su primera cifra.

En todos los apartados utilizaremos la notacion que se detalla a continuacion:

Supongamos que el nimero buscado, n, tiene p + 1 cifras en base 10, con p > 1 (si
p = 0, entonces, el nimero tendria 1 cifra, y seria absurdo plantear la posibilidad de
suprimir su primera cifra de la izquierda). Entonces, podemos escribir:

_ _ p p-1 p—2 1 0
n=nn_mn ,---nn,=n10"+n 10" +n_,10"" +---+n,10 +n,10",
donde n; son las cifras de n en base 10.

Sea m el numero resultante de suprimir la primera cifra de la izquierda de n. En-
tonces, m se escribe en base 10 como:

m=n_mn_,---nn,=n_10"" +n_,10"7 +---+n,10" +n,10°,
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de donde podemos obtener la siguiente relacion entre n y m:

n=n10° +np_]10p"' +np_210p_2 +---4+n,10" +n,10° =n, 10" +m. @

m

Ahora, ya estamos en condiciones de abordar los tres apartados del problema por
separado.

Con la notacién introducida, el enunciado del apartado a) se traduce en buscar el
menor nimero n que cumpla la ecuacion:

m=—.
5

Sustituyendo la igualdad (I) en esta ecuacion, resulta:

np10p+m
m=—"——
5

B

y, operando y trasponiendo términos, se sigue:

n_10°
Sm=n10"+m < 4m=n 10" & m= u

Como p > 1, tiene sentido escribir:

n,10-10""
m=s———
4

B

y, simplificando, llegamos a la ecuacion:

np5~10p_’
m=—t——. (1)

Puesto que m es un nimero natural, el cociente indicado por la fraccion debe ser
exacto, lo cual solo se cumple si 2 es divisor de n, y/o 2 es divisor de 107!, Ahora
bien, como estamos buscando el menor nlimero que cumpla esta propiedad, hemos de
pedir que p sea lo menor posible, ya que cuantas menos cifras tenga n, menor sera.
Asi pues, como cabe la posibilidad de que p = 1, siempre que n, sea multiplo de 2,
elegimos este valor de p, y exigimos que np, es decir, nj, sea miltiplo de 2. De este
modo, n tendra dos cifras. Tengamos también en cuenta que, en esta situacion, n; es
la primera cifra de la izquierda de n, por lo que este nimero serd menor cuanto menor
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sea n;. Eligiendo n; = 2, que es el menor multiplo de 2, sustituyendo estos valores en
(II), y operando, tenemos:
n,5-107"  2-5-10°
m= = =
2 2

5,

es decir, la segunda (y ultima) cifra de n es 5. Asi pues, tenemos n = 25, que cumple lo
pedido, como es claro.

Resolvamos ahora el apartado b), por reduccion al absurdo. Para ello, supondremos
que existe tal nimero y veremos que ello nos lleva a una contradiccion.
Si existe un niimero asi, debe cumplirse la ecuacion:

Procediendo de manera andloga a como actuamos en el apartado a), tenemos:

np10p+m
S m=E—"—m & 12m=nplop+m & 11m=np10p S m=

n nplOp
12 12

m=

Para que la division sea exacta, es necesario que 11 sea divisor del numerador, lo
cual solo es posible si 11 es divisor de n, o si lo es de 10P, al ser 11 un numero primo.
Ahora bien, la primera posibilidad es absurda, puesto que 1 < n, < 9 (tengamos en
cuenta que n, es la primera cifra de un nimero escrito en base 10), y no existe ningin
multiplo de 11 comprendido entre 1 y 9; la segunda tampoco es aceptable, ya que, en
virtud del criterio de divisibilidad, 11 no puede ser divisor de 10P. Asi pues, vemos que,
en cualquier caso, llegamos a una contradiccion, de donde se desprende que la suposi-
cion inicial es insostenible y, en consecuencia, el enunciado del apartado b) es cierto.

Como hemos visto, para algunos valores del nimero natural k es posible encontrar
un numero tal que al suprimir su primera cifra de la izquierda quede reducido a su
k-ésima parte, mientras que para otros valores de k no lo es. Asi pues, cabe preguntarse
qué condiciones deben darse para que se produzca esta situacion, que es precisamente
lo que se plantea en el apartado c), enfocado desde un punto de vista general. Lo vere-
mos de manera analoga a los casos anteriores.

Supongamos que k y n son dos niimeros naturales que cumplen la condicion dada
en el enunciado. Entonces, tenemos la ecuacion:

de la que, sustituyendo, operando y trasponiendo términos, se sigue:

n_10°
<:>km=np10p+m<:>(k—l)mznp10p<:>m= P )
k-1

np10p+m
Tk

n
m=—<&m
k
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Asi pues, es necesario y suficiente que k — 1 sea divisor de n,10P. Por tanto, los
factores primos de k — 1 deben ser los mismos de 10° (es decir, 2 y 5) y/o de n,, y de-
ben aparecer con menor exponente que en 10P y/o n,. Lo dicho se traduce en que k — 1
debe ser de la forma k — 1 = q-2"5%, siendo t y s dos naturales menores o iguales que p
(eventualmente nulos), y q un divisor de np. Ahora bien, como se verifica 1 <n, <9,
resulta también 1 < q < 9. En consecuencia, la condicion que buscamos es que k pueda
expresarse de la forma k = q-2"5%+ 1, siendo 1 <q<9,0<t<p, 0<s<p, con q divi-
sor de np.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.50

Dado un numero natural n > 1, determina la cantidad de pares de numeros naturales
(a,b) que satisfacen la ecuacion:

ab
a+b

Supongamos que a y b son dos nimeros naturales que cumplen la ecuacion. Enton-
ces, trasponiendo términos y operando, resulta:

ab=n(a+b)(:)ab=an+bn@ab—anzbn(:)a(b—n)zbn@azbbn )
-n

Obsérvese que es posible trasponer la diferencia b — n, ya que esta es nula solo si
b =n, en cuyo caso la pentiltima ecuacion seria 0 = n?, lo cual no tiene sentido, pues,
segln el enunciado, n > 1.

Considerando el numerador y el denominador de la fraccion del segundo miembro
de la ultima ecuacion como polinomios de primer grado en la indeterminada b y ha-
ciendo la division correspondiente, tenemos:

2
a=n-+

b-n

Ahora bien, como a es un numero natural, es claro que la divisién indicada por la
fraccion debe ser exacta, lo cual se traduce en que b — n tiene que ser divisor de n’.
Entonces, ha de existir un nimero natural, digamos k, tal que n> = k(b — n), de donde,
trasponiendo y operando, se sigue:

2 2 2
n2=kb—kn<:>kb=n2+kn@b=m@b=n—+g¢>b:n_+n'
k k k k
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Pero sucede que b también es un niimero natural, lo que hace necesario, como an-
tes, que la division indicada por la fraccion sea exacta, situacion que se da solo si k es
divisor de n’.

Por otro lado, sustituyendo la expresion de b dada por:

_n’+kn
k

b

B

en la de a que obtuvimos antes, y simplificando, resulta:

Wik (eka)n (nek)
. bn k n

_ _ K _ X
b-n n2+kn_n n’ + kfi — kfi é
‘ ¥

=n+k.

k

De este modo, hemos demostrado que si a y b son dos naturales que verifican la
ecuacion del enunciado, entonces, han de ser de la forma:

n’ +kn

a=n+k, b=
k

b (I)

siendo k un divisor de n’.

Veamos ahora que el reciproco también es cierto, esto es, que siempre que k sea
divisor de n?, los nimeros a y b dados por las relaciones (I) verifican la ecuacién de
partida.

En efecto, sea k un divisor de n? y consideremos los niimeros a y b definidos por
las relaciones (I). Sustituyendo estas expresiones de a y b en el primer miembro de la
ecuacion del enunciado y operando, resulta:

o +kn (n+k)(n2+kn)
(it (R ) (1 ke
ab K ¥ _(n+k)(n+k)n .
a+b n+k+n2+kn kn+k’>+n’+kn  k>+n’+2kn 2 T7kn ’

X

luego tenemos que a y b cumplen la ecuacion inicial, como pretendiamos demostrar.

Con todo lo visto, podemos decir que cada pareja de numeros naturales (a,b) que
constituye una solucion de la ecuacién estd determinada por un divisor de n® y, en con-
secuencia, existen tantas parejas de soluciones de la ecuacion como divisores tiene el
ntiimero n?, lo que responde a la pregunta del enunciado y cierra el problema.

(Examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)
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Problema 1.51
Halla un numero capicua de 4 cifras que sea multiplo de 45.

Puesto que el nimero es capictia y tiene 4 ciftas, escrito en base 10 debe ser de la for-
ma abba. Por otro lado, como debe ser multiplo de 45, en particular, debe serlo de 5 y de 9.

Entonces, al ser multiplo de 5, la tltima cifra debe ser 0 o 5, por el criterio de divi-
sibilidad del 5; pero no puede ser 0, pues en tal caso seria de la forma 0bb0, y no ten-
dria 4 cifras, sino 3. Por tanto, la ltima cifra es 5, y el numero tiene la forma 5bb5.

Como, ademas, es multiplo de 9, por el criterio de divisibilidad del 9, la suma de
sus cifras también debe serlo, luego 5 + b +b + 5=2b + 10 es multiplo de 9.

Abhora bien, b es una cifra del nimero escrito en base 10, lo cual implica 0 <b < 9.
Multiplicando por 2 y sumando 10, tenemos 10 <2b + 10 < 28.

Asi, estamos buscando un multiplo de 9 comprendido entre 10 y 28. Como solo el 18 y
el 27 cumplen estas condiciones, tenemos dos posibilidades: 2b + 10 =18 0 2b + 10 =27.

En el primer caso, se obtiene b = 4, por lo que el nimero 5445 constituye una solu-
cion del problema; en el segundo, llegamos a b = 8’5, lo cual no es una solucion valida,
pues no es un numero natural comprendido entre 0 y 9, como cabe esperar de una cifra
en base 10. Por tanto, el 5445 es la tinica solucion posible.

(Examen de Universidad)

Problema 1.52
En la descomposicion en factores primos de un numero natural n solo aparecen las po-
tencias de 2, de 5 y de 7. Se sabe que el numero 5n tiene 8 divisores mds que n'y que 8n

tiene 18 divisores mas que n. Halla el numero n y calcula la suma de todos sus divisores.

Puesto que en la descomposicion en factores primos de n solo aparecen las poten-
cias de 2, de 5y de 7, podemos escribir:

n=2".5.7%,

para ciertos numeros naturales X, y, z, que debemos calcular.
En consecuencia:

5n=2".5*".7"y 8n=2".5".7",

A partir de esta descomposicion en factores primos, podemos escribir el nimero de
divisores de cada uno de estos numeros, en funcion de x, y, z, mediante las expresiones:

)(y+2)(z+1). )
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Por otro lado, de la relacion existente entre el nimero de divisores de estos niime-
ros, dada en el enunciado, se tiene el sistema:

{ND(Sn)zND(n)+8 m

ND(8n)=ND(n)+18
Sustituyendo (I) en (II), obtenemos el sistema:

{(x+1)(y+2)(z+1)=(x+1)(y+1)(z+1)+8
(x+4)(y+1)(z+1)=(x+1)(y+1)(z+1)+18’

Simplificando la segunda ecuacion y factorizando los nimeros del segundo miem-
bro, queda:

—_

x+1)(z+1)=1-2-2-2

{(y+1)(z+1)=1~2-3

Ahora bien, puesto que en la descomposicion en factores primos de n estan presen-
tes las potencias de 2, de 5 y de 7, es necesario que los exponentes de cada una de estas
bases sean estrictamente mayores que cero, pues de otro modo no estarian las tres po-
tencias. Entonces, se tiene x> 1,y>1,z> 1, y, en consecuencia, X + 1 >2, y+ 1>2,
z+1>2.

Ello se traduce, en particular, en que ninguno de los factores que aparecen en el pri-
mer miembro de las ecuaciones del wltimo sistema puede ser igual a 1. Teniendo en cuenta
esto, y que las soluciones que buscamos son nimeros naturales, de la factorizacion expre-
sada en la segunda ecuacion del sistema, se deducen, en principio, dos posibilidades:

Dy+1=2,z+1=3.
D)y+1=3,z+1=2.

Ahora bien, la primera de estas dos posibilidades lleva a una contradiccion, pues al
sustituir en la primera ecuacion del sistema, resulta 3(x + 1) = 1:2-2-2, lo cual es absurdo,
ya que en la factorizacion de la izquierda aparece el nimero 3, y en la de la derecha no
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(tengamos en cuenta que X es un nimero natural). Asi, tenemos que la segunda posibili-
dad ha de ser cierta y, por tanto, y = 2, z = 1. Sustituyendo en la primera ecuacion del
sistema y despejando, obtenemos el valor de x:

2(x+1)=1-2-2-2 & x=3.

Ya podemos sustituir los valores de x, y, z en la descomposicion factorial de n, pa-
ra calcular este numero, como se pretendia:

n=2>.5>-7"=1400.

Finalmente, podemos obtener la suma de todos los divisores del nimero, que deno-
tamos por S, a partir de la conocida formula, resultando:

3+ 2+41 I+ _
_2M-1 sl 7M1 1S 124 48
2-1 5-1 7-1 1 4 6

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.53

La descomposicion en factores primos de un natural n es de la forma n = a*b”-c*. Se
sabe que n tiene 60 divisores, y que el maximo comun divisor de todos los posibles
valores de n es 900. Determina los valores que puede tomar n.

Sean n;, i = 1,..., p, los distintos valores que puede tomar el numero n. Puesto que
el méximo comun divisor de los n; es 900, podemos escribir:

med(n;,i=1,...,p)=900=2"-3%.5,

Teniendo en cuenta que n es de la forma n = a*-b¥-c* de la anterior descomposi-
cion en factores primos se deduce que n =2%3¥-5%, yque x > 2,y >2,z>2, ya que el
maximo comun divisor de los n; esta formado por los factores primos comunes a todos
ellos, con el menor exponente.

Solo falta, pues, hallar el valor de los exponentes. Para ello, usamos la expresion
que nos da el niimero de divisores de n, que, segun el enunciado, debe ser igual a 60,
obteniéndose la igualdad:

ND(n)=(x+1)(y+1)(z+1)=60,
de donde, factorizando, se sigue la ecuacion:

(x+1)(y+1)(z+1)=1-2-2-3-5.
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Tengamos en cuenta, a la hora de identificar unos factores con otros en la ecuacion
(las incognitas son nlimeros naturales), que todos los del primer miembro son mayores
o iguales que 3, puesto que x > 2, y > 2, z> 2, como hemos dicho antes. En consecuen-
cia, los factores del segundo miembro deben «emparejarse» de manera que no quede
ningun factor 2 «suelto», manteniendo un total de 3 factores. De este modo, la ecuacion
queda (x + 1)(y + 1)(z + 1) = 3-4-5. Identificando de todas las maneras posibles unos
factores con otros, obtenemos todos los posibles valores de n, como se pretendia:

x+1=3
y+1=4
z+1=5
Xx+1=3
y+1=5
z+1=4
x+1=4
y+1=3
z+1=5
x+1=4
y+1=5
z+1=3
Xx+1=5
y+1=3
z+1=4
x+1=5
y+1=4
z+1=3

x=2
y=3,luego n, =2°3"5" =67500.
z=4
x=2
y=4,luego n, =273"5 =40500.
z=3
x=3
y=2,luego n, =2°:3>5* =45000.
z=4
x=3
y=4,luego n, =2°3"5% =16200.
z=2
x=4
y=2,luego n, =2"35" =18000.
z=3
x=4
y=3,luego n, =2*3"5> =10800 .
z=2

(Adaptado de Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1975)
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Problema 1.54

Un numero natural tiene dos factores primos y 8 divisores naturales. La suma de sus
divisores es igual a 320. Halla el numero.

Sea n el nimero natural buscado. Puesto que n tiene dos factores primos, podemos
escribir n = a*-b?, donde x > 1, y > 1. A partir de la conocida expresion que proporcio-
na el numero de divisores de n, ND(n), teniendo en cuenta que, segiin el enunciado,
deben ser 8, obtenemos la igualdad:

ND(n) = (x +1)(y+1) =8,
que, factorizando, nos lleva a la ecuacion:
(x+l)(y+1)=l-2-2-2.

Puesto que los factores del primer miembro son mayores o iguales que 2 (tenga-
mos en cuenta que X > 1, y > 1), ninguno de ellos puede ser 1, de lo que resulta, «empa-
rejando» los factores primos de la inica manera posible, la ecuacion:

(x+1)(y+1)=2-4.

Ahora bien, como en la descomposicion en factores primos de n no se ha estable-
cido el valor de cada base, podemos asociar libremente los factores de ambos miem-

bros, obteniéndose:
x+1=2 x=1
= ,
y+1=4 y=3
de donde se desprende n = a-b’.
Para hallar las bases, igualamos la suma de los divisores de n a 320, como plantea

el enunciado, obteniéndose la igualdad:

1+I_ 3+1_
g=d Lo -1 4.
a—1 b-1

Teniendo en cuenta que en la igualdad hay dos diferencias de cuadrados, podemos
factorizar, y, simplificando, resulta:

21 Rt _ b>+1)(b+1)(b-1
-1 b1 (at])(a 1) (b7 +1)(b+1)( ) 0
a—1 b-1 a—1 b-1

(a+1)(b>+1)(b+1)=320.
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Ahora bien, puesto que a es uno de los factores primos de n, necesariamente ha de
ser a>2, de donde se sigue a + 1 > 3. Podemos, pues, escribir:

320=(a+1)(b’ +1)(b+1)23(b* +1)(b+1),

y,en consecuencia:

(b2+1)(b+1)£%=106,8.

De esta manera, los valores del niimero natural (b®> + 1)(b + 1) estan acotados por
106, lo cual reduce los posibles valores de b. Veamos los distintos casos, teniendo en
cuenta que b > 2, al ser también un factor primo de n.

Si b =2, entonces, al sustituir, la igualdad:

(a+1)(b*+1)(b+1)=320=2°"5,
se convierte en la ecuacion:
(a+1)-5-3=2°-5,
lo cual es absurdo, puesto que el factor primo 3 aparece en el primer miembro, y en el
segundo no.
Si b =3, tenemos:
(a+1)-10-4=2°5,
y, simplificando, a + 1 = §, de donde a = 7. Ello da lugar al nimero:
n=ab’=7-3=189,
que es una solucion del problema (la unica, en realidad, como veremos a continuacion).
Finalmente, si b > 5, que es el siguiente numero primo (tengamos en cuenta que b
es un niimero primo, por lo que no puede ser b = 4), la expresion (b> + 1)(b + 1) supera
la cota marcada por el 106, por lo que no hay mas posibles valores de b.

Asi pues, en conclusion, la tnica solucion posible es n = 189.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1971)
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Problema 1.55

Halla un numero que tiene 6 divisores, sabiendo ademas que el producto de los mis-
mos es igual a 8000.

Sea n el nimero buscado, y denotemos por P el producto de todos sus divisores.

Puesto que P = 8000 = 2°-5° es el producto de todos los divisores de n, es claro que
los factores primos de n son 2 y 5, por lo que podemos escribir n = 2*-5Y, para ciertos
nimeros naturales X e y que calcularemos a continuacion.

Como n tiene 6 divisores, esto es, ND(n) = 6, de la formula que proporciona el
producto de los mismos, resulta:

P=vn"® =Jn® =n?,

luego:
P=2°.5=(2"-5).
Operando e identificando exponentes, se sigue:

20,5 2.5 ey | X0
3y=3

de donde x =2, y = 1. Asi pues, el nimero buscado es n = 22-5! = 20.

(Examen de Universidad)

Problema 1.56

Consideremos un triangulo rectangulo cuyos lados son naturales. Demuestra que el
producto de los catetos es multiplo de 12.

Denotemos la hipotenusa del triangulo rectangulo por a, y los catetos por b y c.
Con esta notacion, se trata de demostrar que el producto bc es multiplo de 12, para lo
cual es suficiente con probar separadamente que bc es multiplo de 3 y de 4, ya que
estos numeros son coprimos, y su producto es igual a 12.

Veamos, pues, que bc es multiplo de 3:

Lo haremos por reduccion al absurdo. Para ello, supondremos que el producto bc
no es multiplo de 3, y veremos que en tal caso llegamos a una contradiccion, lo que
haré insostenible esta hipdtesis y, en consecuencia, tendremos que bc si que es multiplo
de 3.



90 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

En efecto, si el producto be no es multiplo de 3, es claro que ni b ni ¢ son multiplos
de 3. Entonces, tanto b y 3 como ¢ y 3 estan en las hipdtesis del Pequefio Teorema de
Fermat, por lo que podemos escribir:

b’ =1(mod3) y ¢’ =1(mod3),
y, sumando estas dos congruencias, tenemos:
b’ +¢’ =2(mod3).

Ahora bien, por el Teorema de Pitagoras, sabemos que a*> = b*> + ¢2, de donde, sus-
tituyendo en la congruencia, se sigue:

a’=2(mod3),

lo cual es absurdo, puesto que si a es multiplo de 3, entonces:
a=0(mod3),

y, por tanto:
a’=0(mod3);

pero si a no es multiplo de 3, entonces, a y 3 también estan en las hipotesis del Pequetio
Teorema de Fermat, de donde se sigue:

a’ =1(mod3).
Asi pues, vemos que en ningln caso es posible que se cumpla la congruencia:
a’=2(mod3),
y ya hemos encontrado la contradiccién que perseguiamos.
Veamos ahora que bc es multiplo de 4:

En principio, cabe plantear tres situaciones distintas, que estudiaremos por separa-
do: que b y ¢ sean ambos pares, que sean los dos impares, o que uno sea par y el otro
impar.

Si son los dos pares, es claro que el producto bc es multiplo de 4, y no hay nada
mas que demostrar.
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Si los dos fueran impares, entonces, podriamos escribirb=2p+ 1 yc=2q + 1, pa-
ra ciertos niimeros naturales p y q. Elevando al cuadrado los dos miembros de ambas
ecuaciones, resulta:

b>=4p’ +4p+1y ¢’ =4q" +4q+1,
lo que implica:
b’ =1(mod4) y ¢’ =1(mod4),

puesto que los dos primeros términos del segundo miembro de cada ecuacion son mul-
tiplos de 4, es decir, son congruentes con 0 médulo 4. Sumando las dos congruencias
obtenidas, se sigue:

b® +¢’ =2(mod4).

Aplicando el Teorema de Pitagoras, tenemos a’ = b> + ¢, y sustituyendo, como an-
tes, llegamos a:

a’=2(mod4). 1))

Ahora bien, también por el Teorema de Pitdgoras, vemos con claridad que a® es
par, al ser la suma de dos nimeros impares (si b y ¢ son impares, como estamos supo-
niendo, entonces, sus cuadrados también lo son). Pero que a’ sea par significa que a
también lo es, pues a’ no tiene mas factores primos que los de a. Entonces, a* no solo
es par, sino que, ademads, es multiplo de 4, al ser el cuadrado de un niimero par, lo que
se traduce en la congruencia:

a’=0(mod4),

que contradice (I), por lo que hemos llegado a una situacion absurda. Puesto que esta
contradiccion proviene de la suposicion de que b y ¢ son impares, llegamos a la con-
clusion de que tal situacion no puede producirse.

Supongamos, por ultimo, que uno de estos nimeros es par y el otro es impar. Por
el papel simétrico que tienen los numeros b y ¢, podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que b es par y c es impar. Por el Teorema de Pitdgoras, tenemos que a* es im-
par, ya que es igual a la suma de un niimero par (b?) y uno impar (c?). En consecuencia,
a también es impar, por lo que puede escribirse como a = 2k + 1, para cierto nimero
natural k. Elevando al cuadrado ambos miembros:

a’ =4k’ +4k +1,
y, extrayendo factores comunes:

a’=4k(k+1)+1.
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Ahora bien, como k y k + 1 son dos nimeros consecutivos, uno de ellos tiene que
ser par, por lo que el producto k(k + 1) es par, y, en consecuencia, el nimero 4k(k + 1)
es multiplo de 8, al ser el producto de 4 y un niimero par. Asi pues, tenemos:

4k(k+1)=0(mod8),
de donde, sumando 1 a ambos miembros, resulta:

4k (k +1)+1=1(mod8),

es decir:
a’= 1(mod8).

Un razonamiento idéntico nos lleva a que, al ser ¢ impar, también se tiene:
2
¢’ =1(mod8) .

Aplicando el Teorema de Pitagoras y teniendo en cuenta estas dos congruencias,
resulta:

b’ =a’ —c’ =1-1(mod8) = 0(mod8),

lo que significa que b es multiplo de 8. Si denotamos por x el exponente del factor 2
en la descomposicion en factores primos de b, podemos escribir b = 2*-B, siendo B un
nimero natural impar. Elevando al cuadrado, tenemos b*> = 2*-B2, y como b? es multi-
plo de 8 = 23, resulta claro que 2x > 3, de donde se sigue:

x2§=1'5.
2

Ahora, puesto que X es un niamero natural, la inecuacion x > 1’5 nos lleva a x > 2,
lo que se traduce en que b = 2*-B es multiplo de 4. Por tanto, hemos demostrado que,
en el caso que nos ocupa, b es multiplo de 4, por lo que el producto bc también lo es,
como queriamos ver. Con todo lo dicho, hemos demostrado que el producto be es mul-
tiplo de 3 y de 4, en cualquier caso, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 1.57

Los lados de un rectangulo vienen dados por numeros naturales. Determina la longi-
tud de dichos lados para que el perimetro y la superficie del rectangulo se expresen
con el mismo numero.

Sean n y m las longitudes respectivas de dos lados perpendiculares del rectangulo.
Puesto que el 4rea y el perimetro del rectangulo se expresan con el mismo nimero, po-
demos escribir la ecuacion mn = 2m + 2n. Trasponiendo términos y operando, tenemos:

mn—-2m=2n < m(n-2)=2n & m= 2n2’
n_

y, dividiendo los dos polinomios que forman la fraccion algebraica del segundo miem-
bro, se sigue:

m=2+

5 @

Ahora bien, puesto que m es un nimero natural, es necesario que la division indi-
cada por la fraccion sea exacta, lo cual solo es posible si n — 2 es un divisor de 4. Te-
niendo en cuenta que los divisores (positivos) de 4 son 1, 2 y 4, existen tres posibilida-
des, que estudiamos a continuacion.

Sin—2 =1, entonces, n = 3, y, sustituyendo en (I), m = 6. Tenemos el rectingulo
de dimensiones 3 x 6 unidades.

Sin-—2 =2, sesigue n =4, y, sustituyendo en (I), m = 4. Se trata de un cuadrado,
cuyo lado mide 4 unidades.

Por tltimo, si n — 2 = 4, se obtienen los valores n = 6 y m = 3. En realidad, es el
mismo rectangulo obtenido anteriormente, pero con los valores intercambiados, como
si lo giraramos 90°.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.58

Determina las dimensiones de un rectangulo, sabiendo que sus lados miden un numero
entero de centimetros, pero no un numero exacto de palmos, y que su drea expresada
en palmos cuadrados es igual a su perimetro expresado en palmos lineales. Un palmo
son 20 cm.

Denotemos por m y n las longitudes respectivas de dos lados perpendiculares del
rectangulo, expresadas en centimetros, que, convertidas en palmos lineales, son m/20 y
n/20. Obsérvese que, puesto que los lados no miden un numero exacto de palmos, ni m
ni n son divisibles por 20.
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A partir de la igualdad numérica entre el area y el perimetro del rectangulo, expresa-
dos en palmos cuadrados y lineales, respectivamente, podemos establecer la ecuacion:

m n m n

— =2 —+—,

20 20 (20 20)
de la que, operando y trasponiendo términos, llegamos a:

40n

mn=40(m+n) & mn-40m=40n < m(n-40)=40n & m= 0
n_

Dividiendo el polinomio del numerador entre el del denominador, tenemos:

m=40+ 1600 ,
n—40

y, descomponiendo en factores primos, resulta:

Puesto que m es un numero natural, es necesario que la division indicada por la
fraccion sea exacta, lo que significa que n — 40 es divisor de 2°-5%. Entonces, ha de ser
n — 40 = 2P-59 siendo p y q nimeros naturales tales que p <6 y q <2, y, trasponiendo,
n=2P-594 40.

Ahora bien, como 40 es multiplo de 20, el producto 2P-59 no puede serlo, pues en
caso contrario, n también lo seria, al ser igual a la suma de dos ntimeros con esta carac-
teristica, lo que contradice el enunciado; pero el resultado del cociente indicado, que es
igual a 2°?-5279, tampoco puede ser divisible por 20, ya que, de serlo, m estaria escrito
como la suma de dos multiplos de 20, y también lo seria, hecho que igualmente estd en
contra del enunciado.

Asi pues, tenemos que ni 2P-59 ni 26-5%79 son mltiplos de 20, condicién que limi-
ta los posibles valores de los exponentes p y q, como vemos a continuacion.

Sip=0yq=2, entonces:

20.57

52

n=2%-5"+40=65,y m=40+ =104,

y tenemos el rectangulo de dimensiones 104 cm %X 65 cm, que es una solucién valida.
Sip=1yq=2, entonces:

20.57

n=2"-5"4+40=90,y m=40+21.52

=72,

lo que proporciona el rectangulo de dimensiones 72 cm x 90 cm, que es otra solucion licita.
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Sip=35yq=0, entonces:

2.5
n=2"-5"+40=72.y m=40+—-—=90,
2°-5
de donde resulta el mismo rectangulo que en el caso anterior, pero con los lados inter-
cambiados, como si se girara 90°.
Sip==6yq=0, entonces:

o s 2°-5°
n=2"-5+40=104,y m=40+—_—-=065,
2°-5
obteniéndose el mismo rectangulo que en el primer caso, también con los lados inter-
cambiados.
Como podemos comprobar facilmente, los restantes valores naturales de p y q, con
p<6yq<=<2, dan lugar a numeros multiplos de 20, por lo que podemos cerrar el pro-

blema diciendo que solo existen las dos soluciones antes encontradas.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1969)

Problema 1.59

Varios gorriones llegan al tejado de un edificio, donde hay cierta cantidad de antenas.
Si sobre cada antena se coloca un unico gorrion, quedan n gorriones volando; si se
posan n gorriones en cada antena, quedan n antenas desocupadas. ;Cudntas antenas
hay en el tejado?

Denotemos por g el numero de gorriones, y por a el de antenas.

La primera condicion del enunciado significa que, de los g gorriones, hay a gorrio-
nes colocados en las antenas y n volando, lo cual se traduce en la ecuaciéon g =a + n.

De la segunda condicion, como hay n antenas desocupadas, debe haber a — n ante-
nas ocupadas, en cada una de las cuales hay n gorriones. Eso significa que en total hay
n(a — n) gorriones, puesto que no queda ninguno en el aire, lo cual se traduce en la
ecuacion g =n(a —n).

Igualando las dos expresiones encontradas, tenemos a + n = n(a — n), de donde,
operando y trasponiendo términos, se sigue:

a+n=an-n’©an-a=n"+n o a(n-1)=n"+n & a= ,

ecuacion que, dividiendo el polinomio del numerador entre el del denominador, pode-
mos escribir como:

a=n+2+ . D
n—1
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Como la cantidad de antenas debe ser un nimero natural, es necesario que la divi-
sion indicada por la fraccion sea exacta, lo cual significa que n — 1 debe ser divisor de
2. Ahora bien, los tnicos divisores naturales de 2 son 1 y 2, luego hay dos posibilida-
des:n—1=1, en cuyo caso, n=2; o n— 1 =2, de donde se sigue n = 3. Sustituyendo
estos dos valores en la expresion (I), obtenemos el mismo resultado, a = 6, que es la
respuesta a la pregunta planteada en el enunciado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.60

Determina dos numeros naturales tales que la diferencia de sus inversos sea igual al
inverso de 15.

Sean m y n los nimeros naturales buscados. A partir de las condiciones del enun-
ciado, obtenemos la ecuacion:

y, trasponiendo términos y operando, llegamos a:

mon_ 1 5m-15n=mn © mn+15n=15m < (m+15)n=15m <
mn
I5m
n= ,
m+15

ecuacion que, dividiendo el polinomio del numerador entre el del denominador, pode-
mos escribir como:

225
m+15

n=15-

Ahora bien, como n debe ser un niimero natural, es necesario que la division indi-
cada por la fraccion sea exacta, para lo cual es imprescindible que m + 15 sea divisor
de 225. Por tanto, en principio, m + 15 debe ser igual a alguno de los numeros de la
lista formada por los divisores de 225, a saber, los nimeros 1, 3, 5, 9, 15, 25, 45, 75,
225. Pero m también debe ser natural (y no nulo, puesto que si lo fuera, no tendria
inverso y el problema no estaria bien planteado), luego m > 1, lo que implica que
m + 15 > 16. De este modo, descartamos los valores 1, 3, 5, 9 y 15, y solo tendremos
que considerar los otros cuatro «candidatos», como veremos a continuacion.

Sim+ 15 =25, entonces, m = 10, y, sustituyendo en la Gltima ecuacion, tenemos:

n=15—§=6.
25
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Sim + 15 =45, entonces, m = 30, y, como antes, resulta:

n =15—£=10.
45
Sim+ 15 =75, entonces, m = 60, y:
n =15—£=12.
75

Por ultimo, si m + 15 =225, entonces, m =210, y:

n=15-220_ 14,
225

Asi pues, el problema tiene cuatro soluciones, constituidas por las parejas encon-
tradas.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 1.61

Sea A el menor numero natural que tiene 50 divisores naturales; sea B el numero que
expresa el darea limitada por una tangente cualquiera a la hipérbola xy = 6 y los ejes
coordenados; y sea C el coeficiente de x° en el desarrollo de (1 + x + x*)°. Demuestra
que el numero A es congruente con B modulo C.

Resolveremos el problema calculando el valor de cada uno de estos numeros.

Célculo del niimero A

Consideremos el nimero A, descompuesto en factores primos:

—nk ky k
A=n"-n,”--n".
Puesto que A tiene 50 divisores, a partir de la expresion que proporciona el nimero
de ellos, podemos escribir:

ND(A) = (k, +1)(k, +1)--(k, +1)=50=2-5-5.

Asi pues, como en la descomposicion en factores primos de 50 hay tres factores, y
sabemos que, para cada i comprendido entre 1 y p, ki + 1> 2, al ser k; > 1 (si fuera k;
nulo, para algun valor de i, entonces, el factor n; no estaria presente en la descomposi-
cion en factores primos de A, y no lo tendriamos en cuenta), podemos afirmar que la
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expresion ND(A) tiene, a lo sumo, tres factores, es decir, p < 3, de donde se sigue que
podemos reescribir A, de manera mas sencilla, como:

k3
3

R ky
A=n"-n,?n
Pero, ademads, estamos buscando el nlimero natural mds pequefio que cumpla la
condicion dada en el enunciado, lo cual solo se consigue si los nimeros nj, ny y n3 son
lo menor posible, es decir, si estos factores son 2, 3 y 5, por lo que podemos escribir
n;=2,m=3yn3=>5,y, en consecuencia:

A=28.3% .55,

De este modo, ya tenemos las bases de la descomposicion en factores primos de A.
Para hallar los exponentes, hemos de resolver la ecuacion obtenida anteriormente:

(k, +1)(k, +1)(k, +1)=1-2-5-5.

Obsérvese que hemos incluido también el factor 1 en el segundo miembro, puesto que
es posible que algin exponente sea nulo y, en realidad, el nimero A tenga menos de
tres factores.

Agrupando los factores del segundo miembro para formar solo tres, de todas las
maneras posibles, e identificando los factores de uno y otro miembro (tengamos en
cuenta que se trata de una ecuacion cuyas incognitas son nimeros naturales), obtene-
mos las distintas soluciones de la ecuacion:

2.5.5 {1.4.4)

1.2:25 {0.1,24}
K, +1)(k, +1)(k, +1)= ki ko k= ‘
(k, +1)(k, +1)(k; +1) 1-5-10 & thk ki {0,4,9}

1-1-50 {0,0,49}

Esta expresion indica los valores que pueden tomar los numeros ki, k2 y ks, pero
sin asociar ninguno de ellos con un valor concreto de los que forman cada terna de la
derecha. Ahora bien, como se pretende que el nimero obtenido sea lo menor posible, la
asociacion de ki, ko y k3 con los numeros de cada terna debe hacerse de manera que el
mayor exponente acompaiie a la base mas pequefia. Por tanto, las posibles soluciones
son las que resultan de las asociaciones:
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lo que implica que los posibles valores de A son A = 24-3%-5! = 6480, A = 2°4-31-50 =
=50331648, A =2°-3*5°= 41472 y A = 2%-3%-50 = 562949953421312. Asi pues, nos
quedamos con A = 6480, por ser el menor de los cuatro «candidatosy.

Célculo del nimero B

(Los elementos indicados a continuacion pueden verse en el diagrama de la pagina
siguiente)
La hipérbola dada se corresponde con la grafica de la funcion:

cuya derivada es:

Sea a un nimero real no nulo, y consideremos la recta tangente a la funcion f en el
punto de abscisa x = a. A partir de la expresion que proporciona la ecuacion de la recta
tangente a una funcidén en un punto, sabemos que la ecuacion de esta recta es:

6 6
y ;— a—z(X a).

Los puntos de corte de esta recta con los ejes coordenados, digamos P y Q, se ob-
tienen resolviendo los sistemas:

6 6 6
R AT et
y=0 x=0

de donde, sustituyendo y operando, se sigue:
P=(22,0) y Q =(o,2] .
a

En consecuencia, el nimero B, que se corresponde con el valor del area del trian-
gulo POQ (sombreado en el diagrama), viene dado por:

B=1(2a)2=12.

2 a
Es claro, pues, que el valor de B no depende del punto a elegido.
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Calculo del numero C

Desarrollando el cubo del trinomio, con la conocida identidad algebraica, tenemos:
(I+x+x*) =P +x° +x° +3(12 X+ x4+ +xExP 1! +X'X4)+6'1’X~X2,

donde ya se ve claro, sin mas operaciones, que el coeficiente de x° es igual a 3, es de-
cir, C=3.

Para terminar el problema, solo queda sustituir los valores encontrados y compro-
bar que A es congruente con B mddulo C. Asi pues, tenemos que ver que se verifica la

congruencia 6480 = 12 (mod 3), lo cual es evidente, al ser 6480 y 12 multiplos de 3.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 2.1

Dado un conjunto Sy una ley de composicion interna asociativa, denotada por ® , que
verifica la propiedad.:

VxeS,VyeS,x’ ®y=y=y®x’,

donde x> =x®x , se pide:
a) Demuestra que (S,®) es un grupo abeliano.

b) ;Puede tener orden 3? ;Y orden 4? ;Y orden 5? Elabora la tabla en los casos posi-
bles.

Apartado a)

Veamos que ® cumple las propiedades necesarias para que (S,®) sea un grupo abe-

liano:
- Asociativa: lo es por la hipotesis establecida en el enunciado.
- Elemento neutro: puesto que:

VxeS,VyeS,x’®y=y=y®x’,
es claro que x> (para cualquier elemento x del conjunto S), cumple la propie-
dad del elemento neutro de la operacion ® . Ademas, este elemento es unico,
puesto que si e es un elemento con la misma propiedad, esto es, tal que:
e®y=y=y®e,VyeS,
entonces, particularizando y = x? (para cualquier x perteneciente a S), se tiene:
e®@x’=x"=x"®e,
pero como también sucede:
VyeS,x’ ®y=y=y®x’,
tomando y = e, resulta:
x’®e=e=e®x".
Por tanto, necesariamente ha de ser e = x°, y ya tenemos demostrado que ®
tiene un unico elemento neutro.
- Elemento simétrico: dado cualquier elemento x perteneciente a S, por la defi-

nicién de x?, se tiene que:
X®x=x7,
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lo cual se traduce en que el elemento simétrico de x es el propio x, al ser x> el
elemento neutro. Ademas, es el unico elemento que cumple esta propiedad, ya
que si s fuera otro elemento que la cumpliera, seria:

2
X®s=s®x=x",

y, entonces, multiplicando por x a la derecha en los dos miembros de la segun-
da igualdad, resultaria:

s®x’=x"®x,

de donde s = x, puesto que x> es el elemento neutro. Obsérvese que multipli-
cando por x a la izquierda en los dos miembros de la primera igualdad llega-
riamos a la misma conclusion. Asi pues, ya tenemos probado que x es el unico
elemento simétrico de x:

Conmutativa: dados cualesquiera dos elementos de S, digamos x e y, conside-
remos el elemento:

(x®y)®(y®x).
Aplicando la propiedad asociativa, podemos escribir:
(x®y)®(y®x)=x®(y®y)®x=x®y’ ®x.

Ahora bien, puesto que el cuadrado de cualquier elemento de S es igual al
elemento neutro, en particular, lo es y?, por lo que tenemos:

(x®y)®(y®x)=x®y ®x=x®x=x".

De este modo, al efectuar la operacion ® entre x®y e y® x, resulta el ele-
mento neutro, lo que se traduce en que x ® y es el elemento simétrico de y ® x.
Pero el elemento simétrico de cualquier elemento de S es ¢l mismo, como vi-
mos antes, asi que necesariamente ha de ser x® y =y ® X, que es precisamente
la propiedad conmutativa, como queriamos demostrar.

Apartado b)

Como ya hemos comentado, el cuadrado de cualquier elemento de S es igual al ele-
mento neutro. Ello significa que el subgrupo generado por cada uno de los elementos
de S tiene 2 elementos (el elemento en cuestion y el neutro), es decir, todos los elemen-
tos de S tienen orden 2.

Asi pues, S no puede tener ni orden 3 ni orden 5, en virtud del Teorema de La-
grange, que establece que el orden de un grupo es multiplo del orden de cada uno de
sus elementos.
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En cuanto a la posibilidad de que S tenga orden 4, la respuesta afirmativa viene de
considerar el conjunto A = {Xx,y}, donde x e y son dos elementos distintos, definir S
como el grupo generado por A, esto es, S = < A >, y comprobar que S = {x,y,z,e},
siendoz=x®y=y®X,ye=y®y=x®Xx.

Efectuando la tabla, como se pide en el enunciado, y teniendo en cuenta las pro-
piedades de ® vistas en el apartado a), podemos cerciorarnos de que, efectivamente, el
grupo S asi construido tiene exactamente esos 4 elementos:

X y z e
X XxX®x=¢e Xx®y=z Xx®z=x®x®y=y | x®e=x
y y®x=2z y®y=e y®z=y®y®x=x | y®e=y
z| z®x=y®x®x=y zZQy=x®y®y=x zQ®z=¢ z®e=z
e e®x=x e®y=y e®z=1z e®e=e

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.2

Sean Q,=Q—-{0} y G=Q,xQ.

Se define en G la operacion (a,b)-(c,d) = (ac,bc + d). Demuestra que:
a) (G,*) es un grupo.

b) El subconjunto S={(1,b)/be Q} es un subgrupo normal de G.

¢) S es isomorfo al grupo aditivo Q.

Apartado a)

Veamos que se cumplen las tres propiedades que caracterizan un grupo:
- Asociativa: dados (a,b), (c,d) y (e,f) pertenecientes a G, por la definicion de la
operacion, se tiene:

[(a,b)-(c,d)]-(e,f) = (ac,bc+d)-(e,f)=(ace,bce+de+f),

(a,b){(c,d)-(e,f):l =(a,b)-(ce,de+f)=(ace,bce+de+f),

luego, como vemos:
[(a,b) . (c,d):l -(e,f)=(a,b)- [(c,d) . (e,f)] ,

esto es, la operacion es asociativa.
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- Elemento neutro: supongamos que existe un elemento de G, digamos (m,n), tal
que (a,b)-(m,n) = (a,b), para cualquier elemento (a,b) de G. Entonces, por la
definicion de la operacion, debe cumplirse la igualdad (am,bm + n) = (a,b), por
lo que, identificando componentes, debe ser am = a 'y bm + n = b. De la prime-
ra igualdad, al ser a un elemento de @, (no nulo, por tanto), se siguem =1y,

de la segunda, sustituyendo este valor de m, n = 0. Asi pues, en caso de existir
el elemento neutro, este debe ser (1,0). Pero sucede que, efectivamente, (1,0)
es el elemento neutro, pues para todo elemento (a,b) de G, se tiene:

(a,b)-(L,0)=(a-1b-1+0)=(a,b)=(1-2,0-a+b)=(1,0)-(a,b).

Elemento simétrico: dado (a,b) perteneciente a G, supongamos que existe un
elemento de G, digamos (p,q), tal que (a,b):(p,q) = (1,0). Entonces, realizando
la operacion, tenemos (ap,bp + q) = (1,0), de donde, igualando componentes,
resultaap =1y bp +q=0,y, en consecuencia, p=1/ay q =—b/a, lo cual tiene
sentido, al ser a un nimero racional no nulo. De este modo, de existir el ele-
mento simétrico de (a,b), ha de ser (1/a,—b/a). Pero ocurre:

o (32ebod-Hron-{la-tae) (2o

por lo que se tiene que ciertamente (1/a,—b/a) es el elemento simétrico de (a,b).

Asi pues, al cumplirse las tres propiedades vistas, podemos concluir con que (G,")
€s un grupo, como queriamos ver.

Apartado b)

Recordemos que, dados un grupo, H, y un subgrupo, K, se dice que K es normal en H
si, y solo si, para cualquier elemento x perteneciente a H, se cumple x-K-x ! = K, lo
cual equivale a decir que, para cualesquiera elementos xe H, ye K, se cumple que

x-y-x ! es un elemento de K.

Para el caso que nos ocupa, sean (a,b) y (1,c) elementos respectivos de G y S. Co-
mo hemos visto antes, el simétrico de (a,b) es (1/a,—b/a), por lo que se trata de probar
que (a,b)-(1,c)-(1/a,~b/a) es un elemento de S. Pero, por la definicion de la operacion y
por la propiedad asociativa (ya vista), tenemos:

(a.b)- (1,@&,-2) ~(a- 1,b-1+c)~[i,—gj =(aé,bi+ci—§] =(1,§] ,

que claramente pertenece al conjunto S.

Asi pues, para concluir el apartado, solo nos falta ver que S es un subgrupo de G,
para lo cual es suficiente con comprobar que S < G (obvio), que el elemento neutro de
G estd en S (como también es claro), y que el simétrico de cualquier elemento de S es
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también un elemento de S, lo cual es cierto, ya que, dado un elemento cualquiera de S,
(1,b), como hemos visto, su simétrico es (1/1,-b/1) = (1,-b), que evidentemente es un
elemento de S.

Por tanto, tenemos probado que S es un subgrupo normal de G, como pretendia-
mos.

Apartado c)

Para ver que S es isomorfo al grupo aditivo @QQ, estableceremos una aplicacion entre los
grupos (Q ,1) y (S,*), y veremos que se trata de un isomorfismo de grupos, esto es, que
es biyectiva y «mantiene la estructuray. Con este fin, consideraremos la aplicacion
«mas natural» entre (Q,+) y (S,), digamos ¢, dada por ¢ (x) = (1,x), para cada racio-
nal x, que claramente esta bien definida.

Veamos que ¢ es biyectiva:

Es inyectiva, ya que si @(x) = ¢(y), entonces, por la definicion de ¢, se satisface la
igualdad (1,x) = (1,y), de donde, identificando componentes, se sigue que X =y; y es
sobreyectiva, puesto que cualquier elemento de S es de la forma (1,b), donde b es un
namero racional, con lo que ya tenemos el elemento be Q tal que ¢ (b) = (1,b). Asi
pues, al ser inyectiva y sobreyectiva, ya tenemos probado que es biyectiva.

Veamos que ¢ «conserva la estructura», esto es, que para cualesquiera racionales a
y b, se cumple @(a + b) = ¢(a) - ¢(b) (tengamos en cuenta que estamos considerando la
operacion «+» en Q y la operacion «-» en S):

Dados los racionales a y b, se verifica:

o(a)-@(b)=(La)-(Lb)=(1-La-1+b)=(La+b)=¢(a+b),
y ya tenemos lo que queriamos.

Por lo visto, podemos afirmar que S es isomorfo al grupo aditivo Q, lo que cierra
el apartado, y, con él, el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2001)

Problema 2.3

Se consideran los conjuntos M, Uy N:

M=4[? “|abecdeClad—bez0!,
b d

u=J|* “labecdeCrad—be=1!,
b d
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a ¢
N= ,a,c,de C/ad #0 ;.
0 d

a) Prueba que (M,") tiene estructura de grupo, donde «» representa el producto de
matrices.
b) Demuestra que (U,") y (N, ") son subgrupos de (M, ).

En primer lugar, observemos que M es precisamente el conjunto de las matrices
cuadradas de orden 2, con coeficientes complejos, cuyo determinante es distinto de
cero, lo cual nos permitira resolver el problema con mayor facilidad. Asimismo, U es el
subconjunto de M formado por las matrices cuyo determinante es igual a 1, mientras
que N es el subconjunto de M cuyas matrices tienen nulo el elemento situado por deba-
jo de la diagonal principal.

Apartado a)

El problema esta bien planteado, ya que la operacion «» es cerrada en M, esto es, el
producto de dos matrices pertenecientes a M también es una matriz de M. En efecto,
si A y B son matrices de M, entonces, la matriz resultante del producto de A por B,
A-B, es cuadrada, y tiene orden 2; ademas, por las propiedades de los determinantes,
|A-B| = |A]-|B|, de donde se deduce |A-B| # 0, al ser A y B matrices con determinante
no nulo. Asi pues, ya tenemos probado que A-B es una matriz de M.
Veamos ahora que (M,-) cumple las propiedades de un grupo:
- Asociativa: puesto que el producto de matrices cumple la propiedad asociativa,
también ha de cumplirlo el de matrices de M, como caso particular.
- Elemento neutro: consideremos la matriz identidad de orden 2, I, definida como:

I_10
2o 1)

Es claro que I, es una matriz de M, puesto que es cuadrada, con coeficientes
complejos, tiene orden 2, y su determinante es distinto de cero. Ademas, para
toda matriz A perteneciente a M, se cumple A-I, = [,-A = A, lo que se traduce
en que [» es el elemento neutro de «-».
- Elemento simétrico: dada una matriz A perteneciente a M, sabemos que existe
la matriz inversa de A, A™!, puesto que el determinante de A es distinto de 0.
Asi pues, tenemos A-A"! = A"l-A = I,. En particular, tomando determinantes,
|A-A7Y| = |Io| = 1. Ademas, por las propiedades de los determinantes, |A-A"!| =
|A|-|A7!|, de donde se sigue |[A|'|A”!| = 1y, en consecuencia, [A™! | # 0. Asi
pues, A! pertenece a M, por lo que tenemos probado que existe el elemento
simétrico para la operacion «-» en M.
Por todo lo dicho, ya tenemos probado que (M,-) es un grupo. Obsérvese que no se
trata de un grupo abeliano, pues, como es sabido, el producto de matrices no es conmu-
tativo en general.
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Apartado b)

Como ya hemos comentado, es claro que tanto U como N son subconjuntos de M, por
lo que tiene sentido plantearse si (U,-) y (N,-) son subgrupos de (M, ).

Veamos, en primer lugar, que (U,-) es subgrupo de (M,-):

La operacion «-» es cerrada, puesto que si A y B son dos matrices de U, entonces,
|A| = |B| = 1, de donde se sigue, aplicando una de las propiedades de los determinantes,
|A-B|=|A|-B|]=1-1=1, lo que implica que A-B pertenece a U; la propiedad asociativa
esta «heredada» del conjunto de matrices; el elemento neutro, I, pertenece a U, puesto
que su determinante es igual a 1; y, por ultimo, dada la matriz A perteneciente a U, es
claro que |A™!| = 1, puesto que |A|'|A| =1y |A| = 1, de donde se sigue que A™! perte-
nece a U.

Con todo lo dicho, podemos concluir con que (U,-) es subgrupo de (M,-), como
queriamos probar.

Veamos ahora que (N,-) es subgrupo de (M,):

Dadas dos matrices de N, digamos A y B, deben ser de la forma:

a c a' ¢
A = s B = )
o oe-(o &)
para ciertos numeros complejos a, d, ¢, a’,d’ yc’, talesquead #0y a’d’ # 0.
De este modo, el producto de A y B es:

a c)(a' c¢' aa' ac't+cd'
A-B= . = ,
(0 dj {0 d'} [ 0 dd' j

cuyo determinante no es nulo, puesto que:

aa' ac'+cd'
|A-B|= =aa'dd'=(ad)(a'd")#0.
0 dd R T

Resulta claro entonces que A-B pertenece a N, puesto que tiene nulo el elemento
situado por debajo de la diagonal principal, y su determinante es distinto de cero. En
otras palabras, la operacion «-» es cerrada en N.

Por otro lado, la operacion «» cumple la propiedad asociativa (heredada de M); el
elemento neutro, I», esta en N, ya que su determinante no es nulo, y tiene nulo el ele-
mento situado debajo de la diagonal principal; y, finalmente, dada la matriz A pertene-
ciente a N, se tiene que A~! también pertenece a N, como podemos ver a continuacion.

Puesto que A pertenece a N, existe A, al ser |A| # 0. Ademas, si:

a ¢C
A= ,
ol
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con ad # 0, entonces:
A“=L(Ade)t=i d —c)_1(d —c)_ d/ad —c/ad _ l/a —c/ad ’
|A| |A[L0 a) adl0 a ) (0/ad a/ad 0 1/d

con l-l;zr&O,
a d

por lo que esta en N, al cumplir las condiciones necesarias y suficientes para ello.
Con todo lo dicho, podemos afirmar que, efectivamente, (N,-) es subgrupo de
(M,"), lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.4

Sea Q el conjunto de los nmimeros racionales y N el de los naturales, incluyendo el
cero. Se define en Q la relacion R, dada por:

Vxe Q,Vye Q,xRy & Ine N/y=x+n.

a) Demuestra que R es una relacion de orden.
b) Determina si se trata de un orden total.
¢) Prueba que el conjunto C = {1/2,2/3} no estd acotado, ni superior ni inferiormente.

Apartado a)

Veamos que R cumple las propiedades necesarias para ser una relacion de orden:

- Reflexiva: para todo x racional, es claro que x = x + 0, luego xRx (estamos
considerando el cero como natural).

- Antisimétrica: sean x e y racionales tales que xRy, yRx. Hay que demostrar
que, entonces, X =y. En efecto, como xRy, existe un natural, digamos m, tal
que y = X + m; como también yRx, existe un natural, digamos n, tal que x =y +n.
Sustituyendo en esta Ultima igualdad la anterior, resulta x = x + m + n, lo cual
solo es posible si se cumple la igualdad m + n = 0. Ahora bien, como m y n son
naturales (y por tanto no negativos), la suma de ambos es nula unicamente si
m =n =0, lo cual se traduce en que x e y son iguales.

- Transitiva: sean X, y, z racionales tales que xRy, yRz. Hemos de probar que, en
tal caso, ha de cumplirse que xRz. En efecto, puesto que xRy (respectivamente
yRz), existe un nlimero natural, digamos p (respectivamente q), tal que y =x + p
(respectivamente z = y + q). Sustituyendo, como antes, en esta ultima igualdad
la anterior, se tiene que z =X + p + q, lo que se traduce en que xRz, puesto que
p + g es un numero natural.

Al cumplir R estas tres propiedades, tenemos ya demostrado que R es una relacion
de orden.
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Apartado b)

Seria un orden total si se cumpliera la propiedad de conexion, esto es, si dados cuales-
quiera racionales x ey, se tiene necesariamente que xRy o que yRx. Ahora bien, por la
definicién de R, tenemos que xRy si, y solo si, existe un natural, digamos r, tal que
y =X + r; trasponiendo la x, esto equivale a y — x =, lo cual significa que la diferencia
entre y y X es igual a un niimero natural. Logicamente, la relacion yRx conduce a un
resultado analogo. Asi pues, podemos decir que dos racionales estan relacionados por
R (en alguno de los dos sentidos) si, y solo si, se diferencian en un ntimero natural. Por
tanto, basta con elegir dos racionales cuya diferencia no sea natural, y tendremos dos
racionales que no estan relacionados (ni en un sentido ni en otro). Por tanto, la relacion
R no es un orden total.

Apartado ¢)

Demostraremos que el conjunto C no esta acotado superiormente por reduccion al ab-
surdo, suponiendo que existe una cota superior y comprobando que, en tal caso, nos
encontramos con una contradiccion, lo que hara insostenible la hipotesis de que C esté
acotado superiormente y, por tanto, habremos probado que no lo esta.

Sea, pues, s una cota superior de C. Entonces, por la definicién de cota superior,
xRs, para cualquier elemento de C, es decir:

1 2
—Rs y —Rs.
2 Y 3

En consecuencia, existen dos naturales, digamos u y v, tales que:

s=iiuys=Z4v
2 ys=3Tv

Igualando, tenemos:

—tu=—+v,
2 3
y, trasponiendo términos, resulta:
1
u-v=———,
3 2

lo cual es absurdo, puesto que el primer miembro estd constituido por un numero ente-
ro (es la diferencia de dos naturales), mientras que el segundo no lo es, pues:

[SSRR N

1
.

N | —
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Para ver que C tampoco esta acotado inferiormente, se sigue una demostracion
analoga, que presentamos a continuacion, sin comentar con demasiado detalle.

Supongamos que C esta acotado inferiormente. Sea, pues, t una cota inferior de C.
Entonces:

tRl EIaeN/lzt+a | )
2o ; & JabeN/—a=1-be
th EIbEN/Ezt'Fb

Ja,be N/b—-a=

1
6 b

W
N | —

lo cual es una contradiccion.
De este modo, tenemos ya demostrado que C no esta acotado ni superior ni infe-
riormente, como se pide en el enunciado.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1971)

Problema 2.5
En el cuerpo Q de los numeros racionales se define la siguiente relacion binaria:

Vxe Q,Vye Q,xRy < Fhe Z/x = 3y3+h .

a) Demuestra que R es de equivalencia.
b) Determina el conjunto cociente.
¢) Razona si los elementos 2/3 y 4/5 pertenecen a una misma clase.

Apartado a)

Veamos que R cumple las propiedades de una relacion de equivalencia.
- Reflexiva: para todo racional x es claro que

3x+0
X =
3

>

lo que se traduce en que xRx (hemos tomado h = 0, que obviamente es un en-
tero).

- Simétrica: sean X e y racionales tales que xRy. Hemos de probar que, entonces,
yRx. En efecto, como xRy, por la definiciéon de R, existe un numero entero,
digamos h, tal que:

=3y th
3
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Trasponiendo términos, se sigue:

x=3y+h <:>3x=3y+h<:>y=3x3_h,

lo que significa que yRx, pues —h es un nimero entero que cumple las condi-
ciones dadas en la definicion de R.

- Transitiva: sean X, y, z racionales tales que xRy, yRz. Tenemos que ver que, en
esta situacion, se cumple también xRz. En efecto, como xRy, existe un entero,
digamos h, tal que:

X=3y+h‘
3

Puesto que también yRz, existe otro entero, digamos k, tal que:

3z+k
T

Sustituyendo esta expresion de y en la primera ecuacion, resulta:

3'3Z+k+h

X=—"——,

y, simplificando:

3z+k+h
X=——
3

>

lo cual implica xRz, puesto que k + h un numero entero.
Asi pues, al cumplir R estas tres propiedades, tenemos ya probado que se trata de
una relacion de equivalencia, como queriamos ver.

Apartado b)

Sea x un niimero racional, y denotemos por [x] su clase de equivalencia, esto es, el
conjunto de todos los niimeros racionales que estan relacionados con x mediante la
relacion R. Con esta notacion:

[x]={ye Q/xRy},

y la resolucion del apartado consiste en determinar el conjunto cociente, definido por:

Q%{z{[x]/xe Q}.
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Dado un numero racional, digamos y, veamos qué condiciones deben darse para
que y pertenezca a [x]:

ye[x]e xRy < dhe Z/x=3y+h

< dhe Z/x=y+%<:>5|he Z/x—yz%.

Asi pues, hemos probado que un elemento esta en la clase de otro (es decir, deter-
minan la misma clase) si, y solo si, se diferencian en un multiplo entero de 1/3. Ello
permite establecer una particion del conjunto de los nimeros racionales, en intervalos
de la forma:

[E,EJOQ,con heZ,
33

de manera que cada uno de ellos es equivalente al intervalo:

1
[Oygjﬂ(@ s

lo que permite entender el conjunto cociente como este mismo intervalo, o en términos
mas exactos, permite establecer un isomorfismo entre los conjuntos:

A {0 l) N
R y H 3 Q ’
por lo que podemos escribir:

s

Apartado c¢)

Ya hemos visto en el apartado anterior que dos racionales estan en la misma clase si, y
solo si, su diferencia es un multiplo entero de 1/3. Sin embargo:

2 4 2

2. 4_2_ 2
5

1
3 5 15 3’

lo que evidencia que la diferencia entre 2/3 y 4/5 no es un multiplo entero de 1/3, y, en
consecuencia, los elementos 2/3 y 4/5 no estan en la misma clase.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1974, y examen de Universi-
dad)
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Problema 2.6

En el conjunto de los numeros naturales se considera la relacion binaria R, definida
por:

Vme N,Vne N,mRn<:>m+n=é

(El numero 2 con un punto encima representa un multiplo de 2).
Demuestra que R es de equivalencia e indica cudl es el conjunto cociente.

Veamos que R satisface las propiedades de una relacion de equivalencia:
- Reflexiva: dado un numero natural n, es claro que n + n = 2n es multiplo de 2,

luego nRn.
- Simétrica: si dos nimeros naturales m y n verifican mRn, entonces:

m+n=2,

de donde se sigue trivialmente que n + m también es multiplo de 2, pues, por la
propiedad conmutativa, sabemos que se verifica la igualdad m +n=n+m.

- Transitiva: sean tres naturales m, n y p tales que mRn y nRp. Se trata de de-
mostrar que, en tal situacion, se cumple también mRp. En efecto, puesto que
mRn y nRp, tenemos:

m+n=2 y n+p=é.
Sumando miembro a miembro las dos igualdades, resulta:
m+n+n+p=é+é,
luego:
m+2n+p= 2 ,
y, trasponiendo:
m+p= i— 2n,

lo que implica que la suma de m y p es multiplo de 2 y, por tanto, mRp, como
queriamos demostrar.
De este modo, tenemos ya probado que R es de equivalencia.
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Veamos ahora cudl es el conjunto cociente correspondiente a la relacion R, para lo
cual determinaremos la clase de equivalencia de un numero natural cualquiera n, que,
como en el problema anterior, denotaremos por [n]. Por definicion:

[n]={me N/an}z{me N/n+m=2 ,

lo cual se traduce en que un ntimero natural m esta en la clase de n si, y solo si, n + m
es par, situacion que se da unicamente si m y n tienen la misma paridad, esto es, si son
los dos pares o son los dos impares. Asi pues, es claro que si n es par, entonces, [n] es
el conjunto formado por todos los nimeros pares, mientras que si n es impar, [n] es el
conjunto de los nimeros impares. Por tanto, el conjunto cociente estd formado solo por
dos elementos: la clase de los numeros pares y la clase de los impares.

(Examen de Universidad)

Problema 2.7

Sea A un anillo, y sean x e y elementos nilpotentes de A que conmutan. Demuestra que
los elementos xy, x +y, x —y son nilpotentes de A.

Como x ey son elementos nilpotentes de A, existen dos naturales, digamos m y n,
tales que x™ = 0, y" = 0. Veamos por separado que los elementos Xy, X +y, X —y son
nilpotentes de A.

Xy es nilpotente
Consideremos la potencia m-ésima de xy. Por definicion:
m veces

(xy)" =(xy)-(xy)(xy)-

Puesto que A es un anillo, se cumple la propiedad asociativa, por lo que podemos
prescindir de los paréntesis, teniéndose:

m veces

m —
(xy) =xy-xy---xy.

Como x e y conmutan, podemos intercambiar el orden en que aparecen en el ante-
rior producto, por lo que podemos escribir:

m veces m veces

(Xy)m :X.X...X.y.y...y:xm .ym'
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Ahora bien, tenemos x™ = 0, luego, sustituyendo:

m

(xy)" =x"-y"=0-y" =0.

Asi pues, hemos encontrado un exponente natural (m) tal que la potencia formada
por la base Xy y este exponente es nula, lo cual se traduce en que xy es nilpotente, co-
mo se queria demostrar.

Obsérvese que podriamos haber llegado a la misma conclusion usando el exponen-
te n en lugar del m, al ser y" = 0.

X + vy es nilpotente

Consideremos la potencia (m + n)-ésima de x + y. Como se cumple la propiedad aso-
ciativa, y los elementos x ¢ y conmutan, podemos emplear la formula del binomio de
Newton, resultando:

(X + y)m+n _ E[mln]xkym_mk .

k=0

Separando el sumatorio en dos sumandos (uno extendido de 0 a m, y otro de m + 1
hasta m + n), tenemos:

min 4 m+n e 2 (m+n mn & (m+n e
(X+y) :Z[ K Jxky+ k:Z( . Jxky -k Z[ . ]Xky -k

k=0 k=0 k=m+1

Extrayendo la potencia y" como factor comun de todos los sumandos del primer
sumatorio (tengamos en cuenta que el exponente m + n — k es mayor o igual que n, al
extenderse k de 0 a m) y la potencia x™ como factor comun de todos los sumandos del
segundo (como en este sumatorio k se extiende desde m + 1 hasta m + n, es claro que
todos los exponentes de x son mayores que m), llegamos a:

x+y m+n :yn o Mm+n Xkymfk +Xm <~ (m+tn Xk—mym+n—k
&l ok k
=0

k=m+1

(obsérvese que este paso es posible al ser x e y dos elementos que conmutan, y verifi-
carse la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, lo cual esta garantiza-
do, pues A es un anillo).

Ahora, como x™ = 0, y" = 0, sustituyendo:

(x+y)"" = O-Z(mlnjxkym"k +0- ) [m-;n}xk"mym“’_k =0.

k=0 k=m+1
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Por tanto, existe una potencia de x + y que es nula, lo cual significa que x +y es
nilpotente, como queriamos demostrar.

X — v es nilpotente

Veamos, en primer lugar, que si z es un elemento nilpotente de A, entonces, —z también
lo es. En efecto, al ser z nilpotente, existe un natural, digamos p, tal que z° = 0, de don-
de se sigue que (—z)" = 0, lo que se traduce en que —z es nilpotente.

En el caso que nos ocupa, como y es nilpotente, por lo dicho, —y también lo es, y,
al ser x —y = x + (-y), tenemos que X —y es igual a la suma de dos elementos nilpoten-
tes, lo que reduce el problema al caso anterior, ya demostrado. Asi pues, sabemos ya
que x —y es nilpotente, y el problema queda cerrado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.8

Sea A un anillo, no necesariamente conmutativo. Demuestra que si a es un elemento
nilpotente de A, entonces, (1 —a)™ =1+ a + a’ + a* +. Como aplicacion, calcula la
matriz inversa de M, sin hacer uso de determinantes ni del método de Gauss, siendo

.
(= -
(= -
S O = N W
S = N W b
— N W B~ W

Sea a un elemento nilpotente del anillo A. Entonces, existe un numero natural, di-
gamos n, tal que a" = 0 y, en consecuencia, a™ = 0, para todo m > n. Asi pues, la suma
expresada en el enunciado tiene una cantidad finita de términos, a pesar de que pueda
parecer ilimitada, quedando, por tanto, escrita como 1 +a + a> + a> +--+ a" ! (estamos
suponiendo que n es el menor exponente que anula la potencia de base a).

Ahora, por definicion, el inverso multiplicativo de 1 — a es el elemento de A, di-
gamos b, tal que b(1 —a) = (1 —a)b =1, luego para ver que el inverso de 1 — a es preci-
samente 1 + a + a? + a’ +-, como se pide en el enunciado, basta con efectuar el pro-
ducto y comprobar que el resultado es igual a uno.

En efecto, aplicando la propiedad distributiva por la izquierda, tenemos:

(1—a)(1+a+a2+a3 +---+a“’])=

=(l-a)+(1-a)a+(l-a)a’+(1-a)a’ +---+(1—-a)a"",
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y, aplicandola nuevamente, esta vez por la derecha:
(1-a)(1+a+a’+a’+--+a"")=
=(1—a)+(a—a2)+(a2 —a3)+(a3 —a“)+---+(a“'1 —a“).
Aplicando la propiedad asociativa, podemos prescindir de los paréntesis, quedando:
(1-a)(1+a+a’+a’+--+a"")=

n

=l-a+a-a’+a’-a’+a’—a*+.-.—a"" +a"" -a".
Es claro que en el segundo miembro de esta igualdad aparecen términos idénticos,
pero de distinto signo, por lo que unos se compensan con otros, manteniéndose Unica-

mente el primero y el ultimo. De este modo, teniendo en cuenta, ademads, la igualdad
a" = 0, resulta:

(l—a)(1+a+a2+a3+---+a“'1):1—a“ =1-0=1,

y ya tenemos probada la igualdad que queriamos.
Sin embargo, puesto que A no tiene por qué ser conmutativo, hemos de probar que
también resulta la unidad si se invierte el orden de los factores.
De manera similar, aplicando la propiedad distributiva por la derecha, podemos es-
cribir:
(1+a+a2 +a’ +---+a"'1)(1—a)=
=(l1-a)+a(l—a)+a’(l—a)+a’(1-a)+---+a""'(1—a).

Aplicando la propiedad distributiva por la izquierda, llegamos a:

l+a+a’+a’ +---+a"")(1-a)=
(1-a)

:(1—.'el)+(a—212)+(a2 —.213)+(a3 —a“)+---+<a“'1 —a“).
Esta expresion es la misma que encontramos antes, y ya vimos que es igual a la
unidad. Por tanto, tenemos ya demostrada la otra igualdad y, en consecuencia:

(1-ay'=l+a+a*+a’+-+a,

como queriamos probar.
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Para la aplicacion del resultado, hemos de ver cudl es el elemento nilpotente, di-
gamos N, que permite hallar la matriz inversa de M. Para ello, escribimos M =1— N,
siendo I la matriz identidad, que tiene el papel del 1, por ser el elemento neutro del
producto, y, trasponiendo, resulta N =1 — M. Asi pues, tenemos:

1 00 0O 1 2 3 45 0 2 3 4 -5
01 000 01 2 3 4 0 0 2 -3 4
N=[-M={0 0 1 0 Of-{0O O I 2 3|={0 0 0 -2 =3[
000T1@P0 00 01 2 0 0 0 0 =2
0 00 01 000 01 0 0 0 0 O

Para ver que, efectivamente, N es nilpotente, hallamos sus sucesivas potencias,
hasta encontrar el exponente que hace nulo el resultado:

0 2 -3 -4 —=5)(0 -2 -3 —4 -5) (0 0 4 12 25
0 0 2 -3 —4(|0 0 2 3 -4 |0 0 0 4 12
N*=N-N=/0 0 0 -2 -3//l0 0 0 -2 =3|=|0 0 0 0 4|,
0 0 0 0 200 0 0 0 =2/ /000 0 O
0 0 o0 oJlo 0 0 0 0 000 0 O
0 0 4 12 25\(0 =2 -3 -4 =5} (0 0 0 -8 =36
000 4 12410 0 2 -3 —4| |0 0 0 0 -8
N'=N*N={0 0 0 0 4{0 0 0 -2 =3[=/0 00 0 0 |,
000 0O 0|00 0 0 —2/1]000 0 0
000 0 OJJO 0 0 0 0 000 0 0
000 -8 -36)0 -2 -3 -4 =5} (0 0 0 0 16
000 0 810 0 —2 -3 -4/ (0000 0
N*=NN={0 0 0 0 OO0 0 O -2 -3|=/0 0 0 0 O],
000 0 010 O O 0 —=2//0000 0
000 0 0J)JO O 0 0 0 0000 O
0 00 0 160 2 -3 -4 =5} (0 0 0 0 O
0000 0[]0 0 =2 -3 -4 /00000
N°=N*N=/0 0 0 0 0[/[0 0 0 -2 =3|=[0 0 0 0 0O},
0000 O[]0 O O 0 —2/1/00000
0000 O0JJO O 0 0 0 00000

y ya tenemos probado que N es nilpotente.
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Aplicando el resultado general que hemos demostrado en la primera parte del pro-
blema, resulta:

M7 =(I-N)" =T+ N+N>+N* + N*,

y, realizando las sumas:

1 -2 1 0 0
0o 1 -2 1 0
M'={0 0 1 -2 1
0o 0 o0 1 =2
0 0 0 0 1

Obsérvese que es posible comprobar que este resultado es correcto, sin mas que
hacer el producto (por la derecha y por la izquierda) de esta matriz por M, viendo que
da como resultado la matriz identidad.

(Examen de Universidad)

Problema 2.9

Sea E, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n — I con
coeficientes reales. Se considera la aplicacion u:E, — E,+; tal que u(P) = Q, estando
Q definido por:

Q(x)=¢e" (%(e’sz(x)),‘v’xe R.

Se pide:

a) Demuestra que la aplicacion u es lineal.

b) Halla el nucleo de u.

¢) Halla la dimension de la imagen de u.

d) Determina la matriz de u en las bases canonicas.

Apartado a)

En primer lugar, hemos de ver que u esta bien definida. Para ello, hay que comprobar
que, dado un polinomio P perteneciente a E,, su transformado mediante u, esto es,
u(P) = Q, pertenece a Eq+1.

En efecto, puesto que Q esta definido para todo real x como:

Qo =¢” (e P
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realizando la derivada, obtenemos:
Q(x)= e (—2xe’sz(x) + e”‘zP'(x)) ,
y, aplicando la propiedad distributiva y simplificando:
Q(x)=-2xe™ e  P(x)+e e P'(x)=-2xP(x)+P'(x).

Asi pues, es claro que, al ser P un polinomio de grado menor o igual que n — 1, Q
es otro polinomio, de grado n, como méximo, es decir, Q pertenece a En+1, y ya tene-
mos que u estd bien definida.

Veamos ahora que u cumple las propiedades de una aplicacion lineal. Para ello,
consideraremos la expresion de u(P) que hemos encontrado, que resulta mas simple y
operativa que la dada en el enunciado, para cualquier polinomio P de E,.

Sean a y b dos niimeros reales, y sean R y S dos polinomios de E,. Entonces, por lo
visto, para cualquier nimero real x, tenemos:

u(a-R(x)+b-S(x))=—2x(a-R(x)+b-S(x))+(a-R(x)+b-S(x))'.
Efectuando el primer paréntesis y aplicando las propiedades de la derivada, se sigue:
u(a~R(x)+b-S(x))=—2x-a-R(x)—2x~b'S(x)+a'R’(x)+b-S'(x).

Extrayendo factores comunes y teniendo en cuenta la expresion del transformado
de un polinomio de E,, resulta:

u(a-R(x)+b-S(x))=a-(—2XR(X)+R'(x))+b-(—2xS(x)+S'(x)) &
u(a~R(x)+b-S(x))=a-u(R(x))+b-u(S(x)),

luego ya tenemos probada la igualdad u(a-R +b-S) = a-u(R) + b-u(S), es decir, que u es
lineal.

Apartado b)

Recordemos que el nucleo de una aplicacion lineal f, denotado por ker(f), es el subes-
pacio vectorial del espacio vectorial de partida formado por todos los vectores cuyo
transformado es el vector nulo del espacio vectorial de llegada.

En el caso que nos ocupa, el nicleo esta formado por todos los polinomios P(x) de
En tales que (u(P))(x) = —2xP(x) + P’(x) es el polinomio idénticamente nulo.

Se trata, pues, de encontrar los polinomios de E, que verifican la ecuacion diferencial
—2xP(x) + P’(x) = 0, que, trasponiendo, se convierte en P’(x) = 2xP(x). Ahora bien, es
claro que el polinomio del primer miembro tiene grado una unidad menos que el grado de
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P, puesto que es su derivada, mientras que el del segundo miembro tiene grado una uni-
dad mas que el grado de P, ya que se estd multiplicando por el monomio x. Tenemos,
pues, que dos polinomios de distinto grado y diferentes coeficientes son idénticos, lo cual
solo es posible si P es el polinomio nulo. De esta manera, podemos afirmar que solo el
polinomio nulo cumple la ecuacion diferencial y, en consecuencia, ker(u) = {0}.

Apartado c)

Por el primer Teorema de Isomorfia, se sabe que, dada una aplicacion lineal f de un
espacio vectorial V, de dimension finita, en otro W, también de dimension finita, se
cumple la relacion dim(V) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)), donde Im(f) denota la imagen
de f, definida como el subespacio vectorial de W en que se transforma todo V mediante
la aplicacion lineal f.

En el caso que nos ocupa, es sabido que dim(E,) = n, puesto que el conjunto
{1, x, x%,..., x™!} es una base de E, (la base candnica), y tiene n elementos. Ademas,
por el apartado b), sabemos que kef(u) = {0}, lo que se traduce en que dim(ker(u)) = 0.

Asi pues, sustituyendo estos valores en la formula de la dimension dada por el
primer Teorema de Isomorfia, resulta n = 0 + dim(Im(u)), es decir, dim(Im(u)) = n.

Apartado d)

Como sabemos, la matriz de una aplicacion lineal f de un espacio vectorial V en otro V’,
ambos de dimension finita, respecto de las bases B de V y B’ de V’, denotada por
M(f;B,B’), es aquella cuyas filas estan formadas por las coordenadas de los transforma-
dos de los vectores de la base B respecto de la base B’, ordenadas en el mismo orden que
los vectores de la base B. En tal situacion, la ecuacion de la aplicacion lineal f viene dada
por la expresion f(x) = x-M(f;B,B’), la cual permite hallar las coordenadas del trasforma-
do de cualquier vector de V respecto de la base B’, sin mas que multiplicar el vector
formado por sus coordenadas respecto de la base B por la matriz M(f;B,B”).

En el caso que nos ocupa, hemos de considerar las bases canonicas de E, y En+1,
que son, como es sabido, B = {1, x, x*,..., x™ '} y B> = {1, x, x%,..., x™ !, x"}, respecti-
vamente. Asi pues, para determinar la matriz de la aplicacion lineal u, es suficiente con
hallar las coordenadas respecto de B> de u(x*), para 0 <k <n — 1, teniendo en cuenta la
expresion de u que hemos encontrado, como vemos a continuacion:

u(l)=-2x-1+(1y =-2x=(0,-2,0,0,....,0)’,
u(x) = 2xx + (x)’ = -2x*+1=(1,0,-2,0,0.....,0)s",
u(x?) = 2xx> + (x*) = -2x> + 2x = (0,2,0,-2,0,0,....,0)s",

u(x3) = 2x %2 + (%) = 2x* + 3x%2 = (0,0,3,0,-2,0,0,....,0)s",

u(xk) = 2x-x5 + (xK) = 2% + kxk 1 = (0....,0,k,0,-2,0,0......0)",
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u(x™ ) = 2x-x"+ (x* 1) = 2x"+ (n-1)x*2 = (0,...,0,n — 1,0,~2)p".

Y, por tanto, la matriz de la aplicacion lineal pedida es:

0 -2 0 0 0
1 0 -2 0 0 0
o 2 0 -2 0 0 0
o 0 3 0 -2 0 0 0
M@WBB)=|, . . :
0 k 0 =2
0 0 0 0 0 n-1 0 -2

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1979)

Problema 2.10

En el espacio vectorial sobre R de las funciones reales de variable real que admiten
derivadas de todos los ordenes, que denotaremos por E, definimos el endomorfismo F
de la siguiente manera:

(F(h))(x) =xh(x)+h(x),vxe R,Vhe E.

a) Calcula el nucleo de F.

b) Demuestra que los elementos g del niicleo verifican F'(gh) = g-h™, valida para
toda funcion h perteneciente a E, y para todo natural n, donde F' = Fo Fo---oF (n
veces) y h™ es la derivada n-ésima de h.

En primer lugar, aunque no se pide explicitamente en el enunciado, habria que ver
que la aplicacién dada esta bien definida y que es, efectivamente, un endomorfismo,
como haremos a continuacion. Obsérvese que se trata de una expresion muy similar a
la encontrada en el problema anterior, por lo que la demostracion también sera muy
parecida.

Dada una funcién real de variable real indefinidamente derivable, digamos h(x), es
claro que, por las propiedades de la derivada, su transformada por F, que viene dada por
(F(h))(x) = xh(x) + h’(x), es una funcién real de variable real, también indefinidamente
derivable, por lo que F va de E en E. Ademas, F es lineal, pues si a y b son dos nimeros
reales, y g y h pertenecen a E, entonces, para cualquier nimero real X, se tiene:

(F(a-g+b-h))(x)=x(a-g(x)+b-h(x))+(a-g(x)+b~h(x))',
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de donde, eliminando paréntesis y aplicando la linealidad de la derivada, se sigue:
(F(a-g+b-h))(x)=a-x-g(x)+b-x-h(x)+a-g'(x)+b-h'(x),
y, agrupando y extrayendo factores comunes:
(F(a-g+b-h))(x)=a(x-g(x) +&'(x))+b(x-h(x) +h'(x)).
lo que se traduce en:
(F(a-g+b-h))(x) =a(F(2)) (x) + b(F()) (x). ¥xe E.
y, por tanto:
F(a-g+b-h)=a-F(g)+b-F(h),

y ya tenemos probado que F es un endomorfismo (recordemos que un endomorfismo es
una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo).
Pasemos ahora a resolver los dos apartados del enunciado.

Apartado a)

Un elemento h perteneciente a E esta en el nucleo de F si, y solo si, F(h) es la funcion idénti-
camente nula, es decir, si xh(x) + h’(x) = 0, para todo niimero real x. Asi pues, para determi-
nar el nucleo de F hay que resolver esta ecuacion diferencial. Obsérvese que, a pesar de ser
muy parecida a la ecuacion diferencial planteada en el problema anterior, el argumento que
alli utilizamos no puede aplicarse a este problema, puesto que aqui estamos tratando con
funciones indefinidamente derivables de todo tipo, no necesariamente polinomicas. Ahora
bien, se trata de una ecuacion diferencial de «variables separables», razon por la que proce-
deremos, en primer lugar, a trasponer términos, de manera que «lo que va con x» quede en
un miembro y «lo que va con hy» en el otro. De este modo, obtenemos la ecuacion:

e, integrando en ambos miembros:

de donde se sigue:

siendo C una constante real arbitraria.
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Tomando exponenciales, para aislar h(x), resulta:

y, denotando k = €%, llegamos a:

h(x)=k-e 2,

(obsérvese que, aunque en principio k debe ser una constante positiva, pues e lo es,
para cualquier valor real de C, en esta Gltima expresion de h podemos hacer variar k en
todo el campo real, ya que, como es facil de comprobar, la funcion h asi determinada
verifica la ecuacion diferencial de partida, independientemente del valor real de k,
incluso aunque sea negativo o nulo).

Por tanto, podemos escribir:

kef (F) ={h(x) =k-e'§,ke R} :

Apartado b)

Dados g perteneciente a ker(F) y h perteneciente a E, demostraremos la igualdad pedi-
da por induccion.

En primer lugar, si n = 1, es claro que F'(g-h) = F(g-h) y, por definicion de F, para
cualquier real x, se verifica (F(g-h))(x) = x-(g-h)(x) + (g-h)’(x). Aplicando la definicion
del producto de dos funciones y derivando el producto correspondiente, se sigue
(F(g'h))(x) = x-g(x)-h(x) + g’(x)-h(x) + g(x)-h’(x), y, extrayendo h(x) como factor
comun, (F(g-h))(x) = [x-g(x) + g’(x)]-h(x) + g(x)-h’(x). Ahora, puesto que g pertenece
al ntcleo de F, ha de cumplirse x-g(x) + g’(x) = 0, para cualquier valor real de x, luego
(F(g-h))(x) = g(x)-h’(x), para todo x real, lo que se traduce en que F(g-h) = g-h’, como
queriamos demostrar.

Supongamos ahora que la formula se verifica para un natural n > 1, y veamos que,
en tal situacion, también debe cumplirse para n + 1. Dicho de otro modo, estamos su-
poniendo que se satisface la igualdad F*(g-h) = g-h™, y hemos de probar que, entonces,
también debe verificarse F*"!(g-h) = g-h®™. En efecto, por la definicién de la compo-
sicion de funciones, tenemos F™*!(g-h) = F(F*(g-h)), de donde, aplicando la hipétesis de
induccion, se sigue F**!(g-h) = F(g-h™), lo cual significa que, para cualquier real x, se
cumple (F™"(g-h))(x) = (F(g-h™)(x). (T

Ahora, teniendo en cuenta la definicion de F, la definicion del producto de funcio-
nes, la igualdad (h™)’ = h®™D (derivando la derivada n-ésima se obtiene la derivada
(n + 1)-ésima), y derivando el producto correspondiente, para todo real x, se cumple
(F(g'h™)(x) = x-(g-h™)(x) + (g'h™)’(x) = x-g(x)-h™(x) + g’ (x)-h(x) + g(x)- " D(x).

Extrayendo h™(x) como factor comun, (F(g-h™))(x) = [x-g(x) + g’(x)]-"h™(x) +
+ g(x)-h®™(x), para todo x real. Pero, como antes, al estar g en el nticleo de F, se cum-
ple x-g(x) + g’(x) = 0, para todo valor real de x, luego (F(g-h™))(x) = g(x)-h®™(x),
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para todo real x, y, en consecuencia, F(g-hW) = g-h®™. Teniendo en cuenta la igualdad
(I), resulta F**!(g-h) = g-h®™"Y, como queriamos probar.

Asi pues, por induccion, tenemos ya demostrado que la igualdad dada en el enun-
ciado es cierta para cualquier valor natural de n, lo que cierra el apartado y, con €l, el
problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1999, y Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1977)

Problema 2.11

Consideremos el espacio vectorial C* sobre el cuerpo C de los niimeros complejos, y
sea f:C* — C’ la aplicacion lineal dada por f(x,y,z) = (5x,—z,y).

a) Halla el nucleo y la imagen de f. ;Se puede deducir alguna propiedad sobre f de los
resultados obtenidos?

b) Da las dimensiones y unas bases de los subespacios hallados en a).

¢) Calcula los autovalores y los autovectores de la matriz A asociada a f respecto de la
base canonica. Indica los subespacios vectoriales propios.

d) Justifica si A es diagonalizable. En caso afirmativo, encuentra la matriz diagonal D
y la matriz de paso P. ;Es la matriz D hermitica?

e) Halla la expresion general de la matriz A" para n natural, y comprueba que para
n = 1 se obtiene la matriz A, lo que es necesario para que los apartados c), d) y e)
estén bien resueltos.

f) Halla la expresion general de la matriz A" cuando n = 3(mod 4).

g) Demuestra que si n es par, la matriz A" es diagonal y calcula su determinante.

En primer lugar, aunque no se pide explicitamente en el enunciado, hemos de ver
que, efectivamente, la aplicacion dada es lineal. Para ello, consideremos los complejos
X ey (tengamos en cuenta que estamos tratando con un espacio vectorial sobre C)y

los vectores u = (a,b,c) y v = (d,e,f) de C’,y veamos que f(x-u + y-v) = x-f(u) + y-f(v).
En efecto, por definicién de las operaciones en C’, tenemos:

fixu+yv)=f(x(ab,c)+y(del))=f((xaxbxc)+(ydyeyf)=
=f(x-at+ydxb+yexct+yf),
y por definicion de f:
fixatydxb+yexct+yf)=(0Gxa+yd,xc-—yfxb+y-e),
de donde, multiplicando, se sigue:
fixatydxb+yexct+tyf)=(Gxa+5yd—=xc-yfxb+y-e).

Asi pues, podemos escribir f(xu+yv)=(5xa+5yd—=xc—yfxb+y-e).
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Ahora, calcularemos por separado x-f(u) + y-f(v), y veremos que obtenemos el
mismo resultado, por lo que tendremos la igualdad buscada.

En primer lugar, x-f(u) + y-f(v) = x-f(a,b,c) + y-f(d,e,f), y, por definicion de f, te-
nemos x-f(a,b,c) + y-f(d,e,f) = x-(5a,—¢c,b) + y-(5d,—f,e), de donde, por las operaciones
definidas en C°, se sigue x-f(a,b,c) + y-f(d,e,f) = (5-x-a,—x-c,x'b) + (5-y-d,—y-fiy-e) =
=(5xa+5yd—=xc—yfxb+y-e),yyatenemos lo que queriamos.

Asi pues, f es lineal y ya podemos pasar a resolver los apartados dados en el enun-
ciado.

Apartado a)

Un vector u = (a,b,c) esta en el nicleo de f'si, y solo si, se verifica la relacion f(a,b,c) =
= (5a,—¢,b) = (0,0,0), lo cual ocurre solo sia=0,c=0,b =0, esto es, solo si u=0. Asi
pues, el nucleo de f contiene Unicamente al vector nulo, por lo que podemos escribir
ker(f) = {0} y, en consecuencia, dim(ker(f)) = 0.

Por el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos dim( C’) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)),
luego, sustituyendo, resulta 3 = 0 + dim(Im(f)), es decir, dim(Im(f)) = 3, lo que se tra-

duce en que Im(f) coincide con el espacio vectorial completo, C’.

Como es evidente, la propiedad de f que podemos extraer de estos resultados es
que f es biyectiva (recordemos que, para una aplicacion lineal entre dos espacios vecto-
riales de la misma dimension finita, ser inyectiva, ser sobreyectiva y ser biyectiva son
equivalentes).

Apartado b)

A partir de lo visto en el apartado a), es claro que no podemos obtener una base de
ker(f), pues solo contiene el vector nulo, mientras que una base de Im(f) es cualquier
base del espacio vectorial total, por ejemplo, la base candnica, digamos B, definida por
B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Apartado c¢)

Para calcular la matriz A asociada a f respecto de la base candnica, hemos de calcular las
coordenadas (en la base canonica) de los transformados de los vectores de la misma base
candnica, y escribirlos en filas, siguiendo el mismo orden de los vectores en la base. Se-
gun la definicion de f, tenemos f(1,0,0) = (5,0,0), f(0,1,0) = (0,0,1) y (0,0,1) = (0,-1,0),
luego la matriz de fes:

Ahora, como es sabido, los autovalores de la matriz A son las raices de la ecuacion
caracteristica, dada por |A-1 — A| = 0, donde I representa la matriz identidad.
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Realizando los calculos, tenemos:

A0 0) (5 0 0 A-5 0 0
LI-Al=[0 A 0|-]0 0 1|=[0 A& -l=(A=5)(1"+1)=0,
00 (0-10) |0 1 &

de donde se sigue que los autovalores de A son A = 5, A =1, A3 = —i (tengamos en
cuenta que estamos considerando un espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros
complejos, por lo que no debe sorprender que aparezcan valores complejos para los
autovalores de A).

Por su parte, los autovectores de A son todos aquellos vectores u = (a,b,c) de C’
que verifican la ecuacién f(u) = A-u, esto es, f(a,b,c) = A-(a,b,c), siendo A un autovalor
de A. Asi pues, para hallar los autovectores (que forman los subespacios propios), he-
mos de proceder separadamente con cada uno de los autovalores, como se ve a conti-
nuacion.

Para A1 = 5, hemos de resolver la ecuacion f(a,b,c) = 5-(a,b,c), que, por definicion
de f'y del producto de un escalar por un vector, se convierte en (5a,—c,b) = (5a,5b,5c¢).
Identificando coordenadas:

5a=>5a
b=0
—c=5b& ,
c=0
b=>5¢c

de donde se desprende que el subespacio propio asociado a este autovalor es el subes-
pacio vectorial generado por el vector u; = (1,0,0).

Para A, = 1, resulta la ecuacion f(a,b,c) = i-(a,b,c), esto es, (5a,—c,b) = (ai,bi,ci), e
identificando coordenadas, como antes:

5a =ai a=0

. a=0
—c=bie{-c=-c& o

. . b=ci
b=ci b=ci

y el subespacio propio asociado a este autovalor es, por tanto, el subespacio vectorial
generado por el vector ux = (0,1,1).

Por ultimo, para A3 = —i, obtenemos f(a,b,c) = —i-(a,b,c), que nos lleva a la igualdad
(5a,—,b) = (—ai,—bi,—ci), e, identificando coordenadas de nuevo, a:

lo que se traduce en que el subespacio propio asociado a este autovalor es el subespacio
vectorial generado por el vector uz = (0,—1,1).
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Apartado d)

Puesto que los tres autovalores son distintos, es claro que la matriz A es diagonalizable
sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

La matriz diagonal, denotada por D, que es semejante a A, se construye colocando
los autovalores de A en la diagonal, y dejando nulos los restantes elementos. Asi pues:

500
D=|0 1 O
0 0 —i

Por su parte, la matriz de paso, que denotamos por P, se forma colocando en filas
los autovectores uj, U2 y us antes obtenidos, cuidando de que cada uno de ellos esté
situado en la misma fila que su correspondiente autovalor en la matriz D. Por ello:

1 0 0
P=0 1 1
0 - 1

Recordemos que una matriz con coeficientes en el cuerpo de los numeros comple-
jos es hermitica si su traspuesta coincide con su conjugada (la matriz que resulta de
escribir el nimero complejo conjugado de cada uno de los elementos de la matriz dada,
en su misma posicion).

En el caso que nos ocupa, es claro que D coincide con su traspuesta, puesto que es
diagonal, mientras que su matriz conjugada es:

5 0 0
D=|0 —i 0
0 0 i

Se ve, pues, que estas matrices no coinciden y, por tanto, D no es hermitica.

Apartado e)

Calcularemos la expresion de A" haciendo uso de los anteriores apartados. Para ello, en
primer lugar, hemos de tener en cuenta un resultado tedrico, que establece que las ma-
trices A, D y P verifican la relacion P-A-P~! = D (obsérvese que la matriz P es inverti-
ble, pues su determinante es igual a 21, que es distinto de cero, como puede comprobar-
se facilmente. En realidad, es consecuencia de que los autovalores de A son distintos,
pues con ello esta garantizado que los autovectores asociados a autovalores diferentes
son linealmente independientes).
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Multiplicando ambos miembros por P a la derecha (recordemos que, en general, el
producto de matrices no es conmutativo), tenemos P-A-P"!-P = D-P, y, puesto que
PP =1, resulta P-A = D-P.

De la misma manera, multiplicando ambos miembros por P! a la izquierda y sim-
plificando, llegamos a A = P"!-D-P.

Elevando los dos miembros de esta igualdad a n, queda A™ = (P!-D-P)", expresion
que podemos escribir como A" = (P~!-D-P):(P"!-D-P)-(P"!-D-P)---(P"!-D-P).

Aplicando la propiedad asociativa del producto de matrices, podemos «emparejar»
los factores de manera adecuada, A" = P'-D-(P-P!)-D-(P-P"!)-D-(P---P"!)-D-P, y,
simplificando nuevamente, resulta A" = P~'-D-D-D---D-P, es decir, A" = P~!-D"-P.

Como el calculo de P! es sencillo, a partir de la formula correspondiente, de este
modo hemos reducido el problema de hallar la potencia n-ésima de A al problema de
hallar la potencia n-ésima de D, el cual es mucho mas sencillo, pues, al ser D una ma-
triz diagonal, los elementos de la matriz diagonal D" son los que resultan de elevar a n
los de la diagonal de D. Dicho de otra manera, la matriz D" viene dada por:

50 0
D'=[0 i" 0
0 0 (i)

Por su parte, el calculo de P!, antes aludido, se realiza como se muestra a conti-
nuacion:

1 (20 o) (10 o 1 0 0
P*:F(Adj(P))‘:? 0 1 —1|=|0 1/2i —1/2i|=l0 —i/2 i/2].

[P "o i i) lo 12 12 lo 1/2 1/2
Entonces:

1 0 0)Y(5 0 0 )(L 0 0
A"=P".D"-P=[0 -i/2 i/2]|0 i O [0 i 1],
0 1/2 1/2)(0 0 (=))lo = 1

y, operando:

50 0 1 00
A= 0 —i-i"/2 i-(=)"/2|]0 i 1]=
0o i"/2 (=)/2 )lo - 1
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50 0 1 0 0
=0 —"/2 (= -i/2f0 i 1=
0 i"/2  (=Dit/2)lo <1

5" 0 0
B 0 _in+1 . 1 + (_l)n . in+1 . (_1) _in+l + (_l)n . in+1
2 2
o IrEDT ) " (=D
2 2
5" 0 0
o _in+2 + (_l)n+1 'in+2 _in+1 + (_l)n _in+1
2 2
0 in+1 + (_1)n+1 . in+1 in + (_1)n . iﬂ
2 2
5" 0 0
n+l1 n
_ 0 —1 + (_1) in+2 _1 + (_1) in+l
2 2
_1\n+l _1\"
o LHEDTL el
2 2

que es la expresion pedida.
En particular, paran = 1, resulta:

5' 0 0 5 0 0
Al=]0 _1+(_1)M j+2 _1+(_1)l i =0 _1+(_1)2 i3 _l_liz

2 2 2 2
_ 1\ _1\! _1\2 _
2 2 2 2

5 . (i 20 5 0 0

-1+ —
A'=|0 -1) —(=D=]0 0 1|=A,
;) =D
1+1 0 -10

0 —=h o

por lo que la formula es cierta en este caso concreto, como se pedia comprobar.
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Apartado f)

133

Si n = 3(mod 4), entonces, debe existir un natural, digamos k, tal que n = 4k + 3. En

este caso, la expresion de A" queda:

5" 0 0
An _ 0 _1 4 (_1)4k+3+1 i4k+3+2 _1 + (_1)4k+3 i4k+3+1 -
2 2
0 1+ (_1)4k+3+] i4k+3+l 1+ (_1)4k+3 i4k+3
2 2
5" 0 0
A" =| 0 ﬂi‘*(kﬂm —1+(=n*"" {4k
2 2
0 1+ (_1)4(k+1) i4(k+1) 1+ (_1)4k+3 i4k+3
2 2

Teniendo en cuenta que (—1)*®"D = 1, por ser el exponente par, y que (—1)**" =1,

por ser impar, se sigue:

5" 0 0 50 0
A= 0 —1+1 {0k -1-1 PRI Y 0 —(i4 )k“
2 2 ) ’
K+l
0 1+1 ) 1-1 [ 0 (14 ) 0
y, como i* = 1, finalmente, tenemos:

5" 0 0
A= 0 0 -1
01 0

Apartado g)

Si n es par, entonces, existe un nimero natural, digamos p, tal que n = 2p. Sustituyendo
en la expresion de A", teniendo en cuenta el valor de la potencia (~1)¥, segiin k sea par
o impar, resulta:
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5 0 0 5" 0 0
A" =| 0 —1+ (=) {2042 —1+ (=D 2 | 2| o —-1-1 {2042 —-1+1 LS PN
2 2 2 2
0 1+ (-1 {2041 1+ (=D 2 0 1__1i2p+1 ﬂiZP
2 2 2 2
s o0 o) Y 0 0| (s 0 0
A=l 0 =™ 0 |=[0 (i) 0 |=|0 —(=1"(-) 0 |,
12p _1\P
0 0 i . S 0 0 (-1)
luego:
5" 0 0
A'=| 0 1y o |,
0 0 (-1y

que, obviamente, es una matriz diagonal, como se pedia probar. En consecuencia, el
valor de su determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal,
luego:

|A“ =5" (=P - (=)’ =5" .(_1)2]; —5"

(Oposiciones de Secundaria, 2002)

Problema 2.12
Verifica si es lineal la aplicacién f: R> — R®, dada por f{x,y,z) = (x,y.x +y + 2).

Es claro que la aplicacion dada no es lineal, pues si lo fuera, para cualquier real o,
y para cualquier vector (x,y,z) de R*, se cumpliria la igualdad f(o(x,y,z)) = af(x,y,z);
pero, a partir de la definicion de f'y de las operaciones en R*, tenemos las relaciones:

f(au(x,y,z)) =f(ox,oy,0z) = (ox,oy,0x + oy +2),
of (x,y,z) = o(x,y,x +y+2) = (ox, oy, 0x + oy + 201)

que evidencian que la igualdad aludida no es cierta en general (solo lo es si a = 1).

(Oposiciones de Secundaria, 2000)
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Problema 2.13

Sean el cuerpo K =7Z/7 y los espacios vectoriales V=KxKxK y V'=KxK.

Se toma en V la base candnica y en V' la base formada por los vectores vi = (1,0) y
vz =(1,1).

Consideremos la aplicacion f- V — V’, dada por f(x1,x2,x3) = (x1 + x2 + 3x3,2x2 + x3).
Se pide:

a) Demuestra que f es lineal.

b) Halla el nucleo de f'y una base del mismo.

¢) Escribe la matriz de f respecto de las bases citadas.

Apartado a)

Sean (x1,X2,X3), (Y1,y2,y3) dos vectores de V, y sean a y b dos elementos del cuerpo K
(tengamos presente que V y V’ son espacios vectoriales sobre K, por lo que los escala-
res deben ser tomados de este cuerpo). Se trata de demostrar la igualdad:

f(a(x,,x,,X;) +b(y,,y,.¥;)) =af (x,,X,,X; ) +bf (y,,¥,,¥;) -
Por las propiedades de las operaciones definidas en el espacio vectorial V, tenemos:
a(x,,x,,X;)+b(y,,y,,y;) = (ax,,ax,,ax,) + (by,,by,,by,) &
a(x,,X,,X,)+b(y,,y,,y;) = (ax, + by,,ax, + by,,ax, + by,),
luego, aplicando f, resulta:
f(a(x,,x,,X;)+b(y,,y,.y;)) =f(ax, + by,,ax, +by,,ax, + by, ).
Ahora, por definicion de f, se verifica:
f (ax, +by,,ax, +by,,ax, + by, ) =
= (ax, + by, +ax, +by, +3(ax, + by,),2(ax, + by, ) +ax, + by, ),
de donde se sigue:

f(a(Xl,X2,X3)+b(Y1»Y2’Y3)) =
@

= (ax, + by, +ax, + by, +3ax, +3by,, 2ax, + 2by, +ax, +by,).

Por otro lado, también por definicion de f, podemos escribir:

af (x,,X,,X; ) +bf (y,,y,,¥;) =a(x, +X, +3x,,2%, + X, )+ b(y, +y, +3y;.2y, + ;).



136 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

expresion que, por las propiedades de las operaciones definidas en el espacio vectorial
V’, es igual a:

(ax, +ax, +3ax,,2ax, +ax, ) +(by, + by, +3by,,2by, + by, ),
la cual, a su vez, es igual a:
(ax, +ax, +3ax, + by, + by, +3by,,2ax, +ax, +2by, + by, ).

Asi pues, de este modo, tenemos:
af(xlaxzax3)+bf(Y1:Y2’Y3) =
= (ax, +ax, + 3ax, + by, + by, +3by,,2ax, +ax, +2by, +by,).

Como resulta claro, el segundo miembro de esta tltima igualdad es idéntico al segundo
miembro de la igualdad (I), salvo por la ordenacion de algunos términos, por lo cual ya
tenemos probada la igualdad que pretendiamos, lo que se traduce en que f es lineal.

Apartado b)

Como sabemos, un vector (X1,X2,x3) de V pertenece al nucleo de f'si, y solo si, se trans-
forma en el vector nulo de V’. Asi pues, por la definicion de f, para que (x1,x2,X3) esté
en el nucleo de f es necesario y suficiente que (x1 + X2 + 3x3,2x> + X3) sea el vector nulo
de V’, lo cual se traduce, identificando componentes, en el sistema:

2

X, +X, +3x;,=0
2x, +x,=0

que son las ecuaciones del espacio vectorial ker(f). Aislando x3 en la segunda ecuacion,
sustituyendo en la primera y operando, resulta:

{x] +x, +3x, =O<:>{x, +Xx, +3(—2X2)=0<:>{X] -5x,=0

2x, +x,=0 X, =—2X, X, =-2X,

Ahora bien, teniendo en cuenta que el cuerpo base es K=7/Z,, es claro que los

escalares son realmente clases de equivalencia en modulo 5. Ademas, se da la con-
gruencia —5x; = 0(mod 5), puesto que —5x, es multiplo de 5 (obviamente), por lo que
podemos identificar el término —5x> con 0 en la primera ecuacion. Asimismo, la con-
gruencia —2 = 3(mod 5) permite modificar la segunda ecuacidn, por lo que el Gltimo
sistema puede escribirse simplificadamente como:

x, =0
x3=3x2’

el cual representa unas ecuaciones mas sencillas del espacio vectorial ker(f).
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De este modo, hemos respondido parcialmente al enunciado de este apartado; para
completar su resolucion, tenemos que determinar una base de ker(f). Teniendo en cuen-
ta que el sistema tiene un grado de libertad, resulta claro que dim(ker(f)) = 1, y que,
para obtener una base de ker(f), basta con dar un valor arbitrario no nulo a la variable
X2, por ejemplo, x» = 1, resultando el vector (0,1,3). Por tanto, una base de ker(f) es
Bker(f) = {(0,1,3)}

Apartado ¢)

Denotemos por B y B’ las respectivas bases de V y V’ indicadas en el enunciado, es
decir, B es la base canonica de V, definida por B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, mientras
que B’ = {vi,v2} = {(1,0),(1,1)}.

Como sabemos, para determinar la matriz de f respecto de las bases B y B’, hemos
de calcular las coordenadas (respecto de B”) de los transformados de los vectores de B,
y escribirlos en filas, en el mismo orden en que estan en B.

Por definicion de f, tenemos 1(1,0,0) = (1 + 0 + 3-0,2-0 + 0) = (1,0), que obviamen-
te es el primer vector de la base B’ y, en consecuencia, sus coordenadas respecto de
esta base son precisamente (1,0).

Por su parte, f(0,1,0) = (0 + 1 + 3-0,2-1 + 0) = (1,2). Para escribir este vector res-
pecto de la base B’, tenemos que calcular sus coordenadas respecto de esta base, esto
es, los escalares a y b tales que (1,2) = a(1,0) + b(1,1). Operando en el segundo miem-
bro de esta igualdad, se sigue (1,2) = (a + b,b), e identificando componentes, llegamos

al sistema:
a+b=1
b=2

Sustituyendo el valor b = 2 en la primera ecuacién y despejando a, teniendo pre-
sente nuevamente que estamos trabajando en el cuerpo base K=7Z/Z,,y que se da la
congruencia —1 = 4(mod 5), resulta:

a+b=1 a+2=1 a=-1 a=4
= = = ,
b=2 b=2 b=2  |b=2

lo que se traduce en que las coordenadas de f(0,1,0) respecto de B’ son (4,2).

El transformado del ultimo vector de B es £(0,0,1) = (0 +0 + 3-1,2:0 + 1) = (3,1).
Para determinar sus coordenadas respecto de B’, procedemos como antes, escribiendo
(3,1) =¢(1,0) + d(1,1), operando e identificando componentes, lo que nos lleva al sistema:

c+d=3
d=1 "~

cuya solucion es ¢ = 2, d = 1. De este modo, las coordenadas de £(0,0,1) respecto de B’
son (2,1).
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Con todo lo dicho, estamos ya en condiciones de escribir la matriz de f respecto de
las bases By B’:

1
M(f;B,B")=| 4
2

— N O

lo que cierra el apartado y, con €l, el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2010, y Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1974)

Problema 2.14

Sea la matriz:

0 a a’
A=la' 0 al,
a? al' o0

siendo a un numero real no nulo. Se pide:

a) Prueba que A es invertible y calcula A

b) Estudia la diagonalizacion de A segun los valores de a y, cuando sea posible, de-
termina una matriz P tal que P~'AP=D sea diagonal.

¢) Calcula A", para todo n natural.

Apartado a)

Para probar que A es invertible, hemos de calcular su determinante y ver que es distinto
de cero, independientemente del valor del parametro a. En efecto, aplicando la regla de
Sarrus, tenemos:

0 a a
|A|=.2fl 0 al=a'a'-a’+at-a-a=1+1=2.

Por su parte, para el calculo de A empleamos la conocida formula, resultando:

. | -1 a a? -1/2 a/2 a*/2

AT =—(Adj(A)) ==|a" -1 a|=|a/2 -1/2 a/2
|A| 20, -1 -2 -1

a a -1 a“/2 a /2 -1/2
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Apartado b)

Para estudiar la diagonalizacion de A, hemos de calcular sus autovalores que, como es
sabido, son las raices del polinomio caracteristico, es decir, las soluciones de la ecua-
cion -1 — A| =0, siendo I la matriz identidad. Sustituyendo I y A por sus respectivas
expresiones matriciales, operando y empleando la regla de Sarrus, resulta:

A0 O 0 a a’ A —a -a’
|X-I—A|= 0 A O|—-la' 0 al=[-a" A -l
0 0 A a? a’ —a? —at A

hT-A[=A —1-1-A-A-1

Il
2
|
1
>
|
[\

luego tenemos la ecuacion:
A =3h-2=0,
que, factorizando, haciendo uso de la regla de Ruffini, resulta equivalente a:
(A=2)(A+1)" =0,

de donde se sigue que los autovalores de A son A; =—1 (doble) y A, =2.

Ahora bien, la teoria sostiene que una matriz A con autovalores reales es diagona-
lizable si, y solo si, la dimension del espacio propio asociado a cada autovalor, median-
te la aplicacion lineal que tiene por matriz la matriz A, es igual a la multiplicidad del
autovalor correspondiente, siendo la matriz de paso, digamos P!, la que resulta al co-
locar por filas los vectores de la base de cada espacio propio, y la matriz diagonal,
digamos D, la que tiene en la diagonal principal los autovalores de A, en el mismo
orden en que aparecen sus autovalores asociados en la matriz de paso, y los restantes
elementos nulos. Asi pues, hemos de hallar el espacio propio asociado a cada autovalor
A, que esta caracterizado por la ecuacion:

X-(A-1-A)=0, )

para después calcular su dimension y una base, algo que haremos separadamente para
cada autovalor, como vemos a continuacion.

Para A; = —1, sustituyendo en la ecuacién anterior y operando, resulta:
-1 -—a -a’ -x-a'y—a“z=0
X-(A-I-A)=(x y z)|-a' -1 -a|=0&{-ax—-y-a'z=0

-2 -1 _
—-a~ —a -l —a’x—ay-z=0
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Obsérvese que se trata de un sistema con una unica ecuacion independiente, ya que
la segunda es igual al resultado de multiplicar la primera por a, mientras que la tercera
se obtiene al multiplicar la primera por a2, como es facil de comprobar. Asi pues, el
sistema se reduce a una ecuacion (digamos la primera), de manera que, al tener 3 in-
cognitas, posee 2 grados de libertad, es decir, la dimension del espacio propio asociado
a M es igual a 2, precisamente la multiplicidad de este autovalor, como hemos visto
antes. Para obtener una base, parametrizamos dos incoégnitas (por ejemplo y, z), y des-
pejamos la otra (en este caso, x), quedando el sistema:

x=—at—a’’s

Z=S

y, a continuacién, asignamos dos valores particulares a los parametros, que garanticen
que los vectores resultantes sean linealmente independientes (al ser dos, es suficiente
con que no sean proporcionales), por ejemplo, t =1, s =0, por un lado, yt=0,s =1,
por otro. De esta manera, obtenemos la base:

B, ={(-a",1,0),(-a,0.1)} .

Para A, = 2, sustituyendo y operando, de la ecuacion (1) se sigue:

2 —a -2’ 2x—a'y—a“’z=0
X-(A,-I-A)=(x y z)]-a' 2 -a|=0&<-ax+2y—a'z=0,
-a” —a' 2 —a’x—ay+2z=0

siendo este un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes tiene rango 2 (tengamos
presente que el determinante de la matriz es nulo, puesto que anteriormente hemos
obtenido A, precisamente de imponer la condicion de que lo fuera, por lo que no puede
tener rango 3; pero tampoco rango 1, ya que las dos primeras ecuaciones no son pro-
porcionales, como es claro). Asi pues, el sistema tiene un grado de libertad, lo que se
traduce en que la dimension del espacio propio asociado a A, es igual a 1, exactamente
el valor de su multiplicidad, por lo que tenemos ya probado que A es diagonalizable.

Para obtener una base del espacio propio asociado, prescindimos de la tercera
ecuacion, por ser combinacion lineal de las dos primeras (es consecuencia de lo que
hemos comentado sobre el rango), parametrizamos una incognita (por ejemplo, z),
hallamos las otras dos (en este caso, x ¢ y) por el método de Cramer, como vemos a
continuacion:

2x—a’'y—a~t=0 2x—a’'y=a"t
—ax+2y-a't=0 & —ax+2y=a’'t,

z=t z=t
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a‘'t —a
al't 2 2a”t+a’t 3a’t
X = = = =a 't 5

2 —a 4-1 3

—-a 2
2 a’t
—a a'tl 2a't+a’'t 3a't

y = = = =a t ,

2 -a’! 3 3

-a 2

y, por ultimo, asignamos cualquier valor no nulo al parametro t, por ejemplo t = 1,
resultando la base del espacio propio asociado:

B, ={(a_2,a‘1,1)}.

Con todo lo visto, tenemos ya determinadas las matrices P! y D aludidas en el
enunciado:

-t 1 0 -1 0 0
P'=|-a? 0 1[,D=|0 -1 0],
a’ al 1 o 0 2

mientras que la matriz P pedida es la inversa de P! (que es invertible, como veremos a
continuacion), que calculamos mediante la conocida formula, que ya hemos empleado
en este mismo problema.

En primer lugar, aplicando la regla de Sarrus, tenemos:

-t 1 0
|P"| =l-a2 0 ll=a’+a’+a’=3a",
a? al 1

2

que es no nulo, puesto que a> no puede serlo (y, entonces, P! es invertible). De este

modo, podemos escribir:

1 t 1
— d -1 — 2 -2 ol -1
' |P1|(A](P S o -

—a'/3a? -—1/3a> 1/3a™ —a/3 —a’/3 a’/3
P=|2a?/3a> —a'/3a” a'/3a”|=| 2/3 -a/3 a/3
—a~/3a? 2a?/3a? a?/3a> —a'/3 2/3 1/3
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Obsérvese que la comprobacion de que, efectivamente, se verifica la igualdad exi-
gida en el enunciado se reduce al calculo del producto de las tres matrices involucra-
das, como vemos a continuacion:

-a' 1 0\ o0 a a’)l —a/3 -—a’/3 a’/3
P'AP=|-a2 0 1]a' 0 a 2/3 —al/3 al/3|e
a? a' 1)la? a' 0])|l-a'/3 2/3 1/3

a” -1 0 —a/3 =—a’/3 a’/3 -1 0 O
P'AP=| a™ 0 -1 2/3 -a/3 a/3|=| 0 -1 0|=D.
2a2 2at 2 J|-a'/3 2/3 1/3 0O 0 2

Apartado ¢)

A partir de la igualdad P"'AP = D, multiplicando ambos miembros por P a la izquierda
y por P! a la derecha (tengamos presente que, en general, el producto de matrices no
cumple la propiedad conmutativa), tenemos P(P"'AP)P! = PDP !, y, al ser PP"! =1,
aplicando la propiedad asociativa, resulta la igualdad A = PDP"!. Ahora, al elevar los
dos miembros de esta igualdad al nimero natural n, queda A" = (PDP')", que, por
definicién, es equivalente a A" = (PDP ')(PDP !)(PDP!)---(PDP!). Aplicando de
nuevo la propiedad asociativa, tenemos A" = PD(P'P)D(P'P)D(P!---P)DP !, y, al ser
P'P = I, sustituyendo y simplificando, resulta la igualdad A" = PDDD---DP!, es decir,
A"=PD"P .

Ahora bien, como la matriz D es diagonal, es claro que su potencia n-€sima se ob-
tiene elevando a n cada uno de los elementos de la diagonal principal, resultando:

D" 0 0
D'=| 0 (-)" 0
0 0o 2

Finalmente, sustituyendo y operando, obtenemos la expresion de A", como se pide
en el enunciado, lo que cierra el problema:

-a/3 —a’/3 a*/3)((-D" 0 O0})-a' 1 0
A"=P.D"-P'=| 2/3 -a/3 al/3 0 D" 0f-a* 0 1|
-a'/3 2/3 1/3 0 0 2"l a? a1

(-D"(=a/3) (=D"(=a*/3) 2"a’/3)(-a' 1 0
A"=| (=1)"2/3 (-D)"(-a/3) 2"a/3||-a” 0 1|&
=D"(=a'/3)  (=1)"2/3 2"/3 Jla? at 1
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2" +2(-1)"1/3  a[2"—(-1)"]/3 a’[2" —(-1)"1/3
A'=[a 2" =(=D)"]/3 [2"+2(-D"1/3  a[2"—(-1)"]/3
a[2" —(=1)"1/3 a'[2"—(-1)"]/3 [2"+2(-1)"]/3

(obsérvese que esta formula es valida incluso si n = 0, ya que si se sustituye n por este
valor, se obtiene la igualdad A° =1, que es cierta por convenio, como es sabido).

(Oposiciones de Secundaria, 1997)

Problema 2.15

Calcula la potencia n-ésima de la matriz A, siendo A la matriz asociada a la aplica-
.y . 3 3 . . . ..
cion lineal f: R> — R° que verifica las siguientes condiciones:

a) f(0.1,1) = (0—1,—1).
b) f(2,0-1) = (0,4,3).
o f(l,1,1) = (-1,-1-1).

En primer lugar, determinaremos la matriz A. Para ello, consideramos una matriz
cuadrada genérica de orden 3 (pues la aplicacion fva de R* en R’), digamos:

5 o o
- O

a
A=|d
g

e imponemos las condiciones del enunciado, lo que, teniendo en cuenta que el trans-
formado por f de un vector se calcula multiplicando sus componentes por la matriz A,
nos lleva a las igualdades:

a b ¢
f(O,l,l) =(0,—1,—1):>(0,1,1) d e f =(0,—1,—1),
g h i

a b ¢
f(2,0,—1)=(0,4,3):>(2,0,—1) d e f =(0,4,3),
g h i

a
f(LL)=(-L-L-1)=(LL1)|d e f|=(-L-1-1),
g h i
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de las que, operando e identificando coeficientes, obtenemos, respectivamente, los
sistemas:
d+g=0
(d+ge+h,f+i)=(0,-1-1)=Je+h=-1, D
f+i=-1

2a—g=0
(2a—g,2b—h,2c-i)=(0,4,3)=1:2b-h=4, (1)
2c—1=3

a+d+g=-1
(a+d+gb+e+hc+f+i)=(-1L,-1-1)={b+e+h=-1. (11T
c+f+i=-1

Como vemos, los sistemas (1) y (III) guardan bastante relacion, lo que permite en-
contrar facilmente el valor de las incdgnitas a, b y ¢, sin mas que sustituir las igualda-
des de (I) en (III), resultando:

a+0=-1 a=-1
b-1=-1=.b=0 .
c—1=-1 c=0

Sustituyendo estos valores en (II), tenemos:
2(-1)-g=0 (g=-2

2-0-h=4 ={h=—4,
2-0-i=3 i=-3

y, por ultimo, sustituyendo en (I1I) los valores hallados, llegamos a:

-1+d-2=-1 d=2
0+e-4=-1 =< e=3,
0+f-3=-1 f=2

quedando, entonces, la matriz:

-1 0 0
A=[2 3 2
2 -4 -3
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Ahora, para determinar A", comenzamos calculando A%, A3, etc., hasta encontrar
una pauta, la cual es muy sencilla en este caso, como veremos a continuacion.
En efecto, al hallar el producto de A por si misma, resulta:

-1 0 0Y)-1 0 O 1 00
A’=AA=|2 3 2|2 3 2|=/0 1 0|=I,
-2 -4 32 -4 -3) (0 0 1

de donde, como es claro, se deducen las igualdades:
A'=AA"=A-1=A,
A'=A’A*=1-1=1,
A =AAN=A-1=A,
y, en general:

A" = A sin es impar
- . b}
I sinespar

lo que da respuesta al problema.

(Examen de Universidad)

Problema 2.16

Calcula la potencia n-ésima de la matriz A, siendo:

1
A=|1
1

—_— = O
— O O

Lo resolveremos calculando las sucesivas potencias de A, hasta que encontremos
una pauta comun a todas ellas que podamos expresar en funcion del exponente, lo cual
nos permitird conjeturar una igualdad en la que aparezca despejada la potencia n-ésima
de A. Posteriormente, para tener la certeza de que esta igualdad es valida para cualquier
exponente natural, la demostraremos por induccion.

En primer lugar, paran = 1, es obvio que A! = A.
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Para n = 2, tenemos:

1 0 0)(1 0 O 1 00
A’=A-A=|1 1 0]|1 0|=/2 1 0
1 1 1)1 1 1 3 2
Para n = 3, resulta:
1 0 0)(1 0 O 1 0
A=A A=|2 1 1 0|=(3 1 0
32 1)\1 1 1 6 3
Para n = 4, obtenemos:
1 0 1 00 0
A'=AA=|3 1 11 0(=4 10
6 3 1)1 1 1 10 4
Para n = 5, la matriz resultante es:
1 0 0)(1 0 O 0 0
A'=A""A=[4 1 0|1 0O|=5 1 0
10 4 1)1 1 1 15 5 1

De esta manera, observando la relacion existente entre el exponente de la matriz y
los coeficientes de la misma, parece claro que la matriz A" es de la forma:

1 0 0
A"=|n 1 0], D
S n 1

n

donde S, denota la suma de los primeros n nimeros naturales.

Como comentamos al principio, para probar que esta formula es valida para cual-

quier valor natural de n, hemos de usar el método de induccién, como vemos a conti-
nuacion.

Para n =1, la fébrmula se convierte en:

0 1
0=1
1 1

—_— O

luego la igualdad es cierta paran = 1.
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Supongamos ahora que la formula es valida para n > 1, y veamos que, en tal caso,
también ha de serlo para n + 1. Se trata pues, de demostrar la igualdad:

1 0 0
A" ={n+1 1 0],
S n+l1 1

n+l1

aceptando como valida la formula (I). En efecto, aplicando la hipétesis de induccion
(HI) y realizando el producto, tenemos:

1 0 0)(1 00 1 0 0
A™=A"A=n 1 0|1 1 0|=| n+l 1 ol
mlg n 1)1 1 1) \S,+n+1 n+l1 1

pero Sp+ n + 1 = Sy+1 (Sh es la suma de todos los naturales menores o iguales que n,
por tanto, al sumarle n + 1, obtenemos la suma de todos los naturales menores o iguales
que n + 1, esto es, Sp+1), luego, sustituyendo, ya tenemos la igualdad deseada.

De este modo, por induccidn, podemos afirmar que la formula (I) es cierta, para
todo niimero natural n.

Ahora bien, es conocida la expresion:

_n(n+l)_n2+n

Sn
2 2

B

de modo que, sustituyendo, podemos reescribir la formula (I) como:

1 0 0
A" = n 1 0],
(n2+n)/2 n 1

valida para todo numero natural n, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2000, y examen de Universidad)
Problema 2.17

J, donde a, b, ¢ y d son numeros reales que satisfa-
c

a
Consideremos la matriz A =(
cen las siguientes condiciones:

a’—a+bc=0
d*-d+bc=0.
azd
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Demuestra que se verifica la igualdad:

> A" =nA,Vne N.

k=1

En principio, por la forma de la igualdad que pretendemos demostrar, se puede
pensar en el método de induccion como via para establecerla. Sin embargo, al no con-
tar, para un nimero natural dado n, con la expresion de la potencia (n + 1)-ésima de A,
no parece que podamos aplicar la hipotesis de induccion para probar la certeza del
«paso» de la induccion, por lo que este modo de proceder puede resultar estéril. Asi
pues, elegimos un camino diferente, el cual pasa, como es de esperar, por el calculo
efectivo de la matriz AX, para los sucesivos valores de k, lo cual es bastante sencillo,
cOmo vemos a continuacion.

En efecto, realizando la multiplicacion, resulta:

A aa? b)fa b)_ a’+bc ab+bd
¢c d/\lc d ac+cd be+d>)’

y, por las condiciones dadas en el enunciado (trasponiendo a y d en la primera y en la
segunda ecuacion, respectivamente, y sustituyendo), tenemos:

Ao ? ab+bd
“lac+cd d ’

igualdad que, extrayendo factores comunes, podemos escribir como:

5 [ a b(a+ d)}
A= .
c(a+d) d

Por otro lado, restando término a término las dos igualdades del enunciado, apli-
cando la conocida identidad algebraica, extrayendo factor comun, y cancelando (lo cual
es posible, al ser a # d), llegamos a:

a’—a+p€=0

d-d+pf=0 |=@+d)(a-d)-(a-d)=0=

a’—d*—a+d=0

(a~d)[(a+d)-1]=0=a+d=1,

de donde, sustituyendo en la tltima expresion de A?, se sigue:

A2_ab
e d)
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lo que significa que A>= A (A es idempotente), y, entonces, A’ = A’A = AA = A>= A,
A*=A’A=AA=A%=A,...,y, en general, A* = A, para todo niimero natural k.

Teniendo en cuenta esta expresion de A¥, la igualdad que pretendemos demostrar
es trivial, pues, para cualquier nimero natural n, se cumple:

iAk =iA=A+--.+A=nA,
k=1 k=1

lo que cierra el problema.

(Problema original)

Problema 2.18

Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes reales. Demuestra que si A es
simétrica, entonces, rg(A) = rg(4°).

Como resulta evidente, el calculo directo de A? y de su rango, a partir de una ma-
triz genérica A, es bastante laborioso, y los casos que habria que discutir para estable-
cer los rangos de las matrices A y A? serian muy numerosos.

Asi pues, una resolucion «directay» del problema es inabarcable, por lo que proce-
deremos de manera «indirectay, considerando que, como es sabido, la matriz A tiene

asociado un endomorfismo de R", digamos f, definido por:
f(x)=xA,Vxe R",

mientras que la matriz A? est4 asociada al endomorfismo f* (la composicion de f con si
mismo), mediante la expresion:

f2(x)=xA*,Vxe R".
Ademas, como también es sabido, en virtud del Primer Teorema de Isomorfia,
existe una relacion entre el rango de A y las dimensiones de los espacios vectoriales
Imf y kerf (y, de la misma manera, entre el rango de A” y las dimensiones de los espa-

cios Imf? y kerf?), recogidas en las igualdades:

rg(A) =dim(Imf) =n—dim(kerf),
rg(A%) =dim(lmfz)=n—dim(kerfz),

por lo que podemos decir que se verifica la igualdad rg(A) = rg(A?) (que es lo que
queremos demostrar) si, y solo si, las dimensiones de los nucleos de f'y f* coinciden.
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De este modo, el problema queda reducido a establecer la igualdad entre estas dos
dimensiones, si bien iremos mas lejos, demostrando, no solo la coincidencia de las
dimensiones, sino que, de hecho, los nucleos de 'y {2 son, en realidad, el mismo espa-
cio vectorial, lo cual haremos por doble inclusion.

En efecto, dado un vector X, perteneciente al nucleo de f, por definicion del nucleo,
se cumple f(x) = 6 (0 representa el vector nulo), por lo que, «aplicando f», tenemos
f(f(x)) = f(0) = 0 (f transforma el vector nulo en si mismo, por ser una aplicacion li-
neal), lo que significa que f2(x) = 0, y, en consecuencia, x pertenece al niicleo de 2.

De este modo, tenemos probada la inclusion kerf  kerf”. Obsérvese que, para
demostrar esta inclusion, no hemos usado la hipotesis de que A es simétrica (ni siquiera
la propia matriz A), por lo que esta inclusion es cierta en general, para cualquier apli-
cacion lineal f.

Reciprocamente, sea ahora x un vector perteneciente al nuicleo de f2, y denotemos
pory = (y1,¥2,...,¥n) €l transformado de x por f, esto es, y = f(x) = xA. Se trata, pues, de
comprobar que x pertenece también al ntcleo de f.

Puesto que x esta en el niicleo de f, se satisface la igualdad f2(x) = 0, que podemos
escribir como xA? = 0, de donde, teniendo en cuenta que A = A' (como A es simétrica,
coincide con su traspuesta), se sigue:

XA’ =0 & xAA =0 xAA' =0,

y, multiplicando por la matriz columna x' (por la derecha) ambos miembros de esta
ultima ecuacion (obsérvese que ello es posible, por las dimensiones de las matrices
involucradas), y aplicando las propiedades de la trasposicion de matrices, llegamos a:

XAA'=0= xAAX' =0x' & xA(xA)l =0,

(la expresion del segundo miembro de esta Gltima ecuacién es el numero cero —no el
vector nulo—, que es el resultado de multiplicar la matriz fila 6, que tiene todos sus
coeficientes nulos, por la matriz columna x'), ecuacion que, teniendo en cuenta la
igualdad y = xA, podemos escribir como:

yy' =0.

Usando ahora las coordenadas del vector y, operando, y teniendo presente que el
resultado de la suma de los cuadrados de varios nimeros solo puede ser nulo si estos lo
son, tenemos:

Yi

0oy 4yl ty =00y, =0,Viz ],

(Y1 Y, "'yn)
Yu

lo que significa que y = 0, es decir, f(x) = 0, y, por tanto, x pertenece al nucleo de f.
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De este modo, tenemos probada también la inclusion kerf” < kerf , de modo que
ya podemos afirmar que se verifica la igualdad kerf = kerf, y, entonces, como ya co-
mentamos, los rangos de A y A? coinciden, lo que cierra el problema.

(Examen de Universidad)

Problema 2.19

Demuestra que si la matriz A verifica la relacion A> — A — I = 0, entonces, existe la
matriz inversa de A y calculala (I denota la matriz identidad).

De la igualdad dada en el enunciado, trasponiendo y extrayendo la matriz A como
factor comun, se obtiene A(A —I) =1, y, tomando determinantes, |A(A — I)| = |I|. Ahora
bien, por una parte, sabemos que |I| = 1, y, por otra, que las propiedades de los deter-
minantes garantizan la igualdad |[A(A —1)| = |A||A —I|. Asi pues, tenemos |A[|A - 1| =1,
y, en consecuencia, |A| # 0, lo que equivale a decir que existe la matriz inversa de A,
como queriamos demostrar.

Para determinarla, tengamos en cuenta que la inversa de A es aquella matriz, di-
gamos B, tal que A‘B = B-A = I. Pero ya hemos visto que A(A —I) = I, por lo que in-
tuimos que la matriz inversa de A debe ser B = A — 1. Para asegurarlo, solo hay que ver
que se mantiene la igualdad al intercambiar el orden en la multiplicacion, esto es, que
Ay A — 1 conmutan, lo cual es cierto, puesto que (A —DA=A2-A=AA-1)=1y
ya tenemos probado que la inversa de A es A — .

(Examen de Universidad)

Problema 2.20

Demuestra, sin calcularlo, que el determinante de la matriz A es multiplo de 1648,
siendo:

5 1 2 0 6
24 4 32 37 8
A=12 2 6 8 4|
2 4 8 10 4
7 1 9 0 2

Por las propiedades de los determinantes, podemos «extraer» un 2 de la quinta co-
lumna de A, pues todos sus elementos son pares, quedando:
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512 06 512 0 3
24 4 32 37 8 |24 4 32 37 4
Al=[2 2 6 8 4=2:/2 2 6 8 2.
2 4 8 10 4 2 4 8 10 2
719 0 2 719 0 1

De la misma manera, podemos «extraer» un 2 de la cuarta fila, resultando:

512 0 3
24 4 32 37 4
|A|l=2-2:{2 2 6 8 2.
1 2 4 5 1
71 9 01

Ahora, sumando a la tercera fila la segunda previamente multiplicada por 100 y la
quinta previamente multiplicada por 10, resulta:

501 2 0 3
24 4 32 37 4
|A|=2-2-]2472 412 3296 3708 412|,
12 4 5 1
71 9 0 1

determinante en el que todos los elementos de la tercera fila son multiplos de 412. Asi
pues, podemos «extraer» el 412 de esta fila, quedando:

5 12 0o 3 512 0 3
24 4 32 37 4 24 4 32 37 4
|A|=2-2-]6-412 412 8-412 9-412 412/=2-2-412:|6 1 8 9 Il|&

1 2 4 5 1 2 4 5 1
7 9 0 1 719 01

5 1.2 0 3

24 4 32 37 4

|A|=1648-|6 1 8 9 1.

12 4 5 1

71 9 0 1
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De este modo, hemos expresado explicitamente el determinante de la matriz A
como el producto de 1648 por un niimero entero (puesto que todos los nimeros involu-
crados en el ultimo determinante son naturales, el resultado de este debe ser necesaria-
mente un nimero entero), lo que prueba que el determinante de A es multiplo de 1648,
como queriamos demostrar.

(Adaptado de examen de Universidad)

Problema 2.21

Para cada numero natural n, calcula el determinante D,, de orden n, siendo:

11 1 1 11
-1 2 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0
D,=[0 0 -1 2 0 0
00 0 0 .. -1 2

Desarrollando por adjuntos el determinante, haciendo uso de la primera columna,
tenemos:

2 0 0 O 0 o |1 1 1 1 1 1
-1 2 0 0 0 o |-1 2 0 O 0 0
0o -1 2 0 0 o |0 -1 2 O 0 0
D =0 0 -1 2 0 Of+|0 0 -1 2 0 0
o o o0 o0 .. -1 21]0 0 0 0 .. -1 2
orden n—1 orden n—1

Como es claro, el primer determinante del segundo miembro de esta igualdad co-
rresponde al de una matriz triangular inferior, por lo que es igual al producto de los
elementos de la diagonal principal, esto es, a 2!, puesto que la diagonal principal est4
formada exclusivamente por doses, y hay n — 1 elementos en ella. Por su parte, el se-
gundo determinante del segundo miembro coincide con D, (tiene la misma forma que
la dada en el enunciado, pero su orden es una unidad menor). Por tanto, para cada natu-
ral n > 2, se verifica la relacion de recurrencia:

D, =2""+D,,,

n
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y, «haciendo descender» el valor de n, se sigue:

D,=2""+D,,=2""42"?4D, ,=--=2""42"7 42" +...424D,.

n —

Ahora, teniendo presente que D; = 1 (para n = 1, queda el determinante de una ma-
triz con una sola fila y una sola columna, cuyo tnico elemento es 1), resulta:

D =2""42"2 42" 4. 4241,

n

que evidentemente se trata de la suma de los primeros términos de la progresion geo-
métrica de razén 2 cuyo primer término es igual a la unidad. Aplicando la conocida
formula que permite calcular la suma de tales términos, tenemos, para cada nimero
natural n, la igualdad:

v

Dn
2-1

2" -1,

que da respuesta al enunciado del problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.22

Para cada numero natural n, calcula el determinante D,, de orden n, siendo:

3200 ..0

Desarrollando por adjuntos el determinante, usando la primera fila, podemos es-
cribir:

32 00 0 3 0 0 0 2 0 0 0
3 2 3 2 3 2
D =0 1 3 2 =30 1 3 2 0|-2(0 1 3 2 0],

0 0 0 .. 1 3 0 0 0 ... 1 3 0 0 0 .. 1 3

orden n orden n—1 orden n—1




Problemas de Algebra

de donde se sigue:

3 200 3 200

320 1 3 2 0

D, =310 1 3 2 =20 1 3 2
0 0 0 0 0 0

orden n—1

orden n—2

155

puesto que, desarrollando por adjuntos, usando la primera columna, se tiene la igualdad:

2 0 0 3
320 0
1 3 2 0 2
0 0 0 .. 1 0 0 0 .. 1

orden n—1

orden n—2

De este modo, tenemos la relacion de recurrencia lineal Dy, = 3:Dy1 — 2-Dp2, cuya
ecuacion caracteristica es x> = 3x — 2, que, trasponiendo términos, se convierte en la
ecuacion x> — 3x + 2 = 0. Resolviéndola, obtenemos las soluciones x = 1, x = 2.

Recordemos que las sucesiones de numeros reales que verifican una relacion de re-
currencia lineal (de segundo orden, en nuestro caso) forman un espacio vectorial sobre el
cuerpo de los nimeros reales, cuya dimension coincide con el orden de la recurrencia, y
que, ademas, una base de dicho espacio vectorial estd formada por las sucesiones:

n n n
L
{ ! neN’ 2 neN’ ? pJneN’

donde x; son las raices de la ecuacion caracteristica (suponiendo que son todas reales y
simples).

Asi pues, en nuestro caso, el espacio vectorial tiene dimension 2, y la base esta
formada por las sucesiones {1"},>1 y {2"}n1, lo que significa que cualquier sucesion
que verifique la relacion de recurrencia obtenida (en particular, el determinante Dy) ha
de ser combinacion lineal de estas dos sucesiones.

De este modo, podemos asegurar que deben existir dos nimeros reales, digamos r
y s, tales que Dy =1-1" + 52", para todo natural n, es decir, D, = + s-2", para cualquier
numero natural n.

Para determinar los coeficientes de la combinacion lineal, r y s, particularizamos n
para valores que permitan realizar el calculo de D,, como veremos a continuacion.

Paran =1, es claro que D = 3, pues, en este caso, la matriz correspondiente queda
reducida a un solo elemento, el presente en la primera fila y la primera columna. De
este modo, obtenemos la ecuacion 3 =r + s-2!, es decir, r + 2s = 3.
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Para n = 2, resulta:

3 2

Dzz‘ ‘=9—2=7,
1 3

luego obtenemos la ecuacion 7 =r + s-22, que escribimos como r + 4s = 7.
Asi pues, hemos de resolver el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas,

resultando:
£+2s=3
r+2s=3 /{ P s=2
[ = =7 & ,
r+4s=7 L= r=-1
2s=4

lo que se traduce en la igualdad D, = —1 +2-2" = 2™! _ 1, valida para todo natural n, lo
que da respuesta al enunciado del problema.

(Examen de Universidad)

Problema 2.23

Para cada nimero natural n, calcula el valor del determinante D,, donde C, repre-
senta el numero de combinaciones de r elementos tomados de k en k, siendo:

G o
p+l p+l p+l
D = CO Cl Cn—l
n
p+n-1 p+n-1 p+n-1
CO Cl Cn—l

Expresando C, como el nimero combinatorio correspondiente, tenemos:
k 9

D_

n

p
CO
p+l
CO

p+n-1
CO

p
Cl
p+l
Cl

p+n-1
Cl

CP

n-1

p+l
Cn—l

p+n-—1
Cn—l

|

E

4

p+1
0

0

)|

4

p+1
1

1

j

p+n—1] [p+n—1

)
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Ahora bien, todo niimero combinatorio cuyo denominador es nulo es igual a 1,

luego:

p

- ()
1 [p+1

)
|

p+n-—1
1

o

p
n-—1

N
)

p+n-—1

p+1
n-—1

n-—1

|

Aplicando las propiedades de los determinantes, podemos hacer ceros en la prime-
ra columna, escribiendo cada fila, salvo la primera, como la diferencia entre ella misma
y la anterior. De este modo, resulta:

:

|

p+n—1
1

1

p+1

p

i
H

M

|

p
1

|

p+n-2
1

)

(

p+n—1

n—1

|

p+1

n-—1

p
n-1

H
H

jP

n—1

|

p+n-2

W)

n-—1

j

Por otro lado, por las propiedades de los nimeros combinatorios, sabemos que, pa-
ra cualesquiera naturales m y k, tales que k <m, se cumple la igualdad:

m+1
k

m
k

A

que, trasponiendo, podemos escribir como:

m+1
k

m

k

A

m
-1

m
k-

],
].

1

Haciendo uso de esta igualdad, podemos sustituir las diferencias de nimeros com-
binatorios presentes en (I) por los nimeros combinatorios correspondientes, resultando:
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1 p p
1 n-—1
0 p+1 p p+1 p
D, = 1 1 n—1 n-1 =
0 p+tn-1 p+tn-2 p+tn-1 p+tn-2
1 1 n-1 n-1
1 p p
1 n-—1
0 p p
D, = 0 n-2

p+n—-2
0

|

Desarrollando por adjuntos este tltimo determinante, empleando para ello la pri-

mera columna, tenemos:

p
0

p
1

p
1

p
n-—1

o
|
o |

P+

|
|

n-2
0

p
0

)

o
)

p+n-2
n-2

p
n—2

|

[

p+1
0

|

p+n-2
0

)

I

p+1
1

|

p+n-2
1

)

p+n-2
n-2

|

-

orden n

orden n—

1

cuyo resultado coincide con la expresion de Dy-1, como es facil de comprobar.

Asi pues, hemos visto que, para todo natural n, se da la igualdad D,
nos permite escribir, variando los valores de n, Dy = Dy1 = Dy = -

Dn-i1, lo que
C = Dz = D]. Fi—

nalmente, solo hay que observar que D; = 1 (pues para n = 1 tenemos una matriz for-
mada por solo una fila y una columna, cuyo Unico elemento es 1), para concluir con
que D, = 1, para todo natural n, lo que cierra el problema.

(Adaptado de Oposiciones de Secundaria, 2000)
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Problema 2.24

Para cada numero natural n, calcula el valor del determinante D, donde s, representa
la suma de los n primeros numeros naturales distintos de cero, siendo:

Sl Sl Sl sl Sl
S51 8 8 S, 8
S S S S S
1 2 3 3 3
D, =
S1 S2 s} Sn—l Sn—l
Sl SZ SS o Sn—l Sn

Aplicando las propiedades de los determinantes, podemos restar a cada columna,
salvo la primera, la columna anterior, de manera que el determinante no varie. De este
modo, tenemos:

S S § S S i § =8 85 51 =8 818,
851 S, 8§ S, S, Si S, 78 8,78, S, =8, S, =8,
D = S, 8 8§ Sy S| |8 8278 878, 83 —8; 83 —8;
S, 8 8§ Sict Sat| [S1 S8 §578; Si-1 TSa2 S TSug
S; Sy 83 o S Sh St Sy =S S3=8;, v S8, S, TS

Ahora, es claro que, por una parte, cada elemento situado por encima de la diago-
nal principal, que es de la forma s; — s;, para valores de i comprendidos entre 1 yn— 1,
es nulo; y que, por otra, cada elemento de la diagonal principal, salvo el primero, es de
la forma s; — s;-1, variando 1 entre 2 y n. Pero, por definicion, se satisfacen las igualda-
dessi—sii=[1+2+3+--+({-1D)+i]-[1+2+3+--+(i-2)+({1—-1)] =1, para
todo valor natural de i, a partir de 2, luego, sustituyendo en el determinante anterior, y
teniendo en cuenta también que, por definicion, s; = 1, resulta:

1 0 0 0 0
S, 2 0 0 0
D, = S, 8,5, 3 0 ’
S, S,—S, S;—S, n-1 0
S 8,78 8378, - 5,75, 1

que es el determinante de una matriz triangular inferior. En consecuencia, este de-
terminante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal, que son,
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precisamente, los n primeros nimeros naturales. Asi pues, para cualquier valor natu-
ral de n, tenemos D, = 1-2-3---(n— 1)-n =n!, lo que cierra el problema.

(Examen de Universidad)

Problema 2.25

Calcula el polinomio en la indeterminada x, ordenado y en funcion del numero natural
n, que resulta del desarrollo del siguiente determinante:

1+x° X 0 0 0
X 1+x’ X 0 0
D =] 0 X 1+x* x
0 0 0 x 1+x°

Lo haremos de dos maneras: por recursion y por induccion.

Primera manera (por recursion)

Desarrollando el determinante por adjuntos, usando la primera columna, resulta:

1+x? X 0 0 X 0 0 0
X 1+x’ X 0 x 1+x? X 0
Dn=(1+X2) 0 x  1+x* x -x[0  x I+x’ x ,
0 0 0 x 1+x’ 0 0 0 x 1+x?

orden n—1

orden n—1

de donde, desarrollando el segundo determinante del segundo miembro por adjuntos,
empleando la primera fila, se sigue que D, es igual a la expresion:

1+x* X 0 0 1+x° X 0 0 0
X 1+x° X 0 X 1+x° X 0 0
(1+X2) 0 X 1+x* x -x’| 0 X 1+x> x
0 0 0 x 1+x? 0 0 0 x 1+x°

orden n—

1

orden n—2
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Ahora, como es claro, estos dos determinantes tienen la forma dada en el enuncia-
do, aunque sus 6rdenes son, respectivamente, n — 1 y n — 2, por lo que tenemos la rela-
cion de recurrencia lineal de segundo orden:

D, =(1+x*)-D,,-x*-D,,, 1))
cuya ecuacion caracteristica es la ecuacion de segundo grado (en la incognita Y):
Y =(1+x7)Y =%,
que, trasponiendo, se escribe como:
Y? —(1+x2)Y+x2 =0.
Aplicando la conocida formula que permite resolver ecuaciones de segundo grado,

teniendo en cuenta que sus coeficientes son polinomios, empleando la identidad que
permite calcular el cuadrado de un binomio, y operando, obtenemos:

2
Y_(H'Xz)i (1+X2) —4x’ _l+x2i\/x4+2x2+l—4x2 XX 2%+
2 2 2 '

Como resulta claro, el polinomio escrito en el interior de la raiz cuadrada puede
escribirse como el cuadrado del binomio x* — 1, luego, simplificando:

1+x* £ (x2 —1)2 1+x2i|x2 —1|

2 2

Y =

b

de donde se obtienen las soluciones:

Y1=1+X2+X2_1 )
2 2 2

Abhora, puesto que las sucesiones que verifican la relacion de recurrencia (I) consti-
tuyen un espacio vectorial de dimension 2 sobre el cuerpo de las fracciones algebraicas
en la indeterminada x, cuya base esta integrada por las sucesiones formadas al conside-
rar las sucesivas potencias de exponente natural de las soluciones de la ecuacién carac-
teristica, esto es, la base formada por las sucesiones:

{(Xz )H}HGN ’{ln}neN ’

sabemos que cualquier sucesion que cumpla la relacién de recurrencia en cuestion (en
particular, Dy) ha de ser combinacion lineal de las sucesiones que forman la base. En
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consecuencia, deben existir dos fracciones algebraicas en la indeterminada x, digamos
Py Q, tales que, para cualquier valor natural de n, se verifique

n

D, =P-(x*) +Q-1". (I
Para determinar las fracciones algebraicas P y Q, consideramos dos valores parti-

culares de n, de manera que podamos calcular D, como vemos a continuacion.
Para n = 1, resulta:

1
D, =P (x*) +Q-I'=P-x*+Q.

Teniendo en cuenta que Dy = 1 + x? (D; es el determinante de la matriz formada
por una sola fila y una sola columna, cuyo tnico elemento es 1 + x?), tenemos la ecua-
cion:

1+x*=P-x*+Q.
Por su parte, para n = 2, resulta:
2
D,=P-(x’) +Q-I’'=P-x*+Q,
pero, por definicion:

1+x2 X
D. =

2 b

X 1+ x?

y, calculando el determinante, teniendo presente la identidad que permite desarrollar el
cuadrado de un binomio, y operando:

1+x° X 2
D, = =(1+x2) —x*=x'+2x* +1-x* =x*+x> +1,

2

X 1+x°
luego, sustituyendo, obtenemos la ecuacion:
x*+x*+1=P-x*+Q.
Asi pues, hemos de resolver el sistema:

{1+X2=P'X2+Q am

x'+x*+1=P-x*+Q
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cuyas incognitas son P y Q. Restando miembro a miembro, podemos reducir Q, quedando:
I+xX5 =P x>+ /Q/
x4 X+ =Pxt+

—x'=P-x*-P-x*

y, extrayendo el factor comun P en el segundo miembro y despejando, tenemos:

—x4=P-x2—P-x4(:)—x4=P(x2—x4)(:)P=—

X —X

Extrayendo ahora el factor comiin x* en el denominador de la fraccion algebraica y
simplificando, resulta:

x* —x* xz(l—xz) 1-x>

Ahora, para hallar Q, sustituimos esta expresion de P en la primera ecuacion del
sistema (II1), despejamos Q, y operamos:

2 4
1+’ =———= X" +Qel+xX’ =———=+Q¢&
1-x 1-x

4 1+ x%)(1-x*)+x*
Q=1+x"+— 24:>Q=( ) 5 )
-X 1-x

Finalmente, aplicando la identidad que permite desarrollar el producto de una suma
por una diferencia, y agrupando, se sigue:

_1—x4+x4 1

1-x? =1—X2.

Q

De este modo, sustituyendo los valores obtenidos de P y Q en la expresion (II) y
operando, resulta:
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y, cambiando de signo el numerador y el denominador:

que es una fraccion reducible, puesto que tanto el polinomio del numerador como el del
denominador admiten como raices los valores x = 1 y x = — 1 (ambos polinomios se
escriben como la diferencia entre una potencia de x de exponente par y 1). Efectuando
el paréntesis:

2n+2
-1
p, =Xt
x“—1

>

y, teniendo en cuenta también que el denominador es igual al producto (x — 1)(x + 1), y
aplicando la regla de Ruffini para dividir el numerador entre x — 1 y x + 1, resulta:

1 00 0 -0 0 -1
1 11 1 -1 1 1

1 11 1 - 1 110
-1l -1 0 -1 -~ 0 -1 ’

1 01 0 - 1 |0

lo que se traduce en la igualdad:

X2n+2 _ 1

2 2n—
D, =—5——=x"+x"
x -1

TexM X+

que es un polinomio ordenado, como se pide en el enunciado (tengamos en cuenta que
el polinomio «entrante» en la division tiene grado 2n + 2, por lo que el polinomio «sa-
liente» debe tener grado 2n, ya que se baja un grado en cada division, y se han realiza-
do dos).

Segunda manera (por induccion)

Calculemos D, para los primeros valores de n, a fin de encontrar una pauta, que poste-
riormente demostraremos por induccion.

Para n = 1, resulta Dy = 1 + x? (ya hemos visto su célculo directo anteriormente).

Para n = 2, tenemos D, = 1 + x*> + x* (también lo hemos calculado antes de manera
directa).

Para n = 3, haciendo el calculo directo, desarrollando el determinante por adjuntos,
usando la primera columna, sin tener en cuenta los célculos realizados:
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1+ x? X 0

D,=| x 1+ x> X =<l+x2)
0 X 1+x?

2

1+x X X 0

x 1+x?

X 1+ x>

=(1+x2)[<1+x2)2—xz}—xz(1+x2)=(l+x2)<x4+2x2+1—x2)—xz—x4 =

=(1+x2)(x4+x2+1)—x2—x4=x4+x2+1+x6+)((+)/—)/—)(/<:>
D, =x"+x*'+x"+1.

Para n = 4, el célculo directo del determinante por adjuntos, usando la primera la
columna, pero empleando los resultados ya obtenidos en esta parte, permiten escribir:

1+ x? X 0 0
D, = X 1+ x? x2 0 _
0 X 1+x X
0 0 X 1+ x>
1+ x> X 0 X 0 0
=(1+X2) X 1+ x? X |—-x|x 1+x° X |=
0 X 1+ x? 0 X 1+ x?

=(1+x2)D3—le+XZ X =(1+x2)D3—x2D2=

2

X I+x
= (14+x7)(x* +x* +x7 +1) = x7 (x* +x7 +1) =
=x6+x4+x2+1+x8+)(((+)(/+)/—)(6/—)/—)(/<:>
D, =x"+x"+x*+x* +1.

Asi pues, a partir de estos resultados, podemos intuir que, para cada natural n, se
tiene:

D, =x™+x"7+ x4+ x7 +1.

Para ver que, efectivamente, es asi, usaremos el método de induccion.
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Para n = 1, la formula que pretendemos demostrar se convierte en D; = x> + 1, lo
cual es cierto, como ya hemos visto antes, con el célculo directo de D;. Para n = 2,
resulta Dy = x* + x> + 1, que también es cierto, por idéntica razén. Paran=3yn=4, la
formula sigue siendo valida, por lo visto antes (tengamos presente que, de hecho, he-
mos intuido la férmula que pretendemos demostrar a partir de los calculos realizados al
sustituir n por los nimeros del 1 al 4).

Sea ahora n un nimero natural mayor que 4. Supongamos que la formula es cierta
para cualquier natural menor que n, y veamos que, en tal situacion, también ha de serlo
para n. En efecto, recordando la férmula recurrente (I), hallada al principio, mediante el
calculo directo por adjuntos de Dy, sabemos que se cumple:

D, =(1+x*)-D,,-x*-D,,.
Aplicando la hipétesis de induccioén a Dy-1 y Dy, tenemos:
2n—-4

, =X +X

n—

D, =x"7+x" +x"+..+x*+1, D
y, sustituyendo en la férmula de recurrencia:
D, =(1+x7) (X7 X7 XM b X 1) = (X7 T X e X D),

Operando y simplificando, se sigue:

D, =x" 2+ x4 x " + 2T+ 2T e X
—}}“A/—}}“A/—m—)/—)/:Dn=x2“+x2“’2+x2“’4+~-~+x2+1,

que es, precisamente, lo que se queria probar. Asi pues, por induccion, tenemos demos-
trada la validez de la formula para cualquier numero natural, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 2.26

Sea ke N no nulo, y sea f la funcion real de variable real dada por:

1
0 0 0 X
0
2 2 5
0 0 X
0 1
3 3
0 x®
f(x)=| \0 2

a) Calcula fi(x + 1) — f(x).

b) Expresa la suma 1* + 2% + 3% + - + n* mediante esta funcion.

Apartado a)

Por definicion de f, la diferencia f(x + 1) — f(x) es igual a:

C)] 0 0 x+1 C)j 0
B0 o - ||l o
o BB e el
RO
{2 () (3 - () o] [ 67)

k+1 k+1 il
> k-1 X

167
0 X
0 x?
0 X’

INE

Aplicando las propiedades de los determinantes, podemos escribir esta diferencia
en un solo determinante, restando las ultimas columnas de ambos determinantes, al ser
las restantes columnas exactamente iguales, resultando:
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f(x+1)—f(x)=

|

Ahora, teniendo en cuenta la formula del binomio de Newton, este determinante

0

puede escribirse como:
0
2

.

00
e
oNoNe

0
2
0
3
0
k
0

S W O NN o =

k+1
0

1,
(ST (3 -

y, simplificando la potencia x' con —x, parai=1,..., k + 1, en el elemento situado en la
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J
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k+1
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K1 (x+1D)" —x

x5+
k-1
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0

k+1
k-1

k
k-2

x+1-x
(x+1)* =x’
x+1)y° -x’

] (X + 1)k+] _ Xk+l

k
jx“+-~~+[ljx+l—xk

+1 k+1
1jxk'1+-~~+[ . \JX+1—karl

fila i-ésima y la ultima columna, la diferencia f(x + 1) — f(x) queda igual a:
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jx+1

1

Aplicando las propiedades de los determinantes, podemos restar a la tltima colum-
na cada una de las restantes, previamente multiplicada por x', siendo i, coni=1,..., k,
el namero de la columna de que se trate en cada caso, sin que el valor del determinante
varie, de manera que, al realizar las operaciones correspondientes, se formen ceros en
la ultima columna, resultando:

fx+1)—-f(x)=

|

[u——

)
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o

S N

w

o

o

3
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0
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:

que es el determinante de una matriz triangular inferior y, en consecuencia, el determi-
nante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal. Por tanto, tene-

mos:

2
1

3
2

k
k-1

k+1
k

o (JICHI
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de donde, escribiendo la expresion de los numeros combinatorios, y simplificando,
obtenemos la expresion buscada:

F(x+1)— F(x) = 1. 2. ki (k+1)!

k—1.2.3...k- K
2 (k—n)rn ke =1-2:3k-(k+1)x" &

f(x+1)—f(x)=(k+1)!x".

Apartado b)

Lo resolveremos aplicando el resultado obtenido en el apartado a). Para ello, dado el
nimero natural n, asignaremos a la variable x los valores particulares 1, 2, 3,..., n,
Ccomo vemos a continuacion.

Tomando x = 1, f(2) — f(1) = (k + 1)!-1¥.
Tomando x =2, f(3) — f(2) = (k + 1)!-2,
Tomando x = 3, f(4) — f(3) = (k + 1)!-3.

.Tomando x=n-1,fn)—fn—1)=(k+1)!-(n- D
Tomando x = n, f(n + 1) — f(n) = (k + 1)!n*.

Ahora, sumando miembro a miembro todas estas igualdades, en el primer miembro
obtenemos una suma en la que aparecen los mismos términos, pero con distinto signo
(una suma telescopica), salvo el primer y el altimo término, que solo aparecen una vez,
de manera que unos se compensan con otros, resultando:

Fn+1) = (1) = (k+ 1)1+ (k1)1 2 + (k+1)35 +- 4+ (k+ 1) (n—1)" + (k+1)!n*,
y, extrayendo el factor comun (k + 1)!, tenemos:

Fm+ D=0 =[P +2°+3 +t (n=1)" +n* [(k+1),

de donde, despejando:

42843 4o (n=1)" +n* _fa+h-fd)
(k+1)!

Por ultimo, observemos que f(1) = 0, puesto que, para este valor de x, el determi-
nante dado en la expresion que define f tiene dos columnas iguales (la primera y la
ultima, que estan formadas solo por unos), por lo que el determinante es nulo, en virtud
de las propiedades de los determinantes.

De este modo, podemos escribir la suma de las potencias k-ésimas de los primeros
n niimeros naturales de manera algo mas sencilla, quedando:
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_f(m+1)

K 4+25+3 4.4 (n=1)" +n"* ,
(=10 =05,

lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2003, y examen de Universidad)

Problema 2.27

Se considera el conjunto M de las matrices de orden 3 x 3 cuyos elementos son todos 1
o —1. Se pide:

a) El cardinal de M.
b) Prueba que el determinante de cualquier matriz de M es multiplo de 4.

¢) Determina el conjunto B = {det(A)/ Ae M} .

Apartado a)

Puesto que las matrices pertenecientes a M son de orden 3 x 3, cada una de ellas est4
formada por 9 elementos, los cuales deben ser 1 o —1. Asi pues, cada uno de los 9 ele-
mentos de una matriz de M puede tomar dos valores, por lo que el numero total de
matrices que pueden formarse es igual a 2° = 512. En otras palabras, el cardinal de M
es 512.

Apartado b)

Sea A una matriz cualquiera de M. Entonces:

S
o

(S
oy

23 |°

>
Il
» O o
S
o
IS
[
o

=
[~}

S

()
[~}

33

donde cada elemento ajj es igual a 1 o —1, para todo iy j comprendidos entre 1 y 3, lo
que implica, en particular, que cada uno de estos elementos es impar.

Por las propiedades de los determinantes, en el determinante de A podemos sumar
la segunda fila a la primera, y la tercera a la segunda, resultando:

a, a, a;| |a,;t+a, a,+a, aztay
|A|= A, Ay, a,|=|a, tay; a8, +ta; a,tay.

a'31 a32 a33 a31 a32 a33
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Ahora, al ser impar cada elemento ajj, es claro que la suma de dos de ellos es un
numero par (pudiendo ser cero, que también es par), por lo que todos los elementos de
la primera y la segunda fila son pares y, por las propiedades de los determinantes, po-
demos «extraer» un 2 de la primera fila y otro de la segunda, quedando:

a,+ta, a,+a, a;tay a,ta, a,+ta, a;tas
2 2 2 2 2 2

|A| =2.2. a4 +a;  a,ta; astag —4. A ta;  a,ta;, a,tag
2 2 2 2 2 2
as as, as; as a3, as;

De este modo, hemos escrito explicitamente el determinante de A como el produc-
to de 4 y un numero entero (tengamos en cuenta que todos los coeficientes del ultimo
determinante son enteros, por lo que su valor también ha de serlo), lo que prueba, como
queriamos, que el determinante de A es multiplo de 4.

Apartado ¢)

Con la misma notacién del apartado anterior para una matriz A perteneciente a M,
usando la regla de Sarrus, tenemos:

|A| =1y 8y Ay =a5,35a5,+2,,85,8,; 12358558, — 338,85, —3,8,,85; —3,,8;5,3,;.

dy a3z Ay

Ahora, al ser cada elemento a;; igual a 1 o —1, es claro que el producto de tres de
ellos también es igual a 1 o —1, lo cual nos permite acotar los posibles valores del de-
terminante de A. En efecto, puesto que el determinante de A es igual a la suma (o dife-
rencia) de seis numeros iguales a 1 o —1, es claro que el mayor valor posible es 6,
mientras que el menor posible es —6, es decir, el determinante de A se encuentra en el
intervalo [-6,6]. Como ademas, segin hemos visto en el apartado anterior, el determi-
nante de A es multiplo de 4, resulta claro que no puede tomar valores distintos de —4, 0
y 4, que son los multiplos de 4 comprendidos entre —6 y 6. Dicho de otro modo, hemos
probado la inclusion:

B={det(A)/Ae M} c{-4,0,4] .

Finalmente, para demostrar la otra inclusion, basta con encontrar tres matrices de
M cuyos determinantes sean respectivamente iguales a —4, 0 y 4. Es sencillo escribir
una matriz de M con determinante nulo (es suficiente con que tenga dos filas igua-
les); por ensayo-error, podemos encontrar también una con determinante distinto de
cero (serd igual a —4 o 4) y, cambiando el signo de los elementos de una fila cual-
quiera, ya tendremos otra con determinante igual al opuesto (que serd 4 o —4). Asi,
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podemos considerar las matrices A, Az y A3z, cuyos determinantes son, respectiva-
mente, 0, 4 y —4, como es facil de comprobar, siendo:

111 111 111
A=[111[,A,=[1 -1 1[,A=|-11 -1/
111 11 -l 11 -1

Asi pues, al darse también la otra inclusion, podemos cerrar el problema escribiendo:
B={det(A)/Ae M} ={-4,0,4] .

(Oposiciones de Secundaria, 2005)

Problema 2.28

Un polinomio P(x) dividido por x — I da de resto =8, y dividido por x + 2 da de resto
25. Se pide:

a) ;Qué resto darda al dividirlo por x* + x — 2?
b) Determina P(x), sabiendo que es de tercer grado y divisible por x* — 9.

Apartado a)

Denotemos por Q(x) y R(x), respectivamente, el cociente y el resto de la division de
P(x) entre el polinomio x* + x — 2. Con esta notacion, por el algoritmo de la divisién de
polinomios, tenemos la igualdad:

P(x) = Q(x)(x* +x —2)+R(x).

Ahora bien, puesto que el grado del resto ha de ser estrictamente menor que el gra-
do del divisor, es claro que R(x) debe ser de grado menor o igual que 1, por lo que
podemos escribir R(x) = ax + b, para ciertos numeros a y b que tenemos que determi-
nar, quedando la igualdad anterior como:

P(x)=Q(x)(x’ +x—2)+ax+b. D

Por otro lado, en virtud del teorema del resto, las condiciones dadas en el enuncia-
do se traducen en las igualdades P(1) = -8, P(-2) = 25, y, al ser precisamente 1 y -2 las
raices del polinomio x> + x — 2 (como es evidente), sustituyendo x por 1 y por —2 en la
igualdad (I), obtenemos el sistema:

at+b=-8
—Da+b=25"
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Resolviéndolo por el método de reduccion, resulta:

a+ B =-8—>b=-8+11=3
—2a+ =25 ,
3a=-33¢<a=—11

luego el resto de la division es R(x) =—11x + 3, lo que responde a la cuestion planteada
en el primer apartado.

Apartado b)

Sustituyendo la expresion del resto hallado en el apartado anterior, la igualdad (I) se
reescribe como:

P(x)=Q(x)(x* +x—2)—-11x +3,

y, al ser P(x) de tercer grado (seglin el enunciado de este apartado), es claro que Q(x) ha
de ser de grado uno. Entonces, como antes, podemos escribir Q(x) = mx + n, para ciertos
nameros m y n que debemos calcular, por lo que la anterior igualdad se convierte en:

P(x)=(mx+n)(x* +x—2)—11x+3. )

Por otra parte, como en este apartado estamos suponiendo que P(x) es divisible por
x? -9, resulta que las raices de este ultimo polinomio (que claramente son —3 y 3) tam-
bién lo son de P(x), es decir, tenemos la relacion P(—3) = P(3) = 0. En consecuencia,
sustituyendo x por —3 y por 3, y operando, la ecuacién (II) proporciona el sistema:

(—3m+n)(9—3—2)+33+3=0@ -3m+n=-9
3m+n=3

Bm+n)9+3-2)-33+3=0

cuya solucion podemos obtener facilmente por el método de reduccion, como vemos a
continuacion:

3 +n=3

2n=-6>n=-3

{%+n=—9—>—3m—3=—9<—)m=2

Por ultimo, sustituyendo los valores obtenidos de m y n en (1), y operando, llega-
mos a la expresion de P(x) pedida en el enunciado, quedando:

P(x)=(2x -3)(x* +x—-2)—11x+3=2x" +2x" —4x -3x" -3x +6-11x +3 &
P(x)=2x"—x* —18x+9.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 2.29
Sea P(x) un polinomio tal que P(x* + 1) = x* + 4x°. Determina P(x* — 1).

Observemos, en primer lugar, que P(x) debe ser un polinomio de segundo grado,
puesto que al evaluarlo en x*> + 1, que es una expresion de segundo grado, da como
resultado x* + 4x%, que es de cuarto grado.

Asi pues, P(x) tiene que ser de la forma P(x) = ax* + bx + ¢, siendo a, b y ¢ ciertos
numeros reales, que hemos de calcular.

Ahora, a partir de la igualdad P(x> + 1) = x* + 4x%, empleando la expresion aludida
de P(x), podemos escribir:

a(x2 +1)2+b(x2+1)+c:x4+4x2,

de donde, aplicando la conocida identidad algebraica, operando, agrupando términos,
identificando coeficientes, y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante (sustitu-
yendo «de arriba abajoy), se sigue:

ax'+2ax’ +a+bx’ +b+c=x"+4x’ @ ax’ +(2a+b)x’ +a+b+c=x"+4x’ =

a=1 a=1
2a+b=4 =b=2 |
a+b+c=0 c=-3

y, entonces, P(x) = x* + 2x — 3.
Finalmente, para determinar P(x> — 1), basta con sustituir, aplicar nuevamente la
identidad algebraica, y operar, resultando:

P(x*-1)=(x* =1) +2(x* =1)=3=x' -2 +1+ 2«7 ~2-3
P(x’—1)=x"-4,

lo que cierra el problema.

(Olimpiadas Matematicas)
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Problema 2.30

Encuentra un polinomio de grado 7 de variable real, P(x), tal que P(x) — I sea divisi-
ble por (x + 1)? y P(x) + I sea divisible por (x — 1)*.

En primer lugar, al ser (x + 1)* divisor de P(x) — 1, es claro que x = —1 es una raiz
de multiplicidad 4 de P(x) — 1, y, en consecuencia, es una raiz de multiplicidad 3 de su
derivada, es decir, de P’(x), lo que se traduce en que (x + 1)* es divisor de P’(x).

De la misma manera, como (x — 1)* es divisor de P(x) + 1, resulta que x = 1 tam-
bién es una raiz triple de P’(x), luego sucede también que P’(x) es multiplo de (x — 1)°.

Ahora, como, segln el enunciado, P(x) es de grado 7, P’(x) necesariamente debe
ser de grado 6, luego, por ser miltiplo de los polinomios antes citados, podemos escri-
bir P’(x) = a(x + 1)*(x — 1)*, ya que el producto de estos dos polinomios es igual a un
polinomio de grado 6, donde a es un numero real que debemos determinar. Aplicando
las conocidas identidades algebraicas, tenemos:

P'x)=a(x+1) (x -1y =a[(x +1)(x =D =a(x’* -1)’ =a(x’ -3x* +3x* -1),
e, integrando en ambos miembros:

7 5
x' 3x

P(x)zIP'(x)dx =Ia(x6 —3x* +3x% —)dx =a(7—?+x3 —xj+C, )

donde C es la constante de integracion, que también debemos determinar.

Para ello, tengamos en cuenta que del hecho de que (x + 1)* es divisor de P(x) — 1
se deduce la igualdad P(x) — 1 = (x + 1)*Q(x), siendo Q(x) un polinomio cuya expre-
sion es irrelevante para los fines que perseguimos aqui. Entonces, sustituyendo x por
—1, resulta P(~1) — 1 = (=1 + 1)**Q(~1) = 0, de donde se sigue P(-1) = 1.

De la misma manera, puesto que (x — 1)* es divisor de P(x) + 1, obtenemos la
igualdad P(1) =-1.

Particularizando estos valores de x en (I), resulta:

a[(_;y _3(—51)5 +(_1)3 _(_1))+C=1 Ea+c=1
35
Lt

7 RE 16 '
a(l__g+p_1]+cz_1 6=
7 5 35

Sumando miembro a miembro las dos ecuaciones del Gltimo sistema, resulta C =0,
y, sustituyendo y despejando, a = 35/16.

Finalmente, sustituyendo estos valores de a y C en (I), obtenemos el polinomio
P(x) pedido en el enunciado:

=—| ——— = —X —X.
16 16 16 16 16

7 5
P(X)_35[x7 3)54 o ]_5 215 35 5 35

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1977)
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Problema 2.31

1 3

. . 2"~ 2"-2 2" - 3 2 . 4
Dado el polinomio P(x)=x"" —x" 7" 4+Xx" 7~ —--+ X’ —X" +x—1, siendo n un nume-

ro natural estrictamente mayor que 1, se pide:

a) Demuestra que P(x) es divisible por x" +1, sin efectuar la division, y halla el
cociente.
b) Demuestra que P(x) tiene una unica raiz real y calculala.

Apartado a)

Como podemos observar, el polinomio P(x) esta expresado como la suma de los prime-
ros términos de la progresion geométrica de razon —x, y primer elemento —1. Por tanto,
aplicando la conocida formula que permite hallar la suma de estos términos, y operan-
do, tenemos:

X (=) - —x"+1_ x* —1
(-x)—1 —x-1  x+1

P(x)=

Ahora, al ser el binomio del numerador de la ultima fraccion algebraica de grado
par, es claro que admite x = —1 como raiz, que es precisamente la unica raiz del deno-
minador, lo cual se traduce en que la fraccion algebraica es reducible.

Para simplificarla, factorizamos el numerador, aplicando de forma reiterada la co-
nocida identidad algebraica que permite escribir una diferencia de cuadrados como una
suma por una diferencia, resultando:

2 2 -2
NELY (xznil) -1 (xzw1 +l)(x2n7I —1) (inf. +1)(X2“2 +1)(x2n —1)
Pe)= x+1 - x+1 - x+1 - x+1 T

(x4 1)(x +1)(7 +1)(x +1) (x4 1) (x-1)

x+1

B

y, simplificando:

(xzml +1)(xzm2 +1)-~(x2 +1)M(x—l)
p2at

P(x)= &

P(x) =(X2‘H -i—l)(xzni2 +1)--~(x2 +1)(x—1).

Denotando por Q(x) el polinomio factorizado resultante de suprimir el primer fac-
tor de esta ultima expresion de P(x), esto es:
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QU= (X" +1)(x™ +1)(x* +1)(x-1),
podemos escribir:
P(x)= (in_] + I)Q(X) ,
igualdad que presenta explicitamente P(x) como el producto del polinomio:

n-1
x7 +1

por Q(x), lo cual prueba que, efectivamente, P(x) es divisible por el mencionado poli-
nomio, como queriamos demostrar, siendo precisamente Q(x) el cociente de la corres-
pondiente division, que también se pide en el enunciado de este apartado.

Apartado b)

Como podemos observar en la igualdad obtenida en el apartado anterior:
PO = (™ +1)(x7 +1)(x77 + 1) (x7 +1)(x 1),

cada uno de los binomios presentes en la factorizacion de P(x) es irreducible en el cuerpo
de los nimeros reales, salvo el ultimo, ya que, al ser cada uno de grado par y tener el
término independiente positivo, no existe ningiin valor de x que lo anule, mientras que el
ultimo factor, por su parte, admite x = 1 como Unica raiz. Como es evidente, esto se tra-
duce en que P(x) tiene una Unica raiz real, precisamente x = 1, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1979)

Problema 2.32
Dado el polinomio P(x) = x* — 4x> + x> + 6x + n, se pide:
a) Encuentra todos los posibles polinomios Qi(x) tales que:
P(x) = [Qi(x)]* + mOi(x) + n
b) Calcula el valor de n, sabiendo que si R(x) = X[Qi(x)]?, R(x) tiene un mdaximo relati-

vo en xo = n/2.
¢) Obtén las raices de P(x) para ese valor de n.

Apartado a)

Puesto que P(x) es un polinomio de grado 4, a partir de la igualdad que caracteriza los
polinomios Qj(x), es claro que estos deben ser de grado 2. En consecuencia, podemos
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escribir Qi(x) = ax> + bx + ¢, donde a, b y ¢ son nlimeros reales que hemos de determi-
nar. Sustituyendo esta expresion de Q;(x) en la igualdad dada en el enunciado, tenemos:

P(x) =(ax2 +bx+c)2 +rn(alx2 +bx+c)+n.

Desarrollando el cuadrado mediante la conocida férmula, operando y agrupando
términos semejantes, resulta:

P(x)=a’x" +b’x’ +¢” +2abx’ + 2acx’ + 2bcx + max” + mbx + mc +n <
P(x) =a’x" + 2abx’ +(b2 +2ac+ma)x2 +(2bc+mb)x +c’ +me+n &
x'—4x* +x* +6x +n=a’x" +2abx’ +(b2 +Zac+ma)x2 +(2bc+mb)x +¢” +me+n,

e, identificando los coeficientes de los polinomios de ambos miembros de la tltima
igualdad, se deduce el sistema:

a’=1

2ab=-4

b’ +2ac+ma=1,
2bc+mb=06

c+mc+n=n

que, cancelando n y extrayendo ¢ como factor comun en la tltima ecuacion, es equiva-
lente a:

a’=1

2ab =—4

b*>+2ac+ma=1. D
2bc+mb=06

(c+m)c=0

De la primera ecuacion se obtienen dos posibilidades, que estudiaremos por sepa-

radoca=1oa=-1.

Si a =1, sustituyendo en el sistema (I), resulta:
2b=-4
b*+2c+m=1
2bc+mb=06
(c+m)c=0

B
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de donde se sigue b =2 (primera ecuacion) y, sustituyendo este valor de b en las res-
tantes y operando:

2c+m=-3
—4c-2m=6,
(c+m)c=0

donde se observa claramente que la primera ecuacion y la segunda son equivalentes
(son proporcionales), por lo que podemos prescindir de una de ellas, digamos de la
segunda, quedando el sistema:

2c+m=-3
(c+m)c=0

Ahora, de la segunda ecuacion se deducen dos posibles soluciones: ¢ =0 o ¢ =-m,
que también estudiaremos por separado.

Si ¢ = 0, obtenemos el polinomio Q(x) = x> — 2x, que es una posible solucion del
problema. Asimismo, en este caso, la primera ecuacion arroja el valor m =-3.

Si ¢ = —m, sustituyendo en la primera ecuacion, resulta ¢ = -3 y m = 3, lo que pro-
porciona el polinomio Qa(x) = x*> — 2x — 3, que es otra posible solucién del problema.

Veamos ahora los posibles polinomios que se obtienen si a = —1, que es el otro ca-
so que teniamos que ver. En esta situacion, sustituyendo en (I), resulta el sistema:

—2b=—-4
b*—2c-m=1
2bc+mb=6
(c+m)c=0

obteniéndose b = 2 de la primera ecuacion. Sustituyendo este valor de b en las demas
ecuaciones y operando, se sigue:

—-2c—-m=-3
4c+2m=6 ,
(c+m)c=0

donde, de nuevo, las dos primeras ecuaciones son equivalentes, por ser proporcionales,
lo que nos permite suprimir una de ellas, digamos la segunda, quedando el sistema:

—-2c-m=-3
(c+m)c=0"
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Ahora, como sucedia antes, la segunda ecuacion abre dos posibles valores para c:
c=0o0c=-m Sic=0, resulta el polinomio Q3(x) = —x*> + 2x, que es otra posible
solucion al problema, y, sustituyendo en el sistema, m = 3; si, por el contrario, ¢ = —m,
sustituyendo en la primera ecuacion, resulta ¢ = 3 y m = -3, y, entonces, obtenemos el
polinomio Qu(x) = —x* + 2x + 3, que es la ultima posible solucién que nos quedaba por
encontrar, quedando concluido, por tanto, este apartado.

Apartado b)

En primer lugar, vamos a calcular R(x) a partir de la expresion que lo define, dada en el
enunciado, sustituyendo Q;(x) por los cuatro polinomios calculados en el apartado ante-
rior. Asi, tenemos:

2

R(x) = Y [Q,(0F = (x> —2x) +(x* =2x=3) +(~x* +2x) +(—x* +2x +3)

Abhora bien, puesto que Q1(x) es el opuesto de Qs3(x), y Q2(x) lo es de Q4(x), es cla-
ro que sus cuadrados son iguales, por lo que podemos agruparlos, quedando:

2

R(x)=2(x* =2x) +2(x* —2x -3)

En segundo lugar, calcularemos n, a partir de la expresion encontrada de R(x), co-
mo vemos a continuacion.

Segtin el enunciado, R(X) tiene un maximo relativo en xo = n/2, luego, para determi-
nar el valor de n, calcularemos la abscisa del maximo relativo de la funcién polindmica
definida por R(x), e impondremos que sea igual a n/2, de donde podremos despejar n.

Como sabemos, para determinar el maximo relativo de una funcion derivable defi-
nida en toda la recta real (como es el caso de R(x)), hemos de hallar los puntos criticos,
igualando a cero su derivada y resolviendo la ecuacion resultante, para posteriormente
comprobar cudl de ellos es un (el) maximo relativo. Asi pues, hemos de derivar R(x),
resultando:

R'(x)=4(x* —2x)(2x -2) +4(x* —2x -3)(2x - 2)..
Extrayendo factores comunes, igualando a cero y agrupando, se sigue:
4(2x=2)[ (x* = 2x) +(x* - 2x=3) | =0 & 4(2x - 2) (2x" — 4x =3) =0,
lo cual solo es posible si se cumple alguna de estas dos igualdades:

2x—-2=0
2x2—4x-3=0
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De la primera ecuacion se obtiene el punto critico x = 1, mientras que de la segun-
da, resultan los puntos:

L_4x\16+24 _4V40 _2xVi0 _  Vio
4 4 2 2

Ahora, para ver cual de los tres puntos criticos es el maximo relativo, podemos
usar el criterio del signo de la primera derivada, el criterio de la segunda derivada, o,
sencillamente, tener en cuenta que R(X) es una funcién polinomica de cuarto grado, por
lo que, a partir de la forma de su grafica, podemos asegurar que el maximo relativo
debe alcanzarse en la abscisa «de en medioy, esto es, en x = 1, puesto que los otros dos
puntos criticos son, aproximadamente, x =—0,58 y x = 2,58.

En consecuencia, tenemos n/2 = 1, de donde se sigue n = 2, lo que responde a la
pregunta planteada en este apartado.

Apartado c)

Puesto que se verifica la igualdad P(x) = [Qi(x)]* + mQi(x) + n para los cuatro polino-
mios hallados en el apartado a), podemos sustituir Qi(x) por cualquiera de ellos, por
ejemplo, por Qi(x). Asimismo, teniendo en cuenta que el valor de m «asociado» a este
polinomio es m = -3 (lo habiamos calculado antes) y que n = 2, podemos escribir
P(x) = [Qi(x)]* — 3Qi(x) + 2, luego las raices de P(x) son precisamente las soluciones
de la ecuacion [Q1(x)]* — 3Qi(x) + 2 = 0, que podemos interpretar como una ecuacion
de segundo grado en la incégnita Qi(x) (aunque, de hecho, este polinomio es conoci-
do). Aplicando la férmula que permite resolver la ecuacion de segundo grado, tenemos:

_3+49-8 3+l

2 2

Q (%)

de donde resultan las igualdades Qi(x) =2 y Qi(x) = 1, que, al sustituir Q;(x) por su
expresion polindmica, se convierten en las ecuaciones x> — 2x = 2 y x> — 2x = 1, cuyas
soluciones podemos ver a continuacion:

x?—2x=2ox'-2x-2=0x=

+ -
2_\/24+8 :2—*@:11\6,

2

X’ -2x=lex’-2x-1=0=x=

+ +
2_\/24+4 :2—*@:14_“5_

2

Asi pues, las raices de P(x) son:

X1=1+\/§,X2=1—\/§,
X3=1+\/§,X4=1—\/5.
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Obsérvese que en este problema hemos mostrado un método para resolver ecua-
ciones polindmicas de cuarto grado, si bien no se trata de un método general, ya que no
siempre es posible encontrar un polinomio Q;(x) que permita escribir P(x) de la manera
que nos interesa para proceder como hemos hecho aqui.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.33
Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Dados los polinomios:

P(x) =ap+ aix + ax’ ++ ax",
O®x) = agp” + ax™" +++ ap1x + ay,

siendo ap# 0y a, # 0, ;qué relacion hay entre las raices de P(x) y las de Q(x)?

b) Si a, by c son las soluciones de x> + px’ + qx + r = 0, encuentra la ecuacion que
tiene por soluciones a’, b° y ¢, expresdndola en funcion de p, q y r.

¢) Sia, by cverifican la igualdad:

1 1 1 1
e
a b ¢ a+b+c

demuestra que dos de estos nuimeros son opuestos.

Apartado a)

Supongamos que x = a es una raiz de P(x). Entonces, se cumple la igualdad:
ap+aja+aa+-+aa"=0,

y, como, segun el enunciado, el término independiente de P(x) no es nulo, es claro que
a tampoco lo es. En consecuencia, podemos dividir todos los sumandos de la anterior
igualdad por a", resultando:

1 a a a
ao—n+al—n+a2—n+-~+a —n=0
a a a a
Simplificando y reescribiendo las potencias, se sigue:

1 1 1
a,—+a,—+a,—+---+a =0
Oan lan—l 2 n-2 n

DRIORSCH
a,|—| +a,|—| +a,|—| +---+a,=0,
a a a

lo que se traduce en que X = 1/a es una raiz de Q(X).
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Reciprocamente, si x =b es una raiz de Q(x), entonces:
agb™ + a;b™ ! +-+a, b +a, =0,

y, como antes, dividiendo todos los sumandos por b" (tengamos presente que b es no
nulo, al no serlo el término independiente de Q(x), segln el enunciado), tenemos:

n n—1 1

aob—n+alb—n+~-~+an_lb—n+anb—n=0,

y, simplificando y reescribiendo las potencias, resulta:

1 1 1 1 " 1Y
a,+ta —+--+a_ —+a —=0oa,+a,—+-+a | —| +a |—| =0,
b b b b b
lo que significa que x = 1/b es una raiz de P(x).
Asi pues, en respuesta a la pregunta planteada en este apartado, podemos decir que
las raices de un polinomio son los inversos multiplicativos de las raices del otro.

Apartado b)

En primer lugar, puesto que estamos buscando una ecuacion (que presuponemos poli-
ndmica) con tres raices, es claro que se trata de una ecuacion polindmica de tercer gra-
do. Ademas, podemos suponer que el coeficiente principal es no nulo (de serlo, seria de
grado menor que 3), por lo que, dividiendo cada término por el coeficiente principal,
seria equivalente a una ecuacion cuyo polinomio es monico. De este modo, podemos
escribir la ecuacion buscada como x* + sx* + tx + u = 0, siendo s, t y u tres nimeros
reales que debemos determinar, expresandolos en funcion de p, q y r.

Ahora, por las ecuaciones de Cardano-Viéte, aplicadas a la ecuacion del enuncia-
do, tenemos:

a+b+c=-p
ab+ac+bc=q, D
abc=-1

mientras que, aplicadas a la ecuacién x* + sx* + tx + u = 0, permiten obtener las rela-
ciones:

a’+b>+c’=-s
a’b’+a’c® +b’c’ =t. (1)

a’b’c’ =—u
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Elevando al cuadrado la tercera ecuacion del sistema (I), resulta a’b’c® = r°, de
donde, sustituyendo en la tercera ecuacion del sistema (II), se sigue —u = 12, que pode-
mos escribir como u = 12,

Por otro lado, sustituyendo las expresiones correspondientes de (I) y (II) en la co-
nocida identidad algebraica (a + b + ¢)> = a®> + b> + ¢? + 2(ab + ac + bc), obtenemos
p?> = —s + 2q, y, trasponiendo, resulta s = 2q — p>. Por otro lado, a partir de la conocida
identidad (ab + ac + bc)? = a’b? + a’c? + b’c? + 2(a’bc + ab’c + abc?), extrayendo el
factor comun abc en la expresion entre paréntesis del segundo miembro, obtenemos la
igualdad (ab + ac + bc)? = a’b? + a’c? + b’c? + 2abc(a + b + ¢), y, sustituyendo las co-
rrespondientes expresiones de (I) y (II), resulta q> = t + 2(-1)(—p), de donde se sigue
que t=g* — 2rp.

Finalmente, sustituyendo los valores encontrados de s, t y u en la expresion de la
ecuacion buscada, podemos decir que esta es x* + (2q — pH)x*> + (¢° — 2rp)x — 12 =0, lo
que concluye este apartado.

Apartado c)

Operando en la igualdad dada en el enunciado de este apartado, tenemos:

1 1 1 1 bc+ac+ab 1
—t—t—= o = ,
a b ¢ a+b+c abc at+b+c

Ahora, sustituyendo las correspondientes expresiones dadas por el sistema (I) en
esta Ultima igualdad, se sigue:

bc+ac+ab 1 q
= =

abc Ca+b+c -1 -

de donde, despejando, resulta r = pq.

Teniendo presente esta relacion entre p, q y 1, la ecuacion del enunciado del apar-
tado b) se convierte en x> + px> + qx + pq = 0, que, factorizando el polinomio del pri-
mer miembro, podemos escribir de forma equivalente, resultando (x + p)(x> + q) = 0,
cuyas soluciones (reales y/o complejas) son:

X, =-p.x, =%, =4

Como podemos observar, las soluciones X, y x3 son opuestas, y, al ser también a, b
y ¢ las soluciones de esta ecuacion, resulta claro que dos de estos numeros son opues-
tos, como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 2.34
Dada la ecuacion x> — 7x + 1 = 0, se pide:

a) Calcula A para que una raiz sea doble de otra.
b) Resuelve la ecuacion.

Resolveremos los dos apartados de manera conjunta, por lo que no estableceremos
separacion en la resolucion de cada uno.

Por el Teorema Fundamental del Algebra, sabemos que la ecuacion tiene exacta-
mente tres soluciones (reales o complejas), que denotaremos por a, b y c. Puesto que se
pide que una solucién sea doble de otra, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que c es igual al doble de a, por lo que las soluciones de la ecuacion son x =a, x =2ay
x =b.

Ahora, aplicando las ecuaciones de Cardano-Viéte y operando, tenemos:

a+2a+b=0 3a+b=0
a-2a+ab+2ab=-7<{2a’ +3ab=-7.
a-2ab=-\ 2a°b = -\

Despejando b en la primera ecuacion de este ultimo sistema, sustituyendo en las
otras dos, y operando, resulta:

b=-3a b=-3a b=-3a
22’ +3a(-3a)=-7 122" -9’ =T < {a’ =1 ,
2a°(-3a)=-A —6a’ =-\ 6a’ =\

sistema cuya segunda ecuacion indica que a puede tomar dos valores, que estudiaremos
separadamente: a=1o0a=-1.

Si a = 1, entonces, sustituyendo en las otras dos ecuaciones, resulta b =— 3, A = 6;
si, por el contrario, a =—1, se obtiene b =3, A = —6.

Asi pues, en respuesta al apartado a), podemos decir que los valores de A son 6 y
—6.

En cuanto al apartado b), como las tres soluciones de la ecuacién son x = a, x = 2a
y X = b, resulta que, dependiendo del valor de A, sonx =1,x=2,x=-3 (siA=6), 0
x=-1,x=-2,x=3 (siA=-6).

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1978, y examen de Universi-
dad)
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Problema 2.35

Dada la ecuacion z* — (9 + 14i)2° + az> + bz + ¢ = 0, siendo a, b y ¢ niimeros comple-
jos cualesquiera, se sabe que los afijos de sus raices son cuatro de los vértices de un
pentagono regular, cuyo quinto veértice es el afijo del complejo 1 + i. Calcula el afijo
del centro del mencionado pentdgono.

Denotemos por A el numero complejo cuyo afijo es el centro del pentagono, y por
71, 72, 73 Y Z4 las raices de la ecuacion.

Teniendo en cuenta que las coordenadas del centro de un poligono regular pueden
calcularse «hallando la media» de las coordenadas de los vértices, con la notacion pre-
sentada antes, tenemos la relacion:

_ 4tz 7 +z,+(1+1)
5 .

A

Ahora, por las ecuaciones de Cardano-Viéte, se verifica z; + zo + z3 + z4 = 9 + 144,
luego, sustituyendo en la igualdad anterior y operando, resulta:

_9+14i+1+1 10+151
5

A 2+43i,

de donde se sigue que el centro del pentagono es el punto C = (2,3), lo que da respuesta
al enunciado del problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.36

Demuestra que si la ecuacion x> + x + p = 0, donde p es un niimero real, tiene dos
soluciones complejas, z; y z2, y una solucion real positiva x,, entonces, se verifica que
|z1] = |z2] = x0.

Observemos, en primer lugar, que en el enunciado no se pide comprobar que la
ecuacion tiene dos soluciones complejas y una real, sino probar una relacion entre sus
soluciones, suponiendo que, efectivamente, la ecuacion tiene dos soluciones complejas
y una real positiva. Asi pues, puesto que no se pide comprobarlo, no lo haremos con
detalle, aunque una parte de ello es posible, teniendo en cuenta que se trata de una
ecuacion de tercer grado con coeficientes reales (lo que garantiza que tiene al menos
una raiz real), y analizando el crecimiento de la funcioén asociada, f(x) = x> + x + p,
mediante el uso de la derivada, que resulta ser estrictamente positiva en todo punto (de
donde se sigue que f es estrictamente creciente, no pudiendo tener, por tanto, mas de
una raiz real).

Como los coeficientes de la ecuacion son reales, es claro que las raices z; y z» son
nimeros complejos conjugados, por lo que podemos escribirlos en forma binémica
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como z; = a + bi, z, = a — bi, para ciertos reales a y b, resultando, en particular, que z; y
7 tienen el mismo moddulo, que es precisamente una de las relaciones que queriamos
demostrar.

Para demostrar la otra relacion, aplicamos las ecuaciones de Cardano-Viéte, obte-
niéndose el sistema:

X, +tz,+2,=0
XoZ, +X,2, +2,2, =1,

X0Z/Zy, =P

en el que prescindiremos de la tercera ecuacion, pues no nos sera necesaria para nues-
tro objetivo. Asi pues, nos quedaremos con el sistema:

X, tz,+2,=0

XoZ, +X,2, +2,2, =1

Sustituyendo las raices complejas z; y z» por su expresion bindmica y operando,
resulta:

X,+a+bi+a—-bi=0 X, +2a=0
(=1 5
X,(a+bi)+x,(a—bi)+(a+bi)(a—bi)=1 2ax,+a’ +b’ =1

y, despejando el monomio 2a en la primera ecuacion, sustituyéndolo en la segunda y
trasponiendo, se sigue:

2a=-x, 2a=-Xx,

g .
—X,X, +a’ +b’ =1 a’+b’ =1+x;

Ahora bien, como podemos observar, el primer miembro de la segunda ecuacién es
precisamente el cuadrado del modulo de z; (y de z2), por lo que tenemos la relacion:

|Zl |2 =1+ xé R
de la que se deduce claramente la desigualdad:
2| >x2.

Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros, resulta |z;| > |xo|, que, al ser Xo un
nimero positivo, es equivalente a |zi| > Xo, 1o que, en particular, implica |zi| > Xo, como
queriamos probar.

(Oposiciones de Secundaria, 1998)



Problemas de Algebra 189

Problema 2.37

Sea la ecuacion x* + px + g = 0, con p y q niimeros reales. ;Qué relacion debe existir
entre p y q para que los afijos de las soluciones de la ecuacion formen un triangulo
rectangulo isosceles?

Como se trata de una ecuacion de tercer grado con coeficientes reales, es claro que
tiene, al menos, una solucion real. Ademas, los afijos de las soluciones forman un
triangulo, por lo que no pueden estar alineados, y, en consecuencia, no es posible que
sean reales las tres raices. Asi pues, la ecuacion debe tener una solucion real, digamos
X0, y dos complejas conjugadas, digamos z1 y z2, que escribiremos en forma bindmica
como z; = a + bi, z = a — bi, para ciertos numeros reales a y b. Ademas, debe verificar-
se que a # Xo, pues, en caso contrario, los tres afijos estarian en una misma recta verti-
cal, y no formarian un tridngulo.

También es claro que el lado que une los vértices correspondientes a los afijos de
71y 72 es vertical, luego el angulo recto del triangulo no puede estar en estos vértices,
pues, de ser asi, el tridangulo tendria un lado horizontal, que no cortaria al eje de absci-
sas, donde necesariamente se encuentra el tercer vértice, como hemos visto antes, lo
cual seria absurdo. Asi pues, el angulo recto debe estar situado en el punto (x0,0), que-
dando el tridangulo en la posicion mostrada en el grafico.

z1=a+b|

22=a-b|

Por el teorema de Pitagoras, tenemos:

2
s

2 2
|zl —zz| :|zl —x0| +|z2 - X,

que, al ser un tridngulo isésceles, podemos reescribir como:

2 2
|z1 —zz| :2|z1 —x0| .
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Sustituyendo las raices complejas z; y z» por su expresion binémica, hallando los
mddulos, operando y trasponiendo, resulta:

la+bi—(a—bi)|" =2]a+bi-x,|" & [2bi] =2[a-x,+bi &
4b* =2(a—x,)" +2b° &b’ =(a—x,)’. 1)
Por otro lado, aplicando las ecuaciones de Cardano-Viéte, tenemos:

Xot+2z,+2,=0
XoZ, +XoZ, +2,Z, =D,

X022, =—q

y, sustituyendo las raices complejas z; y z> por su expresion bindmica y operando, se
sigue:

X,+a+bi+a-bi=0 X,+2a=0
X,(a+bi)+x,(a—bi)+(a+bi)a—bi)=p < 12ax,+a’ +b’ =p.
X,(a+bi)(a—bi)=—q Xo(a2 +b*)=—q

Sustituyendo la expresion de b* obtenida en (I) en este ultimo sistema, resulta:

X, +2a=0
2ax,+a’ +(a—x,)’ =p,

x,[a* +(a—x,)’1=—q

y, despejando x¢ en la primera ecuacion, sustituyendo en las otras dos y operando, lle-
gamos a:

X, =—2a X, =—2a X, =—2a
2a(-2a)+a’ +[a—(-2a) =p=<{—4a’+a’+9%’ =p=<6a°=p ,
—2a[a’ +[a—(-2a)]’]=—q —2a(a’ +9a’)=—q 202’ =q

sistema del que solo nos interesan las dos tltimas ecuaciones (que es donde se encuen-
tran p y q), por lo que nos quedamos con las relaciones:

6a’=p
20a’ =q.
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Con el fin de eliminar a de este sistema, elevamos al cubo la primera ecuacion, y al
cuadrado la segunda, resultando:

216a° =p’
400a° =q>

Observemos ahora que no es posible que a sea nulo, pues, en tal caso, de la igual-
dad xo = —2a, se seguiria xo = 0 = a, y, entonces, las tres raices estarian alineadas, lo
cual no puede ser, como ya hemos sefialado. En consecuencia, teniendo en cuenta las
igualdades presentes en el sistema, podemos decir que ni p ni q pueden ser nulos, y, por
tanto, podemos dividir miembro a miembro ambas ecuaciones, llegando a la relacion
buscada entre p y q, como vemos a continuacion:

6 3 3
i(l)gaG =p—2<:>§—(7)=p—2<:27q2 =50p°.
a q q

(Oposiciones de Secundaria, 2001, Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1975, y examen de Universidad)

Problema 2.38

Halla la condicion que deben cumplir los complejos a, b, ¢ para que los afijos de las
soluciones de la ecuacion az’ + bz + ¢ = 0 formen con el origen un triangulo equildtero.

Denotemos por z; y z las raices de la ecuacion, y por A y B sus correspondientes
afijos. Observemos, en primer lugar, que, puesto que se trata de una ecuacion con coe-
ficientes complejos, no podemos afirmar que las raices sean necesariamente conjuga-
das. Ahora, como los puntos A, B y O (el origen) han de ser los vértices de un triangulo
equilatero, tenemos una situacién como la mostrada en el grafico.

B (afijo de z,)

A (afijo de z,)
60°
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Como podemos ver, los segmentos orientados OA y OB deben tener la misma lon-
gitud y formar un angulo de 60° lo cual se traduce en que uno de estos segmentos,
digamos OB (sin pérdida de generalidad), es el resultado de aplicar al otro (esto es,
OA) un giro de 60° con centro en O. Entonces, teniendo presente que 60° es igual a
n/3, escrito en radianes, y que para girar el afijo de un complejo un angulo de n/3 ra-
dianes es suficiente con multiplicar por la exponencial compleja de exponente in/3,
resulta la relacion:

—p3
z,=¢’-z,. @
Por otra parte, puesto que a # 0 (en caso contrario, se trataria de una ecuacion de

primer grado, y no tendriamos ningtn tridngulo, pues solo contariamos con dos pun-
tos), las ecuaciones de Cardano-Viéte nos permiten escribir el sistema:

z,+z,=——
_C
22y =—
a

que, sustituyendo la expresion dada en (I), se convierte en:

Agrupando en la segunda ecuacion, extrayendo z; como factor comun en la prime-
ra, y elevando al cuadrado ambos miembros, llegamos a:

Ahora, si fuera ¢ = 0, la ecuacion de partida tendria una solucion nula, lo que haria
imposible que A, B y O formaran un tridngulo, ya que solo tendriamos dos puntos, y no
tres. En consecuencia, ha de ser ¢ # 0, lo que permite dividir miembro a miembro las
ecuaciones del ultimo sistema, resultando la igualdad:

LT 2
2 3
A [1+e j

LT
i=

2
z;-e?

o [B]T
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Aplicando la féormula que permite calcular el cuadrado de un binomio, simplifican-
do, y operando, tenemos:

A% 2t o
zf[1+el3J b’ /7/1/{1+e 3 +Ze3j ab’ :

o2 z 2 i 2
=2 o - =— e ‘|l+e’ +2e} |=— &
, il c i a’‘c ac
z, - N %z/.e
. 2n .m LT . 2 T T 2
—i— i——i— i——i— b —i— i—
e +ed 3+2ed =—e Ft+eP+2=—.
ac ac

Teniendo en cuenta que, por definicion de la exponencial compleja, se verifica que
e'* = cosa + iseno, la igualdad anterior puede escribirse como:

( nj . ( nj (n . nj b’
cos| —— [+1sen| —— |+cos| — |+1isen| — |+2=—,
3 3 3 3 ac

de donde, por la paridad del coseno y la imparidad del seno, operando, se sigue:

T . T . b’ T b’
cos| — |—1isenf— | +cos| — [+ isemf— | +2=— = 2¢c08| — |[+2=—&
3 3 3 3 ac 3 ac

2 2
2l+2=b—<:>b—=3,
2 ac ac

que es la relacion pedida en el enunciado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.39

Dada la ecuacion z° — 8iz — (19 + 4i) = 0, cuyas raices son z; y z3, halla los complejos
z3 tales que los afijos de zj, z> y z3 formen un triangulo rectangulo isosceles, con el
vértice del angulo recto en el afijo de la raiz de mayor componente imaginaria.

Se trata de una ecuacion de segundo grado con coeficientes complejos, que pode-
mos resolver usando la conocida férmula:

£ CETTOHIG 82168223 E L
Z=81_ 642+76+161:81_ 122+161:81_223+41:4ii 314,

Ahora, para calcular la raiz, pasamos el numero 3 + 4i a la forma polar, para poste-
riormente, una vez determinado el resultado de la raiz, volver a la forma bindémica, a
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fin de poder hacer la operacion correspondiente con el nimero complejo 4i, como ve-
mos a continuacion.

Por una parte, es claro que el mdédulo de 3 + 4i es igual a 5, mientras que su argu-
mento es igual a la arcotangente de 4/3, que vale, aproximadamente, 53,13°. De esta
manera, tenemos:

B+4i =[5, =555 =V/5[c0s(26,57) +isen(26,57)] =2 +1,

y, sustituyendo en la expresion anterior, se sigue:
z=4it/3+4i=4ix(2+1),

de donde resultan las soluciones z; = 2 + 51, z, = -2 + 31.

Asi pues, el problema consiste en encontrar el tercer vértice, que denotaremos por
C, del triangulo rectangulo is6sceles que tiene dos vértices en los puntos de coordena-
das A =(2,5) y B =(-2,3), que son los afijos de las soluciones de la ecuacién, estando
el angulo recto en A, por ser el afijo de la solucion con mayor componente imaginaria
(que es 5, mientras que la del otro numero vale 3).

Ello puede llevarse a cabo por procedimientos propios de la Geometria analitica
plana, o mediante el uso de ntimeros complejos. Aqui lo haremos de las dos maneras, a
fin de ilustrar las dos vias, si bien la primera parece mas sencilla. Con este proposito,
razonaremos sobre el siguiente grafico.

C (afijo de z,)
9

A (afijo de z,=2+5i)

B (afijo de z, = -2 + 3i)

C (afijo de z;)
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En primer lugar, es claro que cabe esperar la existencia de dos soluciones (de hecho,
en el enunciado se habla de «los complejosy, en plural), ya que, trazando por A la per-
pendicular a la recta AB, obtenemos la recta que contiene el lado AC del triangulo, vy,
como, ademas, pretendemos que sea un triangulo isosceles, resulta que la distancia entre
Ay B debe ser igual a la distancia entre A y C, lo cual puede conseguirse de dos mane-
ras, midiendo la distancia considerada sobre la perpendicular desde A, en un sentido, y en
el contrario, dentro de la recta (en el grafico se ve claramente cual es la situacion).

Para resolver el problema por procedimientos puramente geométricos, hallamos el
vector que va de A a B:

AB=B-A=(-4,-2),

y consideramos uno de los dos vectores perpendiculares a este del mismo médulo, por
ejemplo, el vector:

— 1
AB =(-2,4),

que podemos obtener, sencillamente, invirtiendo el orden de las coordenadas y cam-
biando uno de los signos.

Ahora, es claro que, al tratarse de un tridangulo rectdngulo isdsceles, podemos determi-
nar el punto C sumando o restando este vector al punto A, resultando las dos soluciones:

C=A+AB =(2,5)+(-2,4)=(0,9),

C =A—A_'BL =(2,5-(-2,49)=(4.1),

que son, respectivamente, los afijos de los numeros z3 = 91y z3 = 4 + i, que dan res-
puesta a la pregunta planteada en el enunciado.

Si optamos por el uso de los numeros complejos en la resolucion de esta parte del
problema, podemos considerar que, por la posicion de los afijos involucrados, es claro
que el segmento orientado AC puede obtenerse al girar el segmento orientado AB, con
centro en A, un angulo de 90° en un sentido o en otro, esto es, un angulo de 90° o de
—90°. Teniendo en cuenta también que, en el contexto de los numeros complejos, reali-
zar un giro de 90° es equivalente a multiplicar por i, y que el giro de —90° se correspon-
de con el producto por —i, podemos establecer la relacion:

z,—z,=%i(z, - 7).

Despejando z3, sustituyendo z; y z> por sus correspondientes valores y operando,
se sigue:

z,=27, +i(z, —7,) = 2+ 5iHi[-2+3i — (2+51)] = 2+ Si (-4 — 2i) = 2+ 5i+ (2 — 4i) ,
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de donde obtenemos las dos soluciones antes determinadas:
z, =2+51+(2-4i)=4+1,
z,=2+51—-(2-41)=9i.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.40
Resuelve, en el anillo de los enteros, la ecuacién x° — 14x — 256 = y2.

Puesto que pretendemos resolver la ecuacion en el anillo de los enteros, nos resulta
conveniente factorizar las expresiones, lo cual podemos hacer empleando las conocidas
identidades algebraicas, una vez que logremos tener una diferencia de cuadrados, que
es el primer objetivo que vamos a alcanzar. En efecto, «completando cuadrados» en el
primer miembro, la ecuacion dada en el enunciado es equivalente a:

(x=7) =305=7y",
y, trasponiendo términos, resulta:
(x=7)" —y* =305,

ecuacion en la que el primer miembro estd expresado como una diferencia de cuadra-
dos. Aplicando la conocida identidad en el primer miembro y descomponiendo en fac-
tores primos el 305, tenemos:

(x=7+y)(x=7-y)=1-5-61.

Ahora bien, puesto que la expresion del primer miembro debe ser un numero ente-
ro (al serlo x e y), esta igualdad solo puede darse si los dos factores del primer miem-
bro engloban los mismos factores que el segundo (tengamos en cuenta que la descom-
posicién en factores primos debe ser la misma en ambos miembros, al ser iguales), lo
cual Gnicamente es posible si se «emparejan» los dos factores del primer miembro de
una de las ocho maneras que se describen a continuacion:

—T7+y=1 +y=8
(x=T7+y)(x-T-y)=1-305{ 77 SI*TYTY
x—7—y=305 x—y=312
x—7+ =-1 X + :6
y @{ y

(x—7+y)(x—7—y)=(—1)(—305)@{X_7_y=_305 Xx—y=-298"
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x—7+y=61 X+y=68
A )
x—y=12

~7+y)(x-7-y)=61-5

B

X—y=2

-7+y=-61 =—
X y - x+y=-54
x=7-y=-5

(x=7+y)(x=7-y)=(-61)(-5) <:>{

x=7+y=5 <::){x+y=12

x—7-y=61

~7+y)(x=7-y)=5-61 ,

>

x=7+y=-5 @{X+y=2

(x—7+y)(x—7—y)=(—5)(_61)@{ X—y=—54

x—7-y=-61
-7+y=305 +y=312
X y @{X y ’

—7+y)(x=7—-y)=305-1
(x=T43)(x=7-3) =301 e

x=7-y=1

X—7+y=—305<:>{x+y=—298

(x—7+y)(x—7—Y)=(—305)(—1)‘:’{X_7_y=—1

X—y=6
Finalmente, resolviendo cada uno de estos ocho sistemas —por el método de reduc-

cion—, obtenemos todas las posibles soluciones de la ecuacion inicial, en el anillo de los
enteros, resultando:

{X%=8%y=—152 {x%:6—>y=152

x - =312 X § =-298

2x =320 <> x =160 2x =-292 ¢> x =—146
X ¥ =68 >y =28 XF§ =54 >y=-28
x4 =12 XA =2
2x=80<>x=40 2x =-52¢>x=-26
x$f =125 y=-28 xpf=2->y=28
x - =68 X A =54

2x =80 <> x =40 2Xx =-52 > x=-26
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xy§ =312 y=152 X ¥ =-298 >y =-152
X7’§=8 X7’{=6
2x =320 > x =160 2x =292 <> x =—146

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.41
Resuelve la ecuacion x* + 2x° + 4x> + 8x + 16 = 0.

Como podemos observar, los términos de la ecuacion forman una progresion geo-
métrica de razén x/2, cuyo primer elemento es 16. Asi pues, podemos sumar estos cin-
co términos haciendo uso de la conocida formula que permite sumar los términos de
una progresion geométrica, resultando:

X216 s o,
x*+2x7 +4x7 +8x +16= = )
X4 X—=2

2

expresion que carece de sentido solo si x = 2. Ahora bien, puesto que x = 2 no es solu-
cion de la ecuacion, podemos suponer que X no toma este valor, y admitir como valida
la expresion hallada, por lo que la ecuacion original se convierte en

x> =32 _
Xx—2

0,

de donde se sigue:

x’ =32
X —=2

0ex’ -R=0ex =32 x=2 o x=(B2),,.k=01234c

5

x=2, ,k=0,1,2,3,4.

2km >
5

Como ya hemos comentado, X =2 no es solucion, luego hemos de descartar el caso
k = 0, que es el valor de k que proporciona esta solucion real; en consecuencia, las 4
soluciones de la ecuacioén del enunciado son:

X, =2,,,.k=1,23,4.

5

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 2.42

Calcula el valor del pardmetro m para que las ecuaciones x’ — 3x> + x> + mx—1=10y

x* —x? — 2x — 1 = 0 tengan el mayor niimero de raices comunes, y calciilalas.

Por comodidad, notaremos P(x) = x* - 3x> + x> + mx — 1 y Q(x) = x* — x> - 2x — 1,
de manera que las dos ecuaciones dadas en el enunciado pueden escribirse, respectiva-
mente, como P(x) =0y Q(x)=0.

Observemos, en primer lugar, que la ecuacion Q(x) = 0 es facil de resolver, em-
pleando las conocidas identidades algebraicas, como vemos a continuacion:

)(“—xz—2)(—1:Oc>x4—(xz+2x+1):0<:>x4—(x+1)2 =0

, . _
(x2+x+l)(xz—x—l)=0<:>{x +X+1_O<:> 2 2

x> —x—-1=0 1+/1+4 1+5

Por otro lado, como la ecuacion P(x) = 0 tiene todos sus coeficientes reales, es cla-
ro que si tiene una solucion compleja, su conjugada también debe serlo, luego hay dos
posibilidades: o las dos raices complejas de Q(x) = 0, antes calculadas, son soluciones
de P(x) = 0 (lo que implica que P(x) debe ser divisible por x> + x + 1, que es el polino-
mio que las tiene por raices, como hemos visto) o ninguna de ellas lo es (lo que se tra-
duce en que P(x) no es divisible por x> + x + 1).

De este modo, podemos plantearnos si existe algiin valor de m que haga que la di-
vision de P(x) entre x> + x + 1 sea exacta, para ver si P(x) y Q(x) tienen estas dos raices
en comun.

Dividiendo P(x) entre x> + x + 1, obtenemos el polinomio x> — x> — 3x + 5 como
cociente, y, de resto, el polinomio (m — 2)x — 6, lo que nos permite asegurar que P(x)
no es divisible por x> + x + 1, ya que no existe ningin valor de m que haga que el resto
de la division sea el polinomio nulo. En consecuencia, las dos raices complejas de Q(x)
no lo son de P(x) y, por tanto, las dos ecuaciones dadas en el enunciado tendran, a lo
sumo, dos raices en comun.

Ahora bien, para que las dos raices reales de Q(x), halladas con anterioridad, tam-
bién lo sean de P(x), es necesario y suficiente que el polinomio x> — x — 1 (que es el
polinomio que las tiene como raices) sea divisor de P(x), lo que podemos comprobar
realizando la division.

El cociente de esta division resulta ser el polinomio x* + x> — x + 1, mientras que el
resto, que es lo que nos interesa ver, es el monomio mx. De este modo, podemos ob-
servar que el resto de la division es el polinomio nulo si, y solo si, m = 0, que es preci-
samente el valor de m que hace que las dos ecuaciones dadas en el enunciado tengan el
mayor numero de soluciones comunes, que resulta ser dos.
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En cuanto a los valores de estas soluciones, son los encontrados anteriormente, a
saber:

1445 1=+
X, = > , X, = 7

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.43

Sean m y n dos numeros enteros. Demuestra que el siguiente sistema tiene solucion si,
v solo si, m y n son primos entre si:

x = 0(modm)
x =1(modn)

Lo resolveremos por doble implicacion.

Supongamos, pues, en primer lugar, que el sistema tiene solucion, y veamos que,
en tal situacion, m y n han de ser primos entre si.

Sea x una solucion del sistema. Entonces, deben existir dos nimeros enteros, di-
gamos p y q, tales que x =pm, x = qn + 1, de donde, por igualacion, resulta la ecuacion
pm=qn-+1.

Sea d = med(m,n). Por definicion, sabemos que, en particular, d es divisor de m y
de n, luego también lo es de pm y de gqn. En consecuencia, d es divisor de la diferencia
de estos numeros, pm — qn, que resulta ser igual a 1 (trasponiendo términos en la igual-
dad anterior), lo que se traduce en que d = 1, puesto que los Gnicos divisores enteros de
1 son 1 y—1,y, por definiciéon del maximo comun divisor, d ha de ser positivo.

De este modo, hemos visto que mcd(m,n) = 1, lo que significa que m y n son pri-
mos entre si, como queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos ahora que med(m,n) = 1, y veamos que, entonces, el
sistema dado en el enunciado debe tener solucion.
En efecto, teniendo en cuenta la identidad de Bezout, podemos asegurar que exis-
ten dos enteros, digamos ry s, tales que rm + sn = 1.
Haciendo el cambio x = rm y trasponiendo en la ultima igualdad, resulta x =1 — sn,
por lo que x satisface el sistema:
X =rm
x=1-sn’

el cual es equivalente al sistema de congruencias:

x =(0(modm)
x =1(modn)
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Asi pues, hemos probado que el numero x es solucion del sistema dado en el enun-
ciado, lo que garantiza que dicho sistema tiene solucion, como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 2.44

Prueba que si m y n son enteros positivos primos entre si, y a y b son enteros cuales-
quiera, entonces, existe solucion del sistema:

X = a(modm)

x =b(modn) |

Como vemos, se trata de un problema bastante parecido al anterior, que vamos a
resolver de forma similar.

Puesto que m y n son primos entre si, es claro que mcd(m,n) = 1, por lo que, apli-
cando la identidad de Bezout, podemos asegurar la existencia de dos enteros, digamos
PV q, tales que pm + gn = 1. Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por
a — b, tenemos (a — b)pm + (a — b)qn = a — b, de donde, trasponiendo términos, resulta
b+ (a—b)qgn=a— (a—b)pm, y, haciendo el cambio x =b + (a — b)qn, la igualdad ante-
rior se convierte en el sistema:

x=a—(a—b)pm
x=b+(a-b)qn
Ahora, tomando mdédulo m en la primera ecuacion y mddulo n en la segunda, te-

niendo en cuenta que, claramente, se cumplen las congruencias (a — b)pm = O(mod m)
y (a — b)qn = 0(mod n), llegamos a que x satisface el sistema:

x =a(modm)
x =b(modn) ’

lo que garantiza, l6gicamente, que este sistema tiene solucion, como pretendiamos
demostrar.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1976)

Problema 2.45

Halla, usando un sistema de dos congruencias, el menor numero natural terminado en
3 cuyo doble tiene resto 5 al dividirlo por 7.

Como es claro, si en el enunciado no se indicara que hay que resolverlo usando un
sistema de dos congruencias, podriamos proceder por ensayo-error, probando con los
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numeros terminados en 3, de menor a mayor. Indudablemente, este método es poco
eficaz (y menos elegante), especialmente si la solucion del problema es un niimero
elevado; sin embargo, en el caso que nos ocupa, podemos encontrar rapidamente la
solucion por este método.

En efecto, el menor numero natural acabado en 3 es el propio niimero 3, cuyo do-
ble, el nimero 6, no deja de resto 5 al dividirlo por 7. Asi pues, descartamos el 3 como
solucion al problema.

El siguiente nimero acabado en 3 es el nimero 13, cuyo doble, el nimero 26, deja
precisamente un resto igual a 5 al dividirse por 7. Asi pues, el nimero buscado es 13.

Veamos ahora como llegar a esta solucion (y, de hecho, a la solucion general, en-
contrando no solo el menor, sino todos los niimeros que cumplen estas condiciones),
siguiendo la indicacion del enunciado.

Denotemos por n el nimero buscado. Al ser un nimero terminado en 3, es evidente
que debe cumplirse la congruencia n =3 (mod 10); y, al dejar su doble 5 como resto de
la division por 7, se debe satisfacer también la congruencia 2n = 5 (mod 7). Por tanto,
tenemos el sistema de dos congruencias:

n =3(mod10)
2n =5(mod7)’

a partir del cual, por definicion de congruencia, se deduce que deben existir dos nime-
ros naturales, digamos p y g, tales que:

n=10p+3
2n=7q+5"

Ahora bien, como vemos, el primer miembro de la segunda ecuacion del sistema es
un numero par, por lo que también debe serlo el segundo miembro, esto es, el nimero
7q + 5, lo cual solo es posible si q es impar (si q fuera par, entonces, 7q también lo
seria, y al sumarle 5, que es impar, daria como resultado un numero impar, puesto que
«par mas impar es impar»), lo que se traduce en que debe existir un nimero natural,
digamos k, tal que q = 2k + 1, y, sustituyendo esta expresion de q en el sistema ante-
rior, operando, y simplificando, tenemos:

n=10p+3 n=10p+3 n=10p+3 n=10p+3
= = = .
2n=7q+5 2n=7Q2k+1)+5 2n =14k +12 n=7k+6

Aplicando el método de igualacion, este ultimo sistema nos lleva a la ecuacién
10p + 3 =7k + 6, de la que, trasponiendo, se sigue 10p = 7k + 3, lo que se traduce en
que 7k + 3 es multiplo de 10, y, en consecuencia, 7k + 3 termina en cero, lo que impli-
ca, a su vez, que el nimero 7k termina en 7.

Ahora bien, esta situacion solo puede darse si k termina en uno (es obvio, teniendo
en cuenta la Ultima cifra de los nimeros de la tabla del 7), por lo que podemos escribir
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k =10s + 1, siendo s un numero natural, pudiendo ser nulo. Sustituyendo en la segunda
ecuacion del ltimo sistema, tenemos n = 7(10s + 1) + 6, de donde, operando, llegamos
an=70s+ 13, que es la solucion general del sistema de congruencias, puesto que, para
todo natural s (incluyendo el cero), se satisfacen ambas congruencias:

n="70s+13=0+13(mod10) =3(mod10)
2n =2(70s +13) =140s + 26 = 0+ 5(mod 7) = 5(mod 7)

De este modo, para encontrar todos los niimeros que verifican las condiciones del
enunciado, basta con dar valores naturales al parametro s en la igualdad n = 70s + 13.
En particular, para encontrar el menor niamero, que es el pedido en el enunciado, to-
mamos s = 0, quedando n = 13, como habiamos adelantado al principio.

(Examen de Universidad)
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Problema 3.1

Demuestra que el numero {/15 +134/2 + {/15 —13/2 no es entero.

Denotemos:

n=315+13v2 +315-1342 .

Elevando al cubo ambos miembros y desarrollando el binomio correspondiente,
tenemos:

2 2
n’ =15+13\E+3-(%/15+13\E) 5-1342 +3-#15+13\E-(%/15—13\E) +15-1342,

y, operando y extrayendo factores comunes, llegamos a:

n’ =30+3.%/15+13\E~%/15—13\6(%/15“3\5 +%/15—13\E).

Ahora, puesto que la expresion entre paréntesis vuelve a ser la del principio, que
hemos denotado por n, podemos escribir:

0’ =30+3-15+13v2 - 15-13v2 -n..

Agrupando las raices, aplicando la conocida identidad y operando, se sigue

n’ =30+3-{/(15+13x/§)(15—13x/5)~n=30+3-3/225—338-n=30+3-\3/—113-n,

de donde, trasponiendo términos, y teniendo en cuenta que n no puede ser nulo, resulta:

3

n —30= 113

3n

lo cual hace imposible que n sea entero, ya que, de serlo, la fraccion del primer miem-
bro representaria un niimero racional, mientras que el nimero del segundo miembro
claramente es irracional. Asi pues, por reduccion al absurdo, podemos concluir con que
n no es entero, como se queria demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.2

es un numero irracional.

Demuestra que \ = lo
log2

Lo demostraremos por reduccion al absurdo, suponiendo que A es un nimero ra-
cional, y viendo que esta afirmacién conduce necesariamente a una contradiccion, lo
que invalidara tal hipdtesis y, en consecuencia, podremos afirmar que A es irracional.

Supongamos, pues, que A es racional. Entonces, debe existir un nimero entero, di-
gamos p, y un nimero natural, digamos g, tales que:

lo que, teniendo en cuenta la definicion de A, equivale a escribir:

p _log3

q_logZ'

Trasponiendo términos, y aplicando las propiedades de los logaritmos, se sigue:

p_log3
q log2

< plog2=qlog3 < log2” =log3! < 2F =31,

lo cual no tiene sentido, puesto que, como es evidente, una potencia de exponente ente-
ro de 2 nunca puede ser igual a una potencia de exponente natural de 3.

Asi pues, por reduccion al absurdo, tenemos probado que A es irracional, lo que
concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2012)

Problema 3.3

Demuestra que los numeros V2, B y J5 no pueden ser términos de una progresion
aritmética.

Lo demostraremos por reduccion al absurdo, suponiendo que estos tres numeros
forman parte de una progresion aritmética, y viendo que ello nos lleva a una contradic-
cion, lo que hard insostenible tal suposicion y, en consecuencia, tendremos probado el
enunciado.

Supongamos, pues, que V2,3 y J5 forman parte de una progresion aritmética,
cuya diferencia es d. Entonces, existen dos niimeros naturales, digamos m y n, tales
que:

V3=2+md y J5 =2 +nd.
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Trasponiendo términos, tenemos:

-V2=md y x/g—\/iznd,

de donde, dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones, resulta:

\/g—\/i_md_m

\/g—\/f_nd_n’

lo cual implica que el nimero:

B2
V542

es racional y, en consecuencia, también lo es su inverso:
J5-42
N

Racionalizando ambas expresiones y operando, resulta:

Sz _(V3-V2)(V5++2)  i546-yio-2

B2 (R B ) 3

S-2_(¥5-42)(V3+42)

B2 (-2)(B+2)

=\/E+\/E—\/g—2,

de donde se sigue que tanto:

V15446 —10 -2

3

COomao:

V154410 -6 -2
son racionales, y, de aqui, que:
V15 +46 =10 y V15 +4/10 -6

también lo son. Por tanto, la suma de ambos nimeros debe ser racional, es decir, 2+/15
debe ser racional, lo cual es absurdo.
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Asi pues, hemos visto que al suponer que los numeros dados en el enunciado for-
man parte de una progresion aritmética llegamos a una contradiccion, lo cual nos lleva
a afirmar que no puede darse tal situacion, y el problema queda cerrado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.4

Demuestra que un numero x es racional si, y solo si, la sucesion x, x + 1, x + 2,...,
X + n,... contiene, al menos, tres términos distintos en progresion geométrica.

Lo haremos por doble implicacion.

Supongamos, en primer lugar, que X es un niimero racional, y veamos que la suce-
sion x, x + 1, x + 2,..., X + n,... tiene, al menos, tres términos en progresion geométri-
ca. Para fijar el primero de los tres términos, que llamamos y, elegimos un nimero
natural, digamos k, tal que x + k > 0 (es claro que existe un tal k), y tomamos y = x + k.
Los otros dos términos seran y + p ¢ y + q, para ciertos nimeros naturales p y q que
pretendemos calcular (obsérvese que no se pide que los términos que estan progresion
geométrica sean consecutivos en la sucesion dada en el enunciado, lo cual ni siquiera
seria posible).

Imponiendo la condicién de que estos tres términos estén en progresion geométri-
ca, obtenemos la ecuacion:

+
o
<

y

de la que, trasponiendo términos y operando, llegamos a:

2

Y +ay=y +p +2py & qy=p’ +2py < (q-2p)y=p°.

Ahora, como estamos suponiendo que X es racional, el numero y también tiene que
serlo (es la suma de x y k, esto es, la suma de un racional y un natural), ademas de ser
positivo (por la eleccion de k), por lo que deben existir dos nimeros naturales no nulos,
digamos r y s, tales que y =r7/s.

Sustituyendo en la ecuacion anterior, tenemos:

2

r
(a-2p)==p,
S
de donde, trasponiendo, se sigue:

(q—2p)r=p’s.

Con el objetivo de simplificar esta ecuacion, elegimos p =r, lo cual es posible, al ser r
un niimero natural (luego veremos que esta eleccion permite demostrar lo que queremos).
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Sustituyendo, cancelando, y trasponiendo términos, resulta:
(q-2r)r=r’s=q-2r=rs=>q=rs+2r,

lo que implica, en particular, que q es natural, al serlory s.
De este modo, hemos obtenido los siguientes términos:

y=-»,
S

1
r+rs :MZE(S'Fl),
S S S

r
y+p=—+4r=
S

r+1s’ +2rs r(1+52+25) r(s+1)2 r 2
= = =—(s+1)".
S s S S

r
y+q=—+r1s+2r=
S

A la vista de los valores obtenidos, resulta evidente que son tres términos consecu-
tivos de una progresion geométrica de razéon s + 1, que, ademas, son distintos (solo
serian iguales si s = 0, lo cual es imposible, puesto que s es el denominador de la ex-
presion fraccionaria de y). Por otro lado, es claro que estdn incluidos en la sucesion
dada en el enunciado, al ser k, p y q naturales. Asi pues, ya tenemos demostrado lo que
queriamos.

Reciprocamente, supongamos que la sucesion dada contiene tres términos distintos
en progresion geométrica, digamos X + a, x + by X + ¢, con a, b y ¢ numeros naturales,
y veamos que, en tal caso, x es racional. Al ser tres términos en progresion geométrica,
debe satisfacerse la ecuacion:

x+c Xx+b
x+b x+a’

y, trasponiendo términos y operando, llegamos a:
)(/+(a+c)x+ac=)/+b2 +2bx & (a+c—2b)x=b’—ac.

Ahora, si a + ¢ — 2b = 0, entonces, la tltima ecuacion se convierte en b> — ac = 0,
por lo que obtenemos el sistema:

a+c—2b=0
b’—ac=0
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Resolviéndolo por el método de sustitucion, resulta:

a+c
podte b= 5 p=ate
2 == 2 9,0, 5 =
+
b’ —ac=0 (azc —ac=0 a +c4+ A ac=0
+ a+c
b:a2c = b= 2 = b:azc = b
a= :C’
a’+c*—2ac=0 (a—c)2=0 a=c

lo cual se traduce en que los términos x + a, x + b y x + ¢ son iguales. Este resultado
contradice la hipotesis de partida, pues estdbamos suponiendo que los tres términos son
distintos. En consecuencia, la suposicion de que se dé la igualdad a + ¢ — 2b = 0 es
insostenible, y ha de ser a + ¢ — 2b # 0. Entonces, aislando x, queda:

_ b’-ac
a+c—2b’

y es claro que este cociente es un niimero racional, puesto que a, b y ¢ son numeros
naturales. De este modo, tenemos el resultado buscado, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)

Problema 3.5

Determina una condicion necesaria y suficiente para que N sea racional, para todo
numero irracional x, siendo:

_a+bx

N ,
c+dx

donde a, b, c y d son numeros racionales, con c y d no simultaneamente nulos.
Para encontrar una condicion necesaria, supongamos que N es racional. Entonces,
deben existir dos numeros enteros (que dependeran de x), digamos p y q (q # 0), tales

que N = p/q, por lo que debe cumplirse la igualdad:

atbx p

c+dx q’
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de la que, trasponiendo términos, operando, y extrayendo x como factor comun, llega-
mos a:

q(a+bx)=p(c+dx)=qa+gbx=pc+pdx = (qb—pd)x=pc—qa.

Ahora bien, el segundo miembro de esta ultima igualdad es racional (ya que py q
son enteros, y a y ¢ son racionales), mientras que el primero podria ser irracional, al
serlo x, y ser gb — pd racional (por razones analogas a las sefialadas para el segundo
miembro). Evidentemente, ello supone una contradiccion, salvo que se dé la circuns-
tancia de que gb — pd = 0, en cuyo caso, el primer miembro seria nulo, para todo x (y,
por tanto, racional), y la igualdad se corresponderia, en realidad, con la identidad 0 = 0.
Asi pues, podemos decir que, para evitar llegar a una contradiccion, tenemos que exigir
que se cumplan simultineamente las igualdades gqb — pd = 0 y pc — qa = 0, de las que,
trasponiendo términos, llegamos, respectivamente, a las igualdades:

b

oo

a
C

a |o

P
q

(admitiendo, por un momento, que ¢ # 0 y d # 0), cuyos primeros miembros son igua-
les, lo cual permite igualar los segundos, resultando la relacion b/d = a/c, que podemos
escribir equivalentemente como bc = ad, siendo esta la condicion necesaria buscada.

Veamos los dos casos «descartados» anteriormente: ¢ = 0 o d = 0 (tengamos en
cuenta que no pueden ser ambos nulos, por el enunciado).

Si ¢ = 0, entonces, la segunda igualdad se transforma en qa = 0, de donde se sigue
a=0 (ya que q#0), y, en consecuencia, la condicién bc = ad se convierte en la identi-
dad 0 =0, por lo que también es valida en este caso.

Analogamente, si d = 0, entonces, la primera ecuacion se reduce a gb = 0, lo que
implica b = 0 (al ser q # 0), y, de nuevo, la condicién bc = ad se transforma en la iden-
tidad 0 = 0, de modo que también es valida en este caso.

Con todo lo visto, podemos concluir la primera parte del problema diciendo que la
condicion necesaria para que N sea racional, para todo irracional X, es que se verifique
la relacion be = ad.

Veamos ahora que esta condicion también es suficiente, esto es, supongamos que
se verifica la relacion be = ad, y demostremos que, en tal situacion, N es racional, para
todo irracional x.

Supongamos, por un momento, que ¢ # 0. Entonces, multiplicando por ¢ el nume-
rador y el denominador de la expresion que define N, tenemos:

3 c(a+Dbx) _ac+bex

- c(c+dx) c(c+dx)’

donde, por la relacion be = ad, podemos sustituir be por ad, quedando:

_ac+adx
c(c+dx)’
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y, extrayendo a como factor comun en el numerador, y cancelando, resulta:

lo que significa que, efectivamente, N es racional, independientemente del valor del
irracional X, al ser igual al cociente de dos niimeros racionales.

Si, por el contrario, se cumple ¢ = 0, entonces, la relacion bc = ad se transforma en
ad = 0, de donde se deduce a = 0, puesto que ¢ y d no pueden ser nulos a la vez, segiin
el enunciado. Sustituyendo estos valores en la expresion que define N, tenemos:

N:O+bx :b_x’
0+dx dx

de donde, cancelando x, llegamos a N = b/d, lo que implica que N es racional (es co-
ciente de racionales), independientemente del valor irracional de x, quedando asi el
problema cerrado.

(Oposiciones de Secundaria, 2014)

Problema 3.6
Resuelve los siguientes apartados:

a) Sea x un numero racional. ;Qué condicion debe cumplir x para que existan y sean
distintos los nuimeros:

b) Sean x e y dos numeros racionales que cumplen la condicion del apartado a) y ade-
mas las siguientes:

1 1
X<y, —<—.

Y

Indica cudles de los numeros del siguiente conjunto H son positivos:
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¢) Si ademas se cumple:

1
y=maxH, —<x,
X

ordena de menor a mayor los numeros del conjunto:

HU{0,-L1}.

Apartado a)

Para que los nimeros existan, es necesario que x # 0. Para que, ademas, sean distintos,
ha de ser:

1 1 1 1 1
X#E—X, X#t—, X#——, X#—, X#—— Yy —#——,
X X X X~ X X

lo cual equivale a que x # 0 (ya exigido antes), x # 1 y x # —1. Asi pues, la condicion
que debe cumplir x es pertenecer al conjunto:

A=R-{-1,0,1}.

Apartado b)

Como x <y, y ninguno es nulo (pues cumplen las condiciones del apartado anterior),
tenemos tres posibilidades: 0 <x <y, x <0<y, x <y <0.

Si fuera cierta la primera posibilidad, tanto x como y serian niimeros positivos y,
trasponiendo, tendriamos:

I 1
_<_’

y X

lo cual contradice la segunda condicion dada en este apartado. Por tanto, este caso no
puede darse.

De manera similar, si se cumpliera la tercera hipotesis, al ser los dos nlimeros ne-
gativos, trasponiendo, también llegariamos a:

I 1
_<_’

y X

por lo que tampoco podemos aceptar como valida esta posibilidad.

En consecuencia, tiene que ser cierta la segunda opcion, esto es, x <0 <y, la cual
no arroja contradiccion alguna, pues si trasponemos términos, teniendo en cuenta que X
es negativo e y positivo, tenemos:

1 1
_<_’

XY
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justo lo que se pide en la segunda condicion de este apartado.
Asi pues, X es negativo e y positivo, y, por tanto, los niumeros positivos del conjun-
to H son los del conjunto B, dado por:

Apartado c)

Ordenaremos Unicamente los numeros positivos, ya que ello hard que los negativos
también lo estén, al ser simétricos unos de otros respecto del 0.

Puesto que y = maxH, es claro que y es el mayor de todos los positivos. En particu-
lar, se tiene:

1
——<y,
X

de donde, trasponiendo los nimeros positivos —x e y, resulta también:

Por otro lado, el enunciado establece:

—<X,
X

lo que implica que 1 > x? (trasponiendo el nimero negativo x). Extrayendo la raiz cua-
drada en ambos miembros, tenemos:

1>|x|,

de donde, al ser x negativo, se sigue 1 > —x. Trasponiendo el niimero positivo —x en
esta Ultima desigualdad, tenemos también:

—l>1.

X
Con todo lo dicho, ya podemos ordenar los nimeros positivos del conjunto

HU{0,-1,1} , quedando:

0<l<—x<1<—l<y.
y X
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Como comentamos anteriormente, por simetria, también quedan ordenados los ne-
gativos, siendo la secuencia ordenada de los numeros de HU {0,—1, 1} la que se indica a

continuacion:

1 1 1 1
—y<—<-l<x<—<0<—<—=x<I<——<y.
X y y X

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1971, y examen de Universi-
dad)

Problema 3.7

La asociacion «Amigos de las Matematicasy» invita todos los anos a todos sus afiliados
~
a su congreso anual. Este ario, exactamente el 27,18 % de los asistentes eran mujeres,

el 55,5% eran mayores de 30 afios, y el 37% llevaba algun libro de Matematicas.

Sabiendo que el numero de afiliados no es mayor que 15000, calcula el numero de
asistentes al congreso.

Denotemos por n el nimero de asistentes al congreso, por m el nimero de mujeres,
y por p el nlimero de personas mayores de 30 afos.

Segtin el enunciado, el 27,18 % de los asistentes eran mujeres, lo que significa que:
n

m=27,1/f\§-—.
100

Expresando este numero periédico puro en forma fraccionaria, operando y simpli-
ficando, resulta:

_2691‘i_2691n_299n
99 100 9900 1100

Por otra parte, el 55,5% de los asistentes eran mayores de 30 afios, lo que se tra-
duce en que:

=555.
P 100

De manera analoga, escribiendo la fraccion generatriz correspondiente, tenemos:
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Ahora bien, como m y p tienen que ser nimeros naturales (se trata de dos cantida-
des de personas), es claro que 1100 debe ser divisor de 299n, y que 9 debe serlo de 5n.
Pero, ademas, 1100 y 299 son coprimos, al igual que 9 y 5, por lo que se deduce, en
virtud del teorema de Euclides, que n debe ser multiplo de 1100 y de 9, y, en conse-
cuencia, de su minimo comtin multiplo, que justamente es igual al producto de ambos,
al tratarse de dos ntimeros coprimos. De este modo, tenemos que n es multiplo de
9900. Pero el enunciado establece que la asociacion cuenta con 15000 afiliados a lo
sumo, lo cual evidencia que n no puede ser mayor de 15000. Asi pues, estamos bus-
cando un multiplo de 9900 que no sea superior a 15000, lo cual solo es posible si
n = 9900, que es el numero que da respuesta al problema.

Observemos que el enunciado nos da otro dato: el 37% llevaba algin libro de Ma-
tematicas. Como hemos visto, se trata de un dato superfluo, que no da informacion
necesaria para calcular el niimero de asistentes, si bien debemos comprobar que el
nimero encontrado es coherente con este requisito, esto es, debemos comprobar que el
37% de 9900 es un numero natural, pues se trata también de una cantidad de personas.
Como cabe esperar, se trata de un calculo muy sencillo:

37% de 9900 = % =3663.

(Oposiciones de Secundaria, 2004)

Problema 3.8

Si a > 0 es una aproximacion de una medida positiva con un error relativo menor que
R, jen qué intervalo se encuentra su valor exacto x?

Puesto que el error relativo es menor que R, tenemos:

[x -4
2 AR,
X

y, al ser x positivo:
|X — a| <Rx,
lo que se traduce en que el nimero x — a pertenece al intervalo (—Rx,Rx), o equivalen-

temente, se cumplen las desigualdades —Rx < x — a, x —a < Rx. De la primera desigual-
dad se sigue:

x+Rx>a © x(1+R)>a & X>L,
I+R
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puesto que 1 + R es positivo, al serlo R (tengamos presente que es una cota superior del
error relativo de la aproximacion de un ntimero positivo). La segunda desigualdad, por
su parte, nos lleva a:

x—Rx<a & x(1-R)<a,

y tendremos que analizar el signo de 1 — R, segtin los distintos casos, para poder aislar
X, COMO Vemos a continuacion.
Si1—-R <0, esto es, si R > 1, entonces, trasponiendo:

X >

Como ya teniamos:

ha de ser:

a a
X > max ) .
%—R1+R}

Ahora bien, puesto que 1 + R> 0> 1 — R (estamos suponiendo 1 — R < 0), al tras-
poner, resulta:

< >
I-R 1+R

luego:

a a a
max N = 5
%—R1+R}1+R
Yy, en consecuencia:

a

X > ,
1+R

lo que se traduce en que x se encuentra en el intervalo:

a
oo |
[1+R j
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Si1—R =0, es decir, si R = 1, entonces, la segunda desigualdad se convierte en
0 < a, lo cual no aporta nada nuevo, ya que, por el enunciado, a es positivo. En este
caso, la inica restriccion sobre x es la dada por la primera desigualdad:

a

X > ,
1+ R

lo que implica que x estd en el intervalo:

a
y oo |
()

Sustituyendo R por su valor en este caso, R = 1, resulta el intervalo:

s)

Por ultimo, si 1 — R >0, es decir, si 0 <R < 1, entonces, trasponiendo:

X < ,
I-R

y, como ya teniamos:

X >

1+R’

a a
1+4R’1-R )’

Obsérvese que este intervalo no es vacio, pues en este caso estamos suponiendo
que 1 —R >0, lo que implica que 1 + R>1—-R >0 (R es positivo), y, trasponiendo:

resulta que x pertenece al intervalo:

a a
<

1+R 1-R°

De este modo, hemos encontrado el intervalo en que se encuentra el valor exacto x,
dependiendo del valor de R, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)
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Problema 3.9

Demuestra que una condicion necesaria para que los afijos de los numeros complejos
z1, 22 y z3 formen un triangulo equildtero es que se cumpla la igualdad:

.2 2 2
2,2y + 2,2, + 2,2, =7, +Z, + 277 .

Para que los afijos de zi, z» y z3 formen un triangulo equilatero, como se ve en el
grafico, debe ocurrir que el segmento orientado determinado por los afijos de z; y z3
sea el resultado de aplicar un giro de 60° con centro en el afijo de z; al segmento orien-
tado determinado por los afijos de z; y z2. De la misma manera, el segmento orientado
determinado por los afijos de z» y z; ha de ser el resultado de aplicar un giro de 60° con
centro en el afijo de z al segmento orientado determinado por los afijos de z2 y z3.

Ahora bien, teniendo en cuenta que para realizar los giros descritos hay que multi-
plicar por la exponencial compleja de exponente in/3, las relaciones anteriores se tra-
ducen en el sistema:

__ in/3
z,-z,=¢""(z,-2)
_ in/3 '
z,—z,=¢""(2,-2,)
Puesto que ninguno de los miembros de estas ecuaciones es nulo (si alguno lo fue-

ra, dos de estos numeros complejos serian iguales, y no tendriamos un tridangulo), po-
demos dividir miembro a miembro ambas ecuaciones, resultando:

z,—z, € (z,-2)

= "z, —2,) :

z,-2, €
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Simplificando, trasponiendo términos y operando, se sigue:

i
Z,—2 f/m/(z -z,)
3 1 _ 2 1 2 _ _ 22
== &z — 2,2, zlz3+;,/z{—zlz2 Z, 22+;,/z{<:>
I f/w/r(%_zz)

2 2 2 _
z, +2,+2; =22, +2,2, + 2,2, ,
que es precisamente la igualdad que pretendiamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)

Problema 3.10

Halla un niimero complejo z tal que los afijos de z, z° y z° formen un tridangulo rectdn-
gulo con el vértice del angulo recto en el afijo de z.

Puesto que los afijos de z, z* y z* forman un tridngulo rectangulo con el angulo rec-
to en el afijo de z, teniendo en cuenta que el argumento de z* es el doble del de z, y que
el de z* es el triple, la posicion relativa de estos afijos ha de ser como se muestra en el
grafico.

4 ZS

z2 J

Como podemos observar, al girar el segmento orientado determinado por los afijos
de z y 7> un angulo de 90° con centro en el afijo de z, resulta un segmento contenido en
la recta determinada por los afijos de z y z°. Sin embargo, al no tratarse necesariamente
de un triangulo is6sceles, no podemos decir que este segmento orientado contenido en
la recta que pasa por los afijos de z y z* coincida con el segmento orientado determina-
do por estos afijos, ya que pueden tener distinta longitud.
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En cambio, si podemos asegurar que ambos segmentos orientados son proporciona-
les, lo que significa que existe un numero real no nulo, digamos k, tal que el cociente de
sus longitudes es igual a k. Asi pues, teniendo en cuenta que girar un segmento orientado
un angulo de 90° es equivalente a multiplicar por la unidad imaginaria el nimero comple-
jo correspondiente, las condiciones comentadas se traducen en la ecuacion:

72—z
i(zz—z)

que tiene perfecto sentido, al ser el denominador no nulo, puesto que z* # z (si se diera
la igualdad, lo cual solo ocurre si z= 0 0 z =1, no tendriamos tres afijos, y no podria-
mos hablar del tridngulo formado por ellos). Factorizando mediante la extracciéon de
factor comun y el uso de las conocidas identidades algebraicas, simplificando y traspo-
niendo términos, se sigue:

z -z sz}/Z/(Z"'l)M
i(zz—z) 1,2/9//17

expresion que proporciona, para cada real k # 0, un complejo que satisface las condi-
ciones pedidas.

=k,

=kosz+l=kiez=-1+ki,

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.11

Sean ri, 12, 13,..., s las raices n-ésimas de la unidad. Estudia qué valores toma E,
cuando k es un numero natural, siendo:

E=tf+0 +1 +---+1*.

Sea r cualquier raiz n-ésima de la unidad, con r # 1. Como es sabido, las n raices
n-ésimas de la unidad son 1, r, %, r°,..., !, luego los conjuntos {ri, 12, 13,..., In} y
{1, 1,12 r,..., ™'} son iguales. De este modo, podemos identificar cada complejo del
primer conjunto con uno del segundo, y reescribir E, resultando:

E=r 40 +rf +- 41 =1" +1* +(r2)k+(r3)k+~--+(r“")k.

Intercambiando la posicion de los exponentes de la ultima expresion, podemos es-
cribir:

E=1+r1 +(rk)2+(rk)3+---+(rk)"_l,
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que es la suma de los n primeros términos de la progresion geométrica de razon r* y
primer término igual a 1. Asi pues, para calcular el valor de E, hemos de sumar los
términos de esta progresion, para lo cual contamos con la conocida férmula, valida
tinicamente si la razon no es igual a la unidad, esto es, si r* # 1. Por ello, distinguiremos
dos casos por separado: * =1y r* # 1.

Si 1 = 1, entonces, los n sumandos son iguales a 1, de donde se sigue E = n. Ob-
servemos que, puesto que r es una raiz n-ésima de la unidad, es decir, " = 1, la igual-
dad r* = 1 solo puede darse si k es multiplo de n.

Si r* # 1 (lo cual sucede si k no es multiplo de n), entonces, aplicando la formula
para sumar los términos de la progresion geométrica, tenemos:

de donde, intercambiando los exponentes y teniendo en cuenta que r es una raiz
n-ésima de la unidad, resulta:

) () e
E= -1 -1 _rk—l_o‘

Asi pues, recapitulando, podemos decir que si k es multiplo de n, entonces, E = n,
mientras que si no lo es, resulta E = 0.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.12

Siendo aj, az, as, ..., an los sucesivos términos de una progresion aritmética, calcula, en
funcion de los extremos y del numero de términos, la suma:

1 1 1
S= + +--
a,-a, a,-a, a

n-1" an

En primer lugar, observemos que S esta bien definido tinicamente si todos los tér-
minos de la progresion son no nulos, razén por la que supondremos que estamos en
estas condiciones.

Denotemos por d la diferencia de la progresion aritmética, de manera que, como es
sabido, el término general de la progresion se obtiene a partir del primero, mediante la
formula a, =a; + (n— 1)d.

Ahora, si d =0, es claro que todos los términos son iguales al primero, a;, por lo
que podemos calcular S, como vemos a continuacion, teniendo en cuenta, ademas, que
en la expresion que define S hay n — 1 sumandos:
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1 1 1 1 1 1
S= + +e 4 = + + 4 &
a,-a, a,-da; a,,a, a,-a; a-q a-q
1 1 1 n-1
S=_2+_+ -+—2=(n—1)—2= 2
a q a4 a; a,

Sin embargo, como en el enunciado se pide que S se exprese en funcion de los ex-
tremos y del niumero de términos, hemos de «perfeccionar» esta expresion, sustituyen-
do a; por a, (que son iguales, al ser d = 0), quedando:

que es la expresion buscada.
Si, por el contrario, d # 0, entonces, podemos multiplicar y dividir por d todos los
sumandos de la expresion que define S, resultando:

S:l( d + d +...+LJ'
aﬂ

dla,-a, a,-a, a

n-1"

Ahora, puesto que d es igual a la diferencia entre dos términos consecutivos de la
progresion, esto es, d = a; — ai_1, para todo i > 2, podemos reescribir la expresion ante-
rior como:

Szl(a2_al +a3_a2+...+a"_a"—‘j
b
dla,-a, a,-a, a

de donde, «rompiendo» cada fraccion en dos y simplificando, se sigue:

Szl( a2 _ a1 + a3 _ a2 + + an _ an—l ]C}
d a,-a, a;-a, a,-a; a,-3 a,a, a,,-4a,
1{1 1 1 1 1 1
s:_[___ 11, ___j
d a, a, a, a a4

Como podemos ver, en el segundo miembro de esta ultima igualdad aparecen al-
gunas fracciones iguales, alternando sus signos, por lo que podemos «compensar» unas
con otras, quedando:
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Operando, llegamos a:

gl & ~a
d aa

n

Por otro lado, despejando d en la formula a, = a; + (n — 1)d, tenemos:

d_an_al
- >
n-1

y, sustituyendo en la igualdad anterior, operando y simplificando, resulta:

S:l.an—al_ 1 3, -a; n-1 .a 4 n-1

an_a1 al'a
n—1

d a -a, . a.~a a-a  a -a,

Como podemos observar, esta expresion de S no se diferencia en nada de la obtenida
para el caso en que d = 0, por lo que podemos decir que, en cualquier caso, tenemos:

n-—1
S= R
a -a,

lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.13

Demuestra que un subconjunto A de los numeros reales es abierto si, y solo si, para
toda sucesion {ay}.=1 de numeros reales, convergente a un punto a€ A, se verifica que

dn,e N/Vn=ng a e€A.

Haremos una demostracion «epsilonicay, por doble implicacion.

En primer lugar, supongamos que A es un subconjunto abierto de R (que conside-
ramos dotado de la topologia usual), y sea {an}n=1 una sucesion de niimeros reales con-
vergente a un punto a, perteneciente a A. Se trata de demostrar que, en tal situacion,
existe un nimero natural, digamos no, tal que para todo n > ng, se cumple que a, perte-
nece a A.

En efecto, al ser A un conjunto abierto, tenemos que A es entorno de todos sus
puntos, lo que equivale a decir que:

Vye A,3e, >0/|x—y|<e, =>xe A.
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En particular, esta afirmacion se cumple para y = a, siendo a el punto de A al que
converge la sucesion {a,}n=>1, luego:

Je, >0/|x—al<e, > xe A, 1)
Por otro lado, al ser {a,}n>1 convergente al punto a€ A,
Ve>0,dn,e N/Vn 2n0,|an —a| <e,
asi que, tomando € = &,, se cumple:

dn,e N/Vnzn,,

a, —a|<eg,,
lo que, por (1), implica:
dn,e N/Vn=nga, €A,

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos que para toda sucesion {a,}n=1 contenida en R,
convergente a un punto a€ A, se verifica:

dn,e N/Vnzn,a €A,

y veamos que, entonces, A debe ser un conjunto abierto.

Lo haremos por reduccion al absurdo, suponiendo que A no es abierto (lo cual no
implica que sea cerrado), y viendo que esta suposicion nos lleva inevitablemente a una
contradiccidn, lo que hard insostenible esta postura y, en consecuencia, A serd abierto.

Si A no es abierto, entonces, A no es entorno de todos sus puntos, lo cual significa
que existe un punto de A, digamos c, tal que, sea cual sea el numero real € > 0, se tiene
que el intervalo (c — g,c + €) no estd contenido en A. Por tanto, tomando &, = 1/n, para
cada numero natural n, podemos decir que el intervalo:

(e
c——,c+—
n n

no estd contenido en A, para cualquier valor natural de n, lo cual implica que, para cada
natural n, existe un punto, digamos c, tal que:

cne(c—l,c+lj yc, €A,
n n
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De esta manera, hemos construido una sucesion de niimeros reales, {cn}n=1, tal que:

1
cn—c|<—,VneN,
n

de donde se deduce:

lime, =c,

n—oo

es decir, la sucesion {ca}n=1 €s convergente al punto c, perteneciente a A. En conse-
cuencia, aplicando a la sucesion {c,}n>1 la hipdtesis del enunciado que estamos consi-
derando en esta implicacion, resulta:

dn,e N/Vn=ngc,eA,

lo cual es una contradiccion, pues, como hemos visto, ¢, € A , para todo niimero natural n.

Asi pues, hemos demostrado que el hecho de suponer que A no es abierto nos lleva
a una situacion absurda, por lo que podemos afirmar que A es abierto, como queriamos
demostrar, y el problema queda cerrado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.14

Sea {an}n=1 la sucesion de numeros reales definida por a; = 1y ap+1 = 1 + araz-ap,
para cada n > 1. Calcula:

a)lima.
b) lim l+L+”-+L
o al a2 an

Por la forma en que {an}n>1 estd definida, cabe pensar que se trata de una sucesion
divergente, idea que se ve apoyada por el hecho de que se pregunta sobre la convergen-
cia de la serie formada a partir de los inversos de los términos de {a,}n>1 (tengamos en
cuenta que si {an}n=1 no fuera divergente, la sucesion formada por los inversos de sus
términos no tenderia a cero, y, en consecuencia, la serie correspondiente no seria su-
mable). Veamos que, efectivamente, estas «sospechas» son ciertas, y que:

lima, =+ .

n—oo

Para ello, a continuaciéon comprobemos, en primer lugar, que {an}s=1 €s monotona
creciente.
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Por definicion, paran > 2, a, = 1 + aj-a» - -as-1, de donde, trasponiendo, obtenemos
aj-ay --an-1 = an — 1. Sustituyendo el producto de estos factores en la expresion de an+1,
resulta ans1 =1 +aj-ay-an1-an =1 + (an — 1) an, y, operando, llegamos a:

an+l zai_an +1 (I)
Entonces, restando a, a ambos miembros, agrupando y aplicando la conocida iden-
tidad algebraica, tenemos:

a,, —a, =a.—a, +l—a, =a’ —2a, +1=(a, —1)2,
que es una expresion positiva, al ser el cuadrado de un numero distinto de cero (tenga-
mos en cuenta que, por la definiciéon de a,, no es posible que se dé la igualdad a, = 1,
para n > 2). De este modo, ay+1 — a, > 0, para todo n > 2, lo que equivale a decir que
{an}n=1 €s mondtona creciente (lo hemos visto a partir del segundo término; luego acla-
raremos que ocurre lo mismo con los restantes términos).

Veamos ahora, por reduccion al absurdo, que, ademas, {a,}n=1 no esta acotada.

Si {a,}n>1 estuviera acotada, al ser monotona creciente, tendria que ser convergen-
te. En tal situacion, existiria un niumero real, digamos L, tal que:

lima =L.

n—oo

Entonces, tomando limite en (I), resultaria:

lima, , = lim(af1 —-a, +1),

n—oo n—oe

de donde L = L? — L + 1. Trasponiendo, se tendria L2 — 2L + 1 = 0, y, por la conocida
identidad algebraica, (L — 1)> = 0, de donde se seguiria L = 1, lo cual es absurdo, ya
que, alsera; =1,a=1+1=2y an+ > a,, para todo n > 2, tendria que ser L > 1 (aqui
hemos precisado que la sucesion es monotona creciente «por completoy», no solo a
partir del segundo término, como comentamos antes).

Asi pues, hemos visto que la suposicion de que {a,}n=1 esté acotada es insostenible,
por lo que tenemos probado que no lo estd. Por tanto, {as}s>1 €s una sucesion monotona
creciente no acotada, lo que implica:

lima, =-+co,

n—eo
como queriamos demostrar.

Pasemos ahora a resolver la segunda parte del problema, calculando el limite de las
sumas parciales de la sucesion formada por los inversos de los términos de {a,}n>1, 0 lo
que es lo mismo, la suma de la serie. Para ello, nos serviremos de un artificio que nos
permitira escribir la suma de los citados términos como una serie telescopica, es decir,
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como una serie en la que los términos aparecen alternando los signos, de manera que se
compensan unos con otros, quedando solo el primero y el ultimo de ellos en la sucesion
de sumas parciales.

Como comentamos antes, para cualquier natural n > 2, por definicion, tenemos que
an =1 + aj-az---a,1. Dividiendo todos los términos por el producto a;-az - -as—1-a, (que,
evidentemente, no es nulo), resulta:

an — 1 + a’] .a2“ a'n—l
b
a’l‘az"'anfl.a'n al.az..‘a’nfl.an a].az..‘a’nfl.an
y, simplificando, queda:

1 1 1

= + —
a,-a,---a,, a,-a,--a,,-a, 4,

Trasponiendo, llegamos a:
1 1 1

= _ ,

a, a;ra;-ra,, a,0ay00a,,tay

expresion que nos permitird escribir la serie de la manera que nos interesa.
En efecto, sustituyendo cada término:
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Sumando todas las igualdades miembro a miembro (teniendo en cuenta que unos
términos se cancelan con otros), tenemos

1 1 1 1 1 1
—tt—+ ot —Ft—=—- ,
aZ a3 an—l an al al : a2 o an—l ’ an
de donde, anadiendo el sumando 1/a;, llegamos a:
1 1 1 1 1 1 1 1
—t—F—+ ot —t—=—+—-
a, a, a, a3, a4 & a-a,-a,-a,

Teniendo presente que aj-az *-an-1°an = an+1 — 1, para n > 1 (por la definicion de la
sucesion), y tomando limites, resulta:

. 1 1 1 1 1 . 1 1 1
lim| —+—+—+-+—+— [=lim| -+ ———— | =
e\ a, Ay a a, e\ a4 aprageeta -ag

puesto que a; =1 y:

. 1
lim =0,
noe an+l - 1
al ser:
lima, =+,

n—oo
como vimos en la primera parte del problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2005)
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Problema 3.15

Dos sucesiones de naturales {anln=1 Vv {bn}n=1 se definen por recurrencia del siguiente
modo:

a;=b;=1.

Para n > 2, a, y b, se obtienen igualando las partes racionales e irracionales de la
ecuacion:

a_+b~2=(a_ +b,_2).

a) Demuestra que a’ —2b. =1, para todo n>2.
b) Deduce que:

a
= 42,
b,

cuando n tiende a infinito, mediante valores mayores que V2.
¢) Deduce que:

%, 5

a

n

cuando n tiende a infinito, mediante valores menores que 2 .

Apartado a)

Sea n > 2. Aplicando la conocida identidad algebraica en la igualdad dada en el enun-
ciado, tenemos:

an + bn\/E = (an—l + bn—l \/E)z = ar21—1 + 2br21—1 + 2\/Ean—lbn—l H
de donde, igualando partes racionales y partes irracionales, se sigue:

2 2
a =a,_ +2b |
n n n . (I)

bn = 2an—lbn—l

Sustituyendo estas expresiones de a, y b, en la dada en el enunciado del apartado
a), resulta:

ai _ 2br21 = (ai71 + 2br2171 )2 - 2(2‘?1[1—1]:)1171 )2 ’
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y, desarrollando el cuadrado del binomio mediante la conocida identidad y operando,
llegamos a:

(ai—l +2bi71 )2 _2(2an—lbn—l )2 = ai—l +4bi71 +4ai71bi71 _8ai71bi71 =

4 4 2 1.2
=a,  +4b,_ —4a b .
Finalmente, como la tltima expresion es igual al cuadrado del binomio:

a’, —2b’

n-12
resulta:

2
H

a, —2b} =(a,_, —2b]_)

lo cual se traduce en una relacion de recurrencia, valida para cualquier valor de n > 2,
en la que aparecen las mismas operaciones con los términos de las sucesiones, pero
«rebajandoy» en una unidad el subindice, y elevado al cuadrado.

Asi pues, «descendiendo» con el subindice, podemos escribir:

o ~207 =(a, ~207, )" =((a2, ~207, ) ) =(al, ~20,) =
= ((ai-s - 2bi-3 )2 )2 = (ai—s - 2bi_3 )23 >
y, reiterando el procedimiento, llegamos a:
a2 —2b? = =(a2-207) |

Sustituyendo los valores de a; y by, dados en el enunciado, queda:
ai —2bi _ (a12 _2b12 )2"7 _ (12 _212 )2"’ _ (_1)2n—1 :1’

puesto que, al ser n > 2, el exponente es par, y ya tenemos probado lo que queriamos.

Apartado b)

Partiendo de igualdad demostrada en el apartado a), dividiendo ambos miembros por
b2 (que obviamente es distinto de cero) y trasponiendo términos, resulta:

2 2
a-2b' =1 & z—;—zzbiz = E—;:biﬁz.

n n
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Puesto que se verifica la desigualdad;

(al ser b: positivo), tenemos:

2

1
b—;=—2+2>0+2=2,

n

y, extrayendo raiz cuadrada, se sigue:

a
_“>\/§’
b

n

lo que prueba una parte de lo que queremos.

Veamos ahora que, efectivamente, se tiene:

lim2e =2 .

n—e h

Para ello, en primer lugar, demostraremos que {bn}n>1 €s una sucesion divergente:

Por las relaciones (I), para cada natural n > 2, se cumple b, = 2a, 1by1, de donde,
al ser ap_1 > 1, se sigue b, > 2b,1, y, por tanto, b, > b,_1, es decir, {bn}n=1 €s una suce-
sion estrictamente creciente.

Si {bn}n>1 estuviera acotada, al ser estrictamente creciente, seria convergente, por
lo que existiria un ntimero real, digamos L, tal que:

limb, =L

n—oo

Entonces, tomando limite en ambos miembros de la igualdad b, = 2a,-1b,-1, tene-
mos:

limb, =lim2a_ b,

n—oo n—oeo

es decir:

L=2Llima_,,

n—oo
puesto que:

limb, =limb,_,.

n—oeo n—oo
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Trasponiendo términos, se sigue:

1

liman 1 Zzzz,

lo cual es absurdo, ya que a, > 1, para todo n natural.

Asi pues, como del hecho de suponer que la sucesion {bn}n>1 estd acotada llegamos
a una contradiccion, por reduccion al absurdo, tenemos probado que {bn}n=1 no estd
acotada, y, al ser estrictamente creciente, necesariamente debe ser divergente, es decir:

limb, = oo .

n—eo

Por ultimo, tomando limite en la igualdad:

al 1
oo
resulta:
a. 1 1 1
lim—=-=lim| —+2|=——5+2=—-+2=0+2=2,
noebl o noe| by limb; +o0

de donde, extrayendo la raiz cuadrada, se sigue:

lim3 =2,

n—eo bn
como queriamos demostrar.

Apartado ¢)

Por el apartado b), sabemos que, para todo n natural, se satisface la desigualdad:
a
s \/5 ,
bl'l

que, trasponiendo términos, podemos escribir como:

b 1

n

L<—.

a2

Racionalizando el denominador y trasponiendo, se sigue:

b, Q@ 2, _ 5.

a 2 a

n n
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lo que demuestra una parte de lo que queremos.
Veamos ahora el limite. También por el apartado b), tenemos:

y, finalmente, multiplicando por 2, resulta:

lim 222 =—2*2E =2,

n—oo
all

como queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.16

Dada la matriz T = (t)1<i,j<3, siendo:

o _fosii=]
MU\ siizj]

se pide:

a) Demuestra que Yk >1,3a,,b, e R/T" =a, T+b,I.

b) Encuentra una relacion de recurrencia para los escalares ax, by.
¢) Calcula los limites:

. a_ .. a
lim—, lim— .
k—eo k—eo

- bk - a'k*l

d) Prueba que existen cuatro constantes p, q, r y s tales que ax = 2*p + (~1)'q y
by = 2% + (=1)!s. Calcula el valor de dichas constantes.

Apartados a) y b)

Como podemos ver, a pesar de la aparente complejidad con que la matriz T estd defini-
da, en realidad tenemos:

—_— 0
O = =
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Dicho esto, vamos a demostrar la relacion dada en el enunciado usando el método
de induccién, como vemos a continuacion.

Para k = 1, es claro que T = T = 1-T + 0-1, luego la relacién se cumple, tomando
los valores a; =1, by = 0.

Ahora, dado k > 1, supongamos que la relacion es cierta para todo natural p tal que
p <k, y veamos que, en tal situacion, ha de cumplirse también para k. En efecto, por
definicion, T8 = T-T!, y como estamos suponiendo que la relacion es cierta para k — 1
(que es la hipétesis de induccion), podemos escribir T8 = T(ax T + bx_I), y, aplicando
la propiedad distributiva, T = ax 1 T> + by T. Ahora bien, la hipdtesis de induccion
también es aplicable a T2, por lo que podemos sustituir T por a,T + bl en la igualdad
anterior, resultando TX = ax j(a;T + bol) + by 1 T, que, operando y reorganizando térmi-
nos, nos lleva a TX = ay 12T + ai_1bal + b 1T = (ax_1a2 + b 1)T + ax_1bal, que es preci-
samente lo que pretendiamos demostrar, tomando ax = ax_jaz + bx_1 y by = ax_1bo.

Asi pues, por el segundo principio de induccion, ya tenemos probado que la igual-
dad dada en el enunciado es cierta, para todo natural k> 1.

Al mismo tiempo, las relaciones ax = ax-1a2 + bx_1 y bk = ax_1b2 dan respuesta al
enunciado del apartado b), si bien podemos simplificarlas, determinando los valores de
a2 y by, para lo cual efectuamos el célculo de T%:

0 1 1)0 1 1 2 1
T°=|1 0 1|1 0 1|=[1 2 1},
I 1 0){1 1 0 1 2
que podemos reescribir como:
2 11 0 1 1 2 00
T°=|1 2 1|=|1 0 1|+/0 2 0|=T+2I.
1 1 2 1 10 0 0 2

De este modo, tenemos a; = 1, b, = 2, y, sustituyendo en las relaciones anteriores,
obtenemos:

a, =a,_, + bk—l
b, =2a, ’

Apartado ¢)

Si denotamos por L el primero de los limites, teniendo en cuenta las relaciones de recu-
rrencia obtenidas antes, resulta:

. a . a,,+b,_
L:hm_k:hmuj
k—>o0 bk k—>o0 2ak—1
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de donde se sigue:

L=1lim %

k—oo 2

ST DI S L DI R SR e S (1)
2a, | 2 ko=2a, 2 2ko=a,

+
—1

Ahora bien, como el limite de una sucesion no depende de los primeros términos,
es claro que:

. a,_, . a
lim =L = [im—%,
kaoobk . k%mbk

por lo que, invirtiendo los cocientes (L no es nulo, por las relaciones de recurrencia
obtenidas y los primeros valores hallados), llegamos a:

. b . 1 1 1 1
lim ==L = lim = = =E.
k—e g k—e Q . a . a

k-1 el im L lim X
kel k—eo bk*l k—>e0 bk

Sustituyendo en (I), operando, y resolviendo la ecuacion resultante, obtenemos:

L=

1 1£3 L=1
+ —-
2

=2=L+1=2-L-1=0>L=""= )
4 L=-1/2

N | =
=

Sin embargo, la solucion L =—1/2 no es valida, puesto que todos los términos de la
sucesion son positivos, como resulta claro a partir de las relaciones de recurrencia ob-
tenidas y de los valores de ai, a2, b1 y bo. Por tanto, ha de ser L = 1.

En esta forma de proceder, puede objetarse que hemos partido de que el limite
considerado existe y es finito. Asi pues, para validar este método, habriamos de probar
que efectivamente es asi, algo que no es especialmente dificil.

También es posible calcular este limite siguiendo otro procedimiento, que segui-
damente detallamos.

Restando miembro a miembro en las relaciones de recurrencia:

]

a, =a,,+b,
b, =2a,,

y operando, obtenemos:

b, —-a,=2a, ,-a,_,—-b_ &b —-a =a_,-b &b —a =-(b_ —-a).
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Puesto que esta tltima igualdad es valida para todo natural k > 1, podemos «ir ba-
jandoy, hasta llegar a los primeros términos, a; y by, cuyos valores son conocidos, re-
sultando:

b, —a, =—(b_, —a, ) =-—(b_, —a,,)]= (_1)2 (b, —a,,)= (_1)2[_(bk—3 —a,)]e
b, —a, =(=1)(b, s —a, ) =-=(=D"(b-a)=(-D)"(0-1) &b, —a, =(-1)".
Trasponiendo términos en esta ultima igualdad, tenemos:
a, =b, - ) e a, =b, + (-D*,

y, sustituyendo en el limite que pretendemos hallar, se sigue:

_ 1\k+! _ 1\k+! _1\k+l
L=1ima—k=1imM=1im[b—k+&j=1+hm%.
k

k—oeo bk k—eo bk k—eo bk bk k—eo
Por otro lado, sustituyendo la expresion de bx1 que proporciona la segunda rela-
cion de recurrencia en la primera, tenemos:

a, =a,_ +b, o a, =a,, +2a,, '
b, =2a,, b, =2a,_,

Ahora bien, teniendo en cuenta la regla de formacion establecida por la primera de
estas dos ultimas relaciones de recurrencia, que relaciona tres términos consecutivos de
la sucesion {an}n>1, y los valores iniciales, a; = 1, a» = 1, resulta claro que todos los
términos de la sucesion {as}n>1 son nimeros naturales, y que se trata de una sucesion
estrictamente creciente, lo que implica, en particular, que la sucesion {a,},>1 diverge a
infinito.

En consecuencia, tomando limite en ambos miembros de la segunda relacion de
recurrencia, resulta que la sucesion {by}.>1 también es divergente, por lo que el limite
que queremos calcular es:

ke lim(=1)<"!
L= tim 2 14 im OV 4 doe —14+0=1,

k—oo . k—>c0 bk 400

que es el mismo valor que obtuvimos por el otro método, como cabia esperar.

Pasemos ahora a realizar el calculo del segundo limite pedido. Por la segunda de
las relaciones de recurrencia obtenidas, podemos escribir:

. a . a
lim = = lim —%—,

k—eo bk k—oo Zak—l
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de donde, trasponiendo y operando, se sigue:

. a 1.. a . a
L=lim—— o L=—Ilim— < lim—=2L=2,
ko= 2a, 2ko=ay oea

y ya tenemos calculado el limite pedido.
También podriamos haberlo calculado haciendo uso de la primera relacion de recu-
rrencia, en lugar de la segunda, como vemos a continuacion:

. a . a_,+b . a . b .
lim—% = lim —*—% — [im L 4 lim 2L =1+ lim =
ke A ke A ke A ke A ke @
bk—l
.oa 1 1
lim—— =1+ =l+—=1+1=2.
TG e L
k—eo bk—l
Apartado d)

Puesto que pretendemos demostrar que se satisface la igualdad ax = 2p + (—1)q, de ser
cierta, debe serlo, en particular, parak = 1 y k =2, por lo que, sustituyendo k por estos
dos valores, y teniendo presente que a; = a; = 1 (como ya vimos), p y q han de verificar
el sistema:

1=2p—q
l1=4p+q’

que, resolviéndolo por el método de reduccion, nos lleva a:

1=2p-d -q=2/3-1->q=-1/3

1=4p+ o
2=6p—>p=1/3

De este modo, la relacion que pretendemos demostrar se transforma en:
1 1
a, =25 —+(-1* -[—— :
3 3
que podemos escribir como:

_2-{_ (_1)k+l B 2k +(_1)k+l
3 3 3 '

Ay
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Para ver que, efectivamente, se cumple esta igualdad utilizaremos el segundo prin-
cipio de induccion.

Para k =1y k = 2, es evidente que se cumple, pues los valores de p y q han sido
calculados precisamente tomando k =1y k= 2.

Ahora, dado k > 2, supongamos que la relacion es cierta para todo natural p tal que
p <k, y veamos que, en tal situacion, también ha de serlo para k, lo que, por induccion,
significara que la relacion es valida para todo natural k.

Teniendo presente la relacion de recurrencia ax = ax_1 + 2ax» (obtenida antes), apli-
cando la hipétesis de induccion, operando, y extrayendo factores comunes, tenemos:

k=1 4 /1)K k=2, ( 1\k-1 k=1 4 /1)K k-1 1\k-1
27+ (-1 +2.2 +(=1) :2 +(-1 +2 +2(-1) o

a, =a, ,+2a, , =
k k-1 k-2 3 3 3 3

W = 2 (DN 25 2D 228 (D) (—142) 28+ (D)
¢ 3 3 3 '
Ahora bien, como el valor de (—1)" solo depende de la paridad de n, es claro que
(~1)™y (=1)™*? son iguales, pues n y n + 2 tienen la misma paridad. En consecuencia, se
verifica (-1)! = (=1)*"!, 1o que permite escribir ax como:

B 2k + (_1)k+1
k 5

3

que es la igualdad que pretendiamos demostrar.

Asi pues, ya tenemos probado por inducciéon que la relacion ax = 25p + (—1)*q es
cierta para todo natural k, siendo p =1/3, q=-1/3.

Para acabar el problema, solo nos queda demostrar la igualdad by = 2 + (~1)%s, y
encontrar los valores de r y s, lo cual resulta bastante sencillo, teniendo en cuenta la
relacion de recurrencia by = 2ai; y la expresion de ax demostrada por induccion. De
este modo, resulta:

k=1 , (1K k 1\
27 4+(-1) :2 +2(-1) =2k.l+(—1)k.

b, =2a, =2 3 3 3

>

w N

que es la expresion buscada, tomando r=1/3 y s = 2/3.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.17

Prueba que la siguiente sucesion es monotona y acotada. Calcula su limite.

a, =1

a, =,/4+3a Vn>1

n-12

Veamos, en primer lugar, que la sucesion es mondtona creciente, demostrando que,
para todo nimero natural n > 1, se verifica la relacioén a, — an-1 > 0, para lo cual usare-
mos el método de induccion.

En efecto, para n = 1, es claro que:

a,=\4+3a, =4+3-1=7 >1=a,,

luego, trasponiendo, resulta a; — ap > 0, lo que significa que la relacion es valida cuan-
don=1.

Supongamos ahora que la relacion es cierta para un numero natural n > 1, es decir,
que se verifica la desigualdad a, — a,-1 > 0, y veamos que, en tal caso, también ha de
serlo paran + 1, o sea, debe satisfacerse la relacion an+; — an > 0.

Por una parte, segin la igualdad que define la sucesion, tomando los términos n 'y
n + 1y elevando al cuadrado ambos miembros, tenemos las igualdades:

a’, =4+3a,

2 b
a, =4+3a,_,

asi que, restando miembro a miembro, cancelando, extrayendo factor comun, y apli-
cando la hipotesis de induccion, llegamos a:

2 2 2 2 2 2
al, —al=A+3a, A -3, oa’, —a’=3(a, —a,,)>3-0a, —a’>0.

Por otra parte, aplicando la conocida identidad algebraica y teniendo en cuenta esta
ultima desigualdad, resulta:

2
n+

a 1 _ai =(an+l +an)(an+l _an)> 0’

lo que se traduce en que los nimeros an+1 + a5 y an+1 — an tienen el mismo signo, ya que
su producto es positivo. Pero, como es claro a partir de la definicién de a,, todos los
términos de esta sucesion son positivos, lo que implica que la suma de dos cualesquiera
de ellos también lo es; por tanto, ay+1 + a, es positivo y, por lo dicho, an+1 — a, también
tiene que serlo, de manera que ha de ser an+1 —a, > 0, que es, precisamente, lo que que-
riamos demostrar.
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Asi pues, por induccion, podemos afirmar que la desigualdad a,+1 — a, > 0 se satis-
face para todo numero natural n > 1, lo que significa que la sucesion {a,} es mondtona
creciente.

Para ver que la sucesion esta acotada, solo hay que probar que lo esta superiormen-
te, ya que, al ser creciente, es obvio que, para todo natural n > 1 se cumple ag < ap, lo
que significa que a, > 1, para todo nimero natural n > 1, estando por tanto la sucesion
acotada inferiormente. Veamos que, efectivamente, esta acotada superiormente.

Fijado un nimero natural cualquiera n, partiendo de la igualdad:

2 _
a,,, =4+3a_,
trasponiendo, llegamos a:

_443a,
n+l T 0
an+l

a

de donde, al ser a, < an+1, se sigue:

4+3a, 4+3a,
= <
a

an-*—l >

a

n+l n+l

y, operando, resulta:

4+3a,, 4 3a,,, 4 43

a RN | = S I | 2 S —

n+l
a a a

n+l n+l n+l n+l

Como, ademads, 1 <au+ (1 es la cota inferior vista antes), trasponiendo, tenemos:

L<1’
a

n+l
lo que permite establecer la relacion:

PN L B PRI
a a

a

n+l

n+l n+l

que prueba que la sucesion {a,} esta acotada superiormente, siendo el nimero 7 una
cota superior.

Ahora, como {a,} es monotona creciente y acotada, necesariamente debe ser con-
vergente, por lo que podemos asegurar la existencia de un nimero, digamos L, tal que:

L=Ilima, .

n—ee
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Tomando limite en la igualdad:

a_,, =+4+3a_,

y teniendo en cuenta que a, y ap+ tienen el mismo limite, pues son dos términos de una
misma sucesion, llegamos a:

lima , =lim\/4+3a, & L=+v4+3L,

n—eo n—co
de donde, operando y resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante, se sigue:

3+\9+16 _3i5:>{L=4

2 2 L=-1

’=4+3L o [?-3L-4=0L=

Pero todos los términos de la sucesion {a,} son positivos, lo que hace imposible la
igualdad L =—1, y, en consecuencia, L = 4 (que es realmente una solucion de la ecua-
cion) es el limite pedido.

(Oposiciones de Secundaria, 2009, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 3.18

Calcula el numero mdximo de términos de una sucesion tal que la suma de cualesquie-
ra 7 términos consecutivos es negativa y la suma de cualesquiera 11 términos consecu-
tivos es positiva.

Sea {an}n>1 una sucesion que verifica las condiciones del enunciado, y sea k > 1 un
numero natural cualquiera. Para cada p y q naturales, denotemos por S(p,q) la suma de
q términos consecutivos de la sucesion {a,}, comenzando en el término a,. Entonces,
por las hipédtesis del enunciado, se verifican las relaciones:

]

{S(kal 1) = ak + a'k-*—l + ak+2 + ak-*—3 + a'k+4 + ak-*—S + ak+6 + ak+7 + a'k-*—8 + a'k+9 + ak+10 >0
S(k,7)=a, +a,,, +a,,, +a,,,+a,,, +a,+a,,<0

por lo que la diferencia S(k,11) — S(k,7) debe ser un nimero positivo (tengamos en
cuenta que restar un nimero negativo es equivalente a sumar su valor absoluto, de
modo que, realmente, estamos sumando dos numeros positivos). Pero, cancelando
términos, tenemos:

Sk,11)—-S(k,7)=a,,, +a,,+a,.,+a,,,,

de donde se sigue:

Skk+7,4)=a,,,+a,,+a,,+a,,>0,
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lo que significa que la suma de cuatro términos consecutivos de {a,}, a partir del término
ax+7, €8 positiva, y, al ser k > 1 un nlimero natural cualquiera, resulta que esta afirmacion
es valida para cualesquiera cuatro términos consecutivos, a partir del octavo.

Ahora, segun el enunciado, el numero S(k + 7,7) es negativo, por lo que, conside-
rando conjuntamente las relaciones:

S(k + 7’ 7) = ak+7 + ak+8 + ak+9 + ak+|0 + ak+l| + ak+12 + ak+|3 < 0
S(k+7,4)=a,,; +a, 5 +a,+a,,,>0

y restando, llegamos a la conclusion de que el numero S(k + 7,7) — S(k + 7,4) es nega-
tivo (estamos restando un niimero positivo de un niimero negativo), siendo, claramente:

Skk+7,7)-S(k+7,4)=a,,,,+a,,, +a,,,; =S(k+11,3).

Asi pues, hemos probado que la suma de tres términos consecutivos de {a,}, a par-
tir del término ax+11, €s negativa, y, como antes, al ser k > 1 un niimero natural cual-
quiera, esta afirmacion debe ser cierta para cualesquiera tres términos consecutivos, a
partir del duodécimo.

Empleando ahora las relaciones:

Skk+1L4)=a,,, +a,,, +a,;+a,,>0
S(k+1L3)=a,,,, +a,, +a,,,<0

B

ya demostradas, y restando, resulta que su diferencia, que es precisamente el término
a+14, debe ser positivo (de nuevo estamos restando un nimero negativo de un niimero
positivo), lo que se traduce en que todos los términos de la sucesion, a partir del deci-
moquinto, son positivos, puesto que k > 1 es un nimero natural cualquiera.

Asi pues, tenemos que, en particular, en caso de que existan los términos ajs, aie y
a7, estos deben ser positivos, lo que implica que su suma también ha de serlo. Pero
antes habiamos probado que la suma de cualesquiera tres términos consecutivos, a
partir del duodécimo, debe ser negativa, lo cual es una contradiccion, de la que unica-
mente podemos «escapar» si no existiera el término a;7.

Por tanto, hemos llegado a la conclusion de que la sucesion {an}n>1 no puede tener
17 términos, lo que significa que, como maximo, puede tener 16, lo que da respuesta al
enunciado del problema.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)
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Problema 3.19

Sabiendo que:

n

. n!
m=lim Rk
n—e n

calcula los valores del niimero complejo k para los que la ecuacién x* + kx — 4em = 0
tiene una solucion real.

En primer lugar, calcularemos el valor de m. Ello puede hacerse de varias maneras:
usando la regla de la raiz, mediante una integral de Riemann, o empleando la formula
de Stirling. Elegiremos esta tltima opcion, por parecer la mas sencilla.

Recordemos que la formula de Stirling establece:

limn!=lim+2nn-n" -e™",

n—eo n—eo

por lo que podemos escribir:

. An! . AN2m-n"-e™"
m= =lim s
n

n—e 1 n—eo

y, extrayendo los factores n" y €™ de la raiz, simplificando y operando, resulta:

e llnfy 1
m= 1imu =lime™ - ¥2nn =¢™' lim(27n)2n .

n—oeeo n n—ee n—oeo

Calculemos ahora, aparte, el valor de:

1
A=lim(2mn)2n,

n—eo

que da lugar a una indeterminacién del tipo oo* .
Tomando logaritmos y aplicando sus propiedades, tenemos:

In(2
Lln(z,m)j _ |im (20) ’
2n n-e - 2n

1 1
InA= ln(lim(Znn)%J = lim(ln(2nn)2nJ = lim(

n—oeo n—oee n—oo

que es una indeterminacion del tipo =, Aplicando la regla de L’Hopital y operando,

llegamos a:

W)
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luego, tomando exponenciales, queda A = ¢” = 1. Finalmente, sustituyendo el valor:

1

A =lim(2mn)2n =1

n—oo

en (I), resulta:

1
m=¢ lim(2nn)x =¢ ' -1=¢

n—oo

-1

Teniendo en cuenta el valor hallado de m, la ecuacién dada en el enunciado queda
x* +kx —4ee”! =0, es decir, x> + kx — 4 =0.

Veamos ahora qué condiciones debe cumplir el complejo k = a + bi para que esta
ecuacion tenga una solucion real, como se pide en el enunciado.

Supongamos que X = Xo es una solucion real de la ecuacion. Entonces:

3 .
X, +(a+bi)x, -4=0,
y, operando e identificando partes reales e imaginarias en ambos miembros, se sigue:

3
) X, +ax,—4=0
X, +ax, +bx,i-4=0 <"’ !
bx, =0
Ahora bien, puesto que el término independiente de la ecuacion no es nulo, es claro

que x = 0 no es solucion, por lo que xo # 0. Entonces, la condicion bxo = 0 se convierte
en b =0, lo que significa que k es un nimero real. Obsérvese también que la condicion:

3 =
Xy, +tax,—4=0

se convierte en la ecuacion de partida, al considerar que k es real y que, por tanto, coin-
cide con su parte real, a.

De este modo, hemos demostrado que si la ecuacion dada tiene una solucion real,
entonces k es real, lo que responde a las expectativas del enunciado.

Sin embargo, es facil ver que el reciproco también es cierto. Para ello, recordemos
que, en una ecuacion con coeficientes reales, las raices complejas aparecen por parejas
(si un nimero complejo es una raiz, entonces, su conjugado también lo es), por lo que,
si un polinomio tiene grado impar, necesariamente debe tener alguna raiz real, ya que,
en virtud del Teorema Fundamental del Algebra, la ecuacion tiene tantas raices como el
valor de su grado.

Asi pues, en este caso, si k es real, entonces, la ecuacion x> + kx — 4 = 0 tiene todos
sus coeficientes reales, y es de grado impar, lo que garantiza que tiene una raiz real.

De este modo, el problema queda cerrado, aunque haremos una observacion mas
antes de concluir.
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Cabe preguntarse si realmente es necesario calcular el valor de m para responder a
la pregunta planteada, ya que, como n! toma valores naturales, para todo n, es claro que

la expresion n! se mantiene dentro del campo de los numeros reales, para todo n, por
lo que, en caso de existir y ser finito el limite que lo define, el nimero m es real, y
podemos seguir el mismo razonamiento empleado para llegar a la conclusion de que k
debe ser real, aun desconociendo el valor de m. Por supuesto, si el limite no existe o es
infinito, este modo de proceder no es valido, pero es que tal situacion no es admisible,
pues, en tal caso, el problema estaria mal planteado, ya que la ecuacion dada no tendria
sentido. Con esta idea, podemos decir que el calculo efectivo de m sirve, mas que para
simplificar el problema, para verificar que estd bien planteado, razén por la que hemos
incluido aqui su célculo, si bien podria entenderse como algo prescindible.

(Oposiciones de Secundaria, 2001)

Problema 3.20

Sea P(x) una funcion polinomica de grado n con coeficientes reales, tal que la ecua-
cion P(x) = 0 admite n raices distintas xj, X, ..., X», ninguna de las cuales es nula.

a) Expresa en funcion de estas raices las funciones f(x) y g(x), siendo:

F =20 P _(P'(x)] .

P(x) P(x) P(x)

b) Calcula los numeros S-;, S—2 y S, donde:
S,=2x", 8, =2x7, 8= (xx)".
= =

i<j

Apartado a)

A partir de sus raices, denotando su coeficiente principal por a,, el polinomio P(x)
puede escribirse factorizado como P(X) = an(x — X1)(X — X2)-**(X — Xn), cuya derivada,
P’(x), es igual a:

a,(xX—x,)(X—X;)(x=x,)+a, (X=X )(X—X;) (X=X, ) +-+a, (X=X )X —X,) (X—=X,,)-

Por definicion, podemos obtener f(x) dividiendo cada sumando de P’(x) por P(x),
resultando que f(x) es igual a la expresion:

an(X_Xz)(X_X3)"'(X_Xn)+an(X_X1)(X_X3)"'(X_Xn) a,(x=x)(xX=%,)- (X=X, )

a,(X=x)(X=X,)(X=X,)  a,(X=x)X—X,)(X—X,) a,(X=x )(X—X,)(X—X,) .
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Simplificando, llegamos a:

1
f(x)= + +- ,
X—X, X—X, X—X

que podemos escribir abreviadamente como:

ﬂx)=§i !

B
o X — X

que es una expresion de f(x) en funcion de las raices de P(x), como se pide en el enun-
ciado.

Por otra parte, para expresar g(x) en funcion de estas raices, operamos en la igual-
dad que define g(x), resultando:
T P'(x) _P'XP'(x) _ P'X)P(x)-P'(x)P'(x)

P(x)  P(x)P(x) P(x)P(x) '

gx)=

P'(x) (P'(x)
P(x) ( P(x)

Ahora bien, como podemos observar, el tltimo cociente es el resultado de derivar
la funcion:
P'(x)
P(x)

que es precisamente f(x), luego se verifica la igualdad g(x) = f’(x). En consecuencia,
usando la expresion de f(x) antes obtenida, podemos escribir:

g(x)=f'<x)=(§ix(i ! ]

i-1 X —X;

y, derivando término a término, llegamos a:

Z 1
gx)= ;—m >

que es la expresion de g(x) pedida en el enunciado.

Apartado b)

Teniendo en cuenta las expresiones de f(x) y g(x) determinadas en el apartado anterior,
es facil observar que se satisfacen las igualdades:

1

n n 1 n
S, =2 =) —=-2 =10,
j=1 j=1 j

=1 X
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n n 1 n 1
S,=)x"=) =) ———5=-20),
= IR S (O—xj)

asi que, escribiendo P(x) = apX" + an 1x™ ! + an 2x" 2 +--+ axx> + aix + ay, teniendo en
cuenta que, entonces, P’(x) = n-ax" ! + (n — 1)a, 1x" 2 + (n — 2)a, ox"> +-+ 2apx + a
y P’(x) = n(n —1)-axx"2 + (n — D(n — 2)an1x*> + (n — 2)(n — 3)a, ox"* +-+ 2ay,
resulta:

el PO
MO0 Ty
S —_ (0)__P.v(O)P(O)—PV(O)P'(O)__Zazao—af a2’ —2a,a,
L =-80)= TR

Obsérvese que los cocientes anteriores tienen sentido, ya que ap # 0, pues si fuera
ao = 0, entonces, una de las raices de P(x) seria nula, al ser P(x) un polinomio homogé-
neo, lo cual contradiria una de las hipoétesis del enunciado.

Para calcular S, tendremos presente la conocida identidad algebraica que permite
hallar el cuadrado de la suma de n monomios:

[zaJ DY I

I<i<j<n

la cual se transforma en:

(ZX‘_IJ ZX‘2+2 T X!

I<i<j<n

al sustituir a; por (xi)”!, como es ficil de comprobar. Trasponiendo términos y aplican-
do las propiedades de las potencias, se sigue:

23 =(ij Sxte ¥ () - l(lej 3% }

I<i<j<n I<i<j<n i=1

lo cual, sustituyendo por las expresiones correspondientes, se traduce en:

2
1 2 1 a a’—2a,a
S=—[(S —S . |==|| 2] 8 =%
2[( ) _ZJ 2 ( aoj a;
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Por tultimo, operando y simplificando, resulta:

S=|— 2

2 2 2 2
l(a_l_a1 _2322‘0}_1.&1 —a; +2a,a, :2a2a0 a,
21 a; a;

2 a, 2a; a,
lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.21

Sea P(x) un polinomio cualquiera de grado n. Se considera la ecuacion:
Xx—a
T(P'(x) +P'(a))+P(a)-P(x)=0.

Demuestra que x = a es una raiz multiple. ;Cudl es su multiplicidad?

Denotemos por m la multiplicidad de x = a como raiz de la ecuaciéon dada en el
enunciado.
Considerando la funcion asociada a esta ecuacion:

£(x) =?(P'(x)+P'(a)) +P(a)-P(x),

el problema consiste en demostrar que f, su derivada, y las derivadas sucesivas de f
(hasta un cierto orden) se anulan en x = a, lo que haremos, sencillamente, realizando
los célculos correspondientes, como vemos a continuacion.

En primer lugar:

f(a)=%(P'(a)+1>'(a))+%—%=o(P'(a)+P'(a))=o,

luego x = a es una raiz de la ecuacion.
Derivando:

fi(x) = %(P'(x) +P'(a)) +X2;ap"(x) ~P(x),

y, evaluando en x = a:

1
Z

por lo que x = a es raiz de f°, y, por tanto, m > 2, lo que garantiza que X = a es una raiz
multiple.

f'(a)=%(P'(a)+P'(a))+a—;aP"(a)—P'(a)= ZP'(a)+0P"(a)— P'(a) = P'(a) - P'(a) =0,
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No obstante, a fin de determinar el valor de su multiplicidad, hemos de continuar
con los célculos.
Volviendo a derivar:

f'(x)= P"(x) +— P"(x) +22 5 P"’(x) P"(x)=P"(x) +22 3 P'"(x) P'(x)= —aP’"(x),
y, haciendo x = a:
"( ) "l(a) OP V"(a) 0

de donde se sigue m > 3.
Derivando nuevamente:

f "'(X) - m( )+ PIV (X)
y, particularizando en x = a, resulta:
f m(a) _ —P m( ) + 5 PIV( ) m(a)

cuyo valor es desconocido, pues depende exclusivamente del polinomio P, que es muy
general. Asi pues, no sabemos si la tercera derivada de f se anula o0 no en x = a, por lo
que no es posible determinar la multiplicidad de x = a como raiz de la ecuaciéon de
partida, sin conocer su multiplicidad como raiz del polinomio P*’’; si podemos decir, a
la vista de los resultados, que, si denotamos por mp la multiplicidad de x = a como raiz
de P*”’, entonces, m = mp + 3, lo que puede ser una respuesta a la pregunta planteada
en el enunciado.

Por otro lado, en lo dicho anteriormente, no hemos tenido en cuenta el valor de n;
desde luego, los calculos realizados y las conclusiones alcanzadas siguen siendo vali-
dos incluso si n fuera tan pequefio que alguna de las funciones obtenidas al derivar
sucesivamente resultara ser idénticamente nula, mientras que, en otro caso, el valor de
n podria redundar en el de mp, por lo que podemos decir que, al introducir el nimero
mp en la respuesta a la pregunta, no es necesario hacer discusiones sobre los posibles
valores de n, de manera que, con lo visto, podemos dar por cerrado el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.22

Se considera el polinomio P(x) = nx""? — (n + 2)x"*! + (n + 2)x — n. Prueba que x = 1
es una raiz de multiplicidad mayor o igual que 3.

En primer lugar, es claro que si n = 0, entonces, el polinomio dado en el enunciado
se convierte en el polinomio nulo, por lo que el problema no tendria mucho sentido.
Asi pues, supondremos que n > 1.

Se trata de demostrar que tanto el polinomio P(x) como su primera y segunda deri-
vada se anulan en x = 1, lo cual haremos realizando los calculos correspondientes.

Por su parte, P(1) =n- 1" - (n +2)- 1"+ (n+2):'1 -n=n-n-2+n+2-n=0,
luego, efectivamente, x = 1 es una raiz de P(x).

Derivando, tenemos P’(x) = n(n + 2)x™! — (n + 2)(n + 1)x" + n + 2, luegoen x = 1,
PP()=nn+2) 1" —m+2)n+1)1"+n+2=n"+2n—-n>-3n-2+n+2=0,
como queriamos ver.

Derivando nuevamente, tenemos P”’(x) = n(n + 2)(n + 1)x" — (n + 2)(n + 1)nx""},
que sigue siendo un polinomio, puesto que estamos suponiendo que n > 1. Evaluando
esta funcion polindmicaenx =1, P’(1) =n(n+2)(n+ 1)- 1" = (n +2)(n + 1)n-1*1 =0,
como esperabamos.

Asi pues, con lo dicho, queda claro que x = 1 es una raiz de P(x) de multiplicidad
3, al menos, como queriamos demostrar, lo que cierra el problema.

Sin embargo, cabe la posibilidad de ver que la multiplicidad no es mayor de 3,
pues la tercera derivada no se anula en x = 1, como vemos a continuacion.

Derivando otra vez, P*”’(x) =n(n + 2)(n + 1)nx""! — (n + 2)(n + 1)n(n — 1)x" 2, y en
x=LP71)=nn+2)n+1I)n—-n+2)n+1nn-1)=m+2)(n+ nn—n+1)=
=(n+2)(n+ 1)n, que es mayor que cero, al sern> 1.

Por tanto, dando una respuesta mas amplia que la pedida en el enunciado, podemos
decir que la multiplicidad de x = 1 como raiz de P(x) es exactamente igual a 3.

(Examen de Universidad)

Problema 3.23

Discute, en funcion del valor de a, la existencia de soluciones de la ecuacion a* = x“,
siendo a y x numeros reales estrictamente positivos.

En primer lugar, es claro que la ecuacion admite la solucion x = a, para cualquier
valor de a estrictamente positivo, por lo que podemos afirmar que la ecuacion tiene, al
menos, una solucion. Queda, pues, estudiar si existen valores de a para los que la ecua-
cion tenga mas de una solucion.

Evidentemente, si a = 1, entonces, la ecuacion dada tiene una tnica solucidn, x = 1
(es realmente la solucion x = a). Asi pues, en lo siguiente, podemos suponer a # 1, y, en
consecuencia, podemos tomar logaritmo en base a en ambos miembros de la ecuacion,
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resultando loga(a*) = log.(x*), que es equivalente a x = loga(x?), y, aplicando una pro-
piedad de los logaritmos, llegamos a la ecuacion x = a-logax.

Denotando fi(x) = x y f2(x) = a-logax, el problema se puede plantear ahora en tér-
minos funcionales, pues consiste en estudiar la posicion relativa de las graficas de estas
dos funciones, concretamente en determinar el nimero de puntos en que se cortan,
dependiendo de los valores de a. Ahora bien, puesto que la grafica de la funcién loga-
ritmica es esencialmente distinta para valores de a pertenecientes al intervalo (0,1) y
para valores mayores que 1, es razonable distinguir estos dos casos, y estudiarlos por
separado, como haremos a continuacion.

Si 0 < a < 1, entonces, las graficas de las funciones presentan la posicion relativa
que vemos en el grafico, resultando claro que tienen un tnico punto de corte.

] f1 (x)=x

fy(x)=a-log, (x)

Observemos que, ademas de llegar a esta conclusion de manera intuitiva, a partir
de la grafica, puede hacerse de forma mas rigurosa, observando que fi(x) es estricta-
mente creciente, f2(x) es estrictamente decreciente, ambas son funciones continuas, y se
verifican las condiciones:

£(0)=0 lim f,(x) = lim x = +oo

lim f,(x) = lim alog, x =+e°* | Jim f,(x) = lim alog, x =—oo

Si, por el contrario, a > 1, entonces, a partir de la representacion grafica de ambas
funciones, podemos observar que pueden darse dos situaciones: que fi(x) sea tangente
a >(x) en un punto (lo que daria lugar a una solucién doble de la ecuacion), o que se
corten en dos puntos, como se muestra en los graficos (tengamos en cuenta que la po-
sibilidad de que no se corten esta descartada, pues ya sabemos que la ecuacion tiene, al
menos, una solucion).
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f100=x | f10=x

fy(x)=arlog(x) | fy(x)=a-log,(x)

Evidentemente, si se da la primera situacion, la soluciéon doble ha de ser x = a, lo
cual se traduce en que el punto de tangencia esta en la abscisa X = a, y, en consecuen-
cia, tanto las funciones como sus respectivas derivadas deben coincidir en este punto,
lo que, en particular, nos lleva a:

f,’(a)=f2'(a)@1=L@1na=1@a=e.

;(-lna

Asi pues, vemos que la ecuacion tiene una solucion doble si, y solo si, a = e, vy,
como la otra posibilidad es que tenga dos soluciones, en caso de que sea a # e, la ecua-
cién debe tener dos soluciones.

Recapitulando, podemos decir que si a pertenece al intervalo (0,1], entonces, la
ecuacion tiene una unica solucion, dada por x = a; si a = e, existe una unica solucion,
precisamente X = e, de multiplicidad 2; y, por ultimo, sia > 1y a # e, la ecuacion tiene
dos soluciones distintas.

(Oposiciones de Secundaria, 2006, y examen de Universidad)

Problema 3.24
Sir, sy tson las tres raices de la ecuacion x(x — 2)(3x — 7) = 2, se pide:

a) Prueba que las tres raices son positivas.
b) Calcula arctgr + arctgs + arctgt.

Apartado a)

Consideremos la funcion asociada a la ecuacion, f(x) = x(x — 2)(3x — 7) — 2, que, clara-
mente, es continua. Ademas, un sencillo calculo permite comprobar que se verifican las



256 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

igualdades f(0) = -2, f(1) = 2, f(2) = -2 y f(3) = 4, de manera que los valores de la fun-
cién van alternando el signo en estos puntos, y, en consecuencia, la funcion f esta en las
hipoétesis del teorema de Bolzano en los intervalos [0,1], [1,2] y [2,3]. Aplicando este
teorema, podemos afirmar que existen tres nmimeros, digamos a, b y ¢, pertenecientes,
respectivamente, a los intervalos abiertos (0,1), (1,2) y (2,3), que verifican la relacion
f(a) = f(b) = f(c) = 0, lo cual se traduce, como es evidente, en que a, b y ¢ son soluciones
de la ecuacion dada en el enunciado. Como, ademas, esta ecuacion es polindmica de
tercer grado, resulta que, en virtud del Teorema Fundamental del Algebra, tiene exacta-
mente tres soluciones, por lo que ha de cumplirse que las soluciones r, s y t son las mis-
mas que a, by ¢, y, al ser estas tres positivas (pertenecen a intervalos situados en la parte
positiva de la recta real), resulta que 1, s y t son positivas, como se queria demostrar.

Apartado b)

Puesto que en la expresion que pretendemos calcular aparecen tres arcotangentes, po-
demos considerar la tangente de dicha expresion, a fin de deshacer las arcotangentes, lo
cual podemos conseguir aplicando la conocida féormula que permite expresar la tangen-
te de la suma de dos angulos en funcién de la tangente de los mismos:

tgou + tgP
tg(or+p) = =——°= |
g(a+p) I tgotgh
resultando:

te(arctar + arctes + arctgt) = tg(arctgr) + tg(arctgs + arctgt)

1 —tg(arctgr)tg(arctgs + arctgt)

N tg(arctgs) + tg(arctgt) S+t
1 —tg(arctgs)tg(arctgt) r 1—st
_ tg(arctgs) + tg(arctgt) 13t t

tg(arctgr + arctgs + arctgt) =

1 —tg(arctgs)tg(arctgt) I—st
Operando, se sigue:

s+t r—rst+s+t r+s+t—rst

T+
1—st 1—st 1—st
tg(arctgr + arctgs + arctgt) = = =
glarctg & gt) 1_rs+t 1_rs+rt l—st—rs—rt
1—st 1—st 1—st

tg(arctgr + arctgs + arctgt) =

M(r+s+t—rst) _r+s+t—rst  r+s+t—rst
=

(1-st—rs—rt) Cl—st—rs—tt 1—(st+rs+rt)'
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Como podemos ver, en el Ultimo cociente aparecen unas operaciones «muy cono-
cidas» entre las soluciones de la ecuacion, que podemos relacionar con los coeficientes
de la misma, mediante la aplicacion de las relaciones de Cardano-Viéte.

Para ello, antes necesitamos expresar la funcion polindmica f(x) en forma canoni-
ca, lo cual podemos lograr sin mas que efectuar los calculos correspondientes, resul-
tando f(x) = 3x> — 13x® + 14x - 2.

Asi, por las ecuaciones de Cardano-Viéte, tenemos:

13
r+s+t=—
3

14
st+rs+rt=?,

2
st =—
3

y, sustituyendo en la expresion anterior y operando, resulta:

13 2 11

tg(arctgr + arctgs + arctgt) = resttost 3 3.3
e (stvrs ) 14 1T

3 3

-1.

Por ultimo, tomando arcotangente, llegamos a:

arctg [tg(arctgr + arctgs + arctgt)] = arctg(—1) & arctgr + arctgs + arctgt = —% ,

que es justamente el valor que pretendiamos determinar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.25

Dada la ecuacion x* + ax’ + bx + ¢ = 0, con soluciones ry, r2 y 13, se sabe que se veri-
fica la relacion —a + b + ¢ = 1. Halla el valor de arctgr; + arctgr: + arctgrs.

Como vemos, se trata de un problema practicamente idéntico al apartado b) del
problema anterior, por lo que utilizaremos los resultados obtenidos alli para resolverlo.

En concreto, nos serviremos de la expresion:

I + I, + L — Lo

tg(arctgr, + arctgr, + arctgr,) = ,
1- (1’21‘3 +I5 + 105 )
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a la que llegamos antes, y usaremos asimismo las relaciones de Cardano-Viéte, que
proporcionan el sistema:

L +1,+1,=-a
Lr, +15, +15 =b,

LLL, =—C
de manera que, sustituyendo, tenemos:

—-a+c¢
1-b

tg(arctgr, + arctgr, +arctgr,) =

Ahora, segln el enunciado, se verifica—a + b + ¢ = 1, por lo que, trasponiendo, se si-
gue —a+ c=1-Db, y sustituyendo en la expresion anterior y simplificando, llegamos a:

1-
tg(arctgr, + arctgr, + arctgr,) = % & tg(arctgr, +arctgr, +arctgr,) =1.

Finalmente, tomando arcotangente en ambos miembros de esta tltima igualdad,
resulta:

T
arctg[tg(arctgrl + arctgr, + arctgr3)] = arctgl < arctgr, + arctgr, + arctgr, = Z ,

que es el resultado buscado.

(Oposiciones de Secundaria, 2010)

Problema 3.26
Si ag, ay, az, ..., a, son numeros reales tales que:

aﬂ

=0,
n+1

a]
a, +—+-+
2
demuestra que la ecuacion ap + aix + ax’ ++++ ax" = 0 tiene al menos una raiz real.

Consideremos la funcion real de variable real dada por:

n n+l

X b
n+1

a a
f(x)=ax+=2x>+2x"+-+
2 3
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que claramente es indefinidamente derivable en toda la recta real, al ser una funcion
polinémica. Ademas, se cumple f(0) = 0, por ser homogénea, y f(1) = 0, por la hipdte-
sis del enunciado, ya que:

f(l):a0+ﬁ+a—2+---+ &
2 3 n+1

Por tanto, la funcion f estd en las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo ce-
rrado [0,1]. Aplicando este teorema, podemos afirmar que existe un numero real perte-
neciente al intervalo abierto (0,1), digamos c, tal que ’(c) = 0.

Ahora, derivando y simplificando, tenemos:

f'(x)=a,+ax+a,x’+-+ax",
luego:
f'(c)=a,+ac+a,c’ +-+acc" =0
0 1 2 n s

lo cual se traduce en que c es una solucion de la ecuacion ap + ajx + x>+ -+ ax" =0,
y ya tenemos probado que tiene al menos una raiz real, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.27

Sea funa funcion real definida en el intervalo (a,b), y sea x un punto interior a este
intervalo. Consideremos las dos igualdades:

}1133|f(x +h)—f(x)|=0 )
Lirr&|f(x +h)—f(x—h)|=0 )

a) Demuestra que (1) siempre implica (1l).
b) Da un ejemplo en que (Il) sea cierta pero (I) no.

Como podemos ver, la igualdad (I) equivale a decir que f es continua en el punto x,
mientras que la igualdad (1) se traduce en que la funcion f no presenta un salto en este
punto. Asi pues, tiene sentido pensar que (I) implica (II), ya que una funcién continua
en un punto no debe tener un salto en dicho punto, mientras que es posible encontrar
funciones que no tengan salto en un punto, pero que no sean continuas en €l, pues bas-
tard con considerar una funcién que presente una discontinuidad evitable, lo cual cons-
tituye un ejemplo de una funcién que verifica (II), pero no (I). A continuacion lo vere-
mos con mas detalle.
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Supongamos que f verifica la condicion (I). Entonces, por definicion:
Ve >0,35>0/[h| < 8= |f(x+h)—f(x)|<e/2.

Asi pues, dados € > 0 y h tal que |h| < §, sumando y restando la expresion f(x), y
aplicando la desigualdad triangular, podemos establecer la acotacion:

|f(x+h)—f(x —h)| =|f(x +h) = f(x) +F(x) - f(x —h)| < |f(x + h) = F(x)| +|f(x) - F(x —h)

de donde, teniendo en cuenta lo dicho antes, se sigue:
|f(x +h)—f(x —h)|<|f(x +h) - f(x)| +|f(x) - f(x —h)| <e/2+e/2 =k,
de modo que hemos probado que se satisface que:
Ve >0,35>0/h|<8=|f(x+h)—f(x—h)|<e,
lo cual es equivalente a decir que la igualdad (II) es cierta.
Asi pues, hemos probado que (I) implica (II), lo que da respuesta al enunciado del

apartado a).

Para responder al apartado b), teniendo en cuenta el comentario anterior, podemos
considerar, por ejemplo, la funcion:

£(x) xsix#1
X)= ,
O0six=1

en el punto x = 1.
Como podemos comprobar, en este caso, tenemos:

£i£r(}|f(x +h)—f(x—h)|= }‘ig(}|f(1 +h)—f(1-h)|= }g&p +h—(1-h)|= }liirg|2h| =0,

lo que significa que, en efecto, f cumple (II) para x = 1, pero:

Ligyf(x +h)—f(x)|= }li£13|f(1 +h)—-f(1)| = mp +h-0[=1=20,

y, por tanto, f no cumple (I).

(Examen de Universidad)
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Problema 3.28

Sea f'una funcion real continua en el intervalo I, y sean xj, X2, ..., Xn puntos cualesquie-
ra de I. Demuestra que existe un punto c, interior a I, tal que:

fx)+f(x )+ +1(x,)

f(c)=

Puesto que el conjunto {Xi, X2,..., Xn} es finito, podemos elegir dos puntos de este
conjunto, digamos Xm y X, tales que:

f(Xm) = min {f(x1), f(x2),..., f(xn)} v f(xm) = max {f(x1), f(x2),..., f(xn)}.

Entonces, para cualquier valor de i comprendido entre 1 y n, se verifica f(xm) < f(xi) y
f(xm) > f(xi), por lo que, sumando miembro a miembro estas desigualdades, variando i
desde 1 hasta n, resulta:

DRICE NICHID RICHES HIEHD

Ahora, teniendo en cuenta que los términos presentes en el sumatorio del primer
miembro de cada desigualdad no dependen de i, es claro que estos sumatorios expresan
la suma de la misma cantidad n veces, por lo que las relaciones anteriores se pueden
escribir como:

nf(x,) < Y f(x,), nf(x,) 2D f(x,),
i=l i1
que podemos expresar encadenadas, resultando:

nf(x,,)< if(xi) <nf(xy).

i=1

Dividiendo por n cada miembro de esta cadena de desigualdades y simplificando,
se sigue:

S f(x,) i)
nf(x,) o 5 < Mfxy) & f(x,)<E——<f(xy),
n n n n

que es equivalente a:

f(X )S f(X1)+f(X2)+"'+f(Xn)

<f(xy),
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expresion que permite ver el cociente:

f(x)+f(x,)+---+1f(x,)
n

como un valor comprendido entre f(xm) y f(xm).

Ahora bien, puesto que la funcion f es continua en I, y los puntos Xm y Xm estan en
este intervalo, como consecuencia del teorema de Bolzano, sabemos que f alcanza
todos los valores comprendidos entre f(xm) y f(xm), lo que se traduce en que existe un
punto de I, digamos c, tal que:

f(c)= f(X1)+f(X2)+"'+f(Xn) ,

que es lo que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.29
Si 0 <x <y <mn/2, demuestra que (y —x)cosy < seny — senx < (y — X)cosx.

Dados x e y en las condiciones del enunciado, es claro que la funcion f{(t) = sent es-
ta en las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [x,y], por lo que sabemos
que existe un punto en el intervalo (x,y), digamos c, tal que f(y) — f(x) = £(¢)-(y — x),
esto es, tal que seny — senx = cosc*(y — X), ¥, trasponiendo, resulta que ¢ cumple:

seny —senx
y—X

COSC =

Por otro lado, como es sabido, la funcion coseno es decreciente en el intervalo
(0,m/2), asi que debe satisfacerse la relacion cosy < cosc < cosx, de donde, sustituyendo
la igualdad anterior, se sigue:

seny —senx
COSy < ————— < COSX,

y—X

y, multiplicando por y — x y simplificando, llegamos finalmente a:
(y—x)cosy< seny—sean (y—x)cosx &

(y—x)cosy<seny—senx <(y—x)cosx,
que es precisamente la relacién que pretendiamos probar, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.30
Calcula la siguiente suma:
S = Cha + Ch(a + b) + Ch(a + 2b) + Ch(a + 3b) +++ Chfa + (n— 1)b].

Como es sabido, el coseno hiperbolico esta definido, para todo real x, mediante la
expresion:

X

Chxzi,
2

por lo que, a partir de ella, podemos escribir la suma dada en el enunciado como:

ea + e—a ea+b + e—(a+b) ea-%—Zb + e—(a+2b) ea+3b + e—(a+3b) ea+(n—1)b + e—[a+(n—1)b]
= + + + oot
2 2 2 2 2

S

Extrayendo 1/2 como factor comun, y reorganizando los sumandos, tenemos:

1 _ e _ _
S:E ea_|_ea+b_i_ea+2b+ea+3b_i__“_,’_ea-ﬁ—(n 1)b+e a+e (a+b)_,’_e (a+2b)+e (a+3b)+“.+e

PGl PG2

—[a+(n-1)b]
s

expresion que, como podemos ver, incluye dentro del paréntesis la suma de los prime-
ros términos de dos progresiones geométricas, denotadas por PG1 y PG2, siendo PGl
la progresién geométrica de primer término e? y razén e°, y PG2 la progresién geomé-
trica de primer término e*y razén ¢°.

Aplicando, pues, la conocida férmula que permite sumar los primeros términos de
una progresion geométrica, resulta:

atnb _ a e—(a+nb) _ e—a

y, extrayendo e como factor comiin en el primer cociente y ¢ en el segundo, llegamos a:

1 . enb _eo » e—nb _eO
€ +e€

2 e’ —¢’ e —¢’

Ahora bien, como pretendemos encontrar una expresion mas «compacta» de S,
mediante la introduccion de funciones hiperbodlicas, necesitamos «nivelar» las expre-
siones de cada cociente, a fin de que aparezcan las exponenciales de los mismos nu-
meros, pero alternando los signos, objetivo que podemos lograr hallando la media
aritmética de los exponentes de las potencias situadas en los mismos numeradores y
en los mismos denominadores, escribiendo las exponenciales cuyos exponentes son
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las correspondientes medias aritméticas como factores comunes, y «compensando»
las que queden dentro de los paréntesis, como vemos a continuacion:

mb (mb _nb _nb /0 mb b
e2|e2 —e 2 e 2|e 2 —g2
a —a

1
=5 v s oy ° T 5/ b o
eZ eZ —e 2 e 2 e 2 _eZ

Aclaremos esto: en el numerador del primer cociente hemos dejado fuera del pa-
réntesis la exponencial de exponente nb/2, que hemos calculado como la media aritmé-
tica de los exponentes de las potencias situadas en el numerador del primer cociente,
que eran nb y 0; de la misma manera, el exponente del factor comun del denominador
del primer cociente, que es b/2, se ha obtenido haciendo la media aritmética de los
exponentes correspondientes, que eran b y 0; con el segundo cociente se ha procedido
de igual manera.

Ahora, aplicando las propiedades de las potencias, dividiendo los dos numeradores
y los dos denominadores por 2, y teniendo en cuenta la expresion que define el seno

hiperbolico, dada, para todo x real, por:

X —X

e —e
Shx =——,
2
la anterior expresion de S nos lleva a:
nb nb nb nb
Wb 3 T2 b a2
gl g eizer ey et |
b b b b
2 o2 ¢ e
wo b b b
eZ —e 2 e 2 _62
1 aJr(n—])b 2 ,a,("_l)b 2
S=—|e 2 - —+e 2 | &
2 o2 e
2 2
nb nb
1 ar(n-Db Sh(zj _a_(n=Db Sh(_zj
=2 T Tyt T e
Sh| — Sh| ——
2 2

Por otra parte, al ser el seno hiperbdlico una funcidén impar (esto es, para todo real
x, se cumple la igualdad Sh(—x) = —Sh(x), como es facil de comprobar a partir de de su
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definicion), podemos «extraer» el signo de los senos hiperbolicos del segundo cociente,
y cancelar el del numerador con el del denominador, resultando:

(n-1)b Sh(nbj (n-1)b _Sh(nbj
1| asl2R 2 ) —toR 2
S=—]e 2 -——F+e 2

2 Sh (b) —Sh(bj
2 2
b b
(n=1)b Sh(nj (n-1)b Sh(nj
a+72 2 i 2
e * —b + e : —b .
Sh (J Sh(j
2 2

Finalmente, extrayendo factores comunes y teniendo presente la definicion del co-
seno hiperbodlico, obtenemos:

=4

S==
2

nb

Sh(zjl RCE IS

Sz—b-—e 2 e 2 |=
Sh(j 2

2

(3] "
S:—b~Ch(a+ (n 5 ) j
Sh(j
2
expresion que, aun no siendo demasiado simple, es lo suficientemente compacta como

para considerarla una buena respuesta al problema planteado.

(Examen de Universidad)

Problema 3.31
Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion > R — R definida por:
fix) = max{x>,1/x}.
Si representamos las funciones fi(x) = x> y f»(x) = 1/x en un mismo sistema de re-
ferencia, como vemos en el grafico de la izquierda, es sencillo observar que la grafica

de f ha de ser la que resulta de seleccionar, en cada tramo, la grafica que esté por enci-
ma, que podemos ver en el grafico de la derecha, lo que, a su vez, permite escribir f
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como una funcidn a trozos, teniendo en cuenta la abscisa del punto en que se cortan las
graficas de f1 y £, que es x = 1, como es muy facil de comprobar.

Asi pues, la expresion de f como funcion a trozos es:

x* si x € (—o0,0]U[l,+oo)

f(x) =
() 1 si xe (0,1)
X

A partir de la grafica (de manera intuitiva) y de la definicién de f como funcién a
trozos (de manera mas rigurosa), es claro que f es continua en toda la recta real, salvo
en x = 0, donde presenta una discontinuidad de salto infinito, con continuidad lateral
por la izquierda, ya que se cumplen las condiciones:

. . 2
lim f(x) = th x"=0 lim f(x) = liml =1

x>0 -0 x—1" x—1" X
limf(x)=liml=+oo, limf(x)=limx* =1.
x—0" x—0" X x—>1* x—l*
f(0)=0 f(l)=1

En cuanto al estudio de la derivabilidad, podemos decir que, como es claro, cada
funcidn parcial es derivable en el interior de su correspondiente subdominio (siendo,
por tanto, f derivable en estos conjuntos), mientras que f no es derivable en los pun-
tos de nexo; no lo es en x = 0, porque no es continua en este punto (recordemos que
si una funcién es derivable en un punto, entonces, ha de ser continua en dicho punto,
por lo que, de no ser continua, resulta imposible que sea derivable), y tampoco en x = 1,
ya que la grafica revela la presencia de un «pico» en esta abscisa, si bien esta es
una cuestion que hemos de probar con mas rigor, como haremos a continuacion,
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estudiando el comportamiento en x = 1 de la derivada a trozos de f, que es la funcion
dada por:

2x si x € (—o0,0) U (1,40)

f'(x)=
(x) —Lz si xe (0,1)
X

En efecto, considerando los limites laterales de esta funcion en el punto x = 1, po-
demos ver que no coinciden, pues:

limf'(x) = lim—i2 =-1,
x—=1" X

x—1"

limf'(x)=1lim2x =2,
x—l*

x—1"
lo que deja patente que la derivada a trozos de f no puede extenderse a x = 1, y, en
consecuencia, f no es derivable en este punto, como habiamos adelantado.
Con todo lo dicho, recapitulando, podemos afirmar que f es continua en toda la
recta real, salvo en x = 0, y que es derivable en toda la recta real, salvo en los puntos
x =0, x =1, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.32

Dada la funcion:
f(x)=——,
Inx

se pide:

a) Represéntala.

b) Halla, segun los valores del numero real a, el numero de soluciones de la ecuacion
x—alnx = 0.

Apartado a)

En primer lugar, es claro que el dominio de f es:

Dom(f) = (0,1) U (1, +e0) ,

donde, ademas de estar definida, f es derivable.
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En cuanto a los valores a los que tiende la funcién en los puntos de frontera de
Dom(f), podemos decir que se verifican las igualdades:

lim f(x) = hmlzizo,
x—0" x-0" Inx —oo
lim f(x) = llmiz—oo,

x—l x=1I" ln X

lim f(x) = th=+o<>,

xol* x=I" lnx
. . X 1 .
lim f(x)=lim — = i 1 — = lim X =400,
X—>+o0 x>+ Inx T 4o | X—>+oo
L'H —
X

lo que nos permite asegurar, en particular, que f tiene una asintota vertical en la recta
de ecuacion x = 1, y que no tiene asintota horizontal. Ademas:

f(x)=1 F'd N B

lim —= =—=
X—>+o0 X—>+o0 }(11’1 X x=telpx oo

por lo que f tampoco tiene asintota oblicua.

Por otro lado, al no estar definida para x = 0, es obvio que f no tiene punto de corte
con el eje OY, mientras que la ecuacion f(x) = 0 solo arroja la soluciéon x = 0, por lo
que tampoco corta al eje OX.

Estudiemos ahora la derivada de f, a fin de determinar los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento, y localizar los posibles extremos.

Derivando y simplificando, tenemos:

lnx—x~;_lnx_1

f(x) = -
) (lnx)2 (lnx)2

e, igualando a cero, obtenemos:

Inx-1

f'x)=0& =0 hx-1=0hx=l<x=¢,

Inx)

lo que se traduce en que f tiene un Uinico punto critico, en x =e.
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Derivando por segunda vez y operando, tenemos:

! (tnx)? ~(Inx—1)-21nx. L (23} =(nx=1):2Inx
£'(x)== 4 %= X 3 <
Inx Inx
(Inx) (Inx)

£7(x) (Inx)’ —(Inx-1)-2Inx (Inx-2Inx+2)JaX 2-Inx
X)= = =

x(lnx)4 x(lnx)ﬁn& x(lnx)3 ’

y, evaluando esta funcion en el punto critico, resulta:

por lo que f tiene un minimo relativo en x = e, donde toma el valor f(e) = e/lne =e.
Por otro lado, igualando a cero la segunda derivada, nos encontramos con:

2—Inx
b

lo que indica que x = €* es un posible punto de inflexion, que, de hecho, lo es, pues,
como podemos comprobar sin mas que sustituir por un punto de cada intervalo, se
cumple que la segunda derivada es positiva en el intervalo (1,e?), mientras que es nega-
tiva en (0,1) y en (e2,+o0). Ademas, el valor de la funcion en el punto de inflexion es
f(e?) = e*/Ine” = ¢%/2.

Con todo lo dicho, ya podemos hacer un esbozo de la grafica de f, que queda como
vemos a continuacion:

f'x)=0s =0o2-hx=0hx=2ex=¢,

(e2,e%2)

(e.€)
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Apartado b)

Trasponiendo términos en la ecuacioén dada en el enunciado, tenemos:
X
x—alnx=0<:>x=a1nx<:>1—=a<:>f(x)=a,
nx

de manera que el nimero de soluciones de la ecuacioén dada coincide con el nimero de
veces que la funcion f corta a la funcion constante g(x) = a, que podemos calcular sin
dificultad a partir de la grafica construida en el apartado anterior. Como podemos ver,
tenemos los siguientes resultados: si a < 0, entonces, existe un unico punto de corte,
por lo que existe una unica solucion de la ecuacion, que pertenece al intervalo (0,1); si
0 <a<e, entonces, la ecuacion no tiene solucion, ya que las graficas de estas funciones
no se cortan; si a = e, entonces, la ecuacion tiene una Unica solucion, x = e, que es do-
ble, ya que la recta y = e es tangente a f en el punto de abscisa x = e, por alcanzarse en
este punto el minimo relativo; por ultimo, si a > e, entonces, la ecuacion tiene dos solu-
ciones distintas, una en el intervalo (1,e) y otra en la semirrecta (e, +o).

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1977)

Problema 3.33

Estudia el crecimiento, el decrecimiento, los extremos relativos y la curvatura de una
funcion desconocida, f, sabiendo que la grdfica de su derivada, f°, es la que se muestra
a continuacion:

0 \i/ 4 5
14

Como podemos ver en la grafica, la derivada de f corta al eje OX en los puntos de
abscisa x =3, x = 1 y x = 3, lo que significa que f* se anula en estas abscisas, y, por
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tanto, los puntos criticos de f se sitian en estos valores de x. Como, ademas, la deriva-
da de f toma valores negativos en la semirrecta (—o0,—3) y en el intervalo (1,3), mientras
que toma valores positivos en el intervalo (—3,1) y en la semirrecta (3,+), podemos
asegurar que f es estrictamente creciente en (—3,1)U(3,+0), y estrictamente decreciente
en (—0,-3)U(1,3), lo que implica, a su vez, que f posee dos minimos relativos, en las
abscisas X = -3 y x = 3, y un maximo relativo, en la abscisa x = 1.

En cuanto a la curvatura, debido la controversia que suele haber entre los distintos
manuales, y entre el profesorado, sobre qué se entiende por concavidad y qué por con-
vexidad, aclararemos, informalmente, que entendemos por «convexidad» la situacion
en que la grafica de la funcion se sitlia por encima de su tangente, quedando con ello
claro, asimismo, el significado de la «concavidad». Dicho esto, pasemos a estudiar la
curvatura de f, a partir de la grafica de f".

En primer lugar, observemos que la grafica de f* es continua y no presenta ningin
«picoy, por lo que podemos asegurar que f es derivable en todo su dominio (toda la
recta real), es decir, podemos hablar de la derivada de f, que, obviamente, es la segun-
da derivada de f, f°.

Ahora, como f* es estrictamente creciente en (—o0,—2) y en (2,+0), su derivada, *’,
debe ser positiva en los puntos pertenecientes a alguna de estas dos semirrectas, lo que
se traduce en que f es convexa en ambos conjuntos. Razonando de la misma manera,
tenemos que, al ser f” estrictamente decreciente en (-2,2), f*’ es negativa en los puntos
de este intervalo, por lo que f es concava en dicho intervalo. Por su parte, en los extre-
mos de f°, de abscisas x = -2 y x = 2, la funcién f pasa de ser convexa a codncava, o de
ser concava a convexa, lo cual se traduce en que f tiene un punto de inflexion en cada
una de estas abscisas.

(Adaptado de examen de Universidad)

Problema 3.34

Sea funa funcion real de variable real que cumple:
1) fix +y) = f(x)f(y), para cualesquiera numeros reales x e y.

2 limi® =1y

x—0 X

a) Prueba que f es derivable en todo punto de la recta real.
b) Encuentra la expresion explicita de f(x).

Resolveremos los dos apartados conjuntamente.

Sea x un niimero real cualquiera. Para ver que f es derivable en x, segin la defini-
cion de la derivada de una funcion en un punto, hemos de demostrar que existe y es
finito el limite:

h—0

Fi(x)= ﬁmw _
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Pero, aplicando la propiedad 1) dada en el enunciado, extrayendo factor comin, y
aplicando la propiedad 2), resulta:

i LD =100 £00-Fl) —f00 _, FEO(ER) =)

h—0 h h—0 h h—0 h
f(h) -1
h

= £(x)lim =f(x)-1=f(x),

lo que prueba, no solo que la funcion f es derivable, sino que, ademads, su derivada
coincide con ella misma. Por tanto, solo caben dos posibilidades: f(x) = ¢* o f(x) =0 (la
funcion idénticamente nula), pues, como es sabido, no existe ninguna otra funcioén que
permanezca invariable al derivarse y que, ademas, cumpla la condicion 1) del enuncia-
do. Sin embargo, el ultimo caso no puede darse, pues si fuera f(x) = 0, resultaria:
1imf(x) 1 =lim0 1_-1

— =00
x—0 X x=0  x 0

B

lo que contradice la condicion 2). Asi pues, la tinica funcién que cumple las dos pro-
piedades dadas en el enunciado es f(x) = €*, y ya tenemos su expresion explicita.

(Oposiciones de Secundaria, 2010)

Problema 3.35

Encuentra todas las funciones f: (0,4o0) — (0,400) que cumplan las dos condiciones
siguientes:

a) f(xf(y)) =yf(x),Vx,y>0.
b) lim f(x)=0.

X—>+eo

Sea f una tal funcion. Entonces, en primer lugar, podemos observar que, por la
primera condicioén dada en el enunciado, f(y) > 0, para todo y positivo, por lo que tiene
sentido evaluar la funcion f en el punto xf(y), ya que se cumple xf(y) > 0, siempre que
X ey sean positivos, lo que permite considerar la propiedad expresada en a).

Ahora, puesto que no tenemos ningun dato sobre las caracteristicas de las funcio-
nes que verifican estas propiedades, la tnica forma de proceder que tenemos pasa por
dar valores concretos a las variables x e y, a fin de encontrar algun resultado que nos
pueda servir para caracterizar estas funciones de una manera mas operativa.

Con esta idea, podemos ver que, si tomamos X =y, entonces, por la propiedad a),
resulta f(xf(x)) = xf(x), lo cual se traduce en que xf(x) es un punto fijo, pues se trans-
forma en si mismo mediante la accion de f.

Por otro lado, podemos demostrar que f es inyectiva, pues si se cumple f(x) = f(y),
entonces, sustituyendo f(y) por f(x) en la igualdad que expresa la propiedad a), leida
de derecha a izquierda, tenemos yf(x) = f(xf(y)) = f(xf(x)), y, como f(xf(x)) = xf(x),
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sustituyendo, llegamos a yf(x) = xf(x), de donde, cancelando f(x) (tengamos en cuen-
ta que f(x) es estrictamente positivo, por lo que no es nulo y, por tanto, podemos
cancelarlo), se sigue y = x. De este modo, hemos visto que la suposicion f(x) = f(y)
nos lleva a que necesariamente ha de ser x =y, lo cual significa que f es inyectiva.

Ahora, si particularizamos aun mas, haciendo x =y = 1, la propiedad a) se trans-
forma en la igualdad f(f(1)) = f(1), que, por ser f inyectiva, nos lleva a f(1) = 1, igual-
dad que muestra que 1 es un punto fijo de f. Supongamos por un momento que este es
el unico punto fijo de f (jhe aqui una idea feliz!). Si fuera asi, como xf(x) es un punto
fijo, habria de ser xf(x) = 1, y, despejando, obtendriamos que la funcion f(x) = 1/x es la
unica que satisface las condiciones del enunciado (observemos que también cumple la
propiedad b)), lo que cerraria el problema.

De este modo, el problema queda reducido a demostrar que el unico punto fijo de f
es 1, lo cual haremos por reduccion al absurdo, suponiendo que existe un nimero posi-
tivo, digamos p, p # 1, tal que f(p) = p, y viendo que esta suposicion nos lleva necesa-
riamente a una contradiccion.

En efecto, tomando x =y = p, la propiedad a) se transforma en f(pf(p)) = pf(p), v,
al ser p un punto fijo de f, sustituyendo f(p) por p, llegamos a f(p-p) =p-p, es decir,
f(p?) = p% lo que muestra que p* también es un punto fijo de f. De este modo, hemos
demostrado que si p es un punto fijo distinto de la unidad, entonces su cuadrado tam-
bién lo es. Aplicando este resultado a p? (que es distinto de uno, al serlo p), resulta que
p* (el cuadrado de p?) también es un punto fijo, por lo que también ha de serlo p® (que
es su cuadrado), y también p'® (el cuadrado de p®) y asi, sucesivamente, todas las po-
tencias de p cuyo exponente sea de la forma 2%, con k natural. Dicho de otro modo,
para todo k natural, se verifica la igualdad:

o) =r"

Ahora bien, como p es distinto de la unidad, existen dos posibilidades, que estudia-
remos por separado: p>1op<1.

Sip > 1, entonces, tomando limite cuando k tiende a infinito en la tltima igualdad,
resulta:

lim f (p” ) = lim p* =+,

k—eo k—o0

lo que contradice la condicion b), luego no es posible que sea p > 1.
Si, por el contrario, p < 1, haciendo x = 1/p, y = p, la condicién a), leida de derecha

a izquierda, se convierte en:
1 1
pf (—j =f [— f(p)] ;
p p

y, al ser p un punto fijo, sustituyendo f(p) por p en el segundo miembro, se sigue:

e
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que, simplificando, teniendo en cuenta que f(1) = 1, y trasponiendo, nos lleva a:

pf(llzf i./pf @pf(llzf(l)@pf{ljzlﬁf(lle,
p ¥ p p p) p
lo que prueba que 1/p también es un punto fijo (distinto de la unidad, al serlo p), y,
aplicando el resultado antes obtenido, podemos afirmar que todas las potencias de 1/p

cuyo exponente sea de la forma 2¥, con k natural, son puntos fijos de f. Es decir, para
todo k natural, se verifica:

que podemos escribir como:

que, como antes, contradice la condicion b), luego tampoco puede ser p < 1.
Asi pues, con todo lo dicho, queda probado, por reduccién al absurdo, que 1 es el
unico punto fijo de f, lo que, como ya comentamos, concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1996, y Olimpiadas Matematicas)

Problema 3.36

Determina las funciones reales f, definidas en toda la recta real, salvo, quizd, en un
punto, y derivables en todo su dominio, que satisfacen la ecuacion funcional:

f(";y}[f(x>+f<y)]=2f<x>f(y>,

para todo par de numeros reales x e y donde la ecuacion tenga sentido, siendo, ade-
mas, f(x) # 0, para todo x real donde f esté definida.

Sea f una funcion que verifica las condiciones del enunciado. Entonces, puesto que
f es derivable en todos los puntos de su dominio, podemos calcular la derivada de f
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respecto de x, esto es, considerar el nimero y como un valor fijo dado, y derivar la
funcion de x resultante. De este modo, tenemos:

1

Ef(";yj[f(x)ﬁ(y)]w( . j () =2 (O ()

De la misma manera, podemos considerar x como un valor fijo, y derivar la fun-
cion de y correspondiente, resultando:

1

Ef("zyj[f(th(y)]w( . j (y) = 20 () (y) -

Restando miembro a miembro ambas igualdades y simplificando, se sigue:
f[" = yj (OF f( j () =2£ () =2 () »
de donde, extrayendo factores comunes, llegamos a:
f( = y][f 0= 0] =2[F O W~ FF )]

Multiplicando ambos miembros por el factor f(x) + f(y), obtenemos la igualdad:

[f<x)+f<y)]f[”y][f'(x)—f'(y)]=2[f'(x>f(y>—f(x)f'(y>][f<x)+f(y>],

que, teniendo presente la ecuacion dada en el enunciado, puede escribirse como:

20()F(Y)IF'(x) = £ (y)] = 2[f () (y) = FOF () ][ (x) + £ ()] -

Operando y simplificando, resulta:

LB — EOEATT) = BT +E ORI ~FOF ()~ FIBRET)

) = FOF M) & P[] = M[EC]
y, al ser f(x) # 0 y f(y) # 0 (seglin el enunciado), podemos trasponer factores, quedando:

f _ f)
[f] [fo]
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Ahora bien, como X e y son nimeros cualesquiera del dominio de f, esta Gltima
igualdad pone de manifiesto que la funcién que a cada niimero real x, perteneciente al
dominio de f, le asocia el valor:

£1(x)
[f(x)]

es constante, ya que siempre vale lo mismo, independientemente de cual sea el punto en
el que se evalte, y, en consecuencia, debe existir un nimero real, digamos K, tal que:

para todo x perteneciente al dominio de f.

Integrando ambos miembros, teniendo en cuenta que en el numerador del cociente
del primer miembro estd presente la derivada de la funcion que aparece elevada al cua-
drado en el denominador, tenemos:

I P g = [Kdx & - =Kx+C,
[f(x)] fx)

siendo C una constante (la constante de integracion), de donde, despejando, llegamos a
la expresion buscada de f, resultando ser:

1
Kx+C’

f(x)=—

Para terminar, solo falta comprobar que, efectivamente, la funcion f asi definida
cumple las condiciones del enunciado, para cualesquiera constantes reales K y C no
simultaneamente nulas (si lo fueran, el cociente no tendria sentido), como veremos a
continuacion.

En primer lugar, si K =0 (en cuyo caso debe ser C # 0), entonces, resulta que f se
convierte en una funcion constante no nula, que claramente estd definida en toda la
recta real, es derivable en todo su dominio, y satisface la ecuacién dada en el enuncia-
do, puesto que, denotando f(x) = —1/C = A, la ecuacion se transforma en la igualdad
A(A + A)=2AA, que obviamente es cierta, para todo valor de A, o lo que es 1o mismo,
para todo valor no nulo de C. Si, por el contrario, K # 0, entonces, para cualquier valor
real de C, es evidente que f estd definida en toda la recta real, salvo en x =—-C/K, y, por
tanto, f esta definida en toda la recta real, salvo en un punto, como se pide en el enun-
ciado; ademas, f es derivable en todo su dominio y no se anula en ningtn punto, como
también resulta evidente. En cuanto a la ecuacidn, se trata de demostrar que se cumple:

e e
KXY, ol Kx+C Ky+C Kx+C)| Ky+C)’
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para cualesquiera dos nimeros reales x e y que hagan que esta expresion tenga sentido
(es decir, distintos de —C/K, y tales que x + y # —2C/K), lo cual podemos constatar,
operando y simplificando, como sigue:

i e e e e
KX;y+C Kx+C Ky+C Kx+C Ky+C

1 1 1 1 1
+ = : &
KX+Ky+C(Kx+C Ky+Cj Kx+C Ky+C

2
1 Ky+C+Kx+C _ 2
Kx+Ky+2C (Kx+C)(Ky+C) (Kx+C)Ky+C)

2

Z 'W: 4 ol
Kx+Ky+IC (Kx+0) (Ky+C)  (Kx+C) (Ky+C)

que es una igualdad trivialmente cierta, lo que se traduce en que, como pretendiamos
probar, fverifica la ecuacion dada en el enunciado, lo que cierra el problema.

(Examen de Universidad)

Problema 3.37

Calcula el limite:

hm—J. (1+sen2t)”dt.

x—0 x

Como podemos ver, se trata de una indeterminacion, pues, si sustituimos x por el
valor al que tiende, esto es, si hacemos x = 0, resulta:

I(1+sen2t)l/‘dt—l 0=
0 0

Abhora bien, escribiendo el limite como:

J (1+sen2t)"" dt

hm—J. (1+sen2t)/'dt = lim ,
x—0 x X
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es claro que, en virtud del Primer Teorema Fundamental del Céalculo, estamos en las
hipotesis de la regla de L "Hopital, por lo que, aplicandola en combinacion con la regla
de Barrow, tenemos:

dU- (1+sen2t)”! dt]
dx (Jo I/x

0 = 1irr(}(1 +sen2x)’",

Jim— J (1+sen2t)/'dt = lim
0 X

x—0 x

resultando una indeterminacion «del nimero e». Para resolverla, tendremos en cuenta
que, como es sabido, senx y x son infinitésimos equivalentes cuando x tiende a cero, es
decir, se satisface la igualdad:

senXx

lim

x=0  x

1,

y, en consecuencia, también:

sen2x

x=0  2x

la cual nos permite escribir:

lim(1 +sen 2x) = lim(1 + 2x)7*,

y, operando:

1iné(l+sen2x)l/" =1in3(1+2x)1/" =lim 1++ =lim| | 1+— =e?,

2x 2x

y ya tenemos calculado el limite pedido:

Jim—- J. (1+sen2t)/'dt =¢>.
0

x—0 x

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.38
Calcula el limite:

1 x? cos(3x) 5

11m—2 e_t dt.
x=0 x 0

Se trata de un problema similar al anterior, por lo que lo resolveremos siguiendo
los mismos pasos, ya que, como vemos, estamos ante otra indeterminacion del tipo 0/0,
pues al sustituir x por el valor al que tiende, esto es, por cero, resulta:

0*cos(3:0) o
%J‘ e dtzlj e dtzl-Ozg.
0" Jo 0Jo 0 0

Para simplificar la escritura, denotaremos por L el limite pedido. Procediendo co-
mo en el problema anterior, reescribimos la expresion cuyo limite pretendemos calcular
en forma de cociente, y aplicamos la regla de L’Hopital (estamos en las hipotesis ade-
cuadas, por el Primer Teorema Fundamental del Calculo) en combinacién con la regla

x? cos(3x)

de Barrow, resultando:
x> cos(3x) d J.XZ cos(3x) 2
- — e dt
. e A J‘ € dt dX [ 0
L=lim— e dt=lim

: 0 5 =lim =
x=0 x 0 x—0 X x—0 2X

e s [y cos(3x) = 3x2 sen (3x
L=1Ilim [ > : )J

x—0 2X
de donde, extrayendo x como factor comiin en el numerador, y simplificando, se sigue:

2

Lt g ¥ cosGF }([2 cos(3x)—3x sen(3x)]

x—0 2}( ’

y, finalmente, tomando limite, y operando, llegamos a:

7[02-005(340)]2 2 30 _3() 30 0 21—0
e [005(2) sen(3-0)]_ ¢'( - )1,

(Examen de Universidad)
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Problema 3.39

Estudia el crecimiento, decrecimiento y los extremos relativos de la siguiente funcion:

D2 5t 44
f(x)=j Loothay,,
0 2+e

Como es evidente, se trata de derivar la funcién, igualar su derivada a cero, y re-
solver la ecuacion resultante, cuyas soluciones serdn los puntos criticos de la funcion,
para, posteriormente, estudiar el signo de la derivada en los correspondientes interva-
los. Ahora bien, puesto que f(x) es una funcién que depende de los limites de integra-
cion de otra, uno de los cuales es, a su vez, una funcion de x, para calcular f* hemos de
conjugar el Primer Teorema Fundamental del Calculo y la regla de la cadena (es claro
que estamos en las hipdtesis de ambos), resultando:

)T —5(x=1)* +4
A
2+e

Igualando a cero y resolviendo la ecuacion (que esta factorizada), tenemos:

02T =50 1) =1
[(X I)J 5(x2 1) +4-2(x—1)=0<:> X 2 |
2+ [(x=17] =5(x=1" +4=0

lo cual indica que x = 1 es un punto critico de f, mientras que los restantes se obtendran
de la ecuacion bicuadrada en x — 1, que resolvemos seguidamente, aplicando directa-
mente la formula que permite resolver la ecuacion de segundo, sin hacer ningiin cam-
bio de variable:

x-1)’ 5+25-16 5+3 {(x—lf=4%x—1=i2—>x=ﬁ+1—>x=—l;x=3
X — = = - .

2 2 x-1)=l-x-1=%l5>x=*+1+1->x=0;x=2

Por tanto, f tiene cinco puntos criticos, que dividen la recta real en seis tramos
(tengamos presente que, como es claro, el dominio de f se extiende a toda la recta real,
por lo que no hay que distinguir mas intervalos que los determinados por los puntos
criticos), en los que hemos de ver el signo de la derivada, para lo cual es suficiente con
sustituir un punto del tramo correspondiente en la expresion de {7, ddndose la situacion
que vemos a continuacion:

Signo de la derivada de f: Negativo Positivo Negativo Positivo Negativo Positivo

M ki

3 2 ] 2 3 i

Comportamiento de f: \ / \ / \ /
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Asi pues, f presenta maximos relativos en las abscisas x = 0 y x = 2; minimos rela-
tivos en las abscisas x = —1, x = 1 y x = 3; es creciente en (—1,0)U(1,2)U(3,+x) y es
decreciente en (—o0,—1)U(0,1)U(2,3).

(Examen de Universidad)

Problema 3.40

Sea funa funcion real de variable real derivable en toda la recta real, tal que f(0) = 0
v f(x) > 0, para todo x real. Sea F la funcion dada por:

F(x) = J: et

Estudia el crecimiento y los extremos locales de la funcion F.

Como en el problema anterior, se trata de derivar la funcion, igualar su derivada a
cero, resolver la ecuacion resultante, y determinar si sus soluciones, que son los puntos
criticos de la funcion, son maximos o minimos relativos de esta, estudiando para ello el
signo de la derivada en los distintos intervalos que se obtienen, lo que nos servira tam-
bién para establecer los intervalos en los que la funcion es creciente y en los que es
decreciente.

Asimismo, como en el problema anterior, tenemos una funcion que depende de los
limites de integracion de otra, por lo que habremos de servirnos del Primer Teorema
Fundamental del Calculo y de la regla de la cadena para hallar su derivada (claramente
estamos en las hipdtesis de ambos), resultando F’(x) = f(x* — 3x + 2):(2x — 3). Asi, al
igualar a cero, teniendo en cuenta que F’(x) es igual al producto de 2 factores, tenemos:

2
F,(x)zoﬁ{f(x —3x+2)=0
2x-3=0->x=1,5

Ahora bien, por las hipdtesis del enunciado, se verifica que f’(x) > 0, para todo
punto x de la recta real, lo que implica que la funcion f es estrictamente creciente, y, en
consecuencia, no puede haber dos puntos distintos con una misma imagen (esto es, f es
inyectiva). Por tanto, como, por el enunciado, f(0) es nulo y f(x> — 3x + 2) también lo
es cuando X es un punto critico, ambos argumentos deben ser necesariamente iguales,
lo que nos lleva a la ecuacion x> — 3x + 2 = 0, cuyas soluciones son x =1y x = 2.

De este modo, tenemos tres puntos criticos, que dividen la recta real en cuatro tra-
mos (como, segln el enunciado, la funcion f estd definida en toda la recta real, es claro
que F también lo esta, por lo que no hay que considerar mas tramos que los determina-
dos por los puntos criticos), en cada uno de los cuales hemos de estudiar el signo de F’,
algo que, como ya sabemos, podemos hacer, sencillamente, determinando el signo de
esta funcion en un punto de cada intervalo.
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Sin embargo, puesto que el signo de F’ depende del signo de f(x> — 3x + 2), cuyo
valor es desconocido, conviene tener en cuenta que, al ser f estrictamente creciente y
cumplirse f(0) = 0, resulta que f(x) es negativo solo si X es negativo, mientras que f(x)
es positivo unicamente para valores positivos de x. Dicho de otro modo, el signo de
f(x) coincide con el de x, y, en consecuencia, f(x> — 3x + 2) debe tener el mismo signo
que x> —3x + 2.

Elegimos ahora un punto de cada tramo, por ejemplo, los puntos x = 0, x = 1,2,
x = 1,7 y x = 3, pertenecientes, respectivamente, a (—o,1), (1,3/2), (3/2,2) y (2,+wx), que
son los tramos determinados por los puntos criticos, y, evaluando F’ en cada uno de
ellos, tenemos:

F'(0)=f(0’ =3:0+2)(2:0-3)=f(+2)(-3)<0
F'(1,2)=1((1,2)> =3-1,2+2)(2-1,2—3) = f(-0,16)(-0,6) > 0

<0 <0

F'(1L7)=£((1,7)> =3-1,7+2)(2-1,7=3) = £(=0,21)(+0,4) <0

<0 >0

FI3)=f(3 ~3-3+2)(2-3-3)=(12)(+3) >0

>0 >0

lo cual se traduce en que la funcion F es creciente en (1,3/2)U(2,+o0), decreciente en
(—0,1)U(3/2,2), y, por tanto, tiene un maximo relativo en la abscisa x = 3/2 y dos mi-
nimos relativos, uno en la abscisa x = 1, y otro en x = 2.

(Oposiciones de Secundaria, 2004, Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1971, y examen de Universidad)

Problema 3.41

Sea p un numero real y sea {fu}n>1 la sucesion de funciones dada por:
Jalx) = nPx(1 — x°)".

Determina los valores de p que hacen que la sucesion {fu}n =1 converja uniformemente
en el intervalo [0,1].

En primer lugar, estudiaremos el limite puntual de la sucesion de funciones en el
intervalo [0,1], para lo cual consideraremos fijado un ntimero x¢ perteneciente a dicho
intervalo, y veremos qué comportamiento tiene la sucesion numérica {fn(Xo)}n> 1, resul-
tante de evaluar cada una de las funciones que integran la sucesion en el citado punto
xo. Ahora, al estar X en el intervalo cerrado [0,1], caben tres posibilidades, que estudia-
remos por separado: que se dé la igualdad xo = 0, que sea xo = 1, 0 que X esté en el
interior del intervalo, esto es, que Xo esté estrictamente comprendido entre 0 y 1.

Si xo = 0, es evidente que fy(xo) = nP-0-(1 — 0%)" = 0, para todo natural n, y para to-
do real p.
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Si xo = 1, entonces, claramente fy(xo) = nP-1-(1 — 1?)" = 0, para cualquier natural n
y para cualquier real p.

Por tiltimo, si 0 < xo < 1, la sucesién numérica fu(xo) = nPxo(1 — Xo°)" es convergen-
te a cero, cuando n tiende a infinito, para cualquier valor de p, ya que, al ser 0 <xo <1,
también tenemos 0 < X¢*> < 1 y, en consecuencia, 0 < 1 — xo® < 1. De este modo, el fac-
tor (1 — xo°)" tiende a cero, cuando n tiende a infinito, al tratarse de una expresion ex-
ponencial de base positiva y menor que uno, mientras que los otros dos factores son Xo,
que es un valor constante comprendido entre 0 y 1, y nP, que tiende también a cero si
p<0,esigualal,sip=0,y tiende a infinito, si p > 0, pero lo hace «mas lento» que la
exponencial, al ser una expresion potencial, lo que se traduce en que, al tomar limite,
«ganay el factor exponencial, que tiende a cero. En realidad, esta ultima cuestion, que
hemos zanjado de manera algo informal, es una consecuencia directa de la aplicacion
reiterada de la regla de L Hopital, con el fin de resolver la indeterminacion resultante
en ese caso.

Con todo lo visto, podemos afirmar que la sucesion {f,}n > 1 es puntualmente con-
vergente en el intervalo [0,1] a la funcién idénticamente nula, que denotaremos por 6,
y, por tanto, de ser uniformemente convergente, ha de serlo también a esta funcion.

Ahora bien, por definicidon, sabemos que {f,},>1 es uniformemente convergente en
el intervalo [0,1] a la funcion 0 si, y solo si, se verifica la condicion:

Ve>0,dn,€ N/Vn2n,,

f,(x)-6|<e,Vxe[0,1],
la cual es equivalente a:

Ve>0,dn,€ N/Vn 2n,, sup |fn(x)| <Eg,
xe[0,1]

que, al ser fy(x) > 0, para todo x perteneciente al intervalo [0,1], y para todo natural n
(como es facil de comprobar), puede escribirse, prescindiendo del valor absoluto, como:

Ve>0,dn,e N/Vn2=n,, sup f, (x)<€.

xe[0.1]

Ahora bien, es claro que, para todo natural n, la funcion f, es continua en el compac-
to [0,1], lo cual implica, en virtud del teorema de Weierstrass, que f, alcanza el maximo
absoluto en el intervalo [0,1], lo que permite escribir la condicion anterior como:

Ve>0,3n, € N/VnZnO,rn[%)l(]fn(x)<8,

que claramente es equivalente a:

lim(maxfn(x)) -0.
n—eo \ xe[0,1]

Por otro lado, sucede que, para cada natural n, la funcion f, no solo es continua en
[0,1], sino que, ademas, es derivable (como es evidente), verificandose también las
condiciones f,(0) = fu(1) = 0 (ya lo hemos visto), por lo que, para cada n natural, la
funcion f, estd en las hipotesis del teorema de Rolle. Asi pues, aplicando este teorema,
podemos afirmar que, para cada n natural, existe un punto perteneciente al intervalo
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(0,1), digamos xu, tal que f;’(xa) = 0, que es precisamente el punto donde se alcanza el
maximo absoluto de la funcion f; en el intervalo [0,1], lo que, en particular, permite
transformar la condicion anterior en la siguiente:

limf, (x,)=0. @
Ahora, para calcular este punto, vamos a igualar a cero la derivada de la funcion f,
y a resolver la ecuacion resultante, cuyas soluciones son los puntos criticos de la fun-

cion, entre los cuales se encuentra el punto buscado.
Asi pues, derivamos la funcion f,,, operamos y extraemos factores comunes, resultando:

f',(x)=n" [(l—xz)n —2nx2(1—x2)n_l} =n" (l—x2 )n_l (l—x2 —2nx2) =N

n-1
f' (x)=n" (l—xz) [l—x2 (1+2n)]
Igualando a cero, obtenemos la ecuacion:
n-1
n"(l—xz) [l—x2 (1+2n):|:0 ,
formada por tres factores, uno de los cuales ha de ser nulo. El primero de ellos no lo es,
como es evidente, y, teniendo en cuenta que el punto X, que estamos buscando esta
estrictamente comprendido entre 0 y 1, es claro que tampoco el segundo factor puede
ser cero, luego la unica opcion posible es que sea nulo el tercer factor, resultando, por
tanto, la ecuacion:
1-x*(1+2n)=0,

cuya unica solucion positiva es:

1
X =

"1+ 2n

que es el punto buscado.
Sustituyendo este valor y la expresion de f, en (I), y operando, resulta:

f, — 0 uniformemente < limf,

1
— =0
n—e (\/1+2nj

limn? ! 1—( ! jzn:0<:>lim n (1— ! jn:0<:>
i>= 1+ 2n JVi+2n == J1+2n\  1+2n

1imn—p(2—n)n—0<:)1im n’ -lim( 2n T—o
n—e /1 +2n \1+2n n=e1+2n »~=\1+2n
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Como podemos ver, el primer miembro de la Gltima igualdad estd formado por el
producto de dos limites, que vamos a calcular por separado.
El célculo del limite:

p
lim
== 14 2n
se reduce, sencillamente, a comparar el grado del numerador (que es p) y el grado del
denominador (que es igual a 1/2), resultando:

1
Osip<—
P 2
lim L Lsip——
e fl+2n |2 2
sip> l
P 2
Por su parte, el limite:
. ( 2n )“
lim
n=e\1+42n

presenta una indeterminacion «del nimero e», que podemos resolver como se muestra
a continuacion:

1
(20 Y . (1+2nY" . (1 2n\" 1 S IR |
lim =lim =lim| —+— | =lim|| —+1 =e2=—.
no={142n) o=\ 2n ns=\2n  2n = 2n Je

Asi pues, el limite que pretendemos evaluar, que es igual al producto de estos dos,
resulta ser:

1
Osip<—
P 2

lim — [2‘1 jn— | Gip=1
e 1+ 2n 1+ 2n J2e 2’

si >l
p2

y, como la sucesion f,, es uniformemente convergente si, y solo si, este limite es nulo,
llegamos a la conclusion de que tal situacion se da tinicamente cuando p < 1/2, lo que
da respuesta al enunciado del problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1996, y examen de Universidad)
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Problema 3.42
Sea la sucesion de funciones:
f (x)=n(l-x)" senn—zX ,
paran > 1,y sea x, un punto perteneciente al intervalo [0,1] tal que:

f,(x,) = sup £, (x).

xe[0,1]

. L, X, T
a) Demuestra que x, se caracteriza por la expresion tg 5 =—(1-x,).

b) Deduce limx, =0, limnx, =1.

n—eo n—eo

¢) Calcula limf (x,).

Apartado a)

Como resulta evidente, para cada n > 1, la funcion f, es derivable, con derivada conti-
nua, en [0,1], y fu(0) = fu(1) = 0, mientras que fy(x) > 0, para todo x perteneciente al
intervalo abierto (0,1). Asi pues, para cada n > 1, la funcion f, esta en las hipotesis del
teorema de Weierstrass y del teorema de Rolle, por lo que podemos afirmar que, para
cada n > 1, existe un punto perteneciente a (0,1), que es precisamente el punto x, dado
en el enunciado, tal que:

fn(Xn) ZIII[%)li]fn(X) > f'n(xn) =0 °

En consecuencia, resulta que, por una parte, el enunciado del problema tiene senti-
do (pues existe el punto X, aludido), mientras que, por otra, para cada n > 1, X, es un
punto critico de la funcion f,, de manera que podemos caracterizarlo derivando esta
funcion e igualando a cero. Asi pues, derivando y extrayendo factores, tenemos:

f' (x)=-n’(1-x)"" senn—zX + gn(l -x)" cos%X &

X T X
f' (x)=n(1-%x)""|-nsen—+=(1-x)cos— |,
(X)) =n(l-x) [ > 2( ) 2}

y, puesto que x, # 1 (este punto estd en el intervalo abierto, como hemos visto), al igua-
lar a cero la derivada, obtenemos la ecuacion:

—nsenB+E(1—x)cosB= 0,
2 2
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de la que, trasponiendo términos, resulta:

X T X X T
nsen—=—(1—-x)cos— < tg—=— (1-Xx),
y TR mees e tem = (iox)

por lo que ya tenemos probado que x, verifica la condicién dada en el enunciado. Sin
embargo, para terminar de resolver este apartado, es necesario demostrar que X, es el
unico punto que verifica esta condicion, que es lo que veremos a continuacion.

Si consideramos, para cada n > 1, las funciones:

g =tg"". g,() = (1-x).

resulta evidente que g es continua y estrictamente creciente en (0,1), mientras que, para
cada n > 1, g, es continua y estrictamente decreciente en este mismo intervalo, cum-
pliéndose, ademas, las condiciones:

g(0)=0

lim g(x) = lim tgn—zx = oo

x—1" x—1"

g,(0)="->0
2n

b b

g,(1)=0

lo cual se traduce en que, para cada n > 1, las funciones g y g, se cortan en un unico
punto, que claramente ha de ser X,, y ya tenemos probado que este punto es el unico
que verifica la condicioén dada en el enunciado, lo que concluye el apartado.

Apartado b)

La palabra «deduce» es bastante explicita: se trata de calcular los limites indicados,
empleando para ello la igualdad probada en el apartado anterior. Asi pues, tomando
limite en ambos miembros, tenemos:

X

lim tg =2 = lim——(1-x, ) =0,

n—eo 2 n—oe 21

puesto que m/2n tiende a cero, mientras que 1 — x, es un valor acotado entre 0 y 1 (ten-
gamos presente que al tender a cero uno de los factores, el limite debe ser cero, salvo
que se produzca la indeterminacion «cero por infinito», algo que no puede ocurrir en
este caso, ya que el otro factor estd comprendido entre 0 y 1), lo cual, teniendo en cuen-
ta el intervalo que estamos considerando, solo es posible si el argumento de la tangente
tiende a cero, esto es, si:

de donde se desprende:

limx, =0,

n—eo
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y ya tenemos calculado el primero de los limites.
Para calcular el segundo, multiplicamos y dividimos por 2 y =, a fin de obtener la
expresion del argumento de la tangente, quedando:

2n TX,,

limn:

n—eo n—ee U

Ahora, teniendo presente que mX,/2 tiende a cero cuando n tiende a infinito (como
hemos visto antes), y que, como es sabido, tgx y X son infinitésimos equivalentes cuan-
do x tiende a cero, tenemos:

igualdad que permite sustituir la expresion mx,/2 por tg(nx,/2) en el limite que preten-
demos calcular, resultando:

. X,
limnx, =
n—eo n—e Tr
y, al ser:
X T
t L= I-x
£ 2 2n( )

sustituyendo en el limite anterior, simplificando, y teniendo en cuenta que x, tiende a
cero , llegamos a:

limnx,, —hm% "{ (1-x,)=1,
n—eo n—oeo ;{ /24{

y ya tenemos resuelto este apartado.

Apartado ¢)

Por definicion de f;, tenemos:

limf (x,)=

B

que podemos escribir como el producto de dos limites:

limf, (x,)=lim(1—-x,)" - Ii

que vamos a calcular por separado.
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El primero de estos limites presenta una indeterminacioén «del nimero e», cuya re-
solucion exponemos a continuacion:

n -

lim(1-x_)" =lim 1+L =lim 1+L =e" =e¢ ==
n—oo n n—oo 1 n—oeo 1 e

X X

n n

ya que nx, tiende a uno, como hemos visto antes.
Para calcular el segundo limite, vamos a tener en cuenta que, como es sabido, senx
y x son infinitésimos equivalentes cuando x tiende a cero, es decir, se verifica:

. senx
lim =

x>0 x

1

b

lo cual nos permite escribir mx,/2 en lugar de sen(nx,/2) en el limite que queremos
calcular (recordemos que mx,/2 tiende a cero cuando n tiende a infinito), y, como nxy
tiende a uno, resulta:

Xn

. . .. T
limnsen =limn =—limnx, =3

n—eo 2 n—eo 2 2 n—eo

Xn

Finalmente, sustituyendo los valores obtenidos, logramos calcular el limite pedido:

limf (x,)=+. F=T
oo e 2 2e

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
Problema 3.43

Sea la sucesion funcional {fu}n =1, donde fu(x) = n-cos"xsenx, para xe [0,7/2] yn>1.

Se pide:

a) f(x)= ling f (x).

b) lim sup

re|o3]

£, (0= f(x)|.

/2 /2
¢) Comprueba que limj f (x)dx # I limf (x)dx.
n—e Jo n—oco

0

Apartado a)

Se trata de calcular el limite puntual de la sucesion de funciones {f;}n>1 en el intervalo
[0,m/2]. Para ello, consideremos fijado un punto x¢ perteneciente a este intervalo, y
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veamos qué comportamiento tiene la sucesion numérica {fy(Xo)}n > 1, que resulta al
evaluar cada funcion de la sucesion en xo. Puesto que xg esta en el intervalo [0,n/2], ha
de darse una de estas tres situaciones, que estudiaremos por separado: xo = 0, xo = 1/2,
0 0 <xo<m/2.

Si x¢ = 0, entonces, fu(Xo) =n-cos"0-sen0 =n-1-0 = 0, para todo n natural.

Si xg = m/2, resulta f;(x0) = n-cos™(n/2)-sen(n/2) =n-0-1 = 0, para todo n natural.

Si 0 < x¢ <m/2, se verifica:

limf, (x,)=0,

ya que, en este caso, fn(Xo) = n-cos"xo-senxo esta definido por tres factores, uno de los
cuales es un numero positivo menor que uno (el factor senxo), otro tiende a cero (el
factor cos"xo, pues se trata de una expresion exponencial de base positiva menor que
uno), y el otro tiende a infinito (el factor n), pero lo hace «mas lento» de lo que el fac-
tor cos"xo lo hace a cero (es una consecuencia directa de la aplicacion de la regla de
L’Hépital, que no merece la pena analizar con detalle).

Asi pues, con lo dicho, podemos concluir escribiendo:

f(x)=limf, (x)=0,Vxe[0,7/2],

es decir, diciendo que el limite puntual de la sucesion {f;}n>1 en el intervalo [0,1/2] es
la funcion idénticamente nula, lo que da respuesta a este apartado.

Apartado b)

Denotemos por L el limite que pretendemos calcular. Puesto que f(x) es la funcion
idénticamente nula (lo hemos visto en el apartado anterior), tenemos la igualdad:

B

L=1imm sup |fn (x)—f(x)|=limm sup |fn (x)

X€E O,E xe[o,f]
2 2

y, como, ademas, f, > 0 en todo el intervalo [0,m/2], ya que en este intervalo tanto la
funcion seno como la funcion coseno son no negativas, podemos prescindir del valor
absoluto en la expresion anterior, resultando:

L=1lim sup f (x).

n—soco
XEI:O,E}
2

Por otra parte, para cada n natural, la funcion f;, es continua en el compacto [0,7/2]
(es producto de funciones continuas), por lo que, en virtud del teorema de Weierstrass,
sabemos que f, alcanza el maximo absoluto en un punto de este intervalo, que denota-
remos por X,. Esto significa, en particular, que se alcanza el supremo expresado antes
y, por tanto, podemos escribir:

L=1Iim sup f (x)=Ilim max f (x)=1limf (x,). D

n—eo n—eo T
n T
xe[O,f xe| 0,
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Ademads, al ser f; > 0 una funcién no constante (como es evidente) y cumplirse
£u(0) = fu(m/2) = 0 (lo hemos visto en el apartado anterior), resulta que x, es un punto
interior al intervalo [0,m/2], y como f; no solo es continua en [0,7/2], sino que, ademas,
es derivable en este intervalo (es producto de funciones derivables), resulta que ha de
satisfacerse la igualdad f,’(x4) = 0. De esta manera, para hallar x,, hemos de igualar a
cero la derivada de f, y resolver la ecuacion resultante, cuyas soluciones son los puntos
criticos de f,, uno de los cuales (realmente el tnico, como veremos a continuacion) es

el punto x,. Derivando y operando, tenemos:
f' (x)=nncos"" x(-senx)senx +ncos" xcosx =ncos""' x —n’ cos"”" xsen’ x ,
y, extrayendo factor comun:
f' (x)=ncos"" x(0052 X —nsen’ X) .

Igualando a cero y teniendo en cuenta que cosx, no puede ser nulo (x, pertenece al
interior del intervalo [0,7/2], como ya habiamos comentado), resulta:

ncos™™ x(cos2 X —nsen’ x)=0 < cos’x—nsen’x=0.

Empleando la conocida férmula cos’x + sen’x = 1, y despejando, tenemos:

1
l1-sen’x—nsen’x=0&1—(n+1)sen’x =0 < sen’ x = —— <> senx =

1
n+1 Jn+1’

y, por otro lado:

[ n
cosx =+/1—sen X_\/ 1 —_—.
n+

n+1

Asi pues, el punto x, satisface las condiciones:

n
COSX

1
Jn+1’ " \n+1’

que, al sustituir en (I), permiten hallar el limite pedido, resolviendo las indeterminacio-
nes que se presentan, resultando:

—llmf(x )=Ilimn /n ! = lim———lim| , [ &
n—es n+l) Jn+1 "=Jn+1=(Vn+l

L=1lim

n 1im(ij2 = lim —2 lim(n—H]_
n%w‘ln_'_lnam 1'1+1 n—eo /n+1new n

senx, =

n 1Y |2 -1
i Iim||1+— =4o0-¢ 2 =400,
n—eo ln_f_luam ( 1’1)

L=1lim
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Como podemos observar, este resultado implica, en particular, que la sucesion f,
no converge uniformemente a su limite puntual, ya que para ello es necesario que se
satisfaga la igualdad L = 0. Esta situacion hace posible que se verifique el enunciado
del apartado c), ya que, como es sabido, si fuera la convergencia uniforme, se podria
intercambiar el limite con la integral, y las dos expresiones serian iguales, algo que no
ocurre, Como veremos a continuacion.

Apartado c)

Para resolver este apartado, calcularemos por separado cada una de las dos expresiones
dadas en el enunciado, y veremos que no coinciden.

La expresion de la izquierda es fécil de integrar, teniendo en cuenta que se trata de
una potencial, al estar como factor la derivada (el seno) de la funcién que sirve de base
(el coseno), salvo que con distinto signo. Asi pues, tenemos:

cos™ x["’ cos"(m/2)  cos"™0 n
n +n =

/2 /2 N
_[0 fn(x)dxzj0 ncos” xsenxdx =—n———| =-—

n+l 0 n+l n+l  n+l’

y, tomando limite:

im [, (0 = fim 51,

Por su parte, teniendo en cuenta que el limite puntual de la sucesion {f,}n>1 en el
intervalo [0,7/2] es la funcién idénticamente nula, como vimos en el apartado a), la
segunda expresion del enunciado resulta ser:

[, time, (o = [ odx =0,

que, como vemos, es diferente de la hallada para la primera expresion, lo que cierra
este apartado y, con él, el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1999, y examen de Universidad)

Problema 3.44

dx

V/COSX .

En primer lugar, usando la conocida identidad trigonométrica sen’x + cos’x = 1,
tenemos:

/6
Obtén el desarrollo en serie de la integral 1 =I
0

| J‘"/6 dx .""/6 dx J‘"/6 dx
o Jeosx Jo [ senx Y0 Y-sen’x
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Haciendo el cambio de variable t = senx, es claro que, derivando en ambos miem-
bros, obtenemos dt = cosx-dx, de donde se sigue dx = dt/cosx; para los limites de inte-
gracion, basta tener en cuenta que si X = 0, entonces, t = sen0 = 0, mientras que si
X = m/6, entonces, t = sen(n/6) = 1/2. Asi pues, sustituyendo en la integral, usando nue-
vamente la identidad trigonométrica fundamental, y agrupando radicales, resulta:

V2 dt

J. 12 dt J 172 dt J- 1/2 dt J-
0 cosxT—¢ b Jl—sen’x— b Ji—eii—e b 4’(1—t2)3 ’

cuyo integrando podemos escribir en forma de potencia, quedando:

Izr/szj'm(l_tz)'“dt.

0 (1_t2)3/4 0

Ahora, es conocida la expresion:

(1+x)° =Z[zjx

k=0

I=

valida para cualquier nimero real o, que permite escribir una potencia del tipo presente
en el miembro de la izquierda en forma de serie, donde el nimero combinatorio del
segundo miembro se define como:

(uj:(x(oc—l)(oc—z)m(oc—(k—l))

k k!

b

que, como podemos observar, se trata de una expresion analoga al nimero combinato-
rio correspondiente a un valor natural de a, cuando k < a.

Teniendo en cuenta esta expresion en forma de serie, para o = —3/4 y x = —t*, el in-
tegrando de la tltima integral puede escribirse como:

(1= (e () zg[‘i 4](—t2)k "

Calculamos ahora por separado el nimero combinatorio, aplicando la definicién y
operando, resultando:

T i ) R e Gl e

k! Kl <

k! 45k! 45k!

B

(—3/4}2 f(j)(_il)"'(_é“:rlj _S3(=7)(=10)-(4k+1)(=1)"3-7-11--(4k ~1)
k
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que podemos escribir de una manera algo mas «compacta» como:

(e

Sustituyendo esta expresion en (I) y operando, llegamos a:

RSN y (T NS0 § (C B
(1-¢) ZT( ) ZT(—I) ()

k=0 k=0

-3/4 ﬁ 41_ k -3/4 ﬁ 41_ k
QRSEN LMY DS S LT S

k=0 k=0

que es una serie de potencias en la variable t.

Para estudiar la convergencia de esta serie, empleamos el procedimiento habitual
en estos casos, consistente en calcular el limite, cuando k tiende a infinito, del cociente
ak+1/ak, donde {ay} es el término general de la serie, y ver para qué valores de la varia-
ble este limite es estrictamente menor que uno, en valor absoluto. De este modo, susti-
tuyendo, operando y simplificando, tenemos:

ﬁ(« .
4k+1(k ) (t ) im 4kk!li:l[(4i_1)(t2) -
(4i-1) g e (- 1)(2)'

a,,
lim —+

k—eo ak kaoe

k
=

k+1)-1)t?
hma =lim —( ( ) ) =t?,
koe g koe 4(k+1)

lo cual se traduce en que si t> < 1, esto es, si —1 <t < I, entonces, la serie es convergente.
Ahora bien, es sabido que una serie de potencias puede integrarse término a tér-
mino dentro de cualquier compacto contenido en su intervalo de convergencia, lo que
equivale a decir que podemos intercambiar el simbolo de la integral y del sumatorio,
siempre que la variable se mueva dentro de un compacto contenido en este intervalo de
convergencia. En el caso que nos ocupa, los limites de integracion son 0 y 1/2, por lo
que la variable t recorre el intervalo [0,1/2], que claramente esta dentro del intervalo de
convergencia, que es, como hemos dicho antes, el intervalo (—1,1). Por tanto, después
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de integrar ambos miembros de la igualdad (II) entre 0 y 1/2, podemos intercambiar la
integral con el sumatorio, resultando:

k

k
. I I(4i—1) _ I I(4i—1)
_ V2 A V2 i=1 2\K _ Jl/z i=1 2\K
I_IO (1-¢) dt_J‘0 ;—4%! () dt_kZ: e () dt.

Como podemos ver, la funcioén de t presente en el integrando es una potencial,
puesto que tanto el productorio como el denominador del cociente en que se encuentra
no dependen de t (son constantes para la integral), por lo que estamos ante una integral
inmediata. Calculando la correspondiente primitiva, haciendo uso de la regla de Ba-
rrow, y operando, se sigue:

k k

- I I(4i—l) ) B I I(4i—1) ”
1= E J‘ 1_—1—(,[2) dt = E I=I—J‘ t*dt &
0 45K 4%k 0

k=0 k=0

1) e @y (IJM@

=% = : =) = -
g; 4% 2k+1|, § 4kl 2k+1

2
k . k ) k
I:ili:'[(4l_1)~ e i H(41 1) i H(41 1)
P (22)kk! 2k+1 27 &E2™kI(2k+1)2* & 2‘”‘”k' (2k+1)°

que es el desarrollo en serie que buscabamos, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.45

Estudia la serie:

Z > 02 xdx .

En caso de que sea convergente, calcula su suma.

Como es sabido, para todo nimero real x comprendido entre 0 y n/2, se verifica
0 <sen”™! x < 1, por lo que, integrando entre 0 y m/2, tenemos:

/2 /2 /2 /2 P
J. O'dXSJ. sen™"! xdeJ. 1~dx<:>OSJ- sen™"! XdXSE’
0 0

0 0

y,en consecuencia:

= 1 72 n+l = 1 T
< P n+ < .=
0< n; o L sen xdx < T .

n=l

De este modo, la serie (de términos positivos) dada en el enunciado esta mayorada
por la serie:

> S
12{11-{-

que claramente es convergente (tengamos en cuenta que puede expresarse como el
producto de & por una serie geométrica de razon 1/2). Asi pues, en virtud del criterio de
la mayorante, podemos asegurar que la serie dada en el enunciado es convergente.

Para calcular la suma, que denotaremos por S, en primer lugar, vamos a intercam-
biar la serie con la integral, algo que es perfectamente valido, por el criterio M de
Weierstrass (en realidad, ya hemos comprobado que estamos en las hipotesis adecua-
das), resultando:

2n+1

o1 20+l 2 sen
S—ZIZ—HJ.O sen de—J-O Zz— dx.

n=]

Ahora, extrayendo senx como factor comin y aplicando las propiedades de las po-
tencias, tenemos:

sen "X /2 “(sen’x )
S= sen x — |dx =I sen XZ dx ,
2 0 2

n=] n=1

expresion que evidencia que estamos ante una serie geométrica de razén sen’x/2, que,
para valores de x comprendidos entre 0 y /2, es claramente positiva y menor que uno.
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Asi pues, haciendo uso de la conocida féormula que permite sumar los infinitos térmi-
nos de una serie geométrica de estas caracteristicas, resulta:

sen’ x
/2 )
S=I sen x dx
0 sen- x
1_
2

Operando, y teniendo en cuenta la conocida identidad trigonométrica fundamental
sen’x + cos’x = 1, se sigue:

sen” x
/2 7 /2 sen’ x 2 1—cos” x
S=J‘ senx-—zdxzj senx-—zdxz-" sen X - —————dx
0 2—sen” x 0 2—sen” x 0 1+ cos™x

Z

Para calcular esta ultima integral, hacemos el cambio de variable t = cosx, de don-
de, derivando, obtenemos dt = —senx-dx, y, trasponiendo, dx = —dt/senx; para los limi-
tes de integracion, si x = 0, entonces, t = 1, mientras que si X = n/2, resulta t = 0. Asi
pues, sustituyendo, simplificando e intercambiando los limites de integracion, tenemos:

—dt -t
S= -dt,
J‘ﬁen/ 1+t ;e( o1+t

que es la integral de una funcion racional en la que el grado del numerador coincide
con el del denominador. Por tanto, como es sabido, hemos de dividir el numerador
entre el denominador, lo que permite escribir la integral en dos sumandos, quedando
dos integrales inmediatas, resultando:

- 2 1 |
S= I dt+J. dt =—t| +2arctgt| <
)+ 0 0 T

S =—1+2arctgl — 2arctg0 =—1+ 2% = TCT2

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.46

Suma la siguiente serie:

oo

z arctg

o l+n(n-1)x*>’

En primer lugar, es claro que si x = 0, entonces, todos los términos de la serie son
nulos, por lo que su suma vale cero. Asi pues, en lo sucesivo supondremos x # 0.

Como es sabido, es posible escribir una serie como el limite de la sucesion de su-
mas parciales correspondientes, por lo que tenemos la igualdad:

arct =1lim ) arct
nz:‘ B (- Dx* 1+ n(n )x* k%wz g

1+ n(n Dx?

Puesto que no se trata de una serie geométrica, ni parece que pueda reducirse a una
integral de Riemann (como haremos en algunos problemas mas adelante), trataremos
de escribirla como una suma telescopica, esto es, como una sucesion de sumas parcia-
les en la que aparezcan los mismos términos, pero alternando los signos, de manera que
se compensen unos con otros.

Para alcanzar este objetivo, la primera dificultad que encontramos radica en la pre-
sencia de la funcion arcotangente, que no permite desglosar el término general. Por
ello, observamos que necesitamos escribir el argumento de la arcotangente como una
funcién de la tangente, para deshacer una funcion con otra, esto es, hemos de encontrar
una expresion adecuada a nuestros intereses, digamos A, que permita escribir:

X A,
1+n(n-1)x> g

ya que, al tomar arcotangente en ambos miembros, tendremos:

X
arctg——————— = A,
g1+r1(n—1)x2

lo que permitira escribir la serie de una manera mas operativa.

Ahora bien, como hemos comentado, queremos que la expresion A incorpore los
sucesivos términos de la sucesion formada por el término general de la serie, alternan-
do los signos, para lo cual resulta conveniente interpretar A como la diferencia de dos
expresiones, digamos B y C, por lo que podemos escribir :

X

Por otro lado, aplicando la conocida formula trigonométrica que relaciona la tan-
gente del angulo diferencia con las tangentes de los angulos correspondientes:
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tg(B-C) =L EC
1+tgB-tgC
la anterior igualdad se escribe como:
X _ tgB-tgC

l+n(n-1)x*> 1+tgB-tgC’

de manera que podemos determinar la expresion de tgB y tgC identificando los nume-
radores y los denominadores, debiéndose satisfacer el sistema:

tgB—tgC=x
/I/+th~th=/1/+n(n—1)x2 ’

para lo cual es suficiente elegir tgB = nx y tgC = (n — 1)x (como es facil de compro-
bar), y, en consecuencia, resulta B = arctg(nx) y C = arctg((n — 1)x). Sustituyendo estas
expresiones de B y C en (I), tenemos:

X

m = tg(arctg(nx) —arctg((n - 1)x)),

y, tomando arcotangente y simplificando, llegamos a:

X
arctg —— = arct te(arctg(nx) — arct n—1)x =
So—— g[ tg (arctg(nx) - arctg((n - )x)) |

arctg;2 = arctg(nx) —arctg((n —1)x),
I+n(n-1)x

por lo que la serie dada en el enunciado queda:

Za retg————= hmz arctg

—_— s
p— 1+n(n x> ko= 1+n(n—-1)x

Z arctg—————— " n(n 07 = 1{1_{2 nZ;(arctg(nx) —arctg((n - 1)x)),

n=I

que es una suma telescopica, como pretendiamos obtener. De este modo, desarrollando
el sumatorio y cancelando, tenemos:

k

> (arctg(nx) —arctg((n —1)x)) =

n=l

= agetgX —arctg0+ arctg(2X) — aretgX + arctgt3X) — arctg2X) + arctg(4x) —
—arcte(3X) +-+ arctgtk=Tx) — arctglek=2)x) + arctg(kx) - arctgtbe=T)x),
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y, al ser arctg0 = 0, resulta:
k
Z(arctg(nx) —arctg((n — l)x)) = arctg(kx) —arctg(0 = arctg(kx) .
n=]

Asi pues, tomando limite cuando k tiende a infinito, y teniendo en cuenta que es-
tamos suponiendo que X no es nulo, llegamos a:

oo X k
arctg———— =1im arctg(nx) —arctg((n—1x)) <
2 e fim > (arctg(nx) —aretg((n ~1)x))

Za rctg —— = lim arctg (kx ) = arctg(ee - X) = arctg(eo),
- 1+ n(n 1) ke

cuyo valor es /2 o —1/2, dependiendo de si X es positivo o negativo, respectivamente.
Con todo lo dicho, podemos concluir el problema escribiendo:

—n/2six<0
Zarctg =40six=0
oy 1+n(n l)x .
m/2six>0

(Examen de Universidad)

Problema 3.47

. ., . 2
Demuestra que si la sucesion {a,} es tal que la serie Zan es convergente, entonces,

n=1

la serie Z— también lo es.
n=1 n

Como es sabido, si una serie es absolutamente convergente, entonces, también es con-
vergente, por lo que, para resolver el problema, es suficiente con demostrar que la serie:

>
n=1 11

es convergente.

Ahora bien, como no conocemos muchos detalles sobre la sucesion {a,}, para ver
que esta ultima serie es convergente, trataremos de mayorar su término general, em-
pleando para ello el de la serie que resulta de elevar al cuadrado los términos de {a,}
(que, por hipdtesis, es convergente), y alguna otra serie «conociday, cuyo caracter
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convergente podamos afirmar. Dicho de otro modo, nos interesaria establecer una de-
sigualdad de la forma:

an < 2 v N
T_an+En, ne N,

siendo E, el término general de una serie convergente, pues, a partir de ella, podriamos
escribir:

an

n

n=1

la notacion “< +o0” significa «convergentey), lo que concluiria el problema.
2
Ahora, dado un nimero natural n, trasponiendo, tenemos:

Siai +iEn < oo
n=l

n=]

a
Tt <al+E, oal -1 +E, >0,
n n

lo que sugiere que seria Util expresar el primer miembro de esta ultima inecuacion co-
mo un cuadrado perfecto, si fuera posible. Con este objetivo, «completamos cuadra-

dos», escribiendo:
, [ 1 jz 1
a’ — =lla,|-=—| ——>
n 2n 4n

1 2
_Zj

(hemos conseguido expresarlo como un cuadrado perfecto), y, al ser:

2
( _Lj >0
2n

(un cuadrado siempre es no negativo), llegamos a:

n

a

n

a, 1
a,——+—720
n 4n

(que es la desigualdad que pretendiamos establecer, si consideramos:

E = .
" 4n2)
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De este modo, el problema esta concluido, puesto que, como habiamos adelantado, a
partir de esta ultima desigualdad, trasponiendo, y sumando todos los términos, resulta:

an 1 n 2 1 S N 2 S
S 20= P Sl = Y TS a4 Y <,

n 4n n 4n il (R =l

ya que, como es sabido, la serie:

n=1 11

es convergente (su suma es igual a 2), y, en consecuencia, también lo es:

=1

2
n=I 4n

(Examen de Universidad)

Problema 3.48

Calcula el siguiente limite:

L=Ilimn 1+ ! ++1
e (1+n® 27 4n? n’+n*)

Calcularemos el limite escribiéndolo como una integral de Riemann, para lo cual
necesitaremos encontrar una funcién adecuada, un intervalo en el que esté definida, y

una particion del mismo, como vemos a continuacion.
Multiplicando y dividiendo cada denominador por n?, tenemos:

L—limn( ! +;+ +;J@
o= (14n® 2% +n’ n’ +n’

. 1 1 1
L=Ilimn =+ et —
n—ee , 1+n , 2°+n , n°+n
S ne— n

n n n

y, operando y extrayendo factor comun, se sigue:

L=Ilimn ! + 1 teeet 4

n—e , [ 1 n? , (2% n?
n - — + — n - — + =
n n n n
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L=limn ! 5 ! 5 +- ! 5 =
n’ [(1) +1J nz-[(zj +1] n’ ((nj +1J
n n n
L=limn -— ! + ! +ot =

lim + Foot——— |,
n—e 1 2 2 2 n 2

—| +1 [ =] +1 —| +1

n n n
con lo que ya tenemos la expresion buscada, pues para escribir L como una integral de
Riemann basta con considerar la funcion:

1
f(x)=———
(x) x? +1

B

definida en el intervalo [0,1], donde, para cada natural n, consideramos la particion
dada por P, = {0,1/n,2/n,3/n,...,n/n = 1}, cuyos puntos estan igualmente espaciados. En
efecto, como es evidente, la norma de P,, esto es, la maxima diferencia entre dos pun-
tos consecutivos de P, (que es igual a 1/n), tiende a cero cuando n tiende a infinito, lo
que permite definir la integral de Riemann de f en el intervalo [0,1] como:

1 1 n _
J-f(x)dxzj- 21 dx =lim (E—MJ + ,
0 0o X +1 o b=d\ n n (kj "

de donde se sigue:

1 n
J‘ ! dx =lim l ; :hml 1 + 1 et 1 P

x> +1 nseo bemd 1) ’ e ’ : :
’ k=l (k) +1 (1) +1 (2J +1 (nj +1
n n n n

|
sz —dx.
0Xx +1
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Ahora, es claro que estamos ante una integral inmediata, cuya primitiva es la fun-
cion arcotangente, por lo que, aplicando la regla de Barrow, tenemos:

! 1 1 T
L=J. dx = arctgx| =arctgl —arctg0=—.
0 x> +1 & |° & & 4

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.49

Calcula el limite:

L= 1imi2[\/2n—1 #4220 =2)+3@n=3) +-+n@n-n) .

n—oo n

Procederemos como en el problema anterior, reduciendo el célculo del limite al de
una integral de Riemann, buscando la funcion idonea, que estard definida en un inter-
valo, en el que consideraremos una particion adecuada.

Aplicando la propiedad distributiva, tenemos:

L:Hml{\/Zn—l L A2en-2) f3en-3) +m+1/n(2n—n):|’

n—en n n n n

y, operando:

L:liml(\/2n2—1+\/2(2n2—2)+\/3(2n2—3)+_“+ /n(Zn;n)]@
n—=e 1 n n n n
.1 1 2n-1 2 2n-2 3 2n-3 n 2n—-n
L=l1m—[\/—~ +\/—~ +\/—~—+~--+ —. ]<:>
n—e 1) n n n n n n n n
.1 1 (2n 1 2 (2n 2 3 (2n 3 n({2n n
L=lim—|, |[—|——-— + = === + = === ot || === =
n—ee 1) n n n n n n n n n n n n
Lzhmiwi.(z_ij+Jz.(z_zj+\/z.(2_zj+...+ 3.(2_%
n—=e n n n n n n n n

lo que nos permite interpretar L como la integral de Riemann de la funcion:

f(x)z,lx(Z—x) ,
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cuyo dominio, como es claro, es D = [0,2], en el que esta incluido el intervalo [0,1],
donde consideramos, como en el problema anterior, para cada natural n, la particion
dada por P, = {0,1/n,2/n,3/n,...,n/n = 1}, puesto que, por la definicion de la integral de
Riemann, se verifica:

! : . N[k k-1) [k k
X = — = R — — -—,
I f(x)dx I Jx(2-x)dx =lim ( ] [2 j
0 0 o i n

n n n

que es equivalente a:

et G D62 E6- 3]

es decir:

L= [ e

Ahora, si bien es posible calcular esta integral definida recurriendo a las técnicas
de célculo de primitivas y aplicando la regla de Barrow, resulta mas sencillo hacerlo
teniendo presente su interpretacion geométrica, como vemos a continuacion.

Denotando y = f(x), elevando al cuadrado ambos miembros, y operando, tenemos:

2
y= x(2—x):y2=( X(2—X)) oy =x2-x)oy =2x-x" &x’-2x+y’ =0,
y, completando cuadrados:
x2—2x+y2=O<:>(X—1)2—1+y2=O<:>(X—1)2+y2=1,

lo que significa que los puntos de coordenadas (x,f(x)), con 0 < x < 2, se encuentran en
la semicircunferencia de radio r = 1, centrada en C = (1,0), situada por encima del eje
OX (en el primer cuadrante). Asi pues, como la integral que estamos considerando
tiene por limites de integracién 0 y 1, resulta evidente que el valor de esta integral se
corresponde con el area de la mitad del semicirculo correspondiente a la semicircunfe-
rencia aludida, esto es, con la cuarta parte del area de un circulo de radio r = 1, cuyo
valor es /4, como es claro. De este modo, tenemos L = n/4, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)
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Problema 3.50

Halla el valor al que tiende el valor medio de la funcion y = e “*-sen(wx), en el interva-
lo (0,w/®), cuando w tiende a infinito.

Recordemos que, dada una funcién real de variable real continua f, y dado un in-
tervalo I = (a,B), contenido en el dominio de f, se define el valor medio de f en I, que
denotamos por M(fI), como:

M(f,1) = B—;oc I ﬁf(x)dx .

Asi pues, el valor medio de la funcién dada en el enunciado, en el intervalo consi-
derado, esta definido por la expresion:

1 /o
—I e ™ -sen(mx)dx ,
n/®w—-0Jo
que, operando en el cociente que precede a la integral, podemos escribir como:
0] /o ~
—I e ™ -sen(wx)dx,
TJdo

y, en consecuencia, el problema consiste en hallar el limite:

/o

L= lim @ e ™ -sen(wx)dx .

0=+ 70 J o

Considerando el cambio de variable t = ©x, trasponiendo, queda x = t/o, y, deri-
vando en ambos miembros, resulta dx = dt/w; para los limites de integracion, vemos
que si x = 0, entonces, t = 0, mientras que si X = w/®, entonces, t = 7. De esta manera,
sustituyendo en la anterior integral y simplificando, resulta:

w2 dt 1pr -
L=1lm*~| e ®-sent—=1m—| e ©-sentdt.
W—>+eo T 0 X{{ (,)_>+oon 0

Ahora bien, como no necesitamos calcular el valor exacto de la integral, pues lo
que nos interesa es el limite L, y estamos en las hipdtesis del teorema del valor medio
integral (como es evidente), podemos usar este teorema, a fin de simplificar los célcu-
los, de modo que estamos en condiciones de afirmar la existencia de un punto en el
intervalo (0,m), digamos c, para el que se cumple la igualdad:

n o_at _ac eq
I e ©-sentdt=e “’J sentdt ,

0 0
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y, entonces, sustituyendo, calculando la integral inmediata del seno, aplicando la regla
de Barrow, y operando, llegamos a:

_A¢ @7 _ac
L= 1lim —e "’I sentdt = lim —e © (—cost|g)<:>

W—>+o0 TC 0 W—>+o0 T

ac ac ac

2
= lim —e 0’(1+1)— limZe 0 =Ze¢ = =2¢" =2,
T

W—>+eo T W—>+eo T TT T
que es el valor pedido en el enunciado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.51

Calcula la integral:

1 —
I=IX 1dx.
o Inx

La calcularemos como una «integral paramétrica», para lo cual consideraremos la
integral I dependiente de un parametro real no negativo, digamos y, escribiendo:

1oy _
I(y)=I X 1dx
o Inx

que es una expresion muy adecuada para los fines que perseguimos, como veremos
después.

Observemos que, como es evidente, I(1) = I, esto es, podemos obtener la integral |
a partir de I(y), sin mas que particularizar y = 1.

Ahora bien, puesto que el integrando de I(y), interpretado como una funcién de las
variables x e y, admite derivada parcial respecto de y, resulta que I(y) es derivable,

siendo:
I d x’ -1
= y[.[o Inx J .[ dy[ Inx )

Asi pues, derivando respecto de y el cociente presente en esta Ultima integral (para
lo cual consideramos x como una constante), tenemos:

1
I'(y)=J L-xylnxdx,
o Inx
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de donde, simplificando, se sigue:

1 1 1
I' =J- -xY dezjxydx,
M=) 5z Jafdx= |
que es una integral inmediata.
Calculando una primitiva de esta funcion en la variable x (considerando y como
una constante) y aplicando la regla de Barrow, llegamos a:

+1 ! + +1
y & 0’

1
I'(y)= = - SIy)=—:,
y+1|0 y+1 y+l1 y+1

que, como era de esperar, es una funcion que tiene a y como Unica variable.
Ahora, es claro que, para obtener I(y) hemos de integrar en ambos miembros, te-
niendo en cuenta que estamos ante una integral inmediata, resultando:

jl’(y)dy=j#dy@I<y>=1n(y+1)+c,

donde C es la constante de integracion.
Para determinar el valor de C, podemos observar que 1(0) = 0, ya que:

1,0 11_ 1
1(0):J'X ldxzjudx:dex:O,
0 0

In 0lnx

por lo que, sustituyendo, queda 0 = I[(0) = In(0 + 1) + C, de donde se sigue C =0, y, en
consecuencia, I(y) = In(y + 1).

Por tultimo, como ya habiamos adelantado, solo queda tomar y = 1, para llegar al
resultado I = 1(1) = In2, lo que cierra el problema.

(Examen de Universidad)
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Problema 3.52

Calcula la integral:

J'+°°X—E(X) dx,
0

2E()

siendo E(x) la parte entera de x.

En primer lugar, a fin de simplificar las expresiones posteriores, denotemos por I el
valor de la integral dada en el enunciado.

Ahora, puesto que los limites de integracion de esta integral son cero e infinito, la
variable X no toma valores negativos, por lo que podemos considerar que E(x) es el
nimero natural inmediatamente menor que x (entendiendo que el cero es natural). Asi
pues, como el valor de E(x) depende de entre qué dos niimeros naturales consecutivos
se encuentre el numero x, es claro que resulta Util «romper» la integral dada en la suma
(una serie, en realidad) de integrales cuyos limites de integracion sean dos niimeros
naturales consecutivos. Por ello, escribimos:

[AE) g [ X0 PAE) g [T R g

2E() 2E() 2E() SE()

igualdad que podemos expresar de una manera mas abreviada como:

de donde, «extrayendo» de la integral la constante 1/2¥ (no depende de x), calculando
la integral inmediata que resulta, aplicando la regla de Barrow, y operando, se sigue:

k+1

v o1 (X7
I= —J- (x-k)dx = —[——kx] =
k k
i 2% J ;2 2 )
S 1 [ (k+1)] S
=) — -kk+l)-—+k” |&

X e A
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que es una serie geométrica de razon 1/2, puesto que se verifica la igualdad:
oo 1 ) ( 1 jk+]
ST 2U 5]

Finalmente, aplicando la conocida férmula que permite calcular la suma de todos
los términos de una progresion geométrica ilimitada de razon (positiva) menor que uno,
y operando, llegamos a:

I : l =1,
k=0 1—— 2
2
lo que cierra el problema.
(Oposiciones de Secundaria, 2012)
Problema 3.53
Demuestra la igualdad:
T n T
J xf(senx)dx = —J f(senx)dx,
0 2Jo

vy deduce de ella esta otra:

T oxsenx '
[ S
o 14+cos” x ol+x
En primer lugar, denotemos por I la integral del primer miembro, esto es:

I= J. xf(senx)dx .

0

Si consideramos el cambio de variable x = — t, es claro que, derivando en ambos
miembros, se sigue dx = —dt; para los limites de integracion, tenemos que si x = 0,
entonces, t = 7, mientras que si x = m, entonces, t = 0. De este modo, sustituyendo,
resulta:

I=Io(n—t)f(sen(n—t))(—dt),

T
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donde podemos prescindir del signo negativo de dt, intercambiando los limites de inte-
gracion, quedando:

Izr(n—t)f(sen(n—t))dt.

Ahora, teniendo presente que, como es claro, se satisface sen(m — t) = sent, para
cualquier numero real t, llegamos a:

I= .[ (- t)f(sen t)dt |
0
de donde, multiplicando y aplicando la propiedad lineal de la integral, se sigue:

I=In(nf(sent)—tf(sent))dt =3 =Innf(sent)dt—J”ttf(sent)dt.

0

Como podemos observar, la segunda integral del segundo miembro es precisamen-
te la integral I (evidentemente, es indiferente que usemos la variable t en lugar de x),
por lo que podemos escribir:

I:I nf (sent)dt—1I,
0
y, de aqui, «extrayendo» la constante 7t de la integral, y trasponiendo:
21 =nj f(sent)dt & 1 =§I f(sent)dt,
0 0

que es la igualdad que queriamos demostrar (de nuevo, es indistinto que usemos la
variable t en lugar de x, como es obvio).

Para deducir la segunda igualdad a partir de esta, vamos a escribir el integrando de
la integral del primer miembro como el producto de la variable x por una funcion f, que
dependa solo del seno de x, para lo que usaremos la conocida identidad trigonométrica
fundamental sen’x + cos’x = 1, resultando:

J’ Xsenx dX:I xsenx dX:I Xﬂdxzj xf(senx)dx,

2 2 2
o 1+cos™x ol+1—sen”x 0o 2-—sen"x 0

siendo:

()=
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Asi pues, aplicando la primera igualdad, tenemos:

K s

X sen x T " o sen X
—deZ_I f(senx)dx=—| ————dx,
o 14+cos™x 0o 2—sen” x

y, volviendo a usar la identidad trigonométrica fundamental, llegamos a:

T xsenx T (" senx
——dx=— dx .

2 X = 2
o 1+cos”x 2Jo 1+cos™ x

Ahora solo nos queda reescribir la integral del segundo miembro, para que adopte
la forma que presenta en el enunciado, lo cual podemos conseguir mediante el cambio
de variable t = cosx. Derivando en ambos miembros, resulta dt = —senx-dx, de donde
dx = —dt/senx; para los limites de integracion, vemos que si x = 0, entonces, t = 1,
mientras que si X = m, ha de ser t = —1. Por tanto, sustituyendo, simplificando e inter-
cambiando los limites de integracion, tenemos:

J‘“ X sen X _m (' odt
ol+cos’x 2 1+t serrX 2) 1re 2)ise

Finalmente, teniendo en cuenta que el integrando de esta Ultima integral es una
funcion par, es claro que:
IO dt J" dt
a1+t o1+t

por lo que, aplicando una propiedad de la integral definida y sustituyendo, resulta:

T Xsenx mf (° dt bodt
AT
o 1+cos™ x 201+t ol+t

nf (' dt bodt n (' dt bodt
Z_J. 2+J- 2 =_2I 2=‘IEJ- 2
20Jo 1+t ol+t 2 Jol+t ol+t

y ya tenemos probada la segunda igualdad, como pretendiamos (tengamos en cuenta,
una vez mas, que es indiferente usar la letra t o la letra x para designar la variable en la
ultima integral, la cual es inmediata, y su valor es m/4, como ya hemos visto en un pro-
blema anterior).

(Oposiciones de Secundaria, 2012 y convocatoria anterior, y examen de Universidad)
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Problema 3.54

Para cada natural n > 1, se considera la integral:

[ = J‘” dx
" Jo 1+ Acosx)"’
donde 1 es un numero real tal que |A| < 1. Se pide:

a) Encuentra una ley de recurrencia entre tres términos consecutivos de I,.
b) Se considera la integral:
T

m cos™ x
" Jo (1+Xcosx)"

donde m es un numero natural tal que 1 <m <n. Demuestra que se cumple la igualdad:

mym m m m
7\’ Jn = In—m - 1 In—er] + 2 In—m+2 -t (_1) In .

En primer lugar, podemos observar que, al ser [A| < 1, -1 < cosx < 1, la expresion
1 + Acosx no es nula, por lo que tienen sentido las integrales dadas en el enunciado.
Dicho esto, pasemos a resolver los dos apartados por separado.

Apartado a)

Multiplicando el numerador y el denominador del integrando de I, por 1 + Acosx, y
aplicando la linealidad de la integral, tenemos:

" 1+Acosx " 1 " Acosx
n = n+l dX :I n+l dX+ n+l X,
o (1+Acosx) o (1+Acosx) o (1+Acosx)

de donde, seglin la definicion de I, se sigue:

T Acosx
L=0,+| ———dx,
o (I1+Acosx)

de manera que ya hemos conseguido introducir un término consecutivo de In.
Ahora, aplicamos la integracion por partes a la integral del segundo miembro, rea-
lizando las identificaciones:

1 Asenx
U= s du=(n+)— o dx
(1+Aicosx)™ (1+Aicosx)"™

dv=2Acosxdx — v=Asenx



314 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

lo que da lugar a:

_ Asenx

*sen” x
In - In+1 + 1 7\‘ |
(I+Acosx)™ |

)J- (1+Xcosx)"? *

y, como senn = sen0 = 0, llegamos a:

SCI] X

o+ )J. (1+Acosx)™? o,

de donde, empleando la identidad trigonométrica fundamental sen’x + cos’x = 1 y mul-
tiplicando, se sigue:

2 2 2
L )J‘ A (1-cos’ x)2 (n"'l)_" — A" cos dx .
(1+Acosx)"" (1+Xcos x)"+

Tengamos ahora en cuenta que podemos escribir A2cos’x como (Acosx)?, es decir,
se verifica A’cos’x = (Acosx)?; sumando y restando 1 dentro de este paréntesis, tenemos
AMcos’x = (1 + Acosx — 1), y, aplicando la conocida identidad algebraica, resulta
AMcos’x =1+ (1 + Acosx)? — 2(1 + Acosx).

Sustituyendo esta expresion en la ltima integral, aplicando las propiedades de la
integral definida, y simplificando, tenemos:

"A* —1—(1+Acosx)’ +2(1+?ucosx)
(1+Acosx)™*

= —(n+1)j

[ =1

n n+l

L S | ™ (14+Acosx)’ " 1+Acosx
n+2 dX_ n+2 dX+ n+2 X | <
o (1+Acosx) o (1+Acosx) o (1+Acosx)

n 2 _
[ =1 —(n+1) x—lzdx—J‘ ;dx+2j —_dx |,
o (I+Acosx)"" o (1+Acosx)" o (1+Acosx)""

igualdad que, teniendo presente la definicion de I, podemos escribir como:

n

I = In+l - (n + 1)[(7\’2 - 1)le+2 - In + 2In+l:| s
y, operando:

I =1, —@m+DA>=DI,+nl +I —2nl , —2I , <

n+l

(m+DA> =D, +(@2n+DI , —nl =0,

n+l

que es la ley de recurrencia pedida.
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Apartado b)
Como es claro, aplicando las propiedades de la integral y de las potencias, tenemos:

K T

AmJT = pm cos™ x ‘= A" cos™ x " (Acosx)™
" o (1+Acosx)" o (1+Acosx)" o (I+Acosx)"

y, sumando y restando 1 dentro del paréntesis del numerador del integrando (como
hicimos en el apartado anterior), y usando la formula de Newton que permite desarro-
llar la potencia m-ésima de un binomio, resulta:

m

m
E[ (1+Acosx)" ™ (="
n _1\m n kJ
AmJ = (1+Acosx—1) dx=j —

o (I+Acosx)" 0 (1+Acosx)"

dx.

Ahora bien, como se trata de una suma finita, las propiedades lineales de la integral
permiten intercambiar la integral con el sumatorio, ademas de «extraer» las constantes,
de manera que, operando posteriormente y teniendo en cuenta la definicion de I, queda:

S (I1+Acosx)™™ n dx
M, Z( o [ jJ.o (1+Acosx)" Z( o [ ] o (I+Acosx) ™ it
o= iy (kmjl ,

k=0

de donde, desarrollando este tltimo sumatorio, se sigue:

m ym m m m m
}\’ Jn = In—m - 1 In—m-ﬁ—l + 2 In—m+2 - 3 In—m-¢—3 +oet (_1) In ’

que es precisamente la igualdad que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 3.55

Demuestra la siguiente relacion de recurrencia:

_sen™'xcos"'x  n-1
Im,n - + Im,n—Z ’

m+n m+n

siendo:
L,= jsenm x cos” xdx .
Como es claro, podemos escribir:
L.= Isen‘“ xcos" xdx = jsenm xcosxcos"” xdx ,

e integrar por partes, haciendo las identificaciones:

u=cos"" x = du=—(n-1)cos" " xsen xdx

m+1

sen™" x >
dv=sen™ xcosxdx > v=——
m+1
de donde resulta:
sen™" x cos"” _
[, =—" J(n 1) 05" x sen xdx .
’ m+1

Ahora, extrayendo las constantes de la integral, «reorganizando» las potencias de
base senx, y empleando la identidad trigonométrica fundamental sen’x + cos’x = 1,
tenemos:

sen™ xcos"'x n-—1

I, = + sen™ x cos" "’ xsen’ xdx &
’ m+1 m+1
m+1 n-1
sen”" xcos' x n-—1 _
I = + sen™ x cos™ 2 x(1 — cos® x)dx
m,n b
’ m+1 m+1

y, multiplicando, aplicando la propiedad lineal de la integral, y teniendo en cuenta la
definicion de I, llegamos a:

m+1 n—1
sen”" xcos" x n-1 _ _
[ = + (Isenm xcos"* xdx — J.senm x cos"* x cos” xdx

m+1 m+1
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sen™" x cos™™ x N n-1

I = J.senm xcos"? xdx — J.senm x cos” xdx) 1=
’ m+1 m+1
m+1 n-1
sen”" " xcos' x n-—1
Im,n = m+1 + m+1(lm,n—2 _Im,n)<:>
m+l1 n-1
I _sen’ Xcos x+n—1I n—lI
e m+1 m+1 ™7 m+1 ™"

Finalmente, trasponiendo términos y operando, resulta:

n—1_  sen™ xcos"" x N n-1
m+1 m+1

m,n—2

n-1 sen™ xcos"'x n-—1
1+ Imn = + Im n-2
’ m+1 m+1

sen™" x cos"" x L n-l

m,n m,n-2

m+n m+n
que es la igualdad que pretendiamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 3.56

Demuestra la igualdad:

sen” xdx =27

J‘Zﬂ (2n)!
0 (2" -nl)?*

2n oo
2 . . . . .
Sea a, =J‘ sen™" xdx , y se considera la serie E a_. Calcula lima_, y determina si
0 pry n—eo

la serie es convergente.

Demostraremos la igualdad de dos maneras distintas: mediante el uso de una regla
de recurrencia, y por el método de induccion, para lo cual nos serviremos del resultado
probado en el problema anterior.
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Primera manera (por recurrencia)

En primer lugar, «extrayendo» senx de la potencia del integrando, queda:

2n 2n

2 2n-1

anzj sen"xdsz- senx-sen”" xdx,
0 0

que podemos integrar por partes haciendo las identificaciones:

B

u=sen”"" x = du=(2n—-1)sen”" " x cos xdx
dv=senxdx — v=—cosx

resultando:

2n

2n

2n-1 2n-2 2

a, =—cosxsen" x|0 +J (2n—-1)sen™ " xcos” xdx .
0

Ahora bien, teniendo en cuenta que sen(2n) = sen0 = 0, y usando la identidad tri-
gonométrica fundamental sen’x + cos’x = 1, podemos escribr:

a, —j (2n —1)sen™? (—sen x)dx

de donde, multiplicando, aplicando las propiedades lineales de la integral, y teniendo
en cuenta la definicion de a,, se sigue:

2n 2n
a, = J. (2n —1)sen™* xdx —j (2n—1)sen”" xdx & a, =(2n—1)a, ,—(2n—-1)a,,
0 0

y, trasponiendo y operando, llegamos a:

a, +(2n—-1a, =(2n- nl<:>9/+2na —9/ (2n— & a, =2g_1a
n

n-1*

De esta manera, hemos obtenido una relacion de recurrencia que relaciona cada
término de la sucesion {a,} con el anterior, y, por tanto, «descendiendo» en el valor de
n, tenemos:

2n—1 2n — 1 2n — 3 2n—1 2n — 3 2n—5
n= an—l n 2 n—3<:
2n 2n 2n 2 2n 2n 2 2n—4
2n—-1 2n-3 2n-5 2n-7 2n — 1 2n — 3 2n — 5 2n-7 3 1

an= . . . an_4=... ..... 0’
2n 2n-2 2n-4 2n-6 2n 2n 2 2n— 4 2n—-6 4 2
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expresion que permite calcular cualquier término de la sucesion, una vez determinado
el término ag. Pero, ag = 2, pues:

2n 2n on
aozj. senoxdxzj dx =x|" =2m,
0 0

luego:

. _2n—1.2n—3.2n—5.2n—7m§.121_c
" 2n 2n-2 2n-4 2n-6 4 2

Extrayendo el factor comiin 2 de cada denominador y agrupando los factores, resulta:

2n—-1 2n-3 2n-5 2n-7 3 1

4 =op2n-D(@n-3)(2n-5)2n-7)---3-1
n 2"n(n—1)(n-2)(n-3)---2-1

a, =2m (2n—-1)(2n-3)(2n-5)(2n—7)---3-1 |
2" -n!

Como podemos observar, se trata de una expresion que tiene bastante similitud con
la dada en el enunciado (la que queremos demostrar), pero que no termina de ser la
misma. En concreto, llama la atencion que en el denominador de la expresion que he-
mos obtenido aparece 2"-n!, mientras que en la dada en el enunciado aparece este mis-
mo denominador, pero elevado al cuadrado.

De este modo, para llegar a la igualdad que tratamos de probar, vemos la necesidad
de multiplicar el denominador de la expresion hallada por 2"-n!, lo cual podemos hacer,
a condicion de multiplicar también el numerador por este numero. Asi pues, podemos
escribir:

. _2n(2n—l)(2n—3)(2n—5)(2n—7)~--3-1 2"-n!
" 2".n! 2".n!’

y, desarrollando el factorial de n del numerador, «asociando» cada factor resultante con
uno de los 2 que forman la potencia 2" (en realidad, es el proceso inverso al seguido
antes con el denominador), operando, y reordenando los factores, resulta:

. :2n(2n—1)(2n—3)(2n—5)(2n—7)~-~3'1 2'n(n-DH(n-2)(n-3)---2-1 o
2" -n! 2" .l

a = 21_£(2n—1)(2n—3)(22nn— '5)(2n—7)~ 31 (2n)[2(n—1)][2(n—22)n][2('n—3)]- ~(2-2)-2°D o
-n! -n!
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2. =2m (2n-D(2n-3)2n-5)2n-7)---3-1 (2n)(2n—-2)(2n-4)(2n—6)---4-2 o
2" -n! 2" -n!

2 —op(2m2n= 1)(2n —2)(2n — 3)(2n(;"4.)r(12';12_ S)2n=6)2n=7)-+4-3-2:1 _

|
a —op 2 _,
(2" -n!)

que es justamente la igualdad que pretendiamos probar.

Segunda manera (por induccion)

Para la base de la induccion, es claro que si n = 0, entonces, como ya hemos visto,
ag = 2m, mientras que la expresion del segundo miembro queda:

2-0! 0! 1

T =21 =2n— =27,
(2°-01)° (01 1?

por lo que ya tenemos probada la igualdad para n = 0.

Si, en lugar de fijar la base de la induccion en n = 0, lo hacemos en n = 1 (es una
cuestion de interpretacion), por una parte, haciendo uso de la conocida féormula trigo-
nométrica:

1—cos(2x)
2

sen’x =

y de las propiedades de la integral, tenemos:

2n am ox .
al:J. senZXdX:I %dx:j ldX—J. Cosg2x)dx<:>

0 0 0 E 0
2n
(x sen(2x)] 2n
a, =|—-— =—=T,
2 4 0 2

mientras que, por otra parte, la expresion del segundo miembro queda:

2-n! 2
1 2=2TC—2=TE,
2 -1 2

21

lo que prueba que también en este caso la igualdad es cierta.
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Supongamos ahora que la formula es cierta para un nimero natural n > 1, y vea-
mos que, en tal caso, también ha de serlo para n + 1, es decir, se trata de demostrar la
igualdad:

(2n+2)!

: I
(2" -+ DY) »

n
J. sen”*? xdx =27
0

suponiendo que se verifica:

sen®" xdx =21 -
0 (2" -n!)

J‘Z“ (2n)!

Escribiendo el integrando de la integral del primer miembro de (I) como producto
de dos potencias de senx, empleando la conocida identidad trigonométrica fundamental
sen’x + cos’x = 1, aplicando las propiedades de la integral, y teniendo en cuenta la
definicion de ay, resulta:

2n 2n 2n
a,. :I sen”"*? xdx :J. sen’" x -sen” xdx = J. sen” x(1-cos’ x)dx &
0 0 0

2n

2n 2n

2 2 2 2 2

a,., =J- sen™ xdx —J- sen”" x-cos" xdx & a,,, =a, —J. sen™ x-cos” xdx . (II)
0 0 0

Ahora, teniendo en cuenta la relacion recurrente probada en el problema anterior,
colocando en la formula del enunciado 2n en lugar de m y 2 en lugar de n, tenemos:

sen” ' xcos’'x  2-1 sen™! x cos x 1

1L,.,= 1 s, = +
2 2n+2 dn42 MR 2n+2 2n+2

2n,0*

es decir:

sen’™' x cos x

2n+2

1
J.senz" X -cos” xdx = + Isenz“ x - cos’ xdx ,
2n+2

por lo que, fijando los limites de integracion 0 y 2z, podemos escribir:

2n
m 2n+l1 | o
sen” XCOSX 1
I sen’" x - cos” xdx = + J. sen” xdx ,
0 m+2 | 2n+2)

y, al ser sen(2m) = sen0 = 0, resulta:

2n 1 2n
J sen’" x - cos” xdx = J sen” xdx ,
0 2n+2Jo
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de donde, recordando la definicion de a,, llegamos a:

2n ) ) 1
J- sen™ x-cos” xdx = a,.
0 2n+2

Sustituyendo esta integral en (II), queda:

1
et T Tt

y, extrayendo factor comun y operando, se sigue:

( 1 2n+1
an+1 = 1_ an A au-%—l =—a11 :
2n+2 2n+2

Ahora bien, por la hipdtesis de induccion, tenemos:

!
a, =2m (2n)! ’
(2" -n!y’

y, sustituyendo, resulta:

a _2n—i—1.27E (2n)!
"2n+2 T (@2"-nl?

expresion cuyo numerador precisa del factor 2n + 2 para tener el nimero (2n + 2)!,
como figura en la igualdad (I), que tratamos de demostrar. Asi pues, hemos de multi-
plicar numerador y denominador por 2n + 2, de manera que, operando posteriormente,
llegamos a:

4 = 2n+1 o (2n)! 2n+2 . (2n+2)2n+1)(2n)!
" on+2 (2"-n!)> 2n+2 2(n+1)2(n+1)(2" -n!)’

P i ) P ol o P .62 |
2 (n+1) (2" 1’1') (2n 2(1’1+1)1’1‘) (2n+l (1’1+1)')

B

que es precisamente la igualdad (I). Asi pues, por induccién, podemos decir que la
igualdad dada en el enunciado es cierta para todo natural n > 0, como queriamos
demostrar.

Una vez probada la igualdad en cuestion, de dos maneras distintas, pasamos a re-
solver la segunda parte del problema, esto es, a calcular el limite de a, cuando n tiende
a infinito, y a comprobar si la serie que tiene por término general la sucesion {a,} es
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convergente, para lo cual, como parecia previsible, usaremos la igualdad demostrada,
junto con la formula de Stirling, que, como es sabido, establece la igualdad:

limn!=1lim+2mn -n"-e™"

n—eo n—eo

Asi pues, sustituyendo y operando, tenemos:

i ! 21(2n) - (2n)*" -
lima = lim ’ sen”® xdx = lim 271:L)2 = lim 21 m (2n)™" -e o
n—seo n—e0d0 n—see (2 . 1’1') n—sco (2n . ,2751’1 e )2

2 27 27 7 mn

lima_ =lim2/ 2—_1 =

Noe 1 n—oo /2}1\/ /Z//’{n p}( /ﬁ’/}{ naoc n n%w nZ

lima, = lim2\/E = 2\/E =0
n—eo n—eo n oo

y ya tenemos calculado el limite pedido.

Obsérvese que era de esperar este valor, ya que, como es sabido, una condicion ne-
cesaria (que no suficiente) para que una serie sea convergente es que su término gene-
ral tienda a cero. De haberse obtenido otro valor para el limite calculado, la serie aso-
ciada a la sucesion {a,} no seria convergente, y ya habriamos terminado el problema,
pero no es el caso; puesto que su término general tiende a cero, la serie puede ser con-
vergente, o no serlo, que es lo que vamos a determinar a continuacion.

Siguiendo la forma general de proceder en este tipo de situaciones, en primer lu-
gar, usaremos el criterio de D’ Alembert, calculando el limite del cociente an+i/a,, cuan-
do n tiende a infinito.

Sustituyendo, operando y simplificando, tenemos:

|
215%

a.. (2“'*' . (1’1 + 1)') . 2TC(211 + 2)|(2n . Il!)2
lim ==L = lim ' - lim :
noe g n—eo Zﬂ& n—eo Zn(zn)!(znﬂ . (Il +1)')

(2" -n1)?
Ay _ 2n(2n+2)!~22".n!.n!

hm 2n+2
ioe g 0= 2m(20) 227 (n 4+ 1)1 (n +1)!

. 26 (2n+2)2n+1) )T - 27 -l
= a_ HN%{W 2722 (n+1)- Al -(n+1)- )’ff

a,, (@n+2)2n+D _ Z @D (2n+1) 20l 2

lim—* =1lim
oo g, o 2P2mA D+l e 2 (n+l) (nT) e 202 2
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por lo que este criterio no proporciona informacion, y hemos de recurrir al criterio de
Raabe-Duhamel, para lo cual debemos hallar el limite:

limn[l - h) . (111
n—oo an

A partir de los célculos realizados antes (cuando aun no habiamos tomado limite),
sustituyendo y operando, tenemos:

. a., . 2n+1 . 1 . n 1
limn| 11— =limn| 1- =limn =lim =—,
e a e 2n+2) no= 2n+4+2 no=2n+2 2

n

de donde se deduce que la serie es divergente, lo que concluye el problema.
Recordemos que el criterio de Raabe-Duhamel establece que si el limite (III) es es-
trictamente menor que uno, entonces, la serie de término general a, es divergente,
mientras que si este limite es estrictamente mayor que uno, la serie es convergente; en
caso de que el limite sea igual a uno, el criterio no proporciona informacion suficiente.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 4.1

Sea G = (V,E) un grafo conexo. Demuestra que |V| < |E| + 1 (las barras verticales
indican el cardinal del conjunto correspondiente).

Lo demostraremos por induccion en el nimero de vértices del grafo, |V|.

Si el grafo tiene un nico vértice, |V| = 1, entonces, no puede tener aristas (es decir,
|[E| = 0), por lo que es evidente que |V|<|E|+1,yaque 1 <0+ 1.

Supongamos ahora que la desigualdad es cierta para cualquier grafo conexo con n
vértices, siendo n > 1, y veamos que, en tal situacion, también debe serlo para cualquier
grafo conexo con n + 1 vértices.

Sea, pues, Gn+1 = (Vn+1,F) un grafo conexo con n + 1 vértices. Como Gp+1 €s cone-
X0, y tiene al menos dos vértices (tengamos en cuenta que n + 1 > 2, al ser n > 1), dos
cualesquiera de ellos estdn conectados, lo que implica que el grado de los vértices de
Gnp+1 es estrictamente mayor que cero (dicho de otro modo, G+ no tiene vértices aisla-
dos). Podemos escribir, entonces, gr(v) > 1, para cualquier v perteneciente a Vyur1. De
este modo, caben dos posibilidades: que exista algun vértice de grado 1, o que todos
sean de grado mayor que 1.

Si existe un vértice, digamos w, tal que gr(w) = 1, entonces, existe una tnica arista
incidente con ¢él, que denotaremos por X.

Consideremos el grafo G, = (Vy,F’), donde Vi, = Viri—{w} y F’ = F—{x}, es decir, Gy
es el grafo que resulta de G+ al suprimir el vértice w y la tnica arista incidente con ¢él.

Como es evidente, Gy tiene n vértices y es conexo, ya que la arista suprimida solo
conectaba el vértice w con el resto del grafo, por lo que su supresién no «rompe» la
conexion, puesto que también se ha eliminado el vértice w.

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar la hipotesis de induccion al grafo Gy,
por lo que podemos afirmar que |V, <|F’| + 1. Sumando una unidad en cada miembro de
la desigualdad, se sigue |V, + 1 < |F’| + 1 + 1y, teniendo en cuenta las igualdades
[F|=[F’| + 1y [Va1| =|Va| + 1, resulta [Va1| < [F| + 1, que es lo que queriamos demostrar.

Si, por el contrario, todos los vértices son de grado mayor que 1, podemos escribir:

gr(v)=2,VveV,

n+l?

de donde, sumando los grados de todos los vértices de Gy+1, tenemos:

Z gr(v)= 2|Vn+,|.

veG

n+l

Ahora bien, por un teorema fundamental de la Teoria de grafos, se sabe que:

> gr(v)=2[F.

VeGy

lo que se traduce en que 2|F| > 2| V11|, y, cancelando el factor 2, [Vyq+i| < |F|. Obviamen-
te, esta desigualdad se mantiene si incrementamos el segundo miembro, por lo que
podemos escribir [Vu+1| < [F| + 1, y ya tenemos lo que pretendiamos demostrar. Por
decirlo de alguna manera, en este caso hemos demostrado mas de lo que se pedia.
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Asi pues, cualquiera que sea el caso, hemos probado la desigualdad para cualquier
grafo conexo con n + 1 vértices, y, por induccion, podemos concluir con que la de-
sigualdad es cierta para cualquier grafo conexo, con independencia del nimero de vér-
tices que tenga.

(Examen de Universidad)

Problema 4.2
Demuestra que todo grafo completo es hamiltoniano.

Sea n un numero natural, y denotemos por G = (V,E) = K, el grafo completo de n
vértices, donde V = {vi,v2,...,Vn}, con vi # vj, sii #j.

Desde luego, sin =0 o0 n =1, no hay nada que probar, por lo que supondremos que
n>2. Al ser G un grafo completo, podemos escribir:

Vije L2 n) i% (v, v,)< B

es decir, dos vértices cualesquiera estan conectados por una arista.

Asi pues, considerando la secuencia de vértices vi,va,...,vn,V1, y teniendo en cuenta
que todas las aristas (vi,v2),(V2,V3),...,(Vn-1,Vn),(Vn,v1) pertenecen a E, podemos formar
el ciclo de Hamilton formado por las mismas, esto es, el ciclo {vi—vo—...—vy—vi}, lo
que prueba que G es hamiltoniano, como se pretendia.

(Examen de Universidad)

Problema 4.3
Calcula el numero mdaximo de puntos diagonales de un poligono convexo de ocho lados.

Recordemos, en primer lugar, que una diagonal de un poligono convexo es una
cualquiera de las rectas (o segmentos) que pasan por dos vértices no consecutivos del
poligono, esto es, dos vértices que no estén unidos por un lado. Asimismo, un punto
diagonal es aquel que resulta de la interseccion de dos diagonales.

Ahora bien, puesto que el poligono que estamos considerando es convexo, cual-
quier segmento que una dos de sus puntos «no se sale» de €l, lo que implica, en parti-
cular, que todos los puntos diagonales son interiores al poligono, y que cada uno de
ellos viene determinado por cuatro vértices, ya que podemos considerar cada punto
diagonal del poligono como el punto de interseccion de las dos diagonales del cuadrila-
tero formado por los cuatro vértices del poligono que son incidentes con alguna de las
dos diagonales que determinan el punto diagonal en cuestion.

De esta manera, el nimero maximo de puntos diagonales del poligono coincide
con la cantidad de cuadrilateros que se pueden formar a partir de sus ocho vértices,
cuyo calculo puede hacerse mediante el uso de la combinatoria, teniendo en cuenta que
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esta cantidad coincide con el nimero de maneras de tomar cuatro vértices de entre los
ocho existentes. Asi pues, el nimero maximo de puntos diagonales es:

8)_ 8 8 :;{.7%5./.5.2.,{ 0
4) 48-4) 440 A X F0AZ2H '

Obsérvese que hemos calculado el nimero «maximo» de puntos diagonales (como
se pretendia), ya que hemos supuesto que todos los puntos diagonales son distintos.
Tengamos en cuenta que, segun el poligono de que se trate, es posible que dos puntos
diagonales sean iguales, situacion que se da si el poligono tiene tres diagonales (0 mas)
concurrentes en un mismo punto. En el grafico se muestran dos ejemplos: a la izquier-
da, un octoégono regular, con 49 puntos diagonales; a la derecha, un octégono con 70
puntos diagonales (el maximo posible, como hemos visto).

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)

Problema 4.4

Se trazan en un plano n rectas secantes dos a dos y tres no concurrentes en un mismo
punto. Determina en cuantas regiones queda dividido el plano.

Para cada natural n, denotemos por R, el nimero de regiones en que queda dividi-
do el plano al trazar n rectas en las condiciones del enunciado. Calcularemos R, a partir
de una relacion de recurrencia, que encontraremos como se detalla a continuacion.

Sin =0, es claro que Ro = 1, pues si no hay recta alguna, hay una unica region (el
plano entero).

Sin =1, entonces, R; =2, ya que una recta divide el plano en dos semiplanos.

Si n =2, podemos observar que, puesto que las dos rectas son secantes, tenemos
que R, =4, lo cual podemos interpretar como que, al afiadir una recta a la anterior, se
forman dos nuevas regiones.
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Si n = 3, tenemos tres rectas que se cortan dos a dos, sin coincidir las tres en un
mismo punto. Si interpretamos esta situacion como el afiadido de una nueva recta a dos
previamente trazadas, podemos darnos cuenta de que se estan creando tres nuevas re-
giones en el plano (una mas que el numero de puntos de interseccion de la nueva recta
con las dos anteriores). De esta manera, podemos escribir:

R,=R,+3=4+3=7.

En el grafico se puede ver con mas claridad el argumento que hemos utilizado: en
el diagrama de la izquierda hay dos rectas, que dividen el plano en cuatro partes, como
es claro y ya hemos dicho; el diagrama de la derecha muestra la incorporacion de una
nueva recta, que corta a las dos anteriores, generando con ello tres nuevas partes, que
aparecen numeradas.

Sin =4, con un argumento similar, podemos decir que R4 = R3 + 4, ya que, si te-
nemos tres rectas, al trazar una nueva, cortard a las tres presentes, generandose tres
puntos de interseccion y, en consecuencia, cuatro nuevas regiones. Sustituyendo el
valor de R3, resulta:

R,=R,+4=7+4=11.

De esta manera, podemos llegar a la expresion general R, = R,1 + n, y, «descen-
diendo», resulta:

R, =R, +n=R_,+(n-1)+n=R_;+(n-2)+(n-1)+n=--=R +243+---+(n-1)+n.

Sustituyendo R; por su valor (anteriormente hallado), aplicando la formula que nos
permite calcular la suma de los primeros n numeros naturales, y operando, tenemos:

+1) n?
R, :2+2+_,,+_,,+(n_1)+n:1+1+2+3+...+(n—1)+n:1+n(n2 )_n +2n+2’

que es el valor que pretendiamos averiguar.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)
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Problema 4.5

Consideremos un pentagono regular. Al trazar sus diagonales, se forma en su interior un
nuevo pentagono regular. ;Qué relacion existe entre las dreas de los dos pentagonos?

Sea un pentagono regular, de vértices A, B, C, D y E, en el que se han trazado sus
cinco diagonales, dando lugar al pentagono regular de vértices A’, B’, C’, D’ y E’,
mostrados en el grafico. Como vemos, el lado del pentdgono mayor es igual a la longi-
tud del segmento que une A y B, que denotaremos por AB o p, seglin el contexto; de la
misma manera, la medida del lado del pentagono menor es igual a la longitud del seg-
mento A’B’, que denotaremos también por q.

D

Como sabemos, cualesquiera dos pentagonos regulares son semejantes, siendo la
razén de semejanza, que denotaremos por k, igual al cociente entre los lados de ambos
poligonos: k = q/p. Ademas, es conocido el hecho de que la razon entre las areas de dos
figuras semejantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza, por lo que el proble-
ma planteado consiste en hallar el nimero:

s

que podemos determinar teniendo en cuenta la proporcidén entre ciertos segmentos,
consecuencia de la presencia de algunos tridngulos semejantes.

En concreto, a partir del resultado basico que sostiene que cada una de las diagona-
les de un pentagono regular es paralela a uno de los lados, resulta que los triangulos
ABD’ y ECD tienen sus lados respectivamente paralelos, lo que se traduce en que am-
bos tridngulos son semejantes y, en consecuencia, tienen sus lados proporcionales, de
donde resulta la relacion:
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Pero, ademas, como es sabido, los segmentos EA’, B’C, AE’ y CD’ tienen la mis-
ma longitud, que es igual a la longitud del lado del pentadgono mayor, esto es, p, de
donde resulta EC=EA’+ B’C-A’B’=2p—-qy AD’ = AE’ - D’E’ = p — q (observe-
mos que D’E’ también es un lado del pentdgono menor, por lo que D’E’ = q), asi que,
sustituyendo en la expresion anterior y operando, llegamos a:

EC ED o 2p—q p

—= = ©2p’ -3pq+q’ =p’ & q’ =3pq+p’ =0,
AB AD' p pP—q

que podemos interpretar como una ecuacion de segundo grado en la incégnita g, de
manera que, resolviéndola, resulta:

3445

3pE\Op—4p’ _3psp_3#y5 1T P
d 2 2 2 P 3-45
q=TP

Ahora bien, como q es el lado del pentdgono menor, ha de ser q < p, por lo que la
primera solucion de la ecuacidon es inaceptable, ya que en ese caso el coeficiente de p
es mayor que uno. Por tanto, debe cumplirse la segunda de estas dos igualdades, de
donde, sustituyendo en (I) y operando, se sigue:

2
2 & /p/ 2
K2 = (ﬂj |2 " | _ ﬂ
p ¥ 2
lo que da respuesta al enunciado del problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1993)

Problema 4.6

Demuestra que una recta d que divide a un triangulo ABC en dos poligonos del mismo
perimetro y de la misma superficie pasa por el centro de la circunferencia inscrita en
el triangulo ABC.

Sea ABC un tridangulo cualquiera y sea d una recta que satisface las condiciones
dadas en el enunciado, que corta dos de los lados del tridngulo, en los puntos que lla-
maremos D y D,. Como sabemos, el centro de la circunferencia inscrita en un tridangu-
lo es el incentro, que es el punto de interseccion de las tres bisectrices interiores del
tridngulo. Asi pues, si consideramos la bisectriz interior relativa a un angulo, por ejem-
plo el correspondiente al vértice C, que denotaremos por bc, y hallamos el punto de
interseccion de esta bisectriz con la recta d, que denotaremos por O, es claro que el
problema consiste en probar que el punto O es precisamente el incentro del tridngulo,
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lo cual equivale a demostrar que O esté a igual distancia de los tres lados del triangulo.
Para ello, trazamos por O la perpendicular a cada uno de los lados del triangulo, que lo
cortara, respectivamente, en los puntos que denominaremos P, Q y R, quedando la
situacion mostrada en el grafico.

De este modo, con la notacion introducida, se trata de probar que los segmentos
OP, OQ y OR tienen la misma longitud. Sin embargo, como bc es una bisectriz interior
y O pertenece a esta recta, necesariamente ha de ser OQ = OR, por lo que el problema
se reduce a demostrar que también el segmento OP tiene esta medida.

Ahora bien, segun el enunciado, el tridangulo D1D,C y el cuadrilatero D1D,AB tie-
nen la misma superficie, por lo que, triangulando ambas figuras, usando para ello los
segmentos que unen O y los vértices A, B y C, podemos establecer la igualdad:

DC-OR CD,-0Q DB-OR AB-OP AD, 0Q
2 2 2 2 2

(tengamos en cuenta que el triangulo D1D,C puede triangularse empleando los tridangu-
los DiCO y CD0O, mientras que el cuadrilatero D1D>AB puede fragmentarse en los
tridngulos D;BO, ABO y AD-»O), de donde, cancelando denominadores, se sigue:

D,C-OR+CD,-0Q=DB-OR+AB-OP+AD, -0Q,
y, sustituyendo OR por OQ, puesto que son iguales, como ya comentamos, llegamos a:
D,C-0Q+CD,-0Q=D,B-0Q+AB-OP+AD, -0Q. )

Por otro lado, también por las condiciones del enunciado, el tridngulo D1D,C y el
cuadrilatero D1D,AB tienen el mismo perimetro, por lo que debe cumplirse la igualdad:

DD, +CD,+D,C=D,D, +AD, +AB+DB,
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que, cancelando el término DD, de cada miembro, se convierte en:
CD,+D,C=AD, +AB+DB,
y, multiplicando por OQ ambos miembros, nos lleva a:

CD,-0Q+D,C-0Q=AD, -0Q+AB-0Q+D,B-0Q. (I1)

Finalmente, restando miembro a miembro las igualdades (I) y (II), simplificando, y
operando, obtenemos:

AB-OP-AB-0Q=0< AB(OP-0Q)=0< OP-0Q=0< OP=0Q,
de manera que hemos llegado a la igualdad que pretendiamos probar.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1979, y examen de Universidad)

Problema 4.7

Las alturas de un triangulo ABC se cortan en un punto H. Determina el valor del dn-
gulo BCA, sabiendo que AB = CH.

Dado el triangulo ABC, y trazadas las alturas relativas a los vértices B y C, que de-
notaremos, respectivamente, por hg y hc, es claro que el punto H aludido en el enunciado,
que resulta de la interseccion de ambas alturas, es el ortocentro del triangulo. Ademas, la
altura hp corta al lado AC (o a su prolongacién) en un punto, que denominaremos P,
forméndose asi dos tridngulos rectangulos en este mismo punto: el ABP y el HCP.

Una posible situacion del triangulo y los elementos mencionados se muestra en el
grafico, sobre el que realizaremos los razonamientos que siguen.

C
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Como hc es perpendicular a AB y hg lo es a AC, resulta claro que los angulos ABP
y HCP son iguales (los segmentos que los determinan son respectivamente perpendicu-
lares), y, en consecuencia, los triangulos ABP y HCP son semejantes, puesto que son
dos triangulos rectangulos que tienen un angulo agudo igual. Pero, segun el enunciado,
AB = CH, luego estos dos tridngulos tienen un lado de la misma longitud, lo que, junto
al hecho de que son semejantes, implica que son iguales.

Asi pues, en particular, tenemos que los segmentos BP y CP son iguales, lo que
significa que el tridngulo BPC es isdsceles, y, puesto que es un triangulo rectangulo en
P, resulta que sus dos angulos agudos (los angulos PBC y PCB) son iguales a 45°.

Finalmente, solo hay que observar que, como es obvio, el angulo ACB es el mismo
que PCB, por lo que, en respuesta al enunciado del problema, podemos decir que el
angulo ACB es de 45°.

(Oposiciones de Secundaria, 2004)

Problema 4.8

Si E es el punto medio del lado AC de un triangulo cualquiera ABC, y si S es el drea de
dicho triangulo, prueba la igualdad.:

2 A2
cotg(ZAEB) =%.

Denotando por hg la altura relativa al vértice B y por a el angulo AEB, tenemos la
situacion mostrada en el grafico, sobre la que razonaremos seguidamente.

B
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Aplicando el teorema del coseno a los tridangulos EBC y EBA, y teniendo en cuen-
ta que los angulos AEB y CEB son suplementarios, resultan las igualdades:

BC? =EC* + BE* —2EC - BE cos(180 — o)
AB’ = AE? + BE? - 2AE - BE cos o '

que, al ser cos(180 — a) = —cosa (como es sabido) y EC = AE (E es el punto medio de
Ay C), se pueden escribir como:

BC? = AE* + BE* + 2AE - BEcos .
AB® = AE* + BE? —2AE -BEcoso,

y, restandolas miembro a miembro y simplificando, llegamos a:
BC’ — AB’ =4AE-BEcos .. (D
Por otro lado, es claro que la superficie del triangulo ABC viene dada por la férmula:

g AC-h,
2 2

pero, como AC/2 = AE (al ser E el punto medio de A y C) y, seglin la definicion del
seno, se satisface la igualdad hg = BE-sen(180 — a), sustituyendo, obtenemos la rela-
cion S = AE-BE-sen(180 — a), de la que se sigue S = AE-BE-sena, ya que, como es
sabido, para todo a, se verifica sen(180 — o) = sena.

Asi pues, dividiendo los dos miembros de la igualdad (I) por 4S, sustituyendo esta
ultima expresion de S, y simplificando, llegamos a:

BC? -~ AB’ 4AE-BEcoso.  4AE-BE coso

= cotgol ,
4S 4S 4AF-BE sena s

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 4.9

Se divide cada uno de los tres lados a, b, ¢ de un triangulo en el mismo numero n de
partes iguales. Demuestra que la suma de los cuadrados de los segmentos obtenidos
uniendo los puntos de division con los vértices opuestos es igual a la siguiente expresion:

(Bn-1(n-1)

oo (az+b2+c2).

Usando la notacion habitual para los tridngulos, denotemos por A, B y C los vérti-
ces opuestos a los lados a, b y ¢, respectivamente.

Sean Ai, A2, As,..., Ani1 los n— 1 puntos que dividen el lado a en n partes iguales, sean
Bi, B2, Bs,..., Boi los n — 1 puntos que dividen el lado b en n partes iguales, y sean Ci, Ca,
Cs,..., Cy1 los n — 1 puntos que dividen el lado ¢ en n partes iguales. Para cada niimero
natural i, comprendido entre 1 y n — 1, sea a; el segmento que une el punto A; con A, sea b;
el segmento que va de Bj a B, y sea c;i el segmento que une los puntos C; y C (entendemos
que aj, b; y ¢i denotan tanto el segmento propiamente dicho como la longitud del mismo).

Con esta notacion, tenemos la situacion del grafico, donde se muestran los segmen-
tos aj con lineas continuas, los b; con lineas discontinuas, y los c; con lineas punteadas.

Aplicando el teorema del coseno a los tridngulos AA;C, para cada natural i com-
prendido entre 1 y n — 1, y teniendo en cuenta que los segmentos que unen los puntos
Aj con C miden i-a/n (como hemos dividido el lado a en n partes iguales, la distancia
entre los puntos de division es a/n, y como entre C y A; hay i de estos segmentos, habra
que multiplicar i por el cociente a/n para determinar su medida), resulta:

2
a’=b’ +(i3] —2biLcosC.
n n
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De manera andloga, aplicando el teorema del coseno a los tridngulos BB;A y CC;B,
para cada natural i comprendido entre 1 y n — 1, obtenemos las igualdades:

2
b’ =¢’ +(i2j —2ci2eos A
n n

>

2
.C e
¢/ =a’+|i—| —2ai—cosB
n n

por lo que, sumando miembro a miembro cada una de estas igualdades, extendiendo el
sumatorio desde 1 hastan — 1, llegamos a la igualdad:

S (a2 +b7 +¢7) =

L a a bY b cY c
=Z b2+(i—j —2bi—cosC+cz+(i—j —2ci—cosA+a2+(i—j —2ai—cosB |,
i=1

n n n n n n

de donde, extrayendo factores comunes y desarrollando los sumatorios en el segundo
miembro, resulta:

ni(af +bi2+Ci2)=(n—1)(az+b2+02)+L2(12 +2' -+ (n-1)7)(a’ + b +c7 ) -
n

i=l
—l(l+2+~-+(n—1))(2abcosC+2bccosA+2accosB).
n

Ahora, por una parte, aplicando el teorema del coseno al tridangulo ABC, tenemos:

a’ =b’ +c* —2bccos A 2bccos A =b> +¢? —a’
b? =a’+c¢? —2accosB < <2accosB=a’+c’—b? ;

¢ =a? +b* —2abcosC 2abcosC =a’ +b? —c?

y, por otra, utilizando la conocida formula que permite sumar los cuadrados de los
primeros n — 1 nimeros naturales, y la que proporciona la suma de los primeros n — 1
numeros naturales, se verifica:

P42 4ot (n=1) :n(n—l)6(2n—l)
(n—1)n

42+ k(- ="
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por lo que, sustituyendo estas expresiones en la igualdad anterior, llegamos a:

= 1 n(-1)2n-1)
i:l(ai2+bi2+ci2)=(n—1)<az+b2+cz)+F-%<az+b2+cz)—
L a-bn
n

(a2 +b* =t +b’+cP—a’+a’+c? —bz),

de donde, operando, se sigue:

n—

N (n—-1)(2n-1)

2 012 2 2 122
(ai +b; +ci)—(n 1)(a +b +c ) on

1 -1
2 (az+b2+c2)—n7(a2+b2+c2).

Finalmente, extrayendo a’ + b? + ¢ como factor comin en el segundo miembro,
agrupando las fracciones resultantes, extrayendo factor comin en el numerador, y
agrupando términos, tenemos:

n-1
n—-1)2n—-1) n-1
(== =] oo
6n 2

(ai2 +bi2+ci2)=[(n—1)+

i=1

nf,(aﬁb? )= 6n(n—1)+(n—1)(2n—1)—3n(n 1)

2 on (a2 +b’ +c2)(:)

““(a.2 b +C;):(6n+2n—1—3n)(n—1)

2 on (az +b’ +c2)(:)

ni:(af+bf+cf)=—(5n_l)(n_l)(a2+b2+cz),

il 6n
que es la igualdad que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1979)
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Problema 4.10

En el triangulo ABC, de lados a, b y ¢, sea BM la mediana (M sobre el lado b), BD la
bisectriz interior (D sobre el lado b) y BN (con N en b) la recta simétrica de la media-
na respecto a la bisectriz. Demuestra que:

|AN _e?
INC| "

Representando el triangulo ABC y los elementos aludidos en el enunciado, tene-
mos la situacion del grafico, sobre el que realizaremos los razonamientos que siguen.

N D M
. TV N c

En primer lugar, teniendo en cuenta que BN es la recta simétrica de BM respecto
de BD, es claro que los angulos NBD y DBM son iguales, asi que podemos denotar por
o ambos angulos. Ademas, por ser BD la bisectriz interior del angulo ABC, los angulos
ABD y DBC son iguales, por lo que también han de serlo los angulos ABN y MBC,
que denotaremos por f.

Ahora, teniendo en cuenta que, con la notacion introducida, el angulo NBC es
igual a 2a + B, aplicando el teorema del seno a los triangulos ABN y NBC, tenemos:

|AN| _ c |AN| = csenf
senf}  sen(ANB) sen(ANB)
NG e [N| = 2sen20 B

sen(20.+B)  sen(CNB) sen(CNB)

de donde, dividiendo miembro a miembro estas dos tltimas igualdades, se sigue:

csenf3
|AN|  sen(ANB) |AN|  csenBsen(CNB)
INC| ~ asen(2a.+B) " |NC|  asen(20.+B)sen(ANB)
sen(CNB)
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Ahora bien, como podemos ver, los d&ngulos ANB y CNB son suplementarios, por
lo que, como es sabido, se satisface la igualdad sen(ANB) = sen(CNB), y, en conse-
cuencia, podemos simplificar el cociente anterior, resultando:

|AN| __ csenf
|NC| asen(20.+P)

)

Por otro lado, aplicando nuevamente el teorema del seno, esta vez a los triangulos
MBA y MBC, tenemos:

senf3 _ sen(CMB) 5 |MC|sen(CMB)
MC senf=—"—7-—
| (|20c +B) a (AMB) < |ZM| (AMB)’
sen _sen B sen
|AM| = . sen(2o+ ) = —

por lo que, dividiendo miembro a miembro estas dos Ultimas igualdades, y teniendo en
cuenta, como antes, que los angulos CMB y AMB son suplementarios (lo que implica
que tienen el mismo seno), podemos escribir:

|MC]|sen(CMB)
senf a N senf. c|MC|sen(CMB)
sen(20.+B)  |AM[sen(AMB)  sen(20.+B) a|AM|sen(AMB)
C

senp _ c[MC]
sen(2o + ) - a|AM

B

y, sustituyendo esta expresion en (I), llegamos a:

[AN] M|
INC|a’lam]’

Por ultimo, teniendo presente que M es el punto medio de A y C (recordemos que
BM es una mediana del triangulo ABC), ha de ser |[AM| = [MC]|, por lo que podemos
simplificar estos factores en la igualdad anterior, resultando:

|AN| ¢?
Nl 2

|NC| a

b

que es la igualdad pedida.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 4.11

En el plano nos dan una recta r y tres circunferencias tangentes a ry exteriormente
tangentes entre si (cada una de ellas tangente a las otras dos). Prueba que el triangulo
que tiene por vértices los centros de las circunferencias es obtusangulo.

Denotemos por Oy, O2 y O3 los centros de las tres circunferencias, por ri, 12 y 13 sus
correspondientes radios, y por Ty, T> y Tz los puntos de tangencia entre cada una de las
circunferencias y la recta r. Teniendo en cuenta la posicion relativa de la recta r y las tres
circunferencias, estamos en la situacion mostrada en el grafico, donde también se han
construido los puntos P, Q y R, trazando los segmentos indicados con lineas discontinuas.
Como vemos, con esta notacion, el problema consiste en probar que el angulo 010,03 es
obtuso, lo cual equivale, como es sabido, a demostrar que se verifica la desigualdad:

|0,0,] >|0,0,|" +]0,0,[.

Ahora bien, el hecho de que dos circunferencias sean tangentes exteriores implica
que la longitud del segmento que une sus centros es igual a la suma de sus radios, por
lo que la desigualdad anterior se puede escribir como:

(G +5) > +15) +(, +1,)°.

Desarrollando los cuadrados mediante el uso de la conocida identidad algebraica, y
cancelando términos, tenemos:

(1t +1,) > +1,)" +(r, +1,)° <:>}(+}{+2r1r3 >}‘4’/—i-r22+2r1r2+r22—i-}g’/—i-2r2r3 =

2 2
Zur, > 202 + Zrn, + Zur, <1 > 124 nn + 4t
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De este modo, el problema de probar que el angulo 010,03 es obtuso queda redu-
cido al de demostrar que se cumple la desigualdad:

2
Lr, > L 6L, )

que es lo que vamos a hacer a continuacion.

Teniendo en cuenta que se satisfacen las igualdades |O1R| = |PO2| + |02Q)|, |O:P| =
=|O1Ti| = |[PTi| =11 — 12, |QO3| = |O3T3| — |QT3| =13 — 12, |RO3| = |O3T3| — |[RT3| =13 — 1y
(como consecuencia de que las circunferencias y la recta r son tangentes), y aplicando
el teorema de Pitadgoras a los triangulos O;RO3, O1PO; y 0.Q0O3, tenemos:

10,0, =|OR[" +[RO, [ (t+1,)" =|OR[ +(1, — 1)
10,0, =[0,P|" +|PO,|" &1t +1,)* =1 —1,)* +|PO,| =
0,0, =[0,Q" +|QO,[" |, +1,)* =|0,Q[ +(1, —1,)’

OR| =5 +1,)" = (5, 1)’
|P02| =\/(r1 +1,) —(-1) =
|02Q| Z\/(rz +r3)2 — (1 _rz)z

Ja 1) = —1)° =@ +15)° (0 —1)° +/@ +1) (5 —1)°

de donde, aplicando la conocida identidad algebraica y operando, se sigue:

2 2 2 2 _
\/r] +1, +2nn -1 -1 + 211 =

=\/r12 +1 +2rn, — 17 — 15 + 21T, +\/r22 +1 420 -1 — 1 + 20T, &

\/4r1r3 =\/4r1r2 +\/4r2r3 & 2, =211, + 2,5 @@=@+@,

y, elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando nuevamente el cuadrado de
una suma, agrupando las dos raices resultantes y extrayendo r», se sigue:

2 2
(,/rlr3 ) = (Jrlr2 + L1, ) S L =45 +LL + 2405 LT &

L6 =140 61 +2r2\jr1r3 >

por lo que, sustituyendo en (I), el problema se transforma en demostrar la desigualdad:

2
0L, + 5,0 + 20405 > 1 445 LT,
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que, cancelando términos, es equivalente a:
24ty >1,.

Ahora bien, por la notacion elegida, resulta claro que deben verificarse las relacio-
nes 12 < 11, 12 < 13, asi que, multiplicando miembro a miembro, tenemos 12'12 < 11°13, Y,
tomando raiz cuadrada, llegamos a:

L <15,

que es una condicion «mas fuerte» que la que pretendiamos demostrar, ya que, como es
obvio, se satisface:

JIL <24t
y, en consecuencia, también:
L, <241t .

Asi pues, con todo lo visto, podemos afirmar que el angulo 010,03 es obtuso, co-
mo queriamos probar, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2004)

Problema 4.12

Dadas dos circunferencias de radios R y r, tangentes exteriores entre ellas, calcula el
angulo formado por las rectas tangentes comunes exteriores a las dos circunferencias,
en funcion de R y r.

Denotemos por O; y O los centros de las circunferencias, por T; y T» los puntos
de tangencia de una tangente comun exterior con cada circunferencia, por P el punto de
interseccion de las dos tangentes exteriores comunes, y por o el angulo formado por
estas dos rectas, que es precisamente lo que debemos calcular. Con esta notacion, te-
nemos la situacion mostrada en el grafico, donde hemos representado, ademas, la recta
que une los centros, en la que, como es sabido, también esta el punto P.
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Puesto que los segmentos O.T> y O;T; son perpendiculares a la recta PT; (por ser
tangente a ambas circunferencias), resulta que los triangulos O>T>P y O;TP son rec-
tangulos, y como, ademas, estos tridngulos comparten el angulo agudo OPT;, cuya
medida es precisamente o/2, aplicando la definicion del seno, tenemos las igualdades:

R

sen(at/2) = |PO| |PO|

Ahora bien, es evidente que |[PO,| = |PO+| +|0102|, y que, al ser las dos circunfe-
rencias tangentes, |00z = R + 1, por lo que podemos escribir |[PO,| = [POi| + R + 1, Y,
sustituyendo, tenemos:

R

sen(@/2)= |PO | [PO,[+R+1"

A partir de la segunda igualdad, trasponiendo y operando, llegamos a:

r R

0] = PO+ Rt & 1(|PO,|[+R +1)=R|PO,| & R|PO,|-r[PO | =1 (R +T1) &
1 1

R+
IPO,|(R—1)=r(R+1) = |PO,|=r _i
y, sustituyendo en la primera y operando, resulta:
R - R - R -
sen(o/2) = '{ = ' a/2=arcsen ' & o=2arcsen r’
|PO| ARAT R4r R+r R+r

R-r
que es la expresion que estdbamos buscando, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)
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Problema 4.13

Dado un triangulo rectangulo ABC, con el angulo recto en A, se traza la perpendicular
a BC por el punto B, se corta esta recta con la prolongacion del cateto AC y se obtiene
asi el punto P. Determina el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo ABP
en funcion de las longitudes b y c de los catetos del triangulo inicial.

Representando el triangulo rectangulo ABC y llevando a cabo los pasos indicados
en el enunciado, llegamos a la situacién mostrada el grafico, sobre la que razonaremos
a continuacion.

En primer lugar, observemos que el angulo PAB es recto (ya que el angulo CAB
también lo es, y ambos angulos son suplementarios), por lo que el segmento PB «se ve»
bajo un angulo de 90 grados desde el punto A; dicho de otro modo, el punto A pertenece
al arco capaz de 90 grados relativo al segmento PB, lo cual se traduce, como es sabido,
en que el segmento PB es un diametro de la circunferencia que pasa por A, P y B. Asi
pues, para hallar el radio de esta circunferencia, que denotaremos por r, basta con deter-
minar la longitud del segmento que une P y B, ya que, como es obvio, r = |PB|/2.

Ahora, como los triangulos PAB y BAC son semejantes (ambos triangulos son rec-
tangulos, y tienen un angulo agudo formado por dos lados respectivamente perpendicu-
lares), sus correspondientes lados son proporcionales, por lo que, en particular, pode-
mos escribir:

[P _|BC|
c b’

de donde, despejando |PB| y aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo ABC, se
sigue:

_ C|BC| _ cvb® +¢?

b b

>
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y, de aqui:

cvb? +¢?

2b

que es la expresion buscada.

(Oposiciones de Secundaria, 1996)

Problema 4.14

El radio de la circunferencia circunscrita a un triangulo rectangulo es 6,5 y el radio
de su circunferencia inscrita es 2. Calcula los lados a, b y c.

Observemos, en primer lugar, que los datos del enunciado carecen de unidades de me-
dida, por lo que los resultados que obtendremos compartiran esa caracteristica, entendién-
dose que estarian expresados en la misma unidad en que estuvieran los del enunciado.

Denotemos por A, B y C los vértices opuestos a los lados a, b y ¢, respectivamente,
siendo A el angulo recto.

Como es evidente, A pertenece al arco capaz de 90 grados relativo al segmento que
une B y C, lo que, como sabemos, se traduce en que el segmento BC, cuya longitud es
a, es un diametro de la circunferencia circunscrita al tridngulo, resultando, por tanto,
a=2'6,5=13 (segun el enunciado, el radio de la circunferencia circunscrita mide 6,5),
y ya tenemos calculado el lado a.

Ahora, sea O el centro de la circunferencia inscrita, y denotemos por T, T2 y T3
los puntos de tangencia de cada lado del tridngulo con esta circunferencia.

Con esta notacion, tenemos la situaciéon mostrada en el grafico, cumpliéndose las
igualdades |OT;| = |OT>| = |OT3| = 2 (el radio de la circunferencia inscrita es 2), lo que
implica, en particular, que el cuadrilatero AT1OTs es un cuadrado de lado 2, y, enton-
ces, |ATi| = |AT3| = 2.

C
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Por otro lado, es claro que se verifica la igualdad |[BC| = |BT,| + |T2C|, lo que nos
lleva a |BT,| + |T>C| = 13, al ser a = 13. Pero, ademas, por ser O el punto de intersec-
cion de las bisectrices interiores del triangulo, se satisfacen las igualdades |BT,| = |BTj|
y |T2C| =|CTj, por lo que, sustituyendo, tenemos |[BT| + |CT3| = 13.

Ahora bien, |BTi| = [BA| — |ATi| =c -2,y |CTs| = |CA| — |AT;| = b — 2, lo que nos
permite escribir la ecuacion ¢ —2 + b — 2 = 13, que es equivalente a ¢ = 17 — b, de ma-
nera que hemos encontrado una ligadura entre ¢ y b.

Para encontrar otra ecuacion que ligue ¢ y b, y disponer asi de un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, recurrimos al teorema de Pitagoras, resultando:

c=17-Db c=17-b c=17-Db
2 2 _ S 2 A P 2 _ A
b*+c¢ =13 b +(17-b) =169 b +289+b” —34b=169

c=17-Db

c=17-b c=17-b
= = _ =
2b>—34b+120=0  |b>—17b+60=0 b=17i\’2§9 24‘):17;7
b=12,c=5
b=5,c=12"

Como podemos observar, las dos soluciones halladas son realmente la misma, te-
niendo en cuenta el papel «simétrico» de los catetos ¢ y b, por lo que podemos concluir
el problema diciendo que los lados del tridngulo miden 5, 12 y 13.

(Oposiciones de Secundaria, 2003)

Problema 4.15

Se traza una recta r por el baricentro de un triangulo equildtero (en el mismo plano
que este). Demuestra que la suma de los cuadrados de las distancias de los tres vérti-
ces del triangulo a la recta r no depende de la eleccion de esta.

Sean A, B y C los vértices del triangulo. Sin pérdida de generalidad, podemos ele-
gir el sistema de referencia en el que A = (0,0) y B = (1,0), lo que implica, como es
claro, que el lado del triangulo es igual a la unidad, y que, por tanto, C = (1/2,sen60°).

Denotemos por H el baricentro del triangulo, cuyas coordenadas podemos calcular
hallando la media aritmética de las coordenadas de A, B y C, resultando:

H

_A+B+C_(0,00+(L0)+(1/23/2) _(3/2,\3/2) (1 3
3 3 -3 (276 )
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Sea r una recta cualquiera que pase por H. Entonces, caben dos posibilidades, que
estudiaremos por separado: que r tenga por pendiente el numero real m, o que r sea la
recta vertical de ecuacion x = 1/2.

Si estamos en el primer caso, a partir de la ecuacion de la recta en forma punto-
pendiente, operando, tenemos:

N IR -

r.y——=m SSr.y=mx—+—5%& 71 =mx +
Y6 Y 26 Y

dandose una situacion como la mostrada en el grafico.

7

1 V3
C=(3.3)

\[E-Sm
6

riy=mx+

A=(0,0) B=(1,0)

Aplicando la conocida formula que permite calcular la distancia de un punto a una
recta y operando, obtenemos las igualdades:

-3
dA _|m-0—0+ 6 & _‘\/5—3m‘
N I
V3 - V3 -
‘m.l—0+63m ‘6m+ 63 3m‘ _‘\5+3m‘

d(B,r)= = -

m? +1 m? +1 6vm? +1°

L V3, B3-3m [m-33+3-3m|
2 2 6 6 ‘—2\5‘ 23

m’ +1 m +1 Cedm 4l 6ym 4l
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de modo que, elevando al cuadrado (teniendo en cuenta que al hacerlo podemos pres-
cindir del valor absoluto, por ser no negativo el cuadrado de un nimero), sumando,
aplicando la conocida identidad algebraica, y operando, resulta:

G-aml) (W3 +3m|) :
[d(A,r)]2+[d(B,r)]2+[d(C,r)]2:‘ m‘ +‘ + m‘ _{ 23 J(:)

6vm?* +1 6vm?* +1 6vm? +1

_3+9m2—6\/§m+3+9m2+6\/§m+ 12

[4An] +[dBO] +{d(Cn)] 36(m” +1) 36mi+l)  36mi+l)

[d(A, D] +[dB, 0] +[d(C.0)] = 18m’ +18 _18@w=D 1

_36(m2+1)_36m 2’

por lo que el valor de la suma de los cuadrados de las distancias de los tres vértices del
triangulo a la recta r es constante, es decir, no depende de m, lo que se traduce en que
tampoco depende de la recta elegida, como queriamos demostrar.

Ahora, si, por el contrario, r es la recta vertical de ecuacion x = 1/2, es claro que
tenemos las igualdades:

d(A,r>=§, d(B,r)%, d(C,r) =0,

de donde, elevando al cuadrado y sumando, se sigue:

(40T +[dBOF +[ACH =5+ +0=2 ==,

NI )

que es el mismo valor que obtuvimos en el otro caso.
Asi pues, hemos visto que, independientemente de la recta r que pase por H, el va-
lor de la suma considerada es constante, como queriamos probar.

(Oposiciones de Secundaria, 2005)
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Problema 4.16

Sea ABC un triangulo rectangulo en C, y sea D el pie de la altura desde C. Sea X un
punto interior del segmento CD. Sea K el punto en el segmento AX tal que BK = BC.
Andlogamente, sea L el punto en el segmento BX tal que AL = AC. Sea M el punto de
interseccion de AL y BK. Demuestra que MK = ML.

Representando el triangulo ABC (rectangulo en C), trazando la altura correspon-
diente al vértice C (que da lugar al punto D al intersecarse con el lado AB), eligiendo
un punto arbitrario X en el interior del segmento CD, y trazando las rectas AX y BX,
tenemos la situaciéon mostrada en el diagrama.

X

o\ A

Ahora, para construir el punto K segun las indicaciones del enunciado, hemos de
encontrar el punto del segmento AX cuya distancia a B sea igual a la distancia entre B
y C, el cual resulta, como es claro, de la interseccion de la circunferencia de centro B y
radio BC con el segmento AX. Denotaremos esta circunferencia por C;. De manera
analoga, para construir el punto L, intersecamos el segmento BX con la circunferencia
de centro A y radio AC, que denotaremos por C,. Una vez localizados los puntos K y
L, trazamos las rectas AL y BK, de cuya interseccion resulta el punto M.

Siguiendo estos pasos, tenemos la situacion mostrada en el siguiente diagrama,
donde se representan con trazo discontinuo los correspondientes arcos de las circunfe-
rencias C; y Co.
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Llegados a este punto, se puede pensar en fijar un sistema de referencia en el
plano, a fin de asignar unas coordenadas «sencillas» a los vértices del tridngulo, y, a
partir de ellas, determinar las ecuaciones de las rectas y las circunferencias involucra-
das, asi como las coordenadas de los puntos que resultan de la interseccion de estos
elementos. Sin embargo, esta manera de proceder da lugar a complejos sistemas y
ecuaciones, haciendo muy laboriosa y desagradable la resolucion del problema.

Por ello, en lugar de usar coordenadas y ecuaciones, demostraremos la igualdad
MK = ML por procedimientos «puramente geomeétricosy.

Observemos, en primer lugar, que, puesto que C; y C; se cortan en C y no son tan-
gentes, deben cortarse en otro punto, digamos H. Ademas, como la recta CD pasa por
un punto de corte de estas circunferencias (el propio C) y es perpendicular al lado AB
(tengamos en cuenta que D es el pie de la altura desde C), que es el segmento que une
los centros de C; y Ca, resulta claro que H también debe pertenecer a la recta CD, lo
que se traduce en que CD es el eje radical de C; y C, (recordemos que el eje radical de
dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos que tienen la misma potencia
respecto de ambas circunferencias, y que dicho lugar geométrico se corresponde con
una recta perpendicular al segmento que une los centros de las circunferencias, tratan-
dose precisamente de la recta que pasa por los puntos de corte en el caso de dos circun-
ferencias secantes, como es la situacion del problema).

Si consideramos ahora la recta tangente a C; en K y la recta tangente a C> en L, es
claro que estas dos rectas y la recta CD son concurrentes en un punto, digamos G, que-
dando la situacion mostrada en el siguiente grafico, en el que se han omitido algunos
elementos, para dotarlo de mayor claridad.

Ahora bien, como G pertenece al eje radical de C; y Ca, tenemos:

POt(G,Cl) = POt(Ga Cz) 5
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y, como, por definicion de la potencia de un punto respecto de una circunferencia, se
verifican las igualdades:

2
s

Pot(G,C,) =|GK

2
s

Pot(G,C,) =|GL

sustituyendo, resulta |GK|> = |GL|*, de donde, extrayendo raices cuadradas, llegamos a
|GK| = |GLJ, lo que se traduce en que los tridngulos GKM y GLM tienen dos lados
respectivamente iguales (los lados GK y GL, como acabamos de ver, y el lado GM,
que es comun a ambos). Ademas, el angulo GKM (que es igual al angulo GKB) y el
angulo GLM (que es igual al angulo GLA) son rectos, puesto que la tangente a una
circunferencia es perpendicular al radio correspondiente al punto de tangencia, lo que
significa que los tridngulos GKM y GLM son rectdngulos.

Asi pues, tenemos dos tridangulos rectangulos que comparten la hipotenusa y que po-
seen sendos catetos con la misma longitud, lo que, con el teorema de Pitagoras, nos permi-
te afirmar que los otros catetos también deben ser iguales, es decir, el segmento MK y el
segmento ML tienen la misma longitud, que es precisamente lo que queriamos demostrar.

(Olimpiadas Matematicas)

Problema 4.17

Demuestra que las rectas que unen los puntos medios de los lados opuestos de un cua-
drilatero convexo se cortan en el punto medio del segmento que une los puntos medios
de las diagonales.

Sean A, B, C y D los cuatro vértices de un cuadrilatero convexo, sean P, Q, Ry S los
puntos medios de los lados AB, BC, CD y AD, respectivamente, y sea O el punto de
interseccion de las diagonales. Consideremos, asimismo, los puntos medios de las diago-
nales, que denotaremos por M y N, y el punto de interseccion de las rectas PR y QS, que
denotaremos por E. Con esta notacion, tenemos la situacion mostrada en el grafico, y
resulta claro que el problema consiste en demostrar que E es el punto medio de M y N.

C
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Eligiendo un sistema de referencia de origen O y ejes cartesianos OB y OC (que no
tienen por qué ser ortogonales), podemos escribir A = (0,a), B = (b,0), C = (0,c) y
D=(d,0),siendoa<0,b>0,c>0yd<0.

De este modo, podemos determinar las coordenadas de P, Q, R, S, M y N, hacien-
do la media aritmética de las coordenadas de los puntos correspondientes, resultando:

P_A+B_(o,a)+(b,0)_(3 gj Q_B+c_(b,0)+(o,c)_(g gj
2 2 22) 2 2 \272)

R_C+D_(O,c)+(d,0)_[g 3) S_A+D_(0,a)+(d,0)_[g gj
2 2 2°2) 2 2 2°2)°

M:A+C=(0,a)+(0,c)=(0’a+cj’ N=B+DZ(b,0)+(d,0)=(b+d’0].
2 2 2 2 2 2

Asi pues, el punto medio de M y N es:

2 2 4 7 4

( a+ c) ( b+d j
0,— |+| —.0
FoM+N_ 2 2 z(b+d a+cj
por lo que el problema consiste en probar que, en realidad, E y F son el mismo punto.
Ahora, para determinar las coordenadas de E, hemos de hallar las ecuaciones de las
rectas PR y QS (lo cual podemos hacer a partir de las coordenadas obtenidas), y, poste-
riormente, resolver el sistema formado por ambas ecuaciones, que es lo que haremos a
continuacion.
Utilizando la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, tenemos:

b a 2x—b 2y-a
X—— y——
2 2 z z 2x-b _2y-a
: = : = PR: =
o d_b E_EQPR d-b c-a " d=b  c-a’
2 2 2 2 7 7
b c 2x—b 2y-c
X—— y——
) A 4 2x-b_2y-c
BT o Ta TP e T Tae
2 2 2 2 7z 7

por lo que las coordenadas de E se obtienen del sistema:

2x-b 2y-a
d-b c-a
2x-b 2y-c

d-b a—c
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que podemos resolver igualando el segundo miembro de ambas ecuaciones, ya que el
primer miembro de cada una es el mismo, de donde, operando, resulta:

2y—a=2y—c 2y—a _ 2y—c@4y:a+0@y=a+c

c—a a-c it o< __/('//a 4

y, sustituyendo esta expresion de y en la primera ecuacion del sistema y operando,
llegamos a:

b

2a—i—c_a a—i—c_a a+c—2a
2x—b: 4 C>2x—b: 2 C>2X—b: P o
d-b c—a d-b c—a d-b c—a
<3
2x-b 2 2x-b 1 b+d

=—&o4x-2b=d-bssx=——.
2 4

d-b o=a  d-b

Como vemos, las coordenadas de E son las mismas que obtuvimos para F, lo que
significa que E y F son el mismo punto, como queriamos demostrar.

(Examen de Universidad)

Problema 4.18

Si en el interior de un circulo de radio r se toman 100 puntos, prueba que, al menos,
dos de ellos distan menos de 2r/9.

Lo resolveremos por reduccion al absurdo, suponiendo que todos los puntos distan,
como minimo, 2r/9, y viendo que ello nos lleva necesariamente a una contradiccion.

En efecto, si la distancia entre dos cualesquiera de estos 100 puntos fuera mayor o
igual que 2r/9, entonces, es claro que podriamos formar 100 circulos de radio 1/9 (la mi-
tad de la distancia minima), cada uno de ellos centrado en uno de estos 100 puntos, de
manera que todos los circulos fueran exteriores o tangentes (ninguno seria interior a otro,
ni se cortarian), y, en consecuencia, el area total ocupado por los 100 circulos seria:

2
1
Ay 1007 L] =197
9) "8I

Ahora bien, como los 100 puntos estan en el interior de un circulo de radio r, te-
niendo en cuenta que algiin punto podria estar «muy cerca» del borde de este circulo,
resulta que los 100 circulos deben estar contenidos, sin solaparse, en el interior de un
circulo de radio r + 1/9 (el circulo resultante de afadir una corona circular de anchura
t/9 alrededor del circulo original, de radio r), cuyo area es:

2 2
A=m|r4— =n& =@nr2.
9 9 81
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Asi pues, vemos que los 100 circulos ocupan exactamente la misma superficie que
el circulo que los contiene, lo cual es absurdo, pues ello solo seria posible si no queda-
ran «huecos» entre un circulo y otro, situacién que, como sabemos, no se da, ya que no
es posible pavimentar el plano empleando circulos exclusivamente.

De esta manera, como la suposicion de que todos los puntos distan al menos 21/9 nos
lleva a una situacion insostenible, por reduccion al absurdo, tenemos probado que deben
existir dos puntos, al menos, que disten menos de 21/9, que es lo que queriamos demostrar.

(Oposiciones de Secundaria, examen de Universidad y Olimpiadas Matematicas)

Problema 4.19

Halla (figura adjunta), en funcion de r, la distancia OP de forma que el drea engen-
drada por el segmento de tangente AP al girar en torno del eje OP sea el triple del
drea engendrada por el arco AB al girar en torno del mismo eje OP.

A

Denotando por H el pie de la perpendicular a OP que pasa por A, tenemos la situa-
cion mostrada en el grafico, y es claro que el area engendrada por el segmento AP al
girar en torno de OP es igual al area lateral del cono de altura |PH| y radio |AH|, mien-
tras que el area engendrada por el arco AB al girar en torno de OP es igual al area del
casquete esférico de radio ry altura |BH|.

A
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Asi pues, teniendo en cuenta las conocidas formulas que permiten hallar la superfi-
cie lateral del cono y la del casquete esférico, y la relacion entre las areas dada en el
enunciado, tenemos:

n|AH||AP| =3 2nr|BH

de donde, simplificando y trasponiendo, se sigue:

|AH||AP|
i
r|BH]

Ahora bien, puesto que los triangulos AHO y PAO son semejantes (ambos tienen
un angulo recto, y un angulo agudo en comun), podemos establecer la proporcion:

|aH]| _|AP|
r _|OP|’

por lo que, sustituyendo en la igualdad anterior, resulta:

|AP[|AP] _
|oP|BH|
es decir:
|AP[
B e
|OP|[BH|

que, aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo PAO, podemos escribir como:

|OP|2 -1 3 O
loP||BH|

Por otro lado, es claro que |[BH| = [BO| — |OH| = — |OH|, y, también, por ser seme-
jantes los triangulos AOH y PAO, se verifica la igualdad:

|oH| o
r |op|’

por lo que, despejando |OH]| y sustituyendo en la anterior, resulta:

2
IBH|=r——

fop[’
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Finalmente, sustituyendo esta expresion de [BH| en (I), operando, aplicando la cono-
cida identidad algebraica, extrayendo r como factor comun, y trasponiendo, llegamos a:

(o) fo%=7] __

|OP|2 -1’ |OP|2 —r?

2 2
orfe-io | dorl-" Jgj

|OP|+r=6r<:>|OP|=5r,

(=4

lo que responde a la cuestién planteada en el enunciado.

(Oposiciones de Secundaria, 2009, Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1974, y examen de Universidad)

Problema 4.20

Un punto A se encuentra a distancia d del centro O de un semicirculo. Halla el radio r
de este, en funcion de d, para que, al girar toda la figura en torno de AO, el volumen
engendrado por el triangulo AOC sea igual al de la esfera, siendo AC tangente al se-
micirculo.

Denotando por H el pie de la perpendicular a AO que pasa por C, tenemos la situa-
cion mostrada en el grafico, y es claro que el volumen engendrado por el tridngulo
AOC al girar en torno de AO es igual al volumen del «doble cono» formado por el
cono de radio CH y altura AH y el cono del mismo radio y altura OH.

C

0 H d A
Asi pues, aplicando las conocidas formulas que permiten calcular el volumen de la

esfera y del cono, y teniendo en cuenta que, por lo pedido en el enunciado, el volumen
del «doble cono» y el de la esfera deben ser iguales, tenemos:

L n/cH[ |AH|+ Lr|cH] |oH| = 2
3 3 3
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de donde, extrayendo factores comunes, teniendo en cuenta que, como es evidente, se
satisface d = |OA| =|AH| + |OH]|, y simplificando, se sigue:

1 4

2 Z

Por otra parte, como los tridngulos AHC y ACO son semejantes (tienen un angulo
agudo en comun y ambos son tridangulos rectangulos), podemos establecer la proporcion:

A|CH| (|AH| +|OH|) = — #r* & |CH| d =41’ . (I

[cH| _r
|AC] d’

que, despejando |[CH| y elevando al cuadrado, nos lleva a:
2 2 1‘2
[CH" =|AC =,
d

y, aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo ACO, resulta:

Finalmente, sustituyendo esta expresion de [CHJ? en (I), operando, y resolviendo la
ecuacion de segundo grado en la incognita r resultante, llegamos a:

2 2
d -r

2
|CH|2d=4r3 <:>(d2 —rz)%d=4r3 N —drod-r=ddror’+4dr-d*=0=

_AdEVI6d +4d7  —4d£420d7 _ —4d£2V5d r=(-2+5)d

. ; : =2d++/5d= r=(—2—\/§)d'

Ahora bien, la segunda solucion de la ecuacion es inaceptable, puesto que propor-
ciona un valor negativo para el radio del semicirculo, y, en consecuencia, la Uinica solu-
cion al problema es:

r=(—2+\/§)d.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 4.21

Se considera la circunferencia de centro Oy radio r que pasa por un punto fijo H. Dos
cuerdas variables HA y HB, perpendiculares entre si, se toman como diametros de
sendas circunferencias, que se cortan en H y en otro punto P. Se pide:

a) Prueba que P pertenece a la recta AB.

b) Halla el lugar geométrico de P.

¢) Construye la figura transformada del lugar geométrico hallado por la homotecia de
centro Hy razon —2.

La situacion de los distintos elementos construidos a partir de las indicaciones da-
das en el enunciado se muestra en el grafico, sobre el que razonaremos posteriormente.

/ .
H
Apartado a)

Puesto que el punto P pertenece a la circunferencia de diametro HB, es claro que P
pertenece al arco capaz de 90 grados relativo al segmento HB, lo que se traduce en que
el angulo BPH es recto, y, de la misma manera, por pertenecer P a la circunferencia de
diametro HA, el angulo HPA también es recto.

Por tanto, el angulo BPA, que es igual a la suma de los angulos BPH y HPA, tiene
una medida de 180 grados, lo que significa que los puntos A, P y B estan alineados,
como queriamos demostrar.

Apartado b)

Por construccion, las cuerdas HA y HB, aunque variables, siempre son perpendicula-
res, lo que implica que el punto H siempre pertenece al arco capaz de 90 grados relati-
vo al segmento AB, es decir, H pertenece en todo momento a la circunferencia de dia-
metro AB.

Pero, como solo existe una circunferencia que pase por tres puntos no alineados, y
los puntos A, B y H pertenecen a la circunferencia dada en el enunciado, resulta que
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AB es un didmetro de esta circunferencia, lo que implica, a su vez, que el punto O esta
alineado con A y B. Entonces, teniendo en cuenta lo visto en el apartado a), podemos
afirmar que los puntos A, O, P y B estan alineados, de donde se desprende que el angu-
lo OPH también es recto (siempre que O y P no sean el mismo punto, lo cual sucede
cuando las cuerdas HA y HB tienen la misma longitud, o lo que es lo mismo, cuando
los segmentos AB y OH son perpendiculares).

Ahora bien, al ser el punto P variable, los puntos O y H fijos (segun el enunciado), y
el angulo OPH siempre recto, resulta que el punto P recorre el arco capaz de 90 grados
relativo al segmento OH, es decir, la circunferencia de didmetro OH, lo que se traduce en
que el lugar geométrico pedido es precisamente la circunferencia de didmetro OH.

Apartado ¢)

Como es sabido, una homotecia de razon k transforma una circunferencia de radio r en

una circunferencia de radio |k|'r, quedando los centros de ambas circunferencias ali-
neados con el centro de la homotecia.

I v

i v
! )
I |
| 1
| i
\ 1
1 I

!

En el caso que nos ocupa, estamos transformando la circunferencia de diametro
OH, cuyo radio mide r/2, mediante la homotecia de razoén —2 y centro H, por lo que el
resultado debe ser una circunferencia de radio r, con centro en un punto de la recta OH,
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digamos O’, de manera que el punto H quede entre los dos centros, por ser negativa la
razén de la homotecia. Como, ademas, el punto H pertenece a la circunferencia de
diametro OH y es el centro de la homotecia, debe transformarse en si mismo, por lo
que ha de pertenecer a la circunferencia resultante de la homotecia, lo cual solo es po-
sible si la distancia entre H y O’ es igual a r. De este modo, resulta que H es el punto
medio de O y O’, lo que se traduce en que la circunferencia resultante, mostrada con
trazo discontinuo en el siguiente grafico, es la simétrica de la dada en el enunciado
mediante la simetria central de centro H.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.22

Sea una circunferencia de centro Oy en ella el diametro AB. Se traza por B una recta
que corta a la circunferencia en M. Sobre dicha recta se toma el segmento MC = MB.
Las rectas OC y AM se cortan en H. Halla el lugar geométrico de los puntos H cuando
BM gira alrededor de B y construye la figura homotética del lugar geométrico hallado
en la homotecia de centro A y razon —3/2.

Representando la circunferencia de centro O, considerando en ella el didmetro AB,
y realizando la construccion de los elementos descritos en el enunciado, tenemos la
situacion mostrada en el grafico.

Si consideramos el triangulo de vértices A, B y C, teniendo en cuenta que O es el
punto medio de A y B (O es el centro de la circunferencia y AB es un diametro) y que
M es el punto medio de B y C (es asi por construccion de C, ya que lo hemos elegido
de manera que MB = MC), es claro que las rectas AM y CO son medianas del tridngulo
ABC (son rectas que unen un vértice del triangulo con el punto medio del lado opues-
to), por lo que el punto H es el baricentro del tridngulo ABC.
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Ahora bien, como es sabido, el baricentro de un tridngulo cualquiera tiene la pro-
piedad de dividir el segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto
en dos partes, de manera que el segmento que une el vértice con el baricentro tiene una
longitud igual a las dos terceras partes del segmento que une el vértice con el punto
medio del lado opuesto, lo que significa que, en nuestro caso, tenemos:

2
At=2]AM].

que podemos expresar vectorialmente como:

[ g_

AH=—AM.
3

Asi pues, recordando la definicion de una homotecia, podemos decir que H es el
transformado de M mediante la homotecia de centro A y razon 2/3. Ademas, es claro
que cuando el segmento BM gira alrededor de B, el punto M recorre toda la circunfe-
rencia, lo que se traduce en que el lugar geométrico descrito por H, que es lo que que-
remos determinar, es el resultado de aplicar la homotecia de centro A y razon 2/3 a
toda la circunferencia, que, como sabemos, se corresponde con la circunferencia que
tiene por radio las dos terceras partes de la longitud del segmento OA (el radio de la
circunferencia dada), y cuyo centro, que denotamos por O’, satisface la relacion:

por ser O’ el transformado de O mediante la mencionada homotecia.
De este modo, el lugar geométrico pedido es la circunferencia que se muestra con
trazo discontinuo en el grafico.
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Para la segunda parte del problema, es evidente que al aplicar la homotecia de cen-
tro A y razoén —3/2 a la circunferencia descrita por el punto H (que incide con el punto
A), resulta otra circunferencia, a la que pertenece el punto A, cuyo centro esta alineado
con O’ y A (quedando el punto A entre ambos centros, por ser negativa la razon), y
siendo su radio igual a la longitud del segmento OA, puesto que al multiplicar los valo-
res absolutos de las razones de las dos homotecias (estamos componiendo ambas ho-
motecias) resulta la unidad, al ser 3/2 el inverso de 2/3.

Con lo dicho, es claro que A es el punto medio de O y el centro de la nueva circun-
ferencia, lo que implica, a su vez, que la figura homotética pedida, mostrada con linea
punteada en el siguiente grafico, es precisamente la circunferencia simétrica de la dada
en el enunciado mediante la simetria central de centro A.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.23

Tenemos un segmento AB de longitud 16. Halla el lugar geométrico de los baricentros
de los triangulos de base AB y perimetro 36.

Denotemos por C el tercer vértice de un triangulo que cumple las condiciones indi-
cadas en el enunciado, por H su baricentro, y por M el punto medio del segmento AB.

En primer lugar, como el lado AB tiene una longitud de 16 unidades y el perimetro
del triangulo ABC mide 36 unidades, es claro que la suma de los lados AC y BC mide
20 unidades, lo cual significa que la suma de las distancias del punto variable C a los
dos puntos fijos A y B es constante e igual a 20 unidades, lo que se traduce, a su vez,
en que el punto C se mueve sobre la elipse (que denotaremos por E) de focos Ay By
constante igual a 20 unidades, si bien C no puede situarse sobre los vértices del eje
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focal, puesto que, en tal caso, A, B y C estarian alineados y no tendriamos un tridngulo
(recordemos que una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma
de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante).

Ahora, por la propiedad fundamental del baricentro (ya comentada en el problema
anterior), sabemos que se verifica la relacion vectorial:

H=

Ly,
3

que muestra que el punto H es el resultado de aplicar una homotecia de centro M y
raz6n 1/3 al punto C.

Asi pues, dado que C recorre la elipse E, cuyo centro coincide con el de la homote-
cia (exceptuando los dos vértices del eje focal), el punto H debe estar sobre la elipse
homotética de E, que también tiene su centro en M y posee los mismos ejes de simetria
que E (sin incluir los vértices del eje focal).

Si nos interesa obtener la ecuacion reducida de esta elipse, que se corresponde con
el lugar geométrico pedido (excluyendo los vértices del eje focal), podemos fijar un
sistema de referencia cuyo origen sea el punto M, de manera que el eje de abscisas
coincida con la recta AB. En esta situacion, teniendo en cuenta que la longitud del
segmento AB es de 16 unidades, y que M es su punto medio, es claro que podemos
asignar a A y B las coordenadas (8,0) y (-8,0), respectivamente.

Ahora, si denotamos por a el semieje principal de la elipse E, por b su semieje se-
cundario, y por c la distancia del centro a los focos, tenemos que ¢ = 8 (sus focos son A
y B), y, al ser la constante de E igual a 20 unidades, debe ser a = 10, de manera que, a
partir de la relacion a> = b? + ¢? (por el teorema de Pitdgoras), podemos determinar b,
resultando b = 6.

En consecuencia, la elipse transformada de E mediante la homotecia de centro M y
razén 1/3 tiene como semieje principal a’ = 1/3-a = 10/3, y como semieje secundario
b’ =1/3-b =2, por lo que su ecuacion reducida es:

2 2

X y
+_
10/3) 22

b

o bien:

2 2
G A
100/9 4

B

que es la ecuacion del lugar geométrico pedido, excluyendo los vértices del eje focal,
que, como es claro, son los puntos de coordenadas (10/3,0) y (-10/3,0).

(Oposiciones de Secundaria, 2005)
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Problema 4.24

Dos puntos variables del plano, Py Q, que estin alineados con el origen, cumplen la
condicion de que la razon simple (OPQ) es —1/2. Halla el lugar geométrico del punto
P cuando Q describe la circunferencia de centro (4,4) y radio 2.

En primer lugar, recordemos que, dados tres puntos alineados, digamos A, By C,
se define la razén simple, que denotamos por (ABC), como el numero que verifica la
relacion vectorial:

AC =(ABC)- AB.

Asi pues, en el caso que nos ocupa, a partir de la condicion dada en el enunciado,
tenemos la igualdad:

0Q=--0P,
Q 2

0, equivalentemente:
OP =-20Q,

lo que se traduce en que el punto P es el transformado de Q mediante la homotecia de
centro O (el origen) y razén —2.

De este modo, es claro que cuando Q recorre la circunferencia de centro (4,4) y ra-
dio 2, el punto P recorre también una circunferencia (las homotecias transforman cir-
cunferencias en circunferencias), de radio 4 (que es el producto del radio de la circun-
ferencia que recorre el punto Q por el valor absoluto de la razon de la homotecia), y
cuyo centro es el transformado por la homotecia del punto (4,4), que es el centro de la
circunferencia recorrida por Q, es decir, el punto (—8,—8), como es facil de comprobar.

Por tanto, podemos afirmar que el lugar geométrico pedido en el enunciado es pre-
cisamente la circunferencia de centro (—8,—8) y radio 4, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.25

En una circunferencia de radio R se consideran la cuerda AB, fija de longitud R, y la
cuerda AC variable. Sobre estas dos cuerdas se construye el paralelogramo BACD. Se
pide determinar los siguientes lugares:

a) Del punto medio de AC.
b) Del centro del paralelogramo.
¢) Del vértice D.

En primer lugar, representamos la cuerda fija AB, de longitud R, y la cuerda variable
AC (lo cual significa que el punto C recorre toda la circunferencia). A continuacion,
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trazamos por C la paralela a AB y por B la paralela a AC, resultando el punto D como
interseccion de ambas rectas. De este modo, denotando por O el centro de la circunferen-
cia, tenemos la situacion mostrada en el grafico, a partir de la cual resolveremos separa-
damente cada apartado del problema.

Apartado a)

Denotemos por M el punto medio del segmento AC. Entonces, como es claro, tenemos
la relacion vectorial

AM =LAC,
2

lo que significa que M es el trasformado de C mediante la homotecia de centro A (que
es un punto fijo, no variable) y razoén 1/2. Por tanto, como C recorre la circunferencia
dada, el punto M debe describir la circunferencia que resulta de aplicar la mencionada
homotecia a la circunferencia dada, esto es, la circunferencia de radio R/2 (la razén de
la homotecia es 1/2) cuyo centro, que denotamos por O, esta alineado con A y O (en
realidad, es el punto medio de ambos, al ser 1/2 la razon de la homotecia).

Dicho de otro modo, el lugar geométrico descrito por M coincide con la circunfe-
rencia de diametro OA, que podemos ver en el grafico.
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Apartado b)

Como es sabido, el centro de un paralelogramo es el punto medio de las diagonales, por lo
que, denotando por H el centro del paralelogramo, se debe cumplir la relacion vectorial:

BH=—-BC,
2

la cual evidencia que H es el transformado de C mediante la homotecia de centro B
(que, como antes ocurria con A, es un punto fijo, no variable) y razén 1/2.

Asi pues, razonando de manera analoga al apartado anterior, llegamos a la conclu-
sion de que el lugar geométrico descrito por el centro del paralelogramo se corresponde
con la circunferencia de didmetro OB, como se muestra en el grafico, donde hemos
denotado por O, su centro.

Apartado c¢)

A partir de la clara relacion:

teniendo en cuenta la igualdad:

CD=AB

(consecuencia de que los puntos B, A, C y D forman un paralelogramo), podemos es-
cribir:

D=C+AB,

que indica que el punto D se obtiene a partir de C mediante la traslacion de vector AB,
que es fijo, no variable.



Problemas de Geometria 369

De este modo, al recorrer C la circunferencia dada, el punto D describe la resultan-
te de aplicar a la misma la traslaciéon mencionada, obteniéndose, de este modo, la cir-
cunferencia mostrada en el grafico, cuyo centro hemos denotado por Os.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1974, y examen de Universidad)

Problema 4.26

En un triangulo rectangulo, el cateto AB es constante de longitud a, siendo el otro
cateto AC variable de longitud b. En la circunferencia circunscrita al triangulo, sea S
el area del menor de los dos segmentos circulares determinados por el cateto AC.
Halla el limite:

.S
lim—-.
b—0 b3

Denotando por O el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, por r
su radio, y por a el angulo AOC, tenemos la situacion mostrada en el grafico, donde
aparece sombreada la superficie S. Obsérvese que, como el angulo BAC es recto, A
pertenece al arco capaz de 90 grados relativo al segmento BC, lo cual se traduce en que
el segmento BC, que es la hipotenusa del tridngulo ABC, es un diametro de la circunfe-
rencia circunscrita, lo que implica, a su vez, que O es el punto medio de By C.
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Por su parte, como es claro, S es igual a la diferencia entre la superficie del sector
circular OAC y el tridngulo OAC, por lo que, a partir de las conocidas formulas que
permiten hallar la superficie de ambas figuras (considerando a expresado en radianes),
teniendo en cuenta que la altura del tridangulo OAC relativa al lado AC es precisamente
a/2 (por ser O el punto medio de BC y ser a la medida del lado AB), podemos escribir:

o b-a/2

S= - )
2 2
que, operando, queda:
S= %rz - % : I

Por otro lado, podemos ver que el angulo ABC es el angulo del tridngulo relativo
al vértice B (por lo que también lo denotaremos por B) y, a la vez, un angulo inscrito
en la circunferencia, que abarca el arco AC. Ahora bien, como es sabido, un angulo
inscrito en una circunferencia tiene una amplitud igual a la mitad de la amplitud del
angulo central que abarca el mismo arco, por lo que se satisface la igualdad B = o/2, ya
que a es el angulo central que abarca el arco AC, como es evidente. Como, ademas, por
la definicion de la tangente, es tgB = b/a, resulta B = arctg(b/a), de donde, sustituyendo
en la anterior igualdad, llegamos a o/2 = arctg(b/a), que es una expresion que depende
unicamente de a y b.

Para expresar también 1> en funcion de a y b, aplicamos el teorema de Pitagoras al
triangulo ABC, teniendo en cuenta que, como hemos comentado, el segmento BC es un
diametro de la circunferencia, resultando:

2 2
IBC| =|AB[ +|AC]" & (2r)* =2’ +b* 4’ =a® +b* 1P =2 Zb .
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Ahora, sustituyendo la expresion encontrada de 0/2 y de r* en (1), y operando, resulta:

2 2 2 2 _
g=2, —ﬂzarctg(b/a)a +b _ﬂ:(a +b”)arctg(b/a)—ab
2 4 4 4 4

>

por lo que el limite que queremos calcular, que denotamos por L, es:

L = lm=- = im (a® +b*)arctg(b/a) —ab
b>0 b b0 4b° '

Como vemos, este limite presenta una indeterminacion del tipo 0/0, que podemos re-
solver aplicando la regla de L’Hopital (es claro que se satisfacen las hipétesis), quedando:

2b-arctg(b/a) +(a’ + b2)1/7a2 —a
. 1+(b/a)
L=1lim
b0 12b’
Ahora bien, es claro que, operando, tenemos:
1/a a’+b’

az+b2 —a=
( )l+(b/a)2 all1+(b/a)’ |
a2+b2—a2[1+(b/a)2] a2 +br—a’—b?

C o a[l+/a)]  a[l+(/a)?]

B

por lo que, sustituyendo en la igualdad anterior y simplificando, se sigue:

L =1lim 2b-arctg(b/a)+0 —lim arctg(b/a) ’

b—0 12b2 b—0 6b

y estamos otra vez ante una indeterminacion del tipo 0/0. Aplicando de nuevo la regla
de L"Hopital (se dan las condiciones adecuadas para ello) y operando, resulta:

1/a 1/a 1/a

2 2 .
L=1im1+(b/a) :1+(O/a) _ 1 _ 1 ,
-0 6 6 6 O6a

lo que da respuesta a la cuestion planteada en el enunciado.

(Oposiciones de Secundaria, 1996)
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Problema 4.27

Dadas las circunferencias:
=X’ +y —x—-y—1=0, s=x"+y —2x+4y—-2=0, t=x"+y +2x+2y—-4=0,
se pide:

a) La ecuacion del eje radical de las circunferencias ry s.

b) Las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias.

¢) Comprobar si ry s son tangentes exteriores.

d) Comprobar si ry s son ortogonales.

e) La ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen y pertenece al haz generado

porrys.
Apartado a)

Como es sabido, el eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los
puntos que tienen la misma potencia respecto de ambas circunferencias, que resulta ser
una recta perpendicular a la recta que pasa por los dos centros. Para hallar la ecuacion
del eje radical de dos circunferencias, es suficiente con restar miembro a miembro las
respectivas ecuaciones de las circunferencias, por lo que, en el caso que nos ocupa, el
eje radical de las circunferencias r y s, denotado por e, viene dado por la ecuacion:

e =X +y —x—y—1-(x>+y’ =2x+4y-2)=0,
que, operando, se transforma en:
e, =x—-5y+1=0.

Apartado b)

El centro radical de tres circunferencias, cuyos centros no estan alineados, es el punto
que tiene la misma potencia respecto de las tres circunferencias. Es evidente, por tanto,
que el centro radical debe pertenecer a los tres ejes radicales que podemos formar to-
mando las circunferencias de dos en dos, por lo que, para determinarlo, basta con inter-
secar dos de los tres ejes radicales, pues los tres ejes radicales (que son rectas) son
concurrentes en el centro radical. Asi pues, en nuestro caso, como ya disponemos de la
ecuacion del eje radical de las circunferencias r y s, podemos hallar, por ejemplo, la
ecuacion del eje radical de las circunferencias s y t, que denotamos por ey, y posterior-
mente resolver el sistema formado por ambas ecuaciones. Restando las ecuaciones de s
y t, y operando, tenemos:

e, =X +Yy —2x+4y-2—-(xX*+y +2x+2y-4)=0 e, =-2x+y+1=0,
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y, en consecuencia, el sistema que proporciona las coordenadas del centro radical es:

x=5y+1=0
-2x+y+1=0

Resolviéndolo por el método de reduccion, resulta:

%—10y+2=0%2x—10/3+2=0—>x=2/3
2K +y+1=0 ,

-9y +3=0->y=1/3
de manera que el centro radical es el punto C = (2/3,1/3).

Apartado ¢)

Como sabemos, dos circunferencias son tangentes exteriores si, y solo si, la distancia
entre sus centros es igual a la suma de sus radios. Asi pues, para resolver este apartado,
necesitamos conocer los radios y las coordenadas de los centros de las circunferencias r
y s, lo cual podemos lograr sin méas que «completar cuadrados» en sus respectivas
ecuaciones, trasponer términos, y operar, como vemos a continuacion:

s=x>+y' —2x+4y-2=0s=(x-1) -1+(y+2)' -4-2=0&
ss(x—1)2+(y+2)2=7.

De este modo, la distancia entre los centros de ambas circunferencias, que denota-
mos, respectivamente, por C; y Cs, es:

:d((%,%},(l,ﬂ)} :\/(%—1]2 +G+2)2 = \/g =@,

mientras que la suma de sus radios, que denotamos, respectivamente, por R; y R,

resulta ser:
/3
R, +R, = 5+\/7,

C.C,
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que, claramente, es un valor distinto de la distancia entre los centros hallada antes, lo
que se traduce en que las circunferencias r y s no son tangentes exteriores.

Apartado d)

Recordemos que dos circunferencias son ortogonales si se cortan en dos puntos, de
manera que los radios de cualquiera de ellas correspondientes a los dos puntos de corte
son tangentes a la otra circunferencia en dichos puntos. Dicho de otro modo, dos cir-
cunferencias son ortogonales si son secantes y las tangentes a cualquiera de ellas en los
puntos de corte pasan por el centro de la otra. En el grafico podemos ver la situacion
descrita, para mayor claridad, donde hemos denotado por T; y T los puntos de corte de
las circunferencias.

Asi pues, como una recta tangente a una circunferencia es siempre perpendicular al
radio correspondiente al punto de tangencia, podemos decir que, con la notacion del
grafico, las circunferencias r y s son ortogonales si, y solo si, el triangulo C,CTy (y
también el C,CsT») es rectangulo, lo que, haciendo uso del teorema de Pitdgoras, equi-
vale a decir que se verifica la igualdad:

lc.c| =|c T +|c,T[ .

Sin embargo, en el caso que nos ocupa, a partir del calculo realizado en el apartado
c), tenemos:

IC.C,

2_(\/%\]2_§ 13
2

mientras que:

I T +|C,T,[ =R? +R? =%+7:177,
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por lo que no se satisface el teorema de Pitagoras, lo cual significa que las circunferen-
cias r y s no son ortogonales.

Apartado e)

Como es sabido, para obtener el haz de circunferencias generado por r y s, hemos de
sumar miembro a miembro las ecuaciones de ambas circunferencias, previamente mul-
tiplicadas por sendos escalares, digamos A y 1, como si hiciéramos «una combinacion
lineal» de r y s. De este modo, la ecuacion del haz es:

MxP+y —x—y—-D+u(x’+y" —2x+4y-2)=0,

y el problema planteado en este apartado se reduce a determinar el valor de los escala-
res A y W para que las coordenadas del origen satisfagan la ecuacion. Sin embargo,
haciendo x = 0, y = 0 en la ecuacion, obtenemos la igualdad —A — 2 = 0, la cual no
permite hallar los valores de estos escalares, sino encontrar una ligadura entre ellos.
Para superar este obstaculo, podemos observar que el origen no pertenece a la circunfe-
rencia s (como es claro, no satisface su ecuacion), por lo que la circunferencia del haz
que pasa por el origen no puede obtenerse para A = 0. Asi pues, al ser necesariamente
A # 0, podemos dividir por A los dos miembros de la ecuacion del haz, de modo que,
simplificando y «renombrando» el cociente (/A como un nuevo parametro, digamos a.,
tenemos:

X

o (x* +y2—x—y—l)+%(xz+y2 -2x+4y-2)=0¢&

X

X +y —x—y—l+o(x*+y’ —-2x+4y-2)=0,

de donde, imponiendo las condiciones x = 0, y = 0, para que la circunferencia del haz
pase por el origen, se sigue:

-l+o(2)=0=0=-1/2.

Finalmente, sustituyendo este valor de a en la ecuacion del haz, operando y agru-
pando, resulta:

x’ +y2—x—y—l—%(x2 +y2—2x+4y—2)=0<:%x2 +%y2 -3y=0&

X2+y2—6y=0,

que es la ecuacion de la circunferencia pedida. Si se prefiere, podemos «completar
cuadrados» y trasponer, lo que nos lleva a:

x2+y2—6y=0<:>x2+(y—3)2—9=0<:>X2+(y—3)2=9,
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donde puede verse claramente que la circunferencia pedida es la de radio 3 centrada en
el punto (0,3).

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.28

Consideremos la parabola y* = 2px y el punto fijo A(a,b), siendo a # 0. Por el vértice
de la pardbola se traza la cuerda variable OB, y se proyecta B sobre la tangente a la
parabola en el vértice, resultando el punto C. Halla el lugar geométrico de los puntos
M, interseccion de las rectas OBy AC.

Denotando por (s,t) las coordenadas del punto variable B, perteneciente a la para-
bola, y teniendo en cuenta que la tangente a la parabola en el vértice (que es el origen
de coordenadas, O) coincide con el eje OY, es claro que las coordenadas de C son (0,t).
Trazando ahora las rectas OB y AC, e intersecandolas, obtenemos el punto M, cuyo
lugar geométrico pretendemos determinar, quedando una situacién como la mostrada
en el grafico, en la que hemos situado el punto A en un lugar arbitrario.

~d

Teniendo en cuenta las coordenadas de A, B, C y O, a partir de la ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos, podemos hallar las ecuaciones de OB y AC, resultando:

op=2=9_Y=0 Log=X_Y,
s—0 t-0 s t
x—0 y-t X y-—t
AC= =— S AC=—=——,
a—-0 b-t a b-t

de manera que el punto M queda determinado como solucion del sistema formado por
las ecuaciones encontradas de OB y AC.
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Obsérvese que la recta OB no esta definida si B = O (esto es, si s y t son ambos nu-
los, o si lo es alguno de los dos, puesto que al pertenecer B a la pardbola, debe satisfa-
cerse la relacion t? = 2ps, a partir de la cual podemos deducir que si uno de los dos es
nulo, entonces, también lo es el otro), mientras que la recta AC esta definida siempre,
ya que, segun el enunciado, se verifica a # 0, lo que implica que A no pertenece al eje
0Y, y, en consecuencia, no puede ser A = C. Asi pues, para que tenga sentido la cons-
truccion de M, en principio, supondremos que ni s ni t son nulos.

Con lo visto, podemos decir que el problema de determinar el lugar geométrico de
M consiste en eliminar s y t del sistema:

X_Y
st
X y—t
a b-t
t* =2ps

Despejando s de la primera ecuacion, sustituyendo en la tercera, y simplificando
(estamos suponiendo que t no es nulo), tenemos:

X X X
s=—t s=—t s=—t
Yy y Yy
Xyt x_y-t x_y-t
a b-t a b-t a b-t
2 _
t=2ps 2=2p2f  |t=2p2
y y

y, despejando ahora t de la segunda (para lo cual es necesario trasponer términos, ope-
rar y extraer factores comunes), y sustituyendo también en la tercera, llegamos a:

X X
s—Xt S_xt s=—t s=—t
- - y y
Y Y ay — bx ay — bx
bx —tx=ay—at &<(a—x)t=ay—bx < p= =X p= =X ,
a—x a—x
X X
t—Zp; t—2p; t=2p§ ay—bxzzpi
y a-x y

y, en consecuencia, la ecuacion del lugar geométrico pedido es:

ay — bx X
A, P
a—x py
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si bien podemos presentarla de una manera mas sencilla, operando y trasponiendo,
como vemos a continuacion:
ay — bx

=2p2 & ay” — bxy = 2apx — 2px” < 2px” +ay’ — bxy — 2apx = 0.
a-—x y

Obsérvese que, como es evidente, el origen de coordenadas satisface la ecuacion
del lugar, por lo que cabe pensar que debe pertenecer al mismo. Sin embargo, este
punto no puede resultar de la interseccion de las rectas OB y AC, puesto que, de ser
asi, O perteneceria a la recta AC, lo que implicaria que los puntos O, C (que estan so-
bre el eje OY) y A tendrian que estar alineados, lo cual es imposible, pues, segln el
enunciado, A no esté sobre el eje OY, salvo que se diera la circunstancia de que O = C.
Ahora bien, como las coordenadas de C son (0,t), la igualdad O = C solo puede darse si
t = 0, situacion que hemos descartado, por no estar definida la recta OB (seria el caso
enque B=0=C).

Caben aqui dos interpretaciones: que el origen de coordenadas no puede estar en el
lugar geométrico descrito por M, en cuyo caso la solucion del problema consistiria en
eliminar O del lugar geométrico que hemos determinado; o aceptar que es posible for-
mar la recta OB, aun en el caso en que B = O, entendiendo esta recta como el limite de
las rectas secantes OB, cuando B tiende a O recorriendo la parabola, es decir, como la
tangente a la pardbola en el punto O (el eje OY), en cuyo caso la interseccion de esta
recta con la recta AC seria, precisamente, el origen de coordenadas, con lo que el lugar
geométrico hallado daria respuesta al problema, sin excluir ningtin punto.

No entraremos en controversia sobre las dos posibles interpretaciones, sino que
aceptaremos que ambas son igualmente validas, dando asi por concluido el problema.

(Examen de Universidad)

Problema 4.29

En una pardbola de ecuacion vy’ = 2px se traza la normal por un punto M. Sea N el
punto de interseccion de dicha normal y la directriz. Si C es el centro de curvatura de
la parabola en M, determina el valor de la relacion entre la longitud del segmento CM
v la del segmento MN.

En primer lugar, como el punto M pertenece a la parabola dada, sus coordenadas
han de ser de la forma:

Mz(m,i 2pm),

siendo m > 0. Ahora bien, puesto que la parabola es simétrica respecto del eje OX, y
las dos posibles ordenadas de M son opuestas para un mismo valor de m (lo cual se
traduce en los dos puntos M correspondientes a un mismo valor de m también son
simétricos el uno del otro respecto del eje OX), podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que M se encuentra en el primer cuadrante, ya que los resultados que
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obtendriamos en el otro caso serian los mismos, por la simetria mencionada. Asi
pues, partimos de que el punto M tiene coordenadas:

Mz(m,\/2p7m).

Conviene recordar que la directriz de una parabola es la recta perpendicular al eje
situada a una distancia del vértice igual a la que separa este del foco, y que el centro de
curvatura de la parabola en M se corresponde con el centro de la circunferencia oscula-
triz, esto es, la circunferencia que, pasando por M, «mas se aproximay a la parabola en
un entorno de M, lo que, desde el punto de vista analitico, significa que la parabola y la
circunferencia osculatriz tienen un contacto de segundo orden (tanto la primera como la
segunda derivada de las funciones que definen la parabola y la circunferencia son igua-
les en el punto M), lo que, en particular, implica que la pardbola y la circunferencia
osculatriz comparten la recta tangente en el punto M. Teniendo en cuenta esto ltimo, y
que la tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que une el punto de tan-
gencia con el centro, resulta claro que el centro de curvatura pertenece a la recta nor-
mal, por lo que los puntos C, M y N estan alineados.

Representando la parabola y realizando la construccion del resto de elementos in-
volucrados en el problema como se indica en el enunciado, estamos en una situacion
como la mostrada en el grafico, donde se muestra la circunferencia osculatriz con trazo
discontinuo.

Ahora, como es sabido, la ecuacion de la recta normal a una curva dada por la formula
y = f(x) en un punto de la misma, de coordenadas (a.f(a)), siendo f derivable en a, es:

y—f(a)=—$(x—a),
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por lo que, en el caso que nos ocupa, la ecuacion de la recta normal a la parabola en M es:

x—-mey- 1/2pm——“ (x m),

2pm = ————

Z

,Z 2pm

puesto que estamos trabajando con la funcion:

f(x)=+/2px .

En cuanto a la directriz de la parabola, dada en forma canénica, como también es
sabido, se trata de la recta vertical de ecuacion x = —p/2, por lo que las coordenadas del
punto N, resultado de la interseccion de la normal a la pardbola en M con la directriz,
se obtienen como solucion del sistema:

\/2pm

2pm =————(x—m)
p
x=-p/2
del que, sustituyendo y operando, llegamos a:

2pm =——“2pm(—2—mj y={1+2}/2pm +m

2p
X=—p/2 Xx=—p/2

= pzzm\ﬂpm +4/2pm
p b

X=—p/2

y, entonces:

N:[ PP+ m+mj

Empleando ahora la conocida expresion que permite hallar la distancia entre dos
puntos, dadas sus coordenadas, podemos obtener la longitud del segmento MN, que,
operando, resulta ser:

ot ]
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2 2 2 2
2pm
IMN|= (p+2m] [p+2m 2pm = [wj +(p+2mj A@
2 2p 2 2 p*
IMN]|= (p+2m}2 4 2m)_p+2m |p+2m
2 p 2 P

En cuanto al segmento CM, teniendo en cuenta que C es el centro de curvatura de
la parabola en el punto M, es claro que la distancia entre C y M es, precisamente, igual
al radio de curvatura (el radio de la circunferencia osculatriz), que denotamos por
Rc(M), cuyo valor podemos calcular con la conocida expresion:

(1+ (£ 1))’ )3

R.(M)= |f"(m)|

b

ya que hemos escrito la ecuacion de la rama de la parabola situada en el primer cuadrante
(donde se encuentra el punto M) en forma explicita como y = f(x). Asi pues, como:

e
£'00 = (')’ = [ - J—( oo Z ex p

\/ﬂ m)z - 2p/x 2px

sustituyendo la expresion de las derivadas primera y segunda de f (evaluadas en la
abscisa x = m) en la formula que permite hallar el radio de curvatura, y operando, lle-

gamos a:
1+ , 1+ f p+2m
2pm 2
ICM| =R (M) = ”p/ =
p
Com 2pm 2m 2p 2m 2p

p+2m [p+2m

|CM|= M p\/ 7 A :(p+2m}/p+2m=(p+2m). p+2m‘
v p p
261\ Zp it
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Por ultimo, efectuando el cociente entre las expresiones que determinan la longitud
de los segmentos CM y MN, tenemos:

|CM|:“”"%“I/)=2,
W o

que es el valor que pretendiamos calcular, y que, como vemos, no depende del punto M
elegido.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.30

Se dan un foco F y dos puntos de una hipérbola. Se pide el lugar geométrico del se-
gundo foco de las hipérbolas que tienen comunes los tres puntos dados.

Denotemos por F’ el segundo foco de una hipérbola que cumpla las condiciones
dadas en el enunciado, y por A y B los puntos fijos por los que debe pasar. Entonces,
teniendo en cuenta la definicién de la hipérbola como lugar geométrico (una hipérbola
es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que su diferencia de distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es constante), podemos escribir las igualdades:

|d(A,F)—d(A,F)|=k
[d(B,F)—d(B,F")| =k ’

siendo k > 0 la constante aludida en la definicion (obsérvese que hemos tomado la
diferencia de las distancias en valor absoluto, ya que no sabemos, a priori, cual de las
dos distancias es mayor, puesto que ello depende, como es claro, de que los puntos A 'y
B estén en la rama de la hipérbola mas proxima a F o en la mas cercana a F’), de don-
de, igualando, resulta:

|d(A,F)—d(A,F")|=|d(B,F) - d(B,F")

B

igualdad que podemos «desglosar» en estos dos casos:

d(A,F)—d(A,F')=d(B,F)-d(B,F")

d(A,F)—d(A,F") =—[d(B,F)—d(B,F)] < d(A,F) - d(A,F") = d(B,F") - d(B,F) .
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Ahora bien, es claro que se dard la primera situacion si A y B estdn simultanea-
mente mas cerca de F que de F’ (para que sean negativos los dos miembros de la igual-
dad) o si, por el contrario, estan simultaneamente mas cerca de F’ que de F (para que
ambos miembros sean positivos), lo cual es equivalente a decir que A y B estan en la
misma rama de la hipérbola. Si es este el caso, trasponiendo términos y teniendo en
cuenta la propiedad simétrica de la distancia, obtenemos la igualdad:

d(F',B)—d(F',A) = d(F,B) - d(F,A),

cuyo segundo miembro es constante, puesto que A, B y F son puntos fijos. De este modo,
resulta que la diferencia de distancias de F” a B y a A es constante, e igual a la diferencia
de distancias de F a B y a A, por lo que, también por la definicion de la hipérbola como
lugar geométrico, podemos decir que F’ pertenece a una rama de la hipérbola de focos A
y B que pasa por F, que, para este caso, es el lugar geométrico pedido.

De manera analoga, podemos decir que se dara la segunda situacion si A y B estan
en distinta rama de la hipérbola, en cuyo caso, también trasponiendo términos y apli-
cando la propiedad simétrica de la distancia, tenemos la igualdad:

d(F',B)+d(F',A)=d(F,B)+d(F,A),

en la que, de nuevo, el segundo miembro es constante. Teniendo presente la definicion
de la elipse como lugar geométrico (una elipse es el lugar geométrico de los puntos del
plano tales que la suma de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante),
es claro que la anterior igualdad equivale a decir que F’ pertenece a la elipse de focos
A'y B que pasa por F, que es el lugar geométrico pedido en este segundo caso.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)

Problema 4.31

Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas distancias a dos puntos fijos F
y F’ estan en una razon constante r. Discute la solucion segun los valores de r.

Con el fin de simplificar los calculos, podemos fijar, sin pérdida de generalidad, el sis-
tema de referencia ortonormal en el que F es el origen y F’ es el punto de coordenadas (1,0).

De este modo, un punto del lugar geométrico descrito en el enunciado, digamos P, de
coordenadas (x,y) respecto del sistema de referencia elegido, debera satisfacer la condicion:

d(P,F)

dPEY @

que, empleando las coordenadas de los puntos involucrados y la conocida expresion
que permite hallar la distancia entre dos puntos, se convierte en:

VX +yY .
Jx=12 4y
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de donde, elevando al cuadrado en ambos miembros, aplicando la conocida identidad
algebraica, trasponiendo términos, y agrupando, se sigue:

2 2 2 2

X"+ X"+
( 1)2y —=1' & — 5 yl =r ox’+y =r’x’ - 2r'x+1r’ +1'y’ ©
x=1)+y X’ =2x+1+y

T =Dx*+ (1 =)y =2r’x+1° =0

A la vista de la ecuacién obtenida (la de una cdnica, puesto que se trata de un poli-
nomio de segundo grado en las indeterminadas x e y igualado a cero), en la que los
coeficientes de los términos de segundo grado son iguales, parece razonable distinguir
dos casos: que el coeficiente comun a los términos de segundo grado sea nulo (lo que
daria lugar a una conica degenerada), o que no lo sea (lo que daria lugar a una circunfe-
rencia, como veremos mas adelante).

Si el coeficiente comin, 1> — 1, es nulo, entonces, teniendo en cuenta que r es igual
al cociente de dos distancias (lo que exige que r sea no negativo), debe ser r = 1, por lo
que, sustituyendo, la ecuacion anterior se transforma en —2x + 1 =0, es decir, x = 1/2,
que claramente se corresponde con la ecuacién de la mediatriz del segmento que une
los puntos F y F’. Obsérvese que es un resultado previsible, pues si hacemos r = 1 en
(D), trasponiendo, obtenemos la igualdad d(P,F) = d(P,F’), que, como sabemos, caracte-
riza los puntos pertenecientes a la mediatriz del segmento FF”.

Si, por el contrario, 1> — 1 # 0, entonces, podemos dividir ambos miembros de la
ecuacion por este binomio, resultando:

ﬁlz//l)xz =Dy* 2a’x 1 2r’ o 0

+ - + =0 x’+y - x+

% 2 =1 -1 -1 -1

Por ultimo, «completando cuadradosy, operando y trasponiendo, tenemos:

2 2 2 2 2 2 2
x> +y’ - 22r X+ — =O¢>(x— d ]—[ d j+y2+ ' —0e

N USRS S U (I ) T
e 7 =1 r’-1 eo1) 7 -1

ecuacion que evidencia, como habiamos adelantado, que, en este caso, el lugar geomé-
trico pedido se corresponde con una circunferencia. Ademas, como claramente pode-
mos ver, esta circunferencia queda reducida al punto F en caso de que sea r = 0 (lo cual
también era previsible a partir de la igualdad (I), como es evidente).

Con todo lo visto, recapitulando, podemos decir que el lugar geométrico descrito
en el enunciado es el conjunto vacio cuando r es negativo; es el punto F cuando r = 0;
es la mediatriz del segmento FF’ cuando r = 1; y es una circunferencia cuando r es
positivo y distinto de uno, concretamente, la circunferencia de centro:
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y radio:

r=

|

(considerando el sistema de referencia fijado al principio). Obsérvese que, en todo
caso, con independencia del sistema de referencia elegido, el centro de la circunferen-
cia es un punto situado en la recta que pasa por F y F’.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.32

Dos varillas AB y BC, de igual longitud y articuladas en B, tienen fijo el punto A,
mientras que C se mueve sobre la recta AC. Halla el lugar geométrico descrito por un
punto P de la varilla BC.

Para simplificar los calculos, y sin pérdida de generalidad, podemos elegir un sis-
tema de referencia ortogonal que tenga el punto A por origen, y cuyo eje de abscisas
coincida con la recta AC, sobre la que se mueve el punto C.

Asi, si denotamos por d la longitud comun de las varillas AB y BC, es claro que
podemos escribir A = (0,0) y C = (c,0), siendo ¢ un nimero real perteneciente al inter-
valo [-2d,2d].

Sea P un punto arbitrario, pero fijo, de la varilla BC, cuyas coordenadas denotare-
mos por (x,y). Se trata de obtener la ecuacion del lugar geométrico descrito por P
cuando C se mueve sobre el eje de abscisas tanto como la longitud de las dos varillas le
permite, o lo que es lo mismo, cuando c recorre el intervalo [-2d,2d]. En el grafico
podemos ver la situacion ante la que estamos.
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Al ser ABC un tridngulo isosceles, es claro que la primera coordenada de B es ¢/2,
mientras que la segunda, que denotaremos por b, puede obtenerse aplicando el teorema
de Pitagoras, resultando:

2 2 22 22
dzz(fj +b2<:>b2=d2—c—<:>b=\/4d A oo
2 4 4 2

Ahora, considerando la relacion vectorial:
AP=AC+CP,

y teniendo en cuenta que, al estar C, P y B en una misma recta (y en ese orden), debe
existir un numero k, comprendido entre 0 y 1, tal que

CP=k-CB,
llegamos a la igualdad:
AP=AC+k-CB,

que, empleando las coordenadas de los puntos involucrados, podemos escribir como:

c 4d* —¢?
V) =00 +k-| ——c,—— |,
(x,y)=(c,0) [2 > ]

de donde, operando, se sigue:

2 2 2 2
(x,y)=<c,0)+k{—5,—“4dcJ:(c—ﬁ,k 4 —c j:(?‘czd{,%\/%z—cz].

2 2 2 2

Identificando componentes, resulta el sistema:

2c—ck
X =
2

y =§\/4d2 -’

B

de manera que el problema queda reducido a eliminar el parametro ¢ de entre ambas
ecuaciones (obsérvese que tanto d como k son cantidades constantes sin determinar,
pero no parametros que haya que eliminar).

Despejando c en la primera ecuacion, y sustituyendo en la segunda, tenemos:

2-k 2x o= 2X
2 ¢ Tk 2-k
=

=4 )
yzg I4d2_c2 yzg /4d2_c2 yzg 4d2_( 2X j
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por lo que la ecuacion del lugar geométrico pedido es:

yzk 44> _(2_)(]2
2 2-k)’

si bien podemos escribirla de una manera mas sencilla, elevando ambos miembros al
cuadrado, operando, y trasponiendo términos, resultando:

2 2 2 2 2 2 2
K 4d2—( 2x j @y—2=/(d __fx o _+l-do
4 2-k K A A2-k® (@2-k’ k

y

2 2

L A
’2-k? &K

Asi pues, a la vista de la ecuacion obtenida, es claro que el lugar geométrico se co-
rresponde con la elipse de centro A (el origen de coordenadas) y semiejes d(2 — k) y dk,
que estd definida solo si d # 0 (lo cual damos por hecho, pues en caso contrario las
varillas tendrian una longitud nula y no tendria sentido el problema), si k # 2 (que tam-
bién es cierto, puesto que k estd comprendido entre 0 y 1, como ya hemos comentado)
y si k # 0 (si k = 0, entonces, el punto P coincide en todo momento con C, por lo que el
lugar geométrico se corresponde claramente con el segmento recto que une los puntos
de coordenadas (—2d,0) y (2d,0), situacién que podemos entender como un caso dege-
nerado o limite del general, como si la elipse «se hubiera ido aplastando», conforme el
punto P se acercara a C, llegando a ser solo un segmento «al final»). Observemos tam-
bién que la elipse estard completa si se permite al punto B ocupar los cuatro cuadrantes,
esto es, si las varillas pueden articularse en B en los dos sentidos; de no ser asi, el lugar
geométrico quedaria limitado a media elipse.

(Oposiciones de Secundaria, 2009, Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1979, y examen de Universidad)

Problema 4.33

Halla el lugar geométrico de los puntos de interseccion de las circunferencias tangen-
tes en el origen O al eje OY y radio variable r con las rectas de pendiente r del haz de
vértice O.

Sea C una circunferencia que satisface las condiciones descritas en el enunciado.
Como la tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que une el centro con
el punto de tangencia, podemos decir que, para que el eje OY sea tangente a C en O, es
necesario que el centro de C se encuentre sobre el eje OX.

Ademas, como O pertenece a C y su radio es r, el centro de C debe estar a r unida-
des de distancia de O, por lo que sus coordenadas han de ser (1,0) o (-r,0), segin si C
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se encuentra a la derecha o la izquierda del eje OY, respectivamente. Por tanto, la
ecuacion de C es:

C=(x-r +y =1,
si C se encuentra a la derecha del eje OY, o:
C=(x+1)+y =17,

si es que esta a la izquierda.

Por otra parte, es claro que una recta del haz de vértice O y pendiente r tiene por ecua-
cién y = rx, por lo que el problema de determinar el lugar geométrico de los puntos de
interseccion de estas rectas con sus correspondientes circunferencias consiste en eliminar
el parametro r del sistema formado por la ecuacion de la circunferencia y de la recta.

Ahora bien, puesto que tenemos dos ecuaciones distintas para la circunferencia,
dependiendo de su posicion relativa con respecto al eje OY, parece razonable estudiar
los dos casos por separado, que es lo que vamos a hacer a continuacion.

Supongamos, en primer lugar, que C esta a la derecha del eje OY, esto es, que se
verifica x > 0, siendo x la primera coordenada de un punto cualquiera de C (si x = 0, se
trata del punto O, que claramente pertenece al lugar geométrico buscado). Entonces, el
sistema del que hay que eliminar r queda:

(x-1)Y+y =1’
y=1X
Desarrollando el cuadrado presente en la primera ecuacion del sistema, cancelando

términos, y sustituyendo el producto rx por y (la segunda ecuacion indica que ambas
expresiones son iguales), resulta:

{x2+/—2rx+y2=/@{xz—2y+yz=0

y=1X y=1X

por lo que el lugar pedido tiene por ecuacion:
x*=2y+y* =0,

y, «completando cuadradosy, llegamos a:

x*+(y=-1-1=0,

que es la ecuacion de la circunferencia de radio 1 cuyo centro se encuentra en el punto
(0,1). Sin embargo, como estamos suponiendo que se satisface x > 0, no podemos to-
mar la circunferencia completa, sino su mitad situada a la derecha de OY, sin incluir
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sus extremos (aunque, como ya hemos comentado, el punto O pertenecera finalmente
al lugar geométrico).

Si estamos en el otro caso, esto es, si x < 0 (la circunferencia esta a la izquierda del
eje OY), tenemos que eliminar r del sistema:

(x+r)2+y2 =r’
y=1x '

Procediendo de manera similar al caso anterior, tenemos:

x2+/+2rx+y2=/<:> X’ +2y+y’ =0
y=T1X ’

y=1X
por lo que el lugar buscado tiene por ecuacion:
X +2y+y =0 x’ +(y+1)’-1=0,

resultando ser la circunferencia de radio 1 y centro en el punto (0,—1), de la que, en este
caso, tomaremos unicamente la mitad situada a la izquierda del eje OY, sin incluir sus
extremos.

Asi pues, podemos concluir diciendo que el lugar geométrico pedido consiste en la
union de las dos semicircunferencias abiertas antes descritas, junto con el punto O.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)

Problema 4.34

Dada una circunferencia de radio r fijo, se considera sobre ella un punto fijo O y la
recta tangente a la circunferencia en el punto diametralmente opuesto a O. Se traza
por O una recta secante variable que corta en B a la circunferencia y en C a la recta
tangente. Sobre la recta secante se consideran los puntos A tales que OA = BC. Halla
la ecuacion del lugar geométrico de los puntos A.

Consideremos, sin pérdida de generalidad, el sistema de referencia que tiene origen
en O y cuyo eje de abscisas coincide con la recta OP, siendo P el punto diametralmente
opuesto a O, en el que se considera la recta tangente a la circunferencia dada.

Entonces, es claro que si s es una recta secante variable que pasa por O, su ecua-
cion debe ser s =y = mx, siendo m un parametro variable que representa la pendiente
de s, mientras que la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en P es x = 2r.

Construyendo los puntos A, B y C como se indica en el enunciado (tengamos en
cuenta que hay dos puntos A para cada recta s, uno de los cuales hemos denotado por
A’, pues entendemos que la igualdad OA = BC dada en el enunciado no es sobre seg-
mentos orientados o vectores, sino sobre longitudes, si bien resolveremos el problema
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de determinar la ecuacion del lugar geométrico recorrido por A, puesto que A’ es el
simétrico de A respecto de O, por lo que, una vez determinada la ecuacion del lugar
geométrico recorrido por A, no tendremos mas que aplicar la simetria central de centro
O a este lugar, para obtener el lugar geométrico correspondiente a A’. Observemos
también, en este sentido, que en el enunciado se habla de «los puntos A» de la recta
secante, en plural, por lo que es razonable interpretarlo de esta manera), estamos ante la
situacion mostrada en el grafico.

o

Ahora, puesto que C resulta de la interseccion de s con la recta tangente a la cir-
cunferencia en P, es claro que podemos determinar sus coordenadas resolviendo el
sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas, resultando:

X =2r X =2r
= ,
y =mx y=2mr
por lo que C = (2r,2mr).

Por su parte, las coordenadas de B se obtienen como solucién del sistema formado
por la ecuacion de s y la ecuacion de la circunferencia, que es (x — r)*> + y* = 12, puesto
que tiene radio r y su centro esta en el punto (r,0), como es evidente, por lo que tene-

mos el sistema:
y=mx
(x-1)Y+y’ =1’

Desarrollando el cuadrado presente en la segunda ecuacion del sistema, cancelando
términos, y resolviendo el sistema por sustitucion, resulta:

y=mx y =mx y=mx
& & ,
X2+/—2rx+y2=/ x* =2rx+m’x* =0 X[(1+m2)x—2rJ=0
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de donde (descartando la solucion x = 0, y = 0, que se corresponde con el punto O, que
claramente es un punto de interseccidén de s con la circunferencia y, en consecuencia,
debia aparecer como solucion del sistema) obtenemos:

2r
_ y=mx y=m
=mx 2
y o & 1+m /;;‘B:[ 2r2’ 2mr2j.
(1+m*)x—2r=0 X= o l1+m’ 1+m
+m 1+m’

Ahora, por la construccion de los puntos A, B y C, tenemos la igualdad vectorial:
OA =BC,

que, empleando las coordenadas obtenidas, denotando A = (X,y), siendo 0 < x < 2r, y
teniendo en cuenta que las coordenadas del punto A coinciden con las del vector:

OA,

por ser el vector de posicion de A, puede escribirse como:

(x.y) = (2r,2mr) —[ ar | 2mr j :

1+m?> 1+ m?

asi que, operando e identificando componentes, llegamos a:

(Xy)—[2r o 2mr Zmr }—[2{"'2“1%_2{ 2/i’f+2m3r—,?-/l’ﬁJ<:>

1+m? 1+m? 1+m?

_ 2m’r
1+m?

b

_ 2m’r
1+m?

y

que son las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico recorrido por A. Para elimi-
nar el pardmetro m, despejamos m? en la primera ecuacion, elevamos al cuadrado am-
bos miembros de la segunda, sustituimos la expresion de m? en esta, y operamos:

2 X
2 X m =2r—x

x+xm’=2m’r  [m’Qr-x)=x |M =T x Y
3V e i'm’ o PSS 4r2( j ,

2 = ﬂ y2=ﬁ 2_4r2(m2) ) 2r—x
l1+m’ (1+m) y =" Yy =7

(1+m) (1+ X j

2r—x



392 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

por lo que el lugar geométrico descrito por A viene dado por la ecuacion:

3
4r2( X }
2 _ 2r—x
_ﬁ
(1+ ]
2r—x

4r2( X T 4r°x° }IT/Z/X3
2 2

y

>

de la que, operando, llegamos a:

g \ex) e (2r—x)’ o= (2r—x)* oy= X'
(1+ X Jz - A+ XY 47 2r—x’
2r—x ) —x Q;//Xjf

curva cuya representacion grafica se muestra en el diagrama con una linea discontinua
(obsérvese que la recta tangente a la circunferencia en P es una asintota de esta curva, pues
el denominador del segundo miembro de la ecuacion que la define se anula para x = 2r).

En cuanto al lugar geométrico descrito por el punto A’, por ser el simétrico de A
respecto de O, queda claro que se corresponde con la curva simétrica respecto de O de
la obtenida, cuya ecuacion podemos obtener sin mas que sustituir X por —x € y por —y
en la anterior ecuacion, resultando:

3
2 —X

2r+x

y
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y cuya representacion grafica se muestra en el diagrama con una linea discontinua (ob-
sérvese que presenta una asintota en la recta X = —2r, que es precisamente la simétrica
respecto del origen de la recta tangente a la circunferencia en P, asintota del lugar geo-
métrico descrito por A).

Asi pues, en conclusion, podemos decir que, desde el punto de vista geométrico, el
lugar pedido resulta de la yuxtaposicion de las dos curvas que aparecen con trazo dis-
continuo en los dos anteriores diagramas, mientras que, desde el punto de vista alge-
braico, se corresponde con el conjunto:

3 3

(x,y)e ]Rz/yzzx—,XZO Us(x,y)e Rz/yzzl,x<0
2r—x 2r+x

(Oposiciones de Secundaria, 2001)
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Problema 4.35
Dado el haz de cénicas x* + 2)xy + Ay* — 2x = 0, se pide:

a) Clasificalas segun los distintos valores de A.

b) Lugar geométrico de los centros.

¢) A cada punto P del plano se le hace corresponder un punto P’ por el que pasan las
polares de P respecto a las conicas del haz. Halla las coordenadas de P’ en funcion de
P, y el lugar geométrico de P’ cuando P se desplaza sobre la recta ax + by + ¢ = 0.

d) Condicion que ha de cumplir esta recta para que el lugar geométrico sea una
pardbola.

Apartado a)

Para la clasificacion de las conicas del haz dado, escribiremos su ecuacion en forma
matricial, para posteriormente estudiar el rango de la matriz asociada (que denotaremos
por A), el rango de la submatriz que resulta de suprimir la primera fila y la primera
columna de A (que denotaremos por Ag), y la signatura proyectiva, tanto de A como
de Ago (que denotaremos por sp(A) y sp(Aoo), respectivamente), teniendo en cuenta la
tabla que presentamos a continuacion:

rg(A)=1 rg(A)=2 rg(A)=3
spA)=1 | sp(A)=0 | sp(A)=2 | sp(A)=1 | sp(A)=3
Par de Par de rec-
Recta rectas tas imagina- No es
rg(Ac)=1 | sp(Aoo)=1 real . & Paréabola .
doble reales rias parale- posible
paralelas las
Par de
rectas
_ No es reales No es posi- . No es
Sp(Am)=0 posible | secantes ble Hipérbola posible
en un
rg(Aoo)=2 punto
Par de rec-
tas imagina- . .
sp(Ao0)=2 NO. es NO. es rias secan- Elipse . Ehpse .
posible posible real imaginaria
tes en un
punto real

Como sabemos, la ecuacion del haz en forma matricial es:

0 -1 0)(1
(I x y)|-1 1 Afx]|=0,
0 A Ay
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y, para discutir el rango de A, segln los valores de A, hemos de calcular el determinante
de A, igualar a cero la expresion obtenida, y resolver la ecuacion resultante, quedando:

0 -1 0
|A|=-1 1 A=-A=0&21=0.
0 A A

Asi pues, vemos que estamos ante una conica degenerada si, y solo si, A = 0. Si es
este el caso, para determinar de qué tipo de conica degenerada se trata, hacemos A = 0
en la ecuacion del haz, lo que nos proporciona la ecuacién x> — 2x = 0, que claramente
se puede factorizar como x(x — 2) = 0, de donde se obtienen las igualdades:

b

que evidencian que la conica degenerada se corresponde con un par de rectas reales
paralelas (las rectas determinadas por las ecuaciones indicadas). Obsérvese que no
hemos hecho uso de la tabla, al tratarse de un caso que se resuelve directamente de una
manera mas sencilla; si hubiéramos optado por emplear la tabla, podriamos observar
que si A =0, entonces, rg(A) =2 y rg(Aoo) = 1, por lo que habria que hallar la signatura
proyectiva de A, para determinar si las dos rectas paralelas de que se trata son reales o
imaginarias (ahora se ve mas claro que es un camino mas largo que el seguido).

Si, por el contrario, es A # 0, entonces, rg(A) = 3, y estamos ante una cénica no de-
generada. Para clasificarla, hemos de estudiar, en primer lugar, el rango de Ao, segin
los valores de A, a partir de su determinante, obteniéndose:

0
2

B

1 A

AA

ol

‘zk—kz=0<:>7u(1—7u)=0:{7L

El caso A = 0 ya estd estudiado, y no es compatible con la suposicion hecha en este
caso; si A = 1, entonces, es claro que rg(Ago) = 1, lo que implica que se trata de una para-
bola (como podemos ver en la tabla anterior, no hay otra posibilidad); si A # 1 (y también
A # 0), entonces, 1g(Ao) = 2, por lo que, para llevar a cabo la clasificacion, precisamos
del célculo de la signatura proyectiva de A y de Ao, para lo cual es necesario, a su vez,
hallar el polinomio caracteristico de A y de Ago, que denotamos, respectivamente, por
Pi(o) y P2(ar) (consideramos los polinomios en la variable a, al estar ya «ocupaday la letra
A, habitual en estos célculos), que se determinan como vemos a continuacion:

e | 0
P(o)=|A-al=[-1 1-0 A |[=—o(l-o)A—0)—(A—0)+0A" &
0 A A—a

P(0)=-Ao+0’ +Ao’ —o’ —A+a+Ao=—o’ +(A+ Do +(A* =L+ Do—A,
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1-o

Pz(oc)=|A00—0cI|=‘ o

‘z(l—oc)(k—oc)—k2 =A—o-or+o’ -\ &

P(0)=0’ —(A+ Do —A" + .

Conviene recordar que la signatura proyectiva es igual al valor absoluto de la dife-
rencia entre el nimero de permanencias y el numero de cambios de signo en la secuen-
cia numérica formada por los coeficientes del polinomio caracteristico, una vez orde-
nado, considerandose el cero, si estuviera, como un nimero positivo. En este contexto,
se dice que hay permanencia de signo cuando dos niimeros consecutivos tienen el
mismo signo, mientras que hay cambio de signo cuando dos niimeros consecutivos
tienen distinto signo.

Por tanto, para determinar el valor de sp(A) y de sp(Aoo), es necesario estudiar los
signos de los niimeros pertenecientes a las secuencias {~1, A + 1, A> = A + 1, A} y
{1, (A + 1), A2 + L}, respectivamente, los cuales dependen, como es claro, del valor
del parametro A, por lo que tenemos que distinguir varios casos.

En primer lugar, estudiaremos la secuencia {—1, A + 1, A> — A + 1, —A}, que co-
mienza con un numero negativo. El segundo numero, A + 1, es negativo si, y solo si,
A < —1; resolviendo la correspondiente ecuacion para determinar el signo del tercer
ntmero, A> — A + 1, tenemos:

AV =A+1=0=>A=

1+/1-4 _1+/-3
2 b

2

que son dos niimeros no reales, lo que significa que el signo de la expresion cuadratica
A2 — L+ 1 es siempre el mismo, independientemente del valor de A, y, como el coefi-
ciente principal es positivo, podemos afirmar que el tercer nimero de la secuencia es
positivo; finalmente, el cuarto niimero de la secuencia es negativo solo cuando A > 0.
Estudiaremos ahora la secuencia {1, —(A + 1), —A> + A}, cuyo primer nimero es po-
sitivo. El segundo nimero, —(A + 1), es negativo si, y solo si, A > —1, como es claro;
resolviendo la ecuacion pertinente para determinar el signo del tercer nimero, resulta

A=0

—x2+x=0@x(—x+1)=0:>{k_l,

y, puesto que el coeficiente principal de esta expresion cuadratica es negativo, resulta
que se corresponde con un nimero negativo si, y solo si, A no pertenece al intervalo
cerrado [0,1]. De este modo, vemos que hay tres valores «criticosy de A (A=—1,A=0
y A = 1), por lo que resultan cinco casos, que estudiaremos separadamente: A < —1;
A=-1;-1<A<0; 0<A<1;A>1 (recordemos que en este caso no podemos aceptar
A=0,y que el caso L =1 ya estd estudiado).

Si A < -1, segin lo visto antes, la secuencia {—1, A+ 1,1\ =L + 1, —A} tiene la dis-
tribucion de signos {— — + +}, que presenta dos permanencias y un cambio, por lo que
la signatura proyectiva de A es sp(A) =2 — 1 =1, mientras que {1, <A+ 1), -A> + A} se
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corresponde con la secuencia {+ + —}, donde hay una permanencia y un cambio de signo,
luego sp(Agy) = 1 — 1 = 0. Por tanto, se trata de una hipérbola, como podemos ver en la
tabla (en realidad, al ser sp(Ago) = 0, no era necesario determinar el valor de sp(A)).

Si A = —1, teniendo en cuenta lo visto, y que el cero se considera positivo a estos
efectos, obtenemos, respectivamente, las secuencias de signos {— + + +} (un cambio y
dos permanencias) y {+ + —} (una permanencia y un cambio), por lo que resulta que
sp(A)=2-1=1ysp(Agp)=1-1=0. Se trata, como antes, de un hipérbola.

Si—1 <A <0, entonces, obtenemos las secuencias de signos {—+ + +} (como en el
caso anterior) y {+ ——} (un cambio y una permanencia), por lo que resulta sp(A) = 1,
sp(Aoo) = 0, y estamos, de nuevo, ante una hipérbola.

Si0 <A <1, las correspondientes secuencias de signos son {—+ + —} (dos cambios
y una permanencia) y {+ —+} (dos cambios), luego sp(A) =2 —1=1y sp(Ag) =2, lo
que se traduce en que se trata de una elipse real.

Si A > 1, entonces, las secuencias de signos que resultan son {—+ + —} (como en el
caso anterior) y {+ ——} (un cambio y una permanencia), por lo que tenemos sp(A) = 1
y sp(Aoo) = 0, y, en consecuencia, se trata de una hipérbola.

Recapitulando, con todo lo dicho, tenemos que la cénica correspondiente es dege-
nerada (un par de rectas reales paralelas) si A = 0, una elipse real si 0 <A < 1, una para-
bola si A = 1, y una hipérbola en cualquier otro caso, esto es, si A no pertenece al inter-
valo cerrado [0,1].

Apartado b)

Como es sabido, para determinar el lugar geométrico de los centros, hemos de eliminar
el parametro A del sistema formado por las ecuaciones Fx(x,y) = 0 y Fy(x,y) = 0, donde
F es la funcion de dos variables determinada por el primer miembro de la ecuacion del
haz, F(x,y) = x> + 2Axy + Ay? — 2x, y las expresiones Fx y Fy denotan las derivadas
parciales de F respecto de x e y, respectivamente.

Ademas, hemos de tener presente que los valores A = 0 y A = 1 no estan permitidos,
ya que ni las conicas degeneradas ni las parabolas tienen centro.

De esta manera, calculando las derivadas parciales, extrayendo factores comunes,
y simplificando (lo cual es posible, al ser A # 0), tenemos:

>

{Fx(x,y)=0 {2x+2xy—2=o {2(x+xy—1):o {x+xy—1=0
= = =
x+y=0

F (x,y)=0 2Ax 4+ 20y =0 2Mx+y)=0

lo cual indica que los centros son los puntos de la recta x +y = 0, ya que la primera
ecuacion se corresponde con una recta variable, que cortara a la segunda en todos sus
puntos, al recorrer A todos los nimeros reales. Ahora bien, como A no puede tomar ni el
valor 0 ni el valor 1, hemos de quitar los puntos de corte entre ambas rectas que se
obtengan para estos dos valores del parametro A. Tomando A = 0, en la primera ecua-
cion resulta x = 1, y, sustituyendo en la segunda, se sigue y =—1, lo que significa que la
interseccion de ambas rectas es el punto (1,-1) para A = 0, por lo que dicho punto no se
corresponde con el centro de ninguna de las conicas del haz, y, en consecuencia, hemos
de quitarlo del lugar geométrico de los centros. Por su parte, el valor A = 1 proporciona
un sistema claramente incompatible, por lo que no hay que quitar ninglin otro punto al
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lugar geométrico buscado. Con todo lo visto, concluimos el apartado diciendo que el
lugar geométrico de los centros es el conjunto:

{x.y)e R /x+y=0}-{(@1-D}.
Apartado c)

Denotemos por (0,p3) las coordenadas del punto variable P. Como sabemos, la ecuacion
de la recta polar de P respecto de una conica del haz, que légicamente dependera del
pardmetro A, viene dada por:

0 -1 0)1
(I a B)|-1 1 A|x|=0,
0 A ANy
de la que, operando, se sigue:
1
(- —l+0+PA oA +PA) x (=0 —o—x+0ox+BAx +oky +PAy =0,
y

y, extrayendo factores comunes, llegamos a:
—o+ (0 —Dx +A[Bx + (. +B)y]=0.

Ahora bien, como pretendemos que todas y cada una de las rectas resultantes de
dar valores reales al pardmetro A pasen por el punto P’, cuyas coordenadas denotare-
mos por (x,y), hemos de exigir que la anterior igualdad se satisfaga para cualquier valor
de A, lo cual nos lleva a las igualdades:

—-o+(o—-1)x=0
Bx+ (ot +P)y=0"

que constituyen un sistema del que podemos obtener las coordenadas de P’ a partir de
las de P, o, reciprocamente, las de P a partir de las de P’.

Para expresar las coordenadas de P’ en funcion de las de P, hemos de despejar x en la
primera ecuacion del sistema, sustituir en la segunda, y despejar la incognita y, resultando:

N
{—0L+(oc—l)x=O:> el N OL[;l
a— (x N
BX+(O€+B)y=O y= _BX _E —BOC
o+p y

B oc+B:(0c+B)(oc—1)
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por lo que el punto P’, correspondiente a P, tiene por coordenadas:

o —Bo
o—1" (+B)a—1))

Obsérvese que estas coordenadas tienen sentido solo si o — 1 # 0 (el punto P no se
encuentra sobre la recta x = 1) y o + 3 # 0 (el punto P no esta en la recta donde se en-
cuentran los centros; recordemos que la polar del centro de una conica se corresponde
con la llamada «recta del infinito», por lo que, en el plano afin, el centro de una cénica
carece de recta polar).

Para obtener el lugar geométrico descrito por P’ cuando P se mueve sobre la recta
ax + by + ¢ = 0, hemos de proceder de manera contraria a la anterior, esto es, hemos de
obtener las coordenadas de P en funcion de las de P, lo cual podemos lograr despejando o
de la primera ecuacion del sistema, sustituyendo en la segunda, y despejando B, resultando:

X
{—oc+(oc—1)x=0 {—oc+ocx—x=0 {Oc(x—l)—x=0 ‘=
= = = =
Bx+(at+P)y=0 Bx +ay+Py=0 B(x+y)+ay=0 B=—0ty
X+y
X
o= X
x—1 o=
x—1
—xy = “xy ,
B=X_1 B=(x—1)(x-i—y)
X+y

por lo que las coordenadas de P, dependiendo de las de P’, son:

X —Xy
x—1"(x=1)(x+y))’

expresion que, analogamente a lo visto antes, tiene sentido solo si el punto P’ no perte-
nece ni a la recta de ecuacion x = 1, ni a la de ecuacion x +y =0.

Ahora, para que el punto P se desplace sobre la recta de ecuacion ax + by + ¢ =0,
debe verificarse la igualdad ao + bp + ¢ = 0, por lo que, sustituyendo las expresiones de
a y P antes determinadas, resulta la ecuacion:

a X +b Xy +
x—1 (x-D(x+Yy)

l

y, operando y extrayendo factores comunes, se sigue:

ax —bxy
x—1 (x-=I)(x+Yy)

+c=0ax(x+y)-bxy+c(x-D(x+y)=0 <
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ax’ +axy —bxy+cx’ +cxy—cx—cy =0 &
(a+c)x*+(a—b+c)xy—cx—cy=0,
ecuacion, esta ultima, que evidencia que el lugar geométrico pedido se corresponde con

una conica, que puede ser de distinto tipo, dependiendo de la relacion existente entre
los coeficientes a, b y c.

Apartado d)

Como sabemos, la forma matricial de la ecuacion de la conica obtenida en el apartado
anterior es:

0 _° e
2 2 1
c a—b+c
(l X y) -— a+c 5 =0,
_c a—-b+c 0 y
2 2

asi que, teniendo en cuenta la tabla de clasificacion de conicas, serd una parabola si, y
solo si, se cumple que rg(B) = 3 y rg(Boo) = 1, siendo B la matriz asociada a la conica
(presente en el primer miembro la igualdad anterior), y Boo la submatriz que resulta de
suprimir la primera fila y la primera columna de B. Asi pues, imponiendo que se satis-
fagan estas igualdades, obtendremos las condiciones pedidas sobre los coeficientes a, b
y ¢, a partir del célculo de los determinantes de las matrices B y Boo, igualando a cero y
operando, como vemos a continuacion:

o & e
2 2
c a—b+c
Bl=0=|-— a+c =0&
2 2
_¢ azbre
2 2
2 2 2 2 ?
¢ a-b+c ¢ a b+c_C_.(a_‘_c)ZOQZ_C_.a—bJrC_C_.(a+c)_O<:>
4 2 4 2 s 4 7
¢’ ’

e

(a—b+c—a—®=0c¢%~0b)=0c¢

por lo que rg(B) =3 si, y solosi, b# 0y c#0.



Problemas de Geometria 401

a—b+c
ate a—b+c) a—b+c
[By| =0 & CO I PE  Sn:h  JP DI S . PN
a—-b+c 2 2
- 0
2
a—b+c=0,

de modo que rg(Boo) < 2 si, y solo si, a—b + ¢ = 0, en cuyo caso la matriz By se con-

vierte en:
B - a+c O
00 — 0 O .

Ahora bien, la condicién a — b + ¢ = 0 nos lleva, trasponiendo, a que a+c=b, y
como estamos suponiendo b # 0 (para que la matriz B tenga rango 3), resulta a + ¢ # 0,
por lo que Boo no es la matriz nula y, en consecuencia, su rango no es cero, sino uno,
bajo estas condiciones.

Con todo lo visto, recapitulando, podemos decir que el lugar geométrico se corres-
ponde con una parabola si, y solo si, los coeficientes de la recta ax + by + ¢ = 0 verifi-
can la igualdad a— b + ¢ =0, siendo b y ¢ no nulos.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.36

Halla el lugar geométrico de los centros de las hipérbolas equilateras que pasan por
los vértices del triangulo definido por las rectasx =0,y = 0; x +y—1 = 0.

Lo resolveremos por el método de los coeficientes indeterminados, esto es, par-
tiendo de la ecuacidon general de una hipérbola equilatera, que, como es sabido, viene
dada por:

ax’ —ay’ +2bxy+2cx +2dy+e=0,

e imponiendo las condiciones dadas en el enunciado, para asi poder determinar el valor
de los coeficientes, o encontrar una relacion entre los mismos.

Es evidente que los vértices del triangulo aludido en el enunciado son los puntos
0(0,0), A(1,0) y B(0,1), por lo que, sustituyendo en la ecuacion general de la hipérbola
equilatera, obtenemos el sistema:

a-0°—a-0>+2b-0+2c-0+2d-0+e=0
a-’—a-0°+2b-1-0+2c-1+2d-0+e=0,
a-0>—a-1’+2b-0-142c-0+2d-1+e=0
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del que resulta e = 0 y las relaciones a + 2¢ = 0, —a + 2d = 0, que, despejando a, equiva-
len a las ligaduras a = —2c¢, a = 2d. Sustituyendo estas expresiones en la ecuacioén gene-
ral de la hipérbola equilatera, tenemos:

ax’ —ay’ +2bxy—ax +ay=0.

Ahora bien, es claro que debe ser a # 0 (si fuera a = 0, entonces, la ecuacion se trans-
formaria en 2bxy = 0, expresion que no se corresponde con la ecuacion de una hipérbo-
la), por lo que podemos dividir los dos miembros de la ecuacion por a, quedando:

X2—y2+ZExy—x+y=O,
a

y, «redefiniendo» el cociente b/a como un nuevo parametro, digamos t, esto es, deno-
tando t = b/a, llegamos a:

X' =y +2txy—x+y=0,

que es la ecuacion de la familia de hipérbolas equildteras que pasan por los tres puntos
citados, dependiendo tinicamente de un parametro.

Como sabemos, para determinar el lugar geométrico de los centros de una familia
de conicas dada por la ecuacion f(x,y,A) = 0, siendo A el parametro de la familia, basta
con eliminar dicho parametro del sistema:

' (x,y,A)=0
f',(x,y,A)=0"

donde hemos denotado por f'y y f°y la derivada parcial de f respecto de x ey, respecti-
vamente. Asi pues, como en el caso que nos ocupa es f(x,y,t) = x> — y* + 2txy — x + y,
cuyo parametro es t, tenemos que eliminar este parametro del sistema:

2x +2ty—-1=0
2y +2tx+1=0’
ya que, como es claro, f'x(x,y,t) = 2x + 2ty — 1, fy(x,y,t) = 2y + 2tx + 1.

Multiplicando por y la segunda ecuacion del sistema, despejando 2ty de la primera,
sustituyendo en la segunda, y operando, se sigue:

2ty =1-2x 2ty =1-2x 2ty =1-2x
2 < 2 < 2 2 ’
=2y  +2tyx+y=0 2y +(1-2x)x+y=0 2y +x-2x"+y=0

por lo que el lugar geométrico de los centros de las hipérbolas equilateras viene dado
por la ecuacion:

-2x* -2y’ +x+y=0,
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que, multiplicando todos los términos por —1/2, «completando cuadrados» y operando,
se transforma en:

por lo que el lugar geométrico pedido se corresponde con la circunferencia de centro
(1/4,1/4) y radio:

1 1 2

8 22 4

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.37
Dada la familia de conicas 26°x — 2txy + x*> +1° + 2xy = 0, se pide:

a) Envolvente de la familia.
b) Clasificacion de las conicas de la familia segun los valores del parametro t.
¢) Lugar geométrico de los centros de las conicas de la familia.

Apartado a)

En primer lugar, recordemos que, dada una familia de curvas planas, se llama envol-
vente de dicha familia a una curva (contenida en el plano de la familia) tal que en cada
uno de sus puntos es tangente a alguna de las curvas de la familia, si es que tal curva
existe. Si bien este concepto puede resultar un tanto complejo o dificil de concebir,
salvo en casos particulares, la determinacion efectiva de la envolvente, que es lo que en
realidad nos ocupa, puede ser bastante sencilla. En efecto, si la familia de curvas planas
esta dada por una ecuacion implicita de la forma f(x,y,A) = 0, siendo A el parametro de
la familia, para obtener la ecuacion de la envolvente basta con eliminar A del sistema:

f(x,y,A)=0
£ (x,y,A\)=0"

donde hemos denotado por {5, la derivada parcial de f respecto del parametro A, consi-
derado como una variable de la funcion.
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Asf pues, para determinar la envolvente de la familia de conicas dada en el enun-
ciado, consideraremos la funcion f(x,y,t) = 2tx — 2txy + x* + y* + 2xy, dependiente del
parametro t, el cual habremos de eliminar del sistema:

2t°X = 2txy +X° +y° +2xy =0
4tx —2xy =0 ’

puesto que f’(x,y,t) = 4tx — 2xy.

Despejando t en la segunda ecuacion, simplificando (lo cual es posible si x # 0;
tengamos en cuenta que si x = 0, entonces, de la primera ecuacion se sigue que y = 0,
por lo que el Unico punto que, en principio, estamos excluyendo de la envolvente es el
origen de coordenadas), sustituyendo en la primera, y operando, tenemos:

2tPx = 2txy +X° +y +2xy =0

2
2xy y <:>2(Zj X—,Z/lxy+xz+y2+2xy=0<:>
=2 =2 2 4
4x
Xy’
7—xy2+x2+y2+2xy=0<:>—xy2+2x2+2y2+4xy=0,

que es la ecuacion de la envolvente buscada. Obsérvese que el origen de coordenadas
verifica esta ecuacion, por lo que no tenemos que afadir este punto a la curva obtenida,
pese a haberlo excluido anteriormente.

Apartado b)

Para la clasificacion de las conicas del haz, escribiremos su ecuacion en forma matri-
cial y procederemos como en el problema 4.35, empleando la tabla ahi dada, determi-
nando los rangos y signaturas proyectivas de las matrices involucradas.

La ecuacion matricial del haz es:
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cuyos respectivos rangos estudiaremos a continuacion, segin los valores del parametro
t, mediante ¢l calculo de determinantes:

0 t 0
A= 1 1-t=-t'=0&1t=0,
0 I1-t 1

lo que significa que si t # 0, entonces, rg(A) = 3, y estamos ante una conica no degene-
rada, mientras que si t = 0, entonces, la matriz A se convierte en:

0
A=|0
0

—_— = O

0
L,
1

cuyo rango es claramente igual a uno, lo que se traduce en que la conica es una recta
real doble (es la tnica posibilidad, como podemos ver en la tabla). Obsérvese que po-
demos encontrar facilmente la ecuacion de esta recta doble, sin mas que tomar t = 0 en
la ecuacion 2t°x — 2txy + x> + y* + 2xy = 0, y factorizar, empleando para ello la cono-
cida identidad algebraica, resultando:

0 <:>X2+y2+2xy=0<:>(x+y)2=0<:>X+y=0,
t=

{2t2x —2txy+x’ +y +2xy=0
que es la ecuacion de la mencionada recta.
Por otra parte:

11—t
P

t=0
‘zl—(l—t)z=1—1—t2+2t=—t2+2t=0<:>{ ,

de modo que si t =2 (el caso t = 0 ya esta estudiado), entonces, la matriz Aoy se trans-

forma en:
A - 1 -1
R B

cuyo rango es igual a uno, y, en consecuencia, la conica es una parabola (es la Unica
posibilidad, segun la tabla, al ser rg(A) = 3 en este caso), mientras que sit# 0y t # 2,
entonces, rg(Aoo) = 2, y, para continuar con la clasificacion, hemos de estudiar la
signatura proyectiva de A y Aqo, segun los distintos valores de t, mediante el calculo
del polinomio caracteristico correspondiente a cada matriz (que denotaremos por
Pi(A) y Po(X), respectivamente) y el andlisis de los cambios y permanencias de signo
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de la secuencia formada por los coeficientes de los citados polinomios, como vemos
a continuacion:

At 0
PV =|A-AM|=|t" 1-1 1-t|=-A1-1)’-t'A-L)+M1-1)’ &
0 1-t 1-A

P(M)=-A=A +20° —t' + A+ A+ A= 20A =17 + 207 + (t* + £ = 20)A - t*,

I-A 11—t

1) —(1—+)2 — 2 142
I e e (R e R

P,(M) =|Ag — M| =‘

P,(A)=A" =20 —t* +2t.

Asi pues, para determinar el valor de sp(A) y sp(Ago), hemos de estudiar, respecti-
vamente, el signo de los niimeros integrantes de las secuencias {~1, 2, t* + t* — 2t, —t*}
y {1, -2, —t* + 2t}, formadas por los coeficientes de los polinomios caracteristicos ob-
tenidos (en la indeterminada A), segun los valores del parametro t, para lo cual, a su
vez, es necesario resolver las ecuaciones t* + t* — 2t = 0 y —t* + 2t = 0 (habria que resol-
ver también la ecuacion —t* = 0, pero es obvio que su tnica solucién es t = 0), y deter-
minar el signo de la expresion del primer miembro de ambas en cada uno de los tramos
en que la recta real queda dividida por sus soluciones (incluyendo la solucion t = 0
encontrada para la ecuacion mas sencilla). Procediendo de esta manera, para la primera
ecuacion, tenemos:

t=0

t+t?-2t=0 (T +t-2t=01 | ,
tt+t-2=0

y, al ser t = 1 una raiz de esta ecuacion ctibica (como es evidente), podemos factorizar-
la empleando la regla de Ruffini, quedando:

t=1
t+t-2=0 (-t +t+2)=01 | ,
t"+t+2=0

no teniendo la ecuacion cuadratica soluciones reales, por ser su discriminante negativo.
Por su parte, para la segunda ecuacion, resulta:

t=0

—t2+2t=0<:>(—t+2)t=0<:>{t_2,

precisamente los dos valores de t estudiados anteriormente.
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Teniendo en cuenta todas las soluciones obtenidas, hemos de considerar los tramos de
la recta real determinados por los valores t =0, t =1y t =2, esto es, la semirrecta (—,0), el
valor t = 0 (ya estudiado), el intervalo (0,1), el valor t = 1, el intervalo (1,2), el valor t = 2
(ya estudiado también), y la semirrecta (2,+0), lo cual llevaremos a cabo por separado.

Si t pertenece a la semirrecta (—0,0), entonces, la secuencia {—1, 2, t* + t* — 2t, —t*}
tiene la distribucion de signos {— + + —}, que presenta dos cambios y una permanencia,
lo que implica sp(A) = 1, mientras que la secuencia {1, -2, —t> + 2t} posee los signos
{+——}, donde hay un cambio y una permanencia, por lo que sp(Aoo) = 0. A partir de la
tabla, podemos ver que se trata de una hipérbola.

Si t se encuentra en el intervalo (0,1), entonces, los respectivos signos presentes en
las secuencias son {—+ ——} y {+ — +}, habiendo, pues, dos cambios y una permanen-
cia en el primer conjunto, y dos cambios en el segundo, lo cual se traduce en sp(A) =1,
sp(Aoo) =2y, por tanto, se trata de una elipse real, como podemos ver en la tabla.

Para t = 1, teniendo presente que el cero se considera positivo a estos efectos, las
secuencias de signos son {— + + —} y {+ — +}, lo que constituye dos cambios y una
permanencia para la primera secuencia, y dos cambios para la segunda. Asi pues, esta-
mos en la misma situacién que en el caso anterior, por lo que se trata nuevamente de
una elipse real.

Si 1 <t <2, entonces, las secuencias de signos vuelven a ser {—++—} y {+—+},
como antes, luego la conica correspondiente es de nuevo una elipse real.

Finalmente, si t pertenece a la semirrecta (2,+0), entonces, las secuencias de sig-
nos son {—+ + —} y {+——1}, las cuales coinciden con el caso en que t < 0, visto ante-
riormente. Por tanto, como antes, la conica se corresponde con una hipérbola.

Apartado ¢)

Para determinar el lugar geométrico de los centros de la familia de conicas, considera-
mos la funcion f(x,y,t) = 2t’x — 2txy + x> + y?> + 2xy, de pardmetro t, y procedemos
como en los dos problemas anteriores, de manera que se trata de eliminar t del sistema:

B

2t =2ty +2x+2y=0
—2tx+2y+2x=0
puesto que:
£x(x,y,t) = 262 — 2ty + 2x + 2y, Fy(x,y,t) = -2tx + 2y + 2x.

Dividiendo por 2 los dos miembros de ambas ecuaciones del sistema, despejando t de
la segunda ecuacion (suponiendo x # 0), sustituyendo en la primera, y operando, tenemos:

X+y
_X+y
X

t X

' —ty+x+y=0
Sl

2
j —X—+yy+x+y=0<:>

2 2 2
X +y2+2xy_Xy+y +x+y=0<:>x2+y2+2Xy—}}§_xy2+xs+ y=0e
X X




408 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

X —xy’ +x*+y +2xy=0.

Ahora bien, como antes hemos supuesto x # 0, hemos de estudiar la situacion que
se daria si fuera x = 0. En este caso, al sustituir este valor de x en la segunda ecuacion
del sistema, resulta y = 0, por lo que parece ser que hemos obtenido el origen de coor-
denadas como centro de una cénica del haz, punto que, por otro lado, satisface la ecua-
cion del lugar geométrico, como es evidente. Sin embargo, si tomamos x =0, y =0 en
la primera ecuacién del sistema, llegamos a t = 0, lo cual significaria que el punto (0,0)
es el centro de la conica del haz correspondiente al valor t = 0. Pero antes vimos que
para t = 0 estamos ante una conica degenerada (una recta doble, de ecuacion x +y = 0),
la cual obviamente carece de centro. Por tanto, no podemos permitir que el punto (0,0)
pertenezca al lugar geométrico pedido, por lo que hemos de «quitarlo de la ecuaciony.
De este modo, podemos concluir diciendo que el lugar geométrico de los centros de las
conicas del haz es el conjunto:

{(x,y)e R*/x* —xy’ +x* +y* +2xy = 0} -{(0,0)},
lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 4.38

La ecuacion de la parabola descrita por un proyectil lanzado a una velocidad vy con
una inclinacion o es:
2
_ gx
y=xtgo—————.
2v, cos” o

La envolvente de esta familia de pardbolas, cuyo pardmetro es o, se llama «parabola
de seguridady, pues el proyectil no puede salirse de ella. Determina su ecuacion.

A partir de lo visto en el problema anterior, donde hemos perfilado el concepto de
envolvente de una familia de curvas planas y hemos indicado el procedimiento de deter-
minacion de su ecuacion, para resolver este problema, vamos a considerar la funcion:

gx’

f(x,y,0) =y — xtgol + —=———
(x,y,0) =y —xtg 2v; cos’ o

que permite escribir la familia de parabolas en forma implicita como f(x,y,a) = 0, de
manera que la ecuacion de la envolvente sera el resultado de eliminar o del sistema:

f(x,y,0)=0
' (x,y,0)=0"
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donde, como en el problema anterior, £, denota la derivada parcial de f respecto del
parametro o, considerado como una variable de la funcion.

Ahora bien, antes de calcular esta derivada, parece conveniente escribir las dos ex-
presiones trigonométricas presentes en la formula que define f en funcion de una mis-
ma razoén trigonométrica, lo cual es posible haciendo uso de la conocida identidad tri-
gonométrica:

2
> =l+tg o,
Cos™ O

que, sustituyendo, nos lleva a:

2
X
f(x,y,(x)=y—xtg0c+§ >

Vo

(1+tg’a) .

Derivando f respecto de a, simplificando, y extrayendo factores comunes, resulta:

2

2
£ (x,y,00) = —x(1+tg’0) +%~Z‘[g(x S(1+te’0) = {—x +%tga}(1 +te0),
Vv, Vo

de modo que el sistema considerado queda:

2
X

2
Vo

, .
{—x + giztgoc} (1+tg’0) =0

Vo

y—xtgoc+g (I+tg’a)=0

Como es evidente, 1 + tg’a # 0, por lo que podemos cancelar esta expresion en la
segunda ecuacion del sistema, despejar tga (suponiendo x # 0), simplificar, y sustituir
en la primera ecuacion, resultando:

x* 2
y-xtgo+ S5 (1 +tg0) =0 |y—xtgo+E (1+tg%0) =0
2v, 2v,
2 = 2 2 =
{—x+%tga}%éoc/)=0 tgoczx—v‘z)%tgoczﬁ
) gx gx

2 2 22
y—xh+§X 1+(&] =0.
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Aislando la variable y, simplificando, y operando, se sigue:

g 2v; gx’) g 2vy 2y 2 X
Vo 8¢ Vo 8¢ MWV g Y
Y g 2vi 2g 2v; 2g 2vi 2g’

asi que la ecuacion de la parabola de seguridad es:

2
g2 X+
2v, 2g

y=-

(Oposiciones de Secundaria, Olimpiadas Matematicas y examen de Universidad)

Problema 4.39

Halla la envolvente de la familia de rectas que forman con los ejes coordenados trian-
gulos de darea 2a°.

Sea r una recta que satisface la condicion dada en el enunciado, y sean P(p,0) y
Q(0,q) los puntos de corte de r con los ejes coordenados (los cuales han de existir, pues
en caso contrario la recta seria paralela a alguno de los ejes, y no formaria con ellos un
triangulo), donde supondremos, en principio, que tanto p como q son positivos (estric-
tamente, al no ser r paralela a ningtn eje).

Entonces, puesto que el triangulo OPQ es rectangulo en O, sus catetos (que son
una base y una altura) miden respectivamente p y g, y su area es 2a’, ha de verificarse
la igualdad:

1
—pq=2a’,
> pq
de donde, despejando p, obtenemos:
4a’
p=—m--.
q

Por otro lado, partiendo de la ecuacién segmentaria (o en forma simétrica) de r,
dada por:
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sustituyendo la expresion de p hallada antes (tengamos presente que debe ser a # 0,
para que el enunciado tenga sentido), operando, y trasponiendo, llegamos a :

x Ly

e =leor=q’x+4a’y=4a’q &
a

+i=lor=
q

r=q’x+4a’y—4a’q=0.

De este modo, denotando f(x,y,q) = g°x + 4a’y — 4a’q, obtenemos una familia de
rectas que forman con los ejes cartesianos un tridngulo de area constante e igual a 2a”,
de ecuacion implicita f(x,y,q) = 0, dependiente del parametro q.

Ahora, si permitimos que ¢ tome cualquier valor real no nulo (no solo positivo), la
anterior familia incluira todas las rectas que cumplen esta propiedad (como es facil de
ver), por lo que el problema consistente en determinar la envolvente de esta familia de
rectas puede resolverse, al igual que los dos problemas anteriores, eliminando el para-
metro q del sistema:

f(x,y,q)=0
f' (x,y,q)=0"

siendo, como en los dos problemas anteriores, f’q la derivada parcial de f respecto del
pardmetro q, considerado como una variable de la funcién.
Asi, sustituyendo y derivando, tenemos el sistema:

>

q’x+4a’y—4a’q=0
2qx—4a’ =0

de donde, despejando q en la segunda ecuacion, simplificando, sustituyendo en la pri-
mera, operando, y trasponiendo la variable y, se sigue:

qQ’x+4a’y—4a’q=0 9q? V2 2 2’
232 S| — | x+4a'y—-4a —=0&
q:— X X
4 4 2 2 2 2 2
izx+4a2y—8i=0<:>a—+y—i=0<:>y—a—=0<:>y=a—,
X X X X X X

lo que permite ver que la envolvente buscada coincide con una hipérbola equilatera
(una funcion de proporcionalidad inversa, desde el punto de vista del Analisis mate-
matico).
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Obsérvese que, en cierto modo, era previsible que resultara una curva de este tipo,
pues, como es sabido, estas curvas son las Unicas que verifican que la recta tangente en
cada uno de sus puntos corta a los ejes cartesianos formando triangulos de area cons-
tante, lo cual equivale, haciendo una lectura inversa y en consonancia con el concepto
de envolvente, a decir que la envolvente de estas rectas debe ser una hipérbola equilate-
ra de este tipo.

(Examen de Universidad)

Problema 4.40

Sea un sistema de referencia ortogonal OXY en el plano. Halla la envolvente de los
ejes radicales de dos circunferencias C y C’, donde la circunferencia C es fija y tiene
su centro en el eje OY y la circunferencia C’ es variable, tiene su centro en el eje OX y
es tangente en mas de un punto a la pardbola y* — 2x = 0.

Denotemos por R el radio de C (que es fijo), y por r el de C’ (que es variable). Como
la circunferencia variable C’ tiene su centro en el eje OX, las coordenadas de este punto
seran (a,0), con a variable, mientras que el centro de C sera (0,b), con b fijo, al estar este
punto en el eje OY. Con esta notacion, podemos escribir las ecuaciones de C y C’ como:

C=x"+(y-b)’=R?,

C'=(x—a)y+y =r’.

Ademas, segtin el enunciado, debe cumplirse que la parabola y* — 2x = 0, que deno-
taremos por P, y la circunferencia C’ sean tangentes en mas de un punto, para lo cual,
teniendo en cuenta que el centro de C’ esté en el eje de simetria de P (el eje OX), es nece-
sario que a > 0, ya que si el centro de C’ estuviera sobre el semieje real negativo, Py C’
no podrian ser tangentes en mas de un punto (tengamos en cuenta que P estd contenida en
el primer y el cuarto cuadrante, como es claro). Ahora, a partir del estudio de la posicion
relativa de una parabola y una circunferencia cuyo centro esté en el eje de simetria de la
parabola, y «dentro» de la misma (ya sea desde el punto de vista grafico o desde el punto
de vista analitico), es facil observar que unicamente pueden darse tres situaciones: que
ambas curvas no se corten, que se corten en dos puntos, o que se corten en cuatro. Por
supuesto, si no tienen puntos en comun, no pueden ser tangentes, pero si son tangentes,
no pueden intersecarse en cuatro puntos, por lo que la Uinica situacién posible para que
sean tangentes es que se corten en dos puntos, que, ademas, por pertenecer a ambas cur-
vas, deben ser simétricos el uno del otro respecto del eje de la parabola. Asi pues, pode-
mos decir que P y C’ son tangentes si, y solo si, se cortan exactamente en dos puntos,
que, ademas, han de tener la misma abscisa y ordenadas opuestas, ya que son simétricos
el uno del otro respecto del eje OX, que es el eje de la parabola.

Con todo lo dicho, queda claro que el sistema:

C'=(x-a)+y =r’
P=y’-2x=0

b
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cuyas soluciones proporcionan las coordenadas de los puntos de corte de P y C’, solo
debe admitir dos soluciones, pero un unico valor de x. Observemos, ademas, que este
valor de x ha de ser positivo, ya que las abscisas de los puntos pertenecientes a P lo son
(P esta contenida en el primer y el cuarto cuadrante, o lo que es lo mismo, la ecuacion
de P solo es consistente para valores positivos de x).

Despejando y? en la segunda ecuacion del sistema, sustituyendo en la primera, ope-
rando, extrayendo factores comunes, y trasponiendo, tenemos:

2 2 2
(x—a)y +y =r
, Y =(x-a) +2x=r’ & x’ +a’ -2ax+2x=r’ &
y =2x

x*+(2-2a)x+a’ -1’ =0,

que es una ecuacion de segundo grado en la incognita x. Pero, como hemos visto, esta
ecuacion debe tener una unica solucion, por lo que hemos de exigir que su discriminan-
te sea nulo, lo que proporciona la relacion:

(2-2a)’ —4(a’ -1r*)=0,
de donde, desarrollando el cuadrado, operando, y trasponiendo, llegamos a:
4+ 47 —8a— 47 +4r' =0 1-2a+r' =01’ =2a—1.

Obsérvese que esta Ultima igualdad tiene sentido solo si a > 1/2, lo cual, en princi-
pio, no tenemos asegurado. Sin embargo, resolviendo la ecuacion de segundo grado en
la incognita x con la conocida férmula, teniendo en cuenta que su discriminante es
nulo, como hemos exigido, resulta:

—(2 — +
N i U

-1,
2

de donde, trasponiendo, se sigue a =x + 1, lo que implica a > 1, puesto que x ha de ser
positivo, como ya hemos comentado (sucede, sencillamente, que las circunferencias
con centro en el eje OX que son tangentes a P no pueden tener su centro «demasiado
cerca» del vértice de P). Asi pues, queda claro que la relacion obtenida entre r y a, dada
por r* = 2a — 1, tiene perfecto sentido. Sustituyendo esta expresion de r* en la ecuacion
de C’, resulta C’ = (x — a)> + y* = 2a — 1, lo que constituye la ecuacion de una familia
de circunferencias, dependiente de un unico parametro.

Recordemos ahora que el eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de
los puntos que tienen la misma potencia respecto de ambas circunferencias (que resulta ser
una recta perpendicular a la recta que une los dos centros), y que, para obtener su ecua-
cion, basta con restar miembro a miembro las respectivas ecuaciones de las circunferen-
cias. Asi pues, el eje radical de C y C’, que denotaremos por e, viene dado por la ecuacion:

e=C-C'=x"+(y-b)Y’-(x—-a)’ -y’ =R*-(2a-1),
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de donde, desarrollando los cuadrados, operando y trasponiendo, se sigue:
ez)/+)/+b2 —2by—)/—a2+2ax—)/=R2 -2a+le
e=2ax—-2by+b’—a’—R*+2a-1=0.

Finalmente, para determinar la ecuacion de la envolvente de esta familia de rectas,
dependiente del parametro a, consideraremos la funcion:

f(x,y,a) = 2ax — 2by + b?>—a? —R*+2a— 1,
y procederemos, como en los tres problemas anteriores, a eliminar el pardmetro a del

sistema:

f(x,y,a)=0
f'(x,y,a)=0"

que, en este caso, resulta ser:

2ax —2by+b’—a’ —R*+2a-1=0
2x—2a+2=0 '

Simplificando la segunda ecuacion del sistema, despejando a de la misma, sustitu-
yendo en la primera, y operando, llegamos a:

2ax —2by +b’ —az—R2+2a—1=O:>
a=x+1

2(x+D)x—=2by+b> —(x+1)’ —R>+2(x+1)-1=0 =
2x2+ 2 —2by+b> —x> -1-2 —R*+2x+2-1=0&
x> +2x—2by+b’—R* =0,

que es la ecuacion de la envolvente pedida, siempre que restrinjamos los valores de x al
conjunto de los numeros reales positivos, lo que cierra el problema.

(Adaptado de Oposiciones de Catedraticos de Institutos de Bachillerato, 1975)
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Problema 4.41
Por el mdximo relativo de la curva:

X
Y="7 .4

X —5x+4
se traza una recta variable que corta a dicha curva en otros dos puntos. Halla la ecua-
cion de la conica que es lugar geométrico del punto medio de esos dos puntos. Clasifi-
ca dicha conica y da su ecuacion reducida.

En primer lugar, determinaremos las coordenadas del punto donde se encuentra el
maximo relativo de la curva, para lo cual igualaremos a cero la derivada la funcion y
resolveremos la ecuacion resultante, cuyas soluciones serdn los puntos criticos, para,
posteriormente, mediante el estudio del signo de la derivada, determinar cudl de ellos
se corresponde con el maximo relativo. En este sentido, es util tener presente que la
funcién posee dos asintotas verticales, una en la recta x = 1, y otra en la recta x = 4, ya
que el denominador de la fraccion algebraica que define la funcidn se anula para estos
valores de la variable x. De este modo, tenemos:

:x2—5x+4—x(2x—5): —x*+4
(Xz —5x+4)2 (xz —5x+4)

=0 x=%2,

que son los puntos criticos. Tomando un punto arbitrario dentro de cada tramo en que
la recta real queda dividida por los valores x = -2, x =1, x =2, x = 4, y evaluando la
derivada en los puntos que nos interese, podemos conocer el signo de la derivada a
ambos lados de cada punto critico, resultando ser negativa en (—,—2) y positiva en
(-2,1), lo que implica que en x = -2 hay un minimo relativo, mientras que es positiva
en (1,2) y negativa en (2,4), por lo que el maximo relativo se encuentra en un punto de
abscisa x = 2, cuya ordenada podemos determinar sin mas que tomar X = 2 en la formu-
la que define la funcion, resultando ser y = —1, y, por tanto, el maximo relativo de la
curva se encuentra en el punto de coordenadas (2,-1), que denotaremos por M.

Ahora, dada una recta variable que pase por M y que verifique las condiciones da-
das en el enunciado, que llamaremos r, y cuya pendiente, que es variable, denotaremos
por m, a partir de la ecuacion de la recta en forma punto-pendiente, tenemos:

r=y+l=mx-2)eor=y=mx-2m-1,

por lo que los puntos de corte de r con la curva dada se obtienen como solucion del
sistema:

X

Cx*-5x+4,
y=mx—-2m-—1
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del que, igualando, operando, trasponiendo términos, y extrayendo factores comunes,
llegamos a:

X

————=mx-2m-1l&
X" =5x+4

X =mx° —5mx’ +4mx — 2mx” +10mx —8m — x> +5x — 4 &

mx’ —(7m+1)x” +(14m+4)x —8m—-4=0,

ecuacion cubica que, por las condiciones exigidas en el enunciado, debe tener otras dos
soluciones, ademas de x = 2 (abscisa del punto M que, evidentemente, pertenece a la
interseccion de la recta y la curva), que denotaremos por x; y x2. Observemos, sin em-
bargo, que no necesitamos conocer el valor de x; y x2 (lo cual podriamos hacer factori-
zando la ecuacion cubica, mediante la division del polinomio correspondiente por el
binomio x — 2, haciendo uso de la regla de Ruffini, para después descomponer el factor
cuadratico empleando la férmula que permite resolver la ecuacion de segundo grado),
pues lo que nos interesa es conocer las coordenadas del punto medio, que denotaremos
por (x,y), cuya abscisa, l6gicamente, es:

X, +X
x=X1T%
2

B

valor que podemos determinar haciendo uso de una de las conocidas ecuaciones de
Cardano-Viéte, que establece la igualdad:

Tm+1
m

X, +X,+2=

(la suma de las tres raices de una ecuacién cubica es igual al opuesto del segundo coe-
ficiente dividido por el coeficiente principal, que debe ser no nulo, puesto que si fuera
m = 0, entonces, la ecuacion seria de segundo grado, y no podria tener tres soluciones,
como exige el enunciado, en virtud del Teorema Fundamental del Algebra), puesto
que, trasponiendo el 2, operando, y dividiendo ambos miembros por 2, resulta:

7m+1_2
m m m 2 2m

Tm+1-2m Sm+1 X, tX, Sm+l
= = S X=———""FF=—-—

X1+X2=

Ademas, como estos dos puntos de corte pertenecen a la recta r, y su punto medio
esta alineado con ellos (obviamente), resulta que el punto medio también esta en la
recta r, por lo que, para conocer su segunda coordenada, basta con sustituir el valor de
la primera en la ecuacion explicita de r, quedando:

y=mx_2m_1=}4'5m+1_2m_1=5m+1—4m—2=m—1’
244 2 2
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y, en consecuencia, las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico pedido son:

Sm+1
X =

2m
~m-1
Y5

Ahora, para eliminar el parametro m del sistema, lo despejamos de la segunda
ecuacion, lo sustituimos en la primera, y operamos, quedando:

_5Sm+1 X_5(2y+1)-i—1 X_10y+6
TTom e 2Q2y+1) < 4y+2 &
m=2y+1 m=2y+1 m=2y+1

B

4xy+2x =10y +6
m=2y+1

de donde, dividiendo ambos miembros de la primera ecuacion por 2 y trasponiendo
términos, obtenemos la ecuacion de la conica pedida:

2xy+x—-5y—-3=0.

Para determinar qué tipo de conica es, escribiremos su ecuacion en forma matri-
cial, y calcularemos los rangos y las signaturas proyectivas de las matrices involucra-
das, teniendo en cuenta la tabla de clasificacion de conicas que se presentd en un pro-
blema anterior. Asi, como la ecuacion matricial es:

-6 1 =5)\(1
(I x y) 1 0 2|x|=0
=5 2 0 )\y

(la hemos obtenido multiplicando por 2 todos los coeficientes de la ecuacioén, como si
no la hubiéramos simplificado anteriormente, a fin de evitar la presencia de fracciones
en las matrices), hemos de considerar las matrices:

-6 1 =5 0 2
A=l1 0 , Ay = ,
20
-5 2
y, al ser:
-6 1 =5

|A|l=[1 0 2[=-10-10+24=4%0,
-5 2 0
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resulta rg(A) = 3, lo que indica que estamos ante una conica no degenerada. Por su
parte:

0 2
|Ag|= 5 o= 470

luego rg(Aoo) = 2, 1o que excluye la posibilidad de que la conica sea una parabola (tabla
de clasificacion), y hace necesario el célculo de las signaturas proyectivas de Ay Aoo,
para lo cual es preciso hallar los polinomios caracteristicos correspondientes, denota-
dos respectivamente por Pi(A) y P2(X), y que vienen dados por:

-6-L 1 -5
PM)=|A-M|=| 1 -L 2|=—6A"-L1"-10-10+25A+A+24+4h &
-5 2 -

P (M) =-A"—6)> +30A+4,

-1 2

Pz(k)=|AOO—M|=‘ 5 _k‘zxz -4,

Asi pues, la secuencia de signos de los coeficientes de Pi(A) es {— —+ +}, donde po-
demos apreciar que hay dos permanencias y un cambio, lo que implica la igualdad
sp(A) =2 —1 =1, mientras que la secuencia de signos de P»(A), teniendo en cuenta que el
cero se considera positivo a estos efectos, es {+ + —}, habiendo, por tanto, una permanen-
cia y un cambio, lo que se traduce en que sp(Ag) =1 — 1 =0, y, en consecuencia, se trata
de una hipérbola (como podemos ver en la tabla de clasificacion de conicas).

Por ultimo, para obtener la ecuacion reducida de la hipérbola, nos servimos de la
conocida féormula:

AxT+Ay = —ﬂ,
[Aul
donde A; y A2 son los autovalores de Ao, esto es, las raices de Po()).

En el caso que nos ocupa, tenemos |A| =4, |[Aop| =4, A1 =2, =-2 (yaque 2y
—2 son las soluciones de la ecuacion A> — 4 = 0), por lo que, sustituyendo y operando,
llegamos a:

2X2—2y2=—_i4<:>2x2—2y2=1<:>X2—y2=%,

que es la ecuacion reducida de la hipérbola, que resulta ser equilatera, puesto que los
semiejes a 'y b son iguales, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2002, y prueba de Universidad)
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Problema 5.1
Distribuimos 60 monedas, todas distintas, en 12 cajas, al azar. Calcula:

a) La probabilidad de que la segunda caja contenga 7 monedas.
b) La probabilidad de que todas las cajas tengan 5 monedas.

Resolveremos el problema haciendo uso de la regla de Laplace, para lo cual efec-
tuaremos el recuento de los casos posibles (cuyo valor sera necesario para los dos apar-
tados) y de los casos favorables al suceso considerado en cada apartado, lo cual hare-
mos por separado. Posteriormente, resolveremos el apartado a) por un método distinto,
empleando variables aleatorias.

Calculemos, pues, el numero de casos posibles. Si consideramos las monedas nu-
meradas del 1 al 60, es claro que, para colocar la primera moneda, disponemos de 12
cajas; para colocar la segunda, también contamos con 12 cajas; y lo mismo para la
tercera, la cuarta, y el resto de monedas, hasta la sexagésima. Asi pues, se trata de una
variacion con repeticion, y el nimero de casos posibles es igual a 12,

Apartado a)

Para que la segunda caja contenga 7 monedas, hemos de seleccionar este numero de mo-
nedas de entre las 60, sin importar el orden en que se haga, puesto que lo que cuenta es el
numero de monedas que finalmente ocupan la caja 2, no el orden seguido en su eleccion.
Como es claro, esta seleccion se puede hacer de una cantidad de maneras que coincide con
el nimero de combinaciones de 60 elementos tomados de 7 en 7, esto es, con el niumero:

60
. )
Por otra parte, las 53 monedas restantes pueden colocarse en cualquiera de las otras
11 cajas, lo cual puede hacerse de 11°° maneras (de manera similar al célculo del na-
mero de casos posibles, teniendo en cuenta que cada una de las 53 monedas dispone de

11 posibles ubicaciones).
Por tanto, seglin el principio del producto, existe un total de:

60 1
7
distribuciones de monedas favorables al suceso considerado en este apartado, por lo

que, aplicando la regla de Laplace, y operando, resulta que la probabilidad de que la
segunda caja contenga 7 monedas, que denotamos por Py, es:

60 1P 600 s
7 71531 604117

! 129 12  7153112%
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=0,10709 .

P :/66'59'58'57'%'55-%.)%/!_1153
1 /,/6/5/./(./3/./2/.)5,3/!_1260

Apartado b)

Hagamos el recuento caja por caja.

Para colocar 5 monedas en la primera caja, hemos de elegir 5 monedas de entre las
60, sin importar el orden seguido. Razonando como en el apartado anterior, el nlimero
de maneras en que esto puede hacerse es:

60
s |
Para colocar 5 monedas en la segunda caja, una vez colocadas las 5 de la primera,
tenemos que tomar 5 monedas de entre 55, sin importar el orden, lo cual, como antes,

puede hacerse de:
55
5
maneras.
Para la tercera caja, como ya se han colocado 5 en la primera y 5 en la segunda,
disponemos de 50 monedas, por lo que el nimero de maneras de elegir las 5 monedas

para la caja 3 es:
50
s |

Reiterando este procedimiento, vemos que, para cada i comprendido entre 1 y 12,
el nimero de maneras de colocar 5 monedas en la caja i-ésima, una vez colocadas 5
monedas en cada una de las cajas 1, 2, 3,..., 1 — 1 (las cajas anteriores), viene dado por
el nimero combinatorio:
(65 - 51]
5 )

por lo que, de acuerdo con el principio del producto, podemos conseguir que cada caja

tenga 5 monedas de:
ﬁ 65— 5i
5

i=1

maneras, y, en consecuencia, aplicando la regla de Laplace, y operando, resulta que la
probabilidad de que cada caja contenga 5 monedas, que denotamos por P, es:
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) CEEEE R,

B 12%

6ot st sof st a0l 58 zof 250 260 sl el
5'%5';&5';1/{!5'40/5'}5/!5!}0/5'25/!5'2015'}5/!5')16{5'5'

12%

60!

(5)" 60!
P, == —— =1,656247-107",
127129 (51)

lo que concluye el apartado.

Veamos ahora otro método para resolver el apartado a). Consideremos, para cada i
comprendido entre 1y 60, las variables:

i b

{1 si la moneda i se coloca en la segunda caja

0 en caso contrario

y definamos, a partir de ellas, la variable:

60
X=>X;.
i=1

Resulta claro entonces que la variable X toma el valor del nimero de monedas co-
locadas en la segunda caja, por lo que el problema planteado en el apartado a) consiste
en calcular la probabilidad de que X tome el valor 7.

Ahora bien, puesto que las variables X; son independientes (la caja elegida para co-
locar una moneda no influye en la caja asignada a otra), y siguen una distribucion de
Bernoulli de pardmetro 1/12 (hay un caso favorable entre 12 posibles para que una mo-
neda se coloque en la segunda caja), podemos decir que la variable X sigue una distribu-
cién binomial de tipo (60,1/12) (esta definida como la suma de 60 variables independien-
tes con distribucion de Bernoulli de parametro 1/12), y, en consecuencia, tenemos:

7 53 760! 11
60Y( 1Y (1Y 7153 601117
Pl:P(Xﬂ):[J(EJ (Ej ST 7rsae - 10709

que, légicamente, es el mismo valor antes obtenido.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 5.2

En un tablero de ajedrez se colocan dos damas al azar. Determina la probabilidad de
que la situacion relativa sea tal que no pueda ser comida la una por la otra.

En primer lugar, observemos que hay 64 posibles ubicaciones para colocar la pri-
mera dama sobre el tablero (un tablero de ajedrez es una cuadricula de 8 x &, por lo que
tiene 64 casillas), y que, una vez colocada la primera, quedan 63 casillas vacias para
colocar la segunda, lo que se traduce en que el nimero de disposiciones posibles de dos
damas sobre el tablero es 64-63 = 4032.

Ahora, segun las reglas del juego, una dama puede desplazarse en linea recta (en
fila, en columna o en oblicuo), tantas casillas como se desee, lo que significa que dos
damas estan en posicion de jaque (una dama puede ser capturada por la otra) si, y solo
si, estan situadas en la misma fila, en la misma columna o en la misma linea oblicua.
Asi pues, para determinar el numero de casos favorables al suceso consistente en que
las dos damas estén en posicion de jaque (que denotaremos por A), hemos de hacer el
recuento del nimero de maneras de colocar dos damas en la misma fila, en la misma
columna o en la misma linea oblicua, para lo cual supondremos una dama colocada, y
contaremos el numero de casillas que puede ocupar la otra, que, como vamos a ver a
continuacion, depende del lugar donde hayamos colocado la primera, por lo que consi-
deraremos varios casos.

Si colocamos la primera dama en cualquiera de las 28 casillas del borde del tablero
(marcadas con un aspa en el diagrama de la izquierda), es claro que disponemos de 21
posiciones para la otra dama (sefialadas con un punto en el diagrama de la derecha,
para un caso particular), por lo que el numero de disposiciones favorables al suceso A
es 28-21 = 588.

Si situamos la primera dama en cualquiera de las 20 casillas marcadas con un aspa
en el siguiente diagrama, a la izquierda, podemos comprobar que hay 23 posibles casi-
llas para la segunda (sefialadas con un punto en el diagrama de la derecha, para un caso



Problemas de Calculo de Probabilidades 425

particular), y, entonces, el nimero de disposiciones favorables al suceso A viene dado
por 20-23 = 460.

Si ubicamos la primera dama en alguno de los 12 escaques marcados con un aspa
en el siguiente diagrama, a la izquierda, son 25 las posibles casillas para la segunda
(sefialadas con un punto en el diagrama de la derecha, para un caso particular), por lo
que, en este caso, el numero de disposiciones favorables al suceso A es 12-25 = 300.

Por ultimo, si colocamos la primera dama en cualquiera de las 4 casillas centrales
(también sefialadas con un aspa en el siguiente diagrama, a la izquierda), podemos
situar la segunda en 27 escaques (marcados con un punto en el diagrama de la derecha,
para un caso particular), lo que significa que, en esta situacion, el nimero de disposi-
ciones favorables al suceso A es 4:27 = 108.
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Asi pues, sumando los resultados obtenidos, resulta 588 + 460 + 300 + 108 = 1456,
que es el nimero total de casos favorables al suceso A, por lo que, aplicando la regla de
Laplace, y simplificando, llegamos a:

1456 13

P(A)=——=—.
(A) 4032 36

Ahora bien, lo que se pide calcular en este problema no es la probabilidad de que
las dos damas estén en posicion de jaque, sino la probabilidad de que no lo estén, es
decir, la probabilidad del suceso contrario de A (denotado por A®), la cual podemos
calcular a partir de la formula de la probabilidad del suceso contrario, quedando:

P(AC)=1—P(A)=1—§=§.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1977, y examen de Universidad)

Problema 5.3

Con 27 dados blancos se forma un cubo solido de 3 dados de arista, cuyas caras se
pintan todas de negro. Se deshace el cubo y se vuelve a formar sin mirar los dados.
Calcula la probabilidad de que resulte de nuevo un cubo pintado de negro.

Una vez pintadas las caras y deshecho el cubo, existen distintos tipos de dados, se-
gln el nimero de caras coloreadas que tengan. En concreto, hay un dado que no tiene
ninguna cara pintada (el que ocupaba la posicion central del cubo), que denotaremos
por Co; 6 dados con una cara pintada (los que estaban en el centro de cada cara del
cubo), que llamaremos de tipo C;; 12 dados con dos caras pintadas (los que se encon-
traban en las aristas del cubo y no formaban parte de las esquinas), que llamaremos de
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tipo Cy; y 8 dados con tres caras pintadas (los que estaban situados en las esquinas),
que diremos que son de tipo Cs.

Por tanto, al volver a formar el cubo sin mirar los dados, para que resulte nueva-
mente un cubo pintado, es necesario que cada tipo de dado ocupe alguna posicioén con-
creta de las 27, y que, ademas, en algunos casos, tenga una orientacion adecuada, pues-
to que, aun situando un dado en una cierta posicion, puede tener hacia arriba cualquiera
de sus 6 caras, y, una vez elegida la cara superior, puede rotarse, de modo que hay 4
posiciones con la cara considerada hacia arriba, lo cual significa que cada dado puede
orientarse de 6-4 = 24 maneras.

Una vez hechas estas consideraciones, simularemos el proceso de reconstruir el
cubo, dado a dado, indicando la probabilidad que tiene cada dado de ocupar una posi-
cion (y tener una orientacion) que haga que el cubo final esté pintado, condicionado al
hecho de que otros dados hayan sido ya colocados, para, posteriormente, multiplicar
los valores obtenidos, cuyo resultado sera la probabilidad pedida, seglin la formula de
la Probabilidad compuesta.

Para que el dado Cy esté favorablemente colocado, hay una posicion (la central del
cubo) entre 27 posibles, por lo que la probabilidad es po = 1/27 (para este dado, la
orientacion que tenga una vez ocupada la posicion central es irrelevante).

Para el primer dado de tipo Ci, hay 6 posiciones (el centro de cada cara) entre 26
(el dado Cp ya ha ocupado una posicion), pero, en la posicién ocupada, debe estar
orientado de manera que la cara pintada quede hacia el exterior del cubo, para lo cual
hay un caso favorable, entre 6 posibles. Asi pues, la probabilidad de que este primer
dado de tipo C; esté favorablemente colocado es 6/26-1/6. Para el segundo dado de tipo
Ci, hay 5 posiciones (el centro de cada cara, salvo el que ha sido ocupado por el ante-
rior dado de tipo C;) entre 25 (ya se han colocado dos dados), y, una vez en su posi-
cion, debe orientarse de modo que la cara pintada sea visible desde fuera del cubo, lo
que puede hacerse de una manera entre 6 posibles. Por tanto, la probabilidad de que
este dado de tipo C; esté favorablemente colocado es 5/25-1/6. Razonando de idéntica
forma con los cuatro dados restantes de tipo Ci, podemos ver que sus respectivas pro-
babilidades de estar favorablemente colocados son 4/24-1/6, 3/23-1/6, 2/22-1/6 y
1/21-1/6.

Asi pues, teniendo en cuenta la formula de la Probabilidad compuesta, podemos
decir que la probabilidad de que los 6 dados de tipo C, estén favorablemente coloca-
dos, condicionada a que el dado Cy lo esté, que denotaremos por pi, viene dada por:

6 1 5141312111 6!

A continuacion describiremos la colocacion de los dados de tipo Co. Para colocar el
primero, hay 12 posiciones (las situadas en la arista del cubo que no estan en las esqui-
nas), entre 20 posibles (ya se han colocado 7 dados en total), pero, una vez en su posi-
cion, debe orientarse de manera que las dos caras pintadas se vean desde fuera del cubo,
para lo cual hay 2 orientaciones (si una orientacion deja las dos caras pintadas, que com-
parten una arista, hacia el exterior, podemos invertir el dado, de modo que se intercam-
bien las dos caras perpendiculares a la arista comin a las dos caras pintadas, lo que daria
lugar a otra orientacion favorable, pues la arista comun a las dos caras pintadas seguiria
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en la misma posicion, y, en consecuencia, también estas dos caras), entre las 24 posibles.
Asi pues, la probabilidad de que el primer dado de tipo C; esté favorablemente colocado
es 12/20-2/24, si bien simplificaremos la ultima fraccion, y escribiremos esta probabili-
dad como 12/20-1/12. Para el segundo dado de tipo C», hay 11 posiciones (ya se ha ocu-
pado una de las 12 favorables por el primer dado de tipo C,), entre 19 posibles (hay ya 8
dados colocados), y, como sucedia con el primer dado de tipo C,, debe orientarse de 2
maneras entre 24 posibles (o de 1 entre 12), por lo que la probabilidad condicionada de
que el segundo dado de tipo C; esté favorablemente colocado es 11/19-1/12. Siguiendo
este mismo razonamiento con el resto de dados de tipo C,, podemos observar que sus
respectivas probabilidades condicionadas de estar favorablemente colocados son
10/18-1/12, 9/17-1/12, 8/16-1/12, 7/15-1/12, 6/14-1/12, 5/13-1/12, 4/12-1/12, 3/11-1/12,
2/10-1/12 y 1/9-1/12.

De este modo, por la formula de la Probabilidad compuesta, resulta que la probabi-
lidad de que los 12 dados de tipo C; estén favorablemente colocados, condicionada a
que lo estén también todos los dados de tipo C; y el dado Coy, que denotaremos por pa,
viene dada por:

21111019181 71615141317211]1

—
P= 0292821721625 2141213121212111210129 12

12!
20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-12" "

P> =

Llegados a este punto, ya solo quedan por colocar los 8 dados de tipo Cs, por lo
que hay tantos casos favorables como posibles a la hora de elegir la posicion de cada
uno de estos dados, es decir, coloquemos donde coloquemos cada dado, estard en una
posicion favorable. Sin embargo, es importante la orientacion del dado, puesto que
deben quedar las tres caras pintadas hacia el exterior. En este sentido, podemos obser-
var que, si un dado esta colocado con una orientacion favorable, es posible girarlo dos
veces, dejando fijo el vértice comun a las tres caras pintadas, de manera que resultan
otras dos orientaciones favorables, lo cual se traduce en que, de las 24 orientaciones
posibles del dado, 3 son favorables, por lo que la probabilidad condicionada que tiene
cada dado de tipo C; de ser colocado favorablemente es 3/24 = 1/8, y, por la formula de
la Probabilidad compuesta, resulta que la probabilidad de que los 8 dados de tipo Cs
estén favorablemente colocados, condicionada a que lo estén todos los dados de tipo
Cy, todos los dados de tipo C, y el dado Cy, que denotaremos por ps, viene dada por:

11111111 1

P38 88888 &

Finalmente, aplicando de nuevo la férmula de la Probabilidad compuesta, tenemos
que la probabilidad de que el cubo reconstruido tenga todas las caras completamente
pintadas, que denotaremos por p, puede calcularse como el producto de po, p1, p2 ¥ p3»
resultando ser:

1 6! 121 |
P 7 26.25-24.23-22.21-6° 20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10.9-127 &
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si bien podemos escribirla de una manera mas «compactay, multiplicando numerador y
denominador por 8!, quedando:

_ 618L12!
P 2716°-8% 122"

lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1996, Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachi-
llerato, 1979, y examen de Universidad)

Problema 5.4

Halla la probabilidad de que un cartero que lleva tres cartas con destinatarios distin-
tos entregue al menos una de ellas correctamente al efectuar dicha entrega al azar, sin
mirar direccion alguna.

Suponiendo las tres cartas numeradas, consideremos los sucesos:

A, = {La carta nimero n se entrega correctamente},

paran=1,2,3.

Con esta notacion, es claro que el problema consiste en calcular la probabilidad del
suceso AjUA2UA;3, denotada por P, que, aplicando el principio de inclusion-exclusion,
podemos expresar como:

P=P(Al)+P(A2)+P(A3)_P(AI nAz)_P(Al ﬂA3)_P(A2 ﬂA3)+P(A] nAz nAs)' D

Ahora bien, por una parte, es claro que, segin la definicion de la probabilidad con-
dicionada, paran, m =1, 2, 3, con m # n, se satisface la igualdad:

P(a,Na)=P( "4 ] 2(a,):

1
H(4)7
A) 2
ya que, para que suceda que una carta se entregue a su destinatario, suponiendo que
otra se ha entregado correctamente, hay un tinico caso favorable, entre dos posibles;

por otra, P(A,) = 1/3, como es evidente; por otra, también por la definicion de la pro-
babilidad condicionada:

por otra, tenemos:

P(AlﬂAzﬂA3)=P(A1A2ﬂA3).P(A2ﬂA3);
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y, por ultimo:

P(%4, a1

puesto que si suponemos que la carta nimero 2 y la nimero 3 han sido entregadas co-
rrectamente, ya solo queda una persona a la que entregar la nimero 1, precisamente el
destinatario correcto, por lo que se trata del suceso seguro.

Asi pues, sustituyendo estos valores en (I), y operando, resulta:

11 11 1 117 2
33 ];V 23 /3{ )/3/ 3

lo que da respuesta al enunciado del problema.

(Oposiciones de Agregados de Institutos de Bachillerato, 1976, y examen de Universidad)

Problema 5.5

Una persona sujeta en su puiio n hilos idénticos, de manera que sobresalgan por am-
bos lados. Otra persona va anudando los extremos superiores con los inferiores hasta
tenerlos todos anudados. Después se observa el resultado. Determina:

a) La probabilidad de que todos los hilos formen un unico anillo.
b) La probabilidad de que se forme algun anillo compuesto de solo un hilo.

Observemos, en primer lugar, que el numero de maneras posibles de atar los ex-
tremos superiores con los inferiores es igual al factorial de n (el nimero de permuta-
ciones de n elementos), puesto que, tomando el primer extremo superior, hay n inferio-
res con los que poder anudarlo; para el segundo, quedarian n — 1, al haberse empleado
ya uno de ellos; para el tercero, n — 2; y asi, sucesivamente, hasta llegar al n-ésimo
extremo superior, para el que solo se dispondria de un extremo inferior. Este dato sera
necesario para ambos apartados, que resolveremos separadamente a continuacion.

Apartado a)

Realizaremos el recuento del niumero de casos favorables al suceso A = {Todos los
hilos quedan anudados de manera que se forma un Unico anillo} simulando el proceso
por el que se formaria este unico anillo, indicando el nimero de formas en que puede
hacerse en cada paso, para posteriormente multiplicar los resultados, teniendo en cuen-
ta el principio del producto.

Asi, el primer extremo superior puede atarse con cualquiera de los n inferiores, salvo
con el propio, pues ello daria lugar a un anillo cerrado de un hilo, y, por tanto, los hilos no
formarian un tnico anillo, por lo que el nlimero de extremos inferiores disponibles para el
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primer extremo superior es igual a n — 1; para continuar con la formacién de un tnico ani-
llo, elegimos como segundo extremo superior el extremo opuesto del hilo elegido para atar
con el primero, que, al no poder atarse con el extremo inferior del primer hilo empleado
(pues eso cerraria el anillo), dispone de n — 2 extremos inferiores (de los n, hay uno ya anu-
dado, y otro no favorable); a continuacion, tomamos como tercer extremo superior el ex-
tremo opuesto del hilo anudado en el paso anterior, el cual puede atarse con cualquiera de
los n — 2 extremos inferiores todavia sin anudar, salvo con el correspondiente al primer hilo
empleado (para evitar cerrar el anillo), por lo que dispone de n — 3 extremos inferiores;
procediendo reiteradamente de la manera descrita, podemos ver que el niimero de extremos
inferiores disponibles en cada paso es, respectivamente, n — 4, n — 5,..., hasta llegar al 0lti-
mo extremo superior sin atar, que tendra que anudarse necesariamente con el extremo infe-
rior del primer hilo utilizado (y asi cerrar el anillo), para lo cual dispondra de una tnica
posibilidad, ya que sera el inico extremo inferior suelto en ese momento.

Por lo dicho, el numero de casos favorables a la ocurrencia del suceso A es igual a
(n—1)(Mm-2)n-3)-2-1=(n-1)!,y, entonces, aplicando la regla de Laplace y sim-
plificando, tenemos:

- !
P(A)= (nn,l)!= Caul

que es la probabilidad pedida.

Apartado b)

Consideremos, para cada i comprendido entre 1 y n, el suceso A; = {Los extremos del
hilo i se atan uno con otro, formandose un anillo de un tnico hilo}. Con esta notacion,
es claro que el problema consiste en hallar el valor de:

-r{()n)

i=1

que, por el principio de inclusion-exclusion, podemos expresar como:

P=YP(A)- X P(ANA)+ Y P<AinAJnAk>+---+<-”“"P[ﬁAJ’a>

I<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

de manera que el problema se reduce a calcular cada una de las probabilidades presen-
tes en los sumandos del segundo miembro de esta igualdad, que es lo que haremos a
continuacion.

Dado el niimero i, comprendido entre 1 y n, es claro que, para que ocurra A;, el ex-
tremo superior del hilo i debe anudarse con el inferior del mismo hilo, lo cual puede
hacerse de una manera (el hilo i solo tiene un extremo inferior) entre n posibles (los n
extremos inferiores), por lo que se verifica:

P(A)=-.
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Considerando los hilos i, j, para que se formen sendos anillos de un solo hilo con
ellos, tiene que formarse un anillo con el hilo i (lo que sucede con la probabilidad cal-
culada antes), y, una vez formado el anillo con el hilo i, para atar el extremo superior
del hilo j con uno de los extremos inferiores, hay un caso favorable (el Gnico extremo
inferior del hilo j), entre n — 1 posibles (el extremo inferior del hilo i ya se ha anudado,
por lo que no esta disponible), de donde se deduce, teniendo en cuenta la formula de la
Probabilidad condicionada, la igualdad:

A1 1]
P(AiﬂAj)—P(Ai)'P[ Aj_n n—-1 nn-1)"

Si tomamos los hilos 1, j, k, vemos que, una vez formados los anillos correspon-
dientes con los hilos 1, j (lo cual sucede con la probabilidad antes hallada), para que con
el hilo k resulte la misma situacion, para atar su extremo superior contamos con un
caso favorable (el tinico extremo inferior del hilo k), entre n — 2 posibles (los extremos
de los hilos 1, j ya estan anudados), y, entonces, de nuevo por la formula de la Probabi-
lidad condicionada, tenemos:

_ .p| A = L1 = 1
P(A,NANA,)=P(A NA)) P[%AiﬂAj)} n(n-1) n-2 nn-1)n-2)

Reiterando el procedimiento descrito, podemos ver que la probabilidad de la inter-
seccion de varios de estos sucesos solo depende del ntimero de ellos, resultando, para
la interseccion de r sucesos (elegidos en cualquier orden), la formula:

: 1
P(ﬂA‘vJ_ n(n—1)(n-2)(n—-r+1)’

p=l

que podemos expresar de una manera «mas compacta» multiplicando el numerador y el
denominador de esta ultima fraccion por el factorial de n — r, quedando:

P(hAi jz (n—r1)! _(n-1)!
P nn—-D(n-2)---(n—r+1)(n—-r)! n!

p=1

(obsérvese que esta formula es también valida para los casos particularesr=1,r=2y
r = 3, antes calculados).

Ahora, teniendo en cuenta las expresiones obtenidas (las cuales solo dependen del
numero de sucesos considerados en cada interseccion), la igualdad () se transforma en:

L) L) RS ) T
n (2)/n(n-1) \3)/n(n-1)(n-2) r n! n!
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de donde, desarrollando los nimeros combinatorios, agrupando factores, y simplifican-
do, llegamos a:

i n! n! — nl(n— r) L
=l 2!(n—2)!n(n—l)+3!(n—3)!n(n—1)(n—2) *ED rl(n—r)n ! D n!¢>

P=1 L ’Y{f+ +(1)”MM+ +(1)nl —11 !

-+ et (=DM

1
20 3 Al ! (p) TR n!’
lo que concluye el problema.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.6

En una estanteria hay 10 libros. Una persona cree haber guardado en uno de ellos una
carta. La probabilidad de haberlo hecho es 1/3. Busca en los 8 primeros libros y no la

encuentra. jCudl es la probabilidad de que esté en uno cualquiera de los otros dos
libros?

Consideremos los sucesos A = {La carta ha sido guardada en alguno de los libros},
B = {La carta no estd en ninguno de los ocho primeros libros} y C = {La carta esta en
el noveno o en el décimo libro}. Con esta notacidn, es claro que el problema consiste
en calcular la probabilidad de C, condicionada a B, P(C/B).

Ahora bien, es evidente que, si ha sido guardada y no estd en ninguno de los ocho
primeros libros, entonces, necesariamente, debe estar en el noveno o el décimo, y que,
si tampoco esta en ninguno de estos dos, es porque no ha sido guardada, lo que se tra-
duce en que la probabilidad de que esté en alguno de los dos tltimos libros, sabiendo
que no esta en ninguno de los ocho anteriores, es igual a la probabilidad de que haya
sido guardada (en alguno de los libros), suponiendo que no ha aparecido al revisar los
ocho primeros. Es decir, tenemos la igualdad P(C/B) = P(A/B). Sin embargo, el calculo
de P(A/B) no es directo, y resulta mas dificil que el de P(B/A), por lo que puede ser 1til
aplicar el teorema de Bayes (que, de alguna manera, permite «intercambiar» las posi-
ciones de los sucesos en la expresion de la probabilidad condicionada), quedando:

P(B/A)-P(A)

PCIB) =P ) = ) P(A) + P(B/AT) - P(AT)

donde AC representa el suceso contrario de A.

A continuacion, calculamos el valor de cada una de las probabilidades presentes en
esta expresion: B/A se corresponde con el suceso consistente en que la carta no esté en
ninguno de los ocho primeros libros, suponiendo que ha sido guardada en alguno de
ellos, lo cual es equivalente a decir que la carta estd en el noveno o el décimo libro, por
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lo que, en términos de probabilidades, tenemos la igualdad P(B/A) = P(C), y, al ser
P(C) = 2/10 = 1/5 (2 libros favorables al suceso, frente a 10 posibles), llegamos a
P(B/A) = 1/5; P(A) = 1/3, por el enunciado; P(B/A®) = 1, puesto que si suponemos que
la carta no se ha guardado en ningtin libro (que es el significado de A°), debe ocurrir,
con absoluta certeza, que no esté en ninguno de los ocho primeros libros; y, finalmente,
por la conocida formula de la probabilidad del suceso contrario, podemos escribir
P(A®)=1-P(A)=1-1/3=2/3.

Sustituyendo los valores hallados en la expresion anterior, y operando, llegamos a:

11 b
53 ¥
P B = =X = —
(C/B) 11 2 11 11°
,.,_’_1 - -
53 3 18

que es el valor de la probabilidad pedida.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.7

Dos testigos, A y B, prestan declaracion. Se sabe razonadamente que las afirmaciones
de B tienen doble probabilidad de ser verdad que las de A. ;Cudl es la probabilidad de
que digan la verdad si los dos dicen lo mismo?

Consideremos los sucesos Va = {A dice la verdad}, Ma = {A miente}, Vg = {B
dice la verdad}, Mg = {B miente}, y denotemos p = P(V4).

Con esta notacion, es claro que se verifican las igualdades P(Vg) = 2p (por el
enunciado), P(Ma) = 1 — p, P(Mg) = 1 — 2p (por la férmula de la probabilidad del suce-
so contrario), y que el problema consiste en calcular la probabilidad del suceso VANVg
(los dos dicen la verdad), suponiendo que sucede (VANV)U(MaNMg) (tengamos en
cuenta que los dos dicen lo mismo si ambos dicen la verdad o si ambos mienten), es
decir, se trata de calcular el valor:

PZP(VAHVVAmw(MmMB))

Partiendo de la definicion de la probabilidad condicionada, aplicando las propieda-
des del algebra de conjuntos, y teniendo en cuenta que, como es obvio, los sucesos Va
y VB son respectivamente incompatibles con Ma y Mg (lo que implica que VaNVg y
MaNMp también lo son), tenemos:

P_P{(VAﬂVB)ﬂ[(VAﬂVB)U(MAﬂMB)]}_ P(V, NV,)
) P{(V,NV,)U(M, NM,)} T P(VLNVy)+P(M M)
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Ahora bien, debemos entender que la declaracion de un testigo no influye en la decla-
racion del otro (declaran por separado), pues no disponemos de ningun dato que mida el
grado de influencia (si lo hubiera), lo cual se traduce en que los sucesos Va 'y Vg son inde-
pendientes, asi como también lo son Ma y Mg, y, en consecuencia, podemos escribir:

P(V,)-P(Vy)

. )
P(VA) P(VB)+ ( )'P(MB)

ya que, en general, si S y T son dos sucesos independientes, entonces:

P(SNT) = P(S)-P(T),

como es sabido.
Finalmente, sustituyendo las probabilidades involucradas por los valores antes
mencionados, dependientes de p, y operando, resulta:

2 2

_ p-2p _ 2p __2p
p-2p+(1—p)-(1-2p) 2p2+1—2p—p+2p2 4p2—3p+1’

que es la probabilidad pedida, lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.8

Cada motor de un avion tiene una probabilidad p de averiarse, con independencia de
los demas. Un avion se mantiene en vuelo si funcionan, al menos, la mitad de sus mo-
tores. ;Qué es mas seguro, un bimotor o un cuatrimotor?

Para resolverlo, calcularemos la probabilidad que tiene cada avién de estrellarse, y
veremos cual es mayor, dependiendo del valor de p.

Segun el enunciado, un avion se estrella si deja de funcionar mas de la mitad de
sus motores, por lo que el bimotor se estrellara solo si fallan los dos, mientras que el
cuatrimotor dejara de volar si fallan exactamente tres o fallan los cuatro (entendiendo
esta situacion como dos sucesos incompatibles). Asi pues, si denotamos por P; la pro-
babilidad de que se estrelle el avion bimotor, y por P4 la de que lo haga el cuatrimotor,
se verifica P, = p? (al averiarse cada motor con independencia del otro, la probabilidad
de que se averien los dos es igual al producto de las probabilidades de que se averie
cada uno por separado, que son ambas igual p), y:

4 3 4
P4=[1jp (I-p)+p

(en el primer sumando, el nimero p*(1 — p) resulta de considerar el fallo de tres moto-
res y el «no fallo» de uno, mientras que el nimero combinatorio aparece porque el
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motor que sigue funcionando puede ser cualquiera de los cuatro; la potencia p* del
segundo sumando se corresponde con la parada de los cuatro motores), de donde, ope-
rando, resulta:
P, = 4p’ —4p* +p* =-3p* +4p’.
De este modo, tenemos:
P,<P, &p <-3p'+4p’ ©3p*'-4p’ +p’ <0 p’Bp’ —4p+1)<0,
y, al ser p> > 0 (no cabe esperar p = 0, pues, de ser asi, seria imposible que se estrellara

cualquiera de los dos aviones), podemos cancelar este factor en el primer miembro de
la inecuacion, quedando:

P, <P, &3p’ —4p+1<0.

Resolviendo la ecuacion cuadratica asociada:

4+16-12 4+2 {p=1/3
p: = -

6 6 p=1

>

siendo, entonces, el intervalo (1/3,1) la solucion de la inecuacion (el coeficiente princi-
pal del polinomio es positivo), lo que se traduce en que P, < P4 si, y solo si, p esta en el
intervalo (1/3,1).

Asi pues, con lo visto, podemos decir que el avion bimotor es mas seguro (la pro-
babilidad de que se estrelle es menor) si la probabilidad de que falle cada motor esta
comprendida entre 1/3 y 1 (lo cual es un valor demasiado elevado; si el motor de un
avion fallara al menos una de cada tres veces, el trafico aéreo seria inviable), mientras
que es mas seguro el cuatrimotor si p esta entre 0 y 1/3 (que es lo que cabe esperar).

(Prueba de Universidad)

Problema 5.9

Se lanzan dos monedas tres veces cada una. Si han aparecido tantas caras en los lan-
zamientos de la primera como en los de la segunda, ;jcudl es la probabilidad de que
hayan aparecido dos caras en los tres lanzamientos de la primera moneda?

Consideremos las variables aleatorias C; = {Numero de caras de la primera mone-
da en los tres lanzamientos} y C, = {Ntmero de caras de la segunda moneda en los tres
lanzamientos}. Si admitimos que, para cada moneda, la probabilidad de obtener cara es
la misma que la de obtener cruz (es decir, que las monedas no estan trucadas), enton-
ces, las variables C; y C», que pueden tomar los valores 0, 1, 2 y 3, siguen una distribu-
cion binomial de tipo (3,1/2), puesto que podemos interpretar cada una como la suma
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de tres variables independientes que siguen una distribucion de Bernoulli de parametro
1/2, lo que implica que, para cadak =0, 1, 2, 3, se verifica:

wcomrems QAR o

Con estas variables, es evidente que el problema consiste en hallar la probabilidad:

_n(C, =2
p=p(C ¢ )

Aplicando la definicién de la probabilidad condicionada, sustituyendo el valor de
C; para obtener el de C, (cuando son iguales), y teniendo en cuenta que el resultado de
una moneda no afecta al resultado de la otra (son sucesos independientes), tenemos:

P_P(Cl=2,C1=C2)_P(Cl=2,Cz:2)_P(Cl=2)-P(C2=2) .
- P(C,=C,)  P(C,=C,) P(C,=C,) ' b

Observemos ahora que, puesto que las variables C; y C, pueden tomar los valores 0, 1,
2y 3, es posible expresar el suceso {C; = C2} como la union disjunta de los sucesos dados
por {C;=0,C2=0}, {Ci=1,Co=1}, {C1=2,C,=2} y {C1=3,Cy=3}, por lo que:

3
P(C1 = Cz) = ZP(CI =k,C, = k) )

k=0

y, al ser independientes:

P(C,=C.)=XP(C, =k)-P(C, =K).

k=0

Por ultimo, sustituyendo esta expresion en (II), aplicando las igualdades (I), y ope-

rando, resulta:
P(C,=2)-P(C,=2) {@{@ _ 33

P::zop(cl —K)-P(C, =k) zgg@g@_;[ij -

. 9 ~ 9 9

32 32 32 32_12+32+32+12 2_0’
+ + +
0 1 2 3

que es el valor pedido.

(Prueba de Universidad)



438 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

Problema 5.10
Colocamos cuatro bolas, al azar, en tres urnas. Se pide:

a) Halla la probabilidad de que ninguna urna quede vacia.
b) Halla la probabilidad de que exactamente una urna esté vacia.

Lo resolveremos realizando el recuento de los casos posibles y los casos favorables
al suceso correspondiente a cada apartado, para posteriormente calcular la probabilidad
pedida mediante el uso de la regla de Laplace. Para facilitar los calculos, supondremos
que tanto las urnas como las bolas son distinguibles, esto es, consideraremos que bolas
y urnas estan numeradas.

En primer lugar, como cada una de las 4 bolas puede ser colocada en cualquiera de
las 3 urnas, el niimero de casos posibles es 3* = 81, por tratarse de variaciones con
repeticion. Este dato serd necesario para ambos apartados, que resolveremos separada-
mente a continuacion.

Apartado a)

Para contar el numero de distribuciones que hacen que ninguna urna quede vacia, ire-
mos describiendo las distintas situaciones que pueden darse con las bolas, exigiendo
que todas las urnas terminen estando ocupadas, y emplearemos el principio de la suma
y del producto.

Para comenzar, la primera bola puede colocarse en cualquiera de las 3 urnas; una vez
colocada la primera bola, la segunda puede ir a la misma urna que la primera (en cuyo
caso, la tercera bola podria colocarse en cualquiera de las 2 urnas todavia vacias, y la
cuarta tendria que depositarse necesariamente en la unica urna libre en ese momento) o,
por el contrario, podemos dejar la segunda bola en una urna distinta de la ocupada por la
primera, lo cual podemos hacer de 2 maneras. Si estamos en esta Ultima situacion, hay
dos urnas ocupadas, cada una con una bola, y quedan otras dos bolas por colocar. Toma-
mos entonces la tercera bola. Podemos dejarla en alguna de las urnas ocupadas (lo cual
podemos hacer de 2 maneras, forzando que la cuarta bola vaya a parar a la urna vacia) o,
por el contrario, introducirla en la urna vacia (si fuera este el caso, todas las urnas estarian
ocupadas, y la cuarta bola podria meterse en cualquiera de las 3 urnas).

A partir de esta lista de casos posibles, siguiendo la argumentacion y la casuistica
empleadas, y haciendo uso del principio de la suma y del producto, resulta que el nu-
mero de casos favorables al suceso consistente en que todas las urnas queden ocupadas
es3-[1-2-1+2-(2-1+ 1:3)] =36, por lo que, en virtud de la regla de Laplace, la proba-
bilidad de que ninguna urna quede vacia es 36/81, esto es, 4/9.

Apartado b)

Si consideramos el suceso A = {Exactamente una urna queda vacia} y los sucesos
Ai = {Laurna i esta vacia y las otras dos no}, parai=1, 2, 3, es claro que A es igual a
la union de Ai, Az y As, que obviamente son sucesos incompatibles dos a dos, por lo
que P(A) =P(A)) + P(A2) + P(As).
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Ademas, por simetria, es claro que P(A1) = P(A2) = P(A3) (si las urnas estuvieran
identificadas con pegatinas numeradas, el hecho de intercambiar las pegatinas no modi-
ficaria la probabilidad de que la urna que esté vacia sea la tnica en estarlo), de donde
se desprende P(A) = 3-P(A)), y, en consecuencia, para resolver este apartado basta con
calcular P(A1), para lo cual haremos el recuento de las distribuciones que hacen que la
primera urna sea la Gnica que quede vacia, empleando un procedimiento similar al
llevado a cabo en el apartado anterior.

Para empezar, la primera bola puede colocarse en 2 urnas (la segunda o la tercera).
Una vez colocada la primera bola, la segunda puede colocarse en la otra urna posible
(la que no estuviera ocupada por la primera bola, de entre la segunda y la tercera urna),
en cuyo caso ya estarian dos urnas ocupadas y, entonces, cada una de las otras 2 bolas
podria situarse en cualquiera de las 2 urnas (esta situacion se presenta, por tanto, de 4
maneras); o, por el contrario, la segunda bola puede colocarse en la misma urna que la
primera. Si es este el caso, la tercera bola puede dejarse en la misma urna que las dos
primeras (y entonces la cuarta tendria que introducirse en la unica urna vacia distinta de
la primera), o puede suceder que la tercera bola vaya a parar a la otra urna (la que esté
vacia de entre la segunda y la tercera), en cuyo caso la cuarta bola podria depositarse
en cualquiera de las 2 urnas, al estar ya las dos ocupadas.

Asi pues, a partir de esta descripcion de situaciones que hacen que la primera urna
sea la tinica que quede vacia, empleando el principio de la suma y del producto (como
en el apartado anterior), resulta que el nimero de casos favorables al suceso A; es
2:[14 + 1-(1-1 + 1-2)] = 14, por lo que, aplicando la regla de Laplace, se verifica
P(A)) = 14/81, y, en consecuencia, P(A) = 3-14/81 = 14/27, lo que da respuesta al apar-
tado, concluyendo asi el problema.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.11
Seis bolas de seis colores diferentes se colocan al azar en tres urnas U;, Us, Us.

a) Calcula la probabilidad de que la urna Us esté vacia.

b) Calcula la probabilidad de que vayan tantas bolas a cada urna como el numero de
orden de la urna.

¢) Calcula la probabilidad de que todas las urnas estén ocupadas.

En relacion con el numero de casos posibles, cuyo conocimiento necesitaremos en
todos los apartados del problema, tengamos en cuenta que, como cada una de las 6
bolas puede depositarse en cualquiera de las 3 urnas, y son distinguibles tanto las bolas
como las urnas, el nimero de maneras de colocar las 6 bolas en las tres urnas viene
dado por 3° = 729 (se trata de variaciones con repeticion). Una vez calculado este nii-
mero, resolveremos separadamente cada apartado.

Apartado a)

Como es evidente, para que la urna Us quede vacia, a la hora de introducir cada una
de las bolas, hay exactamente 2 posibles destinos (la urna U; y la urna U,), lo cual se



440 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

traduce en que el nimero de disposiciones que dejan vacia la urna Us es 2° = 64 (se
trata de nuevo de variaciones con repeticion), y, en consecuencia, la probabilidad de
que la urna Uz quede vacia es 64/729.

Apartado b)

Se trata de hacer el recuento de las maneras posibles de colocar una bola en la urna Uy,
dos en la urna Uy, y tres en la urna Us, para lo cual simularemos el proceso de ir colo-
cando las bolas de esta manera, comenzando por la urna Uj. Para ocupar la urna U,
disponemos de 6 bolas; una vez colocada una bola en la urna U, para ocupar la urna
U> hemos de elegir 2 bolas de entre las 5 restantes, sin que importe el orden en el que
se elijan (lo Gnico que cuenta son las dos bolas elegidas), lo cual podemos hacer de:

@: zf!slz szf% =10

maneras; por ultimo, una vez ocupadas las urnas U; y Uy, las tres bolas restantes deben
introducirse en la urna Us, por lo que, en esta situacion, solo hay una forma de hacerlo.

Ahora, aplicando el principio del producto, resulta que existen 6-10-1 = 60 formas
de disponer las bolas de la manera considerada, por lo que la probabilidad de que en
cada urna haya tantas bolas como indica su nimero de orden es 60/729 = 20/243.

Apartado ¢)
Considerando, para cada i comprendido entre 1y 3, el suceso:
A;= {La urna U; queda ocupada},
es claro que se trata de calcular la probabilidad del suceso AjNA2NAs3.
Ahora bien, como resulta mas sencillo calcular la probabilidad de su suceso contra-

rio, hallaremos esta, y emplearemos la férmula de la probabilidad del suceso contrario,
esto es, usaremos la igualdad:

P(A,NA,NA)=1-P((A,NA,NA,)),
que, por las leyes de De Morgan (que establecen que el complementario de la intersec-
cion es igual a la union de los complementarios, y lo mismo si intercambiamos «uniony
con «intersecciony), podemos escribir como:
P(A, NA,NA,)=1-P(Af UAS UAS).

Denotando:

P=P(ATUAJUAY),
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por el principio de inclusion-exclusion, tenemos:
P=P(Af)+P(A7)+P(AS)-P(A] NAS)-P(A] NAT)—P(AS NAS)+P(A] NAS NAS),
y, al ser:

64

P(Af):P(A§)=P(A§)=E

(tengamos en cuenta que en el primer apartado habiamos hallado la probabilidad de
que la urna Us quedara vacia, que es igual a 64/729, y que esta probabilidad es la mis-
ma para las otras dos urnas, por simetria, o, si se prefiere, interpretando que las urnas
estan numeradas con pegatinas, y que al intercambiar las pegatinas entre unas urnas y
otras, esta probabilidad no varia);

P(AFNAS)=P(A] NAS)=P(AT NAS) =

(si dos urnas quedan vacias, todas las bolas deben ir a la otra, lo cual solo puede hacer-

se de un modo, ya que no influye el orden en que se introducen las bolas, sino el conte-
nido final de cada urna); y:

P(AfNASNAS)=0
(no es posible que todas las urnas queden vacias); sustituyendo, y operando, llegamos a:

6 1 g 64 1@ 7
729 729 243 243 243 27°

de donde, finalmente, resulta:

7 20

P(A, NA,NA.)=1-—="
(ANANA;) 27 27°

que es la probabilidad pedida.

(Oposiciones de Secundaria, 2005)
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Problema 5.12

Una urna contiene bolas numeradas del 1 al 9. Sacamos bolas al azar, devolviéndolas
a la urna una vez anotado su numero. ;Cudntas bolas debemos extraer para que la
probabilidad de tener algun 7 sea al menos 9/10?

Consideremos el suceso A = {Obtener un 7 al extraer una bola de la urna}. Enton-
ces, como la composicion de la urna permanece invariable, pues se devuelve la bola
tras anotar su numero, en todo momento se verifica P(A) = 1/9 (hay un caso favorable
entre nueve posibles), y P(A®) = 8/9.

Consideremos asimismo, para cada nlimero natural n > 1, el suceso A, = {Obtener
al menos un 7 en n extracciones}, cuya probabilidad denotaremos por p,. Denotaremos
también por gy, para cada niimero natural n > 1, la probabilidad del suceso contrario de
An, esto es, la probabilidad de no obtener ningtin 7 en n extracciones.

Resulta, entonces, que el problema consiste en encontrar el (minimo) nimero natural
n que cumple la condicion p, > 9/10, la cual es equivalente a g, < 1/10, como es claro.

Ahora bien, al haber reemplazamiento en las extracciones, el resultado de cada una
es independiente de las demas, por lo que la probabilidad de no obtener ninglin 7 en n
extracciones es igual al resultado de multiplicar la probabilidad de no obtener un 7 en
una extraccion por si mismo un total de n veces, es decir, se verifica:

N =P<A§)ZP(AC),P(AC)...P(AC)=[P<AC)T =£gjn,

n veces

y, en consecuencia, hemos de encontrar el menor niimero natural n tal que:

Bl <Ll
9 10
Tomando logaritmo decimal en ambos miembros de la inecuacion, al ser la funciéon
logaritmica de base 10 creciente, tenemos:

8\ 1
log| — | <log| — |,
g(9j g(loj

de donde, aplicando las propiedades de los logaritmos, calculando los logaritmos invo-
lucrados, trasponiendo, y teniendo en cuenta que n es un niimero natural, se sigue:

log[gj < log[%} o nlog(gj <-1&n-(-0,05115..) -1

1

nz————on=20.
0,05115...
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De este modo, en respuesta a la pregunta planteada en el enunciado, podemos decir
que, para que la probabilidad de que salga algun 7 no sea menor de 9/10, debemos
extraer, como minimo, 20 bolas.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.13

Tres urnas contienen 2 bolas blancas y 4 negras, 8 bolas blancas y 4 negras, y 1 bola blan-
cay 3 negras, respectivamente. Tomamos una bola de cada urna. Si en total hay dos bolas
blancas, halla la probabilidad de que la bola elegida de la segunda urna sea blanca.

Consideremos, para cada i comprendido entre 1 y 3, los sucesos B; = {La bola ex-
traida de la urna i es blanca} y N; = {La bola extraida de la urna i es negra}.

Asimismo, denotaremos por B (respectivamente, por N) el suceso consistente en la
extraccion de una bola blanca (respectivamente, negra), sin precisar la urna de la que
proviene.

Con esta notacion, es claro que el problema consiste en calcular la probabilidad
condicionada:

P:P(BzBﬂBﬂNj’

que, por definicion, podemos expresar como:

P_P(Bzﬂ(BﬂBﬂN))
~ P(BNBNAN)

Veamos como llevar a cabo la interseccion de los sucesos involucrados en esta
igualdad. Para realizar la interseccion indicada en el numerador, hemos de tener en
cuenta que el suceso consistente en extraer una bola blanca de la urna 2, a la vez de
sacar dos bolas blancas en total, es equivalente al suceso consistente en extraer una
bola blanca de la urna 2, otra blanca (bien de la urna 1, bien de la urna 3) y una bola
negra. En cuanto al denominador, es claro que, para obtener dos bolas blancas y una
negra, podemos tomar esta tltima de una urna (ya sea la 1, la 2 o la 3), y las dos blan-
cas de las dos urnas restantes. Asi pues, a partir de estas consideraciones, podemos
efectuar las intersecciones indicadas, lo que nos lleva a:

_P(B,N(BNBNN)) P(B,NBNN)
~ T P(BNBNN) _ P(BNBNN)

b P(B,NB,NN,)+P(N,NB,NB,)
~ P(B,NB,NN,)+P(B,NN,NB,)+P(N,NB,NB,)’
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de donde, teniendo en cuenta que el resultado de la extraccion de una urna no influye
en el resultado de otra (hay independencia), se sigue:

P(Bl)'P(B2)'P(N3)+P(N1)'P(B2)'P(B3)

"B (B,)P(B,) P(N,)+P(B,) P(N,) - P(B,)+ P(N,)-P(B,) P(B,)

b

y, finalmente, sustituyendo el valor de estas probabilidades (lo cual es consecuencia
inmediata de la regla de Laplace, teniendo en cuenta la composicion de cada urna), y
operando, llegamos a:

283,481 6+4
p._ 6124 6124 _ 3 _10
2 83 2 41 48 1 6+1+4 11’
f.i.f+f.7.f+7.7.f -
6124 6124 6124 36

que es el valor pedido, lo que concluye el problema.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.14

En una urna hay dos bolas, una blanca y una negra. Se saca una bola y se devuelve a
la urna acompariada de otra del mismo color. Continuando del mismo modo, se llega-
ra a tener en la urna 22 bolas. ;Cudl es la probabilidad de que en ese momento 11
sean blancas y 11 sean negras?

Como al final del proceso hay 22 bolas y al principio habia 2, se han introducido 20
bolas, lo que significa que se han realizado 20 extracciones, ya que tras cada una de ellas
se introduce una nueva bola en la urna. Como, ademas, se pretende que haya igual nime-
ro de bolas blancas que de negras, es claro que deben haberse introducido 10 bolas de
cada color, lo que equivale a decir que en 10 de las extracciones debe haber salido una
bola blanca, y en las otras 10 una negra, ya que, en cada etapa del experimento, se intro-
duce una bola del mismo color que la que haya sido extraida (junto con esta).

Supongamos, por un momento, que las extracciones se han sucedido de manera que
las 10 primeras bolas eran blancas y las 10 ultimas eran negras. A partir de la formula de
la Probabilidad compuesta, teniendo en cuenta la composicién de la urna en cada extrac-
cion, podemos decir que la probabilidad de que haya ocurrido de esta manera es:

12345678 9101 2 3 4 5 6 7 8 9 10 10!10!

234567891011 1213 141516 17 18 19 20 21 21!

Sin embargo, la extraccion de las 10 bolas de cada color no tiene por qué haberse
producido en este mismo orden, lo que se traduce en que, para hallar la probabilidad
pedida, habremos de multiplicar este nimero por el nimero posible de ordenaciones de
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las 10 bolas blancas y las 10 negras, puesto que, aun cambiando el orden de extraccion
de las bolas, al efectuar el calculo de la probabilidad correspondiente, apareceran los
mismos nimeros, tanto en el numerador como en el denominador de la expresion ante-
rior, aunque cambiados de orden.

Ahora bien, para ordenar las 10 bolas blancas y las 10 negras de todas las maneras
posibles, teniendo en cuenta que son indistinguibles, salvo por el color (lo tnico rele-
vante es el color de cada bola, por lo que no hacemos distincion entre dos bolas del
mismo color), basta con elegir la posicion que ocuparan las 10 bolas de un color (las
blancas, por ejemplo), quedando determinados al tiempo los lugares en que deben estar
las 10 del otro color.

De este modo, el niumero de ordenaciones de las 20 bolas coincide con la cantidad
de maneras de elegir 10 de ellas de entre las 20, que, como es sabido, estd dada por el
numero combinatorio:

20
10)’

y, en consecuencia, la probabilidad pedida es:

p_(zojml.m!_ 200 Jorrol 200 1

10 B

210 oMol 210 20200 21

(Oposiciones de Catedraticos de Institutos de Bachillerato, 1976, y examen de Universidad)

Problema 5.15

En una urna A hay 3 bolas blancas y 4 bolas negras. Se extraen, al azar, dos bolas de
la urna A y, sin mirar su color, se introducen en otra urna B, inicialmente vacia. A
continuacion, se extrae, también al azar, una bola de cada urna.

a) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna A sea blanca.
b) Calcula la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean blancas.

Apartado a)

Como es sabido, en términos de probabilidades, es lo mismo extraer simultaneamente
dos bolas de una urna que extraer primero una, y luego la otra, sin reposicion. Sin em-
bargo, el planteamiento del problema suele ser mas sencillo considerando este tltimo
modo de proceder, pues de esta manera puede abordarse empleando un diagrama de
arbol, sin necesidad de recurrir a la combinatoria. Asi pues, supondremos que la ex-
traccion de las bolas de la urna A se realiza de manera sucesiva.

Observemos, asimismo, que, al no intervenir la urna B en la probabilidad pedida en
este apartado, unicamente nos interesa la composicion de la urna A en cada momento,
y que el suceso consistente en extraer una bola blanca de la urna A (una vez extraidas
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dos bolas e introducidas en la urna B) tiene la misma probabilidad que el suceso con-
sistente en extraer 3 bolas de la urna A y que la tercera sea blanca (independientemente
del color de las dos primeras), que es la probabilidad que vamos a calcular, haciendo
uso del siguiente diagrama de arbol, en el que hemos incluido la probabilidad de que se
dé cada situacion (en las flechas) y la composicion de la urna A después de cada una de
las dos primeras extracciones, segun el caso (entre paréntesis: el primer numero indica

la cantidad de bolas blancas; el segundo, la de negras).

Blanca &
/ (1-4)
Blanca
-4 \
3/7 Negra —2= 2/5
(2-3)
Inicio
(3-4)
Blanca ——= 2/5
47 ///////27 2-3)
Negra
(3-3) \
Negra %
3-2)

Denotando por P; la probabilidad pedida en este apartado, teniendo en cuenta el
diagrama de arbol, y aplicando el teorema de la Probabilidad total, podemos establecer

la igualdad:

de la que, operando, llegamos a:

1 4 4 6 15 3

35 35 35 35 35 !

1

lo que concluye este apartado.

Apartado b)

Para resolver este apartado, también consideramos extraidas las bolas de la urna A de
manera sucesiva, aunque, a diferencia del apartado anterior, hemos de tener en cuenta
la composicién de la urna B, la cual hemos detallado entre corchetes en el siguiente
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diagrama de arbol (como antes, el primer numero es la cantidad de bolas blancas; el
segundo, la de negras). Asimismo, hemos «completado» el diagrama anterior, afiadien-
do la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea blanca, condicionada a las
diferentes situaciones que pueden darse, dependiendo del color de las bolas extraidas
previamente de la urna A, que son las introducidas en la urna B.

Blanca /
(2 4) \
3/7
Inicio
(3-4)
[0-0]
4/7 /
Negra
(3-3) \
[0-1]

Blanca % Blanca % Blanca
1- 4) Urna A Urna B
1/2
Negra % Blanca ——= Blanca
(2-3) Urna A Urna B
[-11
Blanca & Blanca & Blanca
(2-3) Urna A Urna B
[1-1]
0/2
Negra % Blanca ——= Blanca
(3-2) Urna A Urna B
[0-2]

Denotando por P; la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean blancas, em-
pleando el diagrama de arbol, y aplicando el teorema de la Probabilidad total, tenemos:

y, operando, resulta:

lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2014)
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Problema 5.16

Dos personas A y B participan en un juego que consiste en lanzar alternativamente
una moneda. El jugador que consigue primero una cara gana el juego. Si el primer
lanzamiento lo realiza A, halla las respectivas probabilidades de ganar.

Denotemos por pa la probabilidad de que gane el jugador A, y por pg la de que lo
haga el jugador B.

Calcularemos las probabilidades pedidas haciendo una descripcion de las posibles
situaciones que pueden darse conforme se realizan los lanzamientos de la moneda,
valorando la probabilidad de cada una, teniendo en cuenta para ello que el resultado de
un lanzamiento no influye en el resultado de los demas (son independientes), y em-
pleando el teorema de la Probabilidad total.

Supondremos que la moneda estd equilibrada (en un lanzamiento, tanto la probabi-
lidad de sacar cara como la de sacar cruz es igual a 1/2).

Veamos, en primer lugar, cudl es la probabilidad de que gane el jugador A. Puesto
que este jugador realiza el primer lanzamiento, es posible que obtenga cara en la prime-
ra tirada (y que gane el juego), lo cual puede suceder con una probabilidad igual a 1/2,
o, por el contrario, que obtenga cruz, suceso que también tiene una probabilidad de 1/2
de ocurrir. Si se da esta ultima situacion, el jugador B tiene el turno, y lanza la moneda.
Para que gane el jugador A, logicamente, el jugador B no debe obtener cara (probabili-
dad 1/2), y el turno volveria de nuevo al jugador A. Llegados a este punto, estamos en
idéntica situacion que al principio, teniendo por tanto el jugador A la misma probabili-
dad de ganar que antes de iniciarse el juego. Asi pues, a partir del teorema de la Proba-
bilidad total, podemos establecer la relacion recurrente:

_
Pa 255 Pa>
de la que, operando y despejando, resulta:
LU DU B DI
PA4PA2 4PA2 Pa 3’

que es una de las probabilidades pedidas.

Para calcular la probabilidad de que gane el jugador B, hemos de tener en cuenta
que, para ello, el jugador A debe obtener cruz en su primer lanzamiento (probabilidad
1/2), de manera que llegue el turno al jugador B. En ese momento, se da la misma si-
tuacion que al inicio del juego, lo que se traduce en que, en tal situacion, el jugador B
tiene la misma probabilidad de ganar que tenia el jugador A al principio. Aplicando el
teorema de la Probabilidad total (o la probabilidad compuesta, si se prefiere), sustitu-
yendo el valor obtenido para pa, y cancelando, resulta:

1 1 7

pB—E'pA —7 33

que es la otra probabilidad pedida.
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Obsérvese que se satisface la igualdad pa + ps = 1, lo cual significa que la probabi-
lidad de que no gane ninguno, esto es, de que haya un empate, es nula. Ello se interpre-
ta como que el juego termina en algin momento, y no cabe esperar que se sucedan los
lanzamientos «para siemprey, sin que gane alguno de los jugadores. Obsérvese también
que, para calcular pg, una vez hallado el valor de pa, no podiamos partir de la igualdad
ps = 1 — pa, pues a priori no sabiamos si podiamos considerar el empate como algo
probable o no. Dicho de otra manera, hasta que no hemos comprobado que pa + ps =1,
no podiamos admitir que el suceso contrario de que gane A sea precisamente que
gane B.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.17

Dos amigos A y B compiten en el mismo juego. A tira dos dados y gana si la suma de
puntos es 4. Si la suma es otra, B tira los dados y gana si obtiene 6 como suma de pun-
tos. Si B no gana, vuelve a tirar A en las mismas condiciones y asi sucesivamente hasta
que uno de los dos gane. Calcula:

a) La probabilidad que tiene A de ganar.
b) La probabilidad que tiene B de ganar.

Lo resolveremos de una manera similar al problema anterior. Denotaremos,
igualmente, por pa la probabilidad de que gane A, y por ps la de que gane B. No
obstante, antes de abordar el calculo de pa y ps mediante la descripcion de las distin-
tas situaciones y el uso del teorema de la Probabilidad total, vamos a calcular la pro-
babilidad que tiene cada jugador de conseguir su objetivo en una tirada concreta.
Tengamos en cuenta que esta situacion es diferente a la del problema anterior, ya
que, en este caso, las probabilidades no son las mismas, puesto que la probabilidad
de obtener un 4 con dos dados no es la misma que la de obtener un 6, como vamos a
ver a continuacion.

En efecto, el espacio muestral del experimento aleatorio consistente en lanzar dos
dados, considerandolos distinguibles (para que los sucesos elementales sean equipro-
bables y sean mas sencillos los calculos), es:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2, 6),
Q=1(31),(3,2),(3,3),(3,4).(3,5),(3.6).(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6), ¢ ,
(5,1),(5,2).(5.3),(5.4),(5.5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

cuyo cardinal es 36. Por su parte, el suceso S4 = {La suma de los resultados de los dos
dados es 4} es:

8, ={(1,3),(2,2),3,1)} ,
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que tiene 3 elementos, por lo que P(S4) = 3/36 = 1/12, mientras que el suceso S¢ = {La
suma de los resultados de los dos dados es 6} es:

SG = {(17 5)9 (274)9 (393)9 (49 2)9 (5:1)‘l B

que tiene 5 elementos, siendo, por tanto, P(S¢) = 5/36.

Ahora estamos en condiciones de describir las posibles situaciones, para calcular el
valor de pa. Comienza el juego lanzando el jugador A. Es posible que obtenga un 4 y
gane el juego (lo cual puede suceder con probabilidad 1/12, como hemos visto), o que
no saque un 4 (con probabilidad 11/12, por ser el contrario del suceso anterior) y llegue
el turno a B. Si es este el caso, es posible que B obtenga 6 puntos y gane el juego (pro-
babilidad 5/36), o que no lo consiga (probabilidad 31/36) y vuelva el turno al jugador
A, en cuyo caso estarian en la misma situacion que antes de iniciar el juego. Asi pues,
teniendo en cuenta que el resultado obtenido en cada tirada no depende de las anterio-
res (hay independencia), por el teorema de la Probabilidad total, tenemos la relacion
recurrente:

1 11 31

:_+_._.
PA= 1012 36

Pa>

de donde, operando y trasponiendo, resulta:

341 1 91 1 36
Pr= i PA= T 5o PA= P =77

432 12 432 12 91

lo que da respuesta al apartado a).

Calculemos ahora pg. Para que gane el juego B debe ocurrir que A no gane en la
primera tirada, esto es, que no obtenga 4 puntos (probabilidad 11/12) y le llegue el
turno a B. Entonces, es posible que B obtenga 6 puntos y gane (probabilidad 5/36) o
que obtenga otro resultado (probabilidad 31/36), en cuyo caso el turno volveria al ju-
gador A, y B tendria la misma probabilidad de ganar que antes de iniciarse el juego,
por estar en idénticas condiciones. Entonces, por el teorema de la Probabilidad total, se

verifica la relacion recurrente:
_nfs 3t
Pe=127(36 736 P2 )

y, en consecuencia, extrayendo el 36 del denominador como factor comun, operando y
trasponiendo, llegamos a:

11
Py =E(5+31-p]3)<:>432pB =55+341-p, ©91-p, =55 p, =%,

que es la probabilidad pedida en el apartado b).
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Obsérvese que, como en el problema anterior, se cumple pa + ps = 1, por lo que la
probabilidad de empate es nula, y, por tanto, se espera que el juego acabe en algun mo-
mento. Asimismo, como en el problema anterior, no podiamos partir de pg = 1 — pa, pues
teniamos que descartar la posibilidad de que el juego «se colgara» y no acabara nunca
con la victoria de algun jugador (no podiamos suponer que el suceso contrario de que
gane un jugador es que gane el otro, antes de ver que la probabilidad de empate es nula).

(Oposiciones de Secundaria, 2000)

Problema 5.18

Dos personas juegan a lo siguiente:
Alternativamente extraen una bola de una bolsa donde previamente se introdujeron a
bolas blancas y b bolas negras. Gana el juego el jugador que saca bola blanca. Calcu-
la la probabilidad de que gane el jugador que comienza el juego, si las sucesivas ex-
tracciones se hacen con reposicion.

En primer lugar, puesto que las extracciones se realizan con reposicion, es claro
que, cada vez que un jugador se dispone a sacar una bola, hay un total de a + b bolas en
la bolsa (que es un niimero positivo), de las que a son blancas y b son negras, por lo
que la probabilidad de obtener una bola blanca en una determinada extraccion es:

P(Bola blanca) = 2 ,
a+b

mientras que la de obtener una bola negra es:

P(Bola negra) = b ,
a+b

siendo estos valores constantes en cada extraccion.

Ahora, si consideramos el suceso A = {Gana el jugador que inicia el juego}, resul-
ta que, para que ocurra A, es necesario que, o el primer jugador obtenga una bola blan-
ca en su primera extraccion, o que, si extrae una negra, el segundo jugador también
saque una negra, para que le vuelva el turno al primero, en cuyo caso estarian de nuevo
en idéntica situacion que antes de comenzar el juego. Asi pues, aplicando el teorema de
la Probabilidad total, y teniendo en cuenta que el resultado de una extraccion no influye
en el resultado de otras (hay independencia), tenemos la relacion recurrente:

a b b
+

P(A) = : )
a+b a+b a+b

P(A),

de la que, operando, trasponiendo, cancelando, y teniendo en cuenta que a + 2b # 0
(por coherencia con el enunciado), llegamos a:
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2
p(A)=—& 4D .
a+b (a+b)

b’ _a
‘P(A) <:>[1— @1b) JP(A) =—3°

a2+)az/+2ab—)a/. _a ,z((a+2b). B _a+b
(a+b)* P(A)_M@ a+b P(A)_”{@P(A)_sz’

que es la probabilidad pedida.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)

Problema 5.19

Dos jugadores A y B tiran simultaneamente un dado cada uno. Gana el primero que
obtenga un 6. Calcula:

a) La probabilidad de que A y B empaten.
b) La probabilidad de que gane A.
¢) La probabilidad de que gane B.

Resolveremos el problema de dos maneras distintas (tres, en realidad): usando una
relacion de recurrencia, como en los problemas anteriores; y empleando variables alea-
torias y series geométricas.

Primera forma

Denotemos por pa la probabilidad de que gane A, y por ps la de que gane B. Observe-
mos, en primer lugar, que, como ambos jugadores realizan la misma accion en cada
turno, y persiguen el mismo objetivo, la probabilidad que tiene de ganar un jugador ha
de ser idéntica a la probabilidad que tiene el otro, es decir, debe ser pa = pg, por lo que
nos limitaremos a calcular pa. Observemos, asimismo, que no tenemos la garantia de
que la probabilidad de empate sea nula (de hecho, no lo es), por lo que, de la anterior
igualdad, no podemos llegar a la conclusion de que pa = ps = 1/2.

Para que gane el jugador A, debe ocurrir que, o bien este obtenga un 6 en su primer
lanzamiento (probabilidad 1/6) y el jugador B obtenga cualquier otro resultado (proba-
bilidad 5/6), o bien ninguno de los dos jugadores obtenga un 6 en su primer lanzamien-
to (probabilidad 5/6 para ambos), en cuyo caso tendrian que lanzar por segunda vez,
estando de nuevo en las mismas condiciones que al principio. Asi pues, teniendo en
cuenta que los lanzamientos son independientes (ni afecta el resultado obtenido por un
jugador al obtenido por el otro, ni influye el resultado de una tirada en las demas), por
el teorema de la Probabilidad total, tenemos la relacion recurrente:

Pa = + “Pas

N W,
|
| W,

1
6
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de la que, operando y trasponiendo, llegamos a:

5 25 5
=—+—p, &36p, =5+25-p, &1l-p, =5p, =—,
Pa 36 36 Pa Pa Pa Pa Pa 11

lo que da respuesta al apartado b) (y también al apartado c), al ser pa = ps, como ya
comentamos).

Finalmente, para hallar la probabilidad de que se produzca un empate, como se pi-
de en el apartado a), solo hay que tener en cuenta que, evidentemente, debe cumplirse
la igualdad:

p, + Py +P(Empatar) =1,
de la que, sustituyendo los valores calculados, operando, y trasponiendo, resulta:

1—51+%+ P(Empatar) =1« P(Empatar) =1 —% & P(Empatar) =%,

lo que concluye la resolucion del problema por este método.

Veamos ahora la otra manera de resolver el problema (que son dos, en realidad)

Consideremos las variables aleatorias X = {Numero de tiradas del jugador A hasta que
logra su primer 6} e Y = {Numero de tiradas del jugador B hasta que logra su primer 6},
que emplearemos en los dos primeros apartados.

Como vemos, las variables X e Y siguen una distribucion geométrica de pardmetro
1/6, es decir, toman valores en el conjunto de los nimeros naturales, sin incluir el cero,
con la probabilidad dada por la formula:

B

P(X=k)=P(Y=k)=(§)_ %

valida para cada natural k > 1, puesto que, para que el primer 6 aparezca en la k-ésima
tirada del dado, es necesario que en cada uno de los anteriores k — 1 lanzamientos se
haya obtenido un numero distinto de 6 (lo cual sucede, en cada lanzamiento, con pro-
babilidad igual a 5/6, con independencia de los demas, pues el resultado de un lanza-
miento no influye en el de los otros, es decir, los lanzamientos son independientes unos
de otros), y que salga un 6 en la k-ésima tirada, lo cual sucede con probabilidad 1/6.

Apartado a)

Como es claro, los jugadores A y B empataran si obtienen su primer 6 en la misma
tirada, lo cual es equivalente a decir que se verifica la igualdad X =Y.

Asi pues, el problema planteado en este apartado consiste en calcular P(X =Y),
que es lo que haremos a continuacién, teniendo en cuenta que el valor comun que
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tomen ambas variables puede ser cualquier nimero natural no nulo, por lo que po-
demos escribir:

s

P(Empatar) =P(X =Y) =P[ (X=kY =k)j,

'~
l‘

de donde, al ser sucesos incompatibles dos a dos, se sigue:
P(X=Y)= ) P(X=kY=k),
y de aqui, por la independencia de las variables X ¢ Y (el hecho de que un jugador

obtenga o no un 6 no influye en que lo haga o no el otro), empleando la férmula que
obtuvimos antes, y operando, llegamos a:

N (51 ()T
xev=Froc=wrr=v=3(C) (7] 7
o 5 k=12 1 | < 5 SNk
P XZY = —_ B e — - S
ey Z(@ J 6 362((6N
que es una serie geométrica convergente (su razén es el cuadrado de 5/6, esto es, 25/36,

que es un nimero positivo menor que uno), por lo que podemos efectuar la suma utili-
zando la conocida férmula, quedando:

que es igual a la probabilidad de que se produzca un empate que obtuvimos anterior-
mente, por el otro método.

Apartados b) v ¢)

Observemos que, al ser 1/11 la probabilidad de que haya un empate, es claro que la
probabilidad de que gane alguno de los jugadores es 10/11, que es el complemento a
uno de la probabilidad de que empaten (tengamos en cuenta que el suceso contrario de
que empaten es precisamente el suceso que consiste en que gane alguno de ellos).

Ademas, como ya comentamos al principio, ambos jugadores tienen la misma pro-
babilidad de ganar, por lo que se trata de «repartir» por igual la probabilidad 10/11
entre los dos, resultando, en consecuencia, que la probabilidad de que gane el jugador
A es 5/11, lo que responde al apartado b), siendo esta también la probabilidad de que
gane el jugador B, lo que concluye el apartado c), y, con éL, el problema.
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Aunque la resolucion del problema puede darse por finalizada (lo est4, de hecho; y
por dos métodos distintos), presentamos a continuacion otra forma de calcular las pro-
babilidades pedidas en los apartados b) y c), bastante mas larga, aunque interesante y
muy general. Es, en realidad, un método similar al segundo empleado, que permite
determinar directamente la probabilidad de que gane uno de los jugadores, sin usar el
«reparto» de la probabilidad 10/11 entre ambos.

Apartado b)

Si denotamos Ga = {Gana el jugador A}, es claro que la ocurrencia del suceso Ga es equi-
valente a que se satisfaga la desigualdad X <Y, por lo que se trata de calcular P(X <Y), lo
cual podemos hacer teniendo en cuenta que X puede tomar cualquier valor natural no
nulo, y hemos de exigir que Y sea mayor que el valor tomado por X. Asi, tenemos:

P(G,)=P(X<Y)= (UX kY>kj

lo que, por la incompatibilidad de cualquier par de estos sucesos y por la independencia
de las variables, implica:

=iP(X=k;Y>k)=iP(X=k)-P(Y>k). (I)

Ahora bien, decir que la variable Y toma un valor mayor que uno dado, k, es equi-
valente a decir que puede tomar cada uno de los valores mayores que k, lo que se tra-
duce en la igualdad de sucesos:

{Y>k}={ U (Y=i)},
i=k+1
de la que, teniendo en cuenta la incompatibilidad antes aludida, se deduce:
P(Y>k)=P( U (Y=i)j= > P(Y =),
i=k+1 i=k+1

y, sustituyendo esta expresion de P(Y > k) en (I), aplicando la féormula obtenida ante-
riormente para el calculo de las probabilidades de X e Y, y operando, llegamos a:

D= T | Sroven) (L) -

i=k+1 i=k+1
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expresion que incluye una serie geométrica convergente (es de razon 5/6, que es un
nimero positivo menor que uno), cuya suma podemos determinar usando la conocida
formula, resultando:

1~ (5"
PG )=—) | =
(G1)= (6j

de donde, usando de nuevo la formula para sumar la serie geométrica (cuya razon es el
cuadrado de 5/6), se sigue el resultado, que coincide con la probabilidad hallada antes:

é k+1-1 é k
o) 1§ (3]6_12(2]
% 3646 1 6446

1-—

|

Apartado ¢)

Si, de manera analoga al apartado anterior, denotamos Gg = {Gana el jugador B}, por
la simetria existente entre X e Y, se satisface:

puesto que basta con intercambiar los papeles de X e Y en el desarrollo llevado a cabo
en el apartado anterior para llegar a este resultado, concluyendo asi el problema.

Obsérvese, sin embargo, que podriamos haber alcanzado esta misma conclusion a
partir de la evidente igualdad:

P(X<Y)+P(X=Y)+P(X>Y)=1,
que es equivalente a:
P(G,)+P(Empatar)+P(G,)=1
(igualdad que ya utilizamos en la resolucion del problema por el primer método, aun-

que con una notacion algo distinta), ya que, sustituyendo los valores hallados en los
dos primeros apartados, trasponiendo, y operando, resulta:

5 1 6
2 +—+P(G,)=1©P(G,)=1-—=P(G,)=—.
TRETRA ) (Go)=1-17 & P(Gy)

(Oposiciones de Secundaria, 2005)
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Problema 5.20

Un dado tiene N caras. Si lo lanzamos n veces, halla la probabilidad de que haya al
menos dos resultados iguales.

Consideremos el suceso A = {Al lanzar el dado n veces, hay al menos dos resulta-
dos iguales}, de manera que el problema consiste en hallar P(A), para lo cual calcula-
remos P(AC), por resultar més ficil, y usaremos la férmula de la probabilidad del suce-
so contrario, P(A) = 1 — P(AC).

Supondremos que se verifica n < N, ya que, si fuera n > N, entonces, habria mas
lanzamientos que posibles resultados, lo que significaria que, necesariamente, algun
resultado tendria que repetirse (es un caso concreto del llamado principio del palomar o
de Dirichlet), en cuyo caso A seria un suceso seguro, y, en consecuencia, P(A) = 1.

Como es claro, el nimero de resultados posibles del experimento viene dado por la
potencia N, ya que cada uno de los n lanzamientos, con independencia de los demas,
puede tomar N resultados distintos (se trata de variaciones con repeticion).

Ahora, para determinar el nimero de casos favorables al suceso AS, consistente en
que no haya dos (o0 mas) resultados iguales, simularemos la ejecucion del experimento,
desde el primer lanzamiento del dado hasta el n-ésimo, realizando el recuento del ntimero
de resultados de cada lanzamiento que contribuyen a la ocurrencia de AS, para, poste-
riormente, multiplicar los resultados obtenidos, en virtud del principio del producto.

Asi, vemos que, en el primer lanzamiento, el dado puede tomar cualquiera de los N
valores; en el segundo, cualquiera de los N — 1 restantes (para que no se repita el resul-
tado anterior); en el tercero, cualquiera de los otros N — 2 resultados (no debe coincidir
con ninguno de los dos primeros); y asi, sucesivamente, el nimero de resultados favo-
rables al suceso A€ en los sucesivos lanzamientos viene dado por N — 3, N —4,...,y
N-(m-1)=N-n+1, de donde se desprende que el numero de resultados favorables
a la ocurrencia de A® es N(N — 1)(N — 2)(N — 3)---(N —n + 1), y, en consecuencia:

P(AC): N(N_l)(N—z)(II\\]In—3)(N_n+1) ’

expresion que podemos escribir de manera mas «compacta» multiplicando numerador
y denominador por n! y (N —n)!, resultando:

P(A)

_N(N-D(N-2)(N-3)--(N-n+Dh(N-n)tn!_ nlN! (N] n!
n

N"(N—n)tn! TN"n!(N-n)! (n)N"

Por ultimo, realizando el complemento a uno, como ya habiamos comentado, obte-
nemos la probabilidad pedida:

P(A)zl—P(AC)zl—(Nj nt

n )N"

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.21

Lanzamos una moneda equilibrada n veces. Calcula la probabilidad de que no aparez-
can dos caras consecutivas.

Dado el ntimero natural n, que indica la cantidad de lanzamientos realizados, con-
sideremos, para cada nimero natural k (0 < k < n), los sucesos Ax = {No obtener dos
caras consecutivas en k lanzamientos} y Cx = {Obtener cara en el lanzamiento
k-ésimo}, y denotemos px = P(Ax). Con esta notacion, es claro que el problema consis-
te en calcular el valor de ps, y que po = p1 = 1 (es absolutamente seguro que no van a
salir dos caras consecutivas si no se tira la moneda, o si solo se tira una vez).

Ahora, observemos que, para que no aparezcan dos caras consecutivas en k lanza-
mientos de la moneda (k > 2), es necesario y suficiente que ocurra uno de estos dos
sucesos (excluyentes): que salga cruz en la k-ésima tirada (es decir, que acontezca el
suceso contrario de Cx) y que no hayan salido dos caras consecutivas anteriormente
(que suceda Ag1); o que el ultimo resultado sea cara (que ocurra Cy), el anterior sea
cruz (el suceso contrario de Ci-1) y que no hayan aparecido dos caras consecutivas
antes (que suceda Ax»). Ello se traduce en la igualdad:

Py :P(Ak):P(Cf’Ak—l)+P(Ck°C£1=Ak72) 5

de la que, teniendo en cuenta que el resultado obtenido en cada lanzamiento no depende
de los otros (son independientes) y que la moneda estd equilibrada (en un lanzamiento,
tanto la probabilidad de obtener cara como la probabilidad de obtener cruz es igual a 1/2),
y empleando la notacion introducida, se sigue:

1 11 1 1

Pt T 2P S Py =7 Piar TP

_P(CE)'P(Ak—l)—i—P(Ck)'P(CE—I)'P(Ak—Z):E 7 Pk S Pty

que es una relacion de recurrencia lineal que relaciona tres términos consecutivos de la
sucesion {pk}, a partir de la cual, mediante la resolucién de la ecuacion caracteristica,
que, como es sabido, en este caso resulta ser:

, 11

podemos obtener la expresion del término general de la sucesion. En efecto, resolvien-
do la ecuacidn cuadratica, tenemos:

\/7 \f % f_liﬁ: X‘ZHf

4 _1_\/§’

X, = 2
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y, por tanto, para cada nimero natural k (0 <k <n), se satisface la igualdad:

]
k 4 s

4

para ciertos niimeros reales A y B, que podemos calcular particularizando la igualdad
para los valores iniciales k = 0 y k = 1, teniendo en cuenta po = p1 = 1, como ya comen-
tamos al principio. De este modo, resulta:

0 0
k:0—>1:p0:A[1+4\/§] +B[#J A+B=I
SS9 1+5 1= @
1+\/§ : 1_\/51 A 4 +B 4 =1
k=1-1=p =A +B| ——
4 4
A=1-B A=1-B
— g — =1
(LR U S C IR 1 e R ER L
4 4 4 4 4
A=1-B A=1-B A=1-B
e P L R N T EoCRad P R
4 4 4 2 4 NG
=1+3J1§O—5 A=3J1§O+5
= :
_ 3W5-5 _ 35-5
10 10

por lo que p, =

k k
3\E+5_{1+\EJ _3\6—5.(1—4\5] VKO0<K<n,

10 4 10

Finalmente, tomando k = n, tenemos la probabilidad pedida:

:3\E+5_[1+\E]"_3\5—5_(1—\5}1_

P 10 4 10 4

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.22

Sea A un suceso asociado a cierto experimento aleatorio, que tiene una probabilidad p
de ocurrir. Si se realizan pruebas repetidas e independientes del experimento, ;cudl es
la probabilidad de que la r-ésima aparicion de A ocurra en la n-ésima repeticion del
experimento?

Consideremos, para cada i comprendido entre 1 y n, las variables aleatorias:

i

{1 si ocurre A al realizar el experimento la vez i

0 en caso contrario

y la variable:

n—

X:ixi,
=1

i

que, como es evidente, mide el nimero de veces que ocurre A en las n — 1 primeras
realizaciones del experimento. Consideremos, asimismo, el suceso E = {La r-ésima
aparicion de A ocurre en la n-ésima realizacion de experimento}.

Con esta notacion, el problema consiste en hallar P(E), que, como podemos ver, es
posible calcular a partir de la igualdad:

P(E)=P(X=r-1;X, =1),

puesto que, para que la r-ésima ocurrencia de A sea en la n-ésima realizacion del expe-
rimento, es necesario y suficiente que ocurra A en la n-ésima realizacion, y que haya
ocurrido r — 1 veces en las anteriores n — 1 realizaciones.

Ahora bien, segun el enunciado, las repeticiones del experimento se realizan de
forma independiente, de lo que se deduce que la variable X sigue una distribucion bi-
nomial de tipo (n — 1,p) (por ser la suma de n — 1 variables independientes con distri-
bucion de Bernoulli de parametro p), y, que, ademads, la probabilidad de la interseccion
coincide con el producto de las probabilidades, por lo que tenemos:

P(E)=P(X=r-1;X,=1)=P(X=r-1)-P(X, =1)= (n - Dp” 1-p)"""pe
r—

n-1) | i
P(E)=[r_1jp I-p"".

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.23

Del conjunto {1,2,3,...,n} se elige al azar el numero a,. Calcula el limite limp, , donde

n—oo

pn es la probabilidad de que a’ —1 sea divisible por 10.

Veamos, en primer lugar, qué condicion debe satisfacer el nimero a, para que la
diferencia entre su cuadrado y 1 sea multiplo de 10.
Empleando congruencias, tenemos:

a’ —1 es divisible por 10 < a> —1=0(mod10) < a’ =1(mod10) < a, =+1(mod10),

lo cual sucede si, y solo si, la ultima cifra de a, es 1 0 9 (tengamos en cuenta que el
resto de dividir un nimero entre 10 coincide con su ultima cifra, y que la congruencia
an, = —1(mod 10) puede escribirse también como a, = 9(mod 10)).

Asi pues, considerando, para cada numero natural n > 1, el suceso A, = {La ultima
cifra del nimero elegido, comprendido entre 1 y n, es 1 o 9}, es claro que p, = P(An),
por lo que el problema consiste en calcular el limite:

limP(A,).

n—eo

Ahora bien, la sucesion {A,} es creciente para la relacion de orden definida por la
inclusion, es decir, para cualquier numero natural n > 1, se satisface la relacion:

An o= An+l

(obviamente, si el nimero elegido termina en 1 o en 9, y estd comprendido entre 1 y n,
entonces, también esta comprendido entre 1 yn + 1, y acaba en 1 0 en 9), lo que implica:

limP(An)zP(OAnj,
n—oo bt

y, COMo:

se corresponde con el suceso {La ultima cifra del nimero elegido es 1 o 9} (al llegar n
a infinito, decir que el nimero elegido termina en 1 o en 9, y estd comprendido entre 1
y n, es lo mismo que decir simplemente que termina en 1 o en 9), resulta:

limP(A,)=—=

1
5 b

S|
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puesto que hay 2 casos favorables para que la tltima cifra del nimero elegido sea 1 0 9,
entre 10 posibles, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2001)

Problema 5.24

Se toman dos numeros reales a y b al azar, tales que a pertenece al intervalo [0,3] y b
al [-1,1]. Halla la probabilidad de que la ecuacién x*> + ax + b = 0 tenga dos raices
reales.

En primer lugar, puesto que elegir al azar el nimero a en el intervalo [0,3] y el
nimero b en [-1,1] es equivalente a elegir al azar el punto de coordenadas (a,b) en el
conjunto [0,3] x [-1,1], consideraremos este rectingulo como el espacio muestral del
experimento.

Por otro lado, como es sabido, una ecuacion cuadratica tiene dos raices reales si, y
solo si, su discriminante es positivo, por lo que, imponiendo esta condicion, obtenemos
la inecuacion a> — 4b > 0, de la que, trasponiendo, llegamos a b < a?/4.

Ahora bien, por la forma de elegir los nimeros a y b al azar, debemos entender que
cada punto del rectangulo [0,3] x [-1,1] puede ser elegido con la misma probabilidad, lo
que se traduce en que la probabilidad de que a y b satisfagan la desigualdad b < a4, que
denotaremos por P, es igual al cociente entre el area de la zona correspondiente a los
puntos que verifican esta condicion (que aparece sombreada en el diagrama) y el area del
rectangulo que constituye el espacio muestral (que mide 6 unidades cuadradas).

De este modo, teniendo en cuenta que la zona sombreada esta formada por 4 cua-
drados de una unidad cuadrada de area cada uno, junto con el recinto delimitado por el
eje de abscisas, la grafica de la pardbola de ecuaciéon b = a%4, y las rectas verticales
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a=0,a=2 (el punto de corte de la parabola con la frontera del espacio muestral tiene
coordenadas (2,1), como es evidente), resulta:

2.2
4+J 2 da
_ Jo4

6

P=

de donde, aplicando la regla de Barrow, y operando, llegamos a:

312

a 3 3

4+ 20

445 2
oy Ty 7
6 6 9’

lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.25

Los coeficientes a y b de la ecuacién x°> + ax + b = 0 se eligen al azar en el intervalo
(—1,1). Calcula la probabilidad de que las raices de esta ecuacion sean reales y positivas.

Como vemos, se trata de un problema muy similar al anterior, por lo que lo resol-
veremos de forma parecida. En este caso, consideraremos como espacio muestral el
cuadrado abierto (—1,1) x (—1,1), ya que tanto a como b pertenecen al intervalo (—1,1).

Como en el problema anterior, la ecuacion tendra dos raices reales si, y solo si, su
discriminante es positivo, lo que nos lleva de nuevo a la desigualdad b < a%4 (se trata
de la misma parabola del problema anterior), si bien en este caso hay que exigir, ade-
mas, que las dos raices, que denotaremos por X; y X2, sean positivas, lo cual es equiva-
lente a que se satisfagan las desigualdades:

{xl-x2>0
X, +%x,>0

(la primera significa que las dos raices tienen el mismo signo, mientras que la segunda
excluye la posibilidad de que ambas sean negativas), de las que, a partir de las ecuacio-

nes de Cardano-Viéte, se sigue:
b>0 b>0
4 ,
-a>0 a<0
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y, en consecuencia, la probabilidad pedida, que denotamos por P, es igual al cociente
entre el area del recinto delimitado por el eje de abscisas, la pardbola cuya ecuacidn es
b = a%4, y las rectas verticales a = —1, a = 0 (que aparece sombreado en el diagrama) y
el area del espacio muestral (que es de 4 unidades cuadradas).

o

4
T

De este modo, escribiendo el area del recinto como una integral definida, aplicando
la regla de Barrow, y operando, tenemos la probabilidad pedida, quedando:

0,2 3\ 313
polf gL fa] JLfo e 1
4J. 4 4 (12 4 (12 12 48

-1
(Oposiciones de Secundaria, 2000, y examen de Universidad)

Problema 5.26

Al tomar aleatoriamente un punto del interior de un cuadrado, calcula la probabilidad
de que esté mas proximo a algun vértice que al centro de gravedad del mismo.

Puesto que cada punto del cuadrado tiene la misma probabilidad de ser elegido, la
probabilidad de que el punto elegido esté mas proximo a algiin vértice que al centro de
gravedad del cuadrado es igual al cociente entre el area de la zona correspondiente a
los puntos que verifican esta condicion y el area del cuadrado.

Ahora, trazando las mediatrices de los segmentos que unen el centro del cuadrado
con cada uno de los vértices, podemos delimitar la zona aludida, resultando ser la que
aparece sombreada en el grafico, donde también se muestra el centro del cuadrado y las
mediatrices.

Como es evidente, la superficie sombreada ocupa la mitad de la extension del cua-
drado, por lo que la probabilidad de que el punto elegido esté en esta zona es igual a
1/2, que es la respuesta al problema.
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(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.27

Se elige un punto x al azar en el intervalo [0,1]. Halla la longitud media del mayor de
los dos segmentos que determina.

Si denotamos por M la longitud del mayor de los dos segmentos determinados por
el punto x (que es una variable aleatoria continua que depende de x), es claro que se
satisface la relacion 1/2 <M < 1, por lo que, teniendo en cuenta que M puede tomar
cualquier valor dentro del intervalo [1/2,1] con la misma probabilidad, podriamos decir
que el valor medio tendria que ser precisamente el punto medio del intervalo, es decir,
M = 3/4, y ya habriamos terminado el problema.

Sin embargo, esta manera de proceder puede parecer poco rigurosa, por lo que re-
solveremos el problema también por un procedimiento mas general, como veremos a
continuacion.

Sea I el subintervalo de mayor longitud, de los dos en que x divide el intervalo
[0,1]. Entonces, tenemos:

I= [x,1] si x<1/2
S [0,x] si x=21/2°

Yy, en consecuencia:

1-x st x<1/2
M= )
X 81 x=>1/2
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Sea ahora m un punto cualquiera del intervalo [1/2,1], y denotemos por F la fun-
cién de distribucién de la variable aleatoria M. Entonces, por la definiciéon de la fun-
cion de distribucion, se satisface la igualdad:

F(m)=P(M <m),

por lo que, distinguiendo dos casos, seglin sea x < 1/2 o x > 1/2, aplicando la propiedad
aditiva de la probabilidad, y teniendo en cuenta el valor de M en cada caso, podemos
escribir:

Fim)=PM <m)=PM<m,x<1/2)+PM<m,x21/2) &
Fm)=P(1-x<m,x<1/2)+P(x<m,x>1/2),
de donde, trasponiendo términos y reorganizando desigualdades, llegamos a:
Fm)=Pl-m<x<1/2)+P(1/2<x<m).

Ahora bien, por la forma de elegir x aleatoriamente, se entiende que puede tomar
cualquier valor del intervalo [0,1] con igual probabilidad, lo que implica que la proba-
bilidad de que x se encuentre en un determinado subintervalo de [0,1] coincide con la
longitud del mismo (habria que dividirlo por la amplitud del intervalo [0,1], que es el
espacio muestral, pero al ser esta igual a la unidad, no es necesario), y, entonces:

F(m) = long[1—m,1/2)+long[1/2,m] = 1/Z —(1-m)+m— /7 =2m-1,

expresion que muestra, entre otras cosas, que F es una funcion derivable, lo que, como
es sabido, se traduce en que podemos obtener la funcion de densidad de M, que denota-
remos por f, sin mas que derivar, puesto que f= F’, resultando f(m) = 2 (obsérvese que
este valor constante de la funcion de densidad indica que M se distribuye uniforme-
mente en el intervalo [1/2,1], o lo que es lo mismo, que también puede tomar cualquie-
ra de sus posibles valores con igual probabilidad).

Finalmente, aplicando la definicion de la media (o esperanza matematica) para una
variable continua, tenemos:

1 1
EM)=| m-f(m)dm=| 2mdm=m?| =1-1/4=3/4,
1/2
1/2 1/2

que es el valor que habiamos obtenido al principio, como queriamos comprobar.

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.28

Se toman dos puntos, x e y, al azar en el intervalo [0,1]. ;Cudl es la longitud media del
mayor de los tres segmentos que determinan?

Como vemos, se trata de un problema similar al anterior, en el que se toman dos
puntos en el intervalo [0,1], en lugar de solo uno.

A fin de simplificar los célculos, supondremos que se cumple x <y (el caso y <x
arrojaria resultados idénticos, por simetria, como comentaremos mas adelante).

Si, analogamente al problema anterior, denotamos por M la longitud del mayor de
los tres segmentos determinados por x e y en el intervalo [0,1] (que es una variable
aleatoria continua que depende de dos variables), es claro que M debe pertenecer al
intervalo [1/3,1]. Observemos también que el experimento consistente en elegir dos
puntos cualesquiera, x € y, en el intervalo [0,1] es equivalente al de elegir un par orde-
nado (x,y) en el conjunto [0,1] x [0,1], esto es, al de elegir un punto en el cuadrado
unidad, si bien estudiaremos Gnicamente la situacion que se da en la mitad del cuadra-
do correspondiente al tridangulo que resulta de tomar la parte del cuadrado situada por
encima de la recta y = x, ya que estamos suponiendo que x <.

Como es evidente, los puntos X e y, siendo x <y, determinan en [0,1] los subinter-
valos [0,x], [x,y], [1,y], cuyas longitudes respectivas son X, y — X, 1 —y, por lo que,
denotando por I el intervalo de mayor longitud de los tres, tenemos:

x si 1=[0,x]

M=<y-x si [=[x,y],
1—-y si I=[y,1]

lo que equivale a:

X 8l x2y—x,x21-y
M=qy—x st y—x2Xx,y—-x21-y,
l-ysil-y2x,l-y2y—x

expresion que, trasponiendo términos y operando, se convierte en:

X si y<2x,y>21-x

. I+
M={y—x si yZZx,yZTX .

-y si ySl—x,ySHTX
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Sea ahora m un punto cualquiera del intervalo [1/3,1], y denotemos por F la fun-
cion de distribucion de M, que pretendemos determinar. Para ello, distinguiremos dos
casos, que estudiaremos por separado: que se verifique 1/3 <m < 1/2, o que se cumpla
1/2 <m <1 (las razones por las que hacemos esta distincion quedaran claras después).

Si se cumple 1/3 < m < 1/2, entonces, aplicando la definicion de la funcién de dis-
tribucion de una variable aleatoria continua, empleando la propiedad aditiva de la pro-
babilidad, teniendo en cuenta el valor de M y las desigualdades que determinan I en
cada caso, y trasponiendo términos, tenemos:

Fm)=PM <m)=PM <m,[=[0,x]) +PM <m,I=[x,y]) + PM <m,[ =[y,1]) &
F(m)=Px <m,[=[0,x])+P(y—x<m,I=[x,y])+P(l-y<m,I=[y,1]) &

Fm)=PxX <m,[=[0,x])+P(y<x+m,I=[x,y)+P(y=21-m,I=[y,1]) &
F(m)=P(xSm,ySZX,yZ1—x)+P(ny+m,y22x,y21+TXJ+P(y2l—m,ysl—x,ySHTX}

Ahora bien, por la manera en que se eligen al azar los dos puntos dentro del inter-
valo [0,1], todos los pares (x,y) del cuadrado unidad pueden ser elegidos con igual
probabilidad, por lo que la probabilidad de que el par (x,y) esté dentro de un recinto
determinado coincide con la superficie de este (habria que dividirla por el area del
espacio muestral, pero no es necesario, puesto que el espacio muestral tiene una super-
ficie igual a la unidad), y, entonces, podemos escribir:

F(m)=A,(m)+ A, (m)+ A3 (m),

donde Ai(m), A>(m) y Asz(m) representan, respectivamente, el area, en funcion de m, de
los conjuntos Ki(m), K>(m) y K3(m), siendo:

Kl(m)z{(x,y)e RZ/xSm,yS2x,y21—x},

Kz(m)z{(x,y)e R2/y£x+m,y22x,y21+Tx},

K3(m)={(x,y)e R*/y>1-m,y<1-x,y< 1—;X},

con la condiciéon comun a todos de ser x <y, como estamos suponiendo.
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Para calcular las dreas de estos conjuntos, los representamos graficamente, a partir
de las inecuaciones que los definen (incluyendo la inecuacion x <y), quedando la si-
tuacion mostrada en los siguientes diagramas, donde aparecen sombreados los conjun-
tos Ki(m), Ka(m) y K3(m), y se sefialan los vértices, que resultan de la interseccion de
las correspondientes rectas que delimitan cada conjunto.

y=x =

y=1-x

X=m y=X

y =1-x

y=X

Como podemos ver, se trata de tres conjuntos disjuntos, lo que se traduce en que la
suma de las areas —que coincide con el valor de F(m)— es igual al area de la figura re-
sultante de la yuxtaposicion de los tres, que es el tridngulo rectangulo mostrado en el
siguiente diagrama.
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y=1-m

X=m N

7 \

Realizando la interseccion de las rectas que delimitan el triangulo rectangulo (dos a
dos), mediante la resolucion del sencillo sistema de ecuaciones correspondiente, obte-
nemos las coordenadas de los tres vértices, que resultan ser (1 — 2m,1 — m), (m,2m) y
(m,1 — m), por lo que, como es claro, el cateto vertical mide 2m — (1 —m)=3m -1,y
el horizontal, m — (1 — 2m) = 3m — 1 (son los dos iguales), y, en consecuencia, el area
del triangulo en funcioén de m, que es la expresion de F(m), es:

2
F(m) = %(3m 1) = w _

Veamos ahora el caso en que m pertenezca al intervalo (1/2,1]. En esta situacion,
empleando la misma notacion que antes, y procediendo de la misma manera, resultan
los conjuntos disjuntos Ki(m), Ko(m) y Kz(m), que se muestran sombreados en los
diagramas.

J v I J

y=x+m

=2

=2X
Y y=2 y=x

y=1-x
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y=1-x
X1
=72
y=1-m
y=x

De nuevo, la suma de las tres areas se corresponde con el area de la figura que re-
sulta de la yuxtaposicion de las tres, mostrada en el siguiente diagrama.

N : /-

AN

N

Como vemos, podemos determinar el area de esta figura como la diferencia entre
el area del cuadrado cuyos vértices estan sefialados en el grafico y los dos tridngulos
rectangulos isosceles de las esquinas. Ahora bien, como es evidente, el lado del cua-
drado mide m; el cateto del tridangulo situado en la parte superior-izquierda, 1 — m; y el
cateto del triangulo situado en la parte inferior-derecha, 2m — 1, que es el resultado de
m — (1 —m), por lo que tenemos:

F(m)=A,(m)+A,(m)+A,(m)=m’ —%(l—m)2 —%(Zm—l)2 ,
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de donde, operando, resulta:

— 2 _
F(m):mZ_l_lmZ_’_lzm_l“_mz _l+l4m: 3m” + 6m 2.
2 2 27 2 ) 2

Ahora queda clara la razén por la que hemos distinguido dos casos, segiin que m
esté en el intervalo [1/3,1/2] o en el (1/2,1]: resultan distintas figuras geométricas, por
la posicion relativa de las rectas.

Hemos obtenido todo lo anterior considerando el caso x <y. Si fuera y < x, inter-
cambiando los papeles de x e y en las expresiones anteriores, por simetria, obtendria-
mos idénticos resultados, por lo que, aplicando la propiedad aditiva de la probabilidad,
y teniendo en cuenta que la probabilidad de que se dé la igualdad x =y es nula (esta-
mos considerando una probabilidad continua), resulta:

F(m)=P(M<m)=P(M<m,x <y)+ P(Msmx=y) +P(M<m,x>y)=2-P(M<mx<y),

de manera que, si m pertenece al intervalo [1/3,1/2], entonces:

2
F(m)zzw=9m2_6m+l’

Z

mientras que si m esta en (1/2,1], tenemos:

2
F(m)=,2(%=—3mz+6m—2,

lo cual podemos expresar como la funcién a trozos:

0sim<l1/3
9m* —6m+1si 1/3<m<1/2
3m’+6m-2 si 1/2<m<1

Il sim>1

F(m) =

cuyas funciones parciales son derivables, por lo que, derivando a trozos, llegamos a:

18m—6 si 1/3<m<1/2
f(m)=<-6m+6 si 1/2<m<1

0 en otro caso
que es la funcidén de densidad de la variable aleatoria M, a partir de la cual podemos

calcular la media (o esperanza matematica) pedida, empleando, ademas de la defini-
cion, las propiedades lineales de la integral y la regla de Barrow, quedando:

EM) = J _j mf(m)dm =Ill//32 mf(m)dm + Ill/z mf(m)dm <
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1

1/2
EM) = .[/3 m(18m — 6)dm +J 2m(—6m +6)dm &

1/

1/2 1
E(M) = I (18m? — 6m)dm + j (=6m’ +6m)dm = (6m’ ~3m?)| * +(-2m +3m’)|
1/3 1/2

1/2

3 2 3 2
EM) = 6 £] -3} —6(1J +3(1J —2~13+3-12+2(1j —3(% _1
2 2 3 3 2 2) 18

lo que concluye el problema.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.29

Los numeros 1, 2, 3,..., n se permutan al azar. Halla el numero esperado de veces que
un numero se encuentra en su posicion original.

Consideremos, para cada i comprendido entre 1 y n, las variables aleatorias:

{1 si 1 se encuentra en su lugar original
i =

0 en caso contrario

y la variable:

i=1

cuyo valor, como es claro, coincide con la cantidad de ntimeros que ocupan su lugar
original en la permutacion. De este modo, el problema consiste en calcular la media (o
esperanza matematica) de X, que es lo que haremos a continuacion.

Aplicando las propiedades lineales de la media, tenemos:

E<X)=E[XXJ=§E(XJ,

y, por tanto, basta con hallar el valor de E(Xj), para i =1, 2,..., n, que, aplicando la
definicion de media, y operando, resulta ser:

E(X,)=1-P(X, =1)+0-P(X, = 0) = P(X, =) =L Vi=1,2,...n,
n
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pues para que el nimero i ocupe la posicion i-€sima (su posicion inicial) hay un caso
favorable entre n posibles. Asi, sustituyendo y operando, obtenemos:

B0 =3 = A =1,

lo que significa que se espera que haya un numero ocupando su posicion original.

(Prueba de Universidad)

Problema 5.30

k bolas se colocan al azar en n urnas. Calcula el numero esperado de urnas que que-
dan vacias.

Lo resolveremos de una manera similar al problema anterior. En efecto, conside-
remos, para cada i comprendido entre 1 y n, las variables aleatorias:

X =

1

{l si la urna i no queda ocupada

0 si la urna i es ocupada por alguna bola

y la variable:

i=1

que contabiliza la cantidad de urnas que quedan vacias, de modo que el problema con-
siste en hallar el valor de E(X). Aplicando, como en el problema anterior, las propieda-
des lineales de la media, tenemos:

E(X)=E(ixij=iE(Xi>,

y, al ser E(X;) = 1-P(Xi=1) + 0-P(X; = 0) = P(X; = 1), para cada i comprendido entre 1
y n, podemos ver que basta con calcular la probabilidad de que la variable X; tome el
valor 1, esto es, la probabilidad de que la urna i quede vacia. Ahora bien, puesto que la
colocacion de las k bolas en las n urnas puede hacerse de n* maneras (es consecuencia
del principio del producto, ya que cada bola, con independencia de las demas, puede
colocarse en n lugares; o, si se prefiere, por tratarse de variaciones con repeticion),
mientras que el nimero de casos favorables al suceso consistente en que la urna i quede
vacia es igual a (n — 1)* (razonando como antes, teniendo en cuenta que cada bola pue-
de colocarse en cualquier urna, salvo en la i, que debe quedar vacia), resulta:

B(x)=p(x, =1y = =D

nk
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de donde, sustituyendo, extrayendo el factor comuin presente en el interior del sumatorio
(al no depender de i, es constante), sumando la unidad n veces, y simplificando, se sigue:

B0 =Y E(x) =y P DN e, 00

n

que es el nimero esperado de urnas que quedan vacias.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.31

El problema de los repartos: Blaise Pascal — Pierre de Fermat. Dos jugadores A y B
apuestan en un cierto juego equitativo 32 euros cada uno. El juego se desarrolla por
partidas y gana la apuesta el primero que consiga cinco partidas. Cuando el primero
ha ganado tres partidas y el segundo dos, el juego se interrumpe. ;Como hay que re-
partir las cantidades apostadas para ser justos?

Para devolver de manera justa a cada jugador una parte de los 64 euros apostados
en total, hay que hacer el reparto atendiendo a la cantidad que esperaba (esperanza
matematica) ganar cada jugador en el momento de la interrupcion de la partida.

Asi, si consideramos la variable aleatoria:

X - 64 si A gana el juego
“|osiB gana el juego

que indica la cantidad de dinero que deberia recibir el jugador A al final del juego (te-
niendo en cuenta que iba ganando por 3 a 2), segun el resultado del mismo, el proble-
ma consiste en calcular el valor de E(X), que, seglin la definicién de la esperanza ma-
tematica (o media), esta dado por:

E(X)=64-P(X=64)+0-P(X=0)=64-P(X=64),

de manera que todo se reduce a calcular P(X = 64), que no es sino la probabilidad que
el jugador A tenia de ganar el juego en el momento en que se detuvo. Para calcular esta
probabilidad, describiremos todas las secuencias de partidas que concluyen con la vic-
toria de A en el juego, y haremos uso del teorema de la Probabilidad total, teniendo en
cuenta, ademads, que, al ser un juego equitativo (segun el enunciado), la probabilidad
que tiene cada jugador de ganar una determinada partida es igual a 1/2, y que el resul-
tado de una partida no influye en el de otras (son independientes). De este modo, indi-
cando con la letra A que la persona A gana la partida correspondiente, y con la letra B
que es la otra persona quien gana la partida, tenemos las secuencias AA (A gana las
dos partidas que le quedaban, y el resultado es 5 a 2), cuya probabilidad es 1/4
(1/2-1/2); ABA (el resultado seria de 5 a 3), con probabilidad 1/8 (1/2-1/2-1/2); ABBA
(resultado: 5 a 4), con probabilidad 1/16 (1/2-1/2-1/2-1/2); BAA (resultado: 5 a 3), con
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probabilidad 1/8 (1/2-1/2-1/2); BABA (resultado: 5 a 4), con probabilidad 1/16
(1/2:1/2-1/2-1/2); y BBAA (resultado: 5 a 4), con probabilidad 1/16 (1/2-1/2:1/2-1/2).
De lo anterior, en virtud del teorema de la Probabilidad total, tenemos:

P(X=64)=l+l+i+l+i+i=£,
4 8 16 8 16 16 16

y, entonces:
11
EX)=64-—=44,
16

lo cual quiere decir que seria justo entregar 44 euros al jugador A, y, por tanto, 20 eu-
ros al jugador B.

(Oposiciones de Secundaria, 2002)

Problema 5.32

Discute el siguiente sistema de juego: Una persona afirma que casi siempre gana en el
Jjuego de cara y cruz. Para ello, apuesta siempre por cruz y, la primera vez que sale
cara, deja el juego. Asi, como mucho paga una unidad (cuando sale cara) y, sin em-
bargo, puede ganar grandes cantidades.

El problema consiste en calcular la ganancia esperada (esperanza matematica) en
el juego, siguiendo la estrategia indicada en el enunciado. Para ello, consideremos la
variable aleatoria G = {Ganancia en el juego siguiendo la estrategia descrita} y los
sucesos C = {Sale cara en una determinada tirada} y X = {Sale cruz en una determina-
da tirada}.

De este modo, la secuencia «XXX:--(n veces)--- XXC» representa el suceso consis-
tente en obtener n cruces consecutivas y posteriormente una cara (que seria el momento
en que abandonaria el juego), y el problema consiste en hallar E(G).

Estudiemos ahora la distribucion de la variable G. Es claro que los valores que
puede tomar G son los nimeros del conjunto {-1,0,1,2,...}, segin salga cara en la
primera tirada, en la segunda, en la tercera, en la cuarta..., mientras que la probabilidad
correspondiente a cada valor, teniendo en cuenta que entendemos que la moneda esta
equilibrada (tanto la probabilidad de que salga cara como la de que salga cruz es 1/2) y
que el resultado de un lanzamiento no influye en el de otros (hay independencia), es la
que se detalla a continuacion:

1
P(G=-1)=P(C) =2

1 (1Y
2 \2)°

P(G =0)=P(XC) =

N | =
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P(G=1)=P(XXC)=%%%=(lj :

4
P(G =2) = P(XXXC) :llll:(lJ ,
y, en general:

n+2
P(G =) = P(XXX: XX C) = - l_(lj ’
R 222 22 \2

n+1 veces

Entonces, sustituyendo estos valores en la expresion que proporciona la esperanza
matematica, llegamos a:

E(G)=-1-P(G=—-1)+ 0-P(G=0) +1-P(G=1)+2-P(G=2)+3-P(G=3)+ &

B=-3+(5) +2(3) +(3) +=3 2k (3)

y, teniendo en cuenta la igualdad:
oo 1 k+2 1
Zk'(gj = O
k=1

(que demostraremos posteriormente), resulta E(G) = —1/2 + 1/2 = 0, lo que significa
que, si se sigue la estrategia descrita, se espera que la ganancia sea nula, es decir, este
método no sirve para conseguir ganar dinero (al contrario de lo que afirma la persona
mencionada en el enunciado), si bien tampoco cabe esperar que se pierda, lo que da
respuesta a la cuestion planteada.

Veamos, pues, para terminar, que, efectivamente, se satisface la igualdad (I). Co-
mo vemos, se trata de una serie aritmético-geométrica, que podemos sumar por el pro-
cedimiento general para este tipo de series, al ser la razon igual a 1/2, que es positiva y
menor que uno. Para ello, consideramos la sucesion de sumas parciales, {S,}, definida,
para cada natural n > 1, por:

n 2 1Y 1Y S 1)
B el
= 2 2 2 2 2
1 2 3 n
n 23+24+25+'“+2nT’
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multiplicamos ambos miembros de esta ultima igualdad por la razén (que es 1/2), que-
dando:

1, 1.2 3 n
PREFIACTAS TSR
y restamos las dos igualdades miembro a miembro, operamos, y trasponemos, resul-

tando:

1 1 2 3 n 1 2 3 n
=t —— 2—4+§+§+---+2n+3 o

n n—1 n
+ 2n+2 - 2n+2 - 2n+3 =

1l 1 1 1 1 1 n 11 11 1 n
=S —2—3+?+?+2—6+---+F—F@Sn—2—2+?+?+?+-~+F—F.

PG

Ahora bien, los sumandos sefialados con PG en el segundo miembro de esta igual-
dad forman una progresion geométrica de razén 1/2, cuyo primer elemento es 1/22, por
lo que, aplicando la conocida formula que permite sumar los primeros términos de una

progresion geométrica, y operando, se sigue:

111 11 2" ~1

S _ 2u+1 2 22 _ n =2n+2 22 _ n _ 2u+2 _ n

n l_l 2n+2 _l 2n+2 l 2n+2
2 2 2

2™-2 n 1 2™-2 n

S“ - 2n+2 - 2n+2 = E ’ 2n+1 - 2n+2 2
y, tomando limite cuando n tiende a infinito, llegamos a:
oo k+2 n k+2
1 . 1 . (1 2™ -2 1 1
Zk(—] =lim k(—] =limS =lim —-T—% =—-1-0=—,
- 2 0o b 2 n—e noe( 2 2" 2" 2 2

como queriamos demostrar, quedando asi concluido el problema.

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.33

Se dispara sobre un blanco, sin limitar el numero de disparos, hasta dar con él. Halla
la esperanza matemdtica y la varianza del numero de disparos efectuados, si la proba-
bilidad de acertar en cada disparo es la misma e igual a p.

Consideremos la variable aleatoria X = {Numero de disparos efectuados hasta ha-
cer diana} y los sucesos A = {Acertar en el blanco en un determinado lanzamiento} y F
= {Fallar un determinado disparo}. Con esta notacion, el problema consiste en calcular
E(X) y Var(X), para lo cual necesitamos conocer la distribucion de X, que es lo que
vamos a determinar a continuacion.

Es claro que X toma valores en el conjunto de los numeros naturales, sin incluir el
cero, y que la probabilidad correspondiente a cada valor, teniendo en cuenta que la
probabilidad de hacer blanco en un determinado disparo es siempre la misma (igual a
p, por lo que la probabilidad de no hacer blanco en un disparo concreto es 1 —p), y que
no influye el resultado de un disparo en el de otro (hay independencia), viene dada por
la siguiente lista:

P(X=1)=P(A)=p,
P(X=2)=P(FA)=(1-p)p,
P(X=3)=P(FFA)=(1-p)’p,
P(X=4)=P(FFFA)=(1-p)’p,
y, en general, para cualquier nimero natural k > 1:

P(X=k)=P(FF---FA)=(1-p)*'p,

k-1 veces

lo que significa que X sigue una distribucion geométrica de parametro p. Asi pues, al
tratarse de una distribucion conocida, podriamos utilizar las expresiones de sus parame-
tros, las cuales permitirian escribir:

2

E(X) =1, Var(x)=12P,
p p

y el problema estaria concluido.

Sin embargo, este modo de simplificar el problema puede resultar poco admisible
(y menos ilustrativo), por lo que llevaremos a cabo el calculo pedido de la manera
«mads natural», a partir de las definiciones. Observemos, asimismo, que la distribucion
de la variable del problema anterior también es de tipo geométrico, aunque precisaria
de algunos «ajustesy, tras los cuales podriamos también haber calculado la media pedi-
da mediante el uso de las formulas correspondientes a este tipo de distribuciones.
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Sustituyendo los valores encontrados en la férmula por la que se define la esperan-
za matematica (o media), y extrayendo p como factor comun, resulta:

E(X)=1-P(X=1)+2-P(X=2)+3-P(X=3)+4-P(X =4+ &

E(X)=p+2(1-p)p+3(1-p)’p+4(1-p)'p+--= > _k(1-p)"'p=p» k(1-p)",

y estamos, como en el problema anterior, ante una serie aritmético-geométrica (de
razoén positiva y menor que uno), que podemos sumar haciendo uso del procedimiento
general para este tipo de series. Sin embargo, a fin de ofrecer un método distinto al
expuesto en el problema anterior, procederemos del modo que seguidamente se mues-
tra.

Puesto que, para todo niimero natural k > 1, se verifica:

k(1-p) =—%((1—p)k),

podemos escribir la igualdad:

E(X)=p2—dip((1—p)k),

que, efectuando la suma de la serie y derivando posteriormente (en lugar de derivar
primero y luego sumar), se transforma en:

E(X)=—p%[2(l—p)kj,

dando lugar a una serie geométrica cuya razén es 1 — p, que es un numero positivo y
menor que uno, por lo que podemos sumarla usando la conocida féormula, quedando:

__ .4 1-p
FO="p dp[l—(l—p))

Finalmente, operando y derivando, resulta:

df1- Ap-(-p)1 1
F00=-p- [ 52y SRR

que, logicamente, coincide con el valor antes comentado.
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En cuanto a la varianza, a partir de la conocida formula Var(X)=E(X*)-E(X)*,
aplicando la definicion de E(X?), tenemos:

Var(X) = [Zk%l —p)“'lp] —@ =ty KD,

que, haciendo k* =k?> + k —k = k(k + 1) — k, y multiplicando, se convierte en:

e
Var(X)=—— k(k +D=k|(1=p)<!
ar(X) lo2+p;[<+) J0-p' o

Var(X) = —piz + pi[k(k +D(1-p)* —k(1-p)*" ],

k=1

de donde, «rompiendo» la serie en dos, se sigue:
! - -
Var() ==+ pY k(k+1)(1-p) =p» k(l-p).
k=1 k=1

Ahora bien, el ultimo sumando del segundo miembro es el opuesto de E(X), por lo
que podemos escribir:

1 = 1 —
Var(X)=—— k(k+D)(A-p)'-EX)=—— k(k+D)(1-p)<' -
ar(X) p2+ka(+)< P —E(X) p2+ka(+)< )

1 1 =
Var(X)=————+p » k(k+D)(1-p)*",
P P Z

y el problema se reduce a sumar la serie presente en el segundo miembro, cuyo resulta-
do denotaremos por S. Como vemos, se trata de una serie aritmético-geométrica de
segundo grado, cuya razon es positiva y menor que uno, por lo que podriamos sumarla
siguiendo el método general para este tipo de series, si bien, eludiendo de nuevo este
modo de proceder, lo haremos de una manera parecida al calculo anterior, pero em-
pleando la segunda derivada en lugar de la primera, teniendo en cuenta que, como es
claro, para cada niimero natural k > 1, se verifica la igualdad:
d2

k(k+D(1-p)*"' = e —(a-p)*).

Asi, tenemos:

k+l i N k+1 (-p) d* (1+p’-2p
5= Zdz _dpz(z(l P) J [1 (1- p)j dp[ P j

k=1
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d (1 d 1 2
S:F(—+p—2]=d—(——2+lj=—3,
p-\p pl p p

11 2 1 1 1-
Var(X) =— ”Z{'pT:_": p

p’ p p> p p

y, por tanto:

(el mismo valor antes indicado), lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 1998)

Problema 5.34

Se elige un punto al azar en el circulo x> + y* < 1. Halla la funcion de densidad de la
abscisa del punto.

Hallaremos la funcion de densidad pedida, que denotaremos por f, mediante la de-
terminacion de la funcion de distribucion asociada, F, ya que, como es sabido, para
distribuciones continuas (que es el caso), se verifica F> =f.

Denotando por (X,Y) las coordenadas del punto elegido al azar, es claro que X per-
tenece al intervalo [-1,1], y que la funcion de distribucion de la abscisa del punto es,
por definicion, F(x) = P(X < x). Ahora bien, como cada punto del circulo puede ser
elegido con la misma probabilidad, es claro que P(X < x) es igual al cociente del area
del segmento circular formado por los puntos cuya primera coordenada es menor o
igual que x y el area del circulo dado (que es igual a 7w, puesto que su radio es uno). En
el diagrama podemos ver la situacion ante la que estamos.
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Teniendo en cuenta la simetria de la figura, y que, como es claro, la semicircunferen-
cia situada en la parte superior del eje OX se corresponde con la grafica de la funcion:

gt)=v1-t*,

podemos expresar el area del segmento circular sombreado como la integral definida:
2! V1-tdt,
-1

por lo que la probabilidad de que el punto elegido esté en el mismo, que es precisamen-
te el valor de la funcion de distribucion F en x, es:

F(x)=P(XSx)=EIX\/1—t2dt.
TJ -1

Obsérvese, sin embargo, que no es necesario calcular la integral, puesto que no nos
interesa determinar F, sino f. En efecto, dado que F(-1) = 0 (como es evidente), y que
la funcién g es continua en [1,1], estamos en condiciones de aplicar el Teorema Fun-
damental del Calculo integral a la funcion F, cuya tesis afirma que F es derivable en
[<1,1], y su derivada, que es la densidad buscada, es la funcion:

f(X)=F'(X)=(;iX(2Ij\/l—tzdt]zixll—xz,VXG [-11].

T
Por ultimo, para que f esté definida en toda la recta real, escribimos:

ZVI=x% si—1<x<1
f(x)=4m .

0 en caso contrario

quedando asi el problema concluido.

(Prueba de Universidad)
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Problema 5.35
Dada la funcion:

k

f(X):1+x

PR

definida en toda la recta real, se pide:

a) Determina k para que f sea una funcion de densidad.
b) Halla la funcion de distribucion.

¢) Calcula la probabilidad P(-2 < X < 2).

Apartado a)

Como es sabido, para que una funcién continua f sea una funcién de densidad, es nece-
sario que sea no negativa y que se verifique la igualdad:

J.:c f(x)dx =1.

En el caso que nos ocupa, es claro que f es no negativa si, y solo si, k > 0, e impo-
niendo que se satisfaga la condicion:

j kzdle,
- 1+ X

calculando la integral inmediata del primer miembro, aplicando la regla de Barrow,
operando y trasponiendo términos, llegamos a:

1= I k ~dx =k- (arctgx)|+°° =k - [arctg(+e0) —arctg(—)| =k T, Ej SN
— 14+ X oo >3

k=—,
T

que es el valor pedido de k, pues también satisface la condicion de ser no negativo. De
este modo, la funcion de densidad f queda dada, para todo real x, por:

1.1
T l+x>

f(x)=
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Apartado b)

Como es sabido, si F es la funcién de distribucion asociada a la densidad f, siendo funa
funcion continua (y, por tanto, integrable), entonces, se satisface la igualdad:

F(x) = J ; f(t)dt,

de manera que, integrando la funcién f dada, aplicando la regla de Barrow, y operando,
resulta:

F(x) = j o=t J L (arctgt)| = L [aretgx —arctg(—=)] &
T+t ndo1+e n

F(x)= (arctgx +— j arctgx +l ,
T 2 T 2

que es la funcién de distribucion pedida y, al igual que f, esta definida en todo R .

Apartado ¢)

Como es sabido, dada una variable aleatoria X, definida en un espacio probabilistico
(Q,B,P), la funcién de distribucion asociada a X se construye mediante la féormula
F(x) = P(X < x), satisfaciéndose, por tanto, como consecuencia de la aditividad de P,
la igualdad P(a < X <b) = F(b) — F(a) + P(X = a), puesto que, como es claro, se cum-
pleP@a<X<b)=P(X<b)-P(X<a)+P(X=a).

Ahora bien, si la variable X es continua, sucede que P(X = a) = 0, por lo que, en tal
caso, tenemos la relacion P(a < X <b) = F(b) — F(a), que, aplicandola en este caso con-
creto (es claro que X es continua, pues F lo es), se traduce en:

P(-2<X <2)=F(2)— F(2) = arctg?2 N g 3 (arctg(—2) N ]gj _ arctg2  arctg(=2) ’
yis i T

T

y, por ser la arcotangente una funcion impar, se sigue:

P(2<X<2)= arctg?2 —arctg2 arctg2 arctg?2 _ Zarctg2’
I TC T T T

que es la probabilidad pedida, lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Catedraticos de Institutos de Bachillerato, 1975, y examen de Univer-
sidad)
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Problema 5.36

Determina k para que la siguiente funcion sea una funcion de densidad de probabili-
dad:

ke™ si x>0
f(x)= .
0 en caso contrario

Tal y como hemos visto en el problema anterior, se trata de imponer la condicion
de que f sea no negativa (para lo cual es necesario y suficiente que sea k > 0, como es
evidente), y que, ademads, se cumpla la igualdad:

+oo
I f(x)dx =1,
que, en este caso, se convierte en:
400
I ke ™dx =1,
0

puesto que solo hay densidad en la semirrecta (0,+0), al ser f nula en el resto de la
recta real.
Ahora bien, es claro que, para que la integral valga uno, debe ser k # 0 (si fuera

k = 0, entonces, f seria la funcioén idénticamente nula, y, en consecuencia, la integral
también lo seria), por lo que ha de ser k > 0, de manera que, calculando la integral del
primer miembro, aplicando la regla de Barrow, y operando, resulta:

+o0

_X — ) 1 e
0

+oo +oo —kx
I ke ™dx =k J edx = k| =&
0 0 k }(/

lo que se traduce en que la integral vale uno, independientemente del valor de k, por lo
que esta condicion no supone ninguna restriccion sobre k, que solo queda limitado, por
tanto, por la relacion k > 0. Dicho de otro modo, la funcién f es una funcion de densi-
dad si, y solo si, k > 0, lo que concluye el problema.

—k-0
=—<"+e'=-0+1=1,

(Oposiciones de Secundaria, 2000)
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Problema 5.37

Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo [0,3] por la funcion f(x) = kx, y
que toma el valor x = 4 con probabilidad 1/6.

a) Calcula el valor de k.

b) Halla la funcion de distribucion de la variable aleatoria X y represéntala.

¢) Sea Y una variable aleatoria independiente de X que se distribuye segun una
Bernoulli de parametro 1/4. Calcula la varianza de X - Y.

Apartado a)

Como vemos, se trata de una distribucion mixta, ya que tiene una densidad continua en
el intervalo [0,3] y toma el valor discreto x = 4 con probabilidad positiva, no teniendo
«peso» en el resto de la recta real. En consecuencia, debe verificarse la igualdad:

rf(x)dx+P(X =4)=1,

de donde, sustituyendo, aplicando la regla de Barrow, y trasponiendo, resulta:

2 2
zzﬁk(i_o_}z@k_m s

6 2 26 54 27

3 1 e 1 <Y
Ikxdx+—=1<:>kj xdx =1+ o k| X
0 6 0 6 2 .

que es el valor pedido. De este modo, la densidad f, definida en el intervalo [0,3], queda:
5
f(x)=—x,
(x) >

que, como vemos, es no negativa en dicho intervalo, lo cual es exigible para que efecti-
vamente sea una funcion de densidad.

Apartado b)
Denotemos por F la funcion de distribucion. Entonces, por definicion, se verifica:

F(x)=P(X<x),

cuya expresion, como es claro, depende de si x estd en la semirrecta abierta (—0,0), en
el intervalo [0,3], en el (3,4), o en la semirrecta cerrada [4,+), por lo que podemos
escribir F como una funcién a trozos:
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0 six<0

ij tdt si x€[0,3]
27 Jo
F(X)_ 5 3 b}
—I tdt si xe (3,4)
27 Jo

1 six=>4

de donde, aplicando la regla de Barrow, resulta:

0 six<0

ix2 si xe[0,3]
Fx)=1>* :
= sixe (3,4
. (3,4)
1 six=>4

que es la funcidon que pretendiamos determinar. En el diagrama podemos ver su grafica,
que también se pide en el enunciado.

14
O
0
T T T T T T T
2 1 0 1 2 3 4 5

Apartado c¢)

Al ser independientes las variables X e Y, por las propiedades de la varianza, se satis-
face la igualdad

Var(X—-Y) = Var(X) + Var(Y),
por lo que, aplicando la conocida férmula Var(T) = E(T?) — E(T)? valida para cual-

quier variable aleatoria T, el problema se reduce a determinar el valor de E(X?), E(X),
E(Y?) y E(Y), que es lo que haremos a continuacion.
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Para E(X?) y E(X), por definicion, tenemos:
3 3
E(X*)= J. xXf(x)dx+4* - P(X=4); EX)= I xf(x)dx +4-P(X=4),
0 0

por lo que, sustituyendo, calculando las integrales definidas mediante la aplicacion de
la regla de Barrow, y operando, resulta:

3 3 4
E(X2)=I xzixdx+42~l=i‘[ x3dx+§=i X
o 27 6 27Jo 3 270 4 .

5(3°_0°),8_77
27 3 127

8
+_
3 4 4

2_5(3 0),2.7
3 2703 3) 3 3°

3 3 3
E(X)zJ. xixdx+4~l=ij xde+g=i x +
o 27 6 27Jo 3 2703 .

Por otro lado, al ser Y una variable con distribucion de Bernoulli de parametro 1/4,
es claro que toma los valores 1 y 0, con probabilidad 1/4 y 3/4, respectivamente, vy,
entonces, atendiendo también a la definicion de la esperanza matematica, tenemos:

E(Y?) =1 -P(Y=1)+0? ~P(Y=O)=P(Y=1)=i’

E(Y)=1-P(Y=1)+0-P(Y=O)=p(y:1)2%,
A partir de los valores obtenidos, podemos escribir:

2
Var(X)zE(XZ)—E(X)Zzﬂ_(Zj TP
12 \3) 12 9 36

1 (1Y 1 1 3
Var(Y)=E(Y})-E(Y)’==-| = | =———=—,
() =E(Y")~E() 4 [4} 4 16 16

y, por ultimo, sustituyendo, y operando, llegamos a:

Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y) = 2> 4 = = 167
36 16 144

lo que concluye el problema.

(Oposiciones de Secundaria, 2000)



490 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

Problema 5.38

Un autobus pasa por una parada en cualquier instante entre la una y las dos, siguien-
do la ley de probabilidad:

0six<l1
f(x)=41 si 1<x<2.
0si2<x

a) Comprueba que se trata de una funcion de densidad.

b) Halla la probabilidad de que el autobus pase entre la una y media y las dos.
¢) Calcula la probabilidad de que pase exactamente a la una y cuarto.

d) Determina la probabilidad de que pase entre la una y cinco y la una y diez.
e) Obtén la funcion de distribucion.

Apartado a)

Puesto que f solo tiene «peso» en el intervalo [1,2], donde estd definida por una fun-
cién constante (positiva), y se verifica:

2 2
J' f(x)dxzj ldx=x[ =2-1=1,
1 1

ya tenemos probado que se trata, efectivamente, de una funcion de densidad.

Apartado b)

Denotando por X la variable aleatoria continua cuya densidad es f, que indica la hora
de paso del autobus, es claro que se trata de calcular la probabilidad de que X tome un
valor comprendido entre 1,5 y 2, que, como es sabido, podemos determinar a partir de
la igualdad:

2
P(1,5£X<2) =J. f(x)dx,
15
de la que se sigue:

2
P(1,5£X£2)=J. ldx=x| =2-15=0,5,
1,5 ’
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Apartado ¢)

Puesto que se trata de una variable continua, la probabilidad de que tome un valor con-
creto (puntual) es nula, por lo que la probabilidad de que pase exactamente a la una y
cuarto es igual a cero.

Apartado d)

Dividiendo la hora en 12 periodos de 5 minutos cada uno, podemos ver que la una y
cinco se corresponde con el valor X =1 + 1/12, mientras que la una y diez se relaciona
con X =1 + 2/12. Asi pues, la probabilidad de que el autobus pase entre la una y cinco
y launa y diez es:

P(1+i<x<1+3j—jmml-dx—xl”m—/{+3_/_i_L
2" 12 1+1/12 L2 12 12 12°

Apartado e)

Si denotamos por F la funcion de distribucion, definida por:
F(x) = P(X < x) = J F(tydt |

resulta claro que se trata de la funcion a trozos dada por:

0 six<l
F(x)=4x—-1sixe[l,2],

1 six>2

ya que, como hemos comentado, solo hay «peso» en el intervalo [1,2], y, ademas, para
cualquier valor de x perteneciente a este intervalo, se verifica:

FO=PX<x0= [ fdi= [ T-de=f =x-1,

quedando asi el problema cerrado.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 5.39

La longitud de un tornillo se distribuye del siguiente modo:

k(x-1)(@B-x) si 1£x<3
f(x) = . ,
0 en caso contrario

siendo f'la funcion de densidad. Solo son validos los tornillos comprendidos entre 1,7 y
2,4. Calcula la probabilidad de que una pieza determinada sea util. Si las piezas se
empaquetan en lotes de 5 unidades y se acepta el lote si contiene menos de 2 piezas
defectuosas, ;cudl es la probabilidad de que un lote sea rechazado?

En primer lugar, calcularemos el valor de k, imponiendo la condicion:

I mf(x)dle,

que es exigible, al ser f una funciéon de densidad.
Asi, teniendo en cuenta que f solo tiene «peso» en el intervalo [1,3], operando,
aplicando la regla de Barrow, y trasponiendo, resulta:

+oo 3 3
j f(x)dx=1<:>j k(x—l)(3—x)dx=1<:>kJ‘ (x> +4x-3)dx =1
—oco 1 1

3
k(—x— +2x% — 3XJ
3

3 3
=1@k[7{+g/f—3/§+1§—2-1z+3-1]=14:>
1

ik=1<:>k=§.
3 4

Obsérvese que la funcion f es no negativa, pues si x esta en el intervalo [1,3], los
factores variables presentes en la definicion de f son no negativos, mientras que la
constante k es positiva.

Ahora, puesto que solo son validos los tornillos comprendidos entre 1,7 y 2,4; la
probabilidad de que un tornillo determinado sea 1til es igual a la probabilidad de que
la variable aleatoria determinada por la densidad f, que denotaremos por X, esté
comprendida entre estos dos valores, por lo que dicha probabilidad, digamos p, esta
dada por:

2,4
p=P(1,7SXSZ,4)=I f(x)dx.
7

1
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Teniendo en cuenta el valor de k obtenido, y el célculo de una primitiva de f antes
efectuado, aplicando la regla de Barrow, y operando, resulta:

2,4

32 3 x° )
=— x-1)@3—-x)dx=—| ——+2x" —3x &
P 4L7( J3-x) 4[ 3 j

1,7

3 3
p= %(—% +2(2,4)° =3(2,4) + (177) -2(1,7)* +3(1, 7)] =0,50225,

que es la probabilidad pedida.

Para la segunda parte del problema, consideremos un lote formado por cinco torni-
llos, que supondremos numerados del 1 al 5. Se trata de calcular la probabilidad de que
el lote sea rechazado (suceso que denotaremos por R), que es igual a la probabilidad de
que el numero de tornillos defectuosos incluidos en ¢l sea mayor que uno (el lote se
acepta solo si el numero de tornillos defectuosos es menor —estrictamente— que 2, es
decir, si hay 1 tornillo inservible o ninguno).

Si, para cada i comprendido entre 1 y 5, definimos las variables aleatorias:

1 si el tornillo i es defectuoso
0 si el tornillo i es correcto

y la variable:

es claro que X mide la cantidad de tornillos defectuosos presentes en el lote, por lo que
se verifica la igualdad P(R) = P(X > 1), y, entonces, el problema se reduce al calculo de
P(X > 1), si bien determinaremos la probabilidad de su contrario (por resultar mas
sencillo) y emplearemos la conocida férmula:

P(X>1)=1-P(X<1).

Puesto que, para cada i comprendido entre 1 y 5, las variables X; siguen una distri-
bucion de Bernoulli de parametro q=1—p=1-0,50225 = 0,49775 (el complemento a
uno de la probabilidad de que un tornillo determinado sea 1til, antes calculada) y son
independientes (la calidad de un tornillo del lote no influye en la calidad de los demas),
podemos decir que la variable X sigue una distribucion binomial de tipo (5,q).
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Por tanto, se verifica:
— — _ _ 5 0_5-0 5 1_.5-1
P(X<)=PX=0)+PX=1)= 0 q'p " + : qp

P(X <1)=(0,50225)’ +5-0,49775-(0,50225)" = 0,190325,
y, sustituyendo, resulta:
P(R)=P(X>1)=1-P(X<1)=1-0,190325=0,809675,
lo que cierra el problema.

(Oposiciones de Catedraticos de Institutos de Bachillerato, 1977)

Problema 5.40

La duracion en minutos de una llamada telefonica se asimila a una variable aleatoria
X cuya funcion de distribucion viene dada por:

0 si x<0

F(x)= .
(x) l—ze’z"m—le”‘/3 six>0

Se pide:

a) Demuestra que, efectivamente, F es una funcion de distribucion, y que, ademads, es
continua.

b) La funcion de densidad de X.

¢) La duracion media de una llamada telefonica.

d) La probabilidad de que una llamada dure entre 3 y 6 minutos.

e) La probabilidad de que una llamada iniciada hace 3 minutos no dure mas de 6.

Apartado a)

Para que F sea una funcion de distribucion continua, debe ser continua, no decreciente,
tomar valores no negativos, y satisfacer las igualdades:

lim F(x)=0, lim F(x)=1.

Asi pues, el problema consiste en demostrar que se cumplen todas estas condicio-
nes, que es lo que haremos a continuacion.
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En efecto, al ser cada funcion parcial de F continua en su correspondiente dominio
(como es obvio), y ser iguales los limites laterales en el punto de nexo, x = 0, coinci-
diendo estos ademas con el valor F(0) = 0, pues:

lim F(x)=1im0=0,
x—0" x—0"

lim F(x) = lim (1 _2gmn —le"mj 2o _Leon 2 1 0,
x—0" x—0" 3 3 3 3 3 3

tenemos que F es continua en toda la recta real, y, derivando a trozos, obtenemos la
funcion:

0 si x<0
g(x)=14 axs 1

—e Py e gix>0
9 9

Observemos que esta funcion g coincide con la derivada de F, salvo en x = 0, don-
de F no es derivable, puesto que g no es continua en dicho punto, ya que:

lim g(x) = lim (ie'z"“ +le"‘/3j _deros Loon 4,15 ,
x—0" x=0"\ 9 9 9 9 9 9

NX N

mientras que:
lim g(x)=1im 0=0.
x—0" x—0"
Ahora, puesto que g es nula en (—»0,0), toma valores positivos en (0,+o0), y coinci-
de con F’ en ambas semirrectas abiertas, podemos afirmar que F es no decreciente, y
como, ademas, se satisface la igualdad F(0) = 0, tenemos también que F es no negativa.

En cuanto a la igualdad de los limites, es trivial que:

lim F(x)=0,
y, por otro lado:

lim F(x)= lim (1—%6_2)(/3 —%e""”]zl—ge"z“/3 —%e‘”” =1-0-0=1,

X —>+eo X—>+o0 3

y ya tenemos demostrado que F es una funcion de distribucion continua.
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Apartado b)

Como es sabido, la funcion de densidad de una variable aleatoria se obtiene derivando
la funcioén de distribucion, si es que esta es derivable. Asi pues, en el caso que nos ocu-
pa, la funcién de densidad, que denotaremos por f, coincide con la derivada de F, salvo
en x = 0, donde F’ no esta definida.

Ahora bien, una funcién de densidad debe tener como dominio toda la recta real,
por lo que, teniendo en cuenta que si ampliamos la funcion F’ por continuidad a la
izquierda en x = 0, se sigue cumpliendo, para cualquier nimero real x, la igualdad:

F(x) = L f(t)dt ,

podemos concluir este apartado escribiendo:

0 si x<0

f X)= 5
(x) ie’“”—i—ée"”3 six>0

que es la densidad pedida, la cual coincide, como vemos, con la funcion que hemos
denotado por g en el apartado anterior. En realidad, podriamos haber introducido direc-
tamente la funcidn f en ese apartado, si bien no lo hemos hecho para destacar que f no
coincide exactamente con la derivada de F, al no ser esta funcion derivable en x = 0.

Apartado c)

La duracion media de una llamada telefonica viene dada por la esperanza matematica
de la variable X, E(X), que podemos calcular a partir de la definicion:

E(X)= J‘:o xf(x)dx,

de la que, teniendo en cuenta que f solo tiene «peso» en el semieje positivo, y aplican-
do las propiedades lineales de la integral, llegamos a:

E(X):j X ie—zx/z_i_le-x/a dX=£J. Xe_h/3dx+lJ‘ e dx |

0 0

Para calcular por partes estas dos integrales, hacemos las identificaciones:

u=x —du=dx
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para a =2y a= 1, respectivamente, resultando:

+oo

+§J‘ e 3dx +l —3xe*/? +°O+3J‘ e *3dx |,
o 2do 9 0 0

y, entonces, aplicando la regla de Barrow, y operando, se sigue:

4 3x
EX:— __e—ZX/3
00-3-2

oo
oo

]+l(—3xe”3
9 0

_3_Xefzx/3

2

_E.EC*ZXB
, 22

_3_367)(/3
0

0

E(X)zg[

donde hemos tenido en cuenta también que, por la regla de L "Hopital, se verifica:

.o 3x . . 3x . 3 3
hm—ezm:hmT:hm =—=0.
X0 D X0 DX 3 Xotoo 2D 2%/3 400

2=¢
3

Asi pues, a la vista del resultado obtenido, podemos decir que la duracion media de
una llamada es de 2 minutos.

Apartado d)

Se trata de calcular la probabilidad P(3 < X < 6), para lo cual emplearemos la funcion
de distribucion, puesto que, como es sabido, se verifica la igualdad:

P(3<X <6)=F(6)-F(3),

de la que, sustituyendo, y operando, llegamos a:

P(3 SXS6) z[/{_gez.m _%emj_(/{_%ez.m _163/3] o

3 3

2 L2221 ’lz—ge’4+le’2+le’l50,15553.
3 3 3

Apartado e)

Si consideramos una llamada que ha comenzado hace 3 minutos, es obvio que su
duracién sera, como minimo, de 3 minutos, por lo que se debe verificar la desigualdad
X >3, y, entonces, el problema consiste en hallar la probabilidad de que sea X < 6,
condicionada al hecho de que es X > 3.

Asi, haciendo uso de la definicién de la probabilidad condicionada, empleando el
resultado obtenido en el apartado anterior, escribiendo la probabilidad P(X > 3) como
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el complemento a uno de la probabilidad del suceso contrario (para lo cual utilizaremos
también la funcion de distribucion), y operando, tenemos:

P(X§6 ):P(3SXS6):P(3SXS6):P(3SXS6)
Xz3/" p(x=3) 1-P(X<3) 1-F@3)
6 —%e"‘ +%e’2 +%e’l —264 +%e’2 +%e’l
p(X< _ - =0,73069.
( A{ 23) 1— 1—26_2'3/3 —16_3/3 26*2 +1e—1
3 3 3 3

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.41

Se considera un espacio de probabilidad (Q,p,P), donde Q es no vacio y finito. Una
variable aleatoria real X toma los valores 1, 2, 3 y 6 con la ley de probabilidad
P(X =n) =/n. Se pide:

a) Calcula 2, la esperanza de X y su varianza.
b) Se considera la variable aleatoria Y = (X — 3)°. Calcula el coeficiente de correla-
ciondeXeY.

Apartado a)

A partir de la igualdad P(X =1) + P(X =2) + P(X =3) + P(X = 6) = 1, expresando el
valor de cada probabilidad conforme se indica en el enunciado, operando, y traspo-
niendo, tenemos:

&+&+&+&:1@M7\’:1@27\,:1@7\,:1’
1 2 3 6 6 2

que es el valor pedido.

Para calcular la esperanza de X, empleamos la definicion, las expresiones de la
probabilidad dadas en el enunciado, y el valor obtenido para A, resultando:

E(X)=1-P(X=1)+2-P(X=2)+3-P(X=3)+6-P(X=6) &

1

E(XX)=1= +ZZ+Z}’ )6/;{ =2.
Para determinar la varianza de X, nos servimos de la conocida féormula:

Var(X) = E(X?) - E(X),
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para lo cual precisamos calcular E(X?). Aplicando la definicién y los datos del enun-
ciado, y operando, llegamos a:

E(X*)=1"-P(X=1)+2>-P(X=2)+3" P(X=3)+6"-P(X=6) &

E(X*)=1" -%+2\1 L -%+6\3*

Z

-%zl+2k+3l+6x=12k=12%=6,
Yy, en consecuencia:

Var(X) = E(X*)-E(X)’ =6-27=2.

Apartado b)

Si denotamos por r el coeficiente de correlacion de X e Y, aplicando la definicion,
tenemos

Cov(X,Y)

\ Var(X)/Var(Y) ,

siendo, también por definicion:
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

la covarianzade X e Y.

Como podemos observar, para calcular Cov(X,Y), necesitamos conocer la distri-
bucion de la variable Y, esto es, hace falta saber qué valores toma y qué probabilidad
tiene de tomar cada uno de ellos, para lo cual tendremos en cuenta la distribucion de X
y la formula por la que se define Y.

Asi pues, si X = 1, tenemos Y = (X — 3)* = (1 — 3)? = 4, siendo, en consecuencia,
P(Y=4)=P(X=1)=1/2.

Si X = 2, entonces, Y = (X — 3)> = (2 — 3)* = 1, verificandose, por tanto, la igual-
dad P(Y =1)=P(X=2)=N2=1/4.

Para X = 3, resulta Y = (X — 3)> = (3 — 3)> = 0, lo cual sucede con probabilidad
P(Y =0)=P(X=3)=WN3=1/6.

Por ultimo, tomando X = 6, resulta Y = (X — 3)* = (6 — 3)? = 9, siendo, en este ca-
s0, P(Y=9)=P(X=6)=M6=1/12.

Por tanto, la variable Y toma los valores 4, 1, 0 y 9, con probabilidad 1/2, 1/4, 1/6
y 1/12, respectivamente, por lo que podemos escribir:

E(XY)=1-4.+42.1.243.0.116.0. L7
2 4 6 12



500 Problemas matematicos resueltos de nivel avanzado

Por otro lado, para hallar Var(Y), hemos de calcular primero E(Y?) y E(Y) (este tl-
timo valor también lo necesitamos para calcular la covarianza de X e Y), que, por defi-
nicion, resultan ser:

1

E(Y2)=42.l+12~l+02.— 27
2 4 6

+92.i=8+l+—=15,
12 4 4

E(Y):4-l+1~l+0-l+9-i:2+1+2=3,
2 4 6 12 4 4

de donde se sigue:
Var(Y)=E(Y*)-E(Y)’ =15-3° =6.
Finalmente, sustituyendo los valores obtenidos, y operando, queda:

_EXY)-EXE(Y)_7-23_ 1 _3

Var(X)/Var(Y) - V246 _2\6:?'

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)

Problema 5.42

En el recinto R determinado por 0 <x <1, 2 <y <4, estd definida una distribucion de
una variable aleatoria bidimensional cuya funcion de densidad conjunta es:

F(x.y) oxy si(x,y)e R
X,y) = . .
Y 0 si(x,y)¢R

Se pide:

a) El valor del parametro a.

b) La funcion de distribucion conjunta.

¢) Estudia la dependencia o independencia de las variables X e Y.
d) Las medias marginales de X e Y.

e) El coeficiente de correlacion.

Apartado a)

Segun la definicion dada, f solo tiene «peso» en el conjunto R = [0,1] x [2,4], por lo
que, al ser una funcién de densidad, debe satisfacerse la igualdad:

Lﬂ&ﬂd&w=h
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que, en virtud del teorema de Fubini, es equivalente a:

L{J; f(x, y)ddex =1,

y, entonces, sustituyendo, aplicando la propiedad lineal de la integral y la regla de Ba-
rrow, operando, y trasponiendo, se sigue:

1 4 1 4 1 y2 4
I (I axydy}dle@J‘ (XX(J ydyjdx=1<:>‘[ ch(—j
o\ J2 0 2 0 2 )

1 42 22 1 1 X2 !
Iocx —_—— dx=1<:>.|. 60cxdx=1<:»60c.|. xdx =1 60| —
2 2 0 2

0 0

dx=1

=l

0
P’ o0 1

60 ——0— =leln=lsoa=—,
2 2 3

que es el valor pedido.

Apartado b)

La funcion de distribucion conjunta, que denotaremos por F, es, por definicion:

F(x.y) = j( F(s.d(s. 1),

—oo,X]X(=>,y]

que, de nuevo por el teorema de Fubini, podemos escribir como:

F(x,y) = L(J‘i (s, t)dtjds ,

o bien como:

F(x,y) = Ji“: f(s, t)dsjdt .

Ahora bien, como la densidad f solo tiene «peso» en R, para determinar el valor
de la funcién de distribucidén conjunta en un punto de coordenadas (x,y), hemos de
distinguir distintos casos, segun el punto se encuentre en una u otra de las regiones
del plano dadas por:

R, ={(X,y)e RZ/X<0}U{(X,y)E R2/x>0,y<2},

R, ={(x,y)e R?/x>1;2<y<4},
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R, ={(x,y)e R?/0<x<l,y>4],
R, ={(X,Y)€ Rz/x>1,y>4},

R={(x,y)e R*/0<x<1;2<y<4},

mostradas en el grafico.

La necesidad de diferenciar entre unas regiones y otras se debe a las distintas situa-
ciones del conjunto que resulta al hacer la interseccion de R con (—0,x] x (—0,y], el
cual tenemos que considerar, ya que, para calcular F(x,y), estamos integrando en la
region (—oo,x] x (—oo,y], pero solo hay «peso» en R.

3 4
4 ________
R1 3 R2
2 ________
14 R1
T T 0 T T T
2 1 0 1 2 3
R1 1 R.1

Asi, si (x,y) pertenece a Ry, entonces, es claro que F(x,y) = 0, puesto que, en este
caso, el conjunto (—0,x] X (—o0,y] no tiene puntos en comiin con R, por lo que f es nula
en toda la region considerada, y, en consecuencia, también su integral.

Si (x,y) esta en R, entonces, teniendo en cuenta el valor de o, la posicion relativa
de R y el conjunto (—o0,Xx] x (—0,y], aplicando la regla de Barrow, y operando, resulta:

1 y 1 y 1 2 2 142 _
F(Xay):J I lStdt dS:J lS J tdt dSZI lS y——z— dsz‘[ y 4SdS,
o\J2 3 03 \J2 03 L2 2 o 6
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y, al ser considerada y como una constante al integrar respecto de s, se sigue:

12 0 _y -4
2 12

Si (x,y) se encuentra en Rs, entonces, segun la posicion relativa de R y el conjunto
(—0,x] x (—0,y], procediendo como antes, tenemos:

F(x,y)= I (J —stdtjds—J‘OX%S(J‘:tdtst=J‘0X§s[4—22—2—2]ds—J. 2sds =x* —0* =x".

Si (x,y) pertenece a R4, entonces, R esta incluido en el conjunto (—0,x] X (—0,y],
por lo que estamos considerando la integral de f en todo R, y, en consecuencia, se veri-
fica F(x,y) = 1, por las propiedades de la funcion de densidad.

Por ultimo, si (x,y) se elige dentro de R, actuando como en el segundo caso consi-
derado, y teniendo en cuenta los resultados en ¢l obtenidos, llegamos a:

v —4 2 2 a2 2.2 42
F(x,y)= I I—stdt ds—.[ y 4sds_ 4.[ sds=2 ax” o :M.
6 0 6 2 2 12

Asi pues, recapitulando, F es la funcion a trozos dada por:

F(x,y)=

0 si (x,y)€ R,
2
y —4 .
si(x,y)e R
D (X,y) 2
F(x,y)=1x’ si(x,y)eR;,
Xy —4x" .
si (x,y)e R
B (x.y)
1 si (x,y)e R,

lo que da respuesta a este apartado.

Apartado ¢)

Como es sabido, las variables X e Y son independientes si, y solo si, se verifica la
igualdad:

fy) =6 -£, (y),

donde fx y fy son las densidades marginales de X e Y, respectivamente, que estan defi-
nidas por:

0= foondy, £ =[xy,
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Por tanto, el problema consiste en determinar las expresiones de las densidades mar-
ginales, fx y fy, y comprobar si su producto coincide o no con la funcién de densidad
conjunta, f. En el caso que nos ocupa, puesto que f solo tiene «peso» en R, tenemos:

4 1
J' f(x,y)dy si0<x <1 Jf(x,y)dx si2<y<4
2 0 .

fx(x)= » ()=

0 en caso contrario 0 en caso contrario

Ahora, como:

4 4
fy(x)= L f(x,y)dy = L %xydy =2x

(a partir de los célculos realizados en el apartado anterior) y:
! " 1 1 (1P 0°) y
f =jfx, dx=J‘—x dx =— dexz— — ==,
v(¥) =] 1Y) JFdx=2y| 3y[ j o
sustituyendo, resulta:

2x s10<x<1 = si2<y<4
’fY(Y)Z 6 B

0 en caso contrario .
0 en caso contrario

fx (x)= {

de donde, multiplicando, llegamos a:

y .
2x-=510<x<[;2<y<4
fy,(x)-f,(y)= 6 >

0 en caso contrario

es decir:

1 .
—xy si(x,y)e R
fx(x) - fy (y) =13 ;

0 en caso contrario

por lo que, en efecto, el producto de las densidades marginales coincide con la densi-
dad conjunta, siendo, por tanto, independientes las variables X e Y.

Obsérvese que podriamos haber resuelto este apartado empleando la funcion de
distribucion en lugar de la de densidad, esto es, en lugar de comprobar la igualdad
f(x,y) = fx(X)-f¥(y), como hemos hecho, verificar que se cumple F(x,y) = Fx(x)-Fy(y),
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siendo Fx y Fy las funciones de distribucion marginales de X e Y, respectivamente, las
cuales estan definidas por:

F (x) = L £, (s)ds = L ( I jf(s, t)dtjds L, (y)= j i £, (t)dt = Ii[ I jf(s,t)ds] dt .

En general, no hay una ventaja substancial entre un procedimiento u otro. Sin em-
bargo, en el caso que nos ocupa, era realmente mas sencillo hacer la comprobaciéon con
las funciones de distribucion marginales, pues, en realidad, ya las habiamos hallado en
el apartado anterior, puesto que Fx coincide con F para los puntos tomados en Rs,
mientras que Fy tiene la expresion de F para los puntos de Rz, ya que, por definicion:

F(x) = L( J.:éstdtjds, E,(y) = Ly(jol%stdsjdt _ L](Ly%stdtst,

que son, precisamente, las integrales que habiamos calculado en el apartado anterior,
cuyos valores permiten escribir:

2
—4
E (x)=x’, Fy<y>=—y12 ,

dentro de los intervalos [0,1] y [2,4], respectivamente, y, entonces:

P4 X'y —4x7
F,(x)-F =X2'y = s
x(X)-F (y) B B

expresion que coincide con la funcion de distribucion conjunta en R, como también
habiamos visto en el apartado anterior, lo que se traduce en que, como ya habiamos
demostrado, las variables X e Y son independientes.

La razén por la que se ha presentado la resolucion anterior, basada en las funciones
de densidad, pese a ser mas extensa que esta, estriba en el interés de mostrar el proce-
dimiento para calcular las funciones de densidad marginales a partir de la conjunta,
ademas de tratarse de un procedimiento general para comprobar la dependencia o inde-
pendencia de variables aleatorias.

Por otra parte, es necesario remarcar el hecho de que el calculo de fx y fy a partir
de Fx y Fy (que realmente conociamos) es muy sencillo, puesto que, para conseguir
una funcién de densidad continua a partir de su funcién de distribucion, no hay mas
que derivar, como es sabido. En este caso concreto, derivando las funciones de distri-
bucién marginales, tenemos:

£ () = F'y (x) = 2x fy(y>=F'Y(y>=f—2=

B

o <

que, obviamente, son los resultados obtenidos por el primer método.
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Independientemente de la forma de demostrar la independencia de X e Y, el conoci-
miento de las funciones de densidad marginales es necesario para resolver el siguiente
apartado, razon por la que hemos indicado como calcularlas a partir de las funciones de
distribucion marginales, por si no hubiéramos procedido como al principio del apartado.

Apartado d)

Por definicion, las medias marginales de X e Y, denotadas respectivamente por E(X) y
E(Y), vienen dadas por:

B0 = xteodx, BN =[ vty

asi que, a partir de las funciones de densidad marginales obtenidas en el apartado ante-
rior, resulta:

1 1 3 3
E(X)=I x-2xdx=I 2x2dx =2 r o ZE’
0 0 3 3 3

4 4 3 3

y 1_[2 1(# 2) 56 28
EY:J Fay=—| vdy=_]| 2 |=2205_2%
()zy6y6zyy6[33 189

Apartado e)

Como es sabido, en general, si dos variables aleatorias son independientes, entonces,
estan incorreladas, por lo que el coeficiente de correlacion de ambas es nulo. Asi pues,
como X ¢ Y son independientes, segiin hemos visto en un apartado anterior, resulta que
su coeficiente de correlacion es igual a cero, lo que concluye el apartado.

Sin embargo, a fin de ilustrar el procedimiento general que habria de seguirse para
determinar el coeficiente de correlacion de las variables X ¢ Y, vamos a dar su defini-
cién, y a calcular los valores que serian necesarios.

El coeficiente de correlacion de X e Y, que denotaremos por r, esta definido por:

Cov(X,Y)

JVar(X)/Var(Y) ’

si bien, teniendo en cuenta la definicion de la covarianza y la conocida igualdad:

Var(T) =E(T*) - E(T)’,
valida para cualquier variable T, podemos hallarlo mediante la formula:

e E(XY)-E(X)E(Y)
JEGX?) —E(X)? JE(Y)—E(Y)

W)
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por lo que, en un caso general, habria que efectuar el calculo de estas esperanzas matema-
ticas y, posteriormente, realizar las operaciones indicadas. Como en el apartado anterior
ya hemos calculado E(X) y E(Y), mostramos a continuacion como calcular las restantes.

Aplicando la definicion, haciendo uso de las propiedades de la integral y de la re-
gla de Barrow, y operando, tenemos:

E(XY)= J.:Q(J.:q xyf(x, y)dyJ dx = Jol(j4xy ; Xydy]d J- U. yzdyj dx &

3 3 1 3 3
poon =L [ [ £ 2 o= 20 g 35[0 _0)_ 5%,
3 3 9 Jo 913 3 27

By = [t odx= [ 2xdx =2 [ xax =2 L9 |1

( )—.[mx (%) X—LX -2xdx = J X = Z_T —5,
44 24

E(Y? J' ’f (y)d J' —d - J' 22 o0,

Y)=| yiy(dy=| y’-=dy= P 72

Asi pues, el célculo de r se culminaria sustituyendo estos valores en (1), y operan-
do, lo que daria lugar a:

28
9

T T

resultado que ya conociamos.

56
2

r=

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)
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Problema 5.43

Sea X una variable aleatoria binomial, X = Bi(2,1/2), y sea (X1,X3) una muestra aleato-
ria simple bidimensional de la variable X. Se pide:

a) El espacio muestral y las probabilidades de cada uno de los sucesos.
b) La distribucion de la media muestral.
¢) La esperanza matemdtica de la media muestral.

Apartado a)

Al ser X una variable aleatoria con distribucion binomial de tipo (2,1/2), es claro que
toma los valores del conjunto Q = {0,1,2}, siguiendo la ley de probabilidad:

IO ORI

Por otro lado, (X1,X2) es una muestra aleatoria simple bidimensional de X, por lo
que tanto X; como X, deben tomar valores en Q, y, en consecuencia, el espacio mues-
tral pedido es:

E=Q"=QxQ= {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)} .

En cuanto a la probabilidad de cada suceso de este espacio muestral E, dados iy j
comprendidos entre 0 y 2, teniendo en cuenta que hay independencia en la eleccion de
X1y X (por ser la muestra aleatoria simple, la eleccion se lleva a cabo siempre en las
mismas condiciones, por lo que un resultado no influye en el otro), y empleando la
expresion obtenida para las probabilidades, resulta:

P(1,J)=P(X1=1,X2=])=P(X1=1)P(Xzz.]):Z[lJZ(JJ:E[IJ(])

Apartado b)

Si consideramos la media muestral, denotada por M y definida por:

v XX,
2 b

haciendo que el par (X;,X3) recorra todo el espacio muestral E, podemos observar que
M toma los valores del conjunto {0,1/2,1,3/2,2}, con las probabilidades que se listan a
continuacion, teniendo en cuenta los distintos elementos de E que pueden generar cada
valor de M y la expresion de sus probabilidades:
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pM=0)=p(0,0)=L[ | ?]=L
M=0=P0.9=7c10)l0)7 16"
P(M=l]=P(0,1)+P(1,0)=i[2J[2]+L(2)[2j:2L+2i:1,
2 16l0){1) 16\1 )l0) "16 “16 4
P(M =1)= P(0,2) + P(L1) + P(2,0) = |[ 2 |+ L[ 2| ]+ L[ *][?
(_)_(s) (9) (’)_Eoz El] Ez()@

VIR DR N )
16 16 16 8

p(M:é}zp(1,2)+p(2,1>:iﬁ[z}iﬁﬁ:2L+2L=
2 1611 )\2) 16(2)1 16 1

1(2)(2) 1
P(M=2)=P(2,2)=E[2J(2J=E.

>

=N
N

Apartado ¢)

Calcularemos la esperanza matematica de la variable M, que es la media muestral, de
dos maneras distintas: a partir de la definicion, y haciendo uso de diversos resultados
tedricos.

Segun la definicion de la esperanza matematica, teniendo en cuenta la distribucion
de M obtenida en el apartado anterior, resulta:

E(M):OL+11+1§+§
16 2 4 8 2

+2 +>+

0| W
oo | W

s
8

o | —

L
16

NG

En cuanto al otro método, a partir de la definicion de M, aplicando las propiedades
lineales de la esperanza matematica, podemos escribir:

X, +X, _l l
E(M)—E(Tj— 2E(X1)+ 2E(Xz):

de donde, teniendo presente que X, Xo y X estan idénticamente distribuidas (toman los
mismos valores, con la misma probabilidad, lo que implica que tienen la misma espe-
ranza matematica), se sigue:

E(M)=%E(X)+%E(X)=E(X),
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lo que significa que la esperanza matematica de la media muestral coincide con la espe-
ranza matematica de la variable X.

Ahora bien, puesto que X sigue una distribucion binomial de tipo (2,1/2), resulta
E(X) =2-1/2 = 1 (recordemos que la esperanza matematica de una distribuciéon bino-
mial puede calcularse como el producto de sus dos parametros), por lo que E(M) =1,
valor que, l6gicamente, coincide con el obtenido por el otro camino.

(Oposiciones de Secundaria y examen de Universidad)



Nota final

Si quieres contactar con el autor, para hacer comentarios o sugerencias, puedes
enviar un correo electronico a la siguiente direccion:

odisbaum@hotmail.com

Los graficos y la imagen de la portada han sido realizados con GeoGebra, excepto
los correspondientes al ajedrez, que estan configurados con autoformas de Word.
Dicha imagen de la portada recrea dos famosos problemas matematicos: el proble-
ma de los cuatro colores y el problema ntimero 59 de El Cuaderno Escocées. Se
propone al lector que interprete el significado de los arcos de circunferencia que se
asemejan a espirales.
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