GEOMETRIA
ANALITICA

LEHMANN

y : : ¢ |




Temas que trata la obra:

Sistemas de coordenadas

Grafica de una ecuacion y lugares geometricos
La linea recta

Ecuacién de la circunferencia
Transformacion de coordenadas

La parabola

La elipse

La hipérbola

Ecuacion general de segundo grado
Coordenadas polares

Ecuaciones paramétricas

Curvas planas de grado superior

El punto en el espacio

El plano

La recta en el espacio

Superficies

Curvas en el espacio



GEOMETRIA

ANALITICA

" - ) : o . K .
n - . U R T TR LT R I T ST iy Tt T SN T T S T







GEOMETRIA
ANALITICA

CHARLES H.-LEHMANN
Profesor de Matematicas
The Cooper Union School of Engmeermg

————

\l/

NORIEGA EDITORES

EDITORIAL ~ LIMUSA

MEXICO o ESPANA e VENEZUELA e ARGENTINA
COLOMBIA e PUERTORICO



Titulo de la obra en inglés:

ANALYTIC GEOMETRY

© Copyright by John Wiley and Sons, Inc.,
de Nueva York, E.UA.

Traduccion al espafiol:
Ing. Rafael Garcia Diaz

Revigion de la traduccion:
Marcefo Santald Sors
Catedritico de Matematicas.

© U.T.EH.A. Reimpresion: 1980

La prescntac;én y disposicién en conjunto de

GEOMETRIA ANALITICA

son propiedad del editor. Ninguna parte de esta obra

puede ser reproducida o transmitida, mediante ningan sistema

o método, electrénico o mecdnico (incluyendo el fotocopiado,

la grabacién o cualquler sisteme de recuperaciébn y almacenamiento
de Informacién), sin consentimiento por escrito del editor,

Derechos reservados:

© 1989, EDITORIAL LIMUSA, S. A.de €. V.
Balderas 95, Primer piso, 06040, México, D. F.

Miembro de [a Cimara Nacjonai de la
Industria Editorial. Registro Nam. 121

Primera reimpresion: 1980

Segunda reimpresién: 1980

Tercera reimpresién: 1980

Cuarta reimpresién: 1981

Quinta reimpresién: 1982

Sexta reimpresién: 1982

Séptima reimpresién: 1984

Octava reimpresién: 1984

Novena reimpresiéon: 1985

Décima reimpresion: 1986

Decimaprimera reimpresién: 1986

Decimasegunda reimpresién: 1988
Decimatercera reimpresion: 1989

Impreso en México

(1911)

ISBN 968 — 18 — 1176 — 3



PROLOGO

El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analitica
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de
los principios fundamentales de Geometria elemental, Trigonometria
plana y Algebra.

En su preparacién el autor se ha esforzado, principalimente, en satis-
facer las necesidades de maestros y alumnos. Una simple lectura del
indice mostrard que los temas considerados son aquellos incluidos gene-
ralimente en los libros de texto de Geometria analitica. Creeinos que el
maestro encontrard en este libro todo el material que puede considerar
como esencial para un curso de esta materia, ya que no es conveniente,
por lo general, el tener que complementar un libro de texto con material
de otros libros.

El método dididetico empleado en todo el libro consta de las siguien-
tes partes: orientacién, motivo, discusion y ejemplog, a la manera de
una leceién oral.

Para orientacion del estudiante, el autor ha usado el método de pre-
sentar primero ideas familiares y pasar luego paulatinamente y de una
manera natural a nuevos conceptos. Por esta razdn, cada capitulo co-
mienza con un articulo preliminar. Este enlace de los conocimientos
anteriores del estudiante con los nuevos conceptos de la Geometria ana-
litica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento del
método analitico en los principios conducird, inevitablemente, a dificul-
tades continuas en las partes mis avanzadas.

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci-
miento bdsico de los métodos analiticos y no haga una simple adquisicién
de hechos geométricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro-
ceso de razonamiento de tal manera que aparte al estudiante de la tarea
de memorizar.

En general, hemos resumido en forma de teoremas los resultados de
la discusién de un problema o una proposicién particular., Este proce-
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dimiento no solamente sirve para llamar la atencién sobre los resultados
importantes, sing también clasifica a dichos resultados para futura refe-
rencia.

Il maestzo verd que este libro se presta en sf a ser dividido en lecciones
para las{areas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualmente
de uno o m4s ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la
teoria explicada.

Queremos ahora llamar la atencién sobre algunas caracteristicas espe-
ciales del libro. El estudio de la Geometria analitica no alcanza uno de sus
principales objetivos si no da un andlisis completo de cualquiera investiga-
cign particular que se trate. El ser conciso en la presentacién no se Justlﬁca
¢iertamente si una conclusién estsd basada en la discusién'de’ unb’'o varios
casos posibles. Es por esto que la investigacién ‘de cada cuestidn se ha
hecho tan completa como ha sido posible y ‘lo§ casos excepcionales no
han sido considerados. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-
cusién de las posiciones relativas de dos réctas (Art. 30) Ta’ deterrmna-
cién de la distancia de una reéta a un punito dado (Ai‘t‘, ’33) ¥ el estudlo
de las familias o haces de circunferencias (Art. 42} b

Otra particularidad de esta obra es el dar en fbrr'ﬁ‘éi‘ de tabla o cuadro’
sinéptico, un resumen de- fkvrm‘ulas y resultados estrechamente relécio:’
nados. ‘Una larga experiencia ‘h#’ ‘¢otivencido al aiitor’ ‘de qué’ paru los
estudiantes es una gran ayuda él'{i8 de tales resimeries.’ 1k

Se observard que se han introducido varios términos tidevo‘d Por
ejemplo el eje focal'y el eje normal para las seécwnes’bhhxc‘as (ATt. 60)
el nombre indicador pdra el ihvariante B — 44C de 14 ’ébhaélon general’
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el término ﬁa‘f‘ pﬂnczpal de'
coordenadas polares (Art. '80): :Creemod  que: ‘el sd de’ es‘tob térinihds y
el de los paréntesis rectamguliires para’sneerrar 1o8' numeros ﬂlreb‘téres de
una recta en el espacio (Art. 1I1) es muy eofivétilente. ARSI

El desarrollo de la Geometria’ analitica ‘del espacio od! bon‘side’rh'b’lb
mente mds- completo que’ el que aparece en I’ maybrla dé 108 l" BEds ‘de”
texto. Un buen fundament6 éh Geometria analitica’ del és a{de adde gran
valor para estudios posteritre§ dé Matemiit‘mas‘ "Por eJémpld o eshhdio
razonado de interseccién de- s’uperﬁcxes y-cuivds'en el ‘espacio’ gerd un'ia
gran ayuda para la comprensién’ ‘de’ m\mhds téfnas de Calouto ‘mﬁnitém-
mal. Creemos, también, que se hd’ mchudo stifieibrite Hdterixl ‘para gue’
el libro pueda ser facﬂmente adaptadd a un curso de Geom‘étna aﬁa’frﬁxba
del éspacio. i

Como es descable que el estudxante enfbdhe su’ atérféx‘d‘n sobté" ‘Wh <
nimo de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semejantes en
articulos y capitulos 1nd1v1duales Esto evita las desventajas de la dis-
traccién causada por la: d‘xpefslon de los temas en todo el libro. Por




- PROLOGO Vi

ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares estd con-
tenida en un solo capitulo. Esta concentracién de material hace que el
libro sea mds 1til para consulta aun después que el estudiante haya ter-
minado su curso de Geometria analitica y esté dedicado a estudios mds
avanzados.

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco
horas por semana pero es fi¢ilmente adaptable a cursos mds cortos. El
maestro puede también omitir ciertas partes de Geometria analitica del
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Cdlculo
infinitesimal.

Se ha dado especial atencién a los ejercicios, de los cuales hay 1920
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho mds de lo que normalmente
resuelven los alomnos en un curso, pero permite una variacién de taveas
de afio a afio. Al final del libro se dan las soluciones a la mayoria de
estos ejercicios. Ademds hay 134 ejemplos resueltos completamente.

Se incluyen dos apéndices. El primero consiste en una lista resumen
de férmulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y
Trigonometria plana. El segundo apéndice consiste en una serie de
tablas numéricas para ser usadas en los cdlculos.

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacién en la
realizacion de su tarea. El profesor Miller ha lefdo el manuscrito com-
pleto cuidadosamente y ha contribuide mucho al valor del libro por sus
ltiles sugestiones y critica constructiva.

CHARLEs H. LEHMANN
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CAPITULO PRIMERO
SISTEMAS DE COORDENADAS

1. Introduccién. EIl objeto de este capitulo es presentar algunos
de los conceptos fundamentales de la Geometria analitica plana.
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen
la base del estudio de la Geometria analitica. En particular, se hard
notar ¢6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometria
elemental por los métodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrard
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras
rectilineas.

2. Segmento rectilineo dirigide. La porcién de una linea recta
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilineo o
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman eziremos del seg-

A B

Fig. 1

mento. Asf, en la figura 1, para la recta I, AB es un segmento
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre-

senta por AB.
El lector ya estd familiarizado con el concepto geométrico de

segmento rectilineo. Para los fines de la Geometria analitica afia— ’
diremos, al concepto geométrico de segmento, la idea de senlido o

direccién. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta I de A
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB estd dirigido de
A a B, e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1.
En este caso, el punto A se llama origen o punfo inicial y el punto B
extremo o punio final. Podemos también obtener el mismo segmento

Lehwann. — 1.

"y
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dirigiéndolo de B a A ; entonces B esel origen y A el extremo, y el
segmento se designa por BA. El sentido de un segmento dirigido se
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial.

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, las longitudes
de los segmentos dirigidos, AB y BA, son las mismas. En Geome-
tria analitica, sin embargo, se hace una distincién entre los signos de
estas longitudes. Asf, especificamos, arbitrariamente, que un seg-
mento dirigido en un sentido serd considerado de longitud positiva,
mientras que otro, dirigido en sentido opuesto, serd considerado
como un segmento de longitud negativa. De acuerdo con esto, si
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi-
tiva, entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa,
y escribimos . o

AB= —BA. @

Consideremos ahora tres puntos distintos A, B y C sobre una
linea recta cuya direceién positiva es de izquierda a derecha. Hay

_A_Cc B c A B A B C_
@ (v (c)
B C A_ C B A_ B A C_
@ (e) (f)
Fig. 2

31 = 6 ordenaciones posibles de estos puntos, como se muestra cn la
figura 2. Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes
positivas, tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a
estas ordenaciones :

AC + CB = AB, (a)
CA + AB =CB, )
AB + BC = AC, (c)
BC + CA = B4, (@
CB + BA = C4, ()
BA + AC = BC . ()

Demostraremos en seguida que todas estas relaciones estdn inclui-
das en la relacién fundamental:

AB + BC = AC. (2)
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En efecto, por (1), CB = — BC, de manera que la relacién (a)
puede escribirse . ‘
AC — BC = AB,
de donde, pasando — BC al segundo miembro, obtenemos (2).

Andlogamente, por ser CA=—-AC y CB = —BC por (1), la
relacién (b) se convierte en

—AC +AB = — BC,
en donde, por transposicién, obtenemos también (2). La relacién

(c) estd ya en la forma (2). Como anteriormente, usando (1),
vemos que (d), (e} y (f) se reducen cada una a (2).

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos
introducido los conceptos de direccién y signo con respecto a los
segmentos rectilineos. Ahora vamos a dar un paso més introduciendo
la idea de correspondencia entre un punto geométrico y un nimero

P’ P, 0o 4 P P
X— — —~+ ' 4 >
(') (x,) (o) (1 (z,) (=)

Fig. 3

real. Consideremos (fig. 3) una recta X’X cuya direccién positiva
es de izquierda a derecha, y sea O un punto fijo sobre esta linea.
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es
un punto de X’X distinto de O y situado a su derecha, la longitud
0OA puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto
cualquiera de X’X situado a la derecha de O y tal que el segmento
dirigido OP, de longitud positiva, contiene z veces a la unidad adop-
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde al
ntimero posifivo x. Andlogamente, si P/ es un punto cualquiera
de X’X situado a la fzquierda de O y tal que el segmento dirigido
OP’ tenga una longitud negativa de 2’ unidades, entonces diremos
que ¢l punto P’ corresponde al nimero megativo x'. De esta manera,
cualquier nimero real z puede representarse por un punto P sobre la
recta X’X . Y reciprocamente, cualquier punto dado P situado
sobre la recta X’ X representa un ntimero real £, cuyo valor numérico
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o
negativo segin que P esté a la derecha o a la izquierda de O.

De acuerdo con esto, hemos construido un esquema por medio del
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntos de una
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recta y los ndmeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde—
nado. En el caso particular considerado, como todos los puntos estin
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o
ststema coordenado lineal. Refiriéndonos a la figura 3, la recta X’'X
se llama eje y el punto O es el origen del sistema coordenado lineal.
El nimero real z correspondiente al punto P se llama coordenada del
punto P y se representa por (z). Evidentemente, de acuerdo con
las convenciones adoptadas, el origen O tiene por coordenada (0) y
el punto A tiene por coordenada (1). El punto P con su coordenada
(z) es la representacién geoméirica o grdfica del nimero real », y la
coordenada (z) es la representacién analftica del punto P. Ordina-
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos, tal como
sigue : P(z).

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por
el sistema coordenado lineal es tnica. Es decir, a cada nimero
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje, y a cada punto
del eje correspode uno y solamente un mimero real.

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos
puntos dados cualesquiera, tales como Pi(z1) y Pa(z:) de la figura 3.
En Geometria analitica, se dice que los puntos estdn dados cuando se
conocen sus coordenadas. Por tanto, z1 y z2 son niimeros conocidos.
Por la relacién (2) del Articulo 2, tenemos:

OP1 + P P, = OP;.
Pero,m= Ty OP: =z, Luego,

T+ PiPy =22,
de donde,
PiP; =2, — @,

La longitud del segmento dirigido P:P:, obtenida de P,P: por me-
dio de la relacién (1) del Articulo 2, es

P3P =21 — 2.

En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto
final. Este resultado se enuncia como sigue :

Trorema 1. En un sistema coordenado lineal, la longitud del seg-
menlo diinaido que une dos punlos dados se obtiene, en magnitud y signo,
restando la voordenada del origen de la coordenada del exiremo.
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La distancia entre dos puntos se define como el valor numérico o
valor absoluto de la longitud del segmento rectilineo que une esos dos
puntos. Si representamos la distancia por d, podemos eseribir :

d=|P1PzI=|xz—x1|,
o también,
d=|P2,P1|=|zn—xz|.

Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos P;(5) y P2(-3).
Solucién. Por el teorema 1, las longitudes de los segmentos dirigidos son
P,P;=-3—-5=-38
PaP =5~(—3)=8

Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia estd
dada por
d=]—-8|=|8|=8

4. Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado
lineal , euyos puntos estdn restringidos a estar sobre una recta, el eje,
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi-
gacién analitica de propiedades geométricas. Asi, por ejemplo, es
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia .
Para extender la utilidad del método analitico, consideraremos ahora
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas
direcciones manteniéndose siempre en un plano. Este se llama sistema
coordenado-bidimensional o plano, y es el sistema coordenado usado
en la Geometria anpalitica plana.

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y,
ademds, el mis importante, es el sistema coordenado rectangular,
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono-
metria. Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos rectas
dirigidas X’X y Y'Y, llamadas ejes de coordenadas, perpendiculares
entre si. La recta X’X se llama eje X; Y'Y esel ¢je ¥; ysu punto
de interseccién O, el origen. Estos ejes coordenados dividen al plano
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tal como se indica
en la figura 4. La direccién positiva dél eje X es hacia la derecha ; la
direccién positiva del eje ¥, hacia arriba.

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema
rectangular. En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB
perpendicular al eje Y. La longitud del segmento dirigido OA se
representa por £ y se llama abscisa de P; la longitud del segmento
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P. Los dos
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ntimeros reales, 2 y ¥, se llaman coordenadas de P y se representan
por (z, y). Las abscisas medidas sobre el eje X ala derecha de O
son positivas.y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas
sobre Y arriba de O son positivas y abajo son negativag. Los signos
de las coordenadas en los euatro cuadrantes estdn indicados en ls
figura 4.

Es evidente que a cada punto P del plano coordenado le corres—
ponden uno y solamente un par de coordenadas (z, y). Reefproca—

Y
A
II (-.+) I(+,+)
B ————— ?P(xyy)
|
|
i
X ) 1 > X
I (-,~) IV (4,
N Y'
Fig. 4

mente , un par de coordenadas (x, y) cualesquiera determina uno y
solamente un punto en el plano eoordenado.

Dadas las coordenadas (2, y), z # y, quedan determinados
dos puntos, uno de coordenadas (r, y) y otro de ecoordenadas (¥, x)
que son diferentes. De aquf que sea importante escribir las coordena—
des en su propio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la
ordenada en el segundo. Por esta razén un par de coordenadas en el
plano se llama un par ordenado de nimeros reales. En vista de nues-
tra discusién anterior, podemos decir que el sistema coordenado rectan—
gular en el plano esiablece una correspondencia biunfvoca enire cada punto
del plano y un par ordenado de nimeros reales.

La localizacién de un punto.por medio de sus coordenadas se llama
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (—5, — 6},
sefialaremos primero el punto 4, sobre el eje X, que estd 5 unidades
a la izquierda de O; después, a partir de A, sobre una paralela al
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eje Y, mediremos seis unidades hacia abajo del eje X, obteniendo asi
al punto P(— 5, — 6). La construccidn estd indicada en la figura 5,
en la que se han trazado también los puntos (2, 6), (—6, 4) ¥
(4, —2).

El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas
paralelas a los ejes coordenados. La figura 5 es un modelo de papel

Y
A

(2,6)

YI
Fig. 5

de esta clase. Se recomienda 2l estudiante el empleo de papel coorde-
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud.

St consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son
cero, veremos que todos ellos estin sobre el eje X, y el sistema coor—
denado plano se reduce al sistema coordenado lineal. Por lo tanto, el
sistema coordenado lineal es, simplemente, un caso especial del siste-
ma plano.

Otro sistema plano que tendremos ocasién de usar es el sistema de
coordenadas polares. Las coordenadas polares se estudiardn més ade—
lante en un capitulo especial.

El lector deberi observar que en los sistemas coordenados que han
sido estudiados, se establece una correspondencia entre los puntos y el
conjunto de los nimeros reales. No se ha hecho mencién de los niime-
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no
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especifican nada para los nimeros complejos, no consideraremos tales
niimeros en nuestro estudio de la Geometria analftica .

Ejemplo. Un tridAngulo equilitero OAB cuyo lado tiene una longitud a

esti colocado de tal manera que el vértice O estd en el origen, el vértice A estd

: sobre el eje de las X y a la derecha

Y de O, y el vértice B estd arriba del

eje X. Hallar las coordenadas de los

vértices A y B y el drea del tridn-
gulo.

Solucién., Con referencia a los
ejes coordenados, el tridngulo estd en
la posicién indicada en la figura 6.
Como OA = g, la abscisa del punto
A es g. También, por estar A sobre
¢ X el eje de las X, su ordenada es 0.

0 C A Por tanto, las coordenadas del vérti-

, ce A son (a, 0).
Y Si trazamos la altura BC, per-
Fig. 6 pendicular al lado OA, sabemos, por
la Geometria elemental, que C es el

punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es %. Como BC es paralela

al eje Y, la abscisa del punto B es también '%' La ordenada de B se obtiene
ahora muy ficilmente por el teorema de Pitdgoras; dicha ordenada es

BC = v/ﬁz—c':a2=\/az-(a 2. V3,

P 2

Las coordenadas del vértice B son, pues, (—;—. # a) .
El 4rea del tridngulo (Apéndice IA, 1) es

1 V3, V3.,
K——Z-a.-z—a -—4—a.

EJERCICIOS. Grupo 1

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1, Si Ay B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que
AB+BA =0y AA =BB =0.

2. Demostrar que las relaciones (d), (e) y (f) son casos particulares de la
relacién (2) del Articulo 2.
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3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta
dirigida, demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos
sobre la recta, se verifica la igualdad

AB+ BC+CD = AD.
4. Hallar 1a distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (—5) y
©); Oy (=-7): (-8 vy (-12).

6. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2),
hallar el otro punto. (Dos casos.)

6. En un sistema coordenado lineal, P1(x1) y P2(xz) son los puntos
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (x) de

un punto P que divide a P, P3 enlarazén dadar =P, P : P P, es

x1+ rxa

x = l+r,r7é—-l.

7. Haciendo r = 1 en la férmula obtenida en el ejercicio 6, demostrar que
la coordenada del punto medio de un segmento rectilineo es la media aritmética
de las coordenadas de sus puntos extremos.

8, Hallar los puntos de triseccién y el punto medio del segmento dirigido
cuyos extremos son los puntos (—7) y (-~ 19},

9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (— 8) y su puato
medio es (3). Hallar la coordenada del otro extremo.
10, Los extremosde un segmento dirigido son los puntos P, (4) y Pa(—2).
Hallar la razén PP : PP en que el punto P (7) divide a este segmento.
11. Un cuadrado, de lado igual a 2 a. tiene su centro en el origen y sus

lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro
vértices.

12. Tres vértices de un rectingulo son los puntos (2, — 1), (7, —1) y
(7, 3). Hallar el cuarto vértice y el drea del rectingulo.

13. Los vértices de un tridngulo rectingulo son los puntos (1, —2),
(4, —2), (4, 2). Determinar las longitudes de Jos catetos. y después calcular
el irea del tridngulo y la longitud de la hipotenusa.

14. En el tridngulo rectingulo del ejercicio 13, determinar primero los
puatos medios de los catetos y, después, el punto medio de la hipotenusa.

156, Hallar 1a distancia del origen al punto (a, b).
16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0) y (0, —38).

17. Los vértices de un cuadrilatero son los puntos (1. 3), (7, 3), (9, 8)
y (3. 8). Demostrar que el cuadrilitero es un paralelogramo y calcular su érea.

18. Dos de los vértices de un tridngulo equilitero son los puatos (—1, 1)
y (3, 1). Hallar las coordenadas del tercer vértice. (Dos casos.)
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19, Demostrar que los puntos (—5, 0), (0, 2) y (0, —2) sonlos vér-
tices de un triingulo isésceles, ¥y calcular su drea.

20. Demostrar que los puntos (0, 0), (3, 4), (8, 4) y (5. 0) son los
vértices de un tcmubo, y calcular su drea.

5. Caracter de la Geometria analitica. La Geometria elemental,

conocida ya del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del
presente estudio. Acabamos de ver que por:medio de un sistema
coordenado es posible obtener una correspondencia biunivoca entre
puntos y nimeros reales. Esto, como veremos, nos permitiri apliear
los métodos del Andlisis a la Geometrfa, y de ahf el nombre de Geo—
metrie analitica. Al ir avanzando en nuestro estudio veremos, por
ejemplo, cémo pueden usarse, ventajosamente, los métodos alge-
braicos en la resolucién de problemas geométricos. Reefprocamente
los métodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener
una representacién geométrica de las ecuaciones y de las relaciones
funcionales.
P de sistema coordenado, que caracteriza a la Geome-
tria analitica , fué introducido por primera vez en 1637 por el matema-
tico francés René Descartes (1596-1650). Por esta razén, la Geome-
trfa analitica se conoce también con el nombre de Geometria cartesiana.
Por la parte que toma en la unificacién de las diversas ramas de las
mateméticas, la introduccién de la Geometria analftica representa
uno de los adelantos mds importantes en el desarrollo de las mate-
miticas. ‘

En Geometria pura, el estudiante recordari que, generalmente,
era necesario aplicar un método especial o un artificio, a la solucién de
cada problema ; en Geometria analitica, por el contrario, una gran
variedad de problemas se pueden resolver muy ficilmente por medio de
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde-
nado. El estudiante debe tener siempre presente que est4 siguiendo un
curso de Geometria analftica y que la solucién de un problema geomé-
trico no se ha efectuado por Geometria analftica si no se ha empleado
un sistema coordenado. Segin esto, un buen plan para comenzar la
solucién de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los
primeros pasos de la Geometria analitica, porque un defecto muy
comtn del principiante es que si el problema que trata de resolver
se le dificulta, est4d propenso a ecaer en los métodos de la Geome-
tria pura. El estudiante deberi hacer un esfuerzo para evitar esta
tendencia y para adquirir el método y espiritu analitico lo més pronto

il
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pi(zi, y1) y Pa(ze, y2)
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7). Vamos a determinar la dis-
tancia d entre P1 y P2, siendo d = [I—’x—P_al Por P, P; tracemos las
perpendiculares P1 A y P: D a ambos ejes coordenados, como se in-
dica en la figura, y sea E su punto de interseccién. Consideremos el
tridngulo rectdngulo P: EP2. Por el teorema de Pitdgoras, tenemos :

d*= P. P’ = P, E® + EP,". 1)

o
-—a
s

Po(ws,y,) D

Y’
Fig. 7
Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde-

nados son A (z1, 0), B(0, ), C(xz, 0), D(0, y2). Luego, por el
teorema'l (Art. 3) tenemos

P,E=CA =11 —m, Eﬁ=D—B=y1——yz.
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos

@ ={(m— )+ (1 — y2)?,
de donde,

d=V(t1— o)+ 1 — y2)t.
Este resultado se enuncia como sigue :

TeoreMA 2. La distancia d entre dos puntos P.(x1, y1) y Pa(xs, y2)
esld dada por la férmula

d= VvV x — x2) + (y1 — y2)2.

NoOTAS. 1. En la demostracién del teorema 2, no se hizo mencién de los
cuadrantes en que se encuentran os puntos P; y P;. Segin esto el resultado
del teorema 2 es completamente general e independiente d. la situacién de los
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puntos P; vy Pz. La posicién de un punto en un cuadrante particular estd
determinada por los signos de sus coordenadas.

2. La distancia d es positiva, siendo P; P; el valor numérico o absoluto

de la longitud del segmento rectili-

4 neo. Por esta razdn no aparece en la

. férmula ninglin signo delante del ra-

Py 3v3,3V8) dical. Debe entcnderse, por conve-

nio, que si no aparece ningdn signo

P1(3,3) delante de .la raiz cuadr.ada in_dicada

de una cantidad, se considera siempre

que se trata del valor positivo. Si se

x' —» X debe tomar la raiz cuadrada negativa,

debe aparecer el signo menos delante

del radical. Asi, el valor positivo de

la raiz cuadrada de una cantidad a se
Pz(_3;—3) — .
expresa pot V a, el valor negativo
Y’ por — Va, y ambos valores, el po-
Fig. 8 sitivo y el negativo por = v a.

Ejemplo. Demostrar que los puntos
P1(3, 3), P2(—3, —3), Ps(=3+V3, 3V3)

son vértices de un tridngulo equilatero.

Solucién. E! tridngulo del problema es el indicado en la figura 8. Por el
teorema 2, tenemos:

|PiP: | =VEB+H T+ B+ =6V7Z,

| PePs|l = V(-3+3V3)+ (-3 -3V3)?
=vV0O-18vV3I+27)+ O+18v3+127)
=v3%+36=06V2,

| PaP1| =V (=3V3-3)2+ BV3I-3)=06v2.

Luego el tridngulo es equilitero, ya que todos sus lados son de igual longitud.

7. Division de un segmento en una razén dada.

TeorREMA 3. 8¢ Pi(x1, y1) y P:(x2, y2) son los extremos de un
segmento P1 P, las coordenadas (x,y) de un punio P gue divide a este

segmento en la razén dada r= P1 P : PP; son

x=x1-l-er o trys

14r’ Y5 1+ r=—1

DemosTraciéN., Por los puntos Pi, P, P:, tracemos perpen—
diculares a los ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9.
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Por Geometria elemental , las tres rectas paralelas Py A1, PAy P: A
interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales
PiP; y Ay A:. Por tanto, podemos escribir

PP - Ai1A

PP:  AA;

0y

Tas coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son
A;(x;, 0), A(x, 0), Az(:‘bz, 0).

Por tanto, por el teorema 1, del Y
Artfculo 3, tenemos 1‘
AA=z—um, BzL'"""“'—_"le(xz,yz)
AAds = 20 — . =
B| i
Sustituyendo estos valores en !
(1), obtenemos B, i !
=I—z “ | l I
Cze—z’ X — I X
o A A A
de donde, 1 :
YI
_ ot 1
=qFr T Fig. 9

Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos

T=P—1P_E§=y—y1
PP, BB: ¥V—Y’

(2)

de donde,
y = 7+ Ty

1+r° 7L

En el caso particular en que P es el punto medio del segmento
dirigido P1 Pz, es r = 1, de manera que los resultados anteriores se
reducen a

_ it 2 _ Nty
T="mp— Y="o .
Segin esto tenemos el siguiente

Cororarto. Las coordenadas del punto medio de un segmento diri—
gido cuyos puntos extremos son (X1, y1) y (X2, y2) son

X=___Xl';'X2, y=——-——y1;‘-y2
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NoTAs. 1. En Geometria elemental, las relaciones (1) y (2) se escriben
sin considerar el signo. En Geometria analitica, en cambio, las razones deben
ser consideradas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos
dirigidos.

2. Al usar las féormulas del teorema 3, debe cuidarse de que la sustitucidn de
las coordenadas sea correcta. Por esta razén, frecuentemente es preferible no
sustituir en estas férmulas sino escribir directamente los valores de las razones,
tal como los dan las férmulas (1) y (2). Esto se muestra en el ejemplo que
damos a continuacién.

3. Siel punto de divisién P es externo al segmento dirigido P, P3, la razén
r es negativa.

Y

A P
Pz (I; y)
(4,6)

P
-4,2)
X" 0 X
'Yl
Fig. 10

Ejemplo. SiP;(—4, 2) vy P;(4, 6) son los puntos extremos del segmento
dirigido P, P3, hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide a este

segmento en la razén P, P: PPy = — 3.

Solucién. Como la razén r es negativa. el punto de divisién P es externo,
tal como se indica en la figura 10, Si aplicamos el teorema 3 directamente,
obtenemos

_x1+rx3_ —44+(=-3)4 =8,

X = =

14+ 1-3

yitryz_ 2+(=3)6 _ g

VST, I—3

Si, como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones ditectamen-
te, obtenemos también '

P, P x—-(—4)
r = =—4—5 =—3 dedonde, x =38;
PP,

P, P | —2
r=-—l—n‘g'T;=-3, de donde, y = 8.
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tJERCICIOS. Grupo 2

Dibujese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el perimetro del cuadrilitero cuyos vértices son (— 3, —1),
0.3, G4, 4 —D.

2. Demostrar que los puntos (—2, —1), (2.2), (5. —2), son los
vértices de un tridngulo isdsceles.

3. Demostrar que los puntos (2, —2), (—8, 4), (5., 3) son los vértices
de un triangulo rectingulo, y hallar su irea.

4. Demostrar que los tres puntos (12, 1), (=3, —2), (2, —= 1) son
colineales, es decir, que estin sobre una misma linea recta.

b. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4, —2) son los
vértices de un cuadrado.

8. Los vértices de un tridngulo son A(3, 8), B2, —1) y C(6, —1).
Si D es el punto medio del lado BC, calcular la longitud de la mediana AD.

7. Demostrar que los cuatro puntos (1, 1), (3, 5), (ll.6), (9 2)
son los vértices de un paralelogramo.

8. Calcular el 3rea del tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(1, 2), (3, —4). Sugestién. Usese la segunda férmula del Apéndice IA, 1.

9. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto
(3, —2). Silaabscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu-
ciones.)

10. Determinar la ecuacidén algebraica que expresa el hecho de que el punto
(x, y) equidista de los dos puntos (— 3, 5), (7, —9).

11. Hallar los puntos de triseccién y el punto medio del segmento cuyos
extremos son los puntos (— 2, 3) y (6, —3).

12. Los puntos extremos de un segmento son P;(2, 4) y P3(8. — 4).
Hallar el punto P (x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que

PzPIPP1=—2,

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8), y su
punto medio es (4, 3). Hallar el otro extremo.

14. Losextremos de un segmento son los puntos P1(7, 4) y Po(—1, —4).
Hallar 1a razén P; P : PP; en que el punto P (1, — 2) divide al segmento.

16. Los puntos medios de los lados de un tridngulo son (2, 5), (4, 2) y
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vértices.

16. Los vértices de un tridngulo son A(—1.3), B3, 5) vy C(Z, - 1).
Si D esel punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos-
trar que la longitud del segmento DE esla mitad de la longitud del'lado AC.

17. En el tridngulo rectingulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio
de la hipotenusa equidista de los tres vértices.
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18. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios de los lados
sucesivos del cuadrildtero del ejercicio 1 forman un paralelogramo.

19. Los vértices de un tridngulo son (2, —1), (—4, 7), (8, 0). Hallar,
para cada una de lag medianas, ¢l punto de triseccién mas cercano al punto medio
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este
punto se llama baricentro del triangulo.

20. En el tridingulo cuyos vértices son (xi, y1). (x2. yz), (x3 y3).
demostrar que las coordenadas del baricentro son

(U8lxr 4+ x3+ xal. Wlys + y2+ysl).

Utilizar este resultado pata comprobar el ejercicio 19.

8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos
pares de 4ngulos opuestos por el vértice (fig. 11). Por tanto, la ex—

presién ‘ ‘el dngulo comprendido entre dos rectas’’ es ambigua, ya
8 L
a
Y
ly
Fig. 11

que tal 4ogulo puede ser el a o bien su suplemento ¢l §. Para hacer
una distincién entre estos dos 4ngulos, consideramos que las rectas
estan dirigidas y luego establecemos la siguiente

Drrinicién.  Se llama dngulo de dos rectas dirigidas al formado
por los dos lados que se alejan del vértice.

Asi, por ejemplo, segin esta definicidn, el ingulo que forman las rectas
dirigidas !, y Iz (fig. 11) esel 4ngulo «. Sin embargo, si la direccién de una
de estas rectas, digamos /3, se invierte, el ingulo formado por las dos rectas es
el dngulo suplementario B.

Si !y ¥ I3 son paralelas, diremos que el 4ngulo comprendido entre ellas es de
0° cuando tienen la misma direccién, y de 180° cuando tienen direcciones
opuestas.

NOTA. En la figura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el
dngulo y = 360° — « también, segiin la definicién 1, es el ingulo de las rectas
[1 y [a. Estedngulo y > 180° se llama dngulo céncavo. Siempre que hablemos
de dngulo de dos rectas, sdlo consideraremos sngulos < 180°.
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Derinicién 2. Se llama dngulo de inclinacién de una recta ei
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando ésta se
considera dirigida hacia arriba .

Asi, de acuerdo con las definiciones 1 y 2, el 4ngulo de inclinacién
de la recta ! (fig. 12) es a, y el de I’ es a’. Evidentemente, a
piede tener cualquier valor comprendido entre 0° y 180°; es decir,
su iatervalo de variacién estd dado por

0° < a<180°. (1)

Para la mayor parte de los problemas de Geometrfa analftica, em—
plearemos més la tangente del dngulo de inclinacién que el dngulo
mismo. Segin esto :

DEerinicién 3. Se llama pen—
dienle o coeficiente angular de una
recta a la tangente de su angulo de
inclinacién .

La pendiente de una recta se
designa cominmente por la letra m. N '\a
Por tanto, podemos escribir X" \ ) / >X

v ¢ !

m=tga. (2)

Por (1) y (2) se ve que la pen— Y’
diente puede tomar todos los valores Fig. 12
reales. Si a es agudo, la pendiente
es positiva, como para la recta ! en la figura 12; si o’ es obtuso,
como para la recta 1/, la pendiente es negativa. Cualquier recta que
coincida o sea paralela al eje Y seri perpendicular al eje X, y su
dngulo de inclinacién serd de 90°. Como tg 90° no estd definida,
la pendiente de una recta paralela al eje Y no existe. Podemos
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al ¢je X no
tiene pendiente. El estudiante recordara, probablemente, la igualdad
tg 90° = o , cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente
ya que o no es un nimero. Esta igualdad es una manera simbdlica
de expresar que, a medida que el 4ngulo o se aproxima mds y més
a 90°, tg a se hace y permanece mayor que cualquier nlimero positivo
por grande que se suponga.

TeorEMA 4. Si Pi(x1, y1) y P2(xs, y2) son dos puntos diferentes
cualesquiera de una recta, la pendiente de la recta vs

y1— s

m = )
X1 — Xa

X1 # X1. (3)

Lehoman. — 2.
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DemosTraCI6N. Consideremos. la recta PiP; de la figura 13,
determinada por los puntos P1 y Pz, y sea a su dngulo de inclina—
cibn. Por Pi1 y P: tracemos las perpendiculares P1A4: y P: A: al
eje X, y por P: tracemos una paralela al eje X que corte a P; 4x
en B. El 4ngulo P1P: B = a, y, por Trigonometria, tendremos

[

B P,
m = t, = . 4
8T PB )
Y
f
|
|
]
]
i :B
| i
1 |
] ]
! |
{ 1
] |
X ] f
/ O Az Al 'X
Yl
Fig. 13

Las coordenadas de los puntos A1, As y B son Ai(z), 0), Az(z2, 0)
y B(z1, y1). Por tanto, por el teorema 1, Art. 3, tenemos

B—P1=y1-—yz, P2B=A2A1=:L‘1—:L‘2.

Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos lo que se querfa de-
mostrar,

NoTAs. 1. El valor de m dado por la férmula (3) no estid definido anali-
ticamente para x) = x3. En este caso, ]a interpretacién geométrica es que una
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al
eje Y y, por tanto, como se anotd anteriormente, no tiene pendiente.

2. Elorden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia,
yaque Y2~ Yl o, U1 Y3 E{ estudiante debe evitar, en cambio, el error muy

X2 ~— X1 X1 — X3
frecuente de tomar las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario,
ya que esto cambia el signo de m.
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el dngulo de inclinacién de 1a recta que pasa
por los puntos (1. 6), (5, —2).
So.ucién. Esta recta se muestra en la figura 14, Por el teorema 4 tenemos,
pata la pendiente,
6= _ 8
1—-5 —4
De 1a tabla B del Apéndice II tenemos, para dngulo de inclinacién,

a = arc tg (— 2) = 11634,
Y

= —2.

m

\A
(1,6)
(s 4
X' 9 -X
(5,~2)
Y
Fig. 14

9. Significado de la frase “‘condicién necesaria y suficiente”. En
este articulo nos apartaremos momentdneamente de nuestro estudio de
la Geometria analitica para considerar el significado de una expresién
que se presenta frecuentemente en Mateméticas. La expresién par-
ticular a que nos referimos es ‘ ‘ una condicién necesaria y suficiente ’’.
Veamos primero su significado con un ejemplo.

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometria ele-
mental :

Si un triangulo es isdsceles, los 4ngulos opuestos a los lados iguales
son iguales.

Este teorema establece que si un tridngulo es isésceles necesa—
riamente se verifica que los 4ngulos opuestos a los lados iguales son
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos dngulos
iguales es una condictén necesaria para que el triéngulo sea isésceles.
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Pero el rectproco de este teorema también es verdadero, a saber:

Si dos dngulos de un tridngulo son igusales, los lados opuestos a
estos 4ngulos son también iguales, y el trifngulo es 1s6sceles.

Este teorema establece que la existencia de dos dngulos iguales es
suficiente para que un tridngulo sea is6sceles. De ahi deducimos que la
existencia de dos dngulos iguales es una condicién suficienle para que
el tridngulo sea isdsceles.

Podemos entonces combinar ambos teoremas, directo y reciproco,
en el siguiente enunciado tnico :

Una condicién necesaria y sufictente para que un tridngulo sea 1sés—
celes es que dos de sus 4ngulos sean 1gua1e<x

Una frase de uso frecuente en lugar de ‘ ‘ una condicién necesaria y
suficiente’’ es ‘‘si y solamente si’’. Asi el enunciado precedente
puede escribirse :

Un tridngulo es isésceles st y solamente 8¢ dos de sus 4ngulos son
iguales.

De una manera méis general, si la hip6tesis A de un teorema
implica la verdad de una tesis B, entonces B es una condicién nece-
saria para A. Por otra parte, si, reciprocamente, B implica la
verdad de A, entonces B es una condicidn suficiente para A

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condicién puede ser
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un
tridngulo sea equildtero, es mecesario que sea isésceles ; pero la condi-
¢ién no es suficiente, ya que un tridngulo puede ser isésceles sin ser
equilatero .

Puede haber mas de una condicién necesaria y suficiente para la
verdad de un teorema. Asf, una condicién necesaria y suficiente para
que un tridngulo sea equildtero es que sea equidngulo. Y otra condi-
cién necesaria y suficiente para que un tridngulo sea equildtero es la
igualdad de sus tres alturas. .

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome-—
tria analftica, tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones
necesarias y suﬁclentes de naturaleza. analftica para diversas propieda—
des geométricas.

10. Angulo de dos rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas
I y I,. Sea C supunto de interseccién y A y B los puntos en que
cortan al eje X. Sean 6, y 62 los dos 4dngulos suplementarios que
forman. Cada uno de estos &ngulos, 61 y 62, se miden, tal como
indican las flechas curvadas, en sentido contrario al de las maneczllas
de un reloj, o sea, en sentido positivo , como en Trigonometria. La
recta a partir de la cual se mide el 4ngulo se llama recte tnicial;
la recta hacia la cual se dirige el 4ngulo se llama recta final. Las
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inicial
y pendiente final, respectivamente.

Designemos por a1 el 4ngulo de inclinacién de la recta I; y por ma
la pendiente ; para la recta 2, sean a2 y mz el 4ngulo de inclinacién
v la pendiente, respectivamente. Para el dngulo 6, la recta inicial
es 1, la pendiente inicial es m1, la recta final es I» y la pendiente
final es mq; para el dngulo 6., la recta y la pendiente iniciales, y la

Fig. 15

recta y pendiente finales, estdn dadas por L, me, i y m1, respecti-
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los 4ngulos 6, y 62
cuando se conocen las pendientes mu y m: de los lados que forman
estos dngulos.

Por Geometria elemental, un dngulo exterior de un tridngulo es
igual 2 la suma de los dos 4ngules interiores opuestos. Por tanto, en
el tridngulo ABC, siendo 8, = dngulo ACB, tendremos:

az= o+ 01,
o sea,
01 = oy — ax. : (1)

Tomando las tangentes de ambos miembros de {1), tenemos (Apén-
dice IC, 6)

o en (2)

e 01=1+tgaztga1'
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Pero mi = tg a; y me = tg az. Luego, de (2),

_7n2— mi (3)

tg 61 = 1+ mam

Para el tridngulo ABC, con 62 por 5ngulo exterior, tenemos

02 = a; + (180° — a2).

Tomando tangentes de ambos miembros, obtenemos (Apéndice IC,
6y3)

tg a1 + tg (180° — a2) tg a1 — tg a2

tg G2 = =217 B8

1 —tgaitg 180° —a2) 14tgoartgas’

de donde obtenemos el resultado busecado :

miy —— Ma
tgoz—l-i-mlma' (4)
Comparando (3) y (4), vemos que solamente difieren en el signo,
lo cual era de esperarse, ya que 61 y 62 son 4ngulos suplementarios.
Para calcular un dngulo especificado es esencial saber si se debe usar
la férmula (3) ola (4), es decir, debemos tener la seguridad de que
estamos calculando un 4ngulo particular o su suplemento. Esto se
resuelve muy sencillamente si observamos que, en ambos resultados , el
numerador se obtiene resiando la pendienie inicial de la pendiente final.
De acuerdo con esto tenemos el siguiente
TeoOREMA 5. Un dngulo especificado 6 formado por dos rectas estd
dado por la férmula
msa — m

THmmg? ™™=~ ®

tg 6 =
en donde m1 es la pendiente inicial y ms la pendienie final correspon—
diente al dngulo 6.

NoTA. Si mimz = —1, tg 8 no esti definida por la férmula (5). Este
caso serd considerado mas adelante en el corolario 2.

Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y
perpendicularidad de dos rectas, conocidas sus pendientes.

En efecto, segilin vimos en el Articulo 8, si dos rectas son parale—
las, el 4ngulo formado por ellas es 0° 6 180°. En cualquiera de los
dos casos, la férmula (5) se reduce a

me — M

0= 14+ mime

de donde , m: = mz; es decir, las pendientes son iguales.
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Recfprocamente , si m:1 = mz, (5) se reduce a
tgd =0,

de donde se deduce que ¢ esigual a 0° 6 180°, y, en consecuencia,
los rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Articulo 9, una
condicién necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es
que sus pendientes sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro-
lario de gran importancia prictica :

CoroLaRIO 1. La condicién necesaria y suficiente para que dos
rectas sean paralelas es que sus pendientes sean iguales.

Si dos rectas son perpendiculares, el 4ogulo comprendido entre ellas
es de 90°. En este caso, como no puede usarse la relacién (5) para
hallar el valor de @, escribiremos (5) en la forma

ctgd = ———. (6)

Como ctg 90° = 0, para que la fraccién sea cero debe anularse el
numerador, es decir,

0=14+mma,
de donde, mims = — 1,
Reciprocamente, si mim: = — 1, la f6rmula (6) se anula y, por
lo tanto,
ctg d = 0,

de donde, § =90°, y las rectas son perpendiculares. Segin esto
tenemos el .

Cororario 2. La condicién necesaria y suficiente para que dos
rectas sean perpendiculares enire sf, es que el producto de sus pendientes
sea iguala — 1.

NOTA. El corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi-
valente: Dos rectas son perpendiculares entre si si la pendiente de una de las
rectas es reciproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, mas
brevemente, si las pendientes son negativamente reciprocas.

Ejemplo. Hallar el dngulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son
A(-2, 1), B(l,5), Cc(0,7) yD(@, 3).

Solucién. E! primer paso es indicar la direccién positiva del dngulo que se
busca que, en este caso, es el dngulo C de la figura 16. Entonces el lade BC da
la pendiente inicial m; y el lado CD la pendieate final ma.

Por el teorema 4 del Articulo 8 tenemos para las pendientes

7—5 2 7—3
ma =

-1 79 0 -7

=4
3



24 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Después, por el teorema 5, tenemos

4_2
3779 36-6 _ 6
tgc_14.i.1=‘z7+8‘7'
3°9

de donde, C = 40° 3¢/,

A(-2,1)
X 0 X

Fig. 16

EJERCICIOS. Grupo 3

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Digase el dngulo de inclinacién de cada una de las siguientes rectas diri-
gidas: a) Eleje X. b) Eleje Y. ¢) Una recta paralela al eje X y diri-
gida hacia la derecha. d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la
izquierda.

2. Digasela pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: q¢) EI
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz-
quierda. ¢) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante Il i

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual
¢l dngulo de inclinacién a sea obtuso.

4. Hallar la pendiente y el 4ngulo de inclinacién de la recta que pasa por los
puntos (— 3, 2) vy (7. - 3).

5. Los vértices de up triingulo son los puntos (2, —2)., (-1, 4y
(4. -5). Calcular 1a pendiente de cada uno de sus lados.

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puatos (9, 2), (ll, 6),
{3, 5) vy (1, 1) son vértices de un paralelogramo.

7. Unra recta de pendiente 3 pasa por el punto (3, 2). La abscisa de oito
punto de la recta es 4. Hallar su ordenada.

8. WUna recta de pendiente — 2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos
AyB. Silaordepadade A es3 y la abscisade B es6, icuidles laabscisade A
y cuil la ordenada de B?

9. Tres de los vértices de un paralelogramo son {—1, 4), (1, —1) y
(6, 1). Silaordenada del cuarto vértice es -6, Icudl essu abscisa?
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10. Hallar los éngulos interiores del tridngulo cuyos vértices son los puntos
(—=2.1), 3, 4) vy (5. —2). Comprobar los resultados.

11, Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3), (8, 0) y (4, —2) son vér-
tices de un paralelogramo, y hallar su ingulo obtuso.

12. Demostrar que los puntos (1, 1), (5. 3) y (6. — 4) son vértices de
un tridngulo isdsceles, y hallar uno de los 4ngulos iguales.

—~— 138. Hallar los- ingulos del cuadrilitero cuyos vértices son los puntos
2.5, (7, 3), (6, 1) y (0, 0). Comprobar los resultados.

-—=- 14, Dos rectas se cortan formando un ingulo de 135°, Sabiendo que la recta
final tiene una pendiente de — 3, calcular la pendiente de la recta inicial.

.« 156, Dos rectas se cortan formando un dngulo de 45°. La recta inicial pasa
por los puntos (—2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3, 9) y
porel punto A cuya abscisa es — 2. Hallar {a ordenada de A.

16. Hallar el irea del tridngulo cuyos vértices son A(l, —3), B(3, 3) vy
C(6, — 1) empleando el seno del idngulo BAC. Sugestién. Ver Apéndi-
ce IC, 12,

v-17. Por medio de las pendientes demuéstrese que los tres puntos (6. — 2).
(2, 1) vy (— 2, 4) son colineales.

18, Una recta pasa por los dos puntos (— 2, —3), (4, 1). Si un punto
de abscisa 10 pertenece a la recta, jcual es su ordenada?

19. Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y) que
pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1), (7, 3).

--+~20, Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x, y)
que pertenezca a la recta que pasa por el punto (3, — 1) y que tiene una pen-
diente igual a 4.

21. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) vy (4, 1)
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (—1, 1) y (3, 7).

22. Una recta {, pasa por los puntos (3, 2) y (— 4, — 6), y otra rectals
pasa por el punto (— 7, 1) yel punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs-
cisa del punto A, sabiendo que {; es perpendiculara /g.

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) y (—2, 1) son los
vértices de un tridngulo rectdngulo, y hallar sus 4ngulos agudos.

24. Demostrar que los cuatro puntos (2, 4), (7. 3), (6. —2) y (1, —=1)
son vértices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen
mutuamente en partes iguales. )

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6). (9, 9) y (6, 5) son
vértices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su
punto medio.

11. Demostracién de teoremas geométricos por el método analitico.
Con los resultados obtenidos en este capitulo es posible demostrar muy
facilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por los métodos
de la Geometria analitica. El estudiante comprender4 el alecance de la
Geometria analitica comparando la demostracién analitica de un teo-
rema con la demostracién del mismo teorema dada en Geometria cle-
mental.

En relacién con la demostracién analitica de un teorema, son nece—
sarias ciertas precauciones. Como en la demostracidn se emplea un
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sistema coordenado, es muy util construir la figura de manera que se
facilite la demostracién. Una figura debe colocarse siempre en la
posicién mds simple , es decir, en una posicién tal que las coordenadas
de los puntos de la figura simplifiquen lo més posible los cdlculos
algebraicos. Por ejemplo, en un teorema relativo a un tridngulo
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu-
ra 17 (a), teniendo los vértices las coordenadas que se indican. Pero
es m4s sencillo suponer el tridogulo en la posicién indicada en la
figura 17 (b); en efecto, para esta posicién solamente tenemos tres
cantidades, a, b y ¢, que considerar, mientras que si consideramos

Y ): Y
{c,d)
U oo (0,8)
(e.f) /
{a,b)
., O . O . 0
X X X(O,O) a0 X X(O,O) X
Y’ Y’ Y’
{a) (v (c)
Fig. 17

el tridgngulo dado en la figura 17 (a) serin seis las cantidades que
entrardn en nuestros cidlculos. Una posicién andloga a la dada en la
figura 17 (b) es aquella en que ningin vértice estd en el origen, pero
un vértice estd sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos estdn
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujard las figuras corres—
pondientes a este cago.

_Por afdn de simplificacién no se debe caer, sin embargo, en el
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema
quede restringido. Por ejemplo, las coordenadas para los vértices del
tridngulo de la figura 17 (¢) contienen solamente dos cantidades a y b,
pero csta figura es el caso especial de un tridngulo rectingulo y no
servirfa para la demostracién de un teorema relativo a un tridngulo
cualquiera. También es muy til el usar letras y no niimeros para las
coordenadas de los puntos.

Como primer paso en la demostracién analitica de un teorema, se
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y, después, colocar la
figura en una de las posiciones m4s simples, sin particularizar el teo—
rema, tal como se explic6 en el pirrafo anterior. A continuacién,
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberdn designarse
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi-
miento a seguir después de esto depende de la propiedad o propiedades
particulares que van a demostrarse y se comprenderd mejor por medio
de ejemplos.

Ejemplo 1. Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrildtero forman un paralelo-
gramo.

Y
h
Ble,d)
E
Ala,b)
P
D
0
X" >
(0,0) G Cle,0) X
YI
Fig. 18

Demostracién. Una de las posiciones mdis simples para un cuadrilitero
cualquiera es la mostrada en la figura 18, Sean D. E. F y G los puntos me-
dios de los lados sucesivos del cuadrilitero OABC. Tenemos que demostrar
que el cuadrilitero DEFG es un paralelogramo. Esto sugiere la obtencién de
las pendientes de los lados de DEFG. Estas pendientes se obtienen muy ficil-
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D, E, F y G.
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los
lados del cuadrilitero dado. bastara aplicae las férmulas del punto medio de un
segmento. Segiin esto, la obtencidn de las coordenadas sera el puato de partida
de la demostracion.

Por el corolario del teorema 3 del Articulo 7, tenemos, para las coordenadas
de los puntos medios:

D: (0

b
lo
+
lo-
S

o

o

»
~~

g
|
=

2 2
(5 0
o ), e (22 9)
G (U'Z"e, G;O), c sea, _; 0)




28 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Por el teorema 4, Articulo 8, tenemos, para las pendientes de los lados
de DEFG:

b _b+d
Pendiente de DE = 2 2 = .d_;
a _etc ¢
2 2
b+d __d
. 2 2 b
Pendiente de EF—a+C Pl
2 2
%'—0 d
Pendiente de FG = — ==
c+e e c
2 2
%_0 b
Pendiente de GD = =2 .
a_e a-—e
)

Siendo idénticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos,
segtn el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Anilogamente, los lados
EF y DG son paralelos. Por tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y
el teorema estd demostrado.

4
1
C(b,c) Bla+b.c)
, 0
X o
©,0 Ala0) X
Y'
Fig. 19

Ejemplo 2. Demostrar analiticamente que, si las diagonales de un parale-
logramo son perpendiculares entre si, el paralelogramo es un rombo,

Demostracién. Una de las posiciones mis sencillas para un paralelogramo
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vertices
A y C sus coordenadas como estd indicado. Como OABC es un paralelogramo,
el lado BC es paralelo e igual al lado OA. Luego, la ordenada de B esigual a
1a ordenada de C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abscisa de C.
Todo esto lo indicamos analiticamente asignando las coordenadas {a + b, ¢) al
vértice B.
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Por hipétesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica-
mente, por la relacién

de donde,
c2=4qag%~b? yoa =\/b2+c"’.

Pero a esla longitud del lado OA, y, porel teorema 2, Articulo 6, VbZFc?
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de
OABC el paralelogramo es un rombo, como se queria demostrar.

EJERCICIOS. Grupo 4

Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse anali-
ticamente. Para cada ejercicio dibijese una figura colocada, con respecto a los
ejes coordenados, de manera que facilite la demostracidn.

1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes
iguales.

2. Enunciar y démostrar el teorema reciproco del anterior.

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cottan en su punto
medio.

4. EIl segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera
de un tridngulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.

5. El punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectingulo equidista de
los tres vértices.

6. Los dngulos opuestos a los lados iguales de un tridngulo isdsceles son
iguales.

7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6.

8. §Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec-
tangulo.

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un tridngulo isés-
celes son iguales.

10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9.

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vértices opuestos de un
paralelogramo con los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y
paralelos.

12. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma.

13. 'El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos.

14. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo cualquiera es
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales.

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos
de un cuadrilitero cualquiera se bisecan entre si.

16 Lossegmentos que unen los puntos medios de cada doslados contlguos
de un rectingulo forman un rombo,

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti-
guos de un rombo forman un rectingulo.
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18, Losangulos de la base de un trapecio isdsceles son iguales.

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilitero y los
puntos medios de las diagonales son los vértices de un paralelogramo.

20. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema de Pitigoras.

21, El segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual-
quier cuadrilitero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrili-
tero se bisecan entre si.

22. EI segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale-
los de un trapecio biseca a ambas diagonales.

23. La suma de los cuadrados de las -distancias de cualquier punto de un
plano a dos vértices opuestos de cualquier rectingulo es igual a la suma de los
cuadrados de sus distancias a los otros dos vértices.

24, Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 23.

25. Si O, A, By C son los vértices sucesivos de un paralelogramo, y
D y E los puntos medios de los lados AO y BC, respectivamente, los seg-
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC.

12. Resumen de férmulas. A intervalos apropiados el estudiante
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados
obtenidos. £n tales tablas se apreciard a simple vista no solamente las
relaciones importantes sino también algunas analogfas o propiedades
comunes ; también servirdn para reducir a un minimo los resultados
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos & con—
tinuacién un resumen , en forma de tabla, de los principales resultados
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta—
dos claramente definidos en su mente, y, en particular, debe notar
el paralelismo entre la condicién geométrica por una parte y su repre—
sentacién analitica por otra.

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA

Longitud P, P3 de un segmento de recta
dirigido, P31 Pg3, con punto inicial P, y
punto final Pj.

Py P3 coincidiendo con el eje X
Pi(x10), Pa(xa. 0). Py P3 paralelo P,P3 = x3— x1.
aleje X; Py(x1, y). Pa(xs. y), y#O0.

P, P3 coincidiendo con el eje Y
P.(0, y1). Pa(0, ya). Py P3 paralelo PPy = y3 — y1.
alejeY: P1(x, y1), Pa(x, ys), x #0.

Distancia d entre dos puntos dados - 5 3
Pi(x1, y1) ¥ Pa(xs ya). d=V (x1—x)?+(y1 = ya)?.
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CONDICION GEOMETRICA

REPRESENTACION ANALITICA

31

Coordenadas (x, y) del punto P que x = X1 + rx2
divide al segmento rectilineo dirigido P, P, 14 1
con puntos extremos dados Py(x1, y1) y y1 + rys r > =1
Pa(xs, y3), en larazén dadar=P, P : PPy. ¥ < 1+r
Coordenadas (x, y) del punto medio x =Xt + x2
del segmento dirigido, P; P2 cuyos extre- 2
mos dados son los puntos P;{(x,, y1) ¥ g = + ys,
P3(x3a, ya) .- 2
Pendiente m de la recta que pasa por los
dos puntos dados diferentes Pi(x1, y1) ¥ m = YL U3 = 5, o o,
Pa(x3, y2). *1 = X3
A'ngulo. 9 'formado por -dos rectas con (g0 = TET M — 1L
pendiente inicial mi y pendiente final mj. 1 +mima
Condicién necesaria y suficiente para el
paralelismo de dos rectas dadas de pendien- m; = ma.
tes m; y ma.
Condicién necesaria y suficiente para la
perpendicularidad de dos rectas dadas de mimz = — 1.

pendientes my y ma.




CAPITULO II

GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS

13. Dos problemas fundamentales de la Geometria analitica. En
este capftulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda-
mentales de la Geometria analftica.

I. Dada una ecuacién interpretarla geométricamente , es decir,
construir la gréfica correspondiente .

II. Dada una figura geométrica, o la condicién que deben cumplir
lns puntos de la misma, determinar su ecuacién.

El lector observard que estos problemas son esencialmente inversos
entre sf. Estrictamente hablando, sin embargo, ambos problemas
est4n tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro—
blema fundamental de toda la Geometria analitica. Por ejemplo,
veremos méis adelante que, después de obtener la ecuacién para una
condicién geométrica dada, es posible, frecuentemente, determinar
por un estudio de esta ecuacién posteriores caracteristicas geométricas
y propiedades para la condicién dada. Nuestro propésito al considerar
inicialmente separados los dos problemas no es de mueha necesidad
sino , m4s bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar
nuestra atencién sobre un nimero menor de ideas a la vez.

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuacién. Su-—
pongamos que se nos da una ecuacién de dos variables, £ y ¥, que
podemos escribir, brevemente, en la forma

S, y)=0. (1)

En general, hay un niimero infinito de pares de valores de z y y que
satisfacen esta ecuacién. Cada uno de tales pares de valores reales se
toma como las coordenadas (x, y) de un punto en el plano. Este con—
venio es la base de la siguiente definicién :
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Derinicién 1. El conjunto de los puntos, y solamente de ague-
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuacién (1), se llama
grdfica de la ecuacién o, bien, su lugar geométrico.

Otro concepto importante estd dado por la

Derinicién 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen Ia
ecuacién (1) pertenece a la grdfica de la ecuacién .

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun-
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién pertenecen a su lugar
geométrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto
satisfacen una ecuacién, ese punto pertenece a la grafica de esa ecuacién
y, reciprocamente, si un punto estd sobre la grifica de una ecuacién ,
sus coordenadas satisfacen la ecuacién. Esto es, evidentemente, el
enunciado de una condicién necesaria y suficiente (Art. 9). Como las
coordenadas de los puntos de un lugar geométrico estin restringidas
por su ecuacién tales puntos estardn loealizados, en general, en posi-
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un trazo definido
llamado curva, grafica, o lugar geométrico.

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuacién
u=x3-8x34 15 x. (2)

Dando diversos valores a x y calculando los valores correspondientes de y.
obtenemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores
correspondientes, tomado como las coordenadas de un punto., nos permite
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20.

En Algebra se estudia el trazado de graficas del tipo (2). El pro-
cedimiento consiste en trazar un cierto nimero de puntos y dibujar una
linea continua que pasa por todos ellos. tal como estd indicado en la
figura 20. Pero, al hacer esto, se supone que la gréifica entre dos
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la
grifica particular que estamos considerando, no es verdadero para
las graficas de todas las ecuaciones. Por tanto, bajo este supuesto,
podemos introducir muchos errores en el trazado de la grifica entre dos
de sus puntos. Para evitar errores de este tipo, debemos hacer una
investigacién preliminar de la ecuacién para ciertas caracteristicas
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la
ecuacion y se describird en los articulos que siguen inmediatamente
al presente.

El lector no debe creer que toda ecuacidn del tipo (') tiene, necesariamente,
una grifica. Por ejemplo, la ecnacién

x2+yt+4=0 3

Lehmana. — 8.
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se satisface para un numero infinito de pares de valores de x y y. pero en
ningldn caso son ambos valores nimeros reales. Por esto no se puede trazar
ningin punto cuyas coordenadas satisfagan esta ecuacién, ya que estamos. res-
tringidos a puutos cuyas coordenadas sean ambas niumeros reales. Decimos
entonces que (3) no tiene grdfica en el sistema coordenado rectangular real
que estamos empleando.

Y
A
' 20
X Y ’V
0 0 -10
1 8
2 6 X' T 1 O 1 1 v T ;X
3 0 -2 -1 1 2 INWL 5 6
4 —4
5 ] --10
6 18
-1 | -4
20
Y’
Fig. 20
Ctro ejemplo es la ecuacién
x2+y?2 =0, 4)

en donde, x =0, y =0 es el Gnico par de valores reales que la satisfacen.
En este caso, en nuestro sistema coordenado rectangular real, la griafica de la
ecuacién (4) es un solo punto, el origen.

15. Intercepciones con los ejes. IE1 primer punto que estudiare-
mos en relacién con la discusién de una ecuacion es el de las infercep-
ciones de la curva con los ejes coordenados.

DEerinicioNES. Llamaremos inlercepcién de una curva con el eje
X a la abscisa del punto de interseccién de la curva con el eje. Ana-
logamente , la intercepcion con el eje Y es la ardenada del punto de
interseccién de la curva con dicho eje. *

El método para obtener la intercepciones es evidente a partir de la
definiciéon. Como la intercepcién con el eje X es la abscisa de un

* N. pEL T. Muchos autores llaman intersecciones a las intercepciones
sobrentendiendo que al decir punto de interseccidon se quiere indicar abscisa u
ordenada del punto.
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punto que esté sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto es coro.
Por tanto, haciendo y = 0 en la ecuacién de la curva, las soluciones
reales de la ecuacién resultante en T nos dardn las intercepciones con
el eje de las X . Andlogamente, haciendo en la ecuacidén z = 0, las
soluciones reales de la ecuacién resultante en y nos darén las intercep-
ciones con €l eje Y.

Como ejemplo del método, con‘sid’eremon la ecuacién (2) del‘ Articulo 14:
y=x3—-8x3+4+15 x. (1)

Para y = 0, esta ecuacidn se reduce a

x3—8x3415x=0,
de donde,
x(x—3)(x-=5)=0,
y las raices son
x=0, 3, 5,

Por tanto, las intercepciones.de (1) con el eje X son 0, 3, 5. Para x =0
en (1), y = 0, de manera que la intercepcién con el eje Y es 0. Todas estas
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14,

16. Simetria. El segundo punto que consideraremos, en relacién
con la discusién de una ecuacién, es la simelria de la curva que repre-
senta , con respecto a los ejes coor-
denados y con respecto al origen.

Derinicién 1. Se dice que dos
puntos son simétricos con respecito a
una recla si la recta es perpendicu-
lar al segmento que los une en su
punto medio. A

La recta con respecto a la cual —
son simétricos los dos puntos se
llama eje de simetria. Asi, en la
figura 21, los dos puntos 4 y B
son simétricos con respecto al eje de
simetria I si la recta ! es perpen—
dicular al segmento AB en su pun-
to medio . Fig. 21

DeriniciéN 2. Se dice que dos
puntos son simétricos con respecto a un punio O si O es el punto medio
del segmento que los une.

El punto O se llama centro de simeiria. Asi, en la figura 22, los
dos puntos 4 y B son simétricos con respecto al centro de simetria O
siempre que O sea el punto medio del segmento AB. .

l
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime-
tria de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto.

DErFiNicioN 3. Se dice que una curva es stmélrica con respecto a
un eje de simetria cuando para cada punto de la curva hay un punto
correspondiente , también de la curva, tal que estos dos puntos son
simétricos con respecto al eje.

DEFiNIcI6N 4. Se dice que una curva es simélrica con respecto a
un centro de stmeirfa O cuando para cada punto de la curva hay un

Y

P(-T-y)/

B
’ M(=z,0
5O (=0
o

4 Pla b~

Y!
Fig. 22 Fig. 23

punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos
son simétricos con respecto a 0.

Todas las definiciones anteriores son puramente geométricas. Ahora
interpretaremos estas definiciones analiticamente, usando los ejes coor—-
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria .

a) Simetria con respecto al eje X. Sea P(xz, y) un punto cual-
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simétrica con respecto
al eje X, de la definicién 3 se deduce que debe haber otro punto
P’(a, b) sobre la curva, tal que el segmento PP’ queda bisecado
perpendicularmente por el eje X. Sea M el punto medio de PP’ ;
sus coordenadas son, evidentemente, (z, 0). Ertonces, por las
férmulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3, Art. 7,
tenemos

—atz , _b+y
= 2 ) 0= 2 ’
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de donde a=z y b = —y. Por tanto, las coordenadas de P’ son
(z, —y). Pero, como P’ estd sobre la curva, de la definicién 1,
Articulo 14, se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la
ecuacién de la curva. Es decir, una ecuacién f(z, y) = 0 que se
satisface para las coordenadas (z, y) de P se satisface también para
las coordenadas (z, —y) de P’ siempre que la curva sea simétrica
respecto al eje X. Este resultado se enuncia como sigue :

Y
A
P(x.y)\ M[(0.y) /P'(a,b)
X S >X
YI
Fig. 24

TrorEMA 1. St la ecuacién de una curve no se allera cuando la
variable y es reemplazada por — y, la curva es simélrica con respecto
al eje X.

NOTA. E! reciproco de!l teorema ! también es verdadero. La demostracién
se deja como ejercicio al estudiante.

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva cuya ecuacién es
y® = z. Se deja como ejercicio al estudiante la construccién de esta
curva, que es una paribola.

b) Stmetria con respecto al eje Y. Usando la figura 24, podemos
establecer un teorema andlogo al teorema 1 para la gimetria de una
curva con respecto al eje Y. La demostracién se deja como ejercicio
al estudiante .

TEOREMA 2. Si la ecuacién de una curva no se allera cuando la
variable x es reemplazada por — x, la curva es stmélrica con respecto al
eie Y, y rectprocamente.

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya eeuacién es
y=2z"+ 1. Se deja al estudiante el trazado de esta curva.

c) Simetria con respecto al origon. Sea P(z, y) un punto cual-
quiera de una curva (fig. 25). Para que esta curva sea simétrica con
respecto al origen O, de la definicién 4 se deduce que debe haber otro
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punto P(a, b), sobre la curva, tal que O sea el punto medio del
segmento PP’. Por las férmulas del punto medio tenemos

z+a b
e 0o=47"2

0= 2

de donde a = —z y b = —y, de manera que las coordenadas de P’
son (—z, —y). Como P’ est4 sobre la curva, sus coordenadas
(— z, —y) deben satisfacer la ecuacién de la curva. Por tanto,
para que haya simetria con respecto al origen, la ecuacién del lugar

Y

|

Plzy)

Plla,b) S

YI
Fig. 25

geométrico no debe alterarse al reemplazar ¢ por — 2 y y por — y.
El reciproco de este enunciado también es verdadero y puede demos-
trarse. Estos resultados nos dan el ‘

TeoREMA 3. St la ecuacién de una curva no se altera al reemplazar
las variables x y y por — x y — y, respectivamente, la curva es simé-
Irica con respecto al origen; y reciprocamente .

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = z*. Se reco—
mienda al estudiante la construccidn de esta curva. Se llama pardbola
cibica ' »

NOTA. Sicomparamos los teoremas 1, 2 y 3 veremos que, si una curva es
simétrica con respecto a ambos ejes coordenados, es también simétrica con res-

pecto al origen. Pero el reciproco no es necesariamente verdadero. Por ejemplo,
la curva'cuya ecnacién es xy = | es simétrica con respecto al origen, pero noes
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simétrica con respecto a ninguno de los ejes coordenados. Se recomienda al estu-
diante la coastruccién de la grafica de esta ecuacién que se llama hipérbola equi-
ldtera.

17. Extensién de una curva. El tercer punto que consideraremos,
en relacién con la discusién de una ecuacién, es el estudio de la exten—
sién de la curva. Con este términoc queremos expresar la determinacién
de los intervalos de variacién para los cuales los valores de x y y son
valores reales. Esta informaecioén es ttil por dos razones: 1) Da la

Y
A
6
-4
— -3
X y ! -2
JR— 0_1
o] 0 X —————>X
1 + ] 1 2 3
2| =2.8 -1
3 *=5,2 L9
o -3
4
5
YI
Fig. 26

localizacién general de la curva en el plano coordenado. 2) Indiea si
la curva es cerrada o si es de extensién indefinida .

Los intervalos para los cuales los valoresde z y y son reales se
determinan , simplemente, resolviendo la ecuacién dada para v, en
términos de =, y para z en términos de y.

Ejemplo. Discutir la ecuacién y? = x3, estudiando las intercepciones. si-
metria y extension de la curva, Trazar la grifica correspondiente.

Solucién. a) Intercepciones. Para y=0, x=0; para x =0, y =0,
Por tanto, el dnico punto de interseccién con los ejes coordenados es el
origen.

b) Simetria. Si se sustituye y por —y, la ecuacida no se altera Por tan-
to, la curva es simétrica con respecto al eje X. Si sustituimos x por — x, la
ecuacién se altera: por tanto, la curva no es simétrica con respecto al eje Y. Si
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se sustituyen x y y por —x y —y. respectivamente, la ecuacién también cam-
bia; luego, la curva no es simétrica con respecto al origen.
¢) Extension. Despejando y en funcién de x, obtenemos

y=+ V. (1)

Vemos inmediatamente que y es compleja si x es negativa; por tanto, todos
los valores negativos de x quedan excluidos. Esto significa que ninguna por-
¢ién de la curva esti alaizquierdadel eje Y. En cambio, pueden tomarse todos
los valotes positivos de x.

Despejando x en funcién de y, obtenemos

x = y%.

Evidentemente, y puede tomar todos los valores positivos y negativos. Esto,
agregado al hecho de que todos los valores positivos de x son admisibles, indica
que la curva se extiende indefinidamente hacia 1a derecha del eje Y y hacia ambos
lados, arriba y abajo, del eje X. Por tanto, la catva no es cerrada.

Finalmente, por medio de (1), calculamos unos cuantos pares de valores
para x ¥ y como los que aparecen en la tabla. La curva es la trazada en la
figura 26. Es una pardbola semicubica.

EJERCICIOB. Grupo 5

En cada uno de los ejercicios 1-25 disciitase la ecuacién estudiando las inter-
cepciones, simetria y extensién. Después tricese la grifica correspondiente.

1, Sx+4y~-20=0. 14, x*—9x2—-y=0.

2. 3x—~2y=0. 15, x —y*+9y?* =0.

3. 3x243¢43-10=0. 16. x3—-y3=0

4. 3x34+4y?—-12=0. 17, x3+4+y2—4¢4=0.

5. 4x24+3y?—12=0. 18. x*—6x+y*=0,

6., 4x2—-9¢y?2—-36=0. 19, x4+ y?—-2x—2¢ =14

7. 9x¥*—4y3—-36=0. 20, x*—4x—4y+16=0.

8, 16x2—y=0. 21, x24+4x4+3y+1=0,

9, 1l6y?2—x=0. 22, y?—2x—-8y+12=0.

10, x? - y?3 -9 =0, 23, x?+4+4y?—-2x—16y+13=0.
11. y=x*+x2—9x —09. 24, 4x3—-y3—-2y¢y=2. _
12, 8x3 -y =0, 25. y?2—9x*—18x~—~8y—-2=0.

13, x3—x—y=0,

26. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16.

27. Demostrar el teorema 2, Articulo 16.

28. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3, Articulo 16,

29. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuacién de una curva no se altera
cuando se intercambian las variables x y y. la cunrva es simétrica con respecto a
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadrantes Iy 1I1.

30. Demostrar el signiente teorema: Si la ecuacién de una curva no se altera
al sustituir la variable x por — y y la variable y por — x, la curva es simé-
trica con respecto a la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadran-
tes I1 y IV.
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18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos, en relacién
con la discusién de una ecuacién, es la determinacién de las asintotas
que la curva pueda tener.

DxriNiciéN.  Si para una curva dada, existe una recta tal que,
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen ,
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a
cero, dicha recta se llama asintota de la curva.

Esta definicién implica dos cosas: 1) una curva que tiene una
asintota no es cerrada o de extensién finita , sino que se extiende inde-
finidamente; 2) una curva se aproxima a la asintota mé4s y més a
medida que se extiende méis y més
en el plano coordenado . Y

Siendo la asintota una linea 1 l
recta, puede tener una cualquiera
de tres posiciones particulares. Si
es paralela o coincide con el eje X, € k
se llama asintota horizontal;, si es
paralela o coincide con el eje Y,
asiniota vertical; y si no es paralela X! 0 X
a ninguno de los ejes coordenados,
asintota oblicua. Aqui considera—
remos solamente la determinacién
de asintotas verticales y horizon-
tales. Posteriormente veremos la
determinacién de asintotas oblicuas
para una curva particular conocida
con el nombre de hipérbola.. Y

El estudiante debe tener pre- Fig. 27
sente que una curva no tiene nece—
sariamente una o m4s asintotas. Hay muchas curvas que no tienen
asintotas. Sin embargo, si una curva tiene asintotas, su determina-—
cién serd, como veremos, una gran ayuda para construir su grifica.

En el capitulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua-
cién general de la recta. Pero ahora tenemos necesidad de saber
hallar ecuaciones de asintotas verticales y horizontales. Para ello
sea | (fig. 27) una recta cualquiera paralela al eje ¥ y que dista
k unidades del eje. Todo punto de !, cualquiera que sea el valor de su
ordenada, tiene una abscisa igual a k. Las coordenadas de todos los
puntos de ! satisfacen, por tanto, la ecuacién z = k. Reciproca—
mente, cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuacién es
un punto cuya abscisa es k y situado, por tanto, a una distancia
de k¥ unidades del eje Y, y, en consecuencia, estd sobre la recta I.
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De aqui que la ecuacién de ! es z = k. Por un razonamiento andlogo
hallamos que y = k es la ecuacién de una recta paralela al eje X,
a k unidades del eje.

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensién de una
curva, despejando y en funcién de z y z en funcién de y. Para ob-
tener las asintotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables.

Ejemplo. Determinar las asintotas verticales y horizontales de 1a curva cuya
ecuacién es

xy —y~—1=0. (n
Solucién. Despejando y en funcién de x, resulta

1

x =1

y = . @

Segln la ecnacidn (2) y no estd definida para x = 1. Sin embargo, si se le

asigna a x un valor que sea ligera-

Y mente mayor que |, vemos que y

toma un valor positivo muy grande;

y si se le da a x un valor ligera-

mente menor que 1, resulta que y

toma un valor negativo numérica-

mente muy grande. En cualquiera

de estos dos casos, obtenemos un

punto de la curva para el cual la

' 0 abscisa tiene un valor muy aproxi-

X »X .

mado a 1 y la ordenada es, numéri-

\ camente, muy grande, A medida que

x se aproxima al valor 1, el valor

absoluto de y se hace mayor que cual-

quier nimero por grande que se le

suponga. Bajo estas condiciones la

curva se extiende indefinidamente

lejos y se aproxima a una recta cuyos

Y' puntos tienen todos la propiedad

comin de que su abscisa esiguala 1.

Fig. 28 La ecuacién de dicha recta es, eviden-

: temente, x =1, y, de acuerdo con

nuestra definicién de asintota, ¢s. la ecuacién de una asintota vertical. Este

resultado se obtiene simplemente igualando a cero el denominador x — ! de la
ecuacion (2).

Despejando de (1) el valor de x en funcién de y se obtiene

x = y%‘ 3)

Aplicando precisamente el mismo argumento a (3). obtenemos y = 0, o sea,
el eje X, como asintota horizontal. La grifica de (1) se muestra en la figu-
ra 28. Se llama una hipérbola.
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NoTAs. 1. Una curva puede tener mas de una asintota vertical u horizon-
tal. Asi, la curva cuya ecuacidén es :

N S
(x =D (x—2)

tiene dos asintotas verticales, x = 1 vy x = 2.

2. La discusidn anterior sugiere un método general para obtener las ecuacio-
nes de las asintotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de las
asintotas verticales, resuélvase la ecuacién dada para y en funcién de x e igui-
lese a cero cada uno de los factores lineales del denominador; estas son las ecua-
ciones buscadas. Anilogamente, para obtener las ecuaciones de las asintotas
horizontales, resuélvase la ecuacién dada para x en funcién de y ¢ iguilese
a cero cada uno de los factores lineales del denominador.

3. Para muchas ecuaciones en las variables x y y, veremos que, frecuen-
temente, es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables
cuando a la otra se le dan valores cada vez mis grandes en valor absoluto.
Esto es particularmente util para la determinacién de las asintotas. Asi, para
la ecuacién (2) de nuestro ejemplo,

y=

si damos valores a x cada vez mas grandes, en valor absoluto, el valor de y se

aproxima a cero. Es decir, a medida que el punto sobre la curva se aleja indefi-

nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se

aproxima a la fecta y = 0 que, por lo tanto ‘es una asintota horizontal.
Anilogamente, si escribimos la ecuacién (3) en la forma

=141
9

vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto,
x se aproxima a 1. Por tanto, x = | es una asintota vertfcal.

4, Elestudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva,
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actiian como lineas
guia de la grifica.

19. Construccién de curvas. La discusién de una ecuacién y su
representacién grafica constituyen, en conjunto, un problema de tan
gran importancia en todas las ramas de la Matemaética y sus aplicacio—
nes, que se le ha dado el nombre especial de construccidn de curvas.
Dedicaremos el presente articulo a hacer un resumen de los resultados
obtenidos en los articulos inmediatamente precedentes. Desde nuestro
punto de vista, el trazado de una curva constard de los seis pasos
siguientes :

1. Determinacién de las intercepciones con los ejes coordenados.

2. Determinacién de la simetria de la curva con respecto a los
ejes coordenados y al origen. ‘ o

3. Determinacién de la extensién de la curva.
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4. Determinacién de las ecuaciones de las asintotas verticales u
horizontales que la curva puede tener.

5. Célculo de las coordenadas de un nidmero suficiente de puntos
para obtener una grifica adecuada .

‘6. Trazado de la curva.

Ejemplo 1. Construir la curva cuya ecuacion es
x84+ xy?— y2 =0, n

Solucién. 1. Intercepciones. Para y =0, x =0; para x =0, y =0.
Por tanto, el Gnico punto de interseccidon con los ejes coordenados es el origen.

Y

A

-1

z=1
x y
0 0
0,25 + 0,14 1
0,5 =09
0,75 = 1,3

M
L]

Fig 29

2. Simetria. Laecuacién dada solamente no se altera en el caso en que y es
reemplazada por — y. Por tanto, la dnica simetria de 1a curva es con respecto
al eje X.

3. Extensién. Despejando y en funcién de x, resulta

y=*\/ x (2)
|l — x

De (2) vemos que y es Eompleja cuando x es negativa. Por tanto, todos los
valores negativos de x quedan excluidos; segiin esto no hay curva a la izquierda
del eje Y. Ademis. y no estd definida para x =1 y es compleja para todos los
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valores de x mayores que 1. Por tanto, los valores de x para los cuales y esta
definida y es real, estin dados por el intervalo de variacién

0<x <1, 3)

El despejar x en funcidn de y no se puede efectuar ficilmente ya que es una
ecuacidén cabica en x. Sin embatrgo, en (2) vemos que y puede tomar todos los
valores reales asignando a x valores comprendidos dentro del intervalo de varia-
cién dado por (3). La grifica es, por consiguiente. una curva abierta que se
extiende indefinidamente hacia arriba y abajo del eje X.

4. Asintotas. De la ecuacién (2) vemos, inmediatamente, que x = | es
una asintota vertical. Como de (1) no podemos despejar ficilmente x en funcién
de y, no podemos investigar la posible existencia de una o mis asintotas hori-
zontales tan ripidamente como determinamos la asintota vertical. Sin embargo,
de acuerdo con la nota 3, Articulo 18, se pueden investigar las asintotas hori-
zontales dando a x valores cada vez mayores en valor absoluto. Pero este proce-
dimiento queda aqui excluido por ¢l intervalo de variacién permisible para los
valores de x dado por (3). Por tanto, no hay asintotas horizontales.

5. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de los puntos pueden obte-
nerse a partir de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado
por (3). Tales pares de valores estin dados en la tabla.

6. Construccién de la curva. La grifica estd trazada en la figura 29; se
llama cisoide.

Ejemplo 2. Construir la curva cuya ecuacién es

x?y —x*~y=0. 4)

Soluciéon. 1. Intercepciones. El Gnico punto de interseccién con los ejes
es el origen.

2. Simetria. La curva solamente es simétrica con respecto al eje Y.

3. Extensién. Despejando de (4) el valor de y en funcién de x se obtiene

y= _*_ (5)

x3 -1

En (5), y noesti definida para x = 1. Para x > 1 y x < — 1, y es positiva;
para valores de x comprendidos en el intervalo — 1 < x <1, y es negativa o
cero. A medida que x se aproxima a +1 6 — 1, y aumenta numéricamente
sin limite.

Despejando de (4) el valor de x en funcién de y obtenemos

x==\/ v_. ©)
y—1

En (6), x no esti definida para y = 1. También x es compleja para los valo-
res de y comprendidos en el intervalo 0 < y < 1. Por tanto, deben excluirse
tales valores de y. A medida que y se aproximaa | decreciendo, x aumenta
numéricamente sin limite.

Las conclusiones que hemos deducido de las ecuaciones (5) y (6), respectoa
los intervalos en los cuales los valores de las variables x y y son reales, nos dan
una buena idea de la localizacién de la curva en el plano ccordenado, Hay tres
regiones definidas en las cuales la curva existe; arribadelarecta y=1yala
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derecha de la recta x = 1; arriba de la recta y = 1 y a la izquierda de la recta
=—|; y abajo del eje X y entre las rectas x =1y x = —1. Se trata, eviden-
temente, de una curva abierta. '
4. Asintotas. De (5) vemos que hay dos asintotas verticales: x = |y
x = — 1. De (6) vemos que hay una asintota horizontal: y = 1. También po-
demos obtener estas asintotas tal y como se sugiere en 1a nota 3 del Articulo 18,
5. .Cdlculo de las'coordenadas-de algunos puntos. Las coordenadas de unos
cuantos puntos pueden obtenerse a partir de (5), dentro de los intervalos de

Y
A
1 [
I L3 |
| !
X y | I
| . |
0 0 | 2
=3 | = s | ; |
=4 | =W | em—— e A e —- ¥=1
= % - I |
= % 2% | 0 ]
=% % X’-'s 2 4 { 5 2 3 >~X
=74 1933 | l
=2 44 | |
= % 81¢s I --1 :
x=—1{ : z=1
I -2 (
YI
Fig. 30

variacién obtenidos en el paso 3. Alguno de tales pares de valores estin dados en
la tabla.

6. Construccién de la curva. La grifica estd trazada en la figura 30. El
estudiante debe hacer siempre un estudio particular para comprobar que la gra-
fica y la discusién de una ecuacidn estén en completo acuerdo.

EJERCICIOS. Grupo 6

En cada uno de los siguientes ejercicios, construir la curva correspondiente a
la ecuacién dada.

1. xy—2y—3=0. 10, x2—-2xy+y?—6x—6y+3=0.
2. xy—2x~1=0. 11, x3+y3—4y+4=0.

3. xt+yt=1l6. 12, y3? —x24+3y2+2x+4+3y=0.
4. x34+x—-y=0. 13, x3—3x2—y343x ~2y—2=0,
5. xy—3y—x=0. 14, x*y—4y—x=0.

6. xy—3x—y=0. 15, xy?2 -9x —y~—1=0.

7. xy—2x—2y+2=0. 16, x?y -xy—2y—1=0,

8, x*—4x3-y=0, 17, xy?+ xy ~2x—2=0.

9. x?4+2lxy+y?42x—2y-1=0. 18, x2—xy+5y=0.
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19. x2y—x?=4xy+4y=0. 23, x3y? —4x?—44?=0.
20, xy?4+2xy —y? +x =0, 24, x3 - xy?4+2y2=0.
21, x?y —x3+4+ xy+3x=2. 26, y*+x¥y—x?=0.

22, xy? —y?—xy4+y=0.

20. Ecuaciones factorizables. Kl trazado de curvas se puede sim-
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que
llamaremos ecuaciones factorizables; es decir, aquellas que pueden es—
cribirse en forma del producto de dos o més factores variables igualado
a cero. Por ejemplo, es evidente que la ecuacién

2 —yt=0 (1)
puede escribirse en la forma equivalente
(z—y) =z+y)=0. (2)

La ecuacién (2) solamente se satisface para valores de z y y que
anulen a uno, por lo menos, de los factores de su primer miembro
(Apéndice IB, 2). Es decir, la ecuacién (2) se satisface para valores
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes :

Z—y=0, (3‘
z+y=0. , (4)

Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4)
satisfardn también (2) y, por tanto, a (1). Por lo tanto, de acuerdo
con la definicién 1 del Articulo 14, la grifica de la ecuacién (1) cons—
tard de dos curvas que son las grificas de las ecuaciones (3) y (4). Se
recomienda al estudiante que trace las grificas de 3) y (4) y com-
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de
pendientes 1 y — 1, respectivamente.
En general , si la ecuacién

Sz, y)=0 (5)

es factorizable, es decir, si f{z, y) puede escribirse como el producto
de dos o mds factores variables, la grifica de (5) constard de las gra—
ficas de las ecuaciones obtenidas al igualar a cero cada uno de estos
factores.

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones inde-
pendientes

f(z,y)=0, (1)
gz, y)=0. (2)
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Si sus griaficas se cortan en uno o méds puntos, cada uno de estos
puntos se llama punto de interseccién. Como un punto de interseccién
de dos curvas (1) y (2) estd sobre cada una de dichas ecurvas, sus
coordenadas deben satisfacer, simultdneamente, ambas ecuaciones
(1) y (2), de acuerdo con las definiciones del Artfeulo 14. La inter-
pretacién analftica de un punto de interseccién es obvia; en el caso
que estamos estudiando, es un punto cuyas coordenadas representan
una solucién comin de las ecuaciones (1) y (2).

Y

\

ytdz=0

1,2)

Fig. 31

Como las coordenadas de un punto deben ser ambas nimeros
reales, una solucién comin (z, y) de (1) y (2) no puede representar
un punto de interseccién en nuestro sistema coordenado real a menos
que ambos valores de z y y sean reales. Ademds, si las ecuaciones
(1) y (2) son incompatibles, gs decir, no tiene solucién comtn, sus
graficas no se cortan .

Ejemplo. Hallar analitica y grificamente, los puntos de interseccion de las
dos curvas (la primera es realmente una recta) cuyas ecuaciones son

2x+y—4=0, (3)
y2—4x=0. (4)

Solucién. De (3), y =4 — 2 x; sustituyendo en (4) se obtiene la ecua-
cién cuadritica
x2—5x4+4=0,

cuyas raices son x =1, 4.
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Sustituyendo en (3) se obtiene que los valores correspondientes de y son
2, —4. Por tanto, los puntos de intersecciéon son (1, 2) vy (4. — 4).

Grificamente, los puntos de interseccidn se obtienen trazando la recta 3)y
la curva (4). La gréfica correspondiente aparece en la figura 31

EJERCICIOS. Grupo 7

En cada uno de los ejercicios 1-10, factorizar la ecuacién correspondiente y
trazar la grafica.

1. x2— 442 =0. 3., x3—x%y —2xy?=0.

2, 9x32—-24?=0. 4. x*+2xy+yt=1.

6. 6x2 4+ xy—2y*'+7x+7y-3=0.

6. x*+ 34+ x2y+xy?—4x—4y=0.

7. x3=x3y—xy+ y?2=0. 8. x2y? —4x344xy? —yt=0.
9., x?*y+x¥3—xy?+xy+2x=0.

10, x3 4+ x24+2xy?+2y8—4x—4=0.

En cada uno de los ejercicios 11-20 hallar, analitica y grificamente, los
puntos de interseccién, cuando los haya, para las curvas dadas.

11, 2x—-y—1=0: 3x+y-9=0.

12, x+4y+7=0; 2x~3y—8=0.

13. x+y—5=0; 3x+3y+7=0.

14, y2—x=0; 2x—y—-6=0. 17. x?+4+ y*=8; y?=12x.
16, x2—y=0; y?2—-x=0. 18, x4+ y?=1; x?2—y?=4,
16, x24+y?2 =4; x+y=2. 19. x? +y? =13; xy = 6.
20, x4+ y?—4¢x—6y+8=0; 3x—y—-8=0.

22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se-
gundo problema fundamental de la Geometria analitica, ya enunciado
en el Articulo 13 : Dada una figura geométrica, o la condicién qite
deben cumplir los puntos de la misma , determinar su ecuacién.

Una figura geométrica , tal como una curva, se da, generalmente,
por su definicién. Por definicién de un objete entendemos una descrip-
cién de ese objeto, de tal naturaleza que sea posible identificarlo
de una manera definida entre todos los demds objetos de su clase.
Debemos observar cuidadesamente lo que implica este enunciado :
expresa una condicién necesaria y suficiente para la existencia del obje -
to definido (Art. 9). Asi, consideremos que estamos definiendo una
curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que Unica-
mente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas, una curva
es del tipo C st y solamente st posee la propiedad P.

Como un ejemplo especifico, consideremos una cutva plana muy cnnocida,
la circunferencia. Definimos una circunferencia como una curva plana que posee
la propiedad tnica P de que todos sus puntosestin a igual distancia de un purto

Lehmann . — 4.
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fijo en su plano. Esto significa que toda circunferencia tieme la propiedad P,
y reciprocamente, toda curva plana que tenga la propiedad P es una circunfe-
rencia.

Para una curva, dar la condicién que deben cumplir sus puntos es
dar una ley a la cual deben obedecer los puntos de la curva. Esto
significa que todo punto de la curva debe satisfacer la ley particular de
la curva. De acuerdo con esto se define frecuentemente una curve
como el lugar geométrico descrito por un punto que se mueve siguiendo
una ley especificada. Asf, una circunferencia puede definirse como
el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que su distancia a un punto fijo de ese plano es cons-
tante.

Un lugar geoméirico no debe satisfacer necesariamente una sola
condicién ; puede satisfacer dos o méds condiciones. Asi podemos
tener una curva que sea el lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que: 1) pasa por un punto dado, y 2) se
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada.
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la
siguiente

DEerFinNici6N.  Una curva es el lugar geométrico de todos aquellos
puntos, y solamenfe de aquellos puntos, que satisfacen una o méas
condiciones geométricas dadas.

El estudiante debe observar que esta definicién implica que la
condicién o condiciones dadas sean necesarias y suficientes para
la existencia de la curva. Esta definicién debe también compararse
con la definicién 1 del Articulo 14.

En este articulo hemos estudiado el problema desde un punto
de vista puramente geométrico. En el siguiente, consideraremos la
interpretacién analitica .

23. Ecuacion de un lugar geométrico. Estudiaremos ahora el
problema de la determinacién de la ecuacién de un lugar geométrico
en el caso de que la interpretacién analitica de la condicién o condi-
ciones geométricas definen el lugar geométrico. El método estd indi-
cado claramente por dos definiciones previas, la definiciéon 1 del
Articulo 14 y la dltima definicién del Articulo 22. Combinando estas
dos definiciones tenemos una nueva

DerinNici6N.  Se llama ecuacidn de un lugar geomélrico plano a una
ecuacién de la forma

f@,9)=0, (1)

cuyas soluciones reales para wvalores correspondientes de z y y son
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamenie de aquellos
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puntos, que satisfacen la condicién o condiciones geométricas dadas
que definen el lugar geométrico .

Nétese que esta definicién expresa una condicién necesaria y sufi-
ciente para que (1) sea la ecuacién de un lugar geométrico. De
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuacién de un
lugar geométrico es esencialmente como sigue :

1. Se supone que el punto P, de coordenadas (x, y) es un
punto cualquiera que satisface la condicién o condiciones dadas, v,
por tanto, un punto del lugar geométrico .

2. Se expresa, analfticamente, la condicién o condiciones geo-
métricas dadas, por medio de una ecuacién o ecuaciones en las coorde~
nadas variables 2 y y.

3. BSe simplifica, si hace falta, la ecuacién obtenida en el paso 2
de tal manera que tome la forma (1).

4. Se comprueba el reciproco : sean (21, 1) las coordenadas de
cualquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuacién

J@,p)=0 (2)

es verdadera. Si de (2) se puede deducir la expresién analitica de la
condicién o condiciones geométricas dadas, cuando se aplica al punto
(x1, y1), entonces (1) es la ecuacién del lugar geométrico que se
buscaba .

En la prédctica se omite, generalmente, el paso 4, ya que la
repeticién del trabajo del paso 3 al paso 2 es, generalmente, inme-
diata. Notese en el paso 1 que, al tomar P como un punto cual-
guiera del lugar geométrico, estamos considerando todos los puntos de
ese lugar geométrico .

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco—
mienda al lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos, porque
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analitica serd
la determinacién de las ecuaciones de lugares geométricos.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera gue siempre equidista de dos puntos dados A(— 1, 2) y
B4, —1).

Solucién. 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico.
Entonces P debe satisfacer la condicién geométrica de que los segmentos
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que

|PA|=|PB! 3)
2. Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos
|PAl= Vx+ D+ -2)7,
|PBl= vV =9 +@+1°.
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Por tanto, la condicién geométrica dada (3) esta expresada anmaliticamente por
la ecuacién

VE+D+ G- =vV =0+ (y+ )7, C)

3. Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (4), desarrollamos, traspo-
nemos y simplificamos, la ecuacién se reduce a

S5x—3y—6=0. (5)

4. Sean (xy, y1) las coordenadas de un punto cualquiera P, que satisfacen
(5) de tal manera que la ecnacién

Sxy=3y1~-6=0 (6)

Fig. 32

es verdadera. Invirtiendo los pasos dados para reducir (4) a (5), podemos
demostrar que de la ecuaciéon (6) se deduce la ecuacién

VE+D2+in -2 =vVa-492+i+1)?,

que es la expresién analitica de la condicién geométrica (3) aplicada al
punto P;.

Luego (5) es la ecuacién buscada. El lugar geométrico, que aparece en la
figura 32, es la perpendicular al segmento AB en su punto medio, es decir,
la mediatriz del segmento AB.

Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es
siempre igual a su distancia del punto A (4, 0). Hallar la ecuacién de su lugar
geométrico.

Solucién. 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico.
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33). Segun el pro-
blema, P debe satisfacerla condicién geométrica

|PB|=|P )
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2. Por definicién de abscisa (Art. 4),
|PB|=xI,
y por el teorema 2 del Articulo 6,
|PA| = V=97 F 4.

Por tanto, la condicién geométrica (7) estd expresada, analiticamente, por la
ecuacién

lxl=Vx=9+ . (8)

Y
A

Bf-====AP(z,)
A\

\
\

' 0 \5
A(4,0)

F(z,y,))

>X

Fig. 33

3. Elevando al cuadrado ambos miembros de (8), desarrollando, y traspo-

niendo, obtenemos
yd) —-8x+16 =0. 9)

4. Si (x1, y1) son las coordenadas de cualquier punto P; que satisfa-

cen (9), entonces
yi?3—8x1+16=0. (10)

Si aplicamos a (10), en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para
reducir (8) a (9), obtenemos

x| = VGi-93 + gy,

que es la expresién analitica de la condicién geométrica (7) aplicada al

punto P,.
Por tanto, (9) esla ecuacién buscada. El Jugar geométrico, una paribola,

esta trazado en la figura 33.
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EJERCICIOS. Grupo 8

En cada uno de los ejercicios siguientes se recomienda al lector que, después
de obtener la ecuacién del lugar geométrico, construya la curva de acuerdo con
lo dicho en el Articulo 19.

1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que: a) se conserva siempre a 2 unidades a la izquierda del eje Y';
b) estd siempre 4 unidades arriba del eje X: ¢) estd siempre a igual distancia
delosejes X vy Y.

2. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que: g) su abscisa es siempre igual al doble de su ordenada; b) su
ordenada es siempre igual a su abscisa incrementada en 2; ¢) su abscisa es
siempre igual a la reciproca de su ordenada.

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje Y disminuida en
3 es ciempre igual al doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacién de su
lugar geométrico y dar su interpretacién geométrica.

4. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre
igual a 2. Hallar 1a ecuacién de su lugar geométrico y dar su intepretacién geo-
métrica.

6. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 3) es
siempre igual a 5. Hallar la ecuacién de su lugar geométrico y dar su interpreta-
cién geométrica.

6. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que se conserva siempre equidistante de los dos puntos A(l, —2) y
B (5, 4). Identificar el lugar geométrico, y construirlo grificamente.

7. Una recta contiene los dos puntos A(—1, 5) y B(l, 3). Expresar,
analiticamente, el hecho de que un punto cualquiera P (x, y) esti sobre la recta.
Deducir 1a ecuacién de la recta.

8. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que el cuadrado de su distancia al punto (4, 1) es siempre igual a su dis-
tancia del eje Y.

9. Una recta I, que pasa porelpunto A(— 5, 1), es perpendicular a otra
cuya pendiente es /3 . Expresar, analiticamente, el hecho de que un punto cual-
quiera P(x, y) esti sobre la recta I, y deducir, de aqui, su ecuaeidn.

10. Una circunferencia de radio 3 tiene su centro en el punto C (-3, —2).
A partir de la definicién, hallar la ecuacién de esta circunferencia.

11. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje X es siempre
igual a su distancia del punto A (0, 4) . Hallar la ecuacidn de su lugar geométrico.

12. Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos A (3, 5)
y B(— 4, 2) es siempre igual a 30.

13. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos
A(2, —2)y B(4, 1) essiempre igual a 12. (Dos casos.)

14. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 4) es
siempre igunal a su distancia del eje Y aumentada en 3. Hallar la ecuacidon de su
lugar geométrico.

15. Hallar la ecuacidn del fugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (3, 0) y B(—3, 0
es siempre igual a 8.
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16. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A(0, 3) y B(0, — 3) es
siempre igual a8. Compairese el resultado con el obtenido en el ejercicio 15.

17. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a
los dos puntos A (3, 0) y B(— 3, 0) es siempre igual a4. Hallar la ecuacién de
su lugar geométrico.

18. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a
los dos puntos A(0, 3) y B(0, —3) es siempre igual a 4. Hallar la ecuacién de
su lugar geométrico. Comparar el resultado con el obtenido en el ejercicio 17.

19, Un circulo de radio 4 tiene su centro en el punto C(l, — 1). Hallar
la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de todos sus radios.

20. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (3, 1)
es siempre igual a la mitad de su distancia al eje Y. Hallar la ecuacién de su
lugar geométrico.

21. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A(—1, 2)
es siempre el doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacién de su lugar
geométrico.

22) Un segmento rectilineo de longitud 4 se mueve de tal manera que uno
de I5s puntos extremos permanece siempre sobre el eje X y el otro permanece
siempre sobre el eje Y. Hallar ]a ecuacién del lugar geométrico del punto medio
del segmento. Sugestidn. Véase el ejercicio 5 del grupo 4, Art. 11.

23. Dos de los vértices de un tridngulo son los puntos fijos A(— 1, 3)
y B(5, 1). Hallar la ecuacién del lugar geométrico del tercer vértice C si se
mueve de tal manera que la pendiente del lado AC es siempre el doble de la del
lado BC.

24, Dos de los vértices de un tridngulo son los puntos fijos A (1, 0)
y B (5. 0). Hallar la ecuacién del lugar geométrico del tercer vértice C si se
mueve de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC
es siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB.

25. Los extremos de la base de un triingulo son los puntos A (0, 0)
y B(3, 0). Hallar la ecuacién del lugar geométrico del vértice opuesto C si se
mueve de tal manera que el dngulo en la base CAB es siempre igual al doble del
ingulo en la base CBA.



CAPITULO IIl
LA LINEA RECTA

24. Introduccién. Hemos llegado a un punto en que debemos dar
un giro a nuestro estudio de la Geometria analitica. Hasta aquf hemos
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado métodos
generales para la construccién de curvas y la obtencién de la ecuacién
de un lugar geométrico. Pero todavia no hemos hecho ningiin intento
sistem4tico de identificar las ecuaciones y sus lugares geométricos de
una manera especifica. M4s aun, hasta este momento, no hemos
establecido ninguna de las propiedades particulares que puede poseer
una curva. En éste y en los siguientes capitulos, haremos un estudio
detallado de la linea recta y de algunas de las curvas que son de méxi—
ma importancia en la Geometria analitica y sus aplicaciones. Natu—
ralmente comenzaremos con el estudio de la linea recta debido a que su
ecuacién es la mds sencilla.

25. Definicién de linea recta. Nuestro primer objetivo en este
capftulo es la obtencién de la ecuacién de la recta. Ya dijimos en el
Articulo 23, que la ecuacién de unm lugar geométrico se obtiene a partir
de un nimero suficiente de las propiedades tinicas que lo definen. El
estudiante recordars varias definiciones de la linea recta dadas en sus
estudios anteriores, siendo la mds comin la que se expresa diciendo
que una recta es la distancia méds corta entre dos puntos. Pero esta
definicién se apoya en el significado del término distancia. Si trata-—
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explicacién
nos devuelve al punto de partida. Por esta razén, los tratados supe—
riores de Geometria , construidos sobre bases axiomAticas, admiten la
existencia de la linea recta como un postulado. Nosotros admitiremos
la siguiente definicién de linea recta basada en el concepto de pendiente
dado en el Artfculo 8.

Definicién de linea recta. Llamamos linea recta al lugar geométrico
de los puntos tales que tomados dos puntos diferentes cualesquiera
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Pi(x1, y1) y Pa(xa, y2) del lugar, el valor de la pendiente m calculado
por medio de la férmula del teorema 4, Articulo 8,

m.= =Y

X1 # 22
n—x' !

resulta siempre constante.

26. Ecuacién de la recta que pasa por un punto y tieme una
pendiente dada. Geométricamente, una recta queda perfectamente
determinada por uno de sus puntos y su direccién. Analiticamente, la

Y

P(xb\
\{(:sl,yl )
J'é 0 X

"

Yl
Fig. 34

ecuacién de una recta puede estar perfectamente determinada si se
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su 4dngulo de inclina~
¢ién (y, por tanto, su pendiente) .

" TeorREMA 1. La recta que pasa por el punio dado Pi(x1, y1) ¥
tiene la pendiente dada m , liene por ecuacién

y—yn1i=m(x—xi). (1)

DeMosTRACI6ON. De acuerdo con el método dado en el Articulo 23,
sea P(z, y) (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del
punto dado Pi(z1, ). Por la definicién de recta (Art. 25), las
coordenadas del punto P(x, y) satisfacen la ecuacién

— ¥l
m— Y=Y
T — o

de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando demominadores, la
ecuacién (1).
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Reciprocamente, si las coordenadas de cualquier otro punto
Ps(z2, y2) satisfacen (1), tenemos

2 — Y1
m= Yoy
Ze— I

que es la expresidn analitica de la definicién de recta, aplicada a los
dos puntos Pi(x1, y1) y P:(x2, y2). Por tanto, P: estd sobre la
recta. Ksto completa la demostracion.

Notas. 1. Como la ecuacién (1) estd dada en funcidn de un punto y la
pendiente, se |lama, a veces, de la forma de punto y pendiente.

2. Una recta que coincide o ¢s paralela al eje Y no tiene pendiente (Art. 8).
Por tanto, la ecuacién (1) no puede representar a una recta de tal naturaleza,
ni nuestra definicién de recta puede aplicarse a ella. Para este caso. se ha demos-
trado en el Articulo 18 gue la ecuacidén de la recta es de la forma x = k, en
donde k es cualquier nimero real.

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el puato (4, — 1) y
tiene un ingulo de inclinacién de 135°.

Y
4
P(zy)
135°
x- 0 X

B(4-1)

YI

Fig. 35

Solucién. La recta cuya ecuacidn se busca es la trazada en la figura 35.
Por el Articulo 8, la pendiente de esta recta es

m=tgl35°=—1.
Por tanto, porel teoremal, la ecuacidn de la recta es
y—(—1) = —1(x—4).

O sea.

x+y—=3=0.
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’ 27. Otras formas de la ecuacién de la recta. Una recta es o no
paralela al eje Y. Si es paralela al eje ¥ su ecuacién es de la forma
z = k; sino es paralela a dicho eje, su pendiente estd definida y su
ecuacion estd dada por el teorema 1 del Articulo 26 Como todas las
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra
forma de la ecuacién de una recta debe reducirse, necesariamente, a
una de estas dos formas. Para algunos tipos de problemas, sin em—
bargo, son méds convenientes otras formas; a continuacién considera—
mos algunas de ellas.

Y

(0,0)

Fig. 36

a) Ecuacién de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen.
Consideremos una recta I (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde-
nada en el origen, es decir, su intercepcién con el eje Y, esb. Como sc
conoce b, el punto cuyas coordenadas son (0, b) estd sobre la recta
(Art. 15). Por tanto, el problema se reduce a hallar la ecuacién de
la recta que pasa por un punto (0, &) y tiene una pendiente dada.
Segun el teorema 1 del Articulo 26 la ecuacién buscada es

y——b:m(:c—O),
0 sea, '
y=mz+b.

Podemos enunciar este resultado como el
TeorEMA 2. La recta cuya pendiente es n y cuya ordenada en el
origen es b tiene por ecuacién

y=mx +b.
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NOTA. Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada en el origen. En este
caso no puede usarse la forma de ecuacién que acabamos de obtener. Como ya
dijimos la ecuacién de una recta tal es de la forma x = k.

b) Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos. Geométrica—
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales-
quiera de sus puntos. Analiticamente, la ecuacién de una recta tam-
bién queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de
dos cualesquiera de sus puntos.

Y
B(z,y)
X 0 > X
/Pz(xzryz)

14

Y
Fig. 37

TEOREMA 3. La recta que pasa por dos puntos dados Pi(xi, y1) ¥
Pi(x:, y2) tiene por ecuacion

=y
Yy—YN = X1 — X (x x1), X1 # Xz2. (1)

DEMOSTRACION. Sea la recta Py P: de la figura 37. Como se
conocen ‘dos de sus puntos, su pendiente estd dada por (Teorema 4,
Articulo 8)

_Y—¥
m = 1 — 22 & AT
Por tanto, con esta pendiente y el punto Pi(z:, i), el problema se
reduce a hallar la ecuacién de una recta que pasa por un punto y tiene
una pendiente dada. En consecuencia, sustituyendo este valor de la
pendiente en la ecuacién (1) del Teorema 1, Art. 26, obtenemos
la forma (1) tal como se queria demostrar.

NoTas. 1. Si x; = x3, laecuacién (1) no puede usarse. En este caso, la
recta es paralela al eje Y, y su ecuacién es x = xj.
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2. Sise multiplica la ecuacién (l) por x; — x2 ¥ se pasan todos sus térmi-
nos al primer miembro, se obtiene

x1yzs— Xay1— y2x +xay +ty1x —x1y =0, (2)
que puede escribirse en forma de determinante:

x y 1
x1 y1 1 [ =0, 3)

Xa yzl

En efecto, si desarrollamos este determinante por menores con respecto a los
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de (2). Mis
adelante deduciremos la ecuacién (3) por otro método (Art. 35) y serd discutida
en esa ocasién.

Y

(0,b)

X' 0 (a,0)

Fig. 38

¢) Ecuacién simélrica de la recta. Sean a = 0 y b = 0 los seg-
mentos que una recta determina sobre los ejes X y Y (fig. 38), es
decir, sus intercepciones. Entonces (2, 0) y (0, b) son dos puntos
de la recta (Art. 15). Por tanto, el problema de obtener la ecuacion
de una recta cuando se conocen los segmentos que determina sobre los
ejes se reduce a hallar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos,
y tenemos, por el teorema 3,

0—b
y—-0= a—0 (I_a)’

de donde
ay = — bz + ab.

Trasponiendo — bz al primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos

2L Y.
T3 1.
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Esta ecuacién es la llamada ecuacién simétrica de la recta. De aqui el
siguiente

TeorEMA 4. La recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son
a0 y b#=0, respectivamente, tiene por ecuacién

X4 ¥ _
a+b 1. 4)

NoTas. 1. Sia =0, entonces también b = 0, y la forma simétrica no
puede usarse. En este caso, solamente se conoce un punto, el origen, y no es
suficiente para determinar una recta.

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de
sus puntos, la manera mds conveniente de trazar una recta a partir de su ecuacién

Y

(5,2)
{-3,1)

(0’_2)

Yl
Fig. 39

es determinar las dos intersecciones con los ejes. Si la recta pasa por el origen,
basta determinar otro punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacién.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (— 3, 1)
y es paralela a la recta determinada por los dos puntos (0, —2) y (5, 2).

Solucién. Como se conoce un punto de la recta requerida ! (fig. 39),
solamente es necesario obtener su pendiente que, segiin sabemos, es la misma que
la de la recta paralela I’ que pasa por los dos puntos (0, —2), (5, 2) (coro-
lario | del teorema 5, Art, 10). La pendiente de [/ es, por el teorema 4 del Ar-
ticulo 8, 2 (=2) .

mT—=_g ~73

Por tanto, segiin el teorema 1, Articulo 26, la ecuacidn de [ es

y—1=4%(x+3),
o sea, 4dx -5y+17=0.
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BEjemplo 2, Hallar la ecuacién de 1a mediatriz (perpendicular en su punto
medio) del segmento (—2, 1), (3, - 5).

Solucién. Supongamos que la mediatriz es la recta | y que el segmento
es !’ (fig. 40). Las coordenadas del punto medio M de I’ son (¥4, -~ 2) por
el corolario al teorema 3, Articulo 7. La pendiente de !/, por el teorema 4 del
Articulo 8, es

r=1=(=5 __6
m —2-3 5
Y
1
X, \O >X
M
. /| .
(3;-5)
Y'
Fig. 40

Como ! es perpendicular a 1/, su pendiente, por el corolario 2 del teorema 5,
Articulo 10, es m = 3. Por tanto, por el teorema l, Articulo 26, la ecuacién
de [ es

y+2==%k—-1n),
l1a cual se reduce a

0x—-12y ~29=0.

EJERCICIOS. Grupo 9

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar 1a ecuacion de la recta que pasa porel punto A (1,+5) y tiene de
pendiente 2.

2. Hallar la ecuacidn de 1a recta que pasa por et punto A(—6, — 3) y tiene
un angulo de inclinacién de 45°.

3. Hallar la ecuacidn de la recta cuya pendiente es — 3 y cuya intercepcidn
coneleje YV es — 2.

4. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos A(4, 2) y
B(=5,7).

6. Los vértices de un cuadrilatero son A (0, 0), B(2, 4), C(6,7), D(8, 0).
Hallar las ecuaciones de sus lados.
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6. Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y Y son2 y -3,
respectivamente. Hallar su ecuacién,

7. Una recta pasa por los dos puntos A(—3, — 1) y B(2, — 6). Hallar
su ecuacién en la forma simétrica.

8. Una recta de pendiente — 2 pasa porel punto A(— 1, 4). Hallar su
ecuacién en la forma simétrica.

9. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento A (— 3, 2), B(l, 6).

10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) y esparalela alarecta C(—2, 2)
y D (3. — 4). Hallar su ecuacién,

11. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(— 2, 4). vy
determina sobre el eje X el segmento — 9,

12. Demostrar que los puntos A(— 5, 2), B(l, 4) y C(4, 5) son cali-
neales hallando la ecuacién de la recta que pasa por dos de estos puntos.

13. Hallar 1a ecuacion de l1a mediatriz del segmento que los ejes coordenados
determinan en larecta S x +3y — 15 = 0.

Los ejercicios 14-21 se refieren al triingulo cuyos vértices son A(—2, 1),
B(4, 7) y C(6, =-3).

14. Hallar las ecuaciones de los lados.

15. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el vértice A y es paralela al
lado opuesto BC.

18. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vértice B y trisecan
al lado opuesto AC.

17. Hallarlos vértices del tridngulo formado por las rectas que pasan por los
vértices A, B y C y son paralelas a los lados opuestos.

18. Hallar las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de
interseccién.

19. Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de
su punto de interseccidon. Este punto se llama circuncentro.

20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccién. Este
punto se llama ortocentro.

21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC.
A partir de estas coordenadas hillese la longitud de la altura y luego el irea del
tridngulo.

22. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 4, y que pasa por el
punto de interseccion de lasrectas 2 x +y — 8 =0 y 3 x — 2y +9 =0.

23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilitero son 3 x — 8y + 36 = 0,
x+y—10=0, 3x—8y—19=0y x+y+1=0. Demostrar que la figura
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vértices.

24. Hallar el drea del triangnlo rectangulo formado por los ejes coordenados
y la recta cuya ecuaciénes 5 x +4y + 20 = 0.

25. Lascoordenadas de un punto P son (2, 6), y la ecuacién de una recta [
es 4 x +3 y = 12. Hallar la distancia del punto P a la recta / siguiendo en
orden los siguientes pasos: a) Hallar la pendiente de /. 5) Hallar la ecua-
cién de la recta [/ que pasa por P y es perpendiculara /. ¢) Hallar las coor-
denadas de P’/, punto de intersecciéon de [ y [’. d) Hallar la longitud del
segmento PP/,

26. El punto P de ordenada 10 estd sobre la recta cuya pendiente es3 y que
pasa por el punto A (7, —2). Calcular la abscisa de P.

27. Determinar el valor de los coeficientes A y B de la ecuacién Ax — By
4 4 = 0 de una recta, si debe pasar por los puntos C(—3, 1) y D(l1, 6).
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28, Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son 5x — 7y + 27 = 0,
9% —2y — 15 =U y 4x + 5y + 11 = 0. Hallar sus angulos y comprobar los
resultados.

29, Deducir la ecuacién de la recta caya pendiente es m y determina sobre
el eje X el segmento g. Compirese este resultado con la ecuacién de una recta
conocida su pendiente y su ordenada en el origen, dada en el Articulo 27.

80. Una recta pasa por los dos puntos A(—1, 3) y B(5, 4). Escribase su
ecuacién en forma de determinante. Verifiquese el resultado desarrollando el
determinante.

28. TForma general de la ecuacién de una recta. En los articulos
precedentes hemos visto que la ecuacién de una recta cualquiera, en el
plano coordenado, es de la forma lineal

Az +By+ C =0, (1)

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser
igual a cero. La ecuacién (1) se llama la forma general de la ecuacién
de una recta.

Ahora consideraremos el problema inverso, a saber, la ecuacién
lineal (1), {representa siempre una linea recta? Para contestar a esta
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuacién (1)
con respecto al coeficiente de y, es decir, las formas para B =0
y B#0.

Caso I. B=0. Si B=0, entonces A > 0, y la ecuacién (1)
se reduce a la forma

T=—7. (2)
Pero (2) esde la forma 2 = &k, de la que anteriormente se demostré
que es la ecuacién de una recta paralela al eje ¥ (Art. 18).

Caso II. B#0. Si B0, podemos dividir la ecuacién (1)

por B, y entonces por trasposicién se reduce a la forma

A C
y=—-§z——§. (3)

Pero (3) estd en la forma y = mz + b (Art. 27) y, por tanto, esla

ecuacién de una recta cuya pendiente es — % y cuya ordenada en el

. C
origen es — 5.

En consecuencia, vemos que en todos los casos la ecuacién (1)
representa una recta. Vamos a hacer un resumen de estos resulta-—
dos en el

Lehwmanan, — 5.
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TEOREMA 5. Una ecuacion lineal en las variables x y y representa
una recla y reciprocamente.

NoTAs. 1. Este teorema muestra lo apropiado del término lineal para
designar las expresiones algebraicas de primer grado.

2. La pendiente de una recta cualquiera, no paralela al eje Y, puede obte-
nerse directamente a partir de su ecuacién. Para ello bastard reducir la forma
dada (1) alaforma (3): el coeficiente de x es 1a pendiente. Mis sencillamen-
te, todo lo que tenemos que hacer es dividir en (1) el coeficiente de x por el
coeficiente de y y después cambiar el signo.

29. Discusion de la forma general. Ahora haremos algunas obser-
vaciones de gran importancia, no sélo con respecto a la recta, sino
también a toda la Geometria analitica. Acabamos de ver que la ecua—
cién de una recta es, necesariamente, de la forma

Az+ By+C=0. (1)

Por tanto, al buscar la ecuacién de una recta particular, sabemos
a priort que es de la forma lineal (1); el problema que queda por
resolver es el de determinar los coeficientes A, B y C. El estudio de
los coeficientes es, pues, de gran importancia. Este dltimo enun-
ciado, sin embargo, no estd restringido a la linea recta solamente ; a
medida que avancemos en el estudio de la Geometria analftica veremos
que, una vez que se haya establecido la ecuacién general de un tipo
particular de curva, las propiedades y caracteristicas distintivas de
esa curva pueden determinarse por una investigacién de los coeficientes
de su ecuacién .

Consideremos los tres coeficientes A, B y C en la forma gene-
ral (1). Notamos, en primer lugar, que todos son constantes reales
y arbitrarias, es decir, que pueden tomar cualquier valor real , siem~
pre que A y B no sean simultdneamente nulos. Puede parecer a
primera vista que estas tres constantes son independientes. Pero
puede demostrarse ficilmente que, en realidad, solamente hay dos
constantes independientes. En efecto, uno, cuando menos, de los
coeficientes A y B debe ser diferente de cero. Por tanto, si A = 0,
podemos dividir 1a ecuacién (1) por A de manera que tome la forma

s+ Zy+ 8 -0, @)

en la que hay solamente dos constantes independientes que son las
razones arbitrarias B/A y C/A. Sabemos, por Algebra, que para
calcular estas constantes se necesitan dos ecuaciones independientes
que las contengan, y que cada una de estas ecuaciones se obtiene &
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partir de una condicién independiente. Por tanto, analflicamente, la
ecuactén de una recla queda perfeclamente determinada por dos condi-
ciones independientes. Geométricamente, una recta también queda
determinada por dos condiciones independientes ; luego una recta estd
completamente determinada si se conocen dos de sus puntos, o uno de
sus puntos y su direccién.

Bjemplo. Hallar los valores que deben tener los coeficientes de 1a ecuacién
general Ax + By + C =0 de una recta, para que pase por los dos puntos
(=1, 4) vy (3. —2). De ahi hallar la ecuacién de la recta.

Solucién, Como los dos puntos estin sobre la recta, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacién de dicha recta (Art. 14). Por tanto, para el punto
(—1, 4), tenemos:

—A+4B+C=0; 3)
y para el punto (3, —2) tenemos
34 -2B+C =0. 4)

Resolviendo lag ecuaciones (3) y (4) para Ay B en términos de C, obtenemos
A= -=%C, B=—%C.

Si sustituimos estos valores de A y B en la forma general, obtenemos
~3Cx—%Cy+C =0.

Divvidiendo toda la ecuacién por C y simplificando, obtenemos como ecuacién
de la recta
3x+2y -5 =0,

cuyos coeficientes son A = 3, =2, C=~19%.

NOTA. Si C = 0, el problema no puede resolverse tal como se ha hecho.
En este caso podemos resolver (3) y (4) para A y C en términos de B si
B0, opara By C entérminosde A si A = 0.

30. Posiciones relativas de dos rectas. Ahora consideraremos las
posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones pueden ponerse en
las formas generales : v
Az+By+C=0, (1)

Az+ B'y+C’'=0. (2)

En particular, determinaremos las condiciones analiticas bajo las cua-
les estas dos rectas son : a) paralelas; b) perpendiculares; c¢) coin-
ciden; d) se cortan en uno y solamente en un punto.

a) La pendiente de (1) es — % si B0, y la pendiente de (2)

/
es —% si B’ # 0. Por el corolario 1 al teorema 5, Articulo 10,
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una condicién necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean

paralelas es que
A A’

B~ "B’

o sea,

SIS
o
k|

es decir, los coeficientes de z y ¥y deben ser proporcionales.

Si B=0, la recta (1) es paralela al eje Y. Si la recta (2) es
paralela a la (1), también es paralela al eje Y, luego también B’ =90,
En este caso, la tltima proporcién establecida no tiene sentido; lo
mismo sucede si A y A’ son cero, es decir, si ambas rectas son para-
lelas al eje X. Pero, si escribimos esta relacién en la forma

AB' — A'B =0,

tenemos una relacién verdadera para todos los casos.

b) Por el corolario 2 al teorema 5, Articulo 10, una condicién
necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean perpendicu~

lares es que
AV(_&\ o,
TBI\"PF -

AA’'+ BB =

0 sea,

El estudiante debe demostrar que esta dltima relacién es también
verdadera si una de las rectas es paralela al eje Y y, por lo tanto, no
tiene pendiente.

¢) Dos rectas coinciden si tienen un punto comiin y la misma
direccién o pendiente. La interseccién de la recta (1) con el eje X es

el punto de abscisa — % , ¥ la dela recta (2) es el punto de abscisa

- % Por tanto, debemos tener
C C’
—a=-a
0 sea,
A C
4_ 4L @)
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También, por ser las pendientes iguales, "

_A__4
B B’
o sea, 4 B
il 2 | )
De 3) y (4) tenemos
A B _C.
aAE=cor ()

es decir, dos rectas coinciden si y solamente si sus coeficientes corres-
pondientes son proporcionales.

La proporcién (5) se ha escrito suponiendo que todos los coefi-
cientes de las ecuaciones (1) y (2) son diferentes de cero. Si, en vez
de esto, uno o més coeficientes son cero, esta propercién no tlene
sentido en su totalidad o en parte. Pero si escribimos

A=FkA', B=kB, C=kC',

en donde k es una constante diferente de cero, obtendremos relaciones
verdaderas para todos los casos.

d) Geométricamente, dos rectas se cortan en uno y solamente en
un punto en el caso de que no sean paralelas. Analiticamente, si las
rectas (1) y (2) no son paralelas, del apartado (a) anterior se dedu-

ce que

%;ﬁ%, osea, que AB — A'B # (.

Podemos hacer el resumen de los resultados anteriores en el

TEoREMA 6. Si las ecuaciones de dos rectas son Ax + By+C=0
y A’x 4 B’y + C’ = 0, las relaciones siguientes son condiciones nece—
sarias y suficientes para
a) Paralelismo %= %, 0 sea, AB’ — A’/B =0;
b) Perpendicularidad, AA’ 4+ BB/ =
¢) Coincidencia, A =kA’, B=kB’, C=kC’ (k#0);
d) Interseccion en uno y solamente un punio,
A B
%’éﬁh osea, AB'— A'B = 0.

Ejemplo. La ecuacién dé una recta [ éa 5x ~7y + 11 = 0. Escribir la ecua-
cién que representa a todas las rectas paralelasa I. A partirde esta Gltima ecuacion
hallar 1a de la recta paralela a I y que pasa por el punto (4, 2).
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Solucién. Representemos por Ax + By + C =0 la ecuacién de todas las
rectas paralelas a I. Por el apartado (a) del teorema 6 se verifica

A B 7
T==5 o sea, B —S—A.

Por tanto, la ecuacidn de todas las rectas paralelasa [ es

Ax—75—Ay+C=0.
de donde,
' 5x—7y+—-=0

O sea,
S5x ~7y+ k=0, 6)

en donde k = %g es una constante arbitraria.
Si la recta (6) debe pasar por el punto (4, 2), lis coordenadas deben satisfa-
cer (6). Por tanto:

5.4-7. 2+k= .
de donde &k = - 6, y la recta buscada es

S5x~7y—6=0,

EJERCICIOS. Grupo 10

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1., Transformar la forma general de la ecuacién de una recta a la forma
simétrica. Establecer las restricciones a que deben estar sometidos los coeficien-
tes para permitir esta transformacién.

2. Hallar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma
general, que pasa porel punto (—2, 4) y tiene una pendiente igual a — 3.

3. Hallar la ecuacién de una recta, determinando los coeficientes de la forma
general, si los segmentos que determina sobre los ejes X v Y, es decir, sus
intetcepciones, son 3 y — 5, respectivamente.

4. Hallar la ecuacidon de la recta, determinando los coeficientes de la forma
general, que es perpendicular ala recta 3x — 4y + 11 = 0 y pasa porel punto
(-1 =3).

5. Hallarel valor de 2 para que la recta kx +(k — 1)y — 18 = 0 sea pa-
ralelaalarecta 4x 4+ 3y +7 = 0.

6. Determinar el valor de k para que larecta R3x + (R + 1)y + 3 = 0 sea
perpendicular a la recta 3x — 2y — 11 = 0.

7. Hallar la pendiente e intercepciones de la recta 7x — 9y + 2 = 0.

8. Hallar la pendiente, ingulo de inclinacidn y las intercepciones de la recta
que pasa por el punto (2, 3) y es perpendicular ala'recta 2x = 7y + 2. = 0.

9. Determinar el valor de & para que la recta- 4x + 5y + k = 0 forme con
los ejes coordenados un tridngulo rectingulo de &rea igual a-2 %2 unidades cua-
dradas -
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10. En las ecvaciones ax + (2 —b)y—23 =0y (a—=)x+ by 4+ 15=0
hallar los valores de @ y b para que representen rectas que pasan por el pun-

to (2, —3).
11. Demostrar que la recta que pasa por los puatos (4, —1) y (7, 2)
bisecta al segmento cuyos extremos son los puntos (8, —3) y (—4, ~3).

12. Demostrar que las rectas 2x —~y — 1=0, x—8y+437=0, 2x — y—16=0
y x~8y+7 =0 forman un paralelogramo, y hallar las ecuaciones de sus
diagonales.
+~ 13. Demostrar que las rectas 5x —y—6=0, x+5y—22=0, S5x—y-32=0
Yy x4+ 5y +4 =0 forman un cuadrado.
14. Demostrar que los ingulos suplementarios formados por las dos rectas
Ax 4+ By+ C =0y A'x + B'y + C’ = 0 estin dados por las férmulas

tg 0= = A'B—AB'

AA'+ BB

—~—15. Hallar el ingulo agudo formado por las rectas 4x — 9y +1l=0 y
Ix+2y -7 =0, )

__w16. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan porel punto (2, — 1) y
que forman cada una un ingulo de 45° con la recta 2x — 3y + 7 = 0.

17. A partir del resultado del ejercicio 14, deducir las condiciones necesarias
y suficientes para el paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, dadas en los
apartados (a) y (b) del teorema 6, Articulo 30.

18. Si k es una constante cualquiera diferente de cero, demuésirese que todo
punto que esté sobre la recta Ax + By + C = 0 también estard sobre la recta
kRAx 4+ kBy + RC = 0. Por tanto, dediizcase la condicién necesaria y sufi-
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (¢) del teorema 6,
Articulo 30.

19. Por medio de determinantes obténgase la condicién necesaria y suficiente
para que las dos rectas Ax + By + C =0 y A’x 4+ B’y + C’ = 0 se corten en
uno y solamente un punto, dada en el apartado (d) del teorema 6, Articulo 30.
Sugestién: Véase apéndice IB, 6.

20. Si tres rectas se cortan en un punto comin, se dice que son concurren-
tes. Si las tres rectas Ajx+ Biy+Ci1 =0, Aax+ Bay+Ca=0 v
Azx 4+ Bzy + C3 = 0 son concurrentes, demuéstrese que sus coeficientes satis-

facen la condicién >
Ay By C &‘{ rethnvow  or verdod
A2 Bz Ca|=0. S C/"‘CV‘ dn o ‘\ara\k\lo
Az Bs Cs

21. Demostrar que las tres rectas 3x —5y 4+ 7 =0, 2x 4+ 3y ~-8=0y
6x — 7y + 8 = 0 son concurrentes.

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquier triingulo son
concurrentes.

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a los lados
en su punto medio en cualquier tridingulo son concurrentes.

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier triingulo son
concurrentes.

25. Los vértices de un tridanguloson (1, 1), (4, 7) y (6, 3). Demostrar
que e] baricentro (punto de interseccién de las medianas), el circuncentro (pun-
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to de interseccién de las mediatrices) y el ortocentro (punto de interseccidn de
las alturas) son colineales.

26. Demostrar analiticamente que el baricentro, circuncentro y ortocentro
de cualquier tridngulo son colineales. La recta que los une se llama recta de
Euler. -

27. Desde el punto (6, 0) se trazan perpendiculares a los lados
Sx —y—4=0, y=1y x—y—4=0 de un tridngulo. Demostrar que
los pies de estas perpendiculares son colineales.

28. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (a, b) y por la
interseccién de las rectas X + L =1 y £ 4 4 =,

a b b a

29. Una recta se mueve de tal manera que la suma de Jos reciprocos de los
segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual 2 una cons-
tante k ¢ 0. Demostrar que la recta pasa siempre por el punto fijo (..1’; -i_)

30. Hallarla longitud de la perpendicular bajada del punto Py (x:1. y1) ala
recta [ : Ax + By 4+ C = 0. Demostrar, a partir de esto, que la distancia d del
punto Py ala recta [ esta dada por

| Ax1 + By, + C |
v A%+ B?

d

31. Forma normal de la ecuacién de la recta.’ Consideremos un
segmento OP; de longitud p y con uno de sus extremos O siempre en
el origen, tal como puede verse en la figura 41. La posicién exacta
de este segmento de recta en el plano coordenado estd determinada
por el 4ngulo w, que, como en Trigonometria, es el 4ngulo positivo
engendrado por el radio vector OPi al girar alrededor del origen
(Apéndice IC, 1). De acuerdo con esto, la longitud p se considera
siempre posilivza, y la variacién de los valores del dngulo w viene
dada por

0° < » < 360°. ‘ (1)

Es evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y w,
la recta ! trazada por Pi(z:1, y1) perpendicular a OP: queda perfec—
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuacién de ! por medio
de la férmula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen-
diente dada .

Por Trigonometrfa, para cualquier posicién de la recta I,

Zy=pcosw, Y1 =pPsenw. (2)
Por tanto, las coordenadas del punto P: son (pcos w, p sen w).

Para las posiciones (a) y (b) (fig. 41) el dngulo de inclinacién
del segmento OP: es w, y, por tanto, su pendiente es tg w.
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Para las posiciones (¢) y (d) (fig. 41) en donde a es el dngulo de
inclinacién de OP:, tenemos (Apéndice IC, 3)

tg w =tg (180° + a) = tg a.

De aqui que para todas las posiciones del segmento OP1, su pendiente
estd dada por tg w. Como la recta [ es perpendicular a OP:, su

Y Y
'y o
N /

B (%4) B(z¥,)
T~
x! o © v ’ P \
N x— 0 X

Y’ Yl

(a) (b)

Y Y
A K
XN\ f 5 X pdd 5 / x
p w P
‘P].(:cl’yl) ﬁ(leyj)

v’ v’

(c) (d)

Fig. 41

pendiente para todas las posiciones es, por el corolario 2 del teore-
ma 5, Articulo 10,
. o _ _Cosw
m ctg @ p— (3)
Segiin esto, de (2) y (3), la ecuacién de I (teorema 1, Artfcu-

lo 26) es
€08 ®

sen w

y—psenw = — (x—pecosw),

de donde
ysen w — p sen® @ = — z cos w + P cos® w,

o sea, z cos @ + y sen w — p(sen® w + cos’ w) = 0.

(
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Como sen® w + cos® w = 1 (Apéndice IC, 2), esta tltima ecuacién se

reduce a ;
zeosw+ysenw —p=0. (4)

Este resultado conduce al siguiente
TeoremMA 7. La forma normal de la ecuacién de una recta es
xcosw+ysenw—p=0,

en donde p es un numero positivo, numéricamente igual a la longitud de
la normal trazada desde el origen a la recta, y w es el dngulo positivo
< 360° medido a partir de la parte positiva del eje X a la normal.

NOTA, Siuna recta pasa por el origen, se tiene p = 0 en la forma normal
de su ecuacién. En este caso se prefiere suponer que la recta normal estd diri-
gida hacia arriba del origen de tal manera que la variacién de los valores de w

esté dada por
0< o < 180°.

Ejemplo. En un circulo de centro en el origen y radio igual a 5, hallar la
forma normal de la ecuacién de su tangente en el puato (— 3, 4).

bt

ANZA

> X

L
4

Fig. 42

Solucién. Latangente buscada [ aparece trazada en la figura 42. Por Geo-
‘metria elemental sabemos que el radio que va al punto de tangencia es perpen-
dicular a la tangente. Portanto, p=5, ysenw =4 y cos®w = — %, Luego
la ecuacién de { en la forma normal es

—Mx+Hy—5=0 )

Otrdinariamente, después de obtener la forma (5) en un problema, la escribiria-
mos en la forma general, que es mis simple,

Ix —4y 425 =0. 6)
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Aunque (5) y (6) representan la misma recta {, debe tenerse presente que (5)
es la forma normal, y (6) no lo es. La importancia de esta distincién se apre-
ciard cuando consideremos las aplicaciones de 1a forma normal (Art. 33).

32. Reduccién de la forma general de la ecuacién de una recta a la
forma normal. Usualmente, la ecuacién de una recta se da en la for-

ma general
Az+ By +C=0. (1)

Sin embargo, la forma normal
zeosw+ysenw—p=0, (2)

es ttil para ciertos tipos de problemas. Por esto consideraremos en
este articulo el método de obtener la forma normal a partir de la forma
general de la ecuacién.

Si las ecuaciones (1) y (2) representan la misma recta, sus
coeficientes correspondientes deben ser proporcionales (apartado (c)
del teorema 6, Art. 30). Por tanto,

cosw=kA, (3)
sen w = kB, (4)
—p=kC. (5)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (3) y (4), y suma-

mos, obtenemos
cos® w + sen? w = k*(A* + B?).

Pero como cos? @ + sen® w = 1, esta dltima relacién nos da

1
k=————=, A+ B*=0. 6
=V A*+ B . (6)
Si se sustituye este valor de & en cada una de las ecuaciones (3), (4)
y (5), obtenemos las relaciones buscadas entre los coeficientes corres—
pondientes de las dos formas (1) y (2). Estas son:

A B
S UL Y oy T pry T
- Cc
p v A+B’

¥y la recta definida por la forma general (1) tiene por ecuacién en la
forrna normal
A B C
=+ =
VAT E T avare! svaiE
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Es evidente, sin embargo, que, en cualquier caso particular, no
podemos usar en (6) ambos signos del radical, ya que esto no nos
darfa un tnico valor para el dngulo w. Para determinar el signo de
este radical, notamos en primer lugar que, cuando, p es diferente
de cero, debe ser posttivo (Art. 31). En este caso, la relacién (5)
muestra que k y C deben ser de signos diferentes y, por tanto, que.
al radical de (6) se le debe dar el signo opuesto al de C.

Si la recta pasa por el origen, en la forma (1) es C =0,y p=10
en la (2), y el signo del radical no puede ser determinado por la rela—
cién (5). En este caso, sin embargo, hemos elegido, como se esta-
blecié en la nota del teorema 7, Articulo 31, restringir los valores
de o al intervalo

0<w < 180°,

en donde sen w no es negativo. La relacién (4) nos dice entonces
que k& y B deben concordar en signo.si B # 0, y, par tanto, al ra-
dical de (6) se le debe dar el mismo signo que tenga B.

Finalmente, si ambos B y C son iguales a cero en la forma
general (1), la relacién (4) muestra que sen w = 0. Por tanto,
w=0°, ya que w < 180° para C = 0 como ya hemos dicho. En-
tonces cos w = 1, y la relacién (3) muestra que k¥ y A deben con-
cordar en signo.

Los resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente

TeorEMA 8. La forma general de la ecuacion de una recla ,

Ax+By+C=0, (1)
puede reducirse a la forma normal ,
Xxcosw+ysenw—p=0,

dividiendo cada término de (1) por r = =/ A? + B?, en donde el
signo que precede al radical r se escoge como sigue:

a) Si C#0, r esde signo contrario a C.

b) 8iC=0y B0, ry B tienen el mismo signo.

c) St C=B =0, ry A tienen el mismo signo.

Ejemplo. La ecuacién de una recta es 5x — 7y — 11 = 0. Reducir su
ecuacidén a la forma normal, y hallar los valoresde p y w.

Solucién. Para la ecuacién dada, A =5, B=—-7y C==11. Por
anto, =/ AP+ Bi ==V 52+ (—7)2 ==V 74. Como C es negativo,
damos al radical el signo positivoe. Dividiendo la ecuacién dada por V74,
obtenemos su forma normal,

5 -7 11

— x+——y———
va VHy vV 74

=0,
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en donde,

7 11
—, sen W = —

V72 V74 V7%

Como cos @ es positivo y sen e es negativo, ® esti en el cuarto cuadrante
(Apéndice IC, 1). En la tabla B del Apéndice II, se encuentra que el valor
de ® es 305°32'. En la figura 43 se ha trazado la recta.

cos W =

r o

-

|
N
' Y
M

Fig. 43

EJERCICIOS. Grupo 11

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién de una recta en la forma normal, siendo w = 60°
Yy p =6

2. Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio 3. Si el
punto de tangencia es (2, — v/ 5 ), hillese 1a ecuacién de la tangente en la
forma normal.

3. Laecuacién de una recta en la forma normal es x cos W + y sen w — 5 =0.
Hallar el valor de @ para que la recta pase por el punto (—4, 3).

4. Reducir la ecuacién 12x — 5y — 52 = 0 a la forma normal, y hallar los
valores de p y o.

5. Hallar la distancia * del origen a la recta 2x — 3y +9 = 0.

6. Determinar el valor de kB para que la distancia del origen a la recta
x+ hy —7 =0 sea 2.

7. Reducir laecuacién y = mx + b a la forma normal, "y hallar los valores
de p y 0.

8. Hallar la ecuacién de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa
por el punio (I, 7). (Dos soluciones.)

* Al hablar de distancia de un punto a una recta se sobrentiende el seg-
mento de perpendicular trazado del punto a la recta. Lo mismo al hablar de
distancia entre paralelas.
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9. El angulo de inclinacién de una recta es de 45°. Hallar su ecuacién si
su distancia del origen es 4. (Dos soluciones.)

10. Reducir la ecuacién x = k a la forma normal, y hallar los valores de
py ® paralostrescasos: k<0, R=0y 2 >0.

11. Reducir la ecuacién y = k a la forma normal, y hallar los valores de
py ® paralostrescasos: R <0, R=0y 2 >0.

12, La pendiente de una recta es — 3. Hallar su ecuacidn si su distancia del
origen es 2. (Dos soluciones.)

13, Hallar la forma normal de la ecuacién de la recta que pasa por los dos
puntos A(—1, 7) vy B(4, 2).

14. Hallar la forma normal de la ecuacidn de la recta que es paralelaa la
recta x — S5y + 11 = 0 y pasa porel punto A(—7, 2).

15. Hallar la ecuacién de la recta que es paralela a la que tiene por ecuacién
3x +2y — 9 =0 y cuya distancia del origen es 8. (Dos soluciones.)

16. Hallar la forma normal de 1a ecuacién de la recta que es perpendicular a
larecta 2x — 3y + 7 = 0 y determina sobre el eje X el segmento — 9.

17. Los vértices de un tridngulo son A(—4, 2), B(—1, 5) y C(2, =1).
Hillense las ecuaciones de las alturas en la forma normal. )

18. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas
3x+5y—11 =0y 6x +10y — 5 = 0. Deducir de este resultado la distan-
cia entre las dos rectas.

19. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas
2x+3y—4 =0y 6x +9y + 11 =0, ‘A partir de esto calcular la distancia
entre las dos rectas.

20. Laecuacién de una recta [ es x + 3y — 6 = 0, y las coordenadas de un
punto P son (4, 7). Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por P y es paralela
a I. A partir de este resultado hallar la distancia de P a |.

33. Aplicaciones de la forma normal. A continuacién vamos a
considerar dos aplicaciones de la forma normal .

a) Cdlculo de la distancia de una recta a un punto dado. Sea l la
recta dada y Pi(z:, y1) el punto, y designemos por d la distancia
de I a P1. Como P: y ! pueden ser cualesquiera en el plano coorde—
nado, hay seis posiciones relativas posibles de P, [ y el origen O,
tal como se indica en la figura 44. (Véase Art. 2, fig. 2.)

Supongamos que la forma normal de la ecuacién de [ es

zcosw+ysenw—p=0. ' (1)

Sea [’ la recta trazada por P1 y paralela a I, y sea p’ la longitud de
la perpendicular trazada desde el origen a 1’.

Como tendremos ocasién de tratar con segmentos de recta diri-
gidos, asignaremos la direccién positiva a la recta normal trazada
desde el origen hacia la recta . Esta direccién positiva estd indicada
en la figura 44 por la normal ON que corta a l en el punto 4 y
a 1’ enel B. Entonces, en cada uno de los casos,

d=|4B]. (2)
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La longitud de la normal OA hasta ! es siempre positiva, ya que
tiene la misma direccion que ON ; la longitud de la normal OB hasta
I’ es positiva o negativa segln que su direccién sea la misma o sea

, (P (2,9,)

Y
(e)
Fig. 44

opuesta a la de ON. Como p y p’ son siempre nimeros no-negati-
vos (Art. 31), tenemos ‘

O—A:Ps|O—B‘=P'- (3)

Por la relacién fundamental (2) del Articulo 2 para segmentos dirigi~
dos, tenemos

AB = A0 + OB,
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de donde e
AB = — 04 +0B. (4)

Por tanto, por (3) y (4), tenemos, para las seis posiciones indica—
das en la figura 44,

LN

(a) XE=—p+p’>O, yaque p > p.

(b) AB=—p+p' <0, yaque p' <p.

(¢) §=“p—p/<0' } (5)
(d) AB=—p+7p <0, yaque p’ <p.

() AB=—p—p' <0.

(f) AB=—p+p >0, yaque p’ > p.

Por el teorema 7, Artieulo 31, la ecuacién de I’ para los casos

(a), (b), (d) y (f) es
zeosw+ysenw—p’ =0. 6)
Para el caso (c¢), la ecuacidn de I’/ es
zecos (w —n)+ysen(w—mn) —p’' =0,
de donde (ver el Apéndice IC, 3), tenemos
—zcosw—ysenw —p' =0, (7)
Para el caso (e), la ecuacién de I’ es
zeos(ntow)+ysen(n+w) —p' =0,

de donde obtenemos nuevamente la ecuacidén (7).
Como el punto P: est4 sobre I/, sus coordenadas (z1, y1) satis—
facen (6) y (7), y tenemos, respectivamente,

zicosw+yisenw —p/ =0,

y —xircosw—yrsenw —p' =0,
de donde para los casos (a), (b), (d) y (f),
p’ =z cos w + yr sen w, (8)

y para los casos (¢) y (e),
P’ = — 1 €08 W — Y1 8eN w. _ (9)
Entonces de (8) y 5(a), 5(b), 5(d)y 5(f), tenemos
AB =21 coso+y senw —p; (10)
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v de (9) y 5 (c), 5(e), tenemos el mismo resultado- (10). Por
tanto, de (2) y (10), tenemos

d=|xicosm+yisen v —pl. (11)

Comparando (1) y (11), vemos que la distancia buscada d puede
obtenerse simplemente sustituyendo las coordenadas de P: en el pri-
mer miembro de la forma normal de la ecuacién de I. Ahora bien,
como la ecuacién de una recta se da ordinariamente en la forma
general

Az +By+C=0, (12)
es necesario reducir (12) a la forma normal (teorema 8, Art. 32),
Ax+ By+ C _
VAT E
de manera que, de (11), el valor buscado es

- | Az + By + C |

d T oh T
VAT + B

Este resultado lo enunciamos como sigue :

TeorEMA 9. La distancia d de una recta Ax + By +C =0 a un
punto dado P1(x1, y1) puede oblenerse sustituyendo las coordenadas del
punto en el primer miembro de la forma normal de la ecuacion de la recta .
El valor estd dado entonces por

- | Ax1 + By:1 + C|

d TN
VAT+ B

Para los fines del segundo problema de este articulo, serd necesario
considerar la distancia d del teorema 9 como la longitud del segmento
de recta perpendicular dirigido de la recta ! hacia el punto Pi. En
este sentido, nos referimos a d como la distancia dirigida. Su signo y
magnitud estin dados entonces por el signo y longitud del segmento
dirigido AB; es decir,

d=AB.

Si comparamos ahora cada relacién de (5) con la posicién correspon—
diente que aparece en la figura 44, observamos que para los casos
(a) y (f), con P;1 y el origen O en lados opuestos de la recta I,
AB es positiva , mientras que para los cuatro casos restantes, con
Piy O del mismo lado de I, AB es negativa. Si, en vez de esto,
la recta I pasa por el origen, se deduce, de la nota del teorema 7,

) shoana. — 6.
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Artfculo 31, que AB es positiva si P1 estd arriba de I y negativa si
estd abajo.

Estos resultados se expresan en conjunto en el

TeoREMA 10. Le distancia dirigida d de la recta dada

Ax+By+C=0

al punto dado P1(x1, y1) se obliene por la férmula
- Axi+Byi1 4+ C

=VETB
en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 8, Ar-
tculo 32.

St la recta dada no pasa por el origen, d es positiva o negaliva segin
que el punto P1 y el origen estén en lados opuestos o del mismo lado
de la recta.

St la recta dada pasa por el origen, d es positiva o negativa segin
que el punto P1 esté arriba o abajo de la recta.

d

2

Ejemplo 1. Hallar la distancia de la recta 3x — 4y + 12 = 0 al punto
(4, — 1). Interpretar el signo de la distancia como segmento dirigido.

Y
A

3z-4y+y
X

/ 17 .\ —> X

(4-1)

Y
Fig. 45

Solucién, La recta y el punto aparecen en la figura 45, Por el teorema 10,
1a distancia dirigida de 1a recta dada al punto es

3()—4(—-1D4+12 -128
d = J S — == 5 -
— V3T 42
Por tanto, la distancia buscada es 3%. El signo negativo indica que el punto y
el origen estin del mismo lado de la recta.

b) Determinacién de las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos
suplementarios formados por dos rectas dadas que se corfan. Suponga-—
mos que las ecuaciones de las dos rectas dadas son

l: Az4+By+C=0, (13)
i': Az+B'y+C' =0, (14)
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y designemos por l1 y l: a las bisectrices de los dngulos suplementa-
rios formados por ellas, como se representan en la figura 46.

Por Geometria elemental, la bisectriz de un 4ngulo es el lugar
geométrico de los puntos equidistantes de los lados del 4ngulo. Por
tanto, para cualquier punto P(z, y) de la bisectriz, las distancias
d. y ds deloslados | y I’ a P son iguales, es decir,

|d1| = |dz]. (15)

Fig. 46

Ahora bien, la condicién geométrica expresada por (15) nos dice
simplemente que las distancias d1 y d2 son numéricamente iguales, y
la interpretacién analitica conduciria entonces precisamente a la misma
ecuacién para ambas bisectrices. Segtn esto, se hace necesario consi-
derar d1 y d: como distancias dirigidas con el fin de hacer una distin-
cién entre las bisectrices 1 y l2.

Para el punto P(z, y) sobre l1, P y el origen estdn en lados
opuestos de I, de donde, por el teorema 10, d: es positiva. Andlo-
gamente, d: es positiva, de manera que, para la recta [1,

di=d,. (16)

Para el punto P(z, y) sobre I, P y O estin en lados opuestos
de I, pero estdn a un mismo lado de I’ Por tanto, en este caso

tenemos
di= —ds. (17)

Aplicando el teorema 10 a las ecuaciones (13) y (14), expresa—

mos la condicién (16) analfticamente por

Az+By+C _ Az+By+
+vVA*+B? =+ A'4B/t’

(18)
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en donde los signos del radical se escogen de acuerdo con el teorema 8,
Articulo 32. Por tanto, (18) esla ecuacién de Ia bisectriz I1.
Andlogamente, de (17) tenemos como ecuacién de la bisectriz Iz,

Az+By+C_  Az+By+ C/
SNALE | = VATEBE
Este resultado conduce al siguiente
TeorEMA 11. Las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos suple-
mentarios formados por dos rectas que se cortan, Ax+ By +C =0 y
Ax+B'y+C/' =0, son ’
Ax+By+C Ax+By+C’/
++vV AT+ B2 ++VAZL B2’

Ax+By+C _  Ax+By+0C
=V A 4+ B? = VA2 + B’

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teorema 8 ,
Artfculo 32.

Ejemplo 2. Los vértices de un tridngulo son A(—2, 3), B(5 5) y
C (4, — 1). Hallar la ecuacién de la bisectriz del dngulo interior ACB.

Y
Fig. 47
Solucién. Sea ! (fig. 47) la bisectriz buscada. Por el teorema 3, Arricu-
lo 27, las ecuaciones de los lados BC y AC son
bx —y—-25=0 y 2x+3y—5=0.

respectivamente.

Sea P (x, y) un punto cualquiera sobre [, y representemos por d; y d3 las
distancias dirigidas de los lados BC y AC, respectivamente, al punto P.
Entonces, como P y el origen estin del mismo lado de BC y de lados opues-
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tos de AC, del teorema 10 se deduce que d; = — d3. Por tanto, por el teo-
rema 11, la ecuacidén de la bisectriz [ es

bx —y—25 2x +3y — 5
Ve BV ==
la cual, simplificada, toma la forma

VB +2VIN)x—- (VB -3V y-25vVI3-5V37=0

BJERCICIOS. Grupo 12

Dibdjese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la distancia de la recta 4x — 5y + [0 = Q0 al punto P(2, —3).

2. Hallar la distancia dirigida de la recta x4 2y +7 =0 al punto
P(l, 4).

8. Losvértices de un triingulo son A(—4, 1), B(-3, 3) y C(3, -3).
Hallar 1a longitud de 1a altura del vértice A sobre el lado BC y el drea del
tridngulo.

4. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3x — 4y 4+ 8=0
yox -8y +9=0.

5. Hallar la distancia entre las rectas paralelas x+2y —10=0 ¥y
x+2y+6=0.

6. Hallar la ecuacidn de la paralela a la recta 5x 4 12y — 12 =0 y distante
4 unidades de ella. (Dos soluciones.)

7. La distancia dirigida de 1a recta 2x + 5y —~ 10 = 0 al punto P es —3.
Si la abscisa de P es 2, hillese su ordenada.

8. La distancia de l1a recta 4x — 3y + 1 = 0 al punto P es 4. Sila orde-
nada de P es 3, hillese su abscisa. (Dos soluciones.)

9. Hallar la ecuacién de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos
rectas paralelas 12x — S5y +3 =0 y 12x — 5y —6 = 0,

10. En la ecuacién kx + 3y + 5 = 0, hallar el valor del coeficiente k de
manera que la distancia dirigida de la recta que representa al punto (2, ~ 2) sea
iguala — 1.

11. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3, 1) y tal que la
distancia de esta recta al punto (— 1, 1) seaigual a 2 v/2. (Dossoluciones.)

12. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los ingulos formados por las
rectas x + gy~ 1 =0y 2x —y+1 =0, ydemostrar que son perpendiculares
entre si.

13. Hallar la ecuacién de la bisectriz del ingulo agudo formado por las
rectas x — 2y —4 =0y 4x —~y —4=0.

14. En el tridngulo del ejercicio 3, hallar las ecuaciones de las bisectrices de
los angulos interiores, y demostrar que concurren en un punto.

15. Demostrar, analiticamente, que en un tridungulo cualquiera las bisectri-
ces de los ingulos interiores se cortan en un ‘punto que equidista de los tres lados.
Este punto se llama incentro.

16. Demostrat, analiticamente, que en un tridngulo cualquiera la bisectriz
de un dngulo interior y las bisectrices de los ingulos exteriores en los otros dos
vértices son concurrentes.
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17. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble
de su distancia del eje X.

18. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a la mi-
tad de su distancia del eje Y.

19, Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias de las
dos rectas Ax + By +C =0 y A'x + B'y+ C’ =0 es una constante. De-
mostrar que su lugar geométrico es una recta.

20. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manetra que su distancia de 1a recta x 4+ 2 = 0 es siempre igual a su distancia del
punto (2, 0). Tricese el lugar geomécrico.

21. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta y + 2 = 0 es siempre igual a su distancia
del punto (0, 2). Tricese el lugar geométrico.

22. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de 1a recta x — 2 = 0 es siempre 3 unidades mayor que
su distancia del punto (— 1, — 3). Trazar el lugar geométrico.

23, Un punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta
x4+ y+1 =20 es siempre igual a su distancia del punto (— 2, — 1). Hallar
la ecuacién de su lugar geométrico.

24. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre igual al triple de su
distancia del punto (2, — 4). Trazar el lugar geométrico.

26. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia del punto (— 2, 1) es siempre igual al triple de su dis-
tancia de la recta y 4+ 4 = 0. Trazar su lugar geométrico. '

26. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (1, — I)
es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3x — 2y 4+ 6 = 0. Hallar la
ecuacién de su lugar geométrico,

27. El ingulo de inclinacién de cada una de dos rectas paralelases a. Si
una de ellas pasa por el punto (a. b) y laotra porel (h, k), demostrar que la
distancia que hay entre ellases | (h — a) sen o — (k — b) cos al.

28, Hallar el irea del trapecio formado por las rectas 3x —y — 5 =0,
x—2y+5=0, x+3y—20=0y x -2y =0.

29. Desde un punto cualquiera de l1a base de un tridngulo isdsceles se trazan
perpendiculares a los lados iguales. Demostrar, analiticamente, que la suma de
las longitudes de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la
altura de uno de los vértices de la base sobre el lado opuesto.

30. Demostrar, analiticamente, que la bisectriz de cualquier ingulo de un
tridngulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos
lados contiguos a los respectivos segmentos.

34. Area de un tridngulo. Se han anotado previamente varios
métodos para determinar el 4rea de un tridngulo dado. Obtendremos
ahora una férmula que permite calcular el 4rea de un tridngulo en
funcién de las coordenadas de sus vértices.

Sean A(z1, y1), B(22, y2) y C(zs, ys) los vértices de un tridn—
gulo cualquiera dado (fig. 48). Designemos por h la longitud de la
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altura de B sobre el lado AC, y por b la longitud del lado AC. El
drea del tridngulo estd dada por la férmula

K =14 bh. (1)

Por la férmula de la distancia entre dos puntos (teorema 2, Ar—
ticulo 6),

b= \/(121 —:ca)’ +(y1 ——ys)’. (2)

’

X
A(z,y,)

b Clzyyy)

Fig. 48

Segin el teorema 3, Artfculo 27, la ecuacién de AC es

Y —
Iy —

v = B,
que puede escribirse en la forma
n—y)z—@—z)y+nys— 251 = 0.

Usando esta tltima ecuacién junto con el punte B(z2, .), hallamos,
por el teorema 9 del Articulo 33, que

o= | (y1 — ys) Ta — (1 —za)y2+x;ya—a'ay1|
Vg —ys)t + (21— z3)? )

(3)

Por tanto, delas ecuaciones (1), (2) y (3), tenemos, para ires
del tridngulo,

K=Yl —yp)or—(@—a)ys+ 21ys — zsy1]. (4)
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La expresion que estd dentro de barras en el segundo miembro de (4)
es el valor absoluto del desarrollo del determinante

n 1
22 Y2 1
z ys 1

(Véase nota 2 del teorema 3, Art. 27.) En consecuencia, tenemos:
TeorREMA 12. El drea del tridngulo que tiene por vértices los puntos

(x1, y1), (X2, y2) y (X3, y3) es

x1 1
K= % X2 Y2 14,
X3 Yys 1

debiendo tomarse el valor absoluto del determinante .

Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser considerados
como los vértices de un tridngulo cuya 4rea es cero. Por tanto, por
el teorema 12, si los tres puntos diferentes (21, y1), (22, y¥2), (3, y3)
son colineales, entonces K =0 y

T Y 1
2 y2 1 |=0. (5)
3 ys 1

Reciprocamente, si (5) es verdadera, K =0 en el teorema 12,
y los tres puntos son colineales.

En consecuencia, tenemos :

CoroLARIO. Una condicién necesaria y suficiente para que ires
puntos diferentes de coordenadas (x1, y1), (X2, y2), (X3, yz) sean
colineales es que

X1 1
xe y: 1 |=0.
Xs y: 1

35. Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, en forma de
determinante. En la nota 2 del teorema 3, Articulo 27, obtuvimos la
ecuacién de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otro método que
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi-
nante Jas ecuaciones de otras figuras geométricas.

Tomemos para ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos
dados Pi(z1, 1) y Pa(z2, 32) la '

‘Az + By + C = 0. (1)
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Como los puntos P1 y P: estdn sobre la recta, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacién (1), y tenemos las dos ecuaciones

Ax\+By1+C=07 (2)
Azs+ By + C=0. (3)

Como la ecuacién buscada es de la forma (1), debemos considerar
los coeficientes 4, B y C como incégnitas. Sus valores, ademds,
deben ser los mismos en las ecuaciones (2) y (3) si la recta pasa
por P1 y P:. Podemos entonces considerar las ecuaciones (1), (2)
¥ (3) como un sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas con
tres incdgnitas, A, B, C. En la ecuacién (1), C puede ser cero,
pero A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien, por Algebra,
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones (1), (2)
y (3) tenga una solucién distinta de cero, es necesario y suficiente
que el determinante del sistema se anule (Apéndlce IB, 6; teorema),
es decir,

z y 1
oy 1 |=0. (4)
2 y: 1

Vamos a demostrar que (4) es la ecuacién buscada. En efecto,
€omo 1, Y1, £2 y Yz son constantes conocidas, el desarrollo del de-
terminante , por elementos de la primera fila, da una ecuacién de la,
forma (1). Por tanto, (4) es la ecuacién de una recta. Ademids,
la ecuacién (4) se satisface por las coordenadas de P, y P:. Porque,
si sustitufmos z y y por z:1 y ¥, respectivamente, las filas primera
y segunda son idénticas, y el determinante se anula (Apéndice IB, 5
propiedad 4). Andlogamente, si se sustituyen en (4) las coordenadas
variables z y y por las coordenadas de P, las filas primera y tercera
quedan idénticas, y el determinante se anula .

Este resultado nos dice

Teorema 13. La ecuacién de la recta que pasa por los puntos
Pi(x1, y1) y P2(x2, y2), puesta en forma de determinante , es

z y 1
I U 1 |=0.
| 22 v 1

Ejemplo. Escribir, en forma de determinante, la ecuacidn de la recta que
pasa por los puntos {— 1, 4) y (3, 1). A partir de ella obténgase la ecuacién
en su forma general.
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Solucién. Porel teorema 13 anterior, la ecuacidn es

1
1 |=0.

x
-1
3 1

— s

Si desarrollamos por los elementos de 1a primera fila, obtenemos

RN P R
301 31

4 1

- =0,

x -y

de donde 1a ecuacién de la recta, en su forma general, es

3x +4y — 13 =0.

36. Familias de lineas rectas. En el Articulo 29 vimos que una
recta y su ecuacién quedan determinadas perfectamente por dos condi-
ciones independientes. Por tanto, una recta que satisface solamente
una condicién no es una recta tnica ; hay infinidad de rectas que la
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad comin asociada
con esa Unica condicién. De acuerdo con esto podemos formular la
siguiente

DEeriniciénN. La totalidad de las rectas que satisfacen una tnica
condicién geométrica se llama familia o haz de reclas.

Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia
de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co-
min de que su pendiente esigual a 5. Analitica-
mente, esta familia de rectas puede representarse por
la ecuacién

¥y =5x+ k, )

en donde k es una constante arbitraria que puede
tomar todos los valores reales. Asi, podemos obte-
ner la ecuacién de cualquier recta de la familia asig-
nando simplemente un valor particular a k en la
ecuacién (1). Recordando la ecuacidn de la recta en
funcién de la pendiente y la ordenada en el origen
(teorema 2, Art. 27), este valor de k representa
el segmento que la recta determina sobreel eje Y.
Las rectas de la familia (1) para k=2, k=0 y

k = — 1 estin representadas en la figura 49.
Como otro ejemplo, consideremos todas las rec-
tas que pasan por el punto (2, 3). Segin la ecua-
Fig. 49 cién de la recta que pasa por un' punto y tiene una
pendiente dada (teorema !, Art. 26) esta familia de

rectas puede representarse, analiticamente, por la ecuacién

y—-3="h(x=—2), )
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en donde k, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse
cualquier valor real. En la figura 50 se han construido tres rectas de la fami-
lia (2) correspondientes a k=0, k =1y k= — 1. Como k no esta definida
para una recta paralela al eje Y, la ecuacién (2) no incluye a la recta x =2 que
también pasa por el punto (2, 3). La familia de rectas (2) se llama haz de
rectas de vértice (2, 3).

Vemos, considerando ambas familias (1) y (2), que una recta
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la
constante arbitraria k. Teniendo en cuenta su importancia, se le da
a k un nombre especial ; se le llama pardmetro de la familia .

Y
b
k=-1 =1
\/ £=0
(2,3

A
7 N
|
Fig. 50

El concepto de familia de rectas es 1til en la determinacién de la
ecuacién de una recta particular. FEl procedimiento consiste, esencial-
mente, en dos pasos: a) se escribe la ecuacién de la familia de
rectas de tal manera que satisfaga una condicién dada, y b) se
determina el valor del pardmetro de la familia aplicando la otra condi-
cién dada.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa pot el punto (1, 6) y
tal que la suma algebraica de los segmentos que determina sobre los ejes coorde-
nados (intercepciones) esigual a 2,

Solucién. De la forma simétrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar-
ticulo 27), lafamilia de rectas, para cada una de las cuales la suma de los seg-
mentos que determina sobre los ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacién

X4 Y =1, a2 (3)
a 2-—a

De todas las rectas de la familia (3), queremos la recta que pasa por el punto
(1, 6). Paraello, determinaremos el valor del parimetro a de tal manera que
las coordenadas del punto (I, 6) satisfagan (3). Por tanto, haciendo x =1y
y = 6 en (3), obtenemos

1 6
— =1
a+2—-a
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de donde,
2 —a+6a=2a— a?
o sea,
a?+4+3a+4+12=0.
Las raices de esta dltima ecuacién son ¢ = — |, — 2, de manera que, en reali-

dad, hay dos rectas que cumplen con las condiciones especificadas del problema.
Las ecuaciones de estas dos rectas se obtienen

Y ahora ficilmente de (3) sustituyendo
lr a=—1ya=-=12
sucesivamente., Asi, para a = — |, tenemos
-1 3 ’
o sea,
3x —y+3=0;
y para ¢ = — 2, tenemos
X o4 Yo,
. 0 -2 + 4
X / ~—>X 0 sea.
Ix —y+4=0.
a=-2
a=-1 En la figura 51 se han representado las dos
s rectas.
Y
Fig. 51 Tiene especial interés la familia de

rectas que pasan por la interseccion de dos

rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se
certan son

AlI+Bly+Cl=0, (4)

Az + By +C2 =0, - (5)

y sea Pi(z1, ¥1) su punto de interseccién. Consideremos la ecuacion
ki(Arz+ Biy+ C1) + k2 (A2x+ By +C2) =0, (6)

en donde ki y k2 son constantes arbitrarias que pueden tomar todos
los valores reales, exceptuando el caso en que ambas sean cero simul-
tdneamente. Vamos a demostrar que (6) es la ecuacién de la familia
de rectas que pasan por Pi.

Como ki y k2 son constantes, la ecuacién (6) es lineal en las
variables £ y ¥, ¥, por tanto, representa una linea recta. Ademis,
como Py(z1, y1) estd sobre ambas rectas (4) y (5), sus coordenadas
satisfacen sus ecuaciones, de manera que

Ainn+Biyp+Ci=0, (7)
A1+ Bayn +Ca = 0. (8)
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Si shora hacemos en (6) z=x1 y y = y1, hallamos, en vista
de (7) y (8), que
k1'0+k2'0=0,

que es verdadera para todos los valores de k, y k:. Por tanto, la
ecuacién (6) representa todas las rectas que pasan por Pi(z1, y1),
punto de interseccion de las rectas (4) y (5). En particular, para
kv#0, k2 =0, obtenemos la recta (4) de (6), y de ki =0, k2 # 0,
obtenemos la recta (5).

En general, sin embargo, no nos interesa obtener las rectas (4) y
(5) a partir de (6). Podemos, por ejemplo, eliminar la recta (5)
de la familia (6) especificando que ki puede tomar todos los valores
reales excepto cero. Bajo esta hipdtesis podemos dividir la ecuacién (6)

por ki1, y si reemplazamos la constante % por k, (6) toma la forma

Az + Biy+ C1 + k(x4 By + C2) =0, (9)

més simple

en donde el parimetro k¥ puede tomar todos los valores reales. La
ecuacién (9) representa entonces la familia de todas las rectas que
pasan por la interseccién de las rectas (4) y (5). con la tinica excep-
ci6n de la recta (5).

La importancia de la forma (9) estd en que nos permite obtener
la ecuacién de una recta que pasa por la interseccién de dos rectas
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de interseccién.

3x-Ty+38=0

\\ >X
\\\1::+ 2y-13=0

Fig. 52

Bjemplo 2. Hallar la ecuacién de la recta de pendiente — 3 y que gasz por
la interseccion de las rectas 4x + 2y — 13 =0 y 3x - 7y +3 = 0.
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Solucién., La familia de rectas que pasan por el punto de interseccién de las
rectas dadas esta representada por la ecuacién

4x +2y — 134+ RBx — 7y +3)=0.

que puede escribirse en la forma general

A+3Ryx+Q2—-7R)y—- 1343 =0, (10)

cuva pendiente es — 4+ 3k . Como la pendiente de la recta buscada es igual
ya p 2 — 7k

a —3, tendremos: — ;+—;”z = —3, dedonde 44+3k=6—2lk vy k= K.

Sustituyendo este valor de & en (10), tenemos, para ecuacién de la recta
buscada,

17 17 51 _ oy
< *tmv-+ 0, osea, 3x+y —9=0.

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52.

NOTA. Este método de parimetros lo usaremos también mis adelante en
conexidn con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serin
aun més marcadas.

EJERCICIOS. Grupo 13

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacién de la familia de rectas que son paralelas a la recta
2x —7y+ 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada
caso el valor del parimetro.

2. Escribir la ecuacién de la familia de rectas que son perpendiculares a la
recta 3x + 2y —7 = 0. Dibihjense tres elementos de la familia, especificando
en cada caso el valor del parimetro.

3. Escribir la ecuacién de la familia de rectas tangentes a un circulo cuyo
centro esti en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibijense tres elementos de la
familia, especificando en cada caso el valor del parimetro.

4, Establecer una propiedad comiin para todas las rectas de cada ana de las
siguientes familias:

a) Sx+4y—k=0. b) y—3=k(x+4).

) y=kx+7. d) .;£+7‘-’=1. R#0.

5. Determinar el valor del parimetro k de manera que la recta de la familia
kx — y+ 8 =0 que le corresponda pase por el punto (— 2, 4). Hallar la
ecuacién de la recta.

8. Determinar el valor del parimetro & de manera que la recta de la familia
3x — Ry —7 =0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x +4y —11 =0.
Hallado el parimetro, escribase la ecuacién de la recta.

7. Determinar el valor del parimetro ¢ para que la recta de la familia
cx +3y —9 =0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segmento
igual a — 4, Hallar la ecuacién de la recta.
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8. Determinar el valor del patimetro k correspondiente a la recta de la
familia 5x — 12y + k2 = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el
parametco, hillese la ecuacién de la recta. (Dos soluciones.)

9. Laecuacion de una familia de rectas es 2x + 3y + & = 0. El producto
de los segmentos que una recta de la familia determina sobre los ejes coordenados
es 24. Hallese 1a ecuacién de la recta. (Dos soluciones.)

10. Usando el método del parimetro, hallar la ecuacién de la recta que pasa
por el punto (2, — 3) y es paralela a la recta 5x — y + 11 = 0.

11, Por el método del parimetro hallar la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta 7x — 9y + 8 = 0.

12. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde-
nados es igual a 3. Por el método del parimetro hallar la ecuacién de la recta
sabiendo que contiene al punto (2, 10). (Dos soluciones.)

13. La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes
coordenados es igual a 1. Por el método del parimetro hallar la ecuacién de la
recta si debe pasar por el punto (6, — 4). (Dos soluciones.)

14, EIl producto de los segmentos que una recta determina sobre los ejes
coordenados es igual a — 6. Por el método del parimetro hallar la ecuacién de
la recta si su pendiente es igual a 3.

15. Una recta pasa porel punto A(—6, 7) y forma con los ejes coordena-
dos un tridngulo de drea igual a 10 4. Hallar su ecuacidén.

16. Una recta pasa por el punto A(2, 44) y forma con los ejes coordenados
un triingulo de perimetro igual a 12. Hallar su ecuacién. Compruébese el
resultado por otro método.

17, La distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el punto
(3 V5, —3). Hallar su ecuacién.

18. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde-
nados es igual a 10. Hallar la ecuacién de l1a recta si forma con los ejes coor-
denados un tridngulo de irea 12.

19, Una recta pasa por el origen y por la interseccién de las rectas
3x4+2y—14=0y x—3y —1=0. Hallar su ecuacién, sin determinar el
punto de interseccidn.

20. Una recta pasa por el punto A(— 2, 3) y por la interseccién de las
rectas x + 5y +2 =0 y 3x + 4y — 5 = 0. Hallar su ecuacién sin determinar
su punto de interseccidn.

21. Una recta pasa por la interseccidn de las rectas de ecuaciones
3x+2y+8=0y 2x — 9y — 5 = 0. Hallar su ecuacién sabiendo que es para-
lela a la recta 6x — 2y 4+ 11 = 0.

22. Una recta pasa por la interseccién de las rectas de ecuaciones
7x —2y =0 y 4x — y — | =0 yes perpendicular a la recta 3x +8y — 19=0.
Hallar su ecuacién.

23. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por la interseccién de las dos
rectas 3x + y =9 =0, 4x — 3y + | =0 y cuya distancia del origen es 2.

24, Hallar la ecuacién de la recta que pasa por la interseccién de las dos
rectas 3x —4y =0, 2x — 5y +7 =0 y forma con los ejes coordenados un
tridngulo de drea 8.

25. Una recta pasa por el punto de interseccién de las rectas 2x —3y —5 =0
Yy x4+ 2y — 13 =0 y el segmento que determina sobre el eje X esigual al doble
de su pendiente. Hallar la ecuacién de dicha recta.
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37. Resumen de resultados. En el Articulo 12 se di6 un resu-
men, en forma tabular, de los principales resultados obtenidos en el
primer capitulo. Se recomienda al estudiante que haga una tabla
semejante en que aparezean las caracteristicas y propiedades de la
recta tal como se han presentado en este capitulo.

El lector habri notado que muchos problemas pueden resolverse
por dos o mas métodos diferentes. Es una buena prictica comprobar
una solucién usando un método diferente. Los ejercicios del grupg 14
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por
mas de un método en los casos en que esto sea posible.

EJERCICIOS. Grupo 14

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar, por tres métodos diferentes, el drea del tridngulo cuyos vértices
son A(-1, 1), B3, 4) vy C(5, —1).

2. Hallar el punto de interseccidén de las bisectrices de los angulos interiores
del tridngulo del ejercicio 1.

3. Hallar la ecuacién de la recta de Euler parael tridngulo del ejercicio 1.
(Véase el ejercicio 26 del grupo 10, Art. 30.)

4. Demostrar que las medianas del tridngulo del ejercicio 1 lo dividen en
seis tridngulos de igual rea.

5. Una recta pasa por el punto de interseccidon de las dos rectas
2x+3y+1=0y 3x—5y+ 1l =0 y también por la interseccidn de las rec-
tas x —3y+7 =0, 4x+ y— 11 =0. Hallese la ecuacién de la recta sin deter-
minar los puntos de interseccion. Compruébese el resultado hallando los puntos
de interseccion.

. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de los dos dngulos suple-
mentarios formados por dos rectas cualesquiera que se cortan, son perpeadicu-
lares entre si.

7. La ecuacién (2) del Articulo 36 para la familia de rectas que pasan por
el punto (2, 3) noincluye a larecta x =.2. Obténgase otra forma de la ecua-
¢i6én de la misma familia, que si incluya a 1a recta x = 2.

8. La base de un tridngulo tiene una posicién fija, y su longitud es cons-
tante e igual a a. La diferencia de los cuadrados de las longitudes de los otros
dos lados es constante e igual a b2. Demuéstrese que el lugar geométrico del vér-
tice es una linea recta.

9. Lasecuaciones de tres rectas son

Aix+ Biy+C1 =0, Aex +Bay+C2=0y Asx + Bzgy +Ca=0

Si existen tres constantes, diferentes de cero, ky, kz y k3. tales que la
ecuacién

ki(A1x + Biy +C.) + k2(A2x + B2y + C2) + k3 (A3x + Bay + C3) =0,

se verifica para todos los valores de x y y, demuéstrese que las tres rectas son
concurrentes,
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10. Sin h=2!lar su punto de interseccién, demostrar que las tres rectas
3x+4y+14=0, 2x—y—9=0 y 7x+3y+1=0 son concurrentes.
(Véase ejercicio 20 del grupo 10, Art. 30.)

11, Demostrar, por dos métodos diferentzs, que los puntos A(l, 2) y
B (4, — 3) estin de lados opuestos de la recta 2x + 5y — 10 = 0.

12. Determinar el valor de la constante b para que las tres rectas

8x+3y—1=0 3x+by—3=0y x=5y+16=0

sean concurrentes.

13. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de dos dngulos extetiores
de cualquier tridingulo forman un ingulo igual a la mitad del tercer dngulo
exterior.

14. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son
ab

bc ac
= qx — 2L, = px — L& = -
y = ax 3 y x 5 Yy y cx 5

Demostrar que el drea del tridngulo estd dada por Y5i(a — b) (b —¢) (¢ —a)|.

15. Demostrar que la recta 4x + 3y — 40 = 0 es tangente al circulo cuyo
radio es 5 y cuyo centro es el punto C (3, 1). Hallar las coordenadas del punto
de tangencia.

16. Un circulo tiene su centro en ¢l punto C(— 2, — 4). Sabiendo que es
tangente a la recta x + y + 12 = 0, calcular el drea del circulo.

17. Deducir una férmula para la distancia entre dos rectas paralelas

Ax+By+C=0y Ax+By+C'=0, C=C.
18. Determinar los valores de k; y k2 para que las dos ecuaciones
hix —7y +18=0 y 8x —kay+9%,: =0

tepresenten la misma recta.

19. Consideremos el dngulo comprendido entre dos rectas, derinido como
en la definicién 1 del Articulo 8, de manera que o sea el dngulo formado por la
recta dirigida [ y la parte positiva del eje X y 8 el ingulo que forma [ con
ia partc positiva del eje Y. Entonces a y 8 se llaman dngulos directores de [,
y cos o y cos 3 se llaman cosenos directores. Demostrar que cos? a +cos2f = 1.

20. Sean a;, B, y a2 2. tespectivamente, los idngulos directores de las
rectas dirigidas [, y /2. Entonces, si § es el idngulo formado por [y y [z, de-
muéstrese que cos § = cos a; cos az + cos 3 cos Be.

21. Sea [ una recta no paralela a ninguno de los ejes coordenados, y sean
« y B sus dngulos directores. Si [ contiene al punto (xi, y1). demuéstrese
que su ecuacién puede escribirse en la forma

X — x1 y — U

cos cos B

22, Si (x1, y1) son las coordenadas de un punto que esti arriba de la recta
Ax+ Bu+ C =0, B0, demuéstrese que
Ax,+By1 +C >0, 1 B>0,
y Axi+By1 +C <0, si B<O.

23. Si (xi1, yi1) son las coordenadas de un punto que estd abajo de la recta
Ax + By+ C =0, B0, demuéstrese que las desigualdades del ejercicio 22
se invierten.

Lohmaon, — 7.
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24. Demostrar que el irea del tridngulo formado porel eje Y y las rectas
y=mx+b vy y=mx+ by estid dada por
1 (bs — b1)?

, # ma.
2 |ma—m| m ma

25. Simy, ms y ms son diferentes, demostrar que una condicién necesaria
y suficiente para que las tres tectasy= myx+ by, y=mex + bay y=max+ bs
sean concurrentes es

mibz — maby — maba+ maby — mbs 4+ mebs = 0.



CAPITULO 1V
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA

38. Introduccién. Después de la recta, la linea mds familiar al
estudiante es la circunferencia, pues la conoce desde sus primeros
estudios de Geometria elemental. En el Artfculo 22 hemos conside-
rado la circunferencia comno un ejemplo especifico de lugar geométrico.
IEn este capftulo haremos un estudio detallado de la ecuacién de la
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales.

39. Ecuacién de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacién
de la circunferencia se obtendri a partir de la siguiente

DeriNici6N.  Circunferencia es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a una
distancia constante de un punto fijo de ese plano.

El punto fijo se llama certro de la circunferencia, y la distancia
constante se llama radio.

TeorEMA 1. La citrcunferencia cuyo ceniro es el punto (h, k) y
cuyo radio es la conslanle r, liene por ecuacion ‘

x—h)y+ y-k*=r.

DemosTRACION. Sea P(z, y) (fig. 53) un punto cualquiera de
la circunferencia de centro C(h, k) y radio r. Entonces, por defini-
cién de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condicién geo-—
métrica

|CP|=r, (1)

la cual, por el tcorema 2 del Articulo 6, estd expresada, analfitica—
mente, por la ecuacién

VE-hyt+@y—k)i=r,

de donde,
(z—~h)2+ (y—Fk) =r, (2)



100 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Reciprocamente, sea Pi(z1, 1) un punto cualquiera cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacién (2), de manera que se verifica la
igualdad

(T — k) + (1 — k) = 1",

De aquf se deduce, extrayendo la raiz cuadrada,

Vg —h)i+ n—k)?=r,

que es lu expresién analitica de la condicidn geométrica (1) aplicada
al punto P1. Por tanto, demostrados los teoremas directo y reci-
proco, resulta que (2) esla ecuacién buscada .

Y

P(z,y)
/] 4 |
X- 9 / >X

Fig. 53

Para el caso particular en que el centro C estd cn el origen,
h=k=0,y tenemos :
CoroLarIo. La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene
por ecuacién
X+ y? =1, (3)

NoTas. 1. Laecuacidn (2) se conoce como la ecuacién ordinaria o forma
ordinaria de la ecuacién de una circunferencia. En general, designaremos como
forma ordinaria aquella ecuacién de una curva que nos permita obtener mis
ripida y facilmente sus caracteristicas importantes. Asi, por ejemplo, en cl
caso de la ecuacién (2) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del
centro y el radio.

2. El tipo mais simple de la ecuacién ordinaria de una curva se denomina
frecuentemente forma candnica. Por tanto, la ecuacién (3) es la forma cané-
nica de la ecuacién de una circunferencia.
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. S

Poi~-el- teorema 1 observamos que, si se conocen las coordenadas
de! centro vy la longitud del radio, la ecuacién puede escribirse inme-
diatamente. Estc sugiere un método para obtener la ecuacién de una
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es
obtener las coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de
las condiciones dadas. La construccion de una eircunferencia, en
Geometria elemental, implica la determinacién del centro y el radio;
el método alli empleado, aunque no siempre es el mds corto, puede
usarse para obtener en Geometria analitica la ecuacién de una circun-—
ferencia .

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita 2l tridngulo
cuyos vértices son Py (— 1, 1), P2(3, 5) y Pa(5, — 3).

Fig. 54

Solucién. La censtruccion de la circunferencia que pasa por los tres puntos
dados es un problema conocido de la Geometria elemental. El método consiste
en construir las mediatrices I, y lg, respectivamente, de dos cualesquiera de
los lados, digamos P P2 y P2Pg (fig. 54). La interseccion C de [y y {2 es
el centro y 1a distancia de C a uno cualquiera de los puntos Py, P2, P; es el
radio. Ahora determinaremos la ecuacién de la circunferzncia siguiendo este
mismo método analiticamente.

Por los métodos del Capitulo III, se puede demostrar ripidamente que las
ecuaciones de las mediatrices Iy y I son x +y =4 v x ~ 4y = 0, respectiva-
mente. La solucién comin de estas dos ecuaciones es x = ﬁ y= i de ma-

5 5

nera que las coordenadas del centro C son (% -‘51'-)
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Por el teorema 2 del Articulo 6, el radio estd dado por
=1l = J(2 1) 4 (£ ) = LV,

Por tanto, por el teorema | anterior, la ecuacién buscada es

(-2 4 (o) -

Se recomienda al estudiante que verifique el hecho de que las coordenadas de
los puntos Py, P3 y Pj satisfacen la ecuacién hallada de la circunferencia.

EJERCICIOS. Grupo 15

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacién de la circunferencia de centro C(—3, —5) y
radio 7. N

2. Los extremos de un diimetro de una circunferencia son los puntos
A(.3) vy B(—4, 5). Hallar la ecuacién de la curva.

3. Hallar la ecuacidn de la circunferencia cuyo centro esel puato C(7, - 0)
y que pasa porel punto A (2, 2).

4. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia de centro C(2, — 4) y que es
tangente al eje Y. ‘

5. Unacircunferencia tiene su centro en el punto C(0, — 2) y es tangente
alarecta 5x — 12y + 2 = 0. Hallar su ecuacién. ‘

6. Hallar laecuacidn de la circunferencia cuyo centro esel punto (—4, —1)
y que es tangente a la recta 3x + 2y — 12 = 0.

7. La ecuacién de una circunferencia es (x —3)2+4 (y +4)2 = 36,
Demostrar que el punto A (2, — 5) es interior a la circunferencia y que el
punto B(— 4, 1) esexterior.

8. Hallar 1a ecuacidn de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es cl
punto dc interseccidn de las rectas 3x — 2y — 24 =0, 2x +7y +9 = 0.

9. Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por el punto A (7, —5)
y cuyo centro es el punto de interseccion de las rectas 7x — 9y — 10 =0y
2y ~5y+2=0.

10. Una cuerda de la circunferencia x2 + y? = 25 estid sobre la recta cuya
ecuacién es x — 7y + 25 = 0. Haillese la longitud de la cuerda.

11. Hallar 1a ecuacién de la mediatriz de la cuerda del ejercicio 10, y demos-
trar que pasa por el centro de la circunferencia.

Los ejercicios 12-16 se refieren al triingulo cuyos vértices son A(-~ 1, 0),
B2, %) vyC(,0).

12. Hallar la ecuacidn de fa circunferencia cuyo centro es el vértice A y que
es tangente al lado BC.

13. Hallar la ecuacidn de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

14. Hallar la ecuacidn de la circunferencia inscrita al tridngulo.

15, Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos medios
de los lados del triangulo.



ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA @

18. Demostrar que la circunferencia del ejercicio 15 pasa por los pies de las
alturas del tridngulo.

17. Hallar 1a ecuacién de la circunferencia cuyo centro esti sobreel eje X y
que_pasa por los dos puntos A(1, 3) y B(4, 6).

‘ Hallar la ecuacién de 1a circunferencia cuyo centro esti sobreel eje Y y
quepasa por los puntos A(2, 2) vy B(6, —4).

Una circunferencia pasa por los puntos A(— 3, 3) y B(l, 4) y su
centeQ esti sobre la recta 3x — 2y — 23 = 0. Haillese su ecuacién.

’ Las ecuaciones de los lados de un triingulo son 9x 4+ 2y 4 13 =0,
3x F8y —47 =0y x— y—1 =0. Hallar la ecuacién de la circunferencia
circunscrita.

La ecuacién de una circunferencia es x? + y® = 50 EI punto medio de
una cuerda de esta circunferencia es el punto (— 2, 4). Hallar 1a ecuacién de la
cuerda.

La ecuacién de una circunferencia es (x — 4)2 + (y —3)2 = 20.
Hallar 1a ecuacién de la tangente a este circulo en el punto (6, 7).

La ecuacién de una circunferencia es (x+2)24 (y—3)3 =35,
Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto
(3..3). (Dos soluciones.)

Hallar 1a ecuacidn de la circunferencia que pasa por el punto A (7, —5)
y es tangente ala recta x — y — 4 = 0 enel punto B(3, — 1).

25. Hallar 1a ecuacidn de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta
6x + 7y — 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x + 15y +7 =0y
3x — 4y — 18 = 0. (Dos soluciones.)

40, Forma general de la ecuacién de la circunferencia. Si des—
arrollamos la ecuacién ordinaria

(x=h)YP+ (y—k1P=1, (1)
obtenenmos
2ty —2hx-2ky+h+k—-r=0,

lo cual puede escribirsc en la forma

2+y*+Dx+Ey+F=0, (2)
en tlonde

D=-2h, E=—2k y F=MR+Ek—-r.

Se deduce, por lo tanto, que la ecuacién de una circunferencia
cualquiera puede escribirse en la forma (2), llamada forma general de
la ecuacion de la circunferencia. El problema que se presenta ahora
es averiguar si, reciprocamente, toda ecuacién de la forma gene-
ral (2) representa una circunferencia. Para contestar esta pregunta,
pasaremos de la forma (2) a la forma (1) empleando el método de
completar cuadrados. Ordenando los términos de (2), resulta

(#*+Dx)+ (y*+ Ey) = - F;
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2 E'2
y sumando iy + —— a ambos miembrog, obtenemos

4

2 2 2 '2_; G
(x’+Dz+%)+(y2+Ey+-E—)=D—i—E———ﬂl,

4 4

de donde,
D\? EN*? D!+ E*—4F
+ = = NI i o Sk LA
(x . 2)+(y+2) : . (3)

Comparando las ecuaciones (1) y (3), vemos que depende del valor
del segundo miembro de (3) el que (3) represente o no una circunfe -
rencia. Hay tres casos posibles por considerar :

a) Si D*4+ E*—4F > 0, la ecuacién (3) representa una cir—
cunferencia de centro en el punto (— 7?«, — —g«) y radio igual a
Y% v D+ E* — 4F.

b) Si D*+ E? — 4F = 0, la ecuacidn (3) se dice, con frecuen-
cia, que representa una circunferencia de radio cero ; se dice también
que es un circulo punto o circulo nulo. Desde nuestro punto de vista ,
sin embargo, la ecuacién (3) representa un solo punto de coorde-

D E
nadas (— 9 _7)'

¢) 8i D*+ E? — 4F <0, la ecuacién (3) se dice que representa
un cireulo imaginario. En nuestra Geometria real, sin embargo, la
ccuacién (3) no representa, en este caso, un lugar geomélrico.

Aunque el caso (b) puede considerarse como un easo limite del
caso (a), en adelante considerareinos ue una ecuacién represents
una circunferencia solamente en el caso (a). Por tanto, tenemos el
siguiente

TrorkMa 2. La ecuacion x* +y*+ Dx+Ey + I' = 0 representa
una circunferencia de radio diferente de cero, solamente st :

D?24-LE2—4T > 0.

Las coordencdas del centro sor., entonces, (-— ]2), — g—’) y el radio

es YU D*+E? — 4F.

NOTA. Si se da la ecuacién de una citcunferencia en la forma general, se
aconseja al estudiante que no proceda mecanicamente, usando las férmulas
dadas en el teotema 2, para obtener el centro y el radio. En vez de esto, es con-
veniente que reduzca la ecuacién a la forma ordinaria por el método de comple-
tar cuadrados, tal como se hizo en la deducciédn dél teorema mismo.
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Ejemplo. Reducir las tres ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la
ecuacién de la circunferencia. Si la ecuacidén representa una circunferencia,
hillense su centro y su radio. '

a) 2x* 4+ 2y? — 10x + 6y — 15 = 0.
b) 36x? 4 36y2 + 48x — 108y + 97 = 0.
c) x4 y?—8x+6y+4+29=0.
Solucion. a) Primero dividimos la ecuacién por 2, coeficiente de x*, v

pasamos el término independiente al segundo miembro. Esto nos da, después
de volver a ordenar los términos,
2 2 _ 15
(x "7X)+(y *‘39) = '2—

Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeliciente
de x y el cuadrado de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros. Esto
nos da

. yal 2 A Y A2 S
(r 5x+4)+(y +3q+4)— ++T

que puede escribirse en la forma

R 3 )2
x — = =) = lo.
(_ ) +ly+ 5
Por tanto, la ecunacidn dada representa una circunferencia cuyo centro es

5 .
(—7-, — %—) y cuyo radio es 4.

b) Dividiendo la ecuacién por 36, trasponiendo el término independiente,
y volviendo a ordenar los términos, obtenemos

97

(.\2+ 53 x) + (y? = 3u) T

Completando los cuadrados, resulta

s 4 4 . 3 9 4,9
2+l T3y )= -2 22,
(c+5etg)t(v-2+g)=-F+5+3

de donde,

(+3) (- 2) -0

Por tanto, el lugar geomdétrico de la ccuaciéon (b) es el punto 1nico

(373

¢) Otrdenando los términos y completando los cuadrados, obtenemos

(x2 —8x +16)+(y? +6y +9)=—294 16 + Y,
de donde,
(x—+(y+3*=—4

Por tanto, la ecuacién (¢) no representa ningidn lugar geométrico real.
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41. Determinacién de una circunferencia sujeta a tres condiciones
dadas. En la ecuacion ordinaria de la circunferencia (Art. 39),

(x—h) 4+ (y— k)t =1, (1)

hay tres constantes arbitrarias independientes, &, k y r. De manera
scmejante, en la ecuacién general (Art. 40),

2?»+y*+Drx+Ey+F=0, (2)

hay tres constantes arbitrarias independientes, D, E y F. Como la
ecuacidn de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de las
dos formas (1) o (2), la ecuacién de cualquier circunferencia par-
ticular puede obtenerse determinando los valores de tres constantes.
Esto requiere tres ecuaciones independientes, que pueden obtenerse a
partir de tres condiciones independientes. Por tanto, analificamente,
la ecuacion de una circunferencia se determina completamente por tres
condiciones independientes. Geométricamente, una circunferencia
queda, también, perfectamente determinada por tres condiciones
independientes ; asi, por ejemplo, queda determinada por tres cua-
lesquiera de sus puntos. EI estudiantz debe comparar estas obszrva-
ciones con la discusién andloga que sobre la recta dimos en el Articu-
lo 29. Vemos, por lo tanto, que ademds del método estudiado en el
Articulo 39 tenemos ahora otro método para detsrminar la ecuacién
de una circunferencia,.

Ejemplo 1. Determinar la ecuacidn, centro y radio de la circun(2rencia
que pasa por los tres puntos A(— 1, 1), B(3, 5) y C(5. —3).

Solucién. Este problema es idéntico al ejemplo dado en el Articulo 39,
Supongamos que [a ecuacién buscada es, en la forma geaeral,

x24+y?+ Dx+Ey+F =0, )

en donde las constantes D, E y F deben ser determinadas.

Como los tres puntos dados estin sobre la circunferencia, sus coordenadas
deben satisfacer la ecuacién (2). D=z acuerdo con esto, tenemos las tres ecuacio=
nes siguientes correspondiendo a los puntos dados:

(-L1, l+1 =D+ E+F =0,
3. 5). 94+25+3D+5E+F =0,
(5, =3)., 54+94+5D—-3E+F =0,

que pueden escribirse mas abrevialamente asi:
D—~-E-—-F =2,
3D+ 5E 4+ F = — 34,
5D —3E +F = —34.
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I.a solucidn de este sistema de tres ecuaciones nos da

de manera que sustituyendo estos valores en (2), obtenemos

2 2 _ - - =
x? 4y =X T YT

o sca,
5x2 4 5y? —32x — 8y —~34=0

como ecuacidn de la circunferencia buscada.
El centro y el radio de obtienen reduciendo la dltima ccuacién a la forma

ordinaria
16 \2 4\2 442
(-5V+(-3)-%
de donde el centro es (%, %) y el radio es % V.

Ejemplo 2. Hallar 1a ecuacidn, centro y radio de [a circunferencia
que pasa por los puntos (6. 2), (8, 0) y cuyo centro estd sobre la recta
3x + 7y + 2= 0.

(6,2)

X ~. 0 (8,0) X

3x+Ty+2=0

Y’
Fig. 55

Solucién. Supongamos que la ecuacién buscada, en la forma ordinaria, es

(x—hm)?2+ (y — k)2 =r2, )

Como el centro (h, k) estd sobre la recta 3x + 7y -+ 2 = 0, sus coordenadas
satisfacen la ecuacidn de la recta, y tenemos

3h+47k+2=0, 3)
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También, como los puntos (6, 2) y (8, 0) estin sobre la circunferencia, sus
coordenadas deben satisfacer la ecuacién (1). Por tanto, tenemos las dos
ecuaciones

(6 —h)24(2 —1)2 =2, )
(8 — h)2+ k2 =, (5)

L.a solucion del sistema formado por las tres ecuaciones (3), (4) y (5) con ias
tres incognitas h, Ly r da

h=4, I'=—2, r=2V75.
Por tanto, la ecuacidén buscada es
(x —4)24(y+2)2=20.
El centroesel punto (4, — 2) y ¢l radioes 2 V5. La grifica aparcce en la

figura 55.

Tin el Articulo 35 obtuvimos la ecuacién de la recta que pasa por
dos puntos dados diferentes en forma de determinante , Por un argu-
mento semejante, podemos obtener la ecuacién de la circunferencia
que pasa por tres puntos dados, no colineales, Pi(z1, 1), Pa(x-, y2)
y Ps(xs, y3), en forma de detecrminante. El resultado estd dado por el

TeoreEMA 3. La ecuacion de la circunferencia que pasa por ires
puntos dados no colineales Pi(x1, y1), Pa(x2, y2) v Ps(xs, y3)
riene dada por el determinante

x +y? x y
?{1“‘-*-y12 DSTNA

X 4yt Xy

— e =
Il
=

X:;E—*-yaz X3 Y3

Nora. Esta forma es itil para determinar si cuatro puntos dadous estin o
no sobre una circunferencia. Se dice que talcs puntos son conciclicos.

———

EJERCICIOS. Grupo 16

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-3, -reduciendo la ecuacién dada a la forma
ordinaria, determinar si representa o no una circunferencia. Si la respuesta es
afirmativa, hallar su centro y su radio.

1. 2x?2 4 2y2—6x 4+ 10y +7 = 0.

2. 4x2 44y +28x — &y + 53 = 0.

3. 16x2 4 16y” — 64x + 8y + 177 = 0.

4. Hallar el area del circulo cuya ecuacidn es

9x? 4 9yt 4 72x — 12y + 103 = 0.
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5. Hallar 1a longitud de la circunferencia cnya ecuacidn es
25x2 4 25y? 4+ 30x — 20y — 62 = 0.

6. Demostrar que las circunferencias 4x2 + 4y? — lox + 12y + 13 =0 y
12x2 4 12y? — 4%x + 36y + 55 = 0 son concéntricas.
7. Demostrar que las circunferencias x2 + y? +4x + 6y — 23 =0 y

x? 4+ y? — 8x — 10y + 25 = 0 son tangeates.
8. Demostrar, por dos métodos, que las circunferencias

X242+ 2x — 8y +13 =0 y 4x? + 442 — 40x + 8y +79 = 0

no se cortan.

En cada uno dezlos ejercicios 9-11, determinar la ecuacidn, centro y radio de
la circunferencia que pasa por los tres puntos dados, usando el método del ejem-
plo 1, Articulo 41.

9. (0,0, @3.6). (7.0).

10, (2, —2), (=1L 4, (4 6).

11, 4, —-1), O, -7), (-2, =3).

12, Resolver el ejercicio 9 por el método del ejemplo del Articulo 39.

13. Resolver el ejercicio 10 por el método del ejemplo 2, Articulo 41.

14. Resolver el ejercicio )1 usando el determinante del teorema 3, Ar-
ticulo 41.

15. Por medio del teorema 3, Articulo 41, demostrar que los cuatro pun-
tos (— 1, — 1), (2, 8, (5, 7), (7, 3) son conciclicos.

16. Resolver el ejercicio 15 hallando la ecwacidn de la circunferencia que
pasa por tres cualesquiera de los punt8s y demostrando después que las coorde-
nadas del cuarto punto satisfacen esta ecuacidn.

17. Las ecuaciones dedos circunferencias diferentes son

x?+y?+Dyx+Eiy+F1=0 y x24+y2+4 Dax-+Esy+ F; =0.

Hallar las condiciones que deben satisfacer los coeficientes para que sean concén-
tricas.

18. Laecuacién de una circunferencia es 4x? 4+ 4y? — 16x + 20y + 25 = 0.
Hallar la ecuacion de la circunferencia concéntrica que es tangente a la recta
Sx — 12y = 1.

19. Hallar la ecuacidn de la tangente a la circunferencia

x24+y?+2x—2y—39=0

en el punto (4, 5).

20. Hallar 1a ecuacién de la recta que pasa por el punto (L1, 4) y es
tangente a la circunferencia »2 + y2 — 8x — 6y = 0. (Dos soluciones. )

21. Hallar la ecuaciédn de la circunferencia que pasa por los puntos
(=1, —4), (2, — 1) y cuyo centro esta sobre la recta 4x +7y + 5 = 0.

22. Una circunferencia de radio 5 es tangente a la recta 3x — 4y — 1 =0 en
el punto (3, 2). Hallar su ecuacién, (Dos soluciones.)

23. Una circanferencia de radio v/ 13 es tangente a la circunferencia
X2yt —4x + 2y —47 =0

en el punto (6, 5). Hallar su ecuaeién. (Dos soluciones.)
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24. Hallar la ecuacién de la citrcunferencia que pasa por el punto (I, 4) y
es tangente a la circunferencia x2 + y? +6x +2y +5 =0 en el punio
(—-2. 1).

25. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (5, 9) y
es tangente 3 la recta x + 2y — 3 = 0 en el punto (I, 1).

26. Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos (0, 2), (7, 3).
Hallese su ecuacién. (Dos soluciones.)

27. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta que pasa por el punto
(— 1. 5) no puede ser tangente a la circunferencia x2 4 y2 4+ 4x — 6y + 6 = 0.
Interpretar el resultado geométricamente.

28. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esti sobre la recta
7x — 2y —1 =0 y que es tangente a cada una de las rectas 5x — 12y +5 =0 y
4x 4+ 3y — 3 = 0. (Dos soluciones.)

29. Hallar la ecuacién de la circunferencia inscrita en el triingulo cuyos
ladosson 4x —3y =0, 4x 4+ 3y —8=0, y =0.

Una circunferencia que es tangente a un lado de un triingulo y a las

ongaciones de los otros dos lados se llama exinscritg al tridngulo. Hallar

las ecuaciones de las tres circunferencias exinscritas al tridngulo del ejercicio 29.
(Véase el ejercicio 16 del grupo 12.)

81. Determinar el valor de la constante # para que la recta 2x +3y+ /4 =0
sea tangente a la circunferencia x? + y? 4 6x + 4y = 0.

32. Hallar las ecuaciones de las rectas que tienen de pendiente 5 y son tan-
gentes a la circunferencia x2 4+ y? = 8¢ +2y — 9 = 0.

33. Desdeel punto A(— 2, — 1) se traza una tangente a la circunferencia
x3 4+ y? — 6x —4y —3 = 0. Si B es el punto de contacto, hallar la longitud
del segmento AB.

34. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa porel punto (6, 1) y
estangente a cada una de las rectas 4x — 3y + 6 =0, I2x +5y — 2 =0. (Dos
soluciones.)

35, Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
(=3, —1) y (5. 3) y es tangente a la recta x 4+ 2y — 13 = 0. (Dos solu-
ciones.)

42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos familias
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36
consideramos familias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que
una circunferencia y su ecuacién se determinan cada una por tres
condiciones independientes. Una circunfererencia que satisface menos
de tres condiciones independientes no es, por lo tanto, Gnica. La
ecuacién de una circunferencia que satisface solamente a dos condicio-
nes, contiene una constante arbitraria llamada pardmetro. Se dice
cntonces que tal ecuacién representa una familia de circunferencias de
un pardmelro. Por ejemplo, la familia de todas las circunferencias
conecéntricas cuyo centro comun es el punto (1, 2) tiene por ecuacion

-1+ @y—2) =1,

en donde el parametro & es cualquier nimero positivo
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean
C. y C: dos circunferencias diferentes dadas cualesquiera, cuyas
ecuaciones son

Ci: 224+ y*+Diz+ Ervy+Fr=0, (1)
C:: 224y +Diz+ Eey+ Fo=0. (2)

De (1) y (2) se deduce la ecuacién
2+ y’+Diz+ Eiy+ P+ k(@ + y*+ Dz + Exy+F:) =0, (3)

en donde el parimetro 4 puede tomar todos los valores reales. Su-
pongamos que los cfrculos C; y C:2 se cortan en dos puntos distintos
Pi(zi, y1) y P2(x2, y2). Como las coordenadas (z1, y1) de P: sa-
tisfacen ambas ecuaciones (1) y (2), también satisfacen a la ecua-
cién (3), y ésta se reduce entonces a la forma 0+ £-0 = 0, que es
verdadera para todos los valores de . Andlogamente, las coordena-
das (22, ¥2) de P: que satisfacen ambas ecuaciones (1} y (2) satis—
facen también a la ecuacién (3) para dos los valores de k. Por
tanto, la ecuacién (3) representa Q_ta) m111a de curvas que pasan
por las dos intersecciones de las circunterencias C: y C:. Para deter-
minar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecua-
cion (3) en la forma

(k4+1)22+ (h4+1)p°+ (D1 +EDy)z+ (EvHhEa)y+ Fr+ kP = 0. (1),

Si k= —1, la ecuaeién (4) se reduce a una de primer grado y, por
lo tanto, representa una linea recta. Pero, para cualquier otro valor
de k, la ecuacién (4) representa una circunferencia de acuerdo con
el teorema 2 del Articulo 40. IEn particular, para k =0, la ecua-
ci6n (4) se reduce a la ecuaeién C,.

La ecuacion (3) es particularmente Gtil para obtener la ecuacién
de una curva que pasa por las intersecciones de las circunferencias
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadas de
los puntos de interseceién.

Ejemplo. Lasecuaciones de dos circunferencias son
Ci: x4+ y?2+7x — 10y +31 =0,
y Cz: x24+y2— x — 6yg+4+ 3 =0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia Cy que pasa por las intersecciones de
Ci1 y Cg2 y tiene su centro sobre la recta [: x —y —2 =0,
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Soluciér. Lacircunferencia buscada C3 es un elemento de la familia
2+ y?+7x =0y +31 +h(x?2+ ¢y? - x — 6y +3)=0, (5)

en donde el parametro . debe determinarse por la condicién de que el centro dz
C3 estd sobre la recta [, El centro de cualquier circunferencia de la familia (5)

ce halla ficilmente y sus coordenadas son ( k=7 R 3k + 5 ) Como es-
20+ 1) b+t
tas coordenadas deben satisfacer la ecuacion de I, tenemos
2(k+ 1) I+ 1 '
de donde 4 = — »;-. Sustituyendo este valor de k en (5) y simplificando, ob-

tenemos para ecuacién de Cj:
x4+ y? —7x -3y — 18 = 0.

En la figiira 56 se han trazado las tres circunferencias C;, Cz, C3, y la rec-
ta /. Se deja al estudiante, como ejercicio, la demostracién de que los centros
de C;, C2 vy Cs son colineales.,

C,

Fig. 56

Consideremos ahora el caso de dos citrcunferencias C; y Cgz tangentes entic
si, en el punto P3(xs3, y3). Por un razonamiento anilogo al anterior, en el
caso de interseccién en dos puntos diferentes, podemos demostrar que, para
cada valor de % diferente de — 1, la ecuacién (3) representa una circunferencia
tangentea C, y C2 en Pj.

Finalmente, consideremos el caso de que C; y C; no tengan ningin punto
com@n. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuacién (2)
no pueden satisfacer la ecuacién (1) y, por lo tanto, no pueden satisfacer la
ecuacidén (3) para ningin valor de 4. Anilogamente, las coordenadas de un
punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer (2), y, por lo tanto, tampoco
(3) ., para ningin valor de % excepto £ =0, en cuyo caso, (3) se reducea (1).
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En resumen, minguna circunferencia de la familia (3), excepto C,. tiene un
punto en comdén ¢on C, o Ca. Aun mis, sea P; un punto cualquiera que esté
sobre cualquier elemento de la familia (3), excepto sobre C;. Acabamos de
demostrar que P; no puede estar sobre Cz. Por tanto, si se sustituyen las
coordenadas de P, en las ecuaciones (1) y (2). los primeros miembros no se
reducirdn a cero sino que tendrin valores diferentes a cero, digamos Xy y ks,
respectivamente. Por lo tanto, si se sustituyen en (3) las coordenadas de Py,
la ecuacion toma la forma
Iy + ke =0,

de donde % tiene el Unico valor — .j—‘ . Esto significa que hay solamente una
V2

circunferencia de la familia (3) que pasa por el punto P,. Como Py se eligid

como cualquier punto sobre cualquier elemento de (3), excepto C;, se de-

duce que ningln par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en

comun.

En los dos primeros casos considerados anteriormente, es decir, cuando
C; y C3 tienen uno o dos puntos comunes, la ecuacién (3) representa una cir-
cunferencia real para todo valor de 1, ya que por lo menos existe un punto del
lugar geométrico. Pero esto no ocurre cuando C; y Cz no tienen ningin punto
comtn. Entonces no se puede asegurar que la ecuacién (3) represente una cir-
cunferencia real para todo valor de 2. Si C( y Cz no tienen ningun punto
comin es ficil encontrar ejemplos, en los que, para valores especificos de &, la
ecuaciéon (3) no representa ninguna circunferencia real. (Ver el ejercicio 18 del
grupo 17.)

La recta-que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas se
1lama recta de los centros. Es muy sencilio demostrar que todas las circunferen-
cias de la familia (3) tienen su centro en la tecta de los centrosde C; y Cz2. En
efecto, los centros de C; y Cs son _ D —E‘.) y (.__D_’ —i’) res-

2 2 2 2
pectivamente, Y la ecuacion de la recta que contiene a estos dos puntos es

2(Ey — E2)x = 2(D;, — D)y + D2Ey — DE2 =0,

la cual se satisface por las coordenadas (~— ?(ll-:fgz' — gtl-:_]f; )del cen-

tro de cualquier circunferencia definida por (3).

Todos los resultados precedentes se resumen en el siguiente
TroreMa 4. 8Silas ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales—
quiera C, y C: son
Ci: ¥+ y*+Dix+Ey+Fi=0,
Co: X4+ yP4+Dix+ ey +Te=0,
la ecuaciin »
X+y '+ Dix+Ey+Fi+k(x*+ y* +Dex+Fay+F2) =0

representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sus
centros en la recta de los centros de C, y C:.

Lehmann. — 8.
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Si Cyy C; se cortan en dos puntos diferentes, la ecuacion representa,
para todos los velores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias
que pasan por los dos punios de interseccién C, y Ce, con%nica
excepcion de Cy misma. :

Si Ci1y C2 son tangentes entre st, la ecuacion representa, para todos
los valores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias que son
langentes a C, y Cz en su punlo comun, con la dnica exrepcion de C,
misma.

St C1 y Ca no tienen ningan punto comiun la ecuacion representa
una circunferencia para cada valor de k diferente de — 1, siempre que
la ecuacion resultante tenga coeficienles que satisfagan las condiciones
especificadas en el teorema 2 del Arliculo 40. Ningun par de circunfe-
rencias de la familia tiene un punio comin con minguna de las dos
circunferencias C, y Cs.

43, Eje radical. En el articulo precedente hemos considerado
dos circunferencias diferentes, Ci y C:, de ecuaciones

C: 22+y*+Dix+Eiy+F =0, (1)
Ca: x’+y’+sz+Eey+Fz=0. (2)

A partir de estas ecuaciones formamos la ecuacién
24+ + D+ Ewy+ F1+ k@ +y*+Dez+Ey+F:) =0, (3)

y la discutimos como ecuacién de una familia de circunferencias para

todos los valores de &, excepto — 1. Si £ = —1, la ecuacién (3)
toma la forma
(Di—D))z+(Ey—E)y+F1—F.=0. (4)

Si Ci y C2, no son concéntricas, se verificard Dy = D: o E, # E-,
o ambas, de manera que por lo menos uno de los coeficientes de z y y
en (4) serd diferente de cero, y la ecuacién (4) representa entonces
una linea recta llamada eje radical de C, y C-.

Si C1 y C: se cortan en dos puntos diferentes, se xigue, de I
discusién del Articulo 42, que el eje radical pasa por estos dos punios
y, por tanto, coincide con su cuerda comuin. Si C, y Cz son tan-
gentes entre sf, su eje radical es la tangente comiin a ambas circunfe-
rencias. Si C, y C: no tienen ningtn punto comin y no son concén-
tricas, su eje radical no tiene ningdin punto comin con ninguna de las
dos circunferencias. '

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias
cualesquiera es perpendicular a su recta de los centros. En efecto,
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en el Articulo 42 vimos que la ecuacién de la recta de los centros
de C1y C» es

QB — E2)z —2(Dy— Do)y + Doy Ev — D E2 =0,

v la pendiente de esta recta es gl;gi, si D\ # D2. La pendiente
L=
. . . . Dy — D» .
del eje radical, deducida de la ecuacién (4), es — 5§
1 — iy

Iiy = E2. Como estas pendientes son negativamente reciproecas, se
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de los centros.
Si D, = D:, entonces, por la ecuacién (4), resulta que el eje radical
es paralelo al eje X, y por la ecuacién anterior, la recta de los cen—
tros es paralela al eje Y ; por tanto, en este caso, el eje radical y la
linea de los centros también son perpendiculares entre si. Analoga-
mente, si ) = E2, el eje radical es paralelo al eje Y y la recta de
los centros es paralela al eje X ; por lo tanto, son perpendiculares
entre sf.

Ejemplo 1. Hallar laecuacidn del eje radical de las circunferencias
Ci: 2x24+2y? 4 10x -6y +9 =0, )
Co: x24+y?—8x—-12y+43 =0, 6)

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

Fig. 57

Solucién. Si multiplicamos la ecuacion (6) por 2 y la restamos de la ecua-
¢ién (5), obtenemos
l1: 26x+18y—77=0

como ecuacién del eje radical. Su pendiente es —%.
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Las coordenadas de los centros C; y Cgz se encuentran ficilmente y son

(—%, %) y (4, 6), respectivamente, de manera que la pendiente de la

6= _ 9
4+(5/2) 13
pendiente del eje radical. Por tanto, el eje radical es perpendicular a la recta de
los centros. Lascircunferencias C; y Ca, su recta de los centros y su eje radi-
cal [, se han trazado en 1a figura 57.

recta de los centros es , que es negativamente reciproca de la

Para deducir una propiedad importante del eje radical, establece-
remos el siguiente teorema :

Y
Flz,y)

Fig. 58

TeoreMa 5. Si t es la longitud de lu tangenle trazada del punto
exterior Pi(x1, y1) a la circunferencia (x —h)?+ (y—k)* =r?,
enlonces

t=+v(x1—h) 4+ (y. — k)* - r%.

DemMostracién. Sea T (fig. 58) el punto de tangencia, de ma-

nera que { = PyT. Como PiT es tangente a la circunferencia, el
radio CT es perpendicular a 71 T. Por tanto, en el tridngulo rectdn-
gulo P1TC, tendremos :

#=CPl -1, (7

Por el teorema 2, Articulo 6,
CP{ = (i —h)? + (s — k)?,
valor que, sustituido en la ecuacién (7), da
= (2 —h) 4+ (h— k) —1r2.
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de donde,

t=+(ti—h)?+ (y1— k)? — r.

NoTta. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes del punto P; al
circulo, pero sus longitudes son iguales,

Ejemplo 2. Hallar la longitud de 1a tangente trazada del punto (—3, 2)
a lacircunferencia 9x3 4-9¢? — 30x ~ I8¢ — 2 = 0. '

Soluci6én. Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que los coeficientes
de x? y y? sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta:

x’-l-y’—%x—Zy—%-O.

Sustituyendo x por — 3 y y por 2 en el primer miembro de esta ecuacidn,

obtenemos
2 169
1=94+4410-4 - = =2,
t +4+ 3 5
de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = -% Debe observarse

que, si se utilizara la ecuacién de la circunferencia en la forma original, es
decir. sin dividir por 9, el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco-
mienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicio.

Por medio del teorema 5, podemos demostrar ficilmente que el eje
radical de dos circunferencias no concéniricas es el lugar geométrico de un
|/ punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes tra-
¢/ zadas desde &l a las dos circunferencias son iguales. En efecto, sea
L—Grmm'i?cunferencias no concéntricas dadas por las écuacio-
nes (1) y (2), respectivamente. Sea P(x, y) el punto mévil y
sean t. y {z, respectivamente, las longitudes de las tangentes traza-
dasde P a Ci y C:. Entonces, por el teorema 5,

t?

2+ y*'+ Diz+ Evy + Fu,

1,?

2+ y*+ Dz + E:y + F2,

Como, por hipébtesis, {1 = ta, de estas dos ultimas ecuaciones se
deduce que

D= D)z+ (Er—E)y+ Fr—F.=0,

que, seglin (4), esla ecuacidén del eje radical de Cy y C:. Podemos
demostrar, reciprocameante, que, st Pi1(z1, y1) es un punto que estd
sobre el eje radical, las longitudes de las tangentes trazadas de
Py a Ci y Cq son iguales.

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente



118 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

TeoreMA 6. 8¢ las ecuaciones de dos circunferencias mo concén—
tricas C1 y C2 son

C: xX*+y*+Dix+Ey+ F
Co: X2+ y'+ Dex+Eey+F.=0,

0,

la eliminacién de x* y y? enire estas dos ecuaciones da la ecuacién lineal
(Dt = D2)x+ (E1 — E)y+ Fi—F. =0,

que es la ecuacion del eje radical de Ci1 y C..

Si Ci y Ca secortan en dos puntos diferentes, su eje radical coincide
con su cuerda comun; st C1 y Ca2 son tangentes enlre st, su eje radical
es su tangente comin, y st Ci1 y Cq no tienen ningin punto comiin, su
eje radical no tiene ningin punto comun con ninguno de ellos.

El eje radical de Cy y C, es perpendicular a la recta de los centros;
es también el lugar geométrico de un punto que s¢ mueve de tal mancra
que las longitudes de las tangenies trazadas por 6l a Ci: y Ca2 son
iguales.

Consideremos tres circunferencias, de las cuales no hay dos que
sean concéntricas. Cada par tiene un eje radical, y las tres, tomadas
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no
tienen una recta de los centros comin, sus tres ejes radicales se cortan
en un punto llamado centro radical. La demostracién de la existencia
del centro radical de tres circunferencias dadas se deja como ejercicio
al estudiante.

EJERCICIOS. Grupo 17

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacién de la familia de circunferencias concéntricas cuyo
centro comin es el punto (— 3, 5). Dibujar tres elementos de 1a familia, espe-
cificando el valor del parimetro en cada caso.

2. Escribir 1a ecuacidn de la familia de circunferencias cuyos centros estin
sobre el eje Y. Designense-los dos parimetros por k; y k2. Dibujense tres
elementos de la familia conservando a 4; constante y asignando a k2 tres valores
diferentes. Dibujense otros tres miembros de la familia haciendo que k3 perma-
nezca constante y asignando a /', tres valores diferentes.

3. Escribir la ecuacion de la familia de todas las circunferencias que pasan
por el origen. Dibujar seis elementos de la familia asignando valores a los dos
parimetros como en ¢l ejercicio 2.

4. Determinar la ecuacién de la familia de circunferencias, cada una de las
cuales pasa por el origen y el punto (1, 3). Dibujar tres elementos de la fami-
lia, especificando el valor del pardmetro en cada caso.
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Dibujar las dos circunferencias cuyas ecuaciones son
Ci=x24+y2+4x -8y +7=0 y Co=x?+4+y2—16x—4y+3=0.

También dibujar tres elementos de la familia C; + kCz = 0 para valores de &
diferentesde 0 y — 1, y demostrar que sus centros estin sobre la recta de los
centrosde C, vy Cs.

@j Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A (—8, 5)
y por las intersecciones de las circunferencias x2 4+ y2 —8x — 6y +17 =0 y
x2 4+ y2—-18x —4y +67 =0.

67’.% Hallar 1a ecuacién de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X
y pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene su centroenel eje Y y

pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6.

Hallar la ecuacidn de la citrcunferencia que tiene su centro sobre la recta
2x +y — 14 = 0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias

x24y?—-8x ~4y+ 11 =0 y x4+ y?—4x +4y — 8 =0.

(10) Hallar la ecuacidn de la circunferencia de radio -;—\/7 y que pasa por

las intersecciones de las circunferencias x? 4+ y2+42x —6y — 16 =0y
x2 4 y?2 — 6x + 2y = 0. (Dos soluciones.)

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por las intersecciones de
las circunferencias x? 4 y2 — 6x +4 =0, x? + y? —2 = 0, y que es tangente
alarecta x +3y — 14 = 0. (Dos soluciones.)

12. La ecuvacién de la familia de circunferencias dada en el teorema 4 del
Articulo 42 no incluye a la ecuacién de C:. Usando dos pardmetros ki y kaz,
escribase la ecuacién de la familia de tal manera que incluya a Cp. (Véase la
ecuacién [6] del Articulo 36.) ;A qué restricciones deben someterse los para-
metros ky y k2? §Qué relacién debe existir entre &y y k2 para obtener la ecua-
ciop.de una linea recta?

Demostrar que las circunferencias Cy: x2 4+ y?2 —3x — 6y +10=0y
Cy: x24 y2 — 5 =0, son tangentes. Hallar la ecuacién de la circunferencia
tangente a C1 ¥y C2 en su punto comin y que pasa por el punto A (7, 2).
Demostrar que el centro de esta citcunferencia esti sobre la recta de los centros

de 1Y Ca.

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a C, y Ca del ejerci-

cio I3 en su punto comin y cuyo centro esta sobre la recta 3x + y + 5 = 0.
15. Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a C; y C2 del ejerci-

cio 13 en su punto comin y cuyo radio es igual a -%-\/? (Dos soluciones.) -

@ Hallar la ecuacidén de la circunferencia tangente a C; y Cga del ejerci-
¢io 13 en su punto comin y que es tangente a la recta x —2y — 1 = 0. (Dos
solucgiones.) . ,

Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa porel punto A(-10, —2)
y por las intersecciones de la citrcunferencia x2 4+ y2 +2x -2y - 32 =0y la
recta x —y + 4 =0.

18. Demostrar que las circunferencias Cy = x? + y? —2x =2y -2 =10
y Ca=x2+y*4+10x —6y 433 =0 no se cortan. Demostrar que para
k = — 2 el elemento correspondiente de la familia C; 4+ RC3z = 0 es una circun-
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ferencia que no corta a ninguna de las dos circunferencias C; y Cq. y cuyo cen-
tro estd sobre la recta de los centros de C; y Cz. Demuéstrese, también, que no
existe ninguna circunferencia real si / toma uno cualquiera de los valores
1. 2, 3. Hallense otros valores de & para los cuales no exista circunferen-
cia real.

19, Hallar la ecuacién del eje radical de las circunferencias

x2+y? —2x -0y +10=0, 4x3+4y? —32x - 12y +37 =0,

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.
20, Hallar la ecuacién del eje radical de las circunferencias

Ox2 +9y2 — 54x — 48y +64 =0, x*+ y?4+8x — 10y +37 =0,

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

21. Hallar la ecuacién y la longitud de la cuerda comin de las circunferen-
cias x34+ y?3 —8y+6=0y x4+ y? ~ 14x — 6y + 38 = 0.

22. Demostrar analiticamente que si dos circunferencias diferentes son con-
céntricas, su eje radical no existe.

23. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P (3, 4) a la circun-
ferencia 3x2 4+ 3y2 + 12x + 4y — 35 = 0.

21, Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P(— 1, 3) ala
circunferencia 3x2 + 3y%2 — 14x — 15y + 23 = 0.

25. Obtener las coordenadas de un punto que se encuentre sobre el eje radi-
cal del ejercicio 19, y demostrar que las longitudes de las tangentes trazadas de
ese punto a las dos circunferencias son iguales.

26. Lasecuacionesdedos circunferencias no concéntricas son C; =0y C,=0.
Demuéstrese que el eje radical de cualquier par de circunferencias de la familia
Ci 4+ kCs = 0 esel mismo que el eje radical de C, y C;.

27. Lasecuaciones de tres circunferencias son

x4+ y?+ Dix +Eiy+Fi=0, i=1,2, 3.

Suponiendo que entre ellas no hay dos que sean concéntricas, hallense las ecua-
ciones de sus ejes radicales. Si las tres circunferencias no tienen una recta de
centros comin, demuéstrese que sus ejes radicales se encuentran en un punto
comin (el centro radical).

28. Hallar las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias
x24y?42x —4y-6=0, x2+y?—4x —2y =0 y x?+y3+2x+ 12y +36=0.

29. Hallar las longitudes de las tangentes trazadas del centro radical a las
tres circunferencias del ejercicio 28, y demostrar que son iguales.

30, Demostrar que las tres circunferencias x3 + y2 + 10x + 2y + 17 = 0,
x?+y?H4x —4y+4 =0y x2+ y? —8x — 16y + 71 = 0 no tienen centro
radical. Explicar el resultado.

44, Tangente a una curva. I'n Geometria clemental solamente
se cstudia, en general, la tangente a una curva: la circunferencia.
La tangente s¢ define como una recta que tiene un solo punto comin
cop la circunferencia. Esta definicién, suficiente para la circunfercn—
cia, es inadecuada para las curvas planas en general , pues hay curvas
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno
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o més puntos diferentes. Por esto, vamos a dar ahora una definicién
de tangente que se aplique a todas las curvas planas en general .
Sea la ecuacién de una curva plana cualquiera €

Sz, y)=0. (1)

Sean Pi(x1, 1) vy Pa(z2, ) (fig. 59) dos puntos diferentes cuales—
quicra de C tales que el arco de curva que los unc sea continuo ; es
decir, P; puede moverse hacia P; permaneciendo siempre sobre la
curva. La recta que pasa por Py y P: se llama secante. Considera-
remos que Pi es un punto fijo mientras que P: se mueve a lo largo

Y
1

Fig. 59

de C hacia P1. Entonces, a medida que P: se aproxima a P;, la
secante gira en el sentido contrario al de las manecillas de un reloj en
torno a P y, en general, tiende a una posicién limite representada
por la recta P1 T que se define como la tangente a la curva C en el
punto P1. El punto P: sc llama punto de langencia o punto de con—
tacto de la tangentc. La pendiente de la curva C en el punto P; se
define como la pendiente de lu tangente a C en P, .

Para determinar la ecuacién de la tangente a una curva dada en un
punto particular de la curva, se conoce un punto, el punto de con-
tacto ; por lo tanto, queda por hallar la pendiente de la tangente. La
pendiente de la scecante Py P: es

_ Y11
T ori—-my

m , T1 FE T3 (2)
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Si C es una curva cualquiera diferente de una linea recta, el valor
de m, varia a medida que P» se aproxima a P:. Definiéndose la
tangente I’ T como la posicion limite de la secante P: P: a medida
que P: tiende a Pp, se sigue que la pendiente m de la tangente es el
valor limite de la pendiente m; de la secante dado por (2), y escri-
bimos

m = lim yl_y?, ‘ (3)
2>z, T1 — X2

siempre que, por supuesto, ese Jimite exista. La determinacién,
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales
del Cdlculo infinitesimal y no serin considerados en este libro. Usa-
remos, sin embargo, la idea de la coincidencia de dos puntos sobre
una curva, eomo se indica en la siguiente discusidén.

Fn nuestro estudio no serd necesario obtener la pendiente de una
tangente caleulando el limite expresado pov (3), ya que.l'estringiremos
nuestro trabajo a la determinaciéon de las ecuaciones de tangentes a
curvas planas representadas, analiticamente , por ecuaciones algebrai-
cas de segundo grado. Tomamos, por lo tanto, (1) como tipo de
tales ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuacién
y la ecuacidn de la recta ,

y=mr+k. (4)

Las soluciones comunes de (1) y (4) son dos y pueden obtenerse
sustituyendo primero y por mz + k en (1), y resolviendo la ecua-
cidn cuadritica en una variable que resulta, de la forma

ax? + br+c=0, a=0. (5)

Las raices de (5) pueden ser reales y desiguales, reales e iguales o
complejus (Apéndice IB, 3) correspondiendo, respectivamente, a la
interpretacién geométrica de que la recta (4) y la curva (1) se cor-
ten en dos puntos diferentes, tengan un punto comin o nv se corten .
Para ¢l caso de interseceién en dos puntos diferentes, la reeta (4) es
una secante de la curva (1). 8i, ahora, imaginamos que varian los
cocficientes de la ecuacién (4) de tal manera que una de las raices
reales de (5) se aproxima a la otra, esto equivale, geométricamente,
a que la secante va variando hasta ocupar la posicién limite de la tan—
gente, como en la definicién anterior. De este razonamiento se
deduce, por lo tanto, que la tgualdad de las rafces de la ecuacion (5)
es una condicién para la tangencia de la recta (4) a la curva (1),
Haremos uso de esta condicién al determinar las ecuaciones de las
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado.
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Sea Pi(z1, 1) (fig. 60) un punto cualquiera de la curva conti-
nua C. Sea I la tangente a C en P,. Si m es la pendiente de [,
por ¢l teorema 1, Articulo 268, la ecuacién de la tangente [ es

y—yp=mc—z).

Sea I’ la recta trazada por Pi perpendicular a la tangente [; la ree—
ta I’ se llama normal a la curva C en el punto P1. La ccuacion de la
normal I’ es, evidentemente ,

1
y—p=— E—mn), m=0.

Supongamos que la tangente y la normal cortan a X en los puntos
T y N, respectivamente. La longitud PiT del segmento de la tan-

Fig. 60

gente | comprendido entre el punto de contacto y el eje X se lluma
longitud de la tangente. La longitud Pi N del segmento de la nor-
mal ! comprendido entre el punto de contacto y el cje X se llama
longitud de la normal. Por P) tracemos la ordenada P1Q. La pro-
yeeeion @7 de la longitud de la tangente sobre el eje X se llama sub-
tangente , y la proyeccién QN de la longitud de la normal sobre el eje
X se llama subnormal. Sea a el angulo de inclinacién de I, de ma-
nera que m = tg a. Observando que el dngulo QP1N = a, ¢l estu-
diante puede facilmente demostrar que las longitudes de los dltimos
cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente

TeoreMA 7. St m es la pendicnte de una curva plana continua C
en el punto P1(x1, y1), enlonces para el punto Py lenemos las siguien~
tes ecuaciones y formulas:

Ecuacién de la tangentea C: y — y1 = m(z — 21),
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Feuacién de la normal a C: y—pn = -—-71; (x—x1), m=0,
Longitud de la tangente = %: V1+mt, mx 0,

Longitud de la normal = 3 \/-l—-i_-_mE,

Longitud de la subtangente = %1 , mz={,

Longitud de la subnormal = my:.

Sean C y C’ dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu-
ra 61). Sean I y I’ las tangentesa C y C’, respectivamente, en P.

y
! !
C
P
9 C’
x—0 >X
YI
Fig. 6l

Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus puntos de interseccidn, a
cualquiera de los dos dngulos suplementarios formados por las dos tan—
gentes a las curvas en dicho punio. Para las curvas C y C/ de la
figura 61, si las pendientes de I y I’ son m y m/’, respectivamente,
el ingulo que forman las curvas en P es uno de los dos dngulos ¢
dados, segin el teorema 5, Articulo 10, por la férmula

m—m

_— - ’ -
L mm mm’ % 1.

tg § = +
Si se verifica que mm’ = — 1, de tal manera que ambos 4ngulos sean
rectos, se dice que las curvas son orfogonales entre si. También, si
cada clemento de una familia de curvas es ortogonal a cada uno de los
elementos de una segunda familia, las curvas de cualquiera de las dos
familias se Haman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra
familia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan—
cia en la Matemdtica superior y en Fisica.
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=\

(@Tangente a una circunferencia. La determinacién de la ecua-
cidinde’una tangente a una circunferencia se simplifica considerable—
mente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a
una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de con-
tacto. En este articulo determinaremos la eeuacién de la tangente a
una circunferencia sin usar esta propiedad particular ; lo haremos por
el método general discutido en el Articulo 44.

Es evidente , por el teorema 7 del Articulo 44, que la ecuacién de
la tangente a una circunferencia dada estd perfectamente determinada
cuando se conocen su pendicnte y el punto de contac o (o algin otro
de sus puntos). Si se tiene uno de estos datos, el otro debe determi-
narse a partir de las condiciones del problema ; segiin esto, tenemos
los elementos necesarios para la solucién de cualquier problema par—
ticular. Vamos a considerar tres problemas, a saber :

n % 1) Hallar la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada en
un punto dado de contacto ;
* ¥ 2) Hallar la ccuacién de la tangente a una circunferencia dada y
que tiene una pendiente dada ;
* ¥ 3) Hallar la ecuacién de la tangente a una ecircunferencia dada y
que pasa por un punto exterior dado.

El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es
esencialmente el mismo. En cada caso se da una condicién ; de acuer-
do con csto escribiremos primero la ecuacién de la familia de rectas que
satisfacen esta condicién (Art. 36). Iista ecuacién contiene un pari-
metro que se determina aplicando la condicién de tangencia dada en
el Articulo 44,

Ejemplo 1. Hallar la ecuacidn de 1a tangente a la circunferencia

) x24+y?—-8x—6y+20=0
en el punto (3, 5).

Solucién. La ecuacién de la familia de rectas que pasa por el punto
(3, 5) es
y—5=m(x—-13), (D)

en donde ¢l parametro m es la pendiente de la tangente buscada. Dz la ecuacién
(1), y = mx —3m+ 5. y sustituyendo este valor en la ecuacién de la circun-
ferencia, resulta:

x2+(mx —3m+5)2 —8x —6(mx —3m+5)+20=0,
que se reduce a

(m?4 1)x2 = (6m? —4m + 8) x 4+ (Om? — 12m 4 15) = 0.
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Segiin lo dicho en el Articulo 44, la tecta (1) seri tangente a la circunferencia
dada siempre que las raices de esta Gltima ecuacién sean iguales, es decir, siem-
pre que el discriminante se anule. Deberd, pues, verificarse la condicién:

6m? —dm 4+ 8)2 — 4(m?* 4+ 1) Om? — 12Zm 4+ 15) = 0.

La solucién de esta ecuacidén es m = 4, de manera que, de (1), la ecuacién de
la tangente buscada es

y—5=1",(x—3)
o sea,

x =2y +7=0.
Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este
ejemplo.
Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la tangente a 1a circunferencia

x24-y? —10x+ 2y +18 =0

y que tiene de pendiente 1.

Y
3

/

Fig. 62

Solucién. La ecuacidn de la familia de rectas de pendiente 1 es
y=x+k )

siendo * un parametro cuyo valor debe determinarse. Si el valor de y dado por
(2) se sustituye en la ecuacidn de la circunferencia, se obtiene

x4+ (x+i)2—-10x+2(x+5H+18=0

O sea,

2x2 4 2k —8)x + (k2 + 2k 4 18) = 0.
La condicién de tangencia es

(2R ~ 8)2 —8(h2 4 2R 4 18)=0.
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Las raices de esta ecunacidén son k= — 2, — 10. Por tanto, de.(2), las ecua-
ciones de las tangentes buscadas son

y=x—-2y y=x—10.

En la figura 62 se han trazado estas tangentes,
Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la tangente trazada del punto (8, 6) ala
circunferencia x? 4+ y? 4 2x 4 2y — 24 = 0.

\gﬁjﬂn& La ecuacién de la familia de rectas que pasan por el punto
(8, 6) es
y—6=m(x-8), 3)

en donde el parimetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacién
(3), y = mx —8m + 6, valor que sustituido en la ecuacién de la circunferen-

cia, da
x4+ (mx —8m+600?24+2x+2(mx —8m+6)—24 =10,

la cual se reduce a
(m*+1)x2 — (16m? — 14m — 2) x +(64m? — 112m + 24) = 0.
La condicidén para tangencia es
(16m? — 14m = 2)2 —4(m? 4+ 1) (64m2 — 112m + 24) = 0.

Resolviendo esta ecuacién se encuentra que sus soluciones son

m=21, 23
T
Por tanto, de (3), las ecuaciones de las tangentes que cumplen las condiciones
dadas, son
=1 _ 23
y—6=c(x—8) y y—6=""1(x—8)
5 11
o sea,

x—=5y+22=0y 23x —1ly — 118 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 18

Dibujar una figura para cada ejercicio.

Losejercicios 1-7 deben resolverse usando la condicién de tangencia estudiada
en el Articulo 44.
1. Hallar la ecuacién de 1a tangente a la circunferencia
x?24y?—2x —06y—3=0
en el punto (— 1, 6).
2, Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia

4x34-4y? 4+ 8x +4y — 47 =0
que tengan de pendiente — -‘;—

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (— 2, 7) a la
circunferencia x2? 4+ y2 +2x — 8y + 12 = 0.

4. Hallar l1a ecuacién de la tangente a la circunferencia x2+y2—8x+3 =0
en el punto (6, 3).
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5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia
x3 4 y? 4 4x — 10y +21 =0

que son paralelas a la recta 5x — Sy + 31 = 0.
6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia

x4yl b6 —8=0

que son perpendiculares a la recta 4x — y + 31 = 0.

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (6, — 4) a la
circanferencia x2 4+ y? 4+ 2x — 2y — 35 = 0.

8. Resolver el ejercicio 4 recordando que la tangente es perpendicular al
radio que pasa por el punto de contacio.

9. Resolver losejemplos 1, 2 y 3 del Articulo 45 por el método indicado
en el ejercicio 8. :

10, Demostrar que 1a ecuacién de la tangente a la circunferencia x2+4 y? = 3
en el punto de contacto Py (x;, y1) es x1x + y1y = r2.  Sugestion: Usese el
hecho de que x1? + y? = 7.

11. Por dos métodos diferentes, hallar las ecuaciones de las tangentes a la
circunferencia 9x? + 9y? + 18x — 12y — 32 = 0, cuya pendiente sea Vf .

12. Por dos métodos diferentes, hillense las ecuaciones de las tangentes
trazadas del punto (6, — 4) ala circunferencia 2x2 4 2y2 —8x - 4y — 15 =0,

13. DPorel punto (— 5, 4) se trazan tangentes a [a circunferencia

x4 y?2— 0x+7=0.

Hallar el ingulo agudo que forman estas tangentes.
14, Dada la circunferencia x? 4+ y? = 5, hallar los valores de A para los
cuales las rectas de la familia x — 2y + &k = 0:

a) cortan a la circunferencia en dos puntos diferentes;
b) son tangentes;
¢) notienen ningin punto coman con la circunferencia.
15, Dada la circunferencia x2 4+ y2 — 6x — 2y + 6 = 0, hallar los valores
de m para los cuales las rectas de 1a familia y = mx + 3:
a) cortaala circunferencia en dos puntos diferentes;

b) son tangentes;
¢) no tienen ningin punto comun con la circunferencia.

18. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la cir-
cunferencia x2+y2 =2 son y=mx =V | + m?.
17. Hallar la ecuacidén de la normal a la circunferencia
x2 4 y? —6x + 10y + 21 =0

en el punto (6, — 3), y demostrar que pasa por el centro de la circun(erencia.

En cada uno de los ejercicios 18-20 hallar la ecuaciones de las tangente y
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal,
para cada circunferencia y punto de contacto dados.

18. x?+4 4% =34 (3, 5).
19, x34+y?—-2x+2y—15=0; (0, 3).
20, x?+y?—10x+24y—-39=0; (-2 3).



ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 129

21. Hallar el angulo agudo que forman las circunferencias x3 4+ y?2 =17 y
x?2 4+ y?2 — 12x — 4y + 1l = 0 en su interseccidn.

22. Hallarel dngulo agudo que forman la recta 2x + 3y —6 =0 y la cit-
cunferencia x3 + y2 4 2x — 4y — 3 = 0 al cortarse.

23. Demostrar que las circunferencias

x24+ 424+ 2x —4y =0 y x4+ y?4+4x4+2y =0

se cortan ortogonalmente.

24. Demostrar, analiticamente, que las trayectorias ortogonales de una
familia de circunferencias concéntricas estan dadas por la familia de rectas que
pasan por su centro comun.

25, Si de un punto exterior P se trazan tangentes a una circunferencia, el
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P.
Si Pi(x1. y1) es un punto exterior a la circunferencia x2? + y2 = r2, demués-
trese que la ecuacidon de la cuerda de contacto de P, es x1x + yi1y = r2,
(Ver ejercicio 10.)

46. Teoremas y problemas de lugares geométricos relativos a la
circunferencia. La demostracién analitica de cualquier teorema sobre
la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discu-
tido en el Articulo 11. De acuerdo con esto, mientras el teorema no
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el
origen, ya que en esta posicién su ecuacién tiene la forma mds simple ,
la forma candénica ,

$2+y2=7'2.

Ejemplo 1. Demostrar, analiticamente, que cualquier ingulo inscrito en
una semicircunferencia es un 4ngulo recto.

Demostracién. Es evidente que la demostracién no perderd generalidad si
colocamos la semicircunferencia con
su centro en e] origen, tal como apa- Y
rece en la figura 63. La ecuacidén de
la semicircunferencia es entonces

P](xpy])
x? 4+ y? = 2, n

Sea Py (x1, y1) un punto cualquiera
de la semicircunferencia, y sean Ay B ) A B
los extrem'os de su didmetro. Como X ~7,0) 0 (r.0)
r es el radio, es evidente que las co-

ordenadas de A y B son (—r, 0) y Y'
(r, 0), respectivamente. Tenemos

que demostrar que el segmento P A Fig. 63

es perpendicular al segmento P B.

Por tanto, si las pendientes de P1A y P1 B son m; y ma, respectivamente,
vamos a demostrar que

mmg=—1, Q)

de acuerdo con el corolario 2 del teorema 5, Articulo 10,

Lohmann, — 9.



130 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Por el teorema 4 del Art. 8, tenemos

— Y1 Y1
m o=~ mg = 21 __,
! X, +r v X1 —r
de manera que
yi?
mimg=_Y%Y° (3)
1 e - 9

Pero, como P, estd sobre la semicircunferencia, sus coordenadas (xi, yi1) deben
satisfacer la ecuacién (1), y tenemos

x12 4+ yid =13,
de donde,

x4 — ¢t = — yi°

De esta Gltima relacién y (3) obtenemos, inmediatamente, la relacién busca-
da (2), como se queria demostrar,

En relacién con la resolucién de problemas sobre lugares geométri-
cos relativos a circunferencias, seguiremos el procedimiento general
bosquejado en el Articulo 23.

Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados
de sus distancias a dos puntos fijos dados es constante. Hallar la ecuacién de su
lugar geométrico, y demuéstrese que es una circunferencia.

Sowucién. Por simplicidad, y sin ninguna restriccién, podemos tomar uno
de los puntos como origen O y el otro punto A(a, 0), a £ 0, sobre el eje X,
como se indica en la figura64. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar
geométrico. Entonces P debe satisfacer la condicién geométrica

y PO* + PA" = &, 4)

en donde k& es un nimero positivo.
Por el teorema 2 del Articulo 6,

P(z,y)

Faz=x2+y2

X PA? =(x — a)? + ¢2,

de manera que la condicién geométrica
(4) puede expresarse, analiticamente,
por la ecuacién

*+y?+(x—a)2+y2=k (5)

Y’ que se reduce a

Fig. 64 x2+y2—ax+52—’-—12‘—=0. (6)

Por el teorema 2 del Articulo 40, la ecuacién (6) representa una circunferencia

cuyo centro es el punto C (-‘—2'- 0) y cuyo radio tiene una longitud

PC = % V' 2k — a?, siempre que, sin embargo, la constante k > 122_. Si
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a? St a . . a’
kR = 5 el lugar geométrico se reduce al punto 7 0): vsik< -5 no

existe ningdn lugar geométrico.

EJERCICIOS. Grupo 18

Dibujar una figura para cada ejercicio.

Todos los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse
analiticamente. De manera semejante, todos los problemas de lugares geomé-
tricos deben resolverse analiticamente.

1. Laslongitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde
un punto exterior son iguales.

2. Si de un punto cualquiera de una circunferencia se traza una perpen-
dicular a un diimetro, la longitud de la perpendicular es media proporcional
entre las longitudes de los dos segmentos en los que divide al didmetro.

3. Todo diimetro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes
iguales.

4. En doscircunferencias secantes la recta de los centros es perpendicular a
su cuerda comin en su punto medio.

6. Sipor losextremos de un diimetro se trazan dos cuerdas paralelas, éstas
son iguales. '

6. Se tiene una circunferencia circunscrita a cualquier tridngulo dado.
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del
tridngulo es igual al producto de la longitud del didmetro por la longitud de la
altura trazada al tercer lado.

7. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a los puntos (2, 0) y (— 1, 0) es siempre igual a 5. Hallar e iden-
tificar la ecuacién de su lugar geométrico.

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (4, 2) es
siempre igual al doble de su distancia del punto (— I, 3). Hallar e identificar
la ecuacién de su lugar geométrico.

9. Un punto se mueve dec tal manera que su distancia del punto (2, — 2)
es siempre igual a un tercio de su distancia del punto (4, 1). Hallar e identifi-
car la ecuacién de su lugar geométrico.

10. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia del
punto (1, 2) es siempre igual al doble de su distancia de 1a recta 3x+4y —1=0.
Hallar e identificar 1a ecuacién de su lugar geométrico.

11. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias de los tres puntos (0, 3), (3, 0) y (—2. — 2) es siempre igual
a 30. Hallar e identificar la ecuaciédn de su lugar geométrico.

12. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia de un punto fijo
es siempre igual a k veces su distancia de otro punto fijo. Demostrar que
el lugar geométrico de P es una circunferencia para valores apropiades de k.

13. Un punto P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de
la base de un tridngulo isésceles es siempre igual al produ:to de sus distancias
de los otros dos lados. Demostrar que el lugar geométrico de P es una circun-
ferencia,
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14. Desde un punto P, se trazan tangentesa las circunferencias
Ci: x?4y?-9=0 y Co: x?4+y?2—8x+12=0.

Si la longitud de la tangente trazada a C, es siempre igual al doble de la longi-
tud de la tangente trazada a Cj3, hallar y construir el lugar geométrico de P.

15. Un punto P se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a las dos rectas 3x —y+4 =0, x + 3y — 7 = 0 es siempre igual a 2.
Hallar, identificar y trazar el lugar geométrico ce P,

16. Desde un punto fijo de una circunferencia dada se trazan cuerdas. De-
mostrar que ¢l lugar geométrico de los puntos medios de estas cuerdas es una
circunferencia.

17. Se bhan trazado dos tangentes a una circunferencia, paralelas entre si,
que cortan a una tercera tangente en los puntos A y B. Demostrar que las
rectas que unen A y B con el centro son perpendiculares entre si.

18. Desde un punto exterior P, se trazan una tangente y una secante a una
circunferencia dada, siendo A y B los puntos de interseccién de la secante con
la circunferencia. Demostrar que la longitud de la tangente es media propor-

cional entre la longitud PB de la secante y la longitud PA de su segmento
externo. -

19. Por medio del teorema del ejercicio 18, resolver el ejercicio 35 del
grupo 16, ‘

20. Demostrar que si desde cualquier punto P de la circunferencia citcuns-
crita 2 un tridangulo, se bajan perpendiculares a los lados del tridingulo, los pies
de estas perpendiculares son colineales. La recta que determinan se llama recta
de Simpson para el punto P. ‘

21, Demostrar que el punto P (7, 3) estd sobre la circunferencia circuns-
crita al tridngulo cuyos vértices son (— 1, — 1), (2, 8), (5. 7). y hallar 1a
ecuacidén de la recta de Simpson para el punto P. ’

22. Demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 20; es decir, demostrar
que, si el punto P se mueve de tal manera que los pies de las perpendiculares
bajadas desde ¢l a los lados de un triangulo cualquiera son colineales, el lugar
geométrico de P es la circunferencia circunscrita al tridngulo. .

23. Demostrar que en un triingulo cualquiera los pies de las alturas, los
pies de las medianas, y los pyntos medios de los segmentos que unen el ortocen-
tro (punto de interseccién de las alturas) a los vértices son conciclicos. Esta
circunferencia se 1lama con toda propiedad la circunferencia de los nueve puntos
del triingulo.

24, Hallar la ecuacién de la circunferencia de los nueve puntos del trisngulo
cuyos vérticesson (3, 7), (1, — 1) y. (7, 3) obteniendo la ecuacién de la cir-
cunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, demostrando que los
otros seis puntos estin sobre la circunferencia.

25. Demostrar que en un tridngulo cualquiera el centro de la circunferencia
de los nueve puntos esta sobre la recta de Euler (ver el ejercicio 26 del grupo 10).

Tag ¥



CAPITULO V
TRANSFORMACION DE COORDENADAS

47. Introduccién. Uno de los objetivos principales de la Geome-
trfa analitica es la determinacién de las propiedades de las diversas
figuras geométricas. Apoyindonos en algunos de los conceptos funda—
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun—
ferencia. En adelante continuaremos estas investigaciones con refe-
rencia a otras curvas. Encontraremos, sin embargo, que, a medida
que progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se
van haciendo m4s y més dificiles de analizar ; por esco, se hace nece~
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios, que nos
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la
transformacién de coordenadas.

48. Transformaciones. Una transformacién es el proceso que
consiste en cambiar una relacién, expresién o figura en otra. El
estudiante ya ha encontrado este término en su estudio de Algebra y
Trigonometria. Asi, podemos transformar una ecuacién algebraica en
otra ecuacién cada una de cuyas raices sea el triple de la rafz corres-
pondiente de la ecuacién dada ; o podemos transformar una expresién
trigonométrica, en otra usando las relaciones trigonométricas funda-
mentales. \

DeriNici6n. Una fransformacién es una operacién por la cual
una relacién, expresién o figura se cambia en otra siguiendo una
ley dada.

Analfticamente , la ley se expresa por una o mis ecuaciones llama—
das ecuaciones de transformacién .

49. Transformacién de coordemadas. Consideremos una circun-
ferencia de radio r cuya ecuacién estd dada en la forma ordinaria

@E—hy+ @y—k)3=r, (1)
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siendo las coordenadas (k, k) del centro O’ diferentes de cero (figu-
ra 65). Si esta circunferencia, sin cambiar ninguna de sus caracteris-
tieas, se coloea con ru centro en el origen O, su ecuacién toma la
forma més simple, o forma candnica,

zz+y2__.7.2.

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figura. En vez de llevar
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos
mover los ejes coordenados paralelamente a s mismos, respectiva-
mente, en el plano coordenado, de manera que el origen O coincida
con el centro O’/(h, k) de la circunferencia v los ejes coordenados

tomen las posiciones paralelas designadas por los nuevos ejes X'y Y/
en la figura 65. Sea P un punto

Y cualquiera de la circunferencia.
1 Y' Las coordenadas de P referido a
f los ejes originales X y Y son (x, y),

L pero son diferentes, evidentemen

te, sise le refiere a los nuevos ejes

- ->X' X’y ¥Y’. Designemos las nuevas
coordenadas de P por (z/, y').

Entonces la ecuacién de la circun-

i ferencia referida al nuevo sistema

0 > x de ejes estd dada por la simple for-
ma candnica
[}
/2 2 2
Fig. 65 Ty =1 (2)

Vemos entonces, que moviendo los
cjes coordenados paralelamente a sf mismos, hemos lransformado las
coordenadas (x, y) de un punto cualquiera de la circunferencia en
lns coordenadas (z/, y’) y como resultado hemos transformado la
ecuacion (1) en la forma méds simple (2). La operacién de mover los
cjes coordenados en el plano coordenado a una posicién diferentc, de
manera que los nuevos ejes sean, respectivamente , paralelos a los »jes
primitivos, y dirigidos en ¢l mismo sentido, se Hlama {raslacién de los
ejes coordenados .

Veremos mds adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden
transformarse también en ecuaciones de forma méds simple por una
rotacién de los ¢jes coordenados en torno de su origen como punto fijo.

NoTA. En las figuras de los capitulos precedentes hemos designado cada
uno de los ejes coordenados por dos letras, el eje X por XX’y el eje Y por YY',
Con el fin de evitar confusién mais adelante, usaremos, en general, solamente
ona letra para cada uno de los ejes coordenados, la letra X para el ¢je X origi-
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nal y la letra Y parael eje Y original. Reservaremos las letras X', Y/, X", Y,
para los nuevos ejes coordenados obtenidos por traslacién o rotacién. Esta nueva
convencidén ya ha sido adoptada en la figura 65.

50. Traslacién de los ejes coordenados. Para simplificar las
ecuaciones, mediante traslacién de los ejes coordenados, se requiere
el siguiente teorema :

TrorEMA 1. 87 se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen
O'(h, k), y st las coordenadas de cualquier punio P antes y después de la
traslacién son (x, y) y (x!, y’), respectivamente, las ecun:tones de
transformacién del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son

x=x'+h,
y=y' +k.

N

Kt
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DEMOSTRACI6N. Sean (fig. 66) X y Y los ejes primitivos y
X'y Y’ los nuevos ejes, y sean (h, k) las coordenadas del nuevo ori—
gen O con referencia al sistema original. Desde el punto P, trazamos
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos los nuevos
ejes hasta que corten a los originales, tal como aparece en la figura.

Usando la relacién fundamental para scgmentos rectilineos diri-
gidos, dada en el Artfculo 2, tenemos, inmediatamente, de la figura,

2=0D=0A+AD=04+0'C=h+7.
Andloganiente ,
y=0F<=0B+BF =0B+0'E=Fkk+y'.
Ejemplo 1. Transformar la ecuacién
x¥~3x3—y243x+4y—5=0 ¢

trasladando los ejes coordenados al nuevo origen (1, 2). Trazar el lugar geo-
métrico, y los dos sistemas de ejes.
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Solucién. Porel teorema 1, las ecuaciones de transformacién son
x=x'+1 y=y +2
Si sustituimos estos valores de x y y en la ecnacién (1), obtenemos
(+D3=3+D2=(y+2)2 43+ D+4(y +2)—5=0.

. * . , » . » 42
Desarrollando y simplificando esta @ltima ecuacién, obtenemos la ecuaciédn
transformada buscad«

x'? = ¢y'2 =0, (03]

Por los métodos estudiados en el Articulo 19, podemos ficilmente (fig. 67)
trazar el lugar geométrico de la ecua-

Y cién (2) con respecto a los nuevos ejes
X'’y Y’. El lector reconocera este lu-

gar geométrico como la paribola semi-
ctibica (Art. 17). Debe observarse que
la figura es también la grifica de la
ecuaciéon (1) referida a los ejes origina-
les X y Y. Evidentemente que es mu-
cho mis ficil trazar el lugar geométrico
usando la ecuacién (2) que usando

la (1).

—d

En el ejemplo 1, se especifico
el nuevo origen. Usualmente, sin
embargo, no se dan las coordena—
das del nuevo origen, sino que
deben ser determinadas. El pro-
cedimiento a seguir en tal caso
esti indicado en el siguiente
ejemplo . o

)

|

g
|
l
|
1
|
1
|
i
'

Fig. 67
Ejemplo 2. Por una traslacién de
los ejes coordenados, transformar la ecuacién

x?=d4y2 4 6x+8y+1=0 3)

en otra ecuacién que carezca de términos de primer grado. Trazar su lugar geo-
métrico y ambos sistemas de ejes coordenados.

Solucion. En este caso particular podemos usar dos métodos diferentes,
siendo el primero el mis general.

Peimer método. Si sustituimos en la ecuacién (3) los valores de x y y
dados por las ecuaciones de transformacidn en el teorema 1, obtenemos la ecuma-
cién transformada

X'+ R —4+ R+ +h)+8(W+hR+1=0
l1a cual, después de desarrollar y agrupar términos semejantes, toma la forma

X2 =42+ QQh+6)x'— Bk ~8)y + A2 — 4R3I+ OH+ 8k +1=0. (4
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Como la ecuacidn transformada debe carecer d2 términos de primer grado, igua-
laremos a cero los coeficientes de x’ y y’ en la ecuacién (4). Tendremos
2h4+6=0 vy 8 —8=0,
de donde,
h=-3y k=1

Por tanto, el nuevo origen es el punto (— 3, 1). Si sustituimos estos valores
de h y k en (4), obtenemos la ecuacién buscada

x'? — 4y'? — 4 = 0. %)
El lugar geométrico, una hipérbola, esti trazado en la figura 68.

Y Y

0’ )
.<—'s,‘n‘< """" >X
X

Fig. 68

—————

-

Segundo método. En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan
del término en xy, es posible efectuar la transformacién completando los cua-
drados. Este método se ensefié previamente en el Articulo 40 para la circunfe-
rencia. Asi, los términos de la ecuacién (3) pueden ordenarse en la forma

(x34+6x)—4(y? —2y) = — 1.
Completando cuadrados, obtenemos
(x24+6x+9)—4(y? =2y +1)= =149 -4,
(x+3)2—-4(y-D?=4 )

de donde,

Si en la ecuacidn (6) hacemos las sustituciones
x+3=x, y—-1=¢, 7

obtenemos la ecuacién (5). Evidentemente, de (7) se deducen las ecuaciones

de transformacién:
x=x'-3 y=y + 1L

En el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tipo de simplifica—
cién deseado ; si en algin problema no se especifica, debemos efectuar
la méxima simplificacién posible.

Ejemplo 3. Por una traslacidén de ejes simplificar la ecuacién
y2 —4x — 6y +17 = 0. N (8)
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Solucién. Procediendo como en el primer método del ejemplo 2, sustitui-
remos en la ecuacién (8) los valores de x y y dados por las ecuaciones de tras-
formacién en el teorema 1. Tendremos:

(WH+RB2—4+h) -6y +Rr)+17=0.
que puede escribirse en la forma
Y2 — 4+ QR —6)y' + k3 —4h — 6k + 17 = 0. )

Nuestro siguiente paso es determinar los valores de h y k que simplifiquen la
ecuacién (9). En este caso no podemos hacer que se anule el término en x/, ya
que su coeficiente es — 4, pero podemos eliminat el término en y’ y el térmi-
no independiente. De acuerdo con esto escribimos

2%k —6=0 y h?—4h -6k +17 =0,

de donde,
k=3 y h=2.

Para estos valores de h y k, laecuacidén (9) se reduce a la forma

y'? — 4x' = 0.

EJERCICIOS. Grupo 20

Para cada ejercicio es conveniente trazar el lugar geométrico y ambos sistemas
de ejes coordenados.

En cada uno de los ejercicios 1-5, transférmese la ecuacién dada trasladando
los ejes coordenados al nuevo origen indicado.

1, x?+y2+2x—6y+6=0; (-1, 3).

3x2 4+ 242+ 12x —4y +8=0; (-2, 1).

4x? — y2 —8x -~ 10y — 25 =0; (1, =5).

y? - x2+3y?—4x+3y —3=0; (=2, -1).
xy —3x+4y —13=0; (-4, 3).

U\DFWE\"

En cada uno de los ejercicios 6 10, por una traslacién de ejes, transférmese la
ecuacién dada en otra que carezca de términos de primer grado. Usese el primer
método del ejemplo 2, Articulo 50.

6., 2x¥ 4+ y?+ 16x —4y +32=0.

7. 3x? 42424+ 18x — 8y 4+ 29 = 0.

8. 3x? —2y? — 42x — 4y 4133 =0.

9. xy —x+2y —10=0.

10, 8x3 4 24x? — 4y2 + 24x — 12y — 1 = 0.

En cada uno de los ejercicios 11-15, por una traslacién de los ejes coordena-
dos, transférmese la ecuacidén dada en otra que carezca de términos de primer
grado. Usese el segundo método del ejemplo 2, Articulo 50.

11, dx? 4 4y® 4+ 32x — 4y + 45 = 0.
12, 2x2 + 542 — 28x + 20y + 108 = 0.
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13, x3-3y2 +6x+6y+3=0.
14, 12x2 + 18y® — 12x + 12y —

1 =0
15, 12x% — 18y? — 12x — 12y — 5 = 0.

En cada uno de los ejercicios 16-20, simplifiquese Ja ecuacién dada por una
traslacién de los ejes coordenados.

16. x?4+8x —3y+10=0.

17. 16x2 4 16y2 - 8x — 48y + 5 = 0.
18. 72x% + 36y? — 48x + 36y — 55 = 0.
19, y? —6x2—24x —2y —32 =0,
20, 30xy + 24x — 25y — 80 = 0.

51. Rotacién de los ejes coordenados., Para simplificar las ecua-
ciones por rotacién de los ejes coordenados, necesitamos el siguiente
teorema :

TeoreEMA 2. Si los ejes coordenados giran un dngulo ¢ en torno de
su origen como centro de rotacién, y las coordenadas de un punto cual-
quiera P antes y después de la rotacion son (x, y) y (x/, y'), respec—
tivamente, las ecuaciones de transformacion del sistema original al nuevo
sistema de coordenadas estdn dadas por

= x/ —-_v/
x=Xx'cos —y'seng,

y=x'seng+y’cosg.

DeMoSTRACION .  Sean (figu-

ra 69) X y Y los ejes originales y Y
X'y Y’ los nuevos ejes. Desde

el pupto P tracemos la ordenada Y )
AP correspondiente al sistema \ /
X, Y, la ordenada A’P corres— \ T/
pondicnte al sistema X/, Y/, y \ /
la recta OP. Sea el dngulo \| 7
POA’=¢ y OP =v. PorTri-
gonometria (Apéndice 1C, 1),
tencmes Fig. 9

z=0A4 =7cos (6 + ¢), (1)
y=AP =rsen (6 + ¢), (2)
z’=W=rcos¢, y’=ﬁ=r5en¢. (3)

De (1), porcl Apéndice IC, 6, tenemos

z=rcos(§ +¢)=rcosf cosd—rscnf send.
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Si en esta tiltima ecuacién sustituimos los valores dados por (3),
obtenemos la primera ecuacién de transformacién ,

z=12'cos § —y sen §.
Anilogamente, de (2),
y=rsen (§ +¢)=rsendcos ¢+ rcos§sen ¢,
por tanto, de (3), tenemos la segunda ecuacién de transformacién,

y=2a sen 6 +y cos 4§,

NOTA. Para nuestras aplicaciones, serd necesario gitar los ¢jes coordenados
solamente un dngulo suficientemente grande para hacer coincidir uno de los ejes
coordenados con una recta dada fija

Y cualquiera, o para hacer que sea

y' ) paralelo a ellaen el plano coordena-
do. De acuerdo con esto, restringi-

\ , remos, en general, los valores del
I angulo de rotacién @ al intervalo
\ v dado por

97
5

0°< 8 < 90°.

Ejemplo 1. Transformar la
0 ecuacién

x%*jﬁ%e
Xcme-;-v.j‘iﬁme =X
-
-
\
I
"

\ x4+ V3xy+yt =4 ()

girando los ejes coordesados un in-

4\ A gulo de 30°. Trazar el lugar geomé-

‘ llT trico y ambos sistemas de ejes coor-
Fig. 70 denados.

Solucién. Por el teorema 2, las ecuaciones de transformacién son

3
x = x' cos 30° — y sen 30° = v; x’——;-y’.
3
y=x’sen30°+y’cos30°=—;x’+—\/2—y’.

Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuacién (4), obtenemos

V3 ' ! /2 3 \/-i I 1 ] I \/_3./
(Frmb o (Pom 1) (b

_.i.y’
3 2
(e LY

e p - ‘3’9/»\0 Co>®

B = Kt 9 4 4’ W © SImE

x"tme some -\2’ sen’o
® S2mp CHO «(-j’&.r;ze

"o ¥ 2

o (1))

< 0 5 Desatrollando y simpilificando esta dltima ecuacién, obtenemos la ecuacién

3 5 transformada

o e TS 5x'% 4 ¢/ = 8. %)
o

Ramt S El lugar geométrico (fig. 70) es una elipse.
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En este ejemplo se ha dado el 4ngulo de rotacién. Sin embargo ,
generalmente , el 4ngulo de rotacién debe determinarse de modo que
se cumpla alguna condicién establecida. La aplicacién principal de la
& rotacién de ejes es Ia eliminacién del térinino en zy de las ecuaciones

o \de segundo grado.

"o

A& ont?
[\

-’p
)

»

% Ejemplo 2. Por una rotaciéon de los ejes coordenados, transformar la
cuacién

Ox? -~ 24xy 4 16y? — 40x — 30y = 0 (6)

@ ¢n otra que carezca del término en x’y/. Trazar su lugar geométrico y ambos

Y 5 istemas de ejes coordenados.
(-!D\ ¥ Solucién. Sien la ecuacién (6) sustituimos los valores de x y y dados por
§ ._!_4' s ecuaciones de transformacién del teorema 2, obtenemos
h;-\ :5\ 9(x' cos 6§ — y' sen 0) 2 — 24 (x’' cos 6 — ¢’ sen §) (x’ sen 8 + ¢y’ cos 9)
; : + 16 (x' sen 6 + y' cos 8) 2 — 40 (xf cos § — y' sen 8)
g\’; ‘ ~30(x"sen 8 + y' cos 8) =0,
"N ﬂg la cual, despﬁés de efectuar el desarrollo y agrupar los términos, toma la forma
-\)—J ; (9 cos? § — 24 cos 6 sen 8 + 16 sen? §) x’2 4 (14 sen 0 cos 6 + 24 sen2? 6
(a 5 —24cos?8)x’ ¢y’ + (9sen? § + 24 sen O cos § + 16 cos? 9) y'2
8 3 — (40 cos 6 + 30 sen 8) x’ + (40 sen 6 — 30 cos 8) ¢’ = 0.  (7)
A

3

Como la ecuacidn transformada debe carecer del término en x'y’, igualamos el

* 1 coeficiente de x'y’ en (7) a cero y obtenemos

o

é"; 14 sen 6 cos 8 4 24 sen? § — 24 cos?2 § = 0.
'3( QJAhora bien, sen 20 = 2sen # cos 8 y cos 260 = cos? § —sen? @ (Apéndice IC, 7).
“~ _1 Por tanto, la tltima relacién puede escribirse
—~e

q"»;_\ 7 sen 26 — 24 cos 26 = 0,

é ~ de donde,
=¥ 24

T tg 26 = ==,

() 7

O

@ ;Po: la nota del teorema 2, el ingulo # estard restringido a estar en el primer
'R "+ cuadrante, de manera que 26 estard en el primero o en el segundo cuadrante en
~—

o donde el coseno y 1a tangente de un angulo tiene ¢l mismo signo. De manera
n Ssemejante. sen § y cos § no seran negativos. Por tanto, por el valor de tg 26
dado arriba, tenemos

+V3

cos 26 = 7.

25°

+ V3 Sews

Para efectuar la simplificacién de la ecnacién (7), necesitamos los valores
de sen § y cos 8, que pueden obtenerse por las férmulas del dngulo mitad de
rigonoinetria (Apéndice IC, 8).

1)7- [107713

2(Kcore - Lj’swa)"

(x
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seno=\/1—cos20=\/l—%a=1
2 2 5
Coso=\‘/l+c0320=\/l+%6=i_

2 2 5

Si sustituimos estos valores de sen § y cos # en la ecuacién (7). tenemos

a2 10y oy (18,2063 L (81 28 0
(25 5T )" +(25+zs 5 ) v\t t)y

— B2+ 18)x' + (24 — 24) ¢/ = 0,

Luego,

la cual se reduce a la ecuacidn transformada buscada,
g3 —2x' =0. (8)

El lugar geométrico, una paribola, estd representada en la figura 71.

NoTA. Evidentemente, es mucho

Y mis ficil trazar ¢l lugar geométrico de

la ecuacién (8) con respecto a los ejes

X'y Y’/ que trazarel de la ecuacién (6)

\ X' con respecto a los ejes X y Y. Mis

\ e aun, las propiedades de la paribola

\\ il pueden obtenerse mis ficilmente a par-

s . . .

\ tir de la ecuacién (8) que es la mds sen-

N ‘// 0 _ Y cilla. EI estudiante puede, sin embar-

/Or\\/ - g0, pensar que estas ventajas no son

s \ sino una compensacién de los calculos

necesarios para transformar la ecuacién

Fig. 71 (6) en la (8). El problema general

de la supresién del término en xy de la

ecuacidén de segundo grado seri considerado mis adelante (Capitulo IX), vy se
veri entonces como la cantidad de cilculos se reduce considerablemente.

Y’
R

EJERCICIOS. Grupo 21

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y ambos
sistemas de ejes coordenados.

1. Hallar las nuevas coordenadas del punto (3, — 4) cuando los ejes coor-
denados giran un dngulo de 30°.

2. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (1, 0) y (0, 1) cuando los
ejes coordenados giran un dngulo de 90°.

En cada uno de los ejercicios 3-8, hallar la transformada de la ecuacién dada,
al girar los ejes coordenados un dngulo igual al indicado.

3. 2x +5y—3=0; arctg 2.5.
4. x?—2xy+y?—-x=0; 45°
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5. V3y2+3xy—1=0; 60°,

6., 5x2+4+3xy+y2—4=0; arcsen \/1010

7. 1x? 4 24xy + 4y2 - 20 =0; arctg0,75.
8. x*+ yt+6x2y? —32 =0; 45° ;

9. Por rotacidn de los ejes coordenados, transformar la ecuacién
2x — y —2 =0 en otra que carezca del término en x’.

10. Por rotacién de los ejes coordenados, transformar la ecuacién
x + 2y —2 =0 en otra que carezca del término en y'.

En cada uno de los ejercicios 11-16, por una rotacién de los ejes coordena-
dos, transférmese la ecaacién dada en otra que carezca del términoen x/y/.

11. 4x’+4xy+y’+\/?x =1, 14, 2x2? - 5xy + 242 = 0.
12, 9x2 4 3xy +9y2 = 5. 16. x2 —=2xy+y2—42=0.
13. Sx? + 4xy +2y? =12, 16. 16x? 4 24xy + 9y? 4+ 25x = 0.

17. Laecuacién de una circunferencia es x? 4+ y? = 2, Demostrar que la
forma de esta 2cuacién no se altera cuando se refiere a los ejes coordenados que
han girado cualquier dngulo 6. Se dice que esta ecuacidn es invariante por
rotacién,

18. Deducir las ecuaciones de transformacién del teorema 2 (Art. 51) cuan-
do el idngulo 4 es obtuso.

19. Lasecuaciones de transformacién del teorema 2 (Art. 51) pueden con-
siderarse como un sistema de dos ecuaciones en las dos incégnitas x’ y /. Para
cualquier valor de 8, demuéstrese que el determinante de este sistema es la uni-
dad y, por tanto, que por la regla de Cramer (Apéndice IB, 6) el sistema tiene
una dnica solucién para x’ y y’ dada por

x'' = xcos 0+ ysen$,

I

y = —~ xsen 8 4+ ycosé.

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones reciprocas de las originales de transfor-
macién.

20. Por una rotacién de 45° de los ejes coordenados, una cierta ecuacidn se
transformé en 4x'? —9y’2 =36, Haillese la ecuacién original usando el resultado
del ejercicio 19,

52. Simplificacion de ecuacicnes por transformacién de coordenadas.
Acabamos de ver que, por una traslacién o una rotacién de los ejes
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas
mas simples. Es entonces légico inferir que se puede efectuar una
simplificacion mayor ain aplicando ambas operaciones a la vez. Si
una ecuacién es transformada en una forma m4as simple por una tras-
lacién o una rotacién de los ejes coordenados, o por ambas, el pro-
ceso se llama simplificacion por transformacién de coordenadas .

Consideremos primero el caso en que una traslacién de los ejes
coordenados a un nuevo origen O/(h, k) es seguida por una rotacién
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de los ejes trasladados en torno de O’ de un dngulo 6, tal como se
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del plano coorde—
nado, sean (z, y), (&, y') y (', y') sus coordenadas referido,
respectivamente , a los ejes originales X y Y, a los ejes trasladados
X'y Y', y alosejes girados X” y Y”. Porel teorema 1 del Ar-
ticulo 50,

I

r=2z+h, |

y=y+%k;/J )

y por el teorema 2 del Articulo 51,

a/

(2)

I3

2" cos § —y’ sen 6, |
y f

= ' sen § + y' cos 6§ .

Fig. 72

Si sustituimos en (1) los valores de 2/ y ¥’ dados por (2) obtenemos
las ecuaciones buscadas de transformacién :

2’ cos § —y'sen 6 + h, | (3)

y=2x"senf +y"cosf+k. /

Puede demostrarse que las ecuaciones de transformacién (3) son

verdaderas aun cuando el orden de transformacién se invierta, es

decir, cuando una rotacién vaya seguida de una traslaciéon. Tenemos
pues, el siguiente teorema :

TrorEMA 3. 87 efectuamos un cambio de ejes coordenados mediante
una traslacién y una rotacién, tomadas en cualquier orden, y las coor—
denadas de cualquier punto P referido a los sistemas original y final
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son (x,y)y (X', y"), respectivamente, las ecuaciones de transforma—
eion del sistema original al nuevo sistema de coordenadas son

Xx=x"cosf —y’senf +h,.
y=x"sen@+y’ cos8+k,

en donde 6 es el dngulo de rotacién y (h, k) son las coordenadas del
nuevo origen referido a los ejes coordenados originales.

NoTAs. 1. Lasecuaciones de transformacién dadas por el teorema | del Ar-
ticulo 50, teorema 2 del Articulo 5! y teorema 3 aaterior son todas relaciones
lineales. De aqui que e] grado de la ecuacién transformada no pueda ser mayor
que el de 1a ecuacién original. Ni tampoco puede ser menor; porque si lo fuera,
podriamos, por transformacién de coordenadas, regresar la ecuacién transfor-
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuacién. Pero acabamos de
ver que esto es imposible, Por tanto, el grado de una ecuacién no se altera por
transformacién de coordenadas.

2. Aunque las ecuaciones de transformacién del teorema 3 pueden emplearse
cuando se van a efectuar simultineamente una traslacién y una rotacidn, es,
generalmente, mas sencillo, efectuar estas operaciones separadamente en dos
pasos diferentes. El teorema 3 explica que el orden de estas operaciones no tiene
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuacién de segundo grado en la
cual los términosen x2?, y? y xy forman un cuadrado perfecto, los ejes deben
girarse primero y trasladarse después (ver el ejercicio 10 del grupo 22) . Este caso
particular sera estudiado mis adelante en ef Capitulo IX.

Ejemplo. Por transformacién de coordenadas, simplificar la ecuacién

3x2 ~2xy +3y? - 2x — 10y +9 = 0. (4)

Tricese el lugar geométrico y todos los sistemas de ejes coordenados.

Solucién. Como los términos de segundo grado en (4) no forman un cua-
drado perfecto, podemos primero trasladar los ejes a un nuevo origen (h, k).
Por tanto, usando las ecuaciones de transformacién del teorema ! (Art. 50),
obtenemos, de la ecuacién (4),

3(x"+mEi=2(x"+h) (y+R)+3(y' + k)2
—=2(x'+h) —10(y"+R)+9=0,
la que, después de desarrollar, simplificar y agrupar términos, toma la fprma
3Ix = 2x'y +3y"3 4 (6h — 2k —2)x" 4 (—2h 4+ 6k — 10) y’
+ (3h* — 2hk 43k — 2 — 10k 4+9) = 0. (5)

Para eliminar los términos de primer grado en (5), igualamos sus coeficientes
a ceto. Esto nos da el sistema

6h ~2k—1=0,
=2h + 6k - 10 =0,

Lehmapn. — 10,
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cuya solucién es A = |, k = 2, Sustituyendo estos valores de A ¥ k en (5),
obtenemos
Ixf? —2x'y' 4+ 3y’?—-2=0. (6)

A continuacién, por rotacién de los ejes, usando las ecuaciones de transfor-
ulacién del teorema 2 (Art. §1), obtenemos, de la ecuacidén (6),

J(x"cos @~y sen )3 —2(x""cos @ — y" sen #) (x” sen ¢ + y” cos 6)

+3(x”sen 8+ y’cos6)? —2 =0,

la cual se reduce a
(3cos?28@ — 2sen Bcos @ + 3sen28)x”? 4 (2 sen? 0 — 2 cos? 6) x" y"

+(3sen?2 8+ 2senfcosd 4 3cos28)y”’2 ~-2=0. (7)

Para eliminar el término en x” y” de (7), igualamos sus coeficiente a cero, y
obtenemos ;
2sen? @ — 2cos? 8 =0,

de donde 8 = 45° de acuerdo con la nota al teorema 2 (Art. 5|). Sustituyendo
este valor de 8 en (7), y simplificando, obtefiemos la ecuacién buscada,
x4 2yt — | =0, (8)

En la figura 73 se han trazado el lugar geométrico de la ecnaciéon (8), una
elipse. y todos los sistemas de ejes coordenados.
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EJERCICIOS. Grupo 22

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y todos los
sistemas de ¢jes coordenados.

En cada uno de los ejercicios [-5, simplifiquese la ecuacién dada por trans-
formacién de coordenadas.

1. x%—10xy + y2 — 10x + 2y + 13 = 0.

2. 52x? — 7lxy 4+ 73y2 — 104x + 72y — 48 = 0.
3. 16x2 4 24xy + 9y? 4+ 60x — 80y + 100 = 0.
4. 3x+2y—-5=0.

5. 2x2+4 2xy +2y%2 —2x — 10y +11 =0.

6. Trazar el lugar geométrico del ejercicio 1 aplicando directamente los
meétodos del Articulo 19.

7. Trazar el lugar geométrico del ejercicio 2 directamente por los métodos
del Articulo 19.

8. Por transformacién de coordenadas, demuéstrese que la ecuacidn gene-
ral de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarseen y” = 0, que esla
ecuacidn del eje X 7.

9. Por transformacién de coordenadas, demuéstrese que la ecuacién general
de una recta, Ax + By + C =0, puede transformarse en x” =0, que es la
ecuacién del eje Y.

10. Hallar las coordenadas del nuevo origen si los ejes coordenados se tras-
ladan de manera que la ecuacion Ax?2+ Bxy + Cy?+ Dx + Ey+ F =0 se
transforma en otra ecuacidén que carezca de términos de primer grado.

11. Hallar las nuevas ordenadas del punto (— 1, 3) cuando los ejes coorde-
nados son trasladados primero al nuevo origen (4, 5) y despuss se les gira un
angulo de 60°.

12. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2, 2) cuando los ejes coorde-
nados son girados primero un ingulo de 45°-y después son trasladados al nuevo
origen (— 1, 1).

13. Por traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen (3, 3) y después
rotacién en un angulo de 30°, las coordenadas de un cierto punto P se transfor-
man en (7, 6) . Hillense las coordenadas de P con respecto a los ejes originales,

14. Por traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen (I, 1) y luego
rotacién de los ejes en un dngulo de 45°, la ecuacién de cierto lugar geométrico
se transformé en x//3 — 2y"2 =2, Hallar la ecuacién del lugar geométrico con
respecto a los ejes originales.

15. Demostrar, analiticamente, que la distancia entre dos puntos en el pla-
no coordenado no se altera (es invariante) con la transformacién de coorde-
nadas.

En cada uno de los ejercicios 16-20, hillese la ecuacién del lugar geométrico
del punto mévil y simplifiquese por transformacién de coordenadas.

16. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (—2, 2) es
siempre igual a su distancia a la recta x —y + 1 = 0.

17. El punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los
dos puntos (I, 1) y (— 1, — 1) es siempre igual a 4,
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18. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (2, 1) es
siempre igual al doble de su distancia de la recta x +2y — 2 = 0.
19, EIl punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta

x+2y—2=0

es siempre igual al doble de su distancia del punto (-1, 1).
20. El punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a
los dos puntos (1, 4) y (—2, 1) es siempre igual a 3.



CAPITULO VI
LA PARABOLA

53. Introduccién. En su estudio previo de Geometria elemental ,
el estudiante conocié dos lineas: la linea recta y la circunferencia.
. Las dos lineas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analftico.

Ahora comenzamos el estudio

de ciertas curvas planas no l _
inclufdas , ordinariamente , en c B
un curso de Geometria ele-
mental. Empezaremos con la L
curva conocida con el nombre
de parébola. P

54. Definiciones. lLa
ecuacién de la pardbola la A v F
deduciremos a partir de su
definicién como el lugar geo-
métrico de un punto que se
mueve de acuerdo con una ley c’
especificada, .

Derinicié6x. Una pard-
bola es el lugar geométrico de L
un punto que se mueve en un B
plano de tal manera que su Fig. 74
distancia de una recta fija,
situada en el plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo
del plano y que no pertenece a la recta.

El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la paribola.
La definicién excluye el caso en que el foco estd sobre la directriz.

Designemos por F y 1 (fig. 74), el foco y la directriz de una
. pardbola , respectivamente. La recta a que pasa por F y es perpen—
dicular a ! se llama eje de la pardbola. Sea A el punto de intersec—

|
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cién del eje y la directriz. El punto V, punto medio del segmen-
to AF, estd, por definicién, sobre la pardbola ; este punto se llama
vértice. El segmento de recta, tal como BB/, que une dos puntos
cualesquiera diferentes de la pardbola se llama cuerda; en particular,
una cuerda que pasa por el foco como CC’, se llama cuerda focal.
La cuerda focal LL’ perpendicular al eje se llama lado recto. Si P es
un punto cualquiera de la pardbola, la reeta FP que une el foco F
con el punto P se llama radio focal de P, o radio vecior.

55. Ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y eje un eje
coordenado. Veremos que la ecuacién de una paribola toma su forma
més simple cuando su vértice estd en el origen y su eje coincide con

~ uno de los ejes coordenados. De

Iﬁ' acuerdo con esto, consideremos la

pardbola cuyo vértice estd en el

origen (fig. 75) y cuyo eje coincide

A P(z,y) con el eje X. Entonces el foco F -

estd sobre el eje X; sean (p, 0)

sus coordenadas. Por definicién de

>X pardbola, la ecuacién de la direc-

triz [ es 2= —p. Sea P(z, y)

un punto cualquiera de la pardbola.

Por P tracemos el segmento PA

perpendicular a I. Entonces, por

la definicién de paribola, el pun-

to P debe satisfacer la condicién
geométrica

Fig. 75 |FP|=[PAl. (1)
Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos
|FP| =V (z = py +¢;
y por el teorema 9 (Art. 33), tenemos
|PA| = lz+p].

F(p,0)

Por tanto, la condicién geométrica (1) estd expresada, analitica-
mente , por la ecuacién

Vie—pr+y=|z+p].

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de esta ecuacién y simplifi-
camos, obtenemos

y! = 4pz. (2)
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Reciprocamente , sea Pi(z1, %) un punto cualqu1era cuyas coor—
denadas satisfagan (2). Tendremos :

yd = dpz1.

Si sumamos (1 — p)? a ambos miembros de esta ecuacién, y extrae-
mos la rafz cuadrada, obtenemos, para la rafz positiva,

V@-pi+wi=ln+pl,

que es la expresién analitica de la condicién geométrica (1) aplicada
al punto P1. Por tanto, P:1 estd sobre la pardbola cuya ecuacién estd
dada por (2).

Ahora discutiremos la ecuacién (2) siguiendo el método explicado
en el Articulo 19. Evidentemente, la curva pasa por el origen y no
tiene ninguna otra interseceidn
con los ejes coordenados. La Y l
Unica simetria que posee el lugar
geométrico de (2) es con res-
pecto al eje X. Despejando y
de la ecuacién (2), tenemos:

y==2Vpz. (3) : -X
F({p,0) |0

Por tanto, para valores de y
reales y diferentes de cero, py 2
deben ser del mismo signo. Se-
gin esto, podemos considerar
doscasos: p>0y p <0.

8i p >0, deben excluirse z=-p, p<0
todos los valores negativos de z, Fig. 76
y todo el lugar geométrico se
encuentra o la derecha del eje Y. Como no se excluye ningin valor
positivo de £, y como y puede tomar todos los valores reales, el lugar
geométrico de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidamente
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X. Esta posi-
ci6n es la indicada en la figura 75, y se dice que la paribola se abre
hacia la derecha.

Andlogamente, si p <0, todos los valores positivos de = deben
excluirse en la ecuacién (3) y todo el lugar geométrico aparece a la
izquierda del eje Y. Esta posicién estid indicada en la figura 76, y,
en este caso, se dice que la pardbola se abre hacia la izquierda.

Es evidente que la curva correspondiente a la ecuacién (2) no tiene
asintotas verticales ni horizontales.
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Segin la ecuacién (3), hay dos puntos sobre la pardbola que tienen
abscisa igual a p; uno de ellos tiene la ordenada 2p y el otro la orde-
nada — 2p. Como la abscisa del foco es p, se sigue (Art. 54) que
la longitud del lado recto es igual al valor absoluto de la cantidad 4p.

Si el vértice de la pardbola estd en el origen y su eje coincide con
"~ el eje Y, se demuestra, andlogamente, que la ecuacién de la para-
bola es

z* = dpy, 4)

en donde el foco es el punto (0, p). Puede demostrarse facilmente
que, si p > 0, la pardbola se abre hacia arriba (fig. 77[al); ¥y, s
p <0, la pardbola se abre hacia abajo (fig. 77[b]). La discusién
completa de la ecuacién (4) se deja como ejereicio al estudiante.

Y Yy
h A
| y= =P, p <0
F [(0,p) 0 N
0 >X F[(0,p)
l ——y=—p,p>0
(a) : (%)
Fig. 77

Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veeces la primera ecuacién
ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones mas simples de la
pardbola, nos referimos a ellag como a las formas canénicas.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente

TrorEMA 1. La ecuacidn de una pardbola de vértice en el origen y
eje el eje X, es

y* = 4px,
en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuacidn de la direciriz es
Xx= —p. S8 p>0, la pardbola se abre hacia la derecha; si p <0,

la pardbola se abre hacia la izquierda.
St el eje de una pardbola coincide con el eje Y, y el vériice estd en el
origen, su ecuacién es
x! = 4py,

en donde el foco es ¢l punto (0, p), y la ecuacion de la directriz es
= —p. 8 p >0, la pardbola se abre hacia arrtba; si p <0, la
pardbola se abre hacia abajo,
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En cada caso, la longitud del lade recto estd deda por el valor absoluto
de 4p, que es el coeficiente del término de primer grado .

Ejemplo. Una paribola cuyo vértice esti en el origen y cuyo eje coincide
con el eje Y pasa por el punto (4, — 2). Hallar la ecuacién de la paribola, las
coordenadas de su foco, la ecuacidn de su directriz y la longitud de su lado recto.
Trazar la grifica correspondiente,

Solucién., Porel teorema ], la ecuacién de la paribola es de la forma

X3 = 4py. C))]

Como la paribola pasa por el punto (4, — 2}, las coordenadas de este punto
deben satisfacer la ecuacién (4), y

tenemos Y
16 = 4p (~ 2), !

de donde, p = — 2, y la ecuacién y=2
buscada es ‘ 0

x?2 = -~ Sy, »>X
También, por el teoremal, el foco / \(4,_2)
es el punto (0, p), osea, (0, —2), / (0,-2) \
la ecuacién de la directriz es

y=~—np
o sea, y = Z, Flg 78

y la longitud del lado rectoes [4p) = 8. En la figura 78, se ha trazado el lugar
geométrico. foco, directriz y lado recto.

EJERCICIOS. Grupo 23

Dibujar para cada ejercicio la grifica cortrespondiente.

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la ectiacidn
de 1a directriz y la longitud del lado recto para la ecnacién dada, y discutir el
[ugar geométrico cortespondiente,

1. y? =12x. 3. y2+8x=0,
2. x3 =124. 4, x2+2y =0,
5. Deducir y discutir la ecuacién ordinaria x? = 4py.
6. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la pardbola por medio
de escnadras y compés, cuando se conocen el foco y la directriz.
7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la paribola por medio
de escuadras y compas, si se dan el foco y el vértice.
8. Hallar la ecuacidén de la paribola de vértice en el origen y foco el pun-
o (3. 0). o
9, Hallar la ecuacidn de la paribola de vértice en el origen y foco ¢l pun-
to (0, —3).
10. Hallar la ecuacién de la paribola de vértice en el origen y directriz la
Tecta y — 5 =0,
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11, Hallar la ecuacién de la paribola de vértice en el origen y directriz 1a
recta x + 5 = 0.

12, Una paribola cuyo vértice esti en el origen y cuyo eje coincide con ¢l
eje X pasa porel punto (— 2, 4). Hallar la ecuacidn de la paribola, las coor-
denadas del foco, la ecuacidn de la directriz y 1a longitad de su lado recto,

13. Una cuerda de Ia paribola y? — 4x =0 es un segmento de la recta
x — 2y +3 = 0. Hallar su longitud.

14, Hallar la longitud de la cuerda focal de la paribola x? 4 8y = 0 que es
paralela alarecta 3x + 4y -7 = 0.

15. Demostear que la longitud del radio vector de cualquicr punto
Pi(x1, y1) dela parabola y? = 4px esignala |xi + p|.

16, Hallar 1a longitud del radio vector del punto de la paribola y2 —9x =0
cuya ordenyda es igual a 6.

17. De un puato cualquiera de una paribola se traza una perpendicular al
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto
Y l1a porcidén del eje comprendida entre el vértice y el pie de la perpendicular,

18. Hallar 1a ecuacién de la circunferencia que pasa porel vértice y los pun-
tos extremos del lado recto de la parabala x? — 4y = 0.

19} Los extremos del lado recto de una paribola cualquiera se unen con el
punto de interseccién del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son
perpendiculares entre si.

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto {4, — 1) pasa por ¢l foco
de la paribola x* 4 16y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la
paribola.

21, Hallar la ecuacidn de una paribola tomando como ejes X v Y, el eje
y la directriz respectivamente. ’

En cada uno de los ejercicios 22-25, aplicando la definicién de la parabola,
hallar la ecuacidén de la parabola a partir de los datos dados. Reducirlaecuacién
ala primera forma ordinaria por transformacién de coordenadas.

22. Foco (3, 4), directriz x —1 =0,

23. Foco (3, — 5), directriz y — 1 = 0.

24, Vértice (2, 0), foco (0, 0).

25. Foco (—1, 1), directriz x+y —5 = 0.

56. Ecuacién de una parabola de vértice (4, k) y eje paralelo a un
eje coordenade. I‘recuentemente nceesitaremos obtener la ecuacién de
una paribola cuyo vértice no esté cn el origen y cuyo eje sea paralelo |
¥y no necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De
acuerdo con esto, consideremos la pardbola (fig. 79) cuyo vértice es
el punto (&, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. 8i los ejes coor—
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen O’ coin-
cida con el vértice (A, k), sc sigue, por el teorema 1 del Articu—
lo 55, que la ecuacién de la pardbola con referencia a los nuevos
cjes X’ y Y’ estq dada por

y*® =4p2, (1)



LA PARABOLA 155

en donde las coordenadas del foco F son (p, 0) referido a los nuevos
ejes. A partir de la ecuacién de la pardbola referida u los ejes origina-
les X y Y, podemos obtener la ecuaecién (1) usando las ecuaciones
de trasformacién del teorema 1, Articulo 50, a saber,

a:=:l:’+h, y=yl+k1(‘
de donde,
yr=xz—-h, y=y—=FL.

Si sustitufmos estos valores de 2’ y %’ en la ecuacién (1), obtenemos
(y—Fk)=4p(z—-h). (2)

Andlogamente, la paribola cuyo vértice es el punto (h, k) y cuyo
eje es paralelo al eje ¥ tiene por v
ecuacién

(z—h)=4pQy - k), (3)

en donde | p| es la longitud de
aquella porcién- del eje com-
prendida entre el foco y el
vértice.

Las ecuaciones (2) y (3)
se llaman, generalmente, se-
gunda ecuacién ordinaria de la
pardbola . Fig. 79

Los resultados anteriores,
junto con los obtenidos en el teorema 1 del Articulo 55, conducen al
siguiente

TeoreMA 2. La ecuacién de una pardbola de vértice (h, k) y eje
paralelo al ¢je X, es de la forma

(y —k)* = 4p(x — h),

siendo | p | la longitud del segmento del eje comprendido enlre el foco y el
vértice.

Sip > 0, la pardbola se abre hacia la derecha; st p < 0, la pardbola
se abre hacta la 1zquierda.

St el vértice es el punto (h, k) y el eje de la pardbola es paralelo al
eje Y, su ecuactén es de la forma

(x—h)*=4p{y — k).

Si p > 0, la pardbola se abre hacta arriba; si p < 0, la pardbola se
abre hacia abajo .
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Ejemplo 1. Hallar 1a ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto
(3, 4) ycuyo foco esel punto (3, 2), Hallar también la ecuacidn de su direc-
triz y la longitud de su lado recto.

Solucién. Como el vértice V y el foco F de una parabola estin sobre su
eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene la misma abscisa 3, se

et
N

a

A(8,6)

Fig. 80
sigue que el eje g es paralelo al eje Y, como se indica en la figura 80. Por
tanto, por el teorema 2, la ecuacién de la paridbola es de 1a forma
(x —h)*=4p(y— k).
Como el vértice V es el punto (3, 4), la ecuaciédn puede escribirse
(x=-3)2=4p(y— 4.

Ahora bien, |p| = |T=V | = ,4 —2, =2, Pero, como el foco F esti abajo del
vértice V, la paribola se abre hacia abajo y p es negativo., Por tanto, p=-—2,
y la ecuacién de la paribola es

(x=3)?=—8(y—4),

y la longitud del lado recto es 8.

Designemos por A el punto en que el eje a corta a la directriz {. Como
V (3, 4) esel punto medio del segmento AF, se sigue que las coordenadas de A
son (3, 6). Portanto, la ecuacidn de la directrizes y = 6.

Si desarrollamos y trasponemos términos en la ecuacién
(y—k)=4p—h),
y:—dpx —2ky + k* +4ph =0,

obtenemos

que puede eseribirse en la forma
: y2+a1x+az‘y+aa.=0, (4)

endonde a1 = — 4p, as = — 2k y as = k* + 4ph. Reciprocamente,
completando el cuadrado en y, podemos demostrar que una ecuacién
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de la forma (4) representa una paribola cuyo eje es paralelo al
eje X.

Al discutir la ecuacién de la forma (4) suponemos que ai # 0.
Si a1 = 0, la ecuacién toma la forma

V+ayta=0, (5)

que es una ecuacién cuadritica cn la dnica variable y. Si las rafces
de (5) son reales y desiguales, digamos r y ro, entonces la ecua-
cién (5) puede escribirse en la forma

(y—m) (y—r)=0,

y el lugar geométrico correspondiente eonsta de dos rectas diferentes,
y=rny y = rz, paralelas ambas al eje X . Si las raices de (5) son
reales e iguales, el lugar geométrico consta de dos rectas coincidentes
representadas geométricamente por una sola recta paralela al eje X .
Finalmente, si las rafces de (5§) son complejas, no existe ningiin
lugar geométrico .

Una discusién semejante se aplica a la otra forma de la segunda
ecuacién ordinaria de la parfbola

(x—h) =4py—1r).
Los resultados se resumen en el siguiente

TrorEMA 3. Una ecuacion de sequndo grado en las variables x y y
que carezca del término en Xy puede escribirse en la forma

A+ Cy*+ Dx+Ey+ F=0.

St A=0, Cx#0y D=0, la ecuacién representa una pardbola
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X. Si, en cambio, D = 0,
la ecuacién representa dos rectas diferentes paralelas al eje X, dos rectas
coincidentes paralelas al eje X, o ningéin lugar geoméirico, segiin que las
rafces de Cy®+ Ey + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o
complejas.

St A=0,C=0y E#0, la ecuacién representa una pardbola
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y. Si, en cambio, E = 0,
la ecuacién representa dos rectas diferentes paralelas al eje Y, dos rectas
coincidentes paralelas al eje 'Y o ningin lugar geomélrico, segin que las
raices de Ax? + Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales
o complejas.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 4x? — 20x — 24y + 97 = 0 repre-

senta una paribola, y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuacién
de su directriz y la longitud de su lado recto.
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Solucién, Porel teorema 3, la ecuacidén
4x2 - Wx — 24y +97 =0 6)

representa una paribola cuyo eje es paralelo aleje Y.
Si reducimas la ecnacién (6) a la segunda forma ordinaria, completando el
cuadrado en x, obtenemos

(x—%)2=6(y—3). 7)

De esta ecuacién vemos inmediatamente que las coordenadas del véttice son

(_5_ 3). Como 4p =6, p = 3 , v la parabola se abre hacia arriba. Entonces,

2 7
como el foco estd sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las coorde-
nadas del foco son (; 3 -f—%), o sea, (;—. 2—) L.a ecuacidén de la directriz.

esy=3— % o sea, y = *3-- y la longitud del lado rectoes [4p ]| = 6.

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejem-
plo. También se recomienda resolver el problema por traslacién de los ejes
coordenados.,

En las dos formas dc la segunda ecuacién ordinaria de la paribola ,
dadas por el teorema 2, hay tres constantes arbitrarias independicntes
o pardmetros, h, £y p. Por tanto, la ecuacion de cualquier pard-
bola cuyo eje sea paralelo & uno de los ejes coordenados puede deter-
minarse a partir de tres condiciones independientes. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la paribola cuyo eje es paralelo al eje X
y que pasa por los tres puntos (—;- ~ l), 0, 5) y(—6, —7).
Solucién. DPor el teorema 2, 1a ecﬁacién buscada es de la forma
(y —R)2=4dp(x — h).

Podemos, sin embargo, tomar también la ecuacidn en la [orma dada por el teo-
rema 3, a saber,

Cy*+ Dx 4+ Ey+ F =0.
Como C # 0, podemos dividir toda la ecuacion por C, obteniendo asi
'+ D'x+E'y+ 1 =0, (*)

b

en donde D'’ = ok E=E y F'= % son tres constantes por determinarse.

Como los tres puntos dados estin sobre la paribola, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacidon (8). Por tanto, expresando este hecho, obtenemos las
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a los puntos dados:

3%, —1), 1+3%D— E+F =0,
.5), +SE/+ =0

(=6, —7), 49 —06D' —7E' +F =0,

K
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que pueden escribirse asi,

3
D' — E'4 F'=—1,
SE' + F/ = — 25,
6D’ +7E' — F/ = 49,

La csolucién de este sistema de tres ecuaciones nos da
D'=8 E'=—2, F'=—15,
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (8), obtenemos
y2+ 8 -2y - 15=0.

que es la ecuacién de la paribola que se buscaba.

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo y verificar el hecho de
que las coordenadas de cadxr uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuacidén
de la paridbola. También debe obtener la misma ecnacién usando la forma

(y—-2)2=4dp(x~h).

EJERCICIOE. Grupo 24

Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente.

1. Deducir y discutir la ecuacién ordinaria (x — R)? = 4p(y — k).

2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda
ecuacidn ordinaria a {as dos formas correspondientes de la-rprimera ecuacidn
ordinaria de la paribola.

3. Demostrar que si se tiene la ecuacidn de la paribola en la ferma
(y — R)2=4p(x — h), las coordenadas de su foco son (h + p. k)":ﬁ--y la
ecuacién de su directrizes x = h — p.

4. Demostrar que si se tiene la ecuacién de una paribola en la forma
(x — h)2=4p(y — k). las coordenadas de su foco son (h, K+ p). y la
ecuacién de su directrizes y = k — p.

5. Por medio de la primera ecuacién ordinaria, deducir la siguiente propie-
dad geométrica de la pardbola: Si desde un punto cualquiera de una paribola se
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el vértice. Toda paribola,
cualquiera que sea su posicién relativa a los ejes coordenados, posee esta propie-
dad geomécrica llamada propiedad intrinseca de la paribola.

8. Por medio de la propiedad intrinseca de la pardbola, establecida en el
cjercicio 5, deducir las dos formas de la segund. ecuacién ordinaria de dicha
curva.

7. Hallar la ecwacién de la paribola cuyos vértice y foco som los puntos
(—4, 3) y (—1, 3), respectivamente. Hallar también las ecuaciones dec su
directriz y su eje.
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8. Hallar la ecuaciég de la paribola cuyos vértice y foco sqm-los puntos
(3, 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuacién de su directriz y
la longitud de su lado recto.
9, La directriz de una paribola esla recta y — 1 = 0, y su foco es el pun-
to (4, — 3). Hallar la ecuacién de la paribola por dos métodos diferentes.
La directriz de una paribola es la recta x + 5 = 0, y su vértice es el
punto (0, 3). Hallar la ecuaciédn de la paribola por dos métodos diferentes.

En cada uno de los ejercicios 11-15, redizcase la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacidn de la paribola, y hallar las coordenadas del vér-
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto.

11, 4y® — 48x — 20y = 71. 14, 4x?® 4 48y + 12x = 159,
12, 9x2 4+ 24x 4+ 72y + 16 = 0. 16, y =ax?+ bx +¢.
13, y2> 4 4x=7.

18. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados.

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados.

18. Discutir la ecuacién Ax2+ Cy3+ Dx+ Ey+F=0 cuando AmEm= F =0
y C#0, Ds#0.

19, Resolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuacién en la forma
(y—kR)2=4dp(x —h).

20. Hallar las coordenadas del foco y el vértice, las ecuaciones de la direc-
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del Ar-
ticulo 56.

21, Determinar la ecuacién de la familia de paribolas que tienen un foco
comin (3. 4) y un eje comin paralelo al eje Y.

- 22, Laecuaciédn de una familia de paribolases y = 4x? + 4x + ¢. Discutir
c¢émo varia el lugar geométrico cuando se hace variar el valor del parimetro ¢.

23. La ecuacién de una familia de paribolas es y = ax? + bx. Hillese la
ecuacién del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8)

y {(— 1, 5).

h Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X 'y que pasa
por los tres puntos (0, 0), (8, —4) y (3. 1).

. Hallar 1a ecuacién de la paribola de vértice el punto (4, — 1), eje la

recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto (3, — 3). : )

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una
pardbola corta a ésta en uno y solamente en un punto. ‘

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto
P1(x1, y1) dela paribola (y — k)2 =4p(x — h) esiguala [xy — b + p|.

28. Hallar l1a longitud del radio vector del punto de la paribola

y*+4x 4+ 2y —19=90

cuya ordenada es igual a 3.

29. Hallar e identificar l1a ecuacién del lugar geométrico. de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades
mayor que su distancia del punto (1, 1).

30. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que es siempre tangente a la tecta y — | = 0 y a la circunferencia

xP4y? =9,
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57. Ecuacién de la tangente a una pardbola., La determinacién
de la tangente a la paribola no requiere la introduceién de ningln con-
cepto nuevo. Como la ecuacién de una pardbola es de segundo grado,
su tangente puede obtenerse empleando.la condicién para tangencia
estudiada en el Articulo 44 .

Como para la circunferencia (Art. 45), consideraremos tres casos :

1. Tangente en un punto de contacto dado. Vamos a determinar la ecua-
cién de la tangente a la pardbola
y? = 4px, 4D

en un punto cualquiera P; (x,. yi) de la paribola.
La ecuacién de la tangente buscada es de la forma

y—tn=m(x—x), ' ¢))

en donde esta por determinarse la pendiente m. Si el valorde y dado por la
ecuacién (2) es sustituido en la ecuacién (1), se obtiene

(y1 + mx — mx,)3 = 4px,
la cual se reduce a

m2x2 4+ Q2myr — 2m?x, — 4p)x +(y1i2 + m?x12 — Imx1y1) = O.
Para la tangencia, el discriminante de esta ecuacién debe anularse, y esctibimos
Cmyr = 2m?x1 —4p)3 ~4m?* (y 3 + Mm¥x12 = 2mx1y1) = 0,

la cual se reduce a
) xxm? —ym-+p =0, 3)
de donde,

g1 =V y13 — 4px,

m =
2x:

Pero, como Py (x), yi1) estd sobre la pardbola (1), tenemos
yi2 =4pxy, 1)

d¢ donde m = z-y-‘- Si sustituimos este valor de m en (2), obtenemos, después
X1

de simplificar y ordenar los términos,

2x1y = yi(x + xi1).
2

De la ecuacién (4), 2x, = ‘2’—‘. y si se sustituye este valor en la dltima ecuacién
p

se obtiene la forma mis comin de la ecuacién de la tangente,

yiy = 2p(x +x1).

Muchas propiedades interesantes e importantes de la pardbola est4dn
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La
deduccién de tales propiedades es mds sencilla, en general, usando
la forma candnica (1) y, por tanto, la ecuacién de la tangente que
acabamos de obtener es especialmente (til. Segin 1a ecuacién obte-
nida, tenemos el teorema que damos a continuacién.

Lehmenn. — 11. -
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TeoreEMA 4. La tangente a la pardbola y? = 4px en cualquier
punto Pi(x1, y1) de la curva tiene por ecuacién

yiy =2p(x + x1).
2. Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema
general de determinar la ecuacién de la tangente de pendiente m a la para-

bola (1).
La ecuacién buscada es de 1a forma

y=mx+k, %

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si sustituimos el
valor de y dado por (5) en la ecuacién (1), obtenemos

(mx + R)? = 4px,
mix?2 4+ (2mk —4p)x + k2 = 0.

O sea,

La condicién para la tangencia es

(Imk — 4p)2 — 4R2m? = 0,
de donde,
R=P,
m

valor que, sustituido en (5), nos da la ecuacién buscada

y=mx+2L, m#=0.
m

TeorEMA 5. La tangente de pendiente m a la pardbola y* = 4px
tiene por ecuacion

y=mx+-r%, m=0.

3. Tangente trazada desde un punto exterior. Veamos el siguiente pro-
blema:
Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (2, —4)
ala paribola x2 — 6x — 4y + 17 = 0.
Solucién. La ecuacién de la familia de rectas que pasan por el punto
(2, —4) es
yt+é4=mx-12), 6)

en donde el parimetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecua-
cién (6). y = mx — 2m — 4, valor que sustituido en la ecuacién de la pari-

bola nos da
x2—6x—4(mx—2m—4)+17 =0,

Esta ecuacidn se reduce a
x3 -(4m+6)x+(8m+33)=0.

Para que haya tangencia,
(4m+6)2—4(8m +33)=0.
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Resolviendo esta ecuacién se obtieme m =2, — 3. Por tanto, por (6), las
ecuaciones de las tangentes buscadas son '

y+4=2(x—2) vy y+4=-3(x-12),
o sea,
2x —y—8=0y 3x4+y—2=0.

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este problema.

EJERCICIOS. Grupo 26

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada ano de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la
normal y las longitudes de 1a tangente, normal, subtangente y subnormal, para
la paribola y el punto de contacto dados.

1. y?—4x=0; (l,2).
2, y?+4x+2y+9=0; (=6, 3).
3, x2—bx+5y—11=0; (=2, —1).

4. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuacién de la tangente del
ejercicio 1.

5. Demostrar que la ecuacién de la normal a la paribola y2 = 4px en
Pi(x1, y1) es yix + 2py = x1y1 + 2py1.

6. Por medio del resultado del ejercicio 5. hallar la ecuacién de la normal

del ejercicio 1.
ot @ Demostrar que las tangentes a una paribola en los puntos extremos de

'agko su [ado recto son perpendiculares entre si.
' ~r @ Demostrar que el punto de interseccion de las tangentes del ejercicio 7
esti sobre la directriz de la paridbola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23,

Art. 55.) ’
9, Hallar la ecuacién de la tangente de pendiente — 1 a la paribola
y* — 8x =0,

10. Hallar la ecuacién de la tangente a la paribola x3 +4x + 12y — 8 =0
que es paralela a la recta 3x + 9y — 11 = 0.

11. Hallar la ecuacién de 1a tangente a la paribola y? —2x +2y +3 =0
que es perpendicular a la recta 2x +y +7 = 0.

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (— 3, 3)
a la paribola y2 —3x — 8y + 10 = 0.

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (I, 4) a la
paribola y? 4+ 3x — 6y + 9 = 0.

14, Del punto (—1, — 1), se trazan dos tangentes a las parabola

y? — x +4y +6 =0.

Hallar ei 4ngulo agudo formado por estas rectas.
15. Con referencia a la paribola y2 — 2x + 6y + 9
de k para los cuales las rectas de la familia x + 2y + &

0, ballar los valores
0:

a) cortan a la parabola en dos puntos diferentes;
b) son tangentes a la paribola;
¢) no cortan a la pardbola.
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16. Hallar el ingulo agudo de interseccién dela recta x —y —4 =0y la
parabola y? = 2x en cada uno de sus puntos de interseccién.

17. Hallar el dngulo agudo de interseccidn de la circunferencia x2 4+ y2? = 25
y la pardbola x2—4y—4 =0 en uno cualquiera de sus dos puntos de interseccién.

18, Demostrar que las parabolas x2 —4x+8y —20=0 y x2? —4x —4y+4=0
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos de interseccidén.

19, Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una
tangente cualquiera a la paribola. Demostrar que el punto de interseccién de
estas rectas esti sobre la tangente a la paribola en el vértice.

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la parabola y? = 4 px tiene
por ecuacién y = mx — 2pm — pm?.

21, Demostrar que cualquier tangente a una parabola, excepto la tangente
en el vértice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en
puntos que son equidistantes del foco.

22. En cualquier punto P de una paribola. no siendo el vértice. la tan-
gente y la normal cortan al eje de la paribola en los puntos A y B, respectiva-
mente, Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco.

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuéstrese un procedimiento
para trazar la tangente y 1a normal en cualquier punto de una paribola dada.

24, Demostrar que la tangente a la parabola (y — k)2 =4p (x ~ h), de

pendiente m, tiene por ecuacién y=mx —mh+k+ L2, m=0.
m

Ty b 25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de didmetro una cuerda
focal de una paribola, es tangente a la directriz.
». 7% 26, Sehan trazado dos circulos cada uno de los cuales tiene por diimetro
Sy

~! " una cuerda focal de una pardbola. Demostrar que la cuerda comin de los circu-
los pasa por el vértice de la parabola.

27. Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una paribola, el
segmento de recta que une las puntos de contacto se llama cuerda de contacto
de P para esa paribola (véase el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45). Si
Py (x1, y1) es un punto exterior a la paribola y? = 4px, demuéstrese que la

ecuacién de la cuerda de contacto de Py es y1y = 2p (x + x1). (Ver el teore-

ma4, Art. 57.)
@ Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz
/de ma paribala pasa por su foco.

™~ 29, Demostrar que el lugar geométrico dz los puntos medias de un sistema
de cuerdas paralelas de una pariabofa es una recta paralela al eje. Esta recta se
1lama didmetro de la parabola.
30. Hallar la ecuacién del didmetro de la paribola y? = 16x para un sistema
de cuerdas paralelas de pendiente 2.

58. La funcién cuadratica. La formsa
ax 4 bz + ¢, (1)

en donde, a, b y ¢ son constantes y a = 0, se llama funcién cuadrd-
tica de z, o trinomio de segundo grado, y puede ser investigada por
medio de la relacién v

y =az’ 4+ bx+tc. (2)
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuacién (2) se representa grafica—
mente por una pardbola cuyo eje es paralelo a (o coineide con) ei
eje Y. Por tanto, las propiedades analiticas de la funcién cuadriti-
ca (1) pueden estudiarse convenientemente por medio de las propieda—
des geométricas de la pardbola (2). Si reducimos la ecuacién (2)a
la segunda forma ordinaria de la ecuacién de la pardbola, completando
el cuadrado en 2, obtenemos

b\?2_ 1 b
(x+2a) —Tz_(y+4a_c)’

Y Y
A
\ v
P\(r.0)| B, /(1,0
o S A
Vv
(a) (b)
Fig. 81

que es la ecuacién de una pardbola cuyo eje es paralelo a (o coincide
b b? .

con) cl eje Y, y cuyo vértice es el punto (— 2¢’ ¢ 4—a) . Sia >0,

la pardbola se abre hacia arriba (fig. 81[a]); si ¢ < 0, la pardbola

se abre hacia abajo (fig. 81{b]). :

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica—
mente mayor que la de cualquiera de los puntos vecinos a él se llama
punto mdximo de la curva. Andlogamente, un punto cuya ordenada
sea algebraicamente menor que la de cualquiera de los puntos vecinos
a él se llama punto minimo de la curva. Evidentemente, si @ > 0
(fig. 81{a]) la paribola (2) tiene un solo punto minimo, el vér-
ticc V. De manera semejante, si @ < 0 (fig. 81[b]) la pardbola (2)
tienc un tinico punto miximo, el vértice V. La interpretacién anali-
tica cs bien obvia. Como las coordenadas del vértice V de la pard—

2
bola (4) son ( b , € — —) , s¢ sigue que si a > 0 la funcién

T 2a 4a

cuadritica (3) tiene, para z = —5g UR valor minimo igual a
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¢ — gz, y si a <0 tiene, para Tz = — %, un valor maximo igual
ac— 4—; Resumimos estos resultados en el siguiente
TeEOREMA 6. La funcién cuadrdtica
ax’+ bx+4+c, a=0, (1)
estd representada grdficamente por la pardbola
y=ax?+bx+ec, (2)
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y, y cuyo vértice es el

punto (— b (R Rz-
23’ 4a )’

Si a >0, .a pardbola (2) se abre hacia arriba y su vértice es un
punto minimo , y la funcién cuadrdtica (1) tiene un valor minimo igual
a c—-b—2 cuando = _b

4a 2a°

St a <0, la pardbola (2) se abre hacia abajo y su vértice es un
punto mdzimo , y la funcién cuadrdtica (1) tiene un valor mdximo igual
a c——b—2 cuando x = _b

4a 2a°

Acabamos de discutir los valores extremos de la funcién cuadri~
tica (1). Pero podemos también determinar f4cilmente los valores
de z para los cuales la funcién es positiva, negativa o cero. Por
ejemplo, supongamos que la funcién cuadritica (1) es tal que tiene
por grifica a la figura 81(a) en donde la pardbola corta al eje X en
los dos puntos diferentes P1 y P:. Como las ordenadas de P1 y P
son nulas, se sigue, de (1) y (2), que sus abscisas 71 y r2, respec—
tivamente , son las las rafces de la ecuacién de segundo grado

ar*+br+c=0.

Ademsés, como aparece en la grifica, la funcién (1) es negativa para
los valores de z comprendidos entre 71 y 2, y es positiva para va-
lores de £ menores que r1 y mayores que r:. El estudiante debe
desarrollar una discusién semejante para la funcién cuadrdtica repre—
sentada por la figura 81 (b). También debe discutir la funcién cua-
dritica cuya grifica es tangente al eje X, y la funcién cuadritica
cuya grifica no corta al eje X.

Ejemplo. Determinar el miximo o minimo de la funcidén cuadritica
64+ x —~ x2, (3)

¥y los valores de x para los cunales esta funcidén es positiva, negativa y cero.
Ilustrar los resultados graficamente.
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Solucién. La funcién (3) estd representada grificamente por la paribola
y=6+4+x — x3,

que reducida a l1a forma ordinaria queda

s dYeo (o= 2
2 4 )
de modo que la paribola se abre hacia abajo y su vértice es el punto miximo

(%, —2‘—:-) como se ve en la figura 82.

Luego la funcién (3) tiene el valor méi-

ximo 25 cuando x = -l—
4 2 (

Y
1

2)

o=

Para determinar los valores de x 4
para los cuales la funcién (3) es posi-
tiva, necesitamos simplemente determi-
nar, como en Algebra, los valores de x
para los cuales la desigualdad

— 2
es verdadera. Esta desigualdad puede I o) ‘
escribirse en la forma

(=x—2)(x=3)>0. Fig. 82

Considerando los signos de los dos factores del primer miembro de esta des-
igualdad, vemos que es verdadera para todos los valores de x comprendidos en
el intervalo -2 < x < 3.

Anilogamente, considerando la desigualdad

(—x—=2)(x-3)<0,

vemos que la funcién (3) es negativa para todos los valores de x tales que
x< -2y x>3.
Finalmente, considerando la igualdad

(=x=2)(x=3)=0,

vemos que la funcién (3) se anulacnando x = —2 y x = 3,

59. Algunas aplicaciones de la parabola. La pardbola se presenta
frecuentemente en la practica. El propdsito de este articulo es estudiar
brevemente algunas aplicaciones de esta curva.

a) Arco parabdlico. De las diversas formas de arcos usadas en
construccién , una tiene la forma de un arco parabélico. Tal forma,
llamada arco parabélico , es la indicada en la figura 83 (a). La longi-
tud AC en la base se llama claro o luz ; la altura méxima OB sobre
la base se llama altura del arco. Si el arco parabélico se coloca de tal
manera que su vértice esté en el origen y su eje coincida con el eje Y,
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y si la longitud del claro es 25 y la altura es &, entonces podemos
demostrar ficilmente que la ecuacién de la paribola toma la forma

sz
= — V-

En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C
en la forma del arco de una curva, como se indica en la figura 83 (b).

Y Y
i *
/O \ x A\ B/c
A B C 0 —X
(a) (b)
Fig. 83

La distancia AC comprendida entre los soportes del cable es la luz;
la distancia BO, altura vertical de los soportes del cable sobre el
punto més bajo, se llama depresién del cable. Si los pesos de los
cables son pequefios comparados con el de la carga, y si la distribucién
del peso de la carga es uniforme en la direccién horizontal , se demues-
tra en Mecdnica que cada cable toma muy aproximadamente la forma
de un arco parahdlico .

b) Propiedad focal de la pardbola. La pardbola tiene una impor-
tante propiedad focal basada en el siguiente teorema .

TeOREMA 7. La normal a la pardbola en un punto Pi(x1, y1)
cualquiera de la pardbola forma dngulos iguales con el radio vector de P
y la recta que pasa por P y es paralela al eje de la pardbola.

DemosTtrACIéN . El teorema no sc particulariza =i tomamos como
ccuacién de la paribola la forma candnica

y: = dpz. (1)

Designemos por # la normal a la pardbola en Py, por ! la recta que
pasa por P; paralela al ¢je, y por r el radio vector FPi, tal como se
indica en la figura 84. Sea a el dngulo formado porn y 7, y B el
tormado por n y I. Vamos a demostrar que a = f3.
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La pendiente de la pardbola en Pi{(z1, y1) es %B, segln el teore-
1

ma 4 del Articulo 57. Por tanto, la pendiente de n es — 2%') Tam-
bién la pendiente de r es y_l . Por tanto, por el teorema 5 del
Articulo 10,
_n__n
tg o = 2p xl—p=—z1y1+py1—2py1_ — T1y1 — P
- 1_ y? 2pz1 — 2p* — g1t 2p; — 2pF — iyt
2p(x1 ~ p)
Y
4
n
z,Y)
P\ . !
T a 6
0
»X
F(po) N
Fig. 84

Como Pi(x1, 1) estd sobre la paribola (1), sus coordenadas
satisfacen la ecuacién (1), y yi* = 4px:. Sustituyendo este valor
de 1® en la Gltima igualdad, tenemos

—nyp—py _ —p@tp)  n (2)

= pm - 2p —dpm . = 2p(m +p) 2

Y comno la pendiente de [ es 0, resulta :
N
~(-5)
( 2p _n
1+0(=-L) 2
2p

Por tanto, de (2) y (3), a =0, y ¢l teorema queda demostrado.

g = (3)
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Si un rayo de luz I; toca a una superficie pulida m en el punto P,
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos l», tal como se indica
en la figura 85(a). Sea n la normal a m en P. El 4ngulo a formado
por el rayo incidente I: y n se llama dngulo de incidencia; el angulo f8
formado por el rayo reflejado I2 y n se llama dngulo de reflexién.
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexion establece: 1) que
li, ny l: son coplanares, y 2) que o = f. Por esta ley y por
el teorema 7, vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de
una pardbola, los rayos inciden sobre la pardbola, y se reflejan segin
rectas paralelas al eje de la paridbola, tal como se indica en la figu—
ra 85(b). Este es el principio del reflector parabdlico usado en las
locomotoras y automdviles y en los faros buscadores.

Y Y
A h
0 : o
P X F —X
ST ",
\
(a) () (c)
Fig. 8

Como el Sol est4 tan distante de la Tierra, sus rayos, en la super-
ficie terrestre,, son, prActicamente, paralelos entre si. Si un reflector
parabdlico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos
del Sol, los rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera
que todos pasan por el foco, tal como se ve en la figura 85(c). Esta
concentracién de los rayos solares en el foco es el principio en que se
basa el hacer fuego con una lente ; también es el origen de la palabra
foco, que es el término latino (focus) empleado para designar el hogar
o chimenea. Esta propiedad también se emplea en el telescopio de
reflexion en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las
estrellas se concentran en el foco.
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EJERCICIOS. Grupo 26

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar el valor miximo o minimo de la
funcidén dada, y comprobar el resultado grificamente.

1. 4x2?2 4 l6x 4 19. 3. x? —6x +09.
2. 24x — 3x? -~ 47. 4. 4x — 2x? - 5.

En cada uno de los ejetcicios 5-8, hallar los valores de x, si los hay, para
los cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grifica-
mente,

5., 4x?+41lx—-32>0. 7. 12x — x2—37>0.
6. 8x —x? —16<0. 8. x2+4+14x+49> 0.

En cada uno de los ejercicios 9-12, hallar los valores de x para los cuales la
funcién dada es positiva, negativa y cero, y tiene un miximo o un minimo,
Comprobar los resultados graficamente.

9. x2 —95x+ 4. 11, x2 — 4x 4 4.
10. 3 — 5x — 2x32. 12, 4x2 —7x + 53.

En cada uno de los ejercicios 13-15, sea y = ax? 4 bx 4+ ¢ una funcién cua-
dritica tal que las raices de y = 0 sean r1 y ro.

13. Si r1 y ra2 son reales y desiguales, y r; > r2, demostrar que y tiene el
mismo signo que @ cuando x > r; ¥y x < rz, y es de signo contrario a ¢ cuando
1> X > ra.

14. Siry y rz son reales e iguales, demuéstrese que y tiene el mismo signo
que a cuando x # ry.

15, Si r1 Yy r2 son niimeros complejos conjugados, demuéstrese que y tiene
el mismo signo que a para todos los valores de x. :

16. Hallar 1a expresién para la familia de funciones cuadraticas de x aue
tienen un valor miximo igual a 4 para x = — 2.

17. Hallar la expresién para la familia de funciones cuadriticas de x que
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3,

Los problemas enunciados en los ejercicios 18-23 deben comprobarse grafi-
camente.

18. La suma de las longitudes de los catetos de un triingulo rectingulo es
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de los catetos si el drea del triin-
gulo debe ser mixima.

19. La suma de dos nimeros es 8, Hallar estos niimeros si la suma de sus
cuadrados debe ser minima.

20. EI perimetro de un rectingulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su
irea debe ser mixima.

21. Hallar el nimero que excede 2 su cuadrado en un nimero maximo.

22. Demostrar que de todos los rectingulos que tienen un perimetro fijo
el cuadrado es el de 4rea mixima.
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23. Una viga simplemente apoyada de longitud [ pies esti uniformemente
cargada con w libras por pie. En Mecanica se demuestra que a una distancia de
x pies de un soporte, el momento flexionante M en pies-libras estd dado por la
férmula M = V4 wix — V4 wx?. Demostrar que el momento flexionante es
maximo en el centro de la viga.

24, Determinar la ecuacidn del arco parabdlico cuyo claro o luz esde 12 m
y cuya altura es de 6 m.

25. Determinar la ecuacién del arco parabdlico formado por los cables
que soportan un puente colgante cuando el claro es de [50 m y la depresidon de
20 metros.



CAPITULO VII
LA ELIPSE

60. Definiciones. Una elipse es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, ma-
yor que la distancia entre los dos puntos.

Fig. 86

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definicién de
una elipse excluye el caso en que el punto mévil esté sobre el segmento
que une los focos.

Designemos por F' 'y F’ (fig. 86) los focos de una elipse. La rec-
ta | que pasa por los focos tiene varios nombres ; veremos que es con—
veniente introducir el término de eje focal para designar esta recta.
El eje focal corta a la elipse en dos puntos, ¥V y V/, llamados vértices.
La porcién del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento
VV/, sellama eje mayor. El punto C del eje focal, punto medio del
segmento que une los focos, se llama ceniro. La recta I’ que pasa por
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C y es perpendicular al eje focal ! tiene varios nombres ; encontrare—
mos conveniente introducir el término eje normal para designarla. El
eje normal I’ corta a la elipse en dos puntos, 4 y 4/, y el segmento
A4’ se llama eje menor. Un segmento tal como BB’, que une dos
puntos diferentes cualesquiera de la elipse, se llama cuerda. En par-
ticular, una cuerda que pasa por uno de los focos, tal como EE’, se
llama cuerda focal. Una cuerda focal, tal como LL’, perpendicular
al eje focal [ se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene
dos focos, tiene también dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C,
tal como DD’ , se llama un didmetro. Si P es un punto cualquiera de
la elipse, los segmentos FP y F'P
que unen los focos con el punto P se
llaman radios veclores de P .
61. Ecuacién de la elipse de
centro en el origen y ejes de coorde-
x nadas los ejes de 1a elipse. Consi-
remos la elipse de centro en el
origen y cuyo eje focal coincide con
el eje X (fig. 87). Losfocos Fy F’
estdn sobre el eje X. Como el cen—
Fig. 87 tro O es el punto medio del seg-
mento FF’, las coordenadas de
F y F’ serdn, por ejemplo, (¢, 0) y (— ¢, 0), respectivamente,
siendo ¢ una constante positiva. Sea P(z, y) un punto cualquiera
de la elipse. Por la definicidn de la curva, el punto P debe satisfacer
la condicién geométrica

|FP|+ | FP| = 2q, (1)

en donde a es una constante positiva mayor que c.
Por el teorema 2, Articulo 6, tenemos

|FPl=v@—cy+¢, |[FP|=vE+c)+¢,

de manera que la condicién geométrica (1) estd expresada analitica—
mente por la ecuacién

V-t +VE+e)l+y =2a. (2)

Para simplificar la ecuacién (2), pasamos el segundo radical al
segundo miembro, elevamos al cuadrado, simplificamos y agrupamos
los términos semejantes. Esto nos da

cct+at=aVv (z+c) +4°.
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Elevando al cuadrado nuevamente, obtenemos
c?2? + 2a%cx 4 a* = a?2? + 2a%cx + a’c? + a?y?,

de donde,
(@® —c?)x? + a*y® = a(a® - ¢?). (3)

Como 2a > 2¢ es a? > ¢* y a® — ¢? es un niimero positivo que
puede ser reemplazado por el ntimero positivo b%, es deeir,

b = a? — 2. (4)
Sien (3) reemplazamos a® — ¢ por b*, obtenemos
b2x? + a’y? = a?b?,
y dividiendo por a?b?, se obtiene, finalmente,

e 2
pr -%5==1. (5)

Reciprocamente, sea Pi(x1, z1) un punto cualquiera cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacién (5), de manera que

xﬁ 2
S+ -1 (6)

Invirtiendo el orden de las operaciones efectuadas para pasar de la
ecuacién (2) ala (5), y dando la debida interpretacién a los signos
de los radicales, podemos demostrar que la ecuacién (6) conduce a la
relacién

Vi —c)l+y2+Vi(m+ )+ n? = 2a,

que es la expresién analitica de la condicién geométrica (1) aplicada
al punto P;. Por tanto, P: estd sobre la elipse cuya ecuacién estd
dada por (5). .

Ahora discutiremos la ecuacién (5) de acuerdo con el Articulo 19.
Por ser ¢ y — a las intersecciones con el eje X, las coordenadas de
los vértices V'y V'’ son (a, 0) y (—a, 0), respectivamente, y la
longitud del eje mayor es igual a 2a, la constante que se menciona en
la definicién de la elipse. Las intersecciones con el eje Y sonby —b.
Por tanto, las coordenadas de los extremos A y A’ del eje menor son
(0, b) y (0, —b), respectivamente, y la longitud del eje menor es
igual a 2b.

Por la ecuacién (5) vemos que la elipse es simétrica con respecto a
ambos ejes coordenados y al origen.
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Si de la ecuacién (5) despejamos y, obtenemos
b
y=i7\/a—x‘. (7

Luego, se obtienen valores reales de y solamente para valores de z del
intervalo
—aslz<a. (8)

Si de la ecuacién (5) despejamos z, obtenemos
T = =x %\/ b — %,

de manera que se obticnen valores reales de z, solamente para va-
lores de y dentro del intervalo

—b<y=<b. (9)

De (8) y (9).se deduce que la elipse estd limitada por el rectdngulo
cuyos lados son las rectas £ = = a, y = = b. Por tanto, la elipsees
una curva cerrada.

Evidentemente , la elipse no tiene asintotas verticales ni horizon-
tales.

La abscisa del foco F es ¢. Sien (7) sustituimos z por este valor
se ohtienen las ordenadas correspondientes que son

y=:t%\/a"—c2,

de donde, por la relacién (4),

yv==-r-

2
Por tanto, la longitud del lado recto para el foco F es Z;’_. Andloga-

2
mente, la longitud del lado recto para el foco F’ es ?ai

.= Un elemento importante de una elipse es su excentricidad que se
. C
define como la razén o Y e representa usualmente por la letra e.

De (4) tenemos
v at —b?

C
e =—=
a a

(10)

Como ¢ < a, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad .
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Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse estd en el
origen, pero su eje focal coincide con el eje Y. Las coordenadas de
los focos son entonces (0, ¢) y (0, — ¢). En este caso, por el mismo
procedimiento empleado para deducir la ecuacién (5), hallamos que
la ecuacién de la elipse es

2 2
w+5 =1, (11)

en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje
menor, y a? = b* + ¢!. La discusién completa de la ecuacién (11) se
deja al estudiante como ejercicio.

Las ecuaciones (5) y (11) se llaman, generalmente, primera
ecuacién ordinaria de la elipse. Son las ecuaciones m4s simples de la
elipse y, por tanto, nos referiremos a ellas como a 1a= formas cané-
nicas.

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente

TeoREMA 1. La ecuacién de una elipse de centro en el origen , eje
focal el eje X, distancia focal igual a 2¢ y cantzdad7constante igual
a 2a €8

x y
drpE=l

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las
coordenadas de los focos sean (0, ¢) y (0, —c), la ecuaciéon de la
elipse es

y* =
bz + a?

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje

menor, y a, b y ¢ estdn ligados por la relacién

= b? + ¢*.
. , . v 2b?
También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es > Y la

excenlricidad e estd dada por la férmula

2 __ e
e=_0__\/ﬂ. b oy
a a

NOTA. Si reducimos la ecuacién de una elipse a su forma candnica, pode-
mos determinar facilmente su posicién relativa a los ejes coordenados ccmpa-
rando los denominadores de los términos en x* y y2. El denominador mayor
estd asociado a la variable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide
el eje mayor de la elipse,

Lebmans, — 12.
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Ejemplo. Una elipse tiene su centro en el origen, y su eje mayor coincide
con el eje Y. Siuno delos focos esel punto (0, 3) y la excentricidad es igual
a 3%, ballar las coordenadas de otro foco, las longitudes de los ejes mayor y
menor, Ja ecuacién de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos.

Y
(0,6)

(0,8)

(-3\/5,0)/ \(3\/5.9)X

Solucién, Como uno de los focos es el punto (0, 3), tenemos ¢ = 3, y las
coordenadas del otro foco son (0, —3). Como la excentricidad es 14, tenemos

de donde, g = 6. Tenemos, también,
b= Val=c2=6T—32 =343,

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor son 2a=12 y 2b = 6\/_3,
respectivamente.
Por el teorema 1, la ecuacién de la elipse es

** 9
27+36 ’
2% _2.27 _

Lalongitud de cada lado recto es —— = 5
a

9.

El lugar geométrico es el representado en la figura 88.

EJERCICIOS. Grupo 27

Dibujar una figura para cada ejercicio.

2 2
1. Deducir la ecuacién ordinaria 7’:—,“- +i2 = ] a partir de la definicion de
a

la elipse.
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2. Desarrollar una discusién completa de la ecuacién ordinaria

3. Dados los focos y la longitud de su eje mayot, demostrar un procedi-
miento para obtener puntos de una elipse usando escuadras y compis.

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos de una elipse usando
escuadra y compis si se conocen sus ejes mayor y menor.

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya
excentricidad vale cero.

En cada uno de los ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de los vértices y
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud
de cada uno de sus lados rectos de 1a elipse correspondiente. Trazar y discutir el
lugar geométrico.

6. Ox?+4y? = 36. 8. 16x7 4 25y2 = 400.
7. 4x? 4 9y2 = 36, 9. x243y2=6.

10. Hallar la ecuacién de la elipse cuyos vértices son los puntos (4, 0),
(— 4. 9), y cuyos focos son los puntos (3, 0), (— 3, 0).

11. Losvértices de una elipse son los puntos (0, 6), (0, — 6), y sus focos
son los puntos (0, 4), (0, — 4). Hallar su ecuacién,

12, Hallar la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0),
(— 2, 0), y su excentricidad es igual a %.

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0), (— 3, 0), ylalongitud
de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9, Hallar la ecuacién de la elipse.

14. Hallar la ecuacién y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el
14
3
15. Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el

origen, uno de sus vértices en el punto (0, —7) y pasa porel punto (\/ 5

eje X. Hallar su ecuacién sabiendo que pasa por los puntos (Vo6, —1)y
(2. V72).
. . V7 . .

16. Hallar la ecuacién de la elipse que pasa por el punto (T, }), tiene ‘L\?;»"
su centro enel origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su ’L'C: P ‘b‘\i-
eje mayor es el doble de la de su eje menor. / 'Q\{) o

17. Demostrar que l1a longitud del eje menor de una elipse es media propor: u
cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. \,p

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media . = =
proporcional entre los dos segmentos del eje mayor determinados por uno de los ,‘r

focos.

19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales.

20. Si P1(xi. y1) es un punto cualquiera de la elipse b3 x3+a?y? = a? b2,
demuéstrese que/sus radios vectores son a + ex; ¥ a — ex1. Establecer el signi-
ficado de 1a sutfla de estas longitudes.

21. Hallaf los radios vectores del punto (3, %) que esti sobre la elipse
7x3 4 16y? i 112,

! V/ r ! i

lan Wroal boows -
ot
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22. Los puntos extremos de un diimetro de la elipse b2x? + a?y? = a2 b2
son Py y P, Si F esuno de los focos de laelipse, demostrar que la suma de
los radios vectores FPy; y FPj; esigual a la longitud del eje mayor.

23, Si k esun numero positivo, demostrar que la ecuacién 3x? 4+ 4y? = &
representa una familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri-
cidad 4.

En cada uno de los ejercicios 24-26, usando la definicién de elipse, hallar la
ecuacién de la elipse a partir de los datos dados. Redizcase la ecuacidén a la pri-
mera forma ordinaria por transformacién de coordenadas.

24. Focos (3, 8) v (3, 2); longitud del eje mayor = 10.
26, Vértices (=3, — 1) v (5, — 1); excentricidad = 3;.
26. Vértices (2, 6) y (2, —2): longitud del lado recto = 2.

27. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia de la recta y = — 8 es siempre igual al
doble de su distancia del punto (0, — 2).

28. Hallar e identificar 1a ecuacién del lugar geométrico de los puntos me-
dios de 1as ordenadas de los puntos de la circunferencia x3 4+ y? = 9.

20. Hallar e identificar la ecnacién del lugar geométrico de los puntos que
dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferencia x3 4 y? = 16 en la
razén 1 : 4. (Dos soluciones.)

80. Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal manera que su extre-
mo A permanece siempre sobre ¢l eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y.
Si P es un punto cualquiera, distinto de A y B, y que no esté sobre el segmento
AB o en su prolongacién, demuéstrese que el lugar geométrico de P es una
elipse. Un instrumento basado sobre este principio se usa para construir elipses
teniendo como datos los ejes mayor y menor.

62. Ecuacién de la elipse de centro (h, k) y ejes paralelos a los
coordenados. Ahora consideratemos la determinacién de la ecuaci6n
de una elipse euyo centro no estd en el origen y cuyos ejes son parale-
los a los ejes coordenados. Segtin esto, consideremos la elipse cuyo

Y ) eentro estd en el punto (h, k) y cuyo
Jr { eje focal es paralelo al eje X tal como

] se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b
las longitudes de los ejes mayor y me-

- ->X"  nor de la elipse, respectivamente. Si
los ejes coordenados son trasladados

0 ! ¥ de manera que el nuevo origen O
coincida con el centro (h, k) de la

Fig. & elipse, se sigue, del teorema 1, Ar-

ticulo 61, que la ecuacién de la elipse
con referencia a los nuevos ejes X’ y Y/ estd dada por

xl2 /2
AN Y (1)
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De la ecuacién (1) puede deducirse la ecuacién de la elipse referida a
los ejes originales X y Y usando las ecuaciones de transformacién del
teorema 1, Articulo 50, a saber:

=z'+h, y=y +k,
de donde :
¥=x—h, Y=y—%Fk.

Si sustituimos estos valores de =’ y 3’ en la ecuacién (1), obtenemos

(z—h) , (y—k)
a? + b? =1, (2)

que es la ecuacidn de la elipse referida a los ejes originales X y Y.
Anslogamente, podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el
punto (h, k) 'y cuyo eje focal es paralelo al eje Y tiene por ecuacién

@kl LRy (3)

Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda
ecuacién ordinaria de la elipse. Los resultados precedentes, juntos con
el teorema 1 del Articulo 61, nos dan el siguiente

TreorEMA 2. La ecuacién de la elipse de cenlro el punto (h, k) y
eje focal paralelo al eje X, esid dada por la segunda forma ordinaria,

—h)® | (y —k)*
(xaz ) + ybz.) =1.

St el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacién estd dada por la
segunda forma ordinaria

_hz _kz
(xbz s (yElz )’ _ 1

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del
semieje menor, ¢ es la distancia del cenfro a cada foco, y a, b y c
estdn ligadas por la relacién ‘

al=Db?+ c?.
También , para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos

2
es %:— , Y la excentricidad e estd dada por la relacién

- \/a.*a— b? <

o .
c=— 1.
a
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Ejemplo 1. Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (— 3, 7) y
(=3, —~1), y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacién de la
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos
y su excentricidad.

8olucién., Como los vértices V y V’ estin sobre el eje focal y sus abscisas
son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje

Yy focal es paralelo al eje Y. Por tanto, por el
A teorema 2, la ecuacién de la elipse es de la
V3, forma , )
(x — h)3 (y— k)2 _
F b3 + a3 =1
El centro C es el punto medio del eje ma-
yor VV'/, y sus coordenadas son, por lo
C|-3,3) tanto, (—3, 3). La longitud del e¢je ma-
yor VV/ es 8, como se puede ver ficilmente.
Por tanto, 2¢a =8 y a = 4. La longitud del
0 lado recto es 67 _ 2. Como a =4, se sigue
>X a
\y que 262 = 8, de donde b =2, y la longitud
vyl del eje menor es 4. Luego la ecuacién de la
V(=3-1) elipse es
Fig. 90 (x+3)’+ (y—3)’=1_
4 16

También, ¢? =q? —b? =16 —4 =12, de donde ¢ =2+ 3. Por tanto,
las coordenadas de los focosson F(—3, 3+2+/3) y F'(-3, 3 -2V3),
¢ 2vV3 V3

y la excentricidad e = Pl 4 P

Consideremos ahora la ecuacién de la elipse en la forma

(2—h)  @=kP _
a? b?

1. (2)
Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos
términos, obtenemos
b22? + aty? — 2b2hz — 2a%ky + bR + @tk —a?b* =0, (4)
la cual puede escribirse en la forma
A*+Cy+Dz+Ey+F =0, (5)
en donde, A=b, C=a*, D= —~202h, E= —2a%k y

F = b2R? + a®k* — a?b?. Evidentemente, los coeficientes A y C de-
ben ser del mismo signo.
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Recifprocamente , consideremos una ecuacién de la forma (5) y
reduzedmosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob-

tenemos
2)2 ( E)Q
(’”+2A N Y*2¢) oD+ AB® — 44CF )
C A - 44 C?
2 2 _
Sea M = cD +<;4AE202 4ACF. Si M # 0, la ecuacién (6) puede

escribirse en la forma
5) ()
(HzA N Y*3¢) _,
McC MA o

que es la ecuacién ordinaria de la elipse.

Como A y C deben concordar en signo, podemos suponer, sin
perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5)
debe representar una elipse, la ecuacién (7) demuestra que M debe
ser positivo. El denominador 44%2C?% de M es positivo; por tanto,
el signo de M depende del signo de su numerador CD*+AE*—4ACF,
al que designaremos por N. De acuerdo con esto, comparando las
ecuaciones (6) y (7), vemos que, si N > 0, (5) representa una
elipse ; de (6), si N =0, (5) representa el punto tinico

_Db _E
24’ ~2c)
llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0, la ecuacién (6)
muestra que (5) no representa ningtn Jugar geométrico real.

Una discusién semejante se aplica a la otra forma de la segunda
ecuacién ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemos el siguiente

(7)

TeorEMA 3. St los coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacién
AX*+Cy*+Dx+Ey+F=0

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto,
0 no represenla ningdn lugar geoméirico real.

Ejemplo 2. La ecuacién de una elipse es x? 4+ 4y? 4 2x — 12¢ + 6 = 0.
Reducir esta ecuacidén a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen-
tro, de los vértices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje
menor, de cada lado recto y la excentricidad.

Solucién., Vamos a reducir la ecuacidn dada a la forma ordinaria, comple-
tando los cuadrados. Resulta:

(x* +2)+4(y2 ~3g) = — 6
y (P +2x+ D+ 4y =39+ %) =—641+9,
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de donde, (x+1D?74+4(y —35)2 = 4,
de manera que la forma ordinaria es

(x+132 , (y=%)2 _
4 + 1z L.

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (—1, 34), yeleje focal es
paralelo al eje X. Como a®=4, a =2, y lascoordenadas de los vértices Vy V/

Y
i

]
N

»X

Fig. 91

son (— 142, %)y (—1~—2, %), osea, (1, %) y (— 3. 3), respectiva-
mente. Como ¢? = a? — b3, resulta, c = v/ 4 — | = /3, y las coordenadas

de los focos F y F/ son (~=14+V3, 34) y (=1 ~+3, %), respectiva-
mente. Lalongitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menores 26 =2, y la

longitud de cada lado recto es 2_b_’ = 32—1- = ], Laexcentricidades e = —=-—2—.
a a

El lugar geométrico estd representado en la figura 91,

EJERCICIOS. Grupo 28

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Deducir y discutir 1a ecuacidn ordinaria

(x —h)2 |, (u—h)? _
5 + o 1.
2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda
ecuacidén ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacidén ordi-
naria de la elipse.
3. Silaecunacién de una elipse viene dada en la forma -

b2(x —h)2+a%(y — k)% = a?b%,

demostrar que las coordenadas de sus vértices son (b +a, k), (h—a R). ¥y
que las coordenadas de sus focos son (h +c¢, k), (h —c, k), en donde,
¢ =V a® = b2,

4. Usar la primera ecuacion de la elipse para deducir la siguiente propiedad
geométrica intrinseca de 1a elipse: Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes
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- mayor y menot son de longitudes @ y b, respectivamente, y Q es el pie de la
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en-
tonces .
002 13_62
I T

6. Aplicando la propiedad intrinseca de la elipse, establecida en el ejer-
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuacién ordinaria de la elipse.

6. Los vértices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y su excentri-
cidad es 14. Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas de sus focos y las
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto.

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) vy (—4, —6), vla
longitud de cada lado recto es 6. Hallese la ecuacién de la elipse y su excen-
tricidad.

8. ILos vértices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) ylalon-
gitud de cada lado recto es %. Hallar 1a ecuacién de la elipse, las coordenadas
de sus focos y su excentricidad.

9. Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2), y lalongitud
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacién de la elipse, las coordenadas de sus vér-
tices y su excentricidad. :

10. El centro de una elipse es el punto (— 2, — 1) y uno de sus vértices es
el punto (3, — 1). Silalongitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacién |
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos.

11. El centro de una elipse es el punto (2, —4) y el vértice y el foco de un
mismo lado del centro son los puntos (—2, —4) y (— 1, —~ 4), respectiva-~
mente. Hallar la ecuacién de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje
menor y la de cada lado recto.

12. Discutir la ecuacién Ax? + Cy? + Dx + Ey+ F =0 cuando A y C
son ambos positivos y D = E = 0.

En cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuaciédn dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacién de una elipse, y determinense las coordenadas del
centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada
lado recto y la excentricidad.

13. x2 +4y?—6x+ 16y 421 =0,
14. 4x2 +9y2 4 32x — 18y + 37 = 0.
156. x3 4 4y2 — 10x — 40y + 109 = 0.
16. 9x? 4+ 4y? — 8y — 32 = 0.

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando los ejes coordenados.

18. Resolver el ejercicio 16 por traslacién de los ejes coordenados.

19. Siel centro de una elipse no esté en el origen, y sus ejes son paralelos a
los coordenados, demuéstrese que la ecuacidn de la elipse puede estar completa-
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus
puntos.

20, Hallar 1a ecuacién de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3),

2

21, Hallar 1a ecuacién de la familia de elipses que tienen un ceantro comin
(2, 3), uneje focal comin paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual

3
(-1, 4), (0, 3 - —\/—) y (— 3, 3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados.
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a V4. Dibujar tres elementos de [a familia asignando tres valores diferentes al
parimetro.

22. Laecuacion de una familia de elipses es 4x? +9y? 4+ ax + by — 11 =0.
Hallar la ecuacién del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3)
y 6. 1)

23. Laecuacién de una familia de elipses es hx? + 4y? + 6x — 8y — § =0.
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen-
tricidad iguala 15 .

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, 1) de la
elipse Ox2 4 y2 — 18x — 2y + 1 =

25. El punto medio de una cuerda de la elipse x2 4+ 4y? — 6x — 8y — 3 =0
es el punto (5, 2). Hallar la ecuacién de la cuerda.

26. Hallar e identificar 1a ecuacién de! lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que sa distancia del eje Y es siempre igual al doble de su
distancia del punto (3, 2).

27. Desde cada punto de lacircunferencia x? + y2 + 4x + 4y — 8 = 0, se
traza una perpendicular al diimetro paralelo al eje X. Hallar e identificar la
ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

28. Desde cada punto de la circunferencia x2 + y?2 —6x —2y+1 =0, se
~ traza una perpeadicular al didmetro paralelo al eje Y. Hallar e identificar la
ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

29, La base de un tridngulo es de longitud fija, siendo sus extremos los
puntos (0, 0) y (6, 0). Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
del vértice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de
los dngulos de las bases es siempre igual a 4.

80. Hallar e identificar {a ecuacidén del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias x?2+4y?—4y—12=0
y x2 4+ y2 =1. (Dos soluciones.)

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades més
importantes de la elipse estdn asociadas con sus tangentes. Como la
ecuacién de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden
determinarse empleando la condicién para la tangencia estudiada en el
Articulo 44. El procedimiento para la resolucién de problemas relati—
vos a tangentes a la elipse es, por lo tanto, idéntico al usado para la
circunferencia (Art. 45) y la pardbola (Art. 57). Por esto, se deja
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con—
tinuacion :

TEoREMA 4. La tangente a la elipse b*x* + a’y? = a?b? en cual-
quier punio Pi(x1, y1) de la curva liene por ecuacién
b*xix + aty1y = a?b?.
TEOREMA 5. Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la
elipse b*x? + aly? = a?b? son
y = mx =V a’m? + b?.
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Una importante propiedad focal de la elipse estd basada en el
siguiente teorema :

TroreMA 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus
puntos es bisectriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punlo.

DeMostrACI6N. El teorema no pierde generalidad tomando la
ecuacion de la elipse en su forma candpica

b2 22 + a’y? = abl. (1)

En este caso, sea n (fig. 92) la normal a la elipse en un punto cual-
quiera Pi{z1, ) de la curva. Sea a el dngulo formado por n y el
radio vector FP,, y f el formado

por n y el radio vector F/P;. Va- Y
mos a demostrar que o = f§. n

Por el teorema 4 anterior, la P(z,Y)
pendiente de la elipse en Py (21, 11)

b2a g a
es ——, de manera que la pen-

K7 \ F'(~c,0) Ol 1 F(c,0)] ™
diente de la normal n es Z—z%. Las
1

pendientes de los radios vectores

X

FP,y F'P; son xlyl— LY :cly-;- o Fig. 9
respectivamente. Entonces, por el teorema 5, Artfculo 10, resulta :
y.__a'y
tg o = 21—c bm =b’:2c1y;—a:a:1y1+zach_1.
1+( 7 )(ﬂﬂ) b2z —brem 4+ a® i
Iy — ¢ bx

Como el punto Py estd sobre la elipse, sus coordenadas (z1, y1) satis-
facen la ecuacién (1), es decir,

b2ri? + a’yi’ = a?b’.

Usando esta relacién y la relacién ¢ = a® — b*, tenemos :

q =0y B —a?) +ateyy  —cmy +atenn
- a*b?® — bx b2 (a® — cz1)

_eyi(—cm+a’) oy
T ob(—cxHa?) B2
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L

Andlogamente , tenemos

al Al 0N
tg B = Vo mtc =a2:r1y1+a2cy1—b2:c1y_1
(a yl)( o ) b? 2,? + bz +
1+ b2z T+ )
_zp@ =)+ aten _ Fnypnt+dlop
- a’b® + bien T b (a4 cx)

_cplem+a®)  on
b*(cxy + a®) ~ b

Por tanto, como tga =tgf, a =f.

Aphcando la ley de la reflexién (Art. 59), el teorema 6 es evidente.
En efecto, consideremos una superficie de reflexién que tenga como
seccién recta una elipse ; supongamos que se coloca un foco luminoso
en el foco F de la elipse, y que un rayo incide sobre la elipse en el
punto Pi. Entonces este rayo serd refiejado de tal manera que el
dpgulo de reflexién £ sea igual al 4ngulo de incidencia a. Pero, por
el teorema 6, tal rayo reflejado pasari por el otro foco F’. Luego los
rayos de un foco luminoso colocado en un foco de la elipse al incidir
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco. Como
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas. los sonidos originados
en uno de los focos pueden ser ofdos claramente en el otro foco y ser
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se
basa la construccidon de las eimaras secretas.,

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la
elipse. Los arcos usados en la construccién tienen, frecuentemente,
la forma de arcos elipticos. En ciertos tipos de méiquinas se usan
engranes elipticos. Algunas partes estructurales de metal se constru~
yen de seccién recta elfptica. Es también interesante notar que los
planetas en su recorrido alrededor del Sol se mueven en 6xb1tas elipticas
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos.

EJERCICIOS. Grupo 29

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 del Articulo 63.

2. Demostrar el teorema 5 del Articulo 63,

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Articu-
lo 63: La ecuacidén de la tangente a la circunferencia x2 4+ y? = a2 en cualquier
punto Pi(x1, y1) es xix + yry = a®. (Véase el ejercicio 10 del grupo 18,
Articulo 45.)
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4. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 5 del Articu-
lo 63: Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia

x3 4 y? = g2 son y=mx*u\/m“+_1.

(Véase el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.)
5. Demostrar fque la ecuacién de 1a tangente a laelipse a? x2 + b2 y2 = g2 b3,
en cualquier punto Py (x1, y1) es a?xi1x + b2y, y = a*b2.

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de 1a tangente y la
normal y las longitudes de 1a tangente, normal, subtangente y subnormal, para
la elipse y punto de contacto dados.

6. 2x24+3y2=135; (I, —1).
7. 4x2 4243 —-7x+y—-5=0; (2, 1).

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip-
se 4x3 4 5y3 = 8.
9. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3x’+y2+4a( 2y—3=0
que son perpendicularesalarecta x +y — 5 = 0.
10. Hallar las ecuaciones de las tangenies trazadas del punto 3, —1)ala
elipse 2x2 + 3y 4+ x—y — 5 =0,
11. Con referencia a la elipse x2 + 3y2 + 3x — 4y — 3 = 0, hallar los va-
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y + k = 0:

@) cortan a la elipse en dos puntos diferentes;
b) son tangentes ala elipse;
¢) no cortan a la elipse.

12. Hallar el dngulo agudo de interseccién de las elipses 3x2 + 4y? = 43 y
4x2 + y? — 32x 4+ 56 = 0 en uno de sus dos puntos de interseccién.

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip-
se b3 (x —h)2+ a2 (y— k)2 =a?b?sony—) =m(x —h) = v a?m? + b2,

14. Demostrar que 1a ecuacién de la normal a la elipse b2x? 4 a?y? = q%? b3
en el punto Py (x:1, y1) es a?yix —- b2x1y — a®x1y1 + b2xy1y1 = 0.

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en
cualquier punto de la elipse.

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa
por su centro, la elipse es una circunferencia.

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un

digmatro son paralelas entre si.
Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los'puntos

ex de uno de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad.
Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje
menor.
20. Porel punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse

2x*+ y?+2x — 3y —2=0.

Hallar las coordenadas de los pantos de contacto.



190 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

21. Si desde un punto exterior P; se trazan tangentes a una elipse, el seg-
mento de recta que une los puntos de contacto se 1lama cuerda de contacto de P,
para esa elipse. (Véase el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si Pi(x1, y1)
es un punto exterior a la elipse b2x2 + a?y? = a2b?, demuéstrese que la ecuacién
de la cuerda de contacto de Py es b2xyx + a?yi1y = a?b2. (Véase el teorema 4
del Art. 63.)

22, Hallar la ecuacién de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la
elipse x? 4 2y? = 2.

23, Demostrar que 1a ecuacidn del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse

b2x? + a?y? =qa?b? es y=—_2 _x, m#=0.

alm

Obsérvese que el lugar geométrico es una recta que pasa por el centro y, por
tanto, es un didmetro de la elipse. (Véase el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57.)
24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea anilogo
al teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse. )
26. Demostrar que si un didmetro de una elipse biseca todas las cuerdas
paralelas a otro didmetro, el segundo didmetro biseca a todas las cuerdas parale-
las al primero. Tales didmetros se llaman didmetros conjugados de la elipse.



CAPITULO VIII
LA HIPERBOLA

64. Definiciones. Una hipérbola es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llama-
dos focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y
menor que la distancia entre los focos.

La definicién de la hipérbola excluye el caso en que el punto mévil
se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepcién del segmento

Tl
B
£ B L
T P
F Dl \r ;
V' C %
DI
o4 __A'
L
B!
Fig. 93

comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento
no pueden pertenecer al lugar geométrico.

El lector debe observar la estrecha analogia que existe entre las
definiciones de la hipérbola y elipse. La analogia entre estas dos cur-
vas se encontrari frecuentemente a medida que avancemos en nuestro
estudio de la hipérbola .

En el articulo siguiente veremos que la hipérbola consta de dos
ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En la figura 93 se ha



192 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

dibujado una porcién de cada una de estas ramas; los focos est4n
designados por Fy F/. La recta I que pasa por los focos tiene varios
nombres ; como para la elipse creemos conveniente introducir el tér-
mino eje focal para designar esta recta. El eje focal corta a la hipér-
bola en dos puntos, V y V’, llamados vértices. La porcién del eje
focal comprendido entre los vértices, el segmento VV’, se llama
eje transverso. El punto medio C del eje transverso se Hama centro.
La recta I’ que pasa por C y es perpendicular al eje focal I tiene
varios nombres ; nosotros, como lo hicimos para la elipse, considera—
mos conveniente introdueir ¢l término eje normal para esta recta. El
eje normal 1’/ no corta a la hipérbola ; sin embargo, una porcién defi-
nida de este eje, el segmento AA’ en la figura 93, que tiene C por
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado
se dard en el siguiente articulo. El segmento que une dos puntos dife-
rentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; estos puntos pue-
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB/, o uno de
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV’. En
particular, una cuerda que pasa por un foco, tal como EE’ se llama
cuerda focal TUna cuerda focal, tal como LL’, perpendicular al eje
focal I se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la
hipérbola tiene dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C, tal como
DD, se llama didmetro. Si P es un punto cualquiera de la hipérbola ,
los segmentos FP y F'P que unen los focos con el punto P se llaman
radios vectores de P.
65. Primera ecuacion ordinaria de la hipérbola. Consideremos la
hipérbola de centro en el origen y
1( cuyo eje focal coincide con el eje X

(fig. 94). Los focos F 'y F'! estan

entonces sobre el eje X. Como el

(r,y) 14 centro O es el punto medio del
segmento FF’, las coordenadas

X de Fy F’ serdn (¢, 0) y (— ¢, 0),

Fl=¢,0)J]V" O V\F{(c0) . :
respectivamente, siendo ¢ una
A’ constante positiva. Sea P(z, y)

un punto cualquiera de la hipérbo-

la. Entonces, por la definicién de

Fig. 94 la hipérbola, el punto P debe sa-

tisfacer la condicién geométrica

siguiente , que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las
distancias del punto a los focos es una cantidad constante,

||FP| - |F7P}| = 2a, (1)
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en donde @ es una constante positiva y 2a < 2¢. La condicién geo—
métrica (1) es equivalente a las dos relaciones,

|FP| - |F"P| =2a, (2)
|FP|-|F'P|= —2a. (3)

La relacién (2) es verdadera cuando P esti sobre la rama izquierda
de la hipérbola ; la relacién (3) se verifica cuando P estd sobre la
rama derecha .

Por el teorema 2, Articulo 6, tenemos

|FPl=v @—=c ¥4}, |[FPl=vVz+ec)+4,

de manera que la condicién geométrica (1) estd expresada analftica—
mente por

VEe—c)l+y—vV(E+c)+y =2, (4)
ViEz—c)+y—Viz+e)lt+y = —2a, (5)

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3),
respectivamente.

Por el mismo procedimiento usado al transformar y simplificar la
ecuacién (2) del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a

(* — a®)x? — a’y? = a%(c? — a?). (6)

Por ser ¢ > a, ¢*— a? es un ndmero positivo que podemos desig—
nar por b*. Por tanto, sustituyendo en la ecuacién (6) la relacién
b® = ¢t — a2, ' (7)
obtenemos
b2z? — a?y? = a'b?,

que puede escribirse en la forma

2 2

Z-%=1 (8)
Podemos demostrar reciprocamente, que si Pi(z;, y1) es un punto

cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién (8), entonces P;

satisface la condicién geométrica ( 1) y, por lo tanto, estd sobre la

hipérbola. Luego la ecuacién (8) es la ecuacién de la hipérbola.
Estudiemos ahora la ecuacién (8) de acuerdo con el Articulo 19.

Las intersecciones con el eje X son a y — a. Por tanto, las coorde—

nadas de los vértices Vy V son (a, 0) y (—a, 0), respectiva-

Lehmann. — 18.
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mente, y la longitud del eje transverso es igual a 2a, que es la cons-
tante que interviene en la definicién. Aunque no hay intersecciones
con el eje Y, dos puntos, A0, b) y A’(0, —b), se toman como
extremos del eje conjugado. Por tanto, la longitud del eje conjugado
es igual a 2b.

La ecuacién (8) muestra que la hipérbola es simétrica con respecto
a ambos ejes coordenados y al origen.

Despejando y de la ecuacién (8), resulta:

y=:t-%\/z2—a’. (9)

Por tanto, para que los valores de y sean reales, x estd restringida a
variar dentro de los intervalos 22 a y < —a. De aquf que nin-
guna porcién del lugar geométrico aparece en la regién comprendida
entre lasrectas t=a y 2= — a.

Despejando z de la ecuacién (8) se obtiene

z==t=%\/y2+b2, (10)

de la cual vemos que r es real para todos los valores reales de y.

Segun esto, las ecuaciones (9) y (10), juntas, con la simetria del
lugar geométrico , muestran que la hipérbola no es una curva cerrada
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende
indefinidamente hacia la derecha, arriba y abajo del eje X, y la otra
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo
del eje X.

La hipérbola (8) no tiene asintotas verticales ni horizontales.
En el siguiente artfculo demostraremos, sin embargo, que la curva
tiene dos asintotas oblicuas.

De la ecuacién (9) y de la relacién (7), hallamos que la longitud
\ ]
de cada lado recto es 2—:—.

Como para la elipse , la excentricidad e de una hipérbola esté defi—
nida por la razén —;—. Por tanto, de (7), tenemos

v+ b
a

(11)

[
e = —=
a

Como ¢ > a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la
unidad .
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Si el centro de la hipérbola estd en el origen pero su eje focal eoin—
cide con el eje Y, hallamos, anflogamente, que la ecuacién de la
hipérbola es '

r_Z_1 (12)

La discusién completa de la ecuacién (12) se deja al estudiante.

Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuacién ordi—
naria de la hipérbola. Son las més simples de esta curva por lo que nos
referiremos a ellas como formas canénicas.

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

TEeEOREMA 1. La ecuacidon de la hipérbola de centro en el origen , eje

focal coincidente con el eje X, y focos los puntos (¢, 0) y (— ¢, 0), es
x2 y2
el

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas
de los focos sean (0, ¢) y (0, — ¢), entonces la ecuacion es

2 xi
G-m=l

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, ¢
esidn ligadas por la relacién

¢t =a’+ bt
También , para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados

2
rectos es 2—2—, y la excentricidad e estd dada por la relacién

VEED
&

c
e= — = 1.
a

NOTA. La posicién de una elipse con relacién a los ejes coordenados puede
determinarse como se indic6 en la nota del teorema 1 del Articulo 6. Este mé-
todo no es aplicable a 1a hipérbola, ya que podemos tenera> b, a< b o a=b.
La posicién de la hipérbola se determina por los signos de los :veficientes de las
variables en la forma candnica de su ecuacion. La variable de coeficiente posi-
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de 1a hipérbola.

Ejemplo. Los vértices de una hipérbola son lcs puntos V(0, 3) vy
vV’ (0, —3), y sus focos los puntos F(0, 5) y F’/(0, — 5). Hallar la ecua-
cién de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y comjugado, su
excentricidad y [a longitud de cada lado recto. )
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Solucién. Como los vértices v los focos estin sobre el eje Y, el eje focal
coincide con el eje Y. Ademis, el punto medio del eje transverso esti, eviden-

temente, en el origen. Por tanto, por el teorema |, la ecuacién de la hipér-
bola es de la forma

La distancia eatre los vértices es 2a = 6, longitud del eje transverso. La
distancia entre los focos es 2c = 10, Por tanto, a=3 y ¢ = 5, de donde
Y

3
(0,5)

(0,3)

U
|4
0
A ‘
V'|(0,-8)
7

1(0-5)

Fig. 95

b2 =2 — g2 =125 — 9 =16, Porlotanto, b = 4, y la longitud del eje conju-
gado es 2b = 8. Laecuacidn de la hipérbola es entonces

li—_x3= 1.
9 16

La excentricidad es e = C = ;—. y lalongitud de cada lado recto e
a
22 _2:16_ 32
a 3 3
El lugar geométrico estd representado en la figura 95, en donde el ¢je conju-
gado esti indicado por el segmento AA’ del eje X.

EJERCICIOS., Grupo 30

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar que las ecuaciones (4) y (5) del Articulo 65 se reducen cada
una a la ecnacién (6).

2. Demostrar que si P; es un punto cualquiera canyas coordenadas (x1, yi1)
satisfacen la ecuacién h2x? — a%y? = g? b3, entonces Py esti sobre la hipérbola
representada por esta ecuacién.
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. » . . 2 2 . . . ",
3. Deducir la ecuacién ordinaria L’ — *_ = 1 a partir de la definicién de
a

b'l
hipérbola.
4, Desarrollar una discusion completa de la ecuacién ordinaria
y? _ X _ 1
@ b

6. Demostrar un procedimiento para obtemer, con escuadras y compis,
puntos de una hipérbola, dados los focos y 1a longitud de su eje transverso.

En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuacién dada de 1a hipérbola, hi-
llense las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes transverso
y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Tricese y discii-
tase el lugar geométrico.

6. 9x2 — 4y2? = 36. 8. 9y? — 4x3 = 36.
7. 4x3 —9y? = 36. 9., x3 -4yt =4,

10, Los vértices de una hiperbola son los puntos V (2, 0), V/(—2, 0),
y sus focos son los puntos F(3, 0), F/(— 3, 0). Hallar su ecuacién y su ex-
centricidad.

11. EI centro de una hipérbola esti en el origen, y su eje transverso esta
sobre el eje Y. Si un foco es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3,
hillese 1a ecuacién de la hipérbola y 1a longitud de cada lado recto.

12. Losextremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3)
y (0, —3). y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacién de la
hipérbola y su excentricidad.

13. Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0, —4). y su excentricidad
es igual a 3. Hallar la ecuacidén de la hipérbola y las coordenadas de sus focos.

14. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el
eje X. Hallar su ecuacién sabiendo que su excentricidad es ¥4V 6 y que la
curva pasa por el punto (2, 1).

16. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado estd sobre
el eje X. Lalongitud de cada lado recto es 3§, y la hipérbola pasa por el punto
(— 1, 2). Hallar su ecuacién.

18. Hallar la ecnacién de la hipérbola que pasa por los puntos (3, —2) y
(7, 6), tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el cje X.

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definicién de hipérbola, hallar
la ecuacién de dicha curva a partir de los datos dados. Mediante an cambio de
coordenadas, poner la ecuacién en la primera forma ordinaria.

17. Focos (— 7, 3), (—1, 3); longitud del eje transverso = 4,
18. Vértices (1, 4), (5, 4): longitud del lado recto = 5. k
19, Viértices (3. 4). (3, —2); excentricidad = 2.

20. Demostrar que la longitud del eje conjugado de una hipérbola es media
ptoporcional entre las longitudes de su eje transverso y su lado recto.

21. Si k es un nimero cualquiera diferente de cero, demostrar que la ecua-
¢ién 3x2 — 3y? = k representa una familia de hipérbolas de excentricidad igual

aVv?Z.
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22. Si P, (x1. y1) es un punto cualquiera de la hipérbola b3x?—a2y?=a2h?,
demoatrar que las longitudes de sus radios vectores son |exi +al| y |ex:1 — al.

23. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (6, 5) de la hipér-
bola 5x3 — 4y? = 80.

24, Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (6, 0) es siempre igual al doble
de su distancia de la recta 2x — 3 = 0.

25. La base de un tridngulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos
(3, 0) vy (— 3, 0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico del
vértice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre
igual a 4, Trazar el lugar geométrico.

66. Asintotas de la hipérbola. Si de la forma candnica de la
ecuacién de la hipérbola

bzt — a?y® = a?b?, (1)
despejamos y, obtenemos

y= =% % -\/ rt__ g ,
que puede escribirse en la forma

| \ :
y=d=;x\/1—%. (2)

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuacién
cuando una de las variables aumenta numéricamente sin lfmite. (Ver
nota 3, Art. 18.) Si un punto de la hipérbola (1) se mueve a lo
largo de la curva, de manera que su absecisa x aumenta numéricamente
sin limite, el radical del segundo miembro de (2) se aproxima més y
més a la unidad , y la ecuacién tiende a la forma

b
y==+—_z. (3)

. b
Como la ecuacién (3) representa las rectas y = %z Yy=—7,%

esto nos conduce a inferir, de la definicién de asfntota (Art. 18), que
la hipérbola es asintota a estas dos rectas. Ahora demostraremos
que esta deduccién es correcta .

Sea P1(z1, 1) un punto cualquiera de la parte superior de la rama
derecha de la hipérbola (1), como se indica en la figura 96. La ecua-

cién de la reeta y = % z puede escribirse en la forma

bx —ay= 0. (4)
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Por el teorema 9 del Articulo 33, la distancia d de la recta (4) al
punto Pi(z:, y1) estd dada por

| bzt — ay |
_ T, 5
eV sy (5
Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de
(5) por | bas + ay1|, obtenemos
_ | b2 2:2 — a? yi?|
Vb4 at bz +ap|
Pero como P: estd sobre la hipérbola (1), b*z:® — a*yi® = a?b?, de
manpera que la ecuacién (8) puede escribirse en la forma
d= a’h?

vV +atbantap|
Si P se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde-
finidamente del origen, sus coordenadas, x:1 y y1, aumentan ambas

(6)

(7)

Y L%
y=—1Lz A y=2% v
FACHYN
»X
(s,
Fig. 9%

de valor sin limite, de manera que, por la ecuacién (7), d decrece
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue, de acuerdo con esto,
por la definicién de asintota (Art. 18), que la recta (4) es una asin-
tota de la rama derecha de la hipérbola (1).

Si P: estd sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipér—
bola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alejan-
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas 1 y %
aumentan de valor ambas sin limite en la direccién negativa. La
ecuacién (7) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende
a cero, de donde se sigue que la recta (4) es también una asintota de
la rama izquierda de la hipérbola (1).
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Quedan dos casos por considerar que son, cuando P: estd sobre la
parte inferior de la rama derecha y cuando estd sobre la parte superior
de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los
dos parrafos anteriores, podemos demostrar que la recta br + ay = 0
es una asintota de ambas ramas de la hipérbola (1).

Estos resultados se resumen en el siguiente :

TeoREMA 2. La hipérbola b?x* — a’y® = a’b?, liene por asinlotas
las rectas bx —ay =0 y bx+ay=0. ..

g T e A
ES S

NOTAS. 1. Silaecuacién de una hipérhola esti en su forma candnica, las
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el término constante
por cero y factorizando el primer miembro. Asi, parala hipérbola 9x2 —4y?=36,
tenemos 9x2 — 4y? = 0, dedonde. (3x + 2y) (3x — 2y) = 0, y las ecunaciones
de las asintotas son 3x +2y =0 y 3x — 2y =0,

2. La grifica de una hipérbola puede esbozarse muy ficilmente trazando sus
vértices y sus asintotas. Las asintotas actiian en la grifica como lineas guia
(ver nota 4, Art. 18).

Ejemplo. Hallar la ecuacidn ae la hipérbola que pasa por el punto (6, 2)
tiene su centro en el origen, su eje transverso estd sobre el eje X, y una de sus
asintotas es la recta 2x — 5y = 0.

S8olucién. Porel teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta 2x45y =0.

Las ecuaciones de ambas asintotas
Y pueden obtenerse haciendo % igual
2y =0 a cero en la ecuacién

2z -5y
/ (2x = 5¢) (2x + 5y) = k.
X o sea,
0
/‘\ 4x2 — 25‘/3 = k.

Como la hipérbola buscada debe

Fig. 97 pasar por el puato (6, 2), las

coordenadas de este punto deben

gsatisfacer 1a ecuacién de la hipérbola, Por tanto, si hacemos x =6 y y =2 en

la Gltima ecuacién, ballamos k = 44, y la ecuacién de la hipérbola que se
busca es

2x+5y=0

4x2 — 25¢% = 44.

La grifica es la figura 97.

67. Hipérbola equildtera o rectangular. Consideremos la hipér-
bola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud.
Entonces @ = b, y la ecuacién b*z? — a*y® = a?b? toma la forma més
sencilla

r —y:=at. (1)

Debido a la igualdad de sus ejes, la hipérbola (1) se llama hipérbola
equtldlera.
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Por el teorema 2 del Articulo 66, las asintotas de la hipérbola
equildtera (1) son las rectas t —y =0y £+ y =0. Como estas
rectas son perpendiculares, resulta que las asintotas de una hipérbola
equildtera son perpendiculares entre si. Por esta razén la hipér-
bola equildtera se llama también hipérbola rectangular. Es un ejercicio
facil demostrar que, reciprocamente, una hipérbola rectangular es
también equildtera .

Una forma particuiarmente simple y tGtil-de la ecuacién de la hipér-
bola equildtera es

=k, (2)

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando
los métodos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2) tiene
por asintotas a los ejes coordenados, ¥ que, si k es positivo la grifica
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se
giran los ejes coordenados un 4ngulo de 45°, la ecuacién (2) se trans-
forma en ' — y'* = 2k, que es la ecuacién de una hipérbola equi-
latera .

Fig. 98 Fig. 99

68. Hipérbolas conjugadas- Si dos hipérbolas son tales que el eje
transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra, se
llaman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces la hipérbola
conjugada de la otra, y también se dice que cada hipérbola es conju-
gada con respecto a la otra .

Si la ecuacién de una hipérbola es

z? 2
S—fi=1, (1)
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entonces, de acuerdo con la definicién, la hipérbola conjugada de (1)
tiene por ecuacién
2 2
-5 (2)
Evidentemente, la ecuacién {2) puede obtenerse de la ecuacién (1)
cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de (1). Asi,
si la ecuacién de una hipérbola es 2z* — 7y* = 18, entonces la ecua-
cion de su hipérbola conjugada es 7y? — 2z = 18.

El par de hipérbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asinto-
tas, se han trazado en la figura 99. Es un ejercicio sencillo demostrar
que un par de hipérbolas conjugadas tienen un centro comin, un par
comtn de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro.

El estudiante debe observar el rectdngulo dibujado en la figura 99.
Un bosquejo aproximado de un par de hipérbolas conjugadas pueden
obtenerse facilmente construyendo primero este rectdngulo, ya que sus
diogonales son las asintotas.

EBEJERCICIOS. Grupo 31

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Siel punto P, (x1, y1) estd sobre ]a parte inferior de la rama derecha de
la hipérbola b*x? — a3y? = q¥b3, demostrar que la recta bx + ay = 0 es una
asintota de la rama derecha.

2. Siel punto P;(x1. y1) estd sobre la parte superior de la rama izquierda
de la hipérbola 53 x? — g2 y? = g3 b3, demostrar que la recta bx + ay = 0 es una
asintota de la rama izquierda.

3. Demostrar que la hipérbola b?y? — q3x2 = a?b? tiene por asintotas las
rectas by —ax =0 y by + ax =0.

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

4x2 ~ S5y =7,

5. Hallar los puntos de interseccién de la recta 2x — 9y + 12 = 0 con las
asintotas de 1a hipérbola 4x2 — Qy2? = 1.

6. Hallar 1a ecuacidén de la hipérbola que pasa porel punto (3, — 1), su
centro esta en el origen, su eje transverso estd sobre el eje X, y una de sus asin-
totas es la recta

2x +3v2y=0.

7. Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (2, 3), tiene su
centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje Y, y una de sus asintotas

eslarecta 2y — VvV 7x = 0.

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipérbola 16x2 —9y? = 144
a una cualquiera de sus dos asintotas.

9. Demostrar que si las asintotas de una hipérbola son perpendiculares entre
si, la hipérbola es equilitera.



LA HIPERBOLA 203

10. Discatir y trazar la grifica de la ecnacién xy = — 8.

11. Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola equildtera es igual
a V1.

12. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola equilitera a sus asintotas es una constante.

13. Hallar e identificar l1a ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu-
lares es siempre igual a una constante.

14. Hallar la ecuacién de la hipérbola equilatera que pasa por el punto
(=1, — %) y tiene por asintotas a [os ejes coordenados.

15. Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hipérbola equila-
tera a su centro es media proporcional entre las longitudes de los radios vectores
del punto. Sugestién: Véase el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65, y el
ejercicio 11 de este grupo.

16. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, y la excentricidad de la
hipérbola que es conjugada a la que tiene por ecuacion

Ox3 — 4y3 = 36.

17. Demostrar que dos hipérbolas conjugadas tienen las mismas asintotas.

18. Demostrar que los focos de un par de hipérbolas conjugadas estin sobre
una circunferencia. o -

19. Demostrar que si una hipérbola es equilitera, su hipérbola conjugada
es también equilitera,

20, La excentricidad de la hipérbola b2 x2 — a2y? = g2b? es e;. Sila ex-
centricidad de su hipérbola conjugada es 22 demostrar que ey : ez = b : a.

21. Silas excentricidades de dos hipérbolas conjugadas son ey y ez, demos-
trar que e1? 4 e3% = ¢1%eg3.

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asintotas
de una hipérbola es igual a 1a longitud de su semieje conjugado.

23, Si @ esel dugulo agudo de inclinacién de una asintota de la hipérbola
b2x? — a®y? = a2b?, demostrar que su excentricidad es igual a sec w.

24. Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hipérbola,
corta a la curva sglamente en un punto.

25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola a sus asintotas es constante.

69. Segunda ecuacién ordinaria de la hipérbola. Si el centro de
una hipérbola no est4 en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes
coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina-
ron ambas formas de la segunda ecuacién ordinaria de la elipse
(Art. 62). Por esto, se deja al estudiante, como ejercicio, el demos-
trar el siguiente teorema :

TrOREMA 3. La ecuacidn de una hipérbola de centro el punio
(h, k) y eje focal paralelo al eje X, es de la forma

G=h? _ =k _,
PO :
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St el eje focal es paralelo ol eje Y, su ecuacién es

(y — k)? (x — h)?
a? - b? =

1

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje Iransverso, b la
del semieje conjugado, ¢ lu distancia del centro a cada uno de los focos,
y a, b, ¢ estdn ligadas por la relacion

¢ =a’+ b2,
. . . 2b?
También , para cada hipérbola , la longitud de cada lado recto es oY

la excentricidad e estd dada por la relacién

\/a’+b2>
a

1.

C
e=‘—=
a

Una discusién de la segunda forma ordinaria de la ecuacién de la
hipérbola , andloga a la discusién que para la elipse nos condujo al
teorema 3 del Artfculo 62, nos da el siguiente

TeoREMA 4. 8i los coeficientes A 'y C difiercn en el signo, la
ecuacion

Ax*4+Cy?+Dx+Ey+F=0

representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados, o un par de
rectas que se cortan .

Ejemplo. Discutir el lugar geométrico de la ecuacién
Ox? — 4y? — 54x + 8y 4+ 113 = 0. n

Soluci6én. Vamos a reducir la ecuacién (1) a la forma ordinaria comple-
tando los cuadrados. Entonces,

9(x3 —6x) = 4(y? ~ 2y) = — 113
9(x? —bx + 9 —4(y? =2y + 1) = — 113 + 81 — 4,
9(x—3)2—4(y — 1) = — 36,

Yy

de donde,

de manera que 11 forma ordinaria es

(y—;)l)’_ (x-;ﬂ’ =l, (2)

que es la ecuacién de una hipérbola cuyo centro C esel punto (3, 1) y cuyo eje
focal es paralelo al eje Y (fig. 100) .

Como a2 =9, @ =3, y las coordenadas de los vértices V y V'’ son
(B, 14+3)y 3,1=3), osea, (3, 4) vy (3, —2)., respectivamente. Como

c?m=g?4 b2, =19+ 4 =113, y las coordenadas de los focos F y F’ son
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G. 1+v13)y G, 1 — V13), respectivamente. Lalongitud del eje trans-
verso es 2a = 6, la del eje conjugado es 2b =4, y la de cada lado recto es

263 _ _8- La excentricidad es e = & = _\il_;
a 3 a 3

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos el teorema 2 del
Articulo 66, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbola es el punto (3, 1)

Y

ﬂ\
\

0 >X
V'|3,~2
FI
Fig. 100

y nio el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo
origen sea el centro C (3, 1), la ecuacion (2) sz reduce a la forma candnica

y/2 x'2

o2 _ =1

9 4

de modo que las ecuaciones de las asintotas referidasa los nuevos ejes se obtienen

de la relacidén
2 /2
‘-’_9 - X1 =0,

Pero esta Gltima relacién al ser referida a los ejes originales X y Y. tomala
forma

(y—1D2 _ (x~=3)%_
9 4 0. ®

y — | x——3) y-—-l_x—3)=0
( 7t ™2 3 2 '
de manera que las ecuaciones de las asintotas referidas a los ejes originales
X y Y son

de donde,

y—1, x—=3_ y—1 _ x—3_
Tt =07 S5 —5— =0
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o sea, 3x4+2y—~11=0, vy 3x—2y=7=0,

Elestudiante debe observar que la relacién (3) puede obtenerse inmediatamente
reemplazando el término constante por ceto en el segundo miembro de la ecua-
cién ordinaria (2). (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.)

EJERCICIOS. Grupo 32

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teotema 3 del Articulo 69.

2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segun-
da ecuacién ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecnacién
ordinaria de la hipérbola.

3. Silaecuaciédn de una hipérbola estd dada en la forma

b2(x — h)?2 —a?(y — k) ? = a?b3,

demuéstrese que las coordenadas de sus vértices son (b 4+ a, R), (h—a. k),
y que las coordenadas de¢ sus focos son (b +¢, k), (h —¢, R), siendo
¢ =VITH.

4. Emplear la primera ecuacion ordinaria de la hipérbola para deducir la
siguiente propiedad geométrica intrinseca de la hipérbola: Si el punto O es el
centro de una hipérbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes
a y b, respectivamente, y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual-
quier punto P de la hipérbola a su eje focal, se verifica que

0Q’ _ PO’ _

Ta® b2

5. Por medio de la propiedad iatrinseca de la hipérbola, establecida en el
ejercicio 4, deducir ambas formas de la segunda ecuacién ordinaria de la hi-
pérbola.

6. Losvértices de una hipérbola son los puntos (— 1, 3) y (3, 3), y su
excentricidad es %. Hallar [a ecuacién de la hipérbola, las coordenadas de sus
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto.

7. Los vértices de una hipérbola son los puntos (—2, 2) y (-2, ~ 4),
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuacién de la curva, las coorde-
nadas de sus focos y su exceatricidad.

8. E! centro de una hipérbola es el punto (2, — 2) y uno de sus vértices
el punto (0, — 2), Silalongitud de su lado recto es 8, hallar la ecuacién de
1a curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad.

8. Los focos de una hipérbola son los puntos (4, —2) y (4, — 8), v la
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuacién de 1a hipérbola, la longi-
tud de su lado recto y su excentricidad.

10. EIl centro de una hipérbola es ¢l puato (4, 5) y uno de sus focos
es (8, 5). Si laexcentricidad de 1a hipérbola es 2, hallar su ecuacién y las lon-
gitudes de sus ejes transverso y conjugado.

11, Los vértices de una hipérbola son los puntos (— 3, 2) vy (-3, =2),
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuacién de la hipérbola, las
coordenadas de sus focos y su excentricidad.
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12, Demostrar el teorema 4 del Articulo 69.
13. Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

b2(x — h)2 —a?(y — k)3 = a?b?
son bx +ay —ak — bh =0y bx —ay + ak — bh = 0.

En cada uno de los ejercicios 14-18, reducir la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacién de la hipérbola y determinar las coordenadas
del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes tramsverso y conjugado,
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas.

14, x2 —Oy? —4x 4+ 36y — 41 =0,
15, 4x2 — 9y3 4 32x + 36y + 64 = 0.
16. x2 —4y? —2x+1 =0.

17. 9x2 — 4y? 4 54x + 16y +29 = 0.
18. 3x2 — y24+30x+78=0.

19. Resolver el ejercicio 14 por traslacién de los ejes coordenados.

20, Hallar el dngulo agudo de interseccion de las asintotas de la hipérbola
Ox2 = y3 —36x — 2y + 44 = 0.

21, Hallar laecnacién de 1a hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene
el eje focal paralelo al eje X, y sus asintotas son las rectas 2x +y—3 =0y
2x —y—1=0.

22. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) essiempre igual al triple
de su distancia alarectay + 1 = 0.

28. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 1) es siempre igual al
doble de su distancia de la recta x +2 =0,

24, La base de un triingulo es de longitud fija, siendo sus extremos los
puntos (0, 0) y (4, 0). Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
del vértice opuesto si uno de los ingulos de la base es siempre igual al doble
del otro.

25. Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante, Demostrar que el
lugar geométrico de P es una hipérbola.

70. Propiedades de la hipérbola. Muchas propiedades de la hi-
pérbola estdn asociadas con sus tangentes. Como la ecuacién de una
hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em—
pleando la condicién para tangencia discutida en el Articulo 44. Las
demostraciones de los teoremas 5 y 6, enunciados a continuacién, se
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas
con los andlogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas4y5).

TeOREMA 5. La ecuacion dela tangente a la hipérbola
b2 x% — a2y2 = a’b?

en cualquier punto P1(x1, y1) de la curva es

2 g2 = a2 h2 ¥ R )
b*’xix —aly,y = a?b®. ,\ “\o A;\’%’?w)\%)
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TreorEMA 6. Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola

b2x? — a?y® = alb?
de pendiente m son

y=mx =+ alm? — b? ‘m|>£.
? | a

La hipérbola tiene una propiedad focal andloga a la de la elipse.
Esta propiedad estd basada en el siguiente teorema 7. La demostra-
cién es semejante a la del teorema andlogo para la elipse (teorema 6,
Art. 63) y, por tanto, se deja al estudiante como ejercicio.

TeorEMA 7. La tangente a una hipérbola en cualquier punto de la
curva es bisectriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punto.

Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de
ejercicios, hay teoremas anslogos sobre la elipse; esto se hace notar
en cada caso recomendando al lector que compare el teorema particular
con su anilogo en el grupo 29 del Articulo 63. También debe obser—
varse que si en una ecuacién relativa a una elipse se sustituye la can-
tidad b? por — b%, la relacién andloga se verifica entonces para la
hipérbola.

EJERCICIOS. Grupo 33

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1, Demostrar el teorema 5 del Articulo 70.
2. Demostrar el teorema & del Articulo 70.
3. En el teorema 6 del Articulo 70, (por qué la pendiente m estd restrin-

gida a los valores comprendidos en el intervalo | m| > i? Interpretar el resul-
a

tado cuando [m| = b
a

4, Demostrar el teorema 7 del Articulo 70.
En cada uno de los ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor-

mal y las longitudes de 1a tangente, normal, subtangente y subnormal, parala
hipérbols dada, en el punto de contacto indicado.

5., 3x3—y2=2; (L. 1). .
6, 2x2 -3yt —6x—4y+12=0; (4 2).
7. 3x3-2y3+3x—4y—12=0; (2,1).
8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola
x3—2y? +4x —8y —6=0

que son paralelas a la recta 4x — 4y + 11 = 0.
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9. Hallar el 4ngulo formado por las tangentes trazadas del punto (3, 6)
a la hipérbola x3 — y2 4+ 4x — 2y — 5 = 0.
10. Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx —1
son tangentes a la hipérbola 4x3 — 9y? = 3¢,
11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipér-
bola b2(x — h)? — a2 (y — k)2 = a?b? son

Y-k=mx—h) VT8, [m|>o (8N

(Ver el ejercicio 13 del grupo 29, Art. 63.)

\ 12, Sedan unahipérbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70,
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier
punto de la curva.

13. Demostrar que la ecuacién de la normal a 1a hipérbola bZx3—a3y3=qa3532
en el punto Pi(x1, y1) es ady1x + b3x1y — a?x1yr — b¥x1y1 = 0. (Ver el
ejercicio 14 del grupo 29, Art. 63.)

14. Demostrar que la elipse 2x2 4 y? = 10 y la hipérbola 4y? — x3 = 4 son
ortogonales entre si en sus puntos de interseccién.

15. Demostrar que la elipse x? 4 3y? = 6 y la hipérbola x2 — 3y? = 3 tie-
nen los mismos focos. Tales curvas se llaman c¢dnicas homofocales. Demostrar
que la elipse y la hipérbola del ejercicio 14 son también homofocales.

16. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hipér-
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del
semieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29, Art. 63.)°

17. Demostrar que la pendiente de una hipérbola en cunalquier extremo de
cualquiera de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad. (Ver
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63.)

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipér-
bola es el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las
asintotas.

19. En un punto cualquiera P, excepto el vértice, de una hipérbola equi-
litera. se traza una normal que corta al eje focal en el puato Q. Si O es el
centro de la hipérbola, demuéstrese que | OP|=|PO | .

20, Demostrar que el tridngulo formado por una tangente cualquiera a una
hipérbola y sus asintotas tiene un area constante.

21. Las tangentes en los vértices de una hipérbola cortan a otra tangente
cualquiera en los puntos P y Q. Demostrar que los puntos P y Q y los focos
de 1a hipérbola estidn sobre una circunferencia.

22. Si desde un punto exterior P,, se trazan tangentes a una hipérbola, el
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P, para
esa hipérbola. Si P (x1. yi1) es un punto exterior a la hipérbola

b2 x% — a2y? = a?b3,
demuéstrese que la ecuacién de la cuerda de contacto de P es
bixix — a’y1y = a?b2.

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.)
23. Hallar la ecuacién de la cuerda de contacto del punto (—2, 4) de la
hipérbola 3x2 — 242 = 3.

Lobmanss — 14,

\
o)
(o\g \'b\"

)
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24. Demostrar que la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hipérbola

b

b3x3 — a2y? = a?b? es y-%z—x; m#0 m>» =+ —_,
aim a

Obsérvese que el lugar geométrico es una linea recta que pasa por el centro; su
ecuacidn es, por lo tanto, la ecuacién de un didmetro de la hipérbola. (Ver el
ejercicio 23 del grupo 29, Art. 63.)

25. Demostrar que si un didmetro de una hipérbola biseca a todas las cuer-
das paralelas a otro diimetro, el segundo diimetro biseca a todas las cuerdas
paralelas al primero. Tales didmetros se laman didmetros conjugados de la
hipérbola. (Ver el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.)

71. Primer resumen relativo a las secciones cénicas. La paribola ,
elipse e hipérbola se llaman secciones cénicas o, simplemente, cénicas.
Hemos visto que &i la ecuacién

Az*+ Cy’+ Dz +Ey+ F=0

representa un lugar geométrico real, éste debe ser una seccién cénica
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de los ejes coorde—
nados, o bien uno de los casos excepeionales de un punto, dos rectas
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. Estos
casos excepcionales se llaman también formas limite de las cénicas o
cénicas degeneradas .

En el cuadro que se da a continuacién, hemos indicado los resul-
tados principales obtenidos hasta aqui. Por conveniencia nos referimos
al eje tnico de la pardbola como a su eje focal. Ademdis, para que el
cuadro quede completo, hemos indicado que la paribola tiene una
excentricidad igual a la unidad ; esto serd establecido en el capitulo
siguiente. Como la elipse y la hipérpola tienen cada una un centro,
se llaman cdnicas cenirales. La paribola, no teniendo centro, se
llama cdnica no ceniral. La circunferencia puede considerarse como un
caso especial de la elipse.

En Ja formacién del cuadro, ha sido necesario, debido al tamaiio
limitado de la pigina, restringir algunos de los datos a referencias
para otras partes del libro. FEl estudiante debe, por lo tanto, repro-
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e
incluir todos los datos dados en las referencias. Puede afiadir también
otros datos, como, por ejemplo, las ecuaciones de las tangentes a las
cénicas.



PRIMER RESUMEN RELATIVO A LAS CONICAS

Curva

Parébola

Elipse

Hipérbola

Definicién

Art, 54

Art, 60

Art. 64

Constantes

p = distancia del vértice al foco

= distancia del vértice a la di-

rectriz

Foco sobre el eje

2g = longitud del eje mayor
2b = longitud del eje menor
2¢ = distancia entre los focos
2 =aq? — b2

Focos sobre el eje mayor

2a = longitud del eje transverso
2b = longitud del eje conjugado
2¢ = distancia entre los focos
ct=qa2+ b2

Focos sobre ¢l eje transverso

Primera ecuacion ordinaria

Vértice de la pardbola y centros de la
elipse e hipérbola en el origen

; y2 =4pz v N 'nd
E’fofﬁﬁ?éeme Directriz: z = —?p: foco (p, 0) at=! i< A
con el eje X Focos (¢, 0), (— ¢,0) Focos (¢, 0), (— ¢, 0)
(Art. 55, teorema 1) (Art. 61, teoremal) {Art, 65, teorema 1)
. 2% = 4py E &z
Eje focal i {2 Y = — D St+tz=1 = _—=1
inidente Directriz: y = — p; fcco (0, p) p2 T g2 at ¥

con el eje ¥

(Art. 55, teorema 1)

Focos {0, ¢), (0, —¢)
(Art.61, teoremal)

Focos (0, ¢}, (0, —¢)
(Art. 85, teorema 1)

lw
»
¢ )2 ¢ )2 2 ) E
. z—h v—k (z ~A) v—k
et W= 0= dp(z — b) e tow T B -
Segunda ecuacion ordinaria paralelo
al eje X (Art. 56, teorema 2) (Art. 62, teorema 2) (Art, 69, teorema 3) ;’
Vértice de ls parfbola y centros de la ! o)
elipse e hipérbola en el punto (X, k) Eje focal (z —h)? + (v~ k02 o1 W—K2 (z—h)? ] =
paralelo (z ~ )2 = 4p(y — k) T Iy iy~ St .
al eje ¥ (Art. 56, teorema 2) (Art. 62, teorema 2) (Art. 69, teorema 3)
Longitud del lado recto 4 22 27
y 4
a a
[ ¢
Excentricidad e=1 e= <1 e=7 >1

(Para la circunferencia, ¢ = 0)

Ecuacién general de la cénica eareciendo del término en xy:

Az + CP + Dr+ By + F =0

Yasea A=06C=0
(Art. 56, teorems 3)

Ay C del mismo signo
(Art. 62, teorema 3)
Para la circunferencia, 4 = C
(Art. 40, teorema 2)

Ay C designo distinto
(Art, 68, teorema 4)

Casos excepcionales

Dos rectas coincidentes; dos rec-

tas paralelas
(Ningtin lugar geométrico)
(Art. 56, teorema 3)

Punto
(Ningdn lugar geométrico)
(Art. 62, teorems 3)

Dos rectas que se cortan

112

(Art, 69, teorema 4)




CAPITULO IX
ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

72. Introduceién. En cste capftulo haremos un estudio de la
ecuacién general de segundo grado,

A+ Bry+ Cy*+ Dr+ Ey+ F = 0. (1)

En particular, considerarcmos el caso en que la ecuacién (1) contiene
un término en zy, es decir, el caso en que B # 0. Demostraremos
que por medio de una rotacién de los ejes coordenados siempre es posi-
ble transformar la ecuacién (1) en otra de la forma

A2+ C'y*+ D'z’ +E'y +F' =0, (2)

en la que uno de los coeficientes A’ y C’, por lo menos, es diferente
de cero, y no aparece el término en 2/y’ .

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuacién (2) representa un lugar
geométrico real, representa o bien una ednica o uno de los casos exeep -
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleza de un
lugar geométrico no se altera por transformacién de coordenadas, se
sigue que, si la ecuacién (1) tiene lugar geométrico, este lugar geo-
métrico debe ser también o una seccién conica o uno de los casos
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto, la ecua-
ciéon (1) se toma, generalmente, como la definicién analftica de conica.
De esto podemos inferir la existencia de una definicién geomélrica que
incluya a todas las e¢énicas. Veremos mis adelante (Art. 75) que tal
definicién general existe para la pardbola, la elipse e hipérbola.

73. Transformacién de la ecuacién genera! por rotacion de los ejes
coordenados. Apliquemos a la ecuacién general

Az?+ Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+F =0, (1)
en donde B = 0, las ecuaciones de transformacién por rotacién

T=2'cosf —ysenb, y=2z'senf 4y cosb,
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bﬂ Vi
dadas en el teorema 2 del Articulo 588 Tenemos :
Az cos 0 —y sen )2+ B(x' cos 9 —y' sen §) (x' sen § + ' cos 6 )
+C(x'sen 6 + 4y cos8)* 4+ D(z' cos 6§ — y' sen 8)
+E(@send +y cosf)+F=0.

Si desarrollamos y agrupamos los términos, obtenemos
A+ B'ry +Cly*+D'e +E'y + F' =0, (2)
en donde,

A’ = Acos*fd + Bsen 6 cos § + Csen® 9, l

B’ = 2(C — A) sen 6 cos 0 + B(cos? § — sen? §),
= Asen? — Bsen 6§ cos § + C cos® 9,

D’'=Dcosf + Esen b,

E'=FEcos@ —Dsené,

F'=F,

( (3)

8i la ecuacién transformada (2) va a carecer del término en z'y’,
el coeﬁciente% B’ debe anularse. Por tanto, debemos tener

2(C —A)sen 8 cos § + B(cos* § —sen’§) = 0.

Por medio de las férmulas trigonométricas del 4ngulo doble (Apén-
dice IC, 7), esta iltima ecuacién puede escribirse en la forma

(C— A)sen20 + Bcos20 = 0. (4)
Si 4 # C, dela ecuacién (4) tenemos la relacién
B
tg 260 = i-C

Si A = C, entonces la ecuacién (4) se reduce a la forma
Bcos20 = 0.
Como B » 0, por hipétesis, se sigue (Apéndice IB, 2) que
cos 260 =0. (5)

El 4ngulo de rotacién 6 queda restringido al intervalo 0° < 4 < 90°
(nota, teorema 2, Art. 51), de manera que el intervalo de variacién
para 26 es 0° <29 < 180°. Por tanto, de la ecuacién (5), tenemos

20 =90° y 6 =45°.
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Resumiendo :
TeorEMA 1. La ecuacién general de segundo grado
Ax* + Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0, (1)
en donde B = 0, puede transformarse siempre en otra de la forma
Ax*+Cy*+ DX +Ey + F =0, (6)

sin término en X'y’ , haciendo girar los ejes coordenados un dngulo posi-
tivo agudo 6 tal que

B .
tg20=m, st A C,

6 =45°, si A=C.

NOTA. Por medio del teorema 1, es posible determinar el dngulo 6 y por
tanto, los valores de sen 6 y cos 0 para usarlos en las ecuaciones de transforma-
cién por rotacién. Dz aqui que las ecuaciones de transformacién pueden obte-
nerse antes de hacer la sustitucién en la ecuacidon original. Esto nos conduce a
reducir considerablemente la cantidad de operaciones en los problemas del tipo
del ejemplo 2 del Articulo 51.

Del teorema 1 podemos deducir una conclusién muy importante.
El 4ngulo de rotacién ¢ es de 45°, si A = C, o bien tal que

: B .
tg20—m, si A#=C.

Como B = 0, tg 20 = 0, y, por tanto, 6 es diferente de cero en
todos los casos. De acuerdo con esto, la ecuacién general (1) puede
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un dngulo
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuacién (6) repre—
senta una seccién conica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con)
uno de los ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la
ecuacién (1) representa una cénica, el eje foeal debe ser oblicuo con
respecto a los ejes coordenados y recfprocamente. Este resultado lo
enunciamos en el siguiente teorema :

TEOREMA 2. St la ecuacién general de segundo grado,
Ax* +Bxy+Cy’+ Dx+Ey+F =0, (1)

en donde B # 0, representa una seccién cénica, el eje focal es oblicuo
con respecto a los ejes coordenados, y reciprocamente .
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74. El indicador I = B® — 4AC. En el Articulo 73 vimos que,
si los ejes coordenados giran un dngulo ¢, la ecuacién general

Az + Bry+Cy* + Dx+ Ey+ F=0, B0, (1)
se transforma en la ecuaeidn
A'r*+ B'zy +C'y*+ D'y + E'y + F' =0, (2)

en donde,

A’ = A cos* 6 + Bsen § cos § + C sen® ¢,
B = 2(C — A) sen 6 cos 6 + B(cos? § — sen? §),
C' = Asen*8 — Bsen § cos § + C cos? 4,

D' = Dcos 9+ Esené, (3)
E' = FEcos§ —Dsené,
F =F.

7

Ma4s aiin, si se selecciona el 4ngulo de rotacién 4 como lo especifica
el teorema 1 del Articulo 73, la ecuacién (2) toma la forma
AIII2+CIyIZ+D/zl+EIyI+F/-0‘ (4)

En el Artfculo 71 presentamos un resumen de la naturaleza del
lugar geométrico de la ecuacién (4). Por ejemplo, si 4’ o C’ son
iguales a cero, uno u otro, la ecuacién (4) representa una paribola
cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados
o constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o
coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningin lugar
geométrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de
expresién, que la ecuacién (4) representa una cénica género pardbola.
Para los demé4s casos se usarin términos semejantes al anterior segin
las siguientes definiciones :

DrrinicioNEs. 1. Si uno de los dos coeficientes A’ o C’ es
igual a cero, la ecuacién (4) representa una cénica género pardbola ,
es decir, uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del
Articulo 56.

2. 8i A’ y C’ son del mismo signo,; se dice que la ecuacién (4)
representa una cénica del género elipse, es decir, uno cualquiera de los
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62.

3. Si A’y C’ son de signo contrario, se dice que la ecuacién (4)
representa una cénica del género hipérbola, es decir, uno cualquiera
de los casos especificados en el teorema 4 del Artfculo 69.

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono-
métrica sen® § + cos? # = 1, podemos demostrar facilmente que

B’* — 44/C’ = B* — 4AC. (5)
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El lector debe notar particularmente que la relacién (5) es indepen-
diente de 6, el dngulo de rotacién. Como la cantidad B* — 44C no
cambia de valor para ninguna rotacién de los ejes coordenados, se
llama invariante y se dice que es tnvarianie por rotacion.

Cuando la ecuacién (1) es transformada en la ecuacién (4),
B!’ =0, yla relacién (5) se reduce a

B> —4AC = —44'C'. (6)

Si uno cualquiera de los coeficientes 4’ o C’ es igual a cero, la
ecuacién (4) y, por tanto, la (1), es del género parsbola. En este
caso, la relacién (6) muestra que B —4AC = 0.

Si A’ y C’ son del mismo signo, la ecuacién (4) y, en conse-
cuencia, la (1), es del género elipse. En este caso, la relacién (6)
muestra que B?* —44C < 0.

Si A’ y C'’ difieren en el signo, la ecuacién (4) y, en conse-
cuencia la (1), es del género hipérbola. En este caso, la relacién (6)
muestra que B* — 44C > 0.

Como la expresién B* — 4AC indica la naturaleza del lugar geo-
métrico de la ecuacién (1), llamaremos indicador * a este invariante.
Denotaremos el indicador por la letra mayiscula I, es decir,

I =B —-4AC.
Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente
teorema :
TeoREMA 3. La ecuacidn general de segundo grado ,

Ax' +Bxy + Cy’+ Dx+Ey + F =0,

representa una conica del género pardbola , elipse o hipérbola , segtin que
el indicador, I = B? — 4AC, sea cero, negalivo o positivo.
Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geométrico de la ecuacién
5x% 4 dxy + 2y? — 24x — 12y + 29 = 0. @)

Reducir la ecuacién a su forma candnica por transformacién de coordenadas.

Trazar ¢l lugar geométrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido

necesarios. :
Solucién. Para la ecuacién (7), el indicador es

I = B2~ 4AC =42—-4.5.2=—24,

Como I <0, laecuacién (7) es del género elipse.

* N DEL T. Muchos autores llaman discriminante a esta expresion,
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Para suprimir el término en xy, hacemos girar los ejes coordenados un angu-
lo 8 tal que

B 4 4
20 = = % _4
LRl wer el sur Rl S

De tg 20 podemos obtener cos 26 ya sea por medio de un tridngulo rectingulo o
por la relacién

1 1
cos 28 = = —
sec 24 \/tg’20+l

de donde,

1 3
0§ =—"—"7"-" =—5‘.

VE»HT+1

Obsérvese que por ser § agudo, 264 estd en el primero o en el segundo cuadrantes
en donde el coseno y la tangente de un angulo son del mismo signo. De este
valor de cos 26 podemos obtener los valores de sen 8 y cos 8 por medio de las
férmulas trigonométricas del angulo mitad (apéndice IC, 8). Asi,

\/l—cosle \/1~(3/s) 1
sen 8 = = = ——
2 2 24

\/l+c0520 \/14—(3/5) 2
cos § = = —_—.
2 2 V5

Las ecuaciones de transformacidn por rotacidn son entonces

|

Ixl — o

xﬂx’cose—y’aen0=x—_y',
V3
I+2

u=xsen0+gcosﬂ=— y'

V3

Sustituyendo estos valores de x ¥ y en la ecuacién (7), obtenemos

(*51)+ (”‘_")('“") (A7)
EPYY 2 ) 12 "+2")+29=0

1a cual, por simplificacién, toma la forma

6x2 + y7 — 12V 5% +29 = 0. (®

La ecuacién (8) puede simplificarse, bien por una traslacién de los ejes
X'’y Y’ o completando los cuadrados. El estudiante debe verificar el resul-
tado, que es la elipse (fig. 101)

bx"z 4 ¢ =1,
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En los problemas del tipo considerado en este articulo, la grifica
se construye, generalmente, a partir de la ecuacién més simple obte-
nida finalmente por transformacién de coordenadas. Se puede hacer
una comprobacién parcial de la exactitud de esta grafica comparando
sus intersecciones con los ejes originales, cuando existen dichas inter—

Fig. 101

secciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a
partir de la ecuacién original .

El teorema 3 del Articulo 52 establece que el orden en que se efec—
tden la traslacién y la rotacién no tiene importancia. Fué anotado,
sin embargo, en la nota 2 de este teorema que, si los términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotacién
de los ejes antes de la traslacién. En seguida demostraremos la
razén de esto. Si reemplazamos z y y en la ecuacién general (1) por
sus valores dados en las ecuaciones de transformacién para traslacién

s=a+h, y=y +k,
obtenemos
A@ +hry2+BE+hR(y+Ek)+Cy +k)?2+DE +h)
+EW+ k) +F=0,

la cual, por desarrollo y agrupacién de términos, toma la forma

Az* + Bzr'y' 4+ Cy'* + 2Ah + Bk + D) ' + (Bh + 2Ck + E)y’'
+ (Ah* + Bhk 4+ Ck*+ Dh+ Ek + F) = 0. (9)

Para eliminar los términos de primer grado de la ecuacién (9) basta
determinar los valores de h y k& que satisfacen a las ecuaciones

24h+Bk+ D=0, Bh+2Ck+E=0.
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Este sistema tiene una solucién tinica para h y &k, dada por la regla de
Cramer (Apéndice IB, 6), solamente si el determinante del sistema

24 B

= 4AC_ B 0.
B 20 *

Por tanto, sila ecuacién (1) es del género paribola, en donde
I=PRB—44C =0,

no podemos eliminar los términos de primer grado comenzando por una
traslacién. En general, por lo tanto, simplificaremos la ecuacién (1)
girando primero los ¢jes.

EJERCICIOS. Grupo 34

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y (2) del Articulo 74.

1. Demostrar que la cantidad B? — 4AC es invariante por rotacién, de-
mostrando que B/2 — 4A'C/ = B% — 4AC. (Relacién [5], Art. 74.)

2. Demostrar que la cantidad A 4+ C es invariante por rotacién, haciendo
verque A’ 4+ C' = A 4+ C. Sugestién. Usense la primera y tercera relaciones
de (3), Art. 74.

3. Si B 0 pero uno cualquiera de los coeficientes A o C es cero, o
ambos A y C son cero, demuéstrese que la ecuacién (1) es del género hi-
pérbola.

4. Si A y C difieren en el signo, demuéstrese que la ecuacién (1) es del
género hipérbola ya sea que B sea positivo, negativo o nulo.

5. Demostrar que la ecuacién (1) es del género paribola si los términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto.

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la cOnica que representa la
ecnacién dada, y reducir la ecuacién a su forma canénica por transformacién de
coordenadas. Trazar el lugar geométrico, cuando exista, y todos los sistemas
de ejes coordenados.

6, 4x? —24xy + 11y? 4+ 56x — 58y + 95 = 0.

7. 4x2 — 12xy + 92 -8V 3x — 14/ 13y + 117 = 0.
8. 3x% —d4xy — 4y? 4 16x + 16y — 12 = 0.

9, 5x?+2xy+10y2 —12x — 22y + 17 = 0.
10. x? 4+ 8xy + 16y2 —4x — 16y +7 = 0.

11, 12x2 4+ 12xy + 7y2 — 4x + 6y — 1 = 0.

12, 2x? —12xy + 1842 +x =3y~ 6=0.

13. 8x2 — 24 xy + 15y2 + 4y — 4 = 0.

14, 3x?—2xy+392+2V2x -6V 2Ig+2=0.
16, 4x2 — 20xy +25y2 +4x — 10y + 1 = 0.

16, x?+2xy+y?+2x—-2y—1=0,
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el método del Articulo 74.

18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el método del Articulo 74,

19. Elevando al cuadrado dos veces, eliminense los radicales de la ecuacién
x'% 4 y¥% = 1. Demostrar que el lugar geométrico de la ecuacidén resultante es
una paribola, y determinar qué porcidén de esta curva representa el lugar geomé-
trico de la ecuacién original.

20. Silos ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen
sea el punto (h, k), demostrar que la ecuacion general

F(x, y) =Ax?2 4+ Bxy+Cy?+ Dx+Ey+TF =0

se transforma en otra ecuacién cuyo término constante es igual a f(h, k).

75. Definicién general de cénica. Veamos ahora una definicién
geométrica de cénica que incluye a la pardbola, la elipse y la hi-
pérbola.

DerFiNicién. Dada una recta fija I y un punto fijo F no conte—
nido en esa recta, se llama cdnica al lugar geométrico de un punto P
que se mueve en el plano de I y F

Y de tal manera que la razén de su

| distancia de F a su distancia de !
es siempre igual a una constante
positiva.

La recta fija [ se llama directriz,
el punto fijo I, foco, y la constan—
te positiva, a la que designaremos
por e, excentricidad de la cénica.
Cuando ¢ = 1, la definicién ante—

»x rioresla de la pardbola (Art. 54).

F(p,0) Sin ninguna pérdida de genera~
lidad, podemos tomar el eje ¥

Fig. 102 como directriz del punto F(p, 0),

p # 0, como foco (fig. 102). Sea
P(z, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Desde P tracemcs
el segmento PA perpendicular al eje Y. Entonces, por la definicién
anterior, el punto P debe satisfacer la condicién geométrica

|PA|

3

e, (1)

lo cual puede expresarse analfticamente por la ecuacién

VEz—p)Q+y _
| 2|
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Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacién, quitando
denominadores y trasponiendo, resulta

l—e)z*—2pz+y*+p*=0. (2)

Podemos demostrar, reciprocamente, gue cualquier punto cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacién (2) es un punto que satisface la
condicién geométrica (1) y, por tanto. estd sobre el lugar geomé-
trico. De acuerdo con esto, la ecuacién (2) es la ecuacién buscada .

Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que
el lugar geométrico de la ecuacién (2) es una cénica, pero su natura-
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e. Hay
entonces dos casos generales por considerar: 1. e=1; II. e#=1.

I. e=1. En estecaso, la ecuacién (2) toma la forma

—2pz+yt +p*=0.

Esta ecuacién puede escribirse

¢=%{z—%),

que representa una pardbola cuyo vértice es el punto (% ) 0) ¥y cuyo

eje coincide con el eje X.
II. e=1. En este caso, 1 —e* 0. Dividiendo la ecuacién
(2) por 1 — €*, obtenemos

. 2p ¥y P’
s vkl e g

Completando el cuadrado en z, podemos reducir esta ecuacién a la
segunda forma ordinaria de la ecuacién de una cénica central

2
P
z—
(-122) .
it L (3)
(1—e?)2 1—e¢?

El que la ecuacién (3) represente una elipse o una hipérbola depende
del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos :

a) e<1; b) e>1.

a) e<1. En este caso, 1 — ¢ <0,y ambos denominadores
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tanto, el lugar

_‘—d
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geométrico de la ecuacién (3) es una elipse. Vamos ahora a demos-
trar que el valor de e dado por la ecuacién (3) es idéntico al valor

previamente definido de % (Art. 61).

En efecto: Por ser

pi eZ Ze2
Cefmeyr Y Vi
tenemos :
o gt b ple? ple’

Q—e)t 1 —¢
pe? prer(l — &) piet

Ta=—arT Q—e) Q-

Entonces
i2= pie4 -(1—82)2_62
a? (1 —e’)’ pte? ’

4
de donde , 2 = ¢ Quees lo que se queria demostrar.

b) e>1. En este caso, 1 —e? < 0. Por tanto, con el fin de
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuacién (3) en

la forma
2
4
(x—'l - e’) .y

TP e et
(1 —e¢?)? e —1

Ewvidentemente, el lugar geométrico de la ecuacién (4) es una hipér-
bola. Anédlogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar
que el valor de e dado por la ecuacién (3) es idéntico con su valor

previamente definido de -;4 (Art. 65).

Podemos ahora establecer el siguiente teorema :

TeoREMA 4. Una cénica es una pardbola , una elipse o una hipér-
bola, segan que su excentrictdad sea igual a, menor que, o mayor que la
unidad.

NOTA. El lector debe observar el paralelismo entre los valores del indicador
I = B? — 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en
el siguiente cuadro.
PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA
Indicador I = B% — 4AC I=0 I<0 1>0

Excentricidad e e=1 e<l e> 1
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Ejemplo 1. Deaterminar la ecuacién de la cénica que tiene por foco el punto
F(—~1, —12), directrizlarecta !l : x —y + 1 =0 y excentricidad e = 15 .

Solucién. Por la definicién general, el lugar geométrico es una elipse, y
su ecuacion puede obtenerse a partir de la relacion

Vi +FND2+(y+2)2 _ 1
Ix—y+1] 2
V2
Si elevamos al cuwadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos
términos, obtenemos la ecuacién buscada,

7x2 4+ 2xy 4+ 7y* 4+ 14x + 34y +39=0.

Esta ecuacién representa laelipse de la figura 103.

A

/

4

Fig. 103

La determinacién de la ecuacién de la directriz de una pardbola ya
ha sido considerada en el Capitulo VI. Ahora determinaremos las
ecuaciones de las directrices de las cénicas centrales. Estas cénicas
tienen cada una dos focos y, por tanto, dos directrices, correspon—
diendo una a cada foco.

De la simetria de las cdnicas, se s'lgue, por la ecuacién (2), que
el eje focal es perpendicular a la direetriz. Por tanto, si tomamos la
ecuacién de la elipse en su forma candnica ,

= z 1{)—2 =1, (5)
las ecuaciones de sus directrices son de las formas x =k y z=1,
correspondiendo a los focos (¢, 0) y (— ¢, 0), respectivamente, tal
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como se indica en la figura 104. Para el foco (¢, 0) y su directriz
correspondiente = k, tenemos, de la definicién general de las c6-
nicas,

Viz—-c) +y*

Tz — k]| =e. (6)

Se deja al lector, como ejércicio , la demostracién de que la ecuacién
(6) se reduce a la forma ordinaria

etk —c
( + l—ez) y:

e k—c) ek —c)
(1—e)t 1 ¢

=1. (N

Como las ecuaciones (5) y (7) representan un mismo lugar geomé-
trico, una elipse cuyo centro
Y estd en el origen, de la ecuacién

x=1 z=k (7) se sigue que

/—\ ek—c=0,

R 0 d

) =~ x  de donde,
F=C=06_0

et e e
Fig 104 Por tanto, para el foco (c, 0),
de la elipse (5}, la ecuacién de
ia directriz es z=%. Andlogamente, para el foco (— ¢, 0) y la
directriz correspondiente x =1, hallamos z = — -(:—.

Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hipér-
bola, b*z* — a?y? = a*b?, que sus focos (c, 0) y (—c¢, 0) tienen
por directrices correspondientes a las rectas cuyas ecuaciones son, res—

. a a
pectivamente, ¢ = - Yy z=- -
Los resultados precedentes esidn comprendidos en el siguiente

TeoremA 5. Para la elipse b*x* + a’y? = a’b? y la hipérbola
b*x? —aly? = a’b?, cada una de excentricidad e, los focos (ae, 0)
y (—ae, 0) tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas

. a a .
ecuaciones son X =-- Y X = — =, respectivamente.
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BEjemplo 2. Hallar las coordenadas de los focos y las ecuaciones de las direc-
trices correspondientes de 1a hipérbola 3x2 — y2 = 12.
Solucién. E:cribiendo la ecuacién en la forma ordinaria,

2 2
X _ ¥ =,
4 12
vemos que a? = 4 y b2 = 12, Por tanto, ¢? = g% 4+ b? = 16, y la excentrici-
dad e = £ = % = 2. Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuacién de la
a

Y

(—4,0) (3,0)

x=-11z=1
Fig. 105
directtiz correspondiente al foco (4, 0) es x =&, o sea, x =1, y la ecua-
e

¢ién de la directriz correspondiente al otro foco (— 4, 0) es x = — &, o sea,
e

x = — 1 (fig. 105).

EJERCICIOS. Grupo 35

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuacién de 1a cénica respectiva a
partir de los datos dados.

1. Foco (0, 0); directriz: x +2y +2 =0; excentricidad = 1.

|

2. Foco (1, —2); directriz: x — 2y = 0; excentricidad = T

3. Foco (— 1, —1); directriz: 4x 4+ 3y = 12; excentricidad = 5.
4. Foco (3, 3); directriz: x + 3y = 3; excentricidad = 2. _
V10

6. Foco (1, —3): directriz: 3x +y — 3 = 0; excentricidad = T‘

Lehmann. — 16,
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuma-
¢ién (2) es un punto que satisface la condicién geométrica (1) del Articulo 75.

7. Hallar las coordenadas del vértice de la pardbola del ejercicio 1.

8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo |, Articulo 75.

9. Demostrar que la ecnacién (7) del Articulo 75 se deduce de la ecnacién
(6) del mismo articulo.

10. En laecuacién (7) del Articulo 75, demostrar que si & = £ ¢l deno-
e

2(h — )2 2(h —

minador k= )? es igual a a? y el denominador Mes igual a b2.
(1 —e2)2 1 — e?

11. Demostrar que el punto (— age, 0) y larecta x = — % son un foco y

e
una directriz correspondientes de la elipse b2x? 4 a2y? = a2 b2.

En cada uno de los ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de los focos y las
ecuaciones de las directrices correspondientes de la cdnica cuya ecuacién se da.
Dibujar una figura para cada ejercicio.

12, 5x2 4 9y2 = 45, 14, 5x2 4 y2 =35,
18, 16x2 — 9y? = 144, 16. 2y? —-7x2 = 14.
16. 9x? 4+ 25y? — 18x — 50y — 191 = 0.

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hipérbola.

18. Por medio del teorema 5, Articulo 75, resolver el ejercicio 20 del gru-
po 27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65.

19. Para la elipse a?x? 4 b2y? = a2b2, demostrar el teorema correspon-
diente al teorema 5 del Articulo 75.

20, Para la hipérbola a3x? — b3y2 = g2H2, demostrar el teorema corres-
pondiente al teorema 5 del Articulo 75.

76. Tangente a la cénica general. La determinacién de las ecua-
ciones de las tangentes a las cdnicas se facilita considerablemente por
el uso de la ecuacién de la tangente a la cénica general ,

Az* 4+ Bzy+ Cy*+ Dz +Ey+F =0,

en un punto de contacto dado, tal como lo establece el teorema 6.
La demostracién de este teorema se apoya en la aplicacién de la condi-
cion para tangencia (Art. 44) y, por tanto, se deja al estudiante
€Omo ejercicio .

TrorREMA 6. La ecuacién de la tangente a la conica general
Ax2+4+Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+ F =0, (1)

en cualquier punio de contacto dado P1{x1, yi), es

Axix + %(x:y+y1x)+0y1y+g (x+x)+ %(y+y1)+F =0. (2)
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NoTAS. 1. Si las variables en la ecuaciéon (1) se escriben en la forma:

x? = xx, xﬁg,y L‘%‘_x,y=$,

=yy, x=
y el subindice | es colocado a una variable en cada término, se obtiene inmedia-
tamente 1z ecuacién (2). Este método para recordar la ecuacién de la tangente
es muy uril, pero el estudiante debe observar que, segin todo lo demostrado, se
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado con dos variables.

2. El teorema 6 puede usarse aiin cuando no se conozca el punto de contacto.
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
(4, 1) ala cénica

2x2 —xy+y? 4+ x—-3y+2=0. (3)

Solucidn. Sean (x1, y:i) las coordenadas de uno de los dos puntos de con-
tacto. Entonces, por la nota | del teorema 6 anterior, la ecuacién de la tan-
gente en este punto de contacto es

xix— WV laytyix)+yiy+ Y (c+x) - ¥y +y)+2=0. (4

Como el punto (4, 1) debe estar sobre esta tangente, sus coordenadas deben
satisfacer esta Gltima ecuacién, y tenemos

8xi— Vi (xai+4dyd+u+ YV @+x)-%0+y)+2=0,
la cual se simplifica y se reduce a
16x; - 5y1+5=0. 5)

Las coordenadas (x;, y:) del punto de contacto satisfacen la ecuacién (3),
y tenemos

2x2 -1ty +x1 -3y +2=0. 6)

Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son x; =0, y, =1, y
40 _ 241 40 241
[TERGENTE] 13’ n3)
Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cada punto de con-
tacto, o también sustituyendo las coordenadas de cada uno de los puntos de
contacto en la ecuacion (4). Por cualquiera de los dos métodos obtenemos
y—1=0y 32x 4+ 103y — 231 = 0 para las ecuaciones buscadas.
El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo.

X, = . Por tanto, los puntos de contacto son (0, 1) y (

77. Sistemas de conicas. En la ecuacién general de las cénicas,
Az*+ Bry+Cy*+ Dx -+ Ey+ F=0, (1)

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que, sin embar-
go, no son independientes, porque uno cuando menos de los tres
coeficientes A, B y C es diferente de cero, y, si dividimos la ecua-—
cién (1) por uno de estos coeficientes diferentes de cero vemos que
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o parimetros independien—
tes. Portanto, la ecuacién de una cénica estd perfectamente deter-
minada por cinco condiciones independientes, como méximo. Por
ejemplo, una conica esid determinada si se conocen las coordenadas
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una pardbola, sin embargo,
sélo se requieren cuatro condiciones, pues en este caso los coeficientes
de la ecuacién (1) satisfacen ia relacion B? —4AC = 0, Para deter-
minar la ecuacién de una e¢6nica que pasa por un grupo de cinco puntos
dados, basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en
la ecuacién (1) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones,
para cinco cualesquicra de los coeficientes, en términos del sexto eoefi-
ciente, siempre que este tiltimo coeficiente sea diferente de cero.

Si una ecuacién algebraica de segundo grado con dos variables con-
tiene una o mds constantes arbitrarias o parimetros independientes,
representa , en general , una familia o sistema de cénicas. Hemos dis-
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas
de circunferencias {(Art. 42); por tanto, los principios bésicos de los
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, la

ecuacién
22 —2zy+ky*+2x—y+1=0 (2)

representa una familia de curvas de un pardmetro. La ecuacién de
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o
determinando un valor particular para k. Asi, la ecuacién (2) repre-
senta una pardbola si k = 1, elipses si k > 1 e hipérbolas si k < 1.

Una familia de cénicas interesante es el sistema formado por las
cénicas que pasan por las intersecciones de dos cénicas dadas. Siu y v
son las funciones de segundo grado en las dos variables z y y, enton-
ces las dos cénicas dadas pueden representarse por las ecuaciones

u=20, (3)
v=0. (4)

Si las cénicas (3) y (4) se cortan, las coordenadas de cualquiera de
los puntos de interseccién satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) y,
por tanto, satisfacen también a la ecuacién

utkv=0 (5)

para todos los valores del parimetro & (ver el Articulo 42). En con-
secuencia , la ecuacién (5) representa una familia de curvas que pasan
por las intersecciones de las cénicas (3) y (4). Como k es una cons-
tante, el grado de la ecuacién (5) no puede ser mayor que 2, y, en
general , la ecuacién representard, por lo tanto, un sistema de cénicas.
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Pero, para algin valor de k, el elemento correspondiente de la tami-
lia (5) puede ser una recta; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar
el eje radical (Art. 43).

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por el punto (2, — 1)
y los puntos de interseccién de las cénicas x2 4+ 2xy —2¢? +2x+y+1 =9y
2x -+ xy+u?—9x+3y—-—4=0.

Solucién., La ecuacién de la familia de curvas que pasan por los puntos de
interseccién de las cdnicas dadas son

x3 4+ 2xy =202+ 24 y+ 1+ Q22+ xy+ y* ~S5x+3y—4)=0. (6)

Si una de las curvas de la familia (6) pasa porel punto (2, — 1), las coorde-
nadas de ese punto deben satisfacer 1a ecuacidén (6), y tenemos

4—-4~244-14+14+4r@B-24+1—-10-3-4)=0,

de donde, 2+ A(—10)=0 y k = 1. Sustituyendo este valor de k-en (6),
obtenemos
7x2 4+ llxy =93 +5x+8 +1=10

como ecuacién de la cénica buscada.
El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo.

Consideraremos ahora el caso importante de las cénicas homofocales ,
es decir, aquellas que tienen el mismo foco. Un sistema tal, para
cénicas centrales, se representa convenientemente por la ecuacién

zz 2

¥ _
a* +k TR
en donde k es el pardmetro. En la discusién que sigue, -considerare~
mos a > b. Evidentemente, k& no puede tomar ninguno de los valo-
res —a® o — b o cualquier otro valor menor que — a?.
Para todos los valores de k > — b?, la ecuacién (7) representa
elipses. Para cada elipse, la distancia del centro a uno de sus focos
estd dada por

c=V{(@+k)—@*+Fk) =+ at —b2,

1, (7

Como ¢ es una constante independiente del valor de &k, todas las
olipses tienen los mismos focos (d= Va -, 0).

Para todos los valores de & tales que — a® < k< —b?, la ecua-
<cién (7) representa hipérbolas. En este caso, el primer denominador
en-el primer miembro de (7) es positivo y el segundo denominador es
negativo ; por tanto, la ecuacién puede escribirse en la forma

2 .y

ey < pay Skl
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Entonces, para cada hipérbola, la distancia del centro a uno de sus
focos estd dada por

c=V(@+ik)+(—=B—"F) =V a —b.

Luego todas las hipérbolas tienen los mismos focos, y estos focos son
idénticos a los de las elipses. Hemos demostrado entonces que, para
todos los valores admisibles de % la ecuacién (7) representa un sistema
de elipses e hipérbolas homofocales. En la figura 106 aparecen varios
elementos de este sistema , siendo los focos los puntos F y F’/. Como
todas estas ednicas ticnen un eje focal comidn y un eje normal co—
min, se dice que son coaziales.

Sea Pi1(x1, y1) un punto cual-
quiera no eontenido en ninguno de
los ejes coordenados. Si una cé—
nica del sistema (7) pasa por P,
sus coordenadas (z1, 71 ) deben
satisfacer a la ecuacién (7), y
tenemos

que puede escribirse en la forma
K+ (a2 + b — 25 — a2k + a?b?
— b —a’p?=0. (8)

‘ Para a > b, puede demostrarse
que las rafces de esta ecuacién cuadritica en k son reales y desiguales,
estando comprendida una entre — a? y — b?, y siendo la otra mayor
que — b?. (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente.) Pero
para la primera raiz el sistema (7) produce una hipérbola, y para la
segunda rajz , una elipse. Por tanto, tenemos el siguiente resultado :

Por un punto cﬂalquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados ,
pasan una hipérbola y una elipse del sistema (7) de cénicas homofocales.

Tracemos los radios vectores de Pi; son los inismos para ambas,
la hipérbola .y la elipse, ya que estas cénicas son homofocales. Sea
P1T la bisectriz del 4ngulo FP,F’ formado por los radios vectores
de P1. Entonces, por el teorema 6 del Articulo 63, Pi1T .es normal a
lu elipse en Pi. y por el teorcma 7 del Artfeulo 70, .P: T es tangente
&« la hipérbola en P;. Por tanto, la elipse y la hipérbola se cortan
ortogonalmentc en P,. Como P; representa un punto cualquiera no
contenido en un eje coordenado , tenemos.el siguiente resultado :
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La familia de elipses y la familia de hipérbolas del sistema (7) de
conicas homofocales son trayeclorias orfogonales entre sf.

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de c6nicas cen—
trales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia auto-
ortogonal de pardbolas es el sistema de dichas curvas que tienen un
foco comin y un eje comin. Tal sistema puede representarse conve-
nientemente por la ecuacién

y'=4k(z+ k), (9)

en la que el pardmetro  puede tomar todos los valores reales excepto
cero. Las pardbolas del sistema (9) tienen un foco comin en el origen,
vy el eje X como eje comin ; se abren hacia la derecha o hacia la
izquierda seglin que k>0 o k < 0. Las pardbolas que se abren en di-
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver los ejercicios 28-30
del grupo 36 siguiente. )

EJERCICIOS. Grupo 36

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76,
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar las ecuaciones de 1a tangente y de 1a normal a 13 ¢énici
x? =2xy+y?4+d4x —y—-3=0

en el punto (1, 2).
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a 1a ¢énica

x? ~xy+y*+2x-2y—~1m=9,
de pendiente 3.
3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la ¢6nica

x3—2xy+y?+2x—-6=0,

trazadas porel punto (— 3, — 7).

4. Parael punto (1, 1) delacdénica x? + 2xy 4+ y? +2x — 6y = (. hallar
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente,
normal, subtangente y subnormal.

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c¢6nica 3xy —2x+y -1 =10
que son perpendiculares a la recta 2x — 2y + 7 = 0. , )

6. Hallar el ingulo agudo de interseccién delarecta2x —y— 1 =0y la
¢dnica x? — 4xy + 4y? 4+ 2y — 2x — 1 = 0 en cada uno de sus puntos de intcr-
seccidn. '

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 7

8. Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45),
teorema 4, Articulo 57; teorema 4, Articulo 63, y teorema 5, Articulo 70,
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Articulo 76. '
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9. Hallar la ecuacién de la tangente a Ja circunferencia
x4+ y*+Dx+Ey+F=0

en el punto de contacto P, (x1, yi1).

10. Por tres métodos diferentes, hallar la ecuacién de la tangente a la
circunferencia x? + y? — 4x — 6y — 12 = 0 en el punto (5, 7).

11. Suponiendo que & es una constante diferente de cero, demostrar que el
tridngulo formado por los ejes coordenados y cualquier tangente a la hipérbola
equilitera xy = k tiene un drea constante. (Ver el ejercicio 20 del grupo 33,
Articulo 70.)

12, Sia es una constante diferente de cero, demostrar que la suma .lgebrai-
ca de los segmentos que una tangente cualquiera a la ¢c6nica

= 2xy+y?—2ax —2ay+ a2 =0

determina sobre los ejes coordenados es igual a a.
13. La ecuacién de una familia de cénicas es

3+ xy—y*+ax+by+5=0,

Hallar 1a ecuacién del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (1, 2)

7 26
Y (‘ 3 T)'
14, Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por los cinco puntos (= 1, 6),
2.5, 34, &y (=54.
15, Hallarlaecuacién de la paribola que pasa por los cuatro puntos (1, 0),

(5 -3 )Y

18. Hallar la ecuacién de la c¢énica que pasa por los cinco puntos (1, 1),
1 5
O - =) , 2, = 1.
@ 0. (-5 3) @Oy @ -D

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados, tricense cinco elementos de
la familia de c6nicas representada por la ecuacién (2) del Articaulo 77, asignan-
do al parimetro % los valores — 1, 0, 1, 2, 3.

18. Hallar la ecuacién de la ¢énica que pasa por el punto (— 2, 3) y por
las intersecciones de las c6nicas

3+ 2xy+y?—2x+3y+1 =0y Ixy+2x—y—2=0.

19, Hallar 1a ecuacién de la cdnica que pasa por el punto (4, — 2) y por
las intersecciones de las conicas

xt+xy+yi+x~-3y—1=0y 2xT—xy—2x+y =

20. Escribir la ecuacién de la familia de curvas que pasan por las intersec-
ciones de la circunferencia 2x2 + 2y? = 5 y la elipse x3 4 3y2 = 5. Demostrar
que, cuando el parimetro es igual a — 1, el elemento de esta familia consiste en
dos rectas que se cortan.

21. Hallar las ecuaciones de las paribolas que pasan por las intersecciones
de las cénicas #x? 4+ 4?2 — 23 =0y xy +3x 45y +3 =0. Sugestidn. Cal-
ciilese €l valor d2l parimetro usando la rela¢ién B? — 4AC = 0.

22. Hallar {as ecuaciones de las paribolas que pasan por las intersecciones de
las cdnicas 2xy +2¢* 4+ 3x —g— 1 =0y 23 —xy+ 292+ x+y—-3=90




ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 233

23, Demostrar que las raices de la ecuacién (8), Articulo 77, son reales y
desiguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la
cantidad positiva

(a? — b2 — %12 + y1®) 2 + 4x 2y

24. Demostrar que una raiz de la ecuacién (8), Articulo 77, esti cocmpren-
dida entre — g2 y — b? demostrando que el primer miembro de la ecuacién es
igual a la cantidad positiva (a2 — b%)x1%, a > b, X1 0, para k = — a2, ¥
que es igual a la cantidad negativa (b2 —a®)y1” @ > b, y1 50, para k igual
a — b2,

25. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva 7,
entonces, para R = — b2+, el primer miembro de laecuacién (8), Articulo?77,
tiene un valor positivo y, por tanto, que en vista del ejercicic 24, la ecuacién
(8) tiene una raiz comprendida entre — b% y — b2 + i,

26. Discutir el sistema de c¢énicas representado por la ecuacién

_L -_y,__...=1
SrE TSIk

Utilizando los mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sis-
tema correspondientes a los valoresde Rk =0, 7, 16, — 8, — 7, —6.

27. Hallar las ecuaciones de las dos cénicas del sistema del ejercicio 26 que
pasan por el punto (2, 3).

28, Discutir el sistema representado por la ecuacién (9) del Articulo 77.
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sistema
correspondientes a los valoresde k=1, 2, 3, —1, —2, —3.

29. Demostrar que por cualquier punto no contenido en el eje X, pasan
precisamente dos parabolas del sistema (9) del Articulo 77, abriéndose una de
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda.

30. Demostrar que la familia de paribolas homofocales y coaxiales del sis-
tema (9) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Sugestion. Usese el teorema 7,
Articulo 59.

78. Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de
secciones ednicas con que se designa a la pardbola, clipse e hipérbola
tienen su-origen en el hecho de que estas eurvas se obtuvieron por pri-
mera vez como secciones planas de un cono circular recto.

Consideremos un cono circular recto de vértice V', cortado por un
plano m que no pase por V, tal como se indica en la figura 107.
Sean S y S’ dos esferas inscritas en el cono y tangentes a & en los
puntos F y F'/, respectivamente. Sean mi y xz los planos respecti--
vos de los circulos de contacto de las esferas S y S’ y el cono; estos
planos son perpendiculares al eje del cono. Scan [ y 7, respectiva-
mente , las intersecciones de & con m y m2. Vameos a demostrar
que C, curva de interseccién de w y el cono, es una seccién cénica
que tiene a F y F’ por focos y a 1y l’, respectivamente, como
directrices correspondientes .
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Sea P un puuto cualquiera de C. Tracemos PA, perpendicular
a l, y la generatriz VP del cono que toca a los circulos de contacto
de Sy 8’ en los puntos B y B’, respectivamente. Como PF y
PB son tangentes a S, tenemos

|PB| = | PF]|. (1)

Sea a el dngulo formado por n y m. Este es también el 4ngulo
que forma el plano mi y la recta PA y el mismo dngulo formado
por m1 y la recta trazads desde cualquier punto de C perpendicular

Fig. 107

a . Por P tracemos una perpendicular PN a mi. Tracemos tam-~
bién el segmento AN en m . Esto nos da el tridngulo rectdngulo PAN
indicado en la seccién vertical de la derecha en la figura 107. Por
tanto, ‘
Iﬁ[:[m]sena. (2)

Sea 8 el dngulo formado por w1 y cualquier generatriz del cono.
Este dngulo es. constante para un cono circular recto dado. Tracemos
¢l segmento BN en mi. Esto nos da el tridngulo rectdngulo PNB
indicado en la seccién vertical de la izquierda de la figura 107. Por
tanto , . ) =
|PN|=|PBlsenB. x (3)
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De (1), (2) y (3), tenemos

|PF| _ sena

|Eﬂ—senﬁ' (4)

Para cada plano secante n, el 4ngulo a es constante; también el
angulo B, como acabamos de ver, es constante. Por tanto, el segundo
miembro de (4) es una constante positiva que puede designarse por e,
de manera que

Pero esta relacién es, precisamente, la condicién geométrica (1) del
Articulo 75 de la definicién general de cénica. Por tanto, C' es una

[y &

(a) Paribola (b) Elipse (¢) Hipérbola

Fig. 108
cénica que tiene el foco F y la directriz correspondiente !. Anfloga-—
mente, podemos demostrar que F/ y I’/ son, respectivamente, un
foco y una directriz correspondientes de C.

El 4ngulo B es una constante para un cono dado, pero el dngulo a
varia a medida que el plano secante 1 toma diferentes posiciones.
Si a =0, la ecuacién (4) muestra que ¢ =1, y la seccién es una
pardbola ; en este caso, el plano m es paralelo a una generatriz del
cono y, por tanto, corta solamente una hoja de la superficie cénica ,
como se indica en la figura 108 (a). Si a < f§, la ecuacién (4) indica
que e < 1, y la seccidn es una elipse ; en este caso, el plano n corta
todas lus gencratrices de la superficic del cono, como se ve en la figu-
ra, 108 (b). In particular, si a = 0, el plano & es perpendicular al
cje del cono, y la seccién es una circunferencia. Finalmente, si o > (3,
la ccuacidn (4) indica que e > 1, y la seccién es una hipérbola ; en




236 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

este caso, el plano n corta a las dos hojas o ramas de la superficie
cénica, como se ve en Ja figura 108 ().

Podemos anotar aqui también algunos de los casos limite de las
secciones cénicas. Asi, consideremos el caso en que el plano secante x
pasa por el vértice V del cono. Si a < f, el plano &n no corta a nin-
guna generatriz del cono, y tenemos un solo punto, el vértice V.
Si a =3, el plano n cs tangente a la superficic a lo largo de una
generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > f, ¢l plano
pasa por dos generatrices distintas del cono, y lenemos como seccién
un par de rectas que se cortan en cl vértice,



CAPITULO X
COORDENADAS POLARES

79. Introduccidn. Hasta este punto, en nuestro estudio de pro-
piedades geométricas por métodos analiticos, hernos utilizado un solo
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introducir y emplear otro sis—
tema conocido como sistema de coordenadas polares. En vista de la
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu—
lares, el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro
sistema. Pero veremos, sin embargo, que para ciertas curvas y tipos
de lugares geométricos el uso de coordenadas polares presenta algunas
ventajas sobre las coordenadas rectangulares.

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio de un sistema de
coordenadas en un plano, es posible
localizar cualquier punto del plano.

En el sistema rectangular esto se efec- X :

tda refiriendo el punto a dos rectas pP(r,0)
fijas perpendiculares llamadas ejes de 7

coordenadas (Art. 4). En el sistema ' 0

polar, un punto se localiza especifi- 0 A

cando su posicién relativa con respecto
a una recta fija y a un punto fijo de esa
recta. La recta fija se llama eje polar;
el punto fijo se llama polo. Sea (figu— p'(—r g)
ra 109) la recta horizontal OA el eje

polar y el punto O el polo. Sea P un Fig. 109

punto cualquiera en el plano coorde-

nado. Tracemos el segmento OP y designemos su longitud por r.
Llamemos 6 al d4ngulo AOP. Evidentemente, la posicién del pun-
to P con relacién al eje polar y al polo es determinada cuando se
conocen r y 6. Estas dos cantidades se llaman las coordenadas polares
del punto P; en particular, r se llama radio vecior y 6 dngulo polar,

-7
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dngulo vectorial o argumenio de P. Las coordenadas polares de un
punto se indican dentro de un paréntesis, escribiéndose primero el
radio vector. Asfi, las coordenadas de P se esceriben (r, #). La lineca
recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se llama el
gje a 90° .

El 4ngulo polar § se mide como en Trigonometria considerando el
eje polar ecomo lado inicial y el radio vector como lado final del d4ngulo
(Apéndice IC, 1), es decir, partiendo del eje polar hacia el radio
vector ; se considera positivo o negativo segin que el sentido seguido
sea opuesto al de las manecillas de un reloj o el mismo. Algunos auto-
res, siguiendo los convenios hechos en Trigonometria , consideran que
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto-
res, en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos los
valores reales. Nosotros seguiremos este dltimo convenio. Segtin esto,
si un punto tiene un radio vector negativo, se mide primero el 4ngulo
polar de la manera ordinaria, y después se toma el radio vector en la
prolongacién del lado final. Asf, un punto P’, de coordenadas
(—r, 8), selocaliza como se indica en la figura 109.

Es evidente que un par de coorderadas polares (r, #) determina
uno y solamente un punto en el plano coordenado. El reciproco, en
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las
coordenadas (r, 6) estd también determinada por cualquiera de los
pares de coordenadas representadas por (r, § + 2xn), en donde =
estd dado en radianes y n es un entero cualquiera. El punto P puede
determinarse también por cualquiera de los pares de coordenadas
representados por (—r, § + nn), en donde n es un entero impar
cualquiera. Mientras el sistema rectangular establece una correspon-—
dencia biunivoca entre cada punto del plano y un par de ndmeros
reales, esta correspondencia no es tnica en el sistema polar, porque
un punto puede estar representado por uno cualquiera de un ndmero
infinito de pares de coordenadas polares. Es esta carencia de recipro-
cidad dnica en el sistema polar la que nos conduce, en algunos casos,
a resultados que difieren de los obtenidos en el sistema rectangular.

Para la mayor parte de nuestros propdsitos, un par de coordenadas
polares es suficiente para cualquier punto en el plano. Como nuestra
capacidad de seleccidn en este respecto es ilimitada, convendremos, a
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de
un punto particular como positivo y su dngulo polar # comprendido
entre cero y el dngulo positivo mds pequefio menor que 360°, de
manera que la variacién de los valores de ¢ estd dada por

0° <6 < 360°.
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del
punto.

El 4ngulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el
lector debe observar que los 4ngulos expresados en radianes vienen
dados por ndmeros abstractos (Apéndice 1C; 4). Asi, un 4ngulo
T
2
nifica 2 radianes, que equivalen a 114° 35,5 (aproximadamente).

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente
usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe-

polar de %signiﬁca radianes, o sea, 90°; el 4ngulo polar 2 sig-

Fig. 110

rencias concéntricas y rectas concurrentes. Las circunferencias tienen
su ecentro comutn en el polo, y sus radios son multiplos enteros del
radio més pequefio tomado como unidad de medida. Todas las rectas
pasan por el polo, y los angulos formados por cada par de rectas
consecutivas son iguales. Un ejemplo de este papel est4 representado
en-la figura 110 en donde se han trazado los puntos

P1(4,—’é—), P:(6, 2), Pi(—7.75°) y P (5, %

Las coordenadas del polo O pueden representarse por (0, 6), en
donde 6 es un 4ngulo cualquiera.

81. Paso*de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las

coordenadas rectangulares (z, y) de cualquier punto de un plano

implican solamente dos variables, £ y y. Por tanto, la ecuacién de

-~ -
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cualquier lugar geométrico en un sistema de coordenadas rectangulares
en un plano, contiene una o ambas de estas variables, pero no otras.
Por esto es apropiado llamar a una ecuacién de esta clase la ecuacion
rectangular del lugar geométrico.

Las coordenadas polares (r, 4) de cualquier punto de un plano
implican solamente dos variables, r y 6, de manera que la ecuacién
de cualquier lugar geométrico en el plano coordenado polar contiene
una o ambas variables, pero no otras. Tal ecuacién se llama, de
acuerdo con esto, la ecuacién polar del lugar geométrico. Asi, la

ecuacién § = —I— y r =4 cos § son las ecuaciones polares de dos luga-

res geométricos planos.

Para un lugar geométrico determinado, conviene, frecuentemente,
saber transformar la ecuacién polar en la ecuacién rectangular, y
’ recfprocamente. Para efectuar tal
Y transformacién debemos conocer las
relaciones que existen entre las co-
ordenadas rectangulares y las coor-
/’ \ denadas polares de cualquier punto
o z : - X, A del lugar geométrico. Se obtienen
g\ y relaciones particularmente simples
r cuando €] polo y el eje polar del sis-~
P tema polar se hacen coincidir, res—
pectivamente, con el origen y la
Fig. 111 parte positiva del eje X del sistema
rectangular, tal como se indica en
la figura 111. Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas
rectangulares (z, ¥) y por coordenadas polares (r, §), Entonces,

de la figura 111, se deducen inmediatamente las relaciones

rT=rcoséd, (1)
y=rsené, (2)
4yt =17, (3)
- ¥
0—arctgx, (4)
r==+ 22 + ¢, (5)
Y
sen 8 =' = Ve (6)
cos 8§ = L (7)

*+ ———
\/$2+y2
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Consideremos primero el paso de una ecuacién rectangular a su
forma polar. La ecuacién dada contiene como miximo las dos varia—
bles z y y. Por tanto, si sustituimos la z y la y por sus valores
dados por las ecuaciones (1) y (2), respectivamente, obtenemos la
ecuacién polar directamente, aunque no siempre en su forma més
simple. La ecuacién (3) puede usarse algunas veces ventajosamente
en esta transformacién .

Veamos ahora la transformacién de una ecuacién polar a su forma
rectangular. La ecuacién dada contiene como m#ximo las dos varia—
bles 7y . Podemos usar, ademds de las férmulas (1), (2) y (3),
las relaciones (4) y (5) que expresan a § y a r, respectivamente,
en funcién de z y y. También, sila ecuacién polar contiene algunas
funciones trigonométricas de § , podemos expresar primero tales fun-
ciones en funcién de sen 8§ y cos 6§, y entonces usar la férmulas
(6) y (7). _

Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el teorema
siguiente :

TrorEMA 1. 8t el polo y el eje polar del sistema de coordenadas
polares coinciden, respectivamente, con el origen y la parte postliva del
eje X de un sistema de coordenadas rectangulares, el paso de uno a otro
de estos dos ststemas puede efectuarse por medio de las siguientes férmu-
las de transformacion:

y

x=rcosf, y=rsenb, x?+y* =12, 0=arctg;—,

_i\/x2+2 sen0=:h'——y—: cos 8 d:—_x=._—
= ¥y, \/X’+y” = \/xz+yz'

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor-
denadas polares son (4, 120°).
Solucién. En este caso, r =4 y 6 = 120°. Por tanto, por el teorema |,

x=rcos0=4cos120°=4(__;_)=_2

3
y y=rsen0=4sen120°=4-\—/2—=2\/—3.

de manera que las coordenadas rectangulares de P son (— 2, 24/73).
Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coor-
denadas rectangulares son (3, — 5).
Soluciéon. En este caso, x =3 y y = — 5. Por tanto, por 2l teorema 1,

r==V e typr==v/01285==+34
y . 0 =arctg L = arctg (—i)
x 3

Lehmann. — 16,
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Ahora tenemos un nimero ilimitado de valores para ¢ de donde tenemos que
escoger uno. De acuerdo con lo dicho en el Articulo 80 para el par principal
de coordenadas polares, tomaremos r como positivo y para ¢ el dngulo positi-
vo mis pequefio, menor que 360°. Evidentemente, como se ve en la figura 112,

Fig, 112 -
6 estd en el cuarto cuadrante; su valor es 300°58. Por tanto, el par principal
de coordenadas polares de P es

(v 34, 300°58').

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién polai del lugar geométrico cuya ecuacién

rectangular es
x4+ y?—4x -2y +1=0.

folucién. Por el teorema | podemos reemplazar x? 4+ y? por r2, x por
rcos 8, y y por r sen 8. Por tanto, la ecuacién polar buscada es

r?—4r cos 0 —2r senéd +1=0,

Ejemplo 4. Hallar la ecuacidn rectangular del lugar geométrico cuya ecua-
¢idén polar es
r = -—z———,
1l —cosé

Solucién. Antes de sustituir en la ecuacién dada, serd conveniente quitar
denominadores. Entonces tenemos

r—rcosf =2.

Sustituyendo r y r cos § por sus valores en funcién de x y y dados por el
teorema 1, obtenemos

=V x24+yi—x=2.

Si trasponemos — x, elevamos al cuadrado y simplificamos. obtenemos la ecua-
cidén rectangular de 1a parabola
yl = 4x 4+ 4.
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EJERCICIOS. Grupo 37
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. En un sistema polar trazar los siguientes puntos:

P (1, 135%), Pz(-— 2. %) Ps(3. 75°), p,(—4, 27")

2. Trazar los siguientes puntos en coordenadas polares:
P, (5, ’T") P3(=2,210°), P, (— 3, %‘) P. 3V, 135°).
3. Construir el tridzngulo cuyos vértices son

P, (5.60°, pz(—z. 771) y Ps(—4,150°).

4. Para cada tno de los puntos P, y P: del ejercicio 1, hallar tres pares
de coordenadas polares. .

5. Un cuadrado de lado 2q tiene su centro en el polo y dos de sus lados son
paralelos al eje polar. Hallur el par principal de coordenadas polares de cada uno
de sus cuatro vértices.

8. Dos de los vértices de un triangulo equilitero son (0,73°) y (1, x).
Hallar el par principal de coordenadas polares del tercer vértice. (Dos casos.)

7. Un hexigono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al
eje polar. Sila longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par prin-
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices.

8. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de su
ingulo polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y
trazar el lugar geométrico de P.

9, Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de sus

radios vectores, su idngulo polar permanece constante e igual a % Icentificar

y trazar el lugar geométrico de P.
10. Hallar las coordenadas rectangulares de los cuatro puntos del ejercicio 2.
11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los pun-
tos cuyas coordenadas rectangularesson (— 2, 3) y (3, — 2).

En cada uno de los ejercicios 12-20, pasar la ecuacidén rectangular dada a su
forma polar.

12, x2+4y? = 4. 16, x%— yl =4,

13, Sx—4y+3=0. 17. x*+ y* —2y = 0.
14, 2x2 42y +2x—6y+3=0. 18, xy = 2.

15. 2x —y =0. 19. x? —4y—4=0.

20, xcos® + ysenw —p =0

En cada uno de los ejercicios 21-30, pasar la ecuacién polar dada a su forima
rectangular.

21, rcos8—2=0. 23. r =9cosé.

22, r=4sen 0. 24, ¢ —rcos =4,
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25, r=—L~. 27. sen“9—4rcos? =0, 29. r=2(l—-cosh).
2—cos ¥

26, r=_—2 | 28 r=2sef. 30. % =4 cos26.
1+ 2cos# 2

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos
ahora el trazade de curvas dadas en ecuaciones polares, de la misma
manera que !o hicimos para la construccién de gréficas de ecuaciones
rectanguiares (Art. 19). Para nuestros fines, la construccién de cur—
vas en coordenadas polares constard de los seis pasos siguientes :

1. Determinacién de las intersecciones con el eje polar y con el
eje a 90°.

2. Determinacién de la simetria de la curva con respecto al eje
polar, al eje a 90° y al polo.

3. Determinacién de la extensién del lugar geométrico .

4. Cailculo de las coordenadas de un ntimero suficiente de puntos
para obtener una gréfica adecuada .

5. Trazado de la gréfica.

6. Transformacién de la ecuacién polar a rectangular.

El lector debe observar, en particular, que la construccién de
curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se
necesitan para las coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto,
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un dnico par de
coordenadas, pero un punto, en coordenadas polares, tiene, como
vimos (Art. 80), un ndmero infinito de pares de coordenadas. Puede
ocurrir, entonces, que mientras un par de coordenadas polares de un
punto P de un lugar geométrico puede satisfacer su ecuacién, otro par
de coordenadas mo la verifica. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la
ecuacién r = ad , a # 0, que representa una curva llamada espiral de
Arquimedes. Adem4s, un lugar geométrico puede estar representado ,
algunas veces, por més de una ecuacién polar. Asf, la circunferencia
cuyo centro estd en el polo y cuyo radio es igual a @, puede represen-
tarse por una de las dos ecuaciones r=a o r=-—a. Las ecuaciones que
representan el mismo lugar geométrico se llaman ecuaciones equivalentes.

1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar, cuando
existen, pueden obtenerse resolviendo la ecuacién polar dada para r,
cuando a # se le asignan sucesivamente los valores 0, = m, = 27,
y, en general, el valor nn, en donde n es un entero cualquiera.
Anédlogamente, si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , pue—-

. . n .
den obtenerse asignando a 6 ios valores 9 T, en donde n es un nd-

mero impar cualquiera. Si existe un valor de @ para el cual sea r = @,
la gréifica pasa por el polo.
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2. Simetrfa. 8i la curva es simétrica con respecto al eje polar,
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto P/, también
de la curva, tal que el segmento PP’ es bisecado perpendicularmente
por el eje polar, como se ve en
la figura 113. Si M es el punto P(r,0)
medio del segmento PP/, de los
tridngulos rectdngulos OPM y
OP'M se deduce que las coor~ 6
denadas de P’ son (r, —4) y M >A
(-7, t—0). Tenemos, pues, .
dos pruebas para simetria con
respecto al eje polar, a saber,
que la ecuacién polar dada no
varfe al reemplazar § por — ¢, P
o al reemplazar § por n — 6 y Fig. 113
r por —r. Debemos, sin em-
bargo, hacer una importante adicién a este enunciado. Asf, una cir-
cunferencia con centro en el polo y radio igual a @ tiene por ecuacién
polar r = a. Esta ecuacién no satisface la segunda prueba aunque su
lugar geométrico es, evidentemente, simétrico con respecto al eje
polar. Pero la segunda prueba cambia a la ecuacién dada en r = —a,
que, como hemos snotado antes, es una ecuacién equivalente. Por
tanto , diremos que la simetria con respecto al eje polar existe también
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuacién dada en una ecua -
cién equivalente .

Se deja al estudiante, como ejercicio, el obtener las pruebas para
simetrfa con respecto al eje a 90° y respecto el polo, que establece el
siguiente

TrorEMA 2. Las pruebas para averiguar la simetria del lugar geo~
métrico de una ecuacién polar estdn dadas en la siguiente tabla,

Simetria con respecto al | La ecuacién polar no se altera, o se transforma en
una ecuacién equivalente cuando

Eje polar a) se sustituye § por — 64, o
b) se sustituye 6 por x — 0 ¥y rpor —r.

Eje a 90° a) se sustituye # por x — 8, o
b) se sustituye 8 por — @ y r por —r.

Polo - a) se sustituye 6 por a4+ 6, o
b) se sustituye r por —r.
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3. Ezxtensién del lugar geomélrico. Para determinar la extensién
de la grifica de un lugar geométrico dado en coordenadas polares,
primero se despeja 7 en funcién de 6, de modo que tenemos

r=[(0). ) (1)
Si 7 es finito para todos los valores de 4, se trata de una curva cerra-
da. Si, en cambio, r se vuelve infinita para ciertos valores de 6 la
grifica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 4 que
hacen a r compleja no bay curva; tales valores de 4 constituyen
intervalos excluidoa del lugar geométrico. Si la grifica es una curva
cerrada, es util, frecuentemente, determinar los valores maximo y
minimo de r.

4, Cdleulo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un
valor particular a 4 , podemos obtener el valor o valores reales corres—
pondientes de 7, cuando existen , de la ecuacién (1) anterior. Para la
mayorfa de nuestros fines, serd suficiente tomar valores de # a inter—
valos de 30°.

5. Construccion de la grdfica. Los puntos del lugar geométrico
pueden trazarse directamente a partir de los valores de las coordenadas
obtenidas en el paso 4. Una curva continua que pase por los puntos
localizados serd, por lo general, la grifica buscada. Es importante
ver si la grifica concuerda con los resultados obtenidos en los pa—
sos 1,2y 3.

6. Transformacién de la ecuacién polar a su forma rectangular,
Esta transformacién puede efectuarse como se discutié en el Articu-
lo 81. La forma reetangular se puede usar para comprobar la gréifica.

Ejemplo 1. Trazar la curva cuya ecuacidén es
r=2(1 — cos#). 2)

‘Solucién. 1. Intersecciones. De la ecuacién (2) se deduce que para
6 =0° es r=0, y para § = x ¢s r = 4. Ningunos valores nuevos de r se
obtienen pata # = — x, = 2 x, etc. Por tanto, ei polo estd sobre la curva, y
la otra interseccién con el eje polar estd dada por el punto (4, x).

Para 6 = %cs r=2; para § = — %‘. es r = 2. Ningunos valores nuevos
de r se obtienen para 6 = = %n. =+ %u. etc. Por tanto, las intersecciones

con el eje a 90° son los puntos (2, 32‘-) y (2, —-’i‘-)

2. Simetria. Si se sustituye 8 por — 8, la ecuacién (2) no se altera. ys
que cos (— 8) = cos #. Por tanto, la curva dada por la ecuacién (2) essimé-
trica con respecto al eje polar.

Aplicando las otras pruebas del teorema 2, el estudiante debe demostrar que
el lugar geométrico no es simétrico ni con respecto al eje a 90° ni con respecto
al polo.
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3. Extensién. Como el valor absoluto de cos § no es nunca mayor que 1
para cualquier valor de 6, la ecuacién (2) muestra que r es finito para todos los
valores de 8 y, por tanto, se trata de una cuva cerrada. El valor miximo de r
se obtiene cuando 1 — cos # es un miximo, y esto ocurre cuando 8 = x. Por
tanto, el valor miximo de r es 4. Anilogamente, se halla el valor minimo de r,
que resulta ser 0 para 6 = (°,

4. Cdlculo de las coordenadas de algunos puntos. Lascoordenadas polares
de algunos puntos de la curva puedén obtenerse, a partir de la ecuacidén (2),
asignando valores a . Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, no
es necesario tomar valores de § mayores de 180°. En la tabla que damos a con-
tinuacién figuran algunos valores correspondientes de r y 4, La tabla del
Apéndice IC, 5, es muy util para estos cilculos.

90°

[} cosd [l—cos¥ r

OU
30°

g

%0
120°
150°
180°

|
—oo0o0o ~
gv.

Fig. 114

5. Trazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide.
6. Ecuacién rectangular. Si multiplicamos la ecuacién (2) por r, obte-

nemos
2 =2r —2rcos 9,

la cual, por el teoremal, Articulo 81, se convierte en
x? 4 y? =2r — 2x.
Trasponiendo —2x al primer miembro, y elevando al cuadrado, tenemos

(x%2 + y?2 +2x)2% = 4r3,
de donde
(x4 g2 +20)2 =4 (x2 +47).

que es la ecuacién rectangular buscada.

El lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola-
res, comparando el trabajo que requicre el trazado de la cardioide a partir de su
ecuacién polar y de su ecuacién rectamgular.

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacién es

% =4 cos 24. 3)
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Solucién. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son los

dos puntos (=2, 0) y (=2, n). Para 8§ = %n. en donde n es un ndimero

impar cualquiera, r es complejo, y, aparentemente, no hay intersecciones con

el eje a 90°. Pero, para § = %, r = 0, de manera que el polo estd sobre la

curva,

2. Simetria. La ecuacidén (3) satisface todas las pruebas de simetria del
teorema 2. Por tanto, la curva es simétrica con respecto al eje polar, al eje a 90°
y el polo.

3. Euxtensidn. El valor miximo de cos28 es 1. Por tanto, de la ecua-
cién (3), el valor miximo de r es 2, lo que nos dice que se trata de una curva

cerrada. Cuando el dngulo 28 estd comprendido entre % y }2’1 cos 28 es ne-
gativo y los valores de r son complejos. Luego, no hay curva entre las rectas
b In
g = — —
raR

4, Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos pueden ob-
tenerse, directamente, de la ecuacién (3). Teniendo en cuenta la simetria del
lugar geométrico y el intervalo de variacién de los valores excluidos de 4,
basta asignar a 8 solamente valores de 0° a 45°, Las coordenadas de algunos
puntos figuran en la tabla siguiente.

3 T
9:—‘! 0—';'
[} cos 26 r====2\/cos20
>A 0° |1 =2
15 | 0,866 + 1,86
30° | 0,5 = ],41
45°1 0 0
Fig. 115

5. Construccién de la curva. La curva buscada, trazada en la figura 115,
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. Ellector debe notar que,
aunque en la ecuacién (3), aparece el dangulo 26, se trazan siempre los valores
del dngulo sencillo 8 y los valores correspondientes de r.

6. Ecuacidén rectangular. Como las ecuaciones de transformacién del teo-
rema 1, Articulo 81, contienen funciones de un ingulo sencillo, escribimos la
ecuacion (3) en la forma (Apéndice IC, 7)

r3 = 4(cos? 6 — sen29).
Multiplicando ambos miembros por r?, obtenemos

ré =4 (r2cos? § — r2 sen?4),
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformacién, obtenemos la ecuacién

rectangular buscada
(x? 4¢3 2 = 4(x? — ¢?).

EJERCICIOS. Grupo 38

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar las pruebas (a) y (4) del teorema 2, Art. 82, para la simetria
con respecto al eje a 90°.

2. Demostrar las pruebas (a) v (b) del teorema 2, Art. 82, para establecer
la simetria de la curva con respecto al polo.

En cada uno de los ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuacién se da. Las
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignatseles
valores numéricos para {a operacidén del trazado de la grifica, Usese papel coor-
denado poiar.

3. r=12secd. 12. r sen 0 tg ¢ = 4a.

4. r =a cosf. 13. r? sen 20 = 4.

5. 4rcosf — 3r sen § = 12. 14. r?(4 4 5 sen? 0) = 36.

6. r=asenf 4 b cosé. 15. ¢ =a(l 4 sen 8) (cardioide).
7.« cos(0 - J_;_) = 2. 16. 2 = g? sen 20 (lemniscata).

= 2 9
8. ¢ l _2ms - 17. r = acos 7
0. rm= 4 18, r?cos? § = a?sen 4.
2—cosé 19. sen®d — 4r cos® 9 = 0.

10, r = a sec? —g-. 20. r = g sen 20 (rosa de 4 hojas).

21, r =g cos5 4.

22, r = g sen 44.
238, r =2a tg 0 sen § (cisoide).

11.

-
fl

[}
cscZ—,
a 2

24, rf = g (espiral hiperbfélica o reciproca).

25. r? = g3 § (espiral parabdlica).

26. log r = af (espiral logaritmica o equiangular).
27. %0 = a2 (lituus).

28, r = a csc 8 = b (concoide).

29, r

L]

a — & cos 8 (caracol) .

80, r = asen? %

83. Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. El
método para obtener los puntos de interseccidn de dos curvas en coor—
denadas polares es semejante al empleado en coordenadas rectangula-
res (Art. 21). Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones
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de los lugares geométricos, representan las coordenadas r y ¢ de los
puntos de interseccién. Debemos hacer notar, sin embargo, que en
coordenadas polares este problema puede presentar dificultades que no
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde-
nadas polares de un punto no son tdnicas. Por esta razén puede ocu—
rTir que, para un punto particular P de interseccién de dos curvas,
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecuacién de una de las
curvas no satisfagan la ecuacién de la otra, pero satisfagan a una de
sus ecuaciones equivalentes. Por esto, con el fin de evitar tales dificul-
tades, es mejor, generalmente, dibujar ambos lugares geométricos con
referencia al mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto
de interseecién individualmente, tal como indique la figura .

Ejemplo. Hallar, analitica y grificamente, los puntos de interseccién de
las curvas cuyas ecuaciones son

r=a4, a0, ¢))
&
G—Z. 2)

Solucién. Laecuacién (1) representa la espiral de Arquimedes, y la ecua-
¢ién (2) una recta que pasa por el polo, como se ha representado en la figu-
ra ]116. La porcién punteada de la
espiral corresponde a los valores ne-
gativos de 4 en la ecuacién (1).
Ambas lineas son ilimitadas y, evi-
dentemente, tienen un ndmero infi-
nito de puntos de intersecciéon. Aho-
ra, si sustituimos el valor de 4 dado
por la ecuacién (2), en la ecuacién

(1) hallamos r =i}a, es decir, ob-

tenemos las coordenadas (J—ZE %)

de solamente-un punto de intersec-
cién, el punto P;. Pero la recta (2)
puede estar representada también por

‘e . 9r
su ecuacié lente, § = 2=, de
Fig. 116 u n equivalen N

la cual, junta con la ecuacién (1),

obtenemos las coordenadas ((ﬂ, 2’_‘) del punto de interseccién P3. De ma-

4 4

nera semejante, otra ecuacidn equivalente de la recta (2) es § = — 77“ que da

P; (_7_’;9, — 7—:) Evidentemente, hay un niimero infinitamente grande de

ecuaciones equivalentes de la recta (2) por medio de las cuales podemos obtener
las coordenadas de cualquier nimero de puntos de interseccién. EI lector debe
hallar las coordenadas del polo y de los puntos P, y Ps de la figura 116, todos
los cuales son puntos de interseccidn. ’
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84. Foérmula de la ,distancia entre dos puntos en coordenadas po-
lares. Sean Pi(ri, 61) y P:(rz, 62) (fig. 117) dos puntos dados
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre Py y P2, en

donde d = | P1P;|. Para ello emplearemos el par principal de coorde -
nadas de P: y de Ps.

B(1,3)

Fig. 117 Fig. 118

Tracemos los radios vectores de P1 y P:, formando asi el tridn-
gulo OP; P; en donde | oP; | = rn, |OP; | = r2, y el Angulo P; OP:
es igual a 81—@:. Entonces, por la ley de los cosenos (Apéndice I1C, 11).
tenemos

dt = r? 4 re® — 2r1 73 cos (61— 62),

de donde

d= vV 124+ r®—2nrcos (61 — 62) .
Este resultado nos dice :

TeorEMA 3. La distancia d entre dos punios cualesquiera
Pi(r1, 61) y P2(r2, 02) en coordenadas polares estd dada por la for-
mula

d= vV rn®+r’—2rnrcos (61 — 62).

NOTA. “Esta férmula para d puede obtenerse también por transformacién
en coordenadas polares de la férmula de la distancia entre dos puntos dada en
el teorema 2, Articulo6, para coordenadas rectangulares.

Ejemplo. Demostrar que los puntos P, (3, %). P, (7. -;E) y P3 (3, %)

son los vértices de un tridngulo is6sceles.
Soluci6n., EIl tridngulo es el representado en la figura 118. Porel teorema3,
tenemos

Ip,p,l=\/32+72—2.3.7cos(%_;)=\/ss-zl V3

y IPsPaI=,}3=+7=-2.3.7cos g_;)=\/ss—21\/§.

Por tanto, como |P1P2 | = |P3Pa ,, el tridngulo es isdsceles.
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EJERCICIOS. Grupo 39

En cada uno de los ejercicios 1-12, calcular, analitica y graficamente, los
puntos de interseccién de las curvas dadas.

1. =2 sen 4, o 0T 2 =9 cos2é,
r=1 o r =342 sen 6.
2. r =4 cos 9, S 80 2= 4 sen 26,
=2 ! c=2vV72cos 4.
3 0 = .:_t. /"\ v._y“.{('b 9' r= 1 tcos 0'
4’ - r =3 gen 4.
=3, .
‘ 100 ¢ =2—3—0.
. 4, rcosf =4, \‘0"'“ — ¢os
) r sen § = 4, ! rcosf=1.
- _ 9
5. rcosd =2, Lo 11. r = csc? 7
£ r=3cosé. . 3r = 8(l 4+ cos 9).
= sen 6, o0 12, ¢ —2rcos8 =1,
:\\;" = ¢os 4. e r = sen 0,

13, Hallar la distancia entre }os puntos P, (3, ;) y PQ(S. 771‘)

14. Hallar la distancia entre los puntos P, (2, %) y P2 (4. 5—‘;-‘)

15. Hallar el perimetro del cuadrilitero cuyos vértices son (0, 19°),

) (2, i‘_) 3, 0°).
(1, 3) ( Z) v 6.0 |
16. Demostrar que los puntos P,(l, %) Pg(\/-B, %) y Ps(l, 0°) son

los vértices de un tridngulo equildtero.

3 -
17. Demostrar que P (-2— V3, -;E-) es el punto medio del segmento cuyos

2xtremos son (3, i;-) y (3, -’i‘-)

18. Empleando las férmulas de transformacién de coordenadas rectangula-
res a polares (teorema 1, Art. 81), demuéstrese que la férmula de la distancia
polar del teorema 3 (Art. 84) puede obtenerse directamente a partir de la fér-
mula de la distancia en coordenadas rectangulares dadas en el teorema 2, Ar-
ticulo 6.

19. Discutir la férmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84)
cuando los puntos Py y Pz son colineales con el polo. Considerar los casos en
que los puntos estin del mismo lado y de lados opuestos del eje polar.

20. Discutir la fé6rmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) cuan-
do los puntos P; y P, estin ambos sobre el eje polar. Considerar los casos en
que los puntos estin del mismo lado y de lados opuestos al polo.

21, Demostrar que la férmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84)
es verdadera cualesquiera que sean las posiciones de los puntos P, y Pa en el
plano coordenado polar.
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w* Demostrar que el drea K de un tridngulo cuyos vértices son el polo y
los puntos P;(ri, 61) ¥ Pa(rz, 03) esti dada por la férmula

K =Y |rirzsen (8 - 62)].

23. Hallar el 4rea del tridngulo cuyos vértices son el polo y los puntos

(2'2%) (%)

4, Hallar el drea del triingulo cuyos vértices son los puntos

P1(2, 2_3") P, (3. i;.) v Pa(l, %)

25. Hallar el drea de un tridngulo de vértices dados, cuando el polo estd
dentro del tridngulo.

85. Ecuacién de la recta en coordemadas polares. Si “ma recta
pasa por el polo, su ecuacién polar es, evidentemente, de la forma

0=k: (1)

en donde k es una constante que representa el 4ngulo polar de cual-
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un
numero infinito de valores. Por esto, convenimos en restringir k a
valores no negativos menores de 180°.

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo.
Sea ! (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a [,
y sea (p, w) el par principal de
coordenadas polares de N, de ma-
nera que P sea positivo y que los
valores de @ estén dados por

0° < < 360° (2)
Siguiendo el procedimiento usual
de los problemas de lugares geomé-
tricos, sea P(r, 8) un punto cual-

quiera de la recta {. Entonces, del .
tridngulo rectdéngulo OPN, tenemos O AN

rcos (§ —w) =p, (3) Fig. 119

que es la ecuacién polar de la recta [. Evidentemente, por el signifi-
cado de las cantidades p y @ y el intervalo de variacién (2) para o,
la ecuacién (3) es la ecuacién polar equivalente a la ecuacién normal
de la recta en coordenadas rectangulares,

zeosw tysenw—p =0, (4)
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dada en el teorema 7 del Articulo 31. El lector debe verificar esto
transformando la ecuacién (4) en la ecuacién (3). (Véase el ejerci-
cio 20 del grupo 37, Art. 81.)

La consideracién de los casos en que la recta I pasa por el polo, es
perpendicular al eje polar, o es paralela a dicho eje, conduce a formas
especiales de la ecuacién (3) que son frecuentemente ttiles. Estos
resultados, combinados con los anteriores, estin expresados en el si-
guiente

TeoreMA 4. 8¢ (p, w) es el par principal de coordenadas polares
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el
plano coordenado polar, la ecuacidn polar de la recta es

rcos (f —w) =p.
Si la recta pasa por el polo, su ecuacién es de la forma
6=k,

stendo k una constante que puede restringirse a valores no negativos me—
nores de 180°

St la recta es perpendicular al eje polar y estd a p unidades del polo,
su ecuacién es de la forma

rcos§ ==p, p>0,

debiendo tomar el signo positivo o negativo segitn que la recla esté ala
derecha o a la izquierda del polo .
St la recta es paralela al eje polar y estd a p unidades de él, su _ecua-

cién es de la forma
rsenf ==xp, p>0,

debiéndose tomar el signo positivo o el negalivo segin que la recla esté
arriba o abajo del eje polar.

86. Ecuacién de una circunferencia en coordenadas polares. Sea
C(c, a} el centro de upa circunferencia cualquiera de radio o (figu-
ra 120). Sea P(r, §) un punto cualquicra de la circunferencia.
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C, formando asf
el tridngulo OPC. De este tridngulo, por la ley de los cosenos (Apén-
dice IC, 11), resulta :

a? =12+ c*— 2cr cos (6 — a)
o sea,
r? — 2¢r cos (f — a) + ¢* = d* (1)

que es la ecuacién polar de la circunferencia .
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Los casos especiales de la ecuacién (1) son a veces ttiles y estan
comprendidos en el teorema siguiente :

TeOREMA 5. La ecuacién polar de una circunferencia de centro el
punto (¢, o), y radio igual a a es

rt — 2er cos (@ — a) + ¢? = a?.
St su centro estd en el polo, la ecuacién polar es
r=a.

St la circunferencia pasa por el polo y su cenlro estd sobre el ¢je polar,
su ecuacion es de la forma
r= = 2a cos @,

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo-segin que el centro esté a
la derecha o la izquierda del polo .

P(r,0)

Fig. 120

Si la circunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje
a 90°, su ecuacién es de la forma

r= =x2a senf,

debiéndose tomar el signo positivo o negativo segun que el centro esté
urriba o abajo del polo .

Ejemplo. Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el
radio de la circunferencia
r=23sen8—373 cosd. 2)

Solucién. Pongamos la ecuacién (2) en la forma genegal de la ecuacibén de
una circunferencia de centro (c, o) y radio a,

3 — 2cr cos (8 — o) 4 ¢ = a3 n
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Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuacién (2) por r y tras-
pongamos términos. Se obtiene:

r?—r(=3v3 cosf+3sen6) =0,
Gue, teniendo en cuenta la ecuacién (1), podemos escribir en la forma

3+4/3
- v cos 0+1sen 0) = 0. 3
¢ 2¢

2

2 -2
Hagamos ahora

wl

cr
34/
2¢

=cosa y 2%=sen a. €)]

La expresién dentro del paréntesis de la ecuacién (3) se convierte en

cos 0 cos « -+ sen § sen & = cos (§ — a),

y la ecuacién en
r3 — 2¢r cos (8 - «) =0,

que es de la forma (1). Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya
que ¢? = g2, Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (4), y sumamos, obtenemos

de donde ¢ = = 3. Para el par principal de coordenadas polares del centro,

tomamos ¢ = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = s—g Por tanto,

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son (3, S_é:) También,

como ¢ = a, el radio es 3.
El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro-
bar los resultados usando coordenadas rectangulares.

87. Ecuacion general de las cénicas en coordenadas polares. La
ecuacién polar de una cénica to-

l ma una forma particularmente
c P(r,0) sencilla y dtil cuando uno de los
focos (fig. 121) estd en el polo
v el eje focal coincide con el eje
polar. Sea la recta ! la directriz
correspondiente del foco O ; esta
D o B A  recta es perpendicular al eje po-
lar, v sea D el punto de inter-
seceién. Designemos la distancia

OD|V, entre el foco y la direc-
triz, por la cantidad positiva p.
Sea P(r, ) un punto cualquiera
Fig. 121 de lo cénica Desde P tracemos
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las perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respecti—
vamente .

Para deducir la ecuacién polar de la cénica, emplearemos la defini-
cion general dada en el Articulo 75. Segin ella el punto P debe
satisfacer la condicién geométrica

| PO
|PC|

en donde ¢ es la excentricidad. Ahora bien,

70| =~

"o
-

|

=e, (1)

v
Q

|—P77|=H)7?|=|D_O|+]5§|=p+r cos 6.

Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos

r

p+rcos()=e’
de donde,
-
T=1_ecosd (2)

Podemos demostrar, reciprocamente, que cualquier punto cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacién (2) ratisface la condicién geomé—
triea (1) y, por tanto, estd sobre el lugar geométrico. Segtin esto,
la ecuacién (2) esla ecuacién buscada de la cénica.

La ecuacién (2) se ha deducido en el supuesto de que la directriz
est4 a la izquierda del polo. Si la directriz estd a la derecha del polo
y & p unidades de él, podemos demostrar, anilogamente, que la
ecuacién de la cépica es

—_ ¢
"= 1%eccost’ (3)

De manera semejante, si el eje foeal coincide con el eje a 90° de

manera que la directriz sea paralela al eje polar y a p unidades de éI,
podemos demostrar que la ecuacién de la cénica es de la forma

p= — P
" 1=xesend’

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo seglin que la directriz
esté arriba o abajo del eje polar.
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

Lehmann. — 17.
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TeorEMA 6. Sea e la excentricidad de una cénica cuyo foco estd
en el polo y a p unidades de la directriz correspondiente.

Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuacién de la conica es de
la forma

r=— P
T 1lxecosd’

en donde se debe lomar el signo positivo o el negalivo segun que la directriz
esté a la derecha o a la izquierda del polo.
Si el eje focal coincide con el eje a 90° , la ecuacién de la cénica es de
la forma
_ ep

r =
l+xesend’

en donde se debe tomar el signo positivo o el negaiivo segiin que la directriz
esté arriba o abajo del eje polar.

NOTA. Nos referiremos en adelante a las ecuaciones del teorema 6 como las
ecuaciones polares ordinarias de las conicas. El estudiante debe notar, sin em-
bargo, que en cada caso en el polo esté un foco y no el vértice de una paribola
o el centro de una cénica central. Por esto, las ecuaciones rectangulares corres-
pondientes no estarin en la forma canénica.

Ejemplo. Identificar la cénica cuya ecuacién polar es

4
B ce——— 4
r 24 cosd *

Hallar las coordenadas polares del centro y vértices y las longitudes de los ejes y
del lado recto,
8olucién. Laecuacién ordinaria de una cénica tiene la unidad como primer
término del denominador. Por tanto, si dividimos numerador y denominador
del segundo miembro de la ecua-
l cién (4) por 2, obtenemos la
forma ordinaria

2
= 5
r 14+ 15 cosé 6

Si comparamos la ecuacién (5)
con la ecuacién ordinaria (3).
vemos que la excentricidad es
e=1. Por tanto, el lugar
geométrico de la ecuacién (4) es
una elipse cuya posicién en el
Fig. 122 plano coordenado polar esti re-

presentada en la figura 122, en

donde la recta ! es la directriz correspondiente al foco que estd en el polo O.
De 1a ecuacién (5) tenemosque para § =0 es r =4, ypara 6 = w es r = 4,
Por tanto, las coordenadas de los vértices son V (43, 0) vy V/(4, n). Como el

-
V \iJO/V ”
LI
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centro C estd sobre el eje polar y en el punto medio de la recta que une los vér-
tices, sus coordenadas son (%3, n). La longitud del eje mayor es la distancia
entre los vértices, o sea, 2a = 194

De la ecuacién (5), tenemos que para ¢ = i:- es r = 2, Por tanto, la lon-

gitud | OL | del semilado recto es 2, y la longitud total de cada lado recto es 4.
3
Como la longitud total de cada lado recto es también igual a 2__b__ tenemos que
a
3 -
62 2Tb7 = 4, de manera que b = 43 V'3 y la longitud del eje menor es
a 73

% = %\/?.

EJERCICIOS. Grupo 40

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Delaecuacién (3), Articulo 85, deducir las ecuaciones polares
rcos@ = =p yrsenf==p

de una linea recta , dadas en el teorema 4.
2. Obtener los resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec-
tangulares de las rectas paralelas a los ejes coordenados y a p unidades de ellos.
3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendicula-
res y paralelas al eje polar pueden escribirse en las formas

r==pseclyr==pcscé,
respectivamente, en donde p es la distancia del polo a la recta.
4, Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto P (4. ;)
y es perpendicular al radio vector de P.
En cada uno de los ejercicios 5-8, transformar la ecuacién rectangular dada a
la forma polar normal de la ecuacién (3), Articulo 85.
5. 3x—4y+5=0. 7. 4x -3y —-10=0.
6. Sx+12u4+2=0. 8. 2x+y=0.

9, Hallar la ecuacién polar de la recta.que pasa por el punto (6, -27“) y

es perpendicular al eje polar.

10. Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto (2 V7. -3—:
y es paralela al eje polar.

11, Considerando las ireas de ciertos tridngulos, demostrar que la ecuacidn
polar de la recta que pasa por los dos puntos (ry, 61) vy (r3, 03) puede escri-
birse en la forma ryr sen (6, — 8) 4+ ror sen (6 — 02) = ryra sen (0; — 63).

12, Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por los puntos

(4, 2_3") y (z\/i. %)
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13. Demostrar que la ecuacién polar general de la circunferencia, ecua-
cién (1) del Articnlo 86, puede obtenerse por medio de la férmula de la distan-
cia entre dos puntos, dada en el teorema 3, Articulo 81.

14. Hallar la ecuacién polar de la circunferencia de centro el punto

(6, 3—:) y radio igual a 4.

15. Hallar la ecuacién polar de la circunferencia de centro el punto

( —) Y que pasa por el punto (2 )

16. Demostrar los casos especiales de la ecuacién (1), Artlculo 86 dados
en el teorema 5.

17, Si el centro de una circunferencia que pasa por el polo es el punto
(a, o) demuéstrese que su ecuacién es r = 2g cos (§ — o).

18. Del resultado del ejercicio 17, demuéstrese que la ecuacidn polar de
cualquier circunferencia que pasa por el polo puede escribirse en la forma

= Ry cos 6 + kg sen 6,

en donde k1 Y kz son constantes.

19. Transformando la ecuacidén polar del ejercicio 18 a su forma rectangu-
lar, determinar el significado de las constantes ki1 y k2. Demostrar, también,
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k1?2 4 k32 = 4q4%.

En cada uno de los ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares
del centro de la circunferencia a partir de su ecuacién polar dada. Comprobar
los resultados empleando coordenadas rectangulares.

20, r =4 cos 4.

21, r=2cos0+24/3 sen 6.

22. —2\/2rcos0—2\/2rsen6—5 0.
23, r’+rcos0—\/3rsen0—-3=0.

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, transformar la ecuacién rectangular
dada de la circunferencia a 1a forma polar general representada por la ecuacién
(1) del Articulo 86, o uno de sus casos especiales. En cada caso, hallar el
radio y las coordenadas polares del centro.

24, x?+¢y3+2x =0. 25. x3+y2—x—y=0.
26, Deducir la ecuacidén r = —FP ___ del teorema 6, Articulo &7.
1 4¢cosé
27. Deducir las ecuaciones r = —2____ del teorema 6, Articulo 87.

l = e¢sen 6
28, Demostrar que las ecnaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu-

cirse a las formas r = 2 csc3 Ly ¢ =2 sec? 2 tespectivamente, en el caso
) 2 2 7" P

de una paribola.
29. Demostrar que en cada una de las conicas del teorema 6, Articulo 87, la
longitud de un lado recto es igual a 2Zep.

En cada uno de los ejercicios 30-32, identificar la ¢6nica cuya ecuacién polar
se da. Para una paribola, héllense las coordenadas polares del vértice y la lon-
gitud del lado recto. Para una cdnica central, hillense las coordenadas polares
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del centro y los vértices, y las longitudes de los ejes y cada lado recto. Hallar
también la ecuacién rectangular de cada cdnica.
5 6 3
30, r= ————. 31. =__ - 32, r=——.
T T "Zcoss f 34 sen 6 ’ 24+ 4cos

ep

33. Silacénica r = represents una paribola, hillense las coor-

I —e¢cos¥
denadas polares de su vértice y la ecuacidén polar de su directriz.
84. Silacénica r = — 2 representa una elipse, demuéstrese que la
l1+4+ecos¥
2ep
longitud de su eje menor es .
g ! Vi1i—-eél
35. Silacénica r = l—eie-n—o- representa una hipérbola, demuéstrese que
—es
la longitud de su eje transverso es ’Zepl.
e? —

88. Problemas relativos a lugares geométricos en coordenadas po-
lares. En coordenadas rectangulares vimos que la solucién de un
problema de lugar geométrico se facilitaba a veces colocando la figura
en una posicién apropiada con respecto a los ejes coordenados. And-
logamente, en coordenadadas polares, la solucién puede efectuarse
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos.

Ejemplo 1. Sean O y B los extremos de un didimetro fijo de una circunfe-
rencia dada de radio a. Sea ¢ la tangente en B. Desde O tracemos una secante
cualquiera s que corte a la circunferencia y
a t en los puntos C y D, respectivamente.
Hallar la ecuacién polar del lugar geomé-
trico de un punto P sobre s tal que
|(ﬁ| = l C_‘B| para cada posicién de s a
medida que gira en torno de O.

Solucién. Sin que el razonamiento
pierda generalidad, podemos tomar el pun-
to O como polo y hacer que el didmetro
fijo esté sobre el eje polar, tal como apare-
ce en la figura 123, Como P es un punto
cualquiera del lugar geométrico, le asigna-
remos las coordenadas generales (r, 6), de
manera que | opr , =r yel ingulo POB=4.
Entonces, para toda posicién de s, debe-
mos tener

r = |OP| = |CD|=|6D|-|0C|. (1)

Del tridngulo rectingulo ODB, tenemos

|O_5]-|(ﬁ|s¢c0-2a sec 6.
Tracemos el segmento CB. El ingulo OCB es un ingulo recto ya que estd ins-
crito en un semicirculo. Por tanto,

|—(—)E|-|O_§icow-2a cos 8.

Fig. 123
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Sustituyendo en (1) estos valores de l(ﬁl y |(_)E‘| obtenemos

r = 2a(sec § — cos 8),
la cual se reduce a
r =m2gtg § sen 4,

que es la ecuacién polar buscada. La curva se 1lama cisoide.

Ejemplo 2. Desde un punto fijo O de una circunferencia dada, de radio a,
se traza una cuerda cualquiera OB. Se prolonga la cuerda hasta el punto P de
tal manera que la distancia |B_P| sea siempre una constante igual a k. Hallar
la ecuacién polar del lugar geométrico descrito por P a medida que la cuerda
prolongada gira en torno de O.

8olucién. Sin perder generalidad, podemos tomar el punto fijo O como
polo y el didmetro OC prolongado como eje polar (fig. 124). Como P esun

Fig. 124

punto cualquiera del lugar geométrico le asignaremos las coordenadas generales

(r, 6), de manera que IO_P-[ = r y el ingulo POC = #. Segin el problema,
para toda posicién del segmento OP debemos tener

r=|0P|=|OB|+|BP| =|0B| + &. )

La ecuacidén de la circunferencia dada de radio g es r = 2a cos 6, segiin el
teorema 5 del Articulo 86. Por tanto, para toda posicién de OP, se verifica

|OB | = 2g cos 4.
Sustituyendo este valor en la ecuacién (2), tenemos

r =2a cos 0 4 k, (3)

que es la ecuacidn polar buscada. La curva se llama caracol de Pascal.
Hay tres casos por considerar, segin que
k < 2a,
k = 2a,
y k > 2a.

El caso k& < 2a esti representado en la figura 124.
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EJERCICIOS. Grupo 41

En los siguientes ejercicios, después de obtener la ecuacién polar del lugar
geométrico, tracese la curva por los métodos explicados en el Articulo 82,

1. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional a su dngulo polar.

2. Hallar la ecuacién polar del lagar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que su radio vector es siempre inversamente proporcional a su
angulo polar.

3. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su
ingulo polar. .

4. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el logaritmo de su radio vector, es siempre proporcional a su
angulo polar.

5. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre inversamente propor-
cional a su dagulo polar. )

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir 1a ecuacién
rectangular de 1a cisoide definida en el ejemplo 1 del Articulo 88. Tdémese como
origen el punto O y el diimetro fijo a lo largo de la parte positiva del eje X.

Losejercicios 7-12 se refieren a la figura 123 del ejemplo | del Articulo 88,

7. Hallar l1a ecnacién polar del lugar geométrico del punto P de la recta s
s ,55] = P_C:I para toda posicién de s.

8. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico del puato P de la recta s
si | op l = 2| PC| para toda posicién de s.

9. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico del punto P de la recta s
si Iﬁl =14 |ﬁ| para toda posicién de s.

10. Sea E el pie de la perpendicular trazada del punto C al eje polar. Ha-
llar 1a ecuacién polar del lugar geométrico del punto P de s si | 0_15| - ! _C—E|
para toda posicidn de s.

11. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacién polar del
lugar geométrico del punto P de la recta s si ] ﬁ, = l OE | para toda posi-
cién de s.

12. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar Ja ecuacién polar del
lugar geométrico del punto P de la recta s si | 5?' = : ﬁ| para todas las po-
siciones de s.

13. Un punto P se mueve de tal manera que el producto de sus distancias a
los dos puntos fijos F (a, 0°) y F/(a, x) es siempre igual a la constante b2.
Demostrar que la ecuacién polar del lugar geométrico de P es

t2 =% cos20 = v/ b* — a* sen? 24.

Los lugares geométricos se llaman Gualos de Cassini.

14. Trazar la grafica de la ecuacidn de los dvalos de Cassini (ejercicio 13)
cuando b = a. Demostrar que en este caso el lugar geométrico es una lemnis-
cata. (Véaseel ejemplo 2 del Articulo 82.)
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15. Trazar la grafica del caracol representado por la ecuacién (3) del ejem-
plo 2 del Articulo 88, cuando k = 2g. Demostrar que en este caso el lugar geo-
métrico es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.)

16. Trazar la grifica del caracol representada por la ecuacidon (3) del ejem-
plo 2 del Articulo 88, cuando k& > 24. E

17. Hallar la ecuacién polar del caracol del ejemplo 2 del Articulo 88,
cuando la circunferencia dada tiene su centro en el punto (a, -721), Y construir
la grifica correspondiente,

Los ejercicios 18-20 se refieren a la figura 124 del ejemplo 2 del Articulo 88.

18. Hallar la ecuaciédn polar del lugar geométrico del punto P si |B——P|=|B_C|
para todas las posiciones de OP, '

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el punto B al eje polar.
Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico del punto P si IEF! = ] BD | para
todas las posiciones de OP. )

20, Con referencia a la figura del ejercicio 19, hallar la ecuacién polar del
lugar geométrico del punto P si |ET’-| = IO—D | para cualquier posicién de OP.

21. Una circunferencia dada rueda, sin resbalar, sobre otra circunferencia
del mismo radio pero de posicién fija. Hallar e identificar 1a ecuacién polar del
lugar geométrico descrito por un punto de la primera circunferencia.

22, Sea g la distancia de un punto fijo O a una recta fija {. Se traza por O
una recta cualquiera !/ que corta a { en el punto B. Sobre [/ se toman dos
puntos P y P’/ a la derecha y a la izquierda de B, respectivamente, tales
que ’B——P| = |P’—B| = b, una constante, para cualquier posicién de [/. Si se
toma el punto O como polo y la recta | perpendicular al eje polar y a la derecha
de O, demuéstrese que la ecuacidn polar del lugar geométrico descrito por
P y P’ a medida que {/ gira en torno de O, es r = g sec § = b. Dicho lugar
geométrico se llama concoide de Nicomedes. Tricese la curva para el caso en
que b > a.

23. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b = q.

24. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b < a.

25. En la construccién del ejercicio 22, supongamos que los puntos P y P/
se toman sobre !’/ de tal manera que, para todas las posiciones de [/, sea

|BP| = |PB| =z
siendo z la distancia de B al eje polar. Demostrar que la ecuacidén polar del
lugar geométrico descrito por P y P’/ a medida que !’/ gira en torno de O es

r=aqa(secd = tgh).

La curva asi obtenida se 1lama estrofoide.



CAPITULO XI
ECUACIONES PARAMETRICAS

89. Introducciéon. En los capitulos anteriores hemos visto que si
un lugar geométrico tiene una representacién analftica, tal representa—
cién puede expresarse usualmente por una dnica ecuacién conteniendo
a lo més dos variables. En este capitulo consideraremos la represen—
tacién analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las
cuales cada una de las dos variables estd expresada en funcién de una
tercera variable. Por ejemplo, la circunferencia

?+y =1, (1)
puede representarse también por las dos ecuaciones
z=cosf, y=s=send, (2)

sicndo 6 una variable independiente que puede tomar cualquier valor
real. Es decir, si a 6 se le asigna un valor arbitrario, las ecua—
ciones (2) determinan un par de valores de z y ¥ que satisfacen a
la ecuacién (1). En efecto, elevando al cuadrado cada una de las
ecuaciones (2) y sumando, obtenemos

x4+ y* = cos? § + sen? 4,

la cual, para todos los valores de 8, es idéntica a la ecuacién (1).
En general, si
F(z,y)=0 (3)

eB la ecuacién rectangular de una curva plana C, y cada una de las
variables z y ¥ son funcién de una tercera variable t, de tal manera
que podemos escribir

z=1(@t), y=g(t), ' (4)

entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen—
diente ¢, las ecuaciones (4) determinan un par de valores reales de
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z y y que satisfacen la ecuacién (3), las ecuaciones (4) se llaman
ecuaciones paramélricas de la curva C, y la variable independiente ¢
se llama pardmefro. También nos referiremos a las ecuaciones (4)
como una representacién paramétrica de la curva C. Asf, las ecuacio-
nes (2) son ecuaciones paramétricas o representacién paramétrica de
la circunferencia (1), siendo 0 el pardmetro.

Las ecuaciones paramétricas de un lugar geométrico especifico no son dnicas,
ya que el lugar geométrico puede representarse por diferentes pares de ecmacio-
nes., Por ejemplo, en el caso de la circunferencia (1), podemos tomar, arbitra-
riamente, x = como uUna ecuacién paramétrica y sustituir este valor de x en la
ecuacién (1) ; la solucién correspondiente para y es entonces la otra ecuacién
paramétrica y = = v/ 1 — 2. Debe notarse que, para este par de ecuaciones,
el parametro t sélo puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter-
valo — 1 £t <1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el parimetro 8
puede tomar todos los valores reales. No hay un método general para seleccionar
un parimetro particular para un lugar geométrico y deducir entonces las ecua-
ciones paramétricas correspondientes. Usualmente, se toma la representacién
paramétrica mas sencilla o aquella que sea mas util y conveniente para nuestros
propésitos.

Como en nuestro estudio de un lugar geométrico por medio de su
ecuacién rectangular, hemos considerado solamente una ecuacién y
como maximo dos variables, el lector puede suponer, légicamente ,
que el estudio de una curva serd mucho més largo y complicado si
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin
embargo, que ciertas curvas se estudian mucho més convenientemente
por medio de sus ecuaciones paraméiricas; de manera semejante, las
soluciones de muchos problemas de lugares geométricos se obtienen con
mayor facilidad mediante la introduceién de un pardmetro.

90. Obtencién de la ecuacién rectangular de una curva a partir de
su representacién paramétrica. La ecuacién rectangular de una curva
se obtiene a partir de su representacién paramétrica eliminando el
pardmetro. No hay ningin método general para efectuar esta elimina-
ci6n ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de
las ecuaciones paramétricas. Si éstas contienen funciones trigonomé-
tricas, la ecuacién rectangular puede obtenerse, a veces, por me-
dio de una de las identidades trigonométricas fundamentales (Apén-—
dice IC, 2); vimos un ejemplo de esto, para la circunferencia, en el
Artieulo 89. 8i ambas ecuaciones paramétricas son algebraicas, su
forma sugerird algunas veces una operacién algebraica por medio de
la cual se elimine al pardmetro. Otras veces, si una ecuacién paramé-
trica es més complicada que la otra, la ecuacién rectangular puede
obtenerse, frecuentemente, despejando el pardmetro de la ecuacién
miés sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacién.
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Ejemplo 1. Hallar la ecuacién rectangular de la curva cuyas ecuaciones
paramétricas son

x=24+3tgd, y=1-414seh. n

Solucién. La presencia de tg # y sec # como términos aislados en las ecua-
ciones paramétricas (1) sugiere el empleo de la identidad trigonométrica funda-
mental

1 4 tg2? 0 = sec? 4. )

En efecto, si escribimos las ecuaciones (1) en la forma

x — 2 y—1

=tg 4, = sec 0,
3 g

elevamos después al cuadrado cada una de estas ecuaciomes y sustituimos los
resultados en la ecuacién (2), obtenemos

(x—2)2 _ (u—1)2
I+ = e

O sea,

—1)2 —~72)2
(y=D?_ (=22 _
16 9
que es la ecuacién rectangular equivalente a las ecuaciones dadas y que representa

una hipérbola.
Ejemplo 2. Hallar la ecuacidén rectangular de la curva cuyas ecuaciones

parameétricas son
X = tyug COS O, y = tvegsen a — 4 gt3, .(3)

en donde t es el parimetro, y ve, @ Yy g son constantes.
Solucién. Como la primera ecuacidén es la més sencilla, despejamos de ella
el valor de t. Resulta:
t = _;_,
Vg €Os @
Si sustituimos este valor de ¢t en la segunda ecuacién, obtenemos la ecuacién
rectangular

. g 2
=xtgo — —3J __ x3,
y g 2vp” cos? a

que representa una paribola.

91. Gréifica de una curva a partir de su representacién paramé-
trica. Para trazar una curva a partir de su ecuacién rectangular,
basta obtener las coordenadas de algunos puntos, asignando distintos
valores a una de las variables y calculando luego los valores corres—
pondientes de la otra variable. Podemos trazar tamhién directamente
una curva a partir de sus ecuaciones paramétricas sin necesidad de
pasar a su ecuacién rectangular. En efecto, si asignamos un valor
particular al pardmetro, las ecuaciones paramétricas determinan valo-
res correspondientes de £ y ¥ que, si son reales, representan las
coordenadas de un punto de la curva.
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Ejemplo. Haciendo variar el pardmetro, trazar la curva cuyas ecuaciones

paramétricas son
x =6 ~senf, y=1-—cosb. (¢))

Hallar también la ecuacién rectangular de la curva.
Solucién. El parimetro 8, que aparece como un término aislado en la pri-
mera ecuacién, debe tomarse en radianes (Apéndice IC, 4). Asi, si se le asigna

a el valor% tiene el valor 0,7854 y no 45°. Para calcular los valores de

x ¥ y. serd conveniente, por lo tanto, asignar valores a § en funcién de =,
(ver la tabla del final de la pigina). Para valores de § mayores de 2x radia-
nes, y para valores negativos de 4,
Y Ja curva repite su forma a derecha e
izquierda, respectivamente, del
eje Y. Ellugar geométrico (fig. 125)
1 se llama cicloide. La porcién de cur-
vacomprendida entre dos cuales-
o . : — ¥_,X Qquiera de sus intersecciones sucesivas
] 1 2 *x 4 5 2r con el eje X se llama arco de la
Fig. 125 cicloide. Por la importancia que
tiene esta curva, deduciremos sus

ecuaciones paramétricas y posteriormente (Art. 93) la discutiremos.
Para obtencr la ecuacién rectangular de la cicloide, procedemos como sigue.
A partir de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones paramétricas (1),

tenemos

cosb=1-—y,
de donde,
8 = arccos (1 —y).

senf==+1—(1—y)d==V72y— ¢

Si sustituimos estos valores de 6 y sen 6 en la primera de las ecuaciones (1),
obtenemos la ecuacidn rectangular buscada,

x=arccos(1—y)=F\/zu—U” @

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo seglin que @ sea menor o
i mayor que x radianes en el arco com-

P sen 6 cos 8 . y prendido entre
6=0y 0=2n

0 0 1 0 0

/6 0,5 0,87 | 0,02 | 0,13 Si 6 = n, la segunda de las ecuacio-
w/4 0,71 0.71 | 0,08 [ 0,20 | mes (1) muestraque y = 2, en cuyo
n/3 0,87 0,5 [0,18]0.5 caso el radical se anula.

/2 1 0 0,57 | 1 El estudiante debe trazar la ci-
3n/4 0.71 | —=0,71| 1,65 | 1,71 cloide a partir de su ecuacién rectan-

n 0 -1 3,14 | 2 gular (2) y comparar el trabajo con
Sn/4 | — 0,71 | — 0,71 | 4,63 | 1,71 el de obtener la grifica partiendo de
3nf2 | -1 0 57111 las ecuaciones paramétricas (1).
n/4 | —0,71 0.71 | 6.20 | 0,29 Verd entonces las ventajas que, para
n 0 1 6,280 esta curva, tiene la representacién

paramétrica sobre la rectangular.
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EJERCICIOS.

Grupo 42

En cada uno de los siguientes ejercicios trazar la curva correspondiente par-

tiendo de sus ecuaciones paramétricas dadas.

Obténgase también la ecuacién

rectangular de la curva e identifiquese si es posible. Lasletras a, b, ¢, d ¥y p
representan constantes diferentes de cero.

1.
2.
3.

[ TN <

26.
27.

28.

29,

30.
31.

32.

33.

92.

¥ % X R X 9 x X kv xX x %

3

X

= at, y = bt. 13.
=qgsenb, y=acosd. 14.
=5t y=12u+4+2. 15.
= pt?, y = 2pt 16.
=qgcosfd, y=>b sen$. 17.
=22, y= % 18.
=gqag(l—-1t), y = bt 19.
=gsech, y=>btgh. 20.
=2tgh, y=73ctgh. 21.
=2t+2, y=72t3+ 41 22,
=2(l4cos8), y=2send. 23.
=4send, y=2csch. 24,

3at
I+ %

a sen 6,

sen 26,

cos 21,

a cost,

0
= sen —,
2

2 sengd — 3 cos 8,
asen 8 4+ b cos 8,
a sec 6+ b tg 6,

3ar?

= . 34.
14
35.
y=>btgh.
36.
y = cos 6.
37.
y = sen !.
y = b cos2:. 88.
39.
= cos 6.
v 40.

x=pt24+ b, y=2-+a.
x =3 cos0+2, y=2sen 3.
x =2secf—1, y=tg 6+42.

X X X &

®

X

X

X

x

X

2senfd-3, y=4cosf-—4.

asentd, y = acostd.

=atg38, y=-tcgl.

= bt?, y = btd.
asen®d, y=aqcos? 4.
2t 1 —¢2
a—, =a_—.
i+ Y~ lFe

atgl, y = bsec?d.
bcsc? 9, y=actgd.

cosf, y=senf—cosd

y=4sen 642 cosé.
y=csend+dcosf; ad # bc.
y=csecd+dtgé;

ad # be.
[/
2 cos b = cOS —-.
v )
tg2t, y=-tgt.
sent, y =tg2t.

tg-ZL. y = sen t.

sen 4, y = sen 34.
cos38, y =2 cosé.

t+sent, y=1l-—cost.

Representacion paramétrica de las cénicas. Por simplicidad,
supondremos que la posicién de cada una de las cénicas con relacién a
los ejes coordenados sea tal que su ecuacidn rectangular esté en su
forma candnica.

Sea a el dngulo de inclinacidn de la tangente a la pardbola y* = 4pz
en cualquier punto P (z, y¥), excepto el vértice, de la curva. Enton-
ces, por el teorema 4 del Articulo 57, tenemos

2p

tga= , # 0
4 Y y ’
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de donde, ,
y=2pctg a.

Como el valor de a depende de la posicién del punto de contacto P,
es una variable que podemos escoger como paritnetro. Segin esto,
el valor de y obtenido puede tomarse como una de las ecuaciones
paramétricas de la pardbola. Si este valor de y es sustituido en la
ecuacién y® = 4pz, hallamos z = p ctg? a. Por tanto, un par de
ecuaciones paramétricas de la paribola es

z=pectg’a, y=2pctga, (1)

en donde el parimetro a representa el dngulo de inclinacién de las
tangentes a la pardbola y* = 4px.

Fig. 126

En el ejemplo 2 del Articulo 90, se dié una representacién para—
métrica importante de la paribola, a saber,

z=1wcora, y=Ivosen a— Hgi?, (2)

en donde ¢ es el pardinetro, y para la cual se encontré que la ecuacién
rectangular es

= 9
y=ro—g T v a’ (3)

En Mecinica se demuestra que si la resistencia del aire es despreciada ,
las ecuaciones paramétricas (2) son las ecuaciones del movimiento de
un proyectil lanzado desde ¢l origen con una velocidad (constante)
inicial v 2 un 4ngulo constante a con el eje X, siendo ¢ la acelera-
cién constante debida a la gravedad (fig. 126). Iiste problema del
movimiento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre-
sentacién paramétrica sobre la rectangular en algunos problemas fisi-
cos. Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio
de las ecuaciones paramétricas (2). Por ejemplo, por las ecuacio-
nes (2), podemos determinar la posicién del cuerpo en ecualquier



ECUACIONES PARAMETRICAS 271

instante ¢; esta informacién, en cambio, no puede obtenerse de la
ecuacién rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del
proyectil .

Ahora obtendremos una representacién paramétrica sencilla para
una elipse. Tracemos dos circunferencias concéntricas (fig. 127) que
tengan su centro comin en el origen y de radios @ y b, siendo a > b.
A partir del origen O tracemos una recta cualquiera ! que forme un
4ngulo # con Ja parte positiva del eje X, y sean A y B los puntos
de interseccién con las circunferencias de radios a y b, respectiva—
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD al eje X, y por B

Y
3 Y
at N
/P(-’Ml) E C
! \ |- //- P(:c,y)
) H X 0
Fig. 127 Fig. 128

tracemos una recta paralela al eje X y sea P su punto de interseccion
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones paramétricas del lugar
geométrico de P(z, y). Como P se mueve de acuerdo con la rotacién
de la recta ! en torno de O, tomaremos como pardmetro el 4ngulo 6.
De los tridngulos rectdngulos OAC y OBD, tenemos

z=0C = 0A cos § = a cos §
y y=CP=DB=0Bsenf =bsen
Por tanto, las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son
z=acosf, y=bsenfh. (4)

Es muy ficil eliminar el pardmetro # de las ecuaciones (4) y obtener
la ecuacién rectangular

2
S+h=1 (5)

Por tanto, las ecuaciones (4) son una representacién paramétrica de
la elipse (5). El pardmetro  se llama dngulo excéntrico del punto P,
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y las circunferencias concéntricas de radios ¢ y b se llaman, respec-
tivamente , cfrculo principal y clrculo menor de la elipse. ;

Una representacién paramétrica sencilla de la Lipérbola puede obte-
nerse como sigue. Tracemos dos circunferencias concéntricas que
tengan su centro comtn en el origen y que sus radios sean OA =a y
OB =b, en que a > b, como se ve en la figura 128. A partir de O
tracemos una recta cualquiera ! que forine un dngulo 6 con la parte
positiva del eje X, y sea C el punto de interseccién con la circunfe-
rencia de radio a. En C tracemos la tangente a la circunferencia ;
designemos por D el punto en que esta tangente corta al eje X.
En B tracemos una perpendicular al eje X y sea E su punto de in—
terseccién con . Por D y E tracemos rectas paralelas a los ejes
Y y X, respectivamente ; designemos por P el punto de interseceién
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones paramétricas
del lugar geométrico de P(z, y), usando 6 como pardmetro. De los
tridngulos rectdngulos OCD y OBE, tenemos

z=0—13=0_Cse06=ase00
y y=DP =BE=0Btgf=>btge.

Por tanto, las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son
z=asecld, y=btga, (6)

y la ecuacién rectangular puede hallarse ficilmente y es (véase el
ejemplo 1 del Articulo 90)

% —p=1 (7
Por tanto, las ecuaciones (6) son una representacién paramétrica de
la, hipérbola (7). El pardmetro 6 se llama dngulo excénirico del
punto P, y el circulo de radio a se llama circulo euziliar de la
hipérbola..

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posicién sea fija con rela~
cién a una curva C. 8i la curva C rueda, sin resbalar, sobre una
curva fija C’/, el lugar geométrico descrito por el punto P se llama
ruleta.

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una
cicloide es el lugar geométrico deserito por cualquier punto fijo de
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija.
Deduciremos las ecuaciones paramétricas de la cicloide tomando la
recta fija como eje X y una de las posiciones del punto mévil sobre
el eje X como origen. Sea P(z, y) un punto cualquiera del lugar
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geométrico, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda,
como se indica en la figura 129. Tomaremos como pardmetro el 4ngu—
lo 8 quegira la circunferencia al rodar partiendo de su posicién inicial
en el origen. Sean A y B, respectivamente, los pies de las perpen—
diculares bajadas de Py C al eje X. Tracemos PD perpendicular

Y
\ H
Pl
\ D
O|A B z X
Fig. 129

a BC. Como la circunferencia rueda, sin resbalar, desde O hasta B,
tenemos

OB = arco PB.

Si 4 se mide en radianes, tenemos (Apéndice IC, 4)

arco PB = af.

Por tanto, de la figura 129,
x=O-A=073—A—B=a6—Fﬁ=a0—asen0,
y=;1—P=B—D=R'—BC'=a—acoso,

de manera que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son

z=a(@ —send), y=a(l —cosd). (1)

Por el método empleado en el ejemplo del Articulo 91, podemos
demostrar que la ecuacion rectangular de la cicloide (1) es

a—y

I = @ arc cos F Vv 2ay — y?, (2)
en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo segin que 4
sea menor o mayor que m radianes en el arco eomprendido entre
6 =0y 6 =2x. .

El punto medio H de cualquier arco de la cicloide se llama vértice
del areco. Aquella porcion OF de la recta fija comprendida entre los
puntos extremos de un arco se llama base del arco; su longitud es,

Lehmann. — 18. -
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evidentemente, igual a 2na, que es la longitud de la circunferencia
generatriz.  Cada extremo de un arco, tal como O y E, se llama
pico o cuspide.

A la cicloide también se le da a veces el nombre de braquistocrona o curva
del mas ripido descenso, porque, si se invierte la curva de la figura 129, se
puede demostrar que es el recorrido descrito por una particula que cae desde un
punto dado a otro en ¢l intervalo de tiempo minimo. Ademais, si se sueltan dos
particulas simultineamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de
una cicloide, llegarin ambas al punto mis bajo (el vértice) al mismo tiempo.

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con ¢l nombre de trocoide,
que es el lugar geométrico descrito por un punto de un radio fijo de una circun-
ferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador
P(x, y) esti a una distancia b del centro del circulo rodante de radio a, si una
posicién del radio fijo es a lo largo del eje Y, y sila recta fija se toma como el
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones paramétricas de 1a trocoide son

x=qg0 —bseng, y=a—b cosf. (3)
Se dice de la trocoide que es una cicloide acortada o alargada segin que
b<aob>a.

Para b = g, las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones paramétricas (1) de la
cicloide.

94. Epicicloide e hipocicloide. Ahora consideremos dos tipos de
ruletas que difieren de la cicloide en que la curva fija es una circunfe—

Y
J

Fig. 130

rencia en vez de una recta. Kstas curvas, llamadas epicicloide e
hipocicloide, son importantes en el disefio de dientes de engranajes.
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Una epicicloide es el lugar geométrico deserito por un punto fijo
cualquiera de una circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar,
sobre una circunferencia fija. Deduciremos las ecuaciones paramétri-
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su
centro en el origen y una posicién del punto que describe la curva esté
sobre la parte positiva del eje X y sobre la circunferencia fija. Sea
P(z, y) un punto cualquiera del lugar geométrico; sean a y b, res-
pectivamente, los radios de las circunferencias fija y rodante, y sea
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz, como se ve en la
figura 130. Tomaremos como parametro el 4ngulo ¢ que forma la recta
de los centros OC con la parte positiva del eje X. Sea A el punto
sobre el eje X que representa la posicion inicial del punto P que des-
cribe la curva, y sea B el punto de tangencia de las dos circunferen—
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE, respec—
tivamente, al eje X, y tracemos PF perpendicular a CD. Llamemoz
¢ al dngulo OCP y B al d4ngulo PCF. Consideraremos ambos dngu-
los ¢ y 6 medidos en radianes.

Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B,
tenemos

arco AB = arco PB,

0 sea
af = be.
a a a+b
Por tanto,‘#“—‘Tf) y 0+¢=0+?0= 5 6. Tenewmos,
también ,
B=¢—énguloOCD=¢—(%—0)=8+¢——g—.
Por tanto,
sen|3=sen(0+¢—%)=—sen (i;-—[ﬁ-{-tﬁ])
a+b
= oS (§ +¢) = — cos 50
y
cosB=cos(9+¢—-g-'~) =-cos(~g—'—[0+¢])
=sen(0+¢)=sena+b0.

b
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Para las coordenadas (z, y) del punto P, tenemos :

x=(ﬁ’=5§+ﬁ’=5_f)+ﬁ’=bf’cos&+5psenﬁ

=(a+ b) cos 6 ——bcosa_;-bf),
y=ﬂ’=—D—F=D—_C—F_C’=W'sen0—C_*7’QOSB
=(a+b)send —bsena—bi-be,
de manera que las ecuaciones paramétricas de la epicicloide son
z=(a-+b)cos 8 — bcos a+b0, ],
b
b (1)

y=(a+b)sen § — bsen a-;;b(). J

Cada punto de la epicicloide que estd sobre la circunferencia fija ,
tales como 4 y ¢, es un pico; la porcién de curva comprendida entre
dos picos sucesivos se llama arco. El ndmero de picos y arcos depende
de las magnitudes relativas de los radios a y b. Sea r la razdén de
a a b, de manera que a = rb. Si r es un nlimero entero, la epici-
cloide serd, evidentemente, una curva cerrada que tiene exactamente
r picos y r arcos; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r
picos. Si r no es un nimero entero pero es racional , el punto traza-
dor P dari la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o mds veces
antes de regresar al punto de partida A ; en este caso, los arcos de la
curva de diferentes circuitos se cortardn. Si r es irracional, el punto
trazador no regresa exactamente al punto de partida.

Cuando a = b, de manera que r = 1, tenemos la epicicloide de ua
pico o cardioide (véase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21
del grupo 41, Articulo 88). De las ecuaciones (1) se deducen las
siguientes ecuaciones paramétricas de la cardioide :

T=2acosfd —acos20, y=2asen § — a sen 20. (2)

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera
de una circunferencia que rueda ¢nteriormente, sin resbalar, sobre otra
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante al empleado para
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones paramétricas de la
hipocicloide son

“x=(a—0b)cosé +bcosa_b

b

0,
(3)

y=(a—b)sen0—-bsena;b0,
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en donde @ y b son, respectivamente, los radios de las circunfrren—
cias fija y rodante, y el pardmetro 6 es el 4ngulo que la recta de los
centros OC forma con la parte positiva del eje X, tal como puede
verse en la figura 131. El lector debe observar que las ecuaciones
paramétricas (3) de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando
b por — b en las ecuaciones paramétricas (1) de la epicicloide.

y
B
Cs
F X
0 B
Fig. 131

Sea r la razén de @ a b, de modo que a=rb. Bir es un niimero
entero, tenemos una hipocicloide de r picos. La hipocicloide de cuatro
picos estd representada en la figura 131 ; esta curva se llama también
asiroide. Las ecuaciones paramétricas de la astroide pueden simplifi-

. a

carse de manera que tomen una forma muy simple. Asf, para b= e
las ecuaciones paramétricas (3) se convierten en

3a

u
z—zcos(9+ 1 cos 34,

3a a
y—z-sena——‘l-sen%.

Si en estas ecuaciones sustituimos los valores de cos 39 y sen 34 dados
por las identidades trigonométricas

cos 39 = 4 cos® § —3 cos 4,

sen 30 = 3 sen § — 4 sen® 4,
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones paramétricas de la
astroide ,
z=acos’d, y=asend. (4)

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de
las ecuaciones (4) y sumamos, obtenemos como ecuacién rectangular
de la hipocicloide de cuatro picos

()]

EJERCICIOS. Grupo 43

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. De las ecuaciones paramétricas (2) del Articulo 92, demostrar que el
tiempo en el cual alcanza el proyectil su altura mixima estd dado por

— Vosen o
g

t

2. Si se conocen los ejes mayor y menor de una elipse, hallar un método
para construir cualquier punto P de la elipse conociendo su ingulo excéntrico.

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un procedimiento
para construir el ingulo excéntrico de cualquier punto dado P de la elipse.

4, Sean P, y P3 puntos extremos de dos didmetros conjugados de una
elipse (véase el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63). Demostrar que los éngulos
excéntricos de Py y P3 difieren en 90° é 270°.

5. Obtener las ecuaciones paramétricas (6) del Articulo 92 para una hipér-
bola, empleando una construccidén en que b > a.

6. Sea [ una recta dirigida hacia arriba, y sean « y f3. respectivamente,
los 4ngulos formados por ! y las partes positivas de losejes X y Y (ver el ejer-
.cicio 19 del grupo 14, Art. 37). Si I no es paralela a ninguno de los ejes coor-
denados y contiene al punto fijo Py (x1. y1). puede demostrarse que (ver el
ejercicio 2] del grupo 14, Art. 37) la ecuacién de ! puede escribirse en la forma

X—xi_Yy— g
cos o cos B

De aqui, demostrar que una representacién paramétrica de la recta [ estd
dada por
x=x1+tcosa, y=y;+1tcosh,

en donde el parimetro t representa la distancia variable del punto fijo
Pi(x1. yi) a cualquier punto P (x, y) sobre /.
7. Discutir la recta cuyas ecuaciones paramétricas son

3 _ 4
x 3+—5-t. y—4+?t.

en donde el parimetro ¢ tiene el significado establecido en el ejercicio 6.
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8. Una recta cuya pendiente es — % pasa por el punto (2, —1). Hallar

sus ecuaciones paramétricas en la forma dada en el ejercicio 6.

9. Demostrar la ecuacidén rectangular (2) de la cicloide dada en el A:-
ticulo 93.

10. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que ¢l nuevo ori-
gen sea el vértice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuéstrese
que las ecuaciones paramétricas de la cicloide con respecto a los nuevos ejes estin

dadas por
x=qg(#—n~—senf), y=—a(l+cosh).

11. Trazar la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2.

12. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la trocoide dadas en el Ar-
ticulo 93.

13. Obtener la ecuacién rectangular de la trocoide a partir de las ecuaciones
paramétricas (3) del Articulo 93.

14, TTrazar la trocoide del ejercicio 12 cuando a =2 y b = 3,

15, Trazar la epicicloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (1) del
Articulo 94 cuando a = 3b.

16. Deducir las ecuaciones paramétricas (2) de la cardioide, dadas en el
Articulo 94, directamente a partir de una figura.

17. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la hipocicloide, directamente
de Ia figura 131.

18, Trazar la hipocicloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (3) del
Articulo 94 cuando a = 3b.

19. Demostrar, analiticamente, que cuando a = 26 la hipocicloide (3) del
Articulo 94 representa un didmetro de la circunferencia fija.

20. Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla
manteniéndolo tirante en el plano de la circunferencia, cualquier punto fijo del
hilo traza una curva llamada evolvente de la circunferencia. Hallar las ecuacio-
nes paramétricas de la evolvente de la circunferencia x? 4 y2 = g2 bajo las si-
guientes condiciones; Si P es un punto cualquiera del lugar geométrico, sea el
punto A (a. 0) su posicién inicial, y para cualquiera otra posicién, sea T
el punto de contacto de la tangente PT ala circunferencia. Témese el dngulo
AOT = 8 como parimetro,

95. Resolucién de problemas de lugares geométricos por el método
paramétrico. Para ciertos lugares geométricos del tipo de curvas lla-
madas ruletas, hallamos que su representacién paramétrica es preferi-
ble a su representacién rectangular. Para muchas curvas, sin embargo,
la ecuacién rectangular es mas deseable, pero esta ecuacién puede deter-
minarse a veces mis convenientemente obteniendo primero las ecuacio—~
nes paramétricas a partir de las condiciones que el lugar geométrico debe
satisfacer. Esto requiere la introduccién de un pardmetro, o posible-
mente de dos 0 mé4s pardmetros, que deben eliminarse posteriormente .
A este respecto, los pardmetros son incidentales en la determinacién de
la ecuacidén rectangular y por esto se llaman a veces variables auziliares.
El lector debe notar que si se introducen n parametros, es necesario
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tener n 4+ 1 ecuaciones para efectuar su climinacién y obtener la ecua—
ci6n rectangular buseada. Si la ecuacién rectangular de un lugar geo—
métrico se obtiene mediante la introduccién de uno o mis pardmetros,
se suele decir que la resolucién se ha efectuado por el método paramétrico.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico del punto de intersec-
cion de dos rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse
b1x? + a?y? = g% b2,

Solucién. Supongamos que el pumto P(x, y) (fig. 132) representa un
punto cualquiera del lugar geométrico. Como las rectas son perpendiculares

Y
h

Fig. 132

; . 1 . .
entre si, podemos representar sus pendientes por my — —, siendo la vatiable m
m

el parimetro. Porel teorema ) del Articulo 63 las ecuaciones de las tangentes son

y = mx =V a¥®m? + b?

y=—_]_x=t:Ja_’+b2'
m m?

Para obtener la ecuacién rectangular requerida del lugar geométrico de P, debe-
mos eliminar el parimetro m entre estas dos ecuaciones. Para esto, lasescribi-
remos en las formas

y—mx == ‘\/a_’m 3

my+x == VvV F bPme.
Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de estas ecuaciones, y su-
mando, obtenemos
I+ mx?+ miyg?+ x? = a?m? + b? + a? + hm?,

de donde
(M4 1) (24 y?) =(m?+ 1) (a® + b?).
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Como m? 4+ 1 # 0, podemos dividir por este factor. Esto nos da la ecvacién
rectangular del lugar geométrico,

x? 4 y2 = a? + b2,

(.»-'“”\
llamado circulo director de la elipse. (EKLOR-S

En este ejemplo se ha obtenido la solucién introduciendo un solo
pardmetro. El ejemplo siguiente muestra un problema de lugar geo-
métrico en el eual se introducen varios parametros.

Ejempio 2. Una recta [ pasa por el punto fijo P1(— 1, —3) y cortaala
recta {1;3x+2y —6=0, enel punto A, yalarecta l3:y —3 =0, en el
punto B. Hallar la ecuacién del lugar geométrico del punto medio del segmento
de recta AB a medida que la recta [ gira en torno del punto P;.

Solucién. Sea P(x, y) (fig. 133) un punto cualquiera del [ugar geomé-
trico, y sean (x’, y') y (x”. 3) las coordenadas de los puntos A y B, respec-
tivamente. Hemos introducido asi tres pardmetros, x/, y’y x/; su eliminacién
requiere, por lo tanto, cuatro relacio-
nes. Dos de estas relaciones pueden cb-

tenerse partiendo del hecho de que P es ¥ !
el punto medio del segmento AB; es- ‘ ﬂ /
tas son 3(5"»3)!
xl + x/l 2
x =T, 1)
2 P(z,y)
A zl A
Como el punto A estd sobre la recta [y,
tenemos una tercera relacidn escribiendo 1’1("1,—3/ L
que sus coordenadas verifican la ecua-
cién de la recta:
Fig. 133

3x/ 42y — 6 = 0. (3)

Como los puntos A, B y P; son colineales, tenemos, escribiendo que las pen-
dientes de APq y BP; son iguales, la cuarta relacién:

y+3_ 6 4
1 41 )
De 1a ecuacién (2),
y =2y — 3.

Sustituyendo este valor de y’ en la ecuacién (3), tenemos

) 6=2 _6—4yt6_12-4y
3 3 3

Sustituyendo este valor de x’ en la ecuacién (1), resulta

12—-4y _6x+4y—-12
3 3 ’

x"=2x — x' =2x —
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Si sustituimos estos valores de x/, y’ y x/ en laecuacién (4), obtenemos

2y _ 6
15— 4y 6x +4y—9
3 3

la cual, después de simplificarla, nos da la ecuacién buscada
bxy +4y?2 +3y —45 =0,

que representa una hipérbola. El estudiante debe trazar la grifica correspon-
diente de este lugar geométrico.

Un tipo interesante de curvas, cuya ecuacién se obtiene mis facil-
mente mediante el método paramétrico, son las llamadas podarias o
curvas pedales, definidas de la siguiente manera : si desde un punto
fijo @ se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C, el
lugar geométrico de los pies de las perpendiculares es otra curva lla-
mada podaria de la curva C con respecto al punto Q.

Ejemplo 3. Hallas 1a ecuacidn de la podaria de una parabola con respecto
al vértice.
Solucién. EIl problema no pierde generalidad si tomamos la forma canénica
de la ecuacion de la paribola, y? = 4px. Sea P(x, y) (fig. 134) un punto
cualquiera del lugar geométrico. Por el
Y teorema 5 del Articulo 57, la ecuacidn de
Z=-p la tangente de pendiente m a la paribola
y? = 4px es

y=mx+ 2, msx0. ¢))
m

Por ser OP perpendicular a 1a tangente (5),
su ecuacidn es

d y=-Lx ©®)

=X m
La ecuacién rectangular de la podaria se
obtiene eliminando el parimetro m entre
las ecuaciones (5) y (6). Para ello, de la

ecuacién (6) se obtiene m = — X, valor
y

que sustituido en la ecuacién (5) nos da:

y=—->_PY
Fig. 134 y x
Despejando y? obtenemos la ecuacién rectangular buscada
x3
y?=- .
x+p

que representa una cisoide con asintota x = = p. (Véase el ejemplo 1 del Ar-
ticulo 19 y el ejercicio & del grupo 41, Art. 83.)
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EJERCICIOS. Grupo 44
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico formado por los puntos de
interseccién de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia
x3 4+ y? = g2,

2. Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos de interseccién de
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la paribola y? = 4px.

3. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de interseccidn de
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hipérbola

b?x? — a?2y”? = q?b?%, a > b.

4. Por el punto fijo A(— a, 0) de la circunferencia x2 + y? = a? se
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacién del lugar geométrico del
punto medio de AB.

5, Por el punto fijo A{(— a, 0) de la elipse b2x? + a?y? = a?b?, se
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacidn del lugar geométrico del
punto medio de AB.

6. Una recta [ pasa por el origen y corta a las rectas

x+1=0y x—y+1=0

en los puntos A y B, respectivamente. Hallar la ecuacién del lugar geométrico
descrito por el punto medio del segmento AB a medida que la recta [ gira en
torno del origen.

7. Un segmento AB de longitud constante [ se mueve de tal manera que
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre
el eje Y. Hallar la ecuacién del Jugar geométrico descrito por un punto fijo P

sobre AB tal quelarazén AP : BP esigual a&.

8. Hallar la ecuacion de la podaria de la paribola y? = 4px con respecto
al foco.

9. Hallar la ecuacién de la podaria de la elipse b2x2 + a2y”? = a?b? con
respecto a su centro.

10, Demostrar, analiticamente, que una circunferencia es su propia curva
podaria con respecto al centro.

11. Hallar la ecuacidén de la podaria de la hipérbola b2x2 — g2 y? = a2p2
con respecto a su centro.

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 1a hipérbola es equilatera, la podaria
es una lemniscata. (Véase el ejemplo 2 del Art. 82.)

13, Desde uno de los focos de una elipse, se traza una recta /| perpendicu-
lar a cualquiera de sus tangentes, Yy por el centro se traza una recta /2 que pase
por ¢l punto de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geométrico
de la interseccién de [, y I3 es la directriz correspondiente.

14, Establecer y demostrar el teorema correspondiente al del ejercicio 13
para la hipérbola.

15. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de interseccidn de
dos tangentes cualesquiera a la pardbola y? = 4px, tales que el producto de sus
pendientes sea igual a una constante k.

16, Resolver el ejercicio 15 para laelipse b2x2 + g2y? = a?b?.
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17. Hallar la ecnacién del lugar geométrico de los puntos de interseccidon de
dos tangentes cualesquiera a la parabola y? = 4px tales que formen un ingulo
de 45 grados.

18. Hallar la ecuacidn de la podaria de la elipse b? x? 4- a2 y? = 2 b2 con
respecto a un foco.

19. Hallar la ecnacidén de la podaria de la hipérbola b2 x2 — g?y2? = a2 b?
¢on respecto a un foco.

20. Demostrar que la podaria de la circunferenciz x2 4 y? 4 4x =0 con
respecto al origen es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.)



CAPITULO XII
CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusién par-
ticular empleamos un simbolo, digamos z, al que se le pueden asignar
valores diferentes, decimos que este simbolo es una variable, y a la
totalidad de los valores que puede tomar le llamamos intervalo de
variacién de la variable. Asf, la ecuacién de la circunferencia

4yt =1 (1)

contiene las dos variables  y y, a cada una de las cuales se le pueden
asignar todos los valores reales desde — 1 hasta -+ 1 inclusive. El
intervalo de variacién de la variable z, por ejemplo, se expresa en—
tonces por la relacion

—1<z<1.

Segin vimos, una ecuacién en dos variables representa una corres—
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14, 23).
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacién funcional.
Para mayor precisién , establezcamos la siguiente

Derinicién.  Si dos variables, £ y y, estdn relacionadas de tal
manera que para cada valor asignado a la z dentro de su intervalo,
quedan determinados uno o més valores correspondientes de i, se dice
que y es una funcién de X.

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus
diversas propiedades y caracteristicas. Para nuestros fines inmediatos,
sin embargo, serd suficiente dividir todas las funciones en dos clases
generales : funciones algebraicas y trascendentes. Para comprender
esta clasificacién necesitamos agregar algunas definiciones.

Una funcién racional entera de x es una funcién de la forma

Gzt a2 e+ a1z as,
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en donde n es un entero positivo, o cero, y a, a1, ..., Qs Son
constantes cualesquiera. Ordinariamente nos referimos a una funcién
de tal naturaleza como un polinomio en z. En particular, si a #= 0,
se dice que Ja funcién o polinomio es de grado n.

Una funcién racional de x es ¢l cociente de una funcién racional
entera de = por otra que sea diferente de cero. Asi, si f1(z) y f2(z)
son ambas funciones racionales enteras, si fa2(z) es diferente de
cero, y

_ Di(z)
R ( x) - fz (I) ]
'ntonces R(z) es una funcion racional de z.
Consideremos ahora la ecuacion

"+ Bi@)y™ '+ R (2)y™ ..+ Ru1 ()y+Ra(z) =0, (2)

en donde m es un entero positivo y Ri(z), R:(z), ..., Rn(z) son
funciones racionales de x. Si la relacién entre dos variables z y y es
de la forma dada por la ecuacién (2), o puede hacerse que tome tal
forma, entonces se dice que y es una funcién algebraica de z. Asi,
cada una de las ecuaciones

3
?+yi=1, y2=zix: @ +y)=4—y) y eit+yi=1,
definen a y como una funcion algebraica de z.

Todas las funciores que no son algebraicas se llaman funciones fras—-
cendentes. Las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponencia—
les son ejemplos de tales funciones. Asi, cada una de las ecuaciones
y=senz, y =logzy ye® =1 definen a y como una funcién tras-
cendente de z.

97. Clasificacién de las curvas planas. Cuando una curva plana
est4 representada analfticamente por una ecuacién con dos variables,
esa ecuacién, como acabamos de ver, expresa una relacién funcional
entre las dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o
trascendente segin que la relacién funcional expresada por su ecuacién
sea algebraica o trascendente.

Se acostumbra hacer una posterior clasificaciéon de las curvas
planas. La ecuacién de una recta,

Az +By+C=0, (1)
es de primer gradoen z y ¥y, y la ecuacién de una conica ,

A+ Bxy + Cy* + Dz +Ey+ F =0, (2)
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es de segundo gradoen =z y y. Sila ecuacién de un lugar geométrico
no puede escribirse en ninguna de las formas (1) y (2), la curva
correspondiente se dice que es una curve plana de grado superior.

Se sigue, de esto, que las curvas planas de grado superior in-
cluyen todas las curvas trascendentes y todas las curvas algebraicas
de grado superior 2 dos. No incluiremos, sin embargo, entre las
curvas planas superiores, a aquellas cuyas ecuaciones, escritas en la
forma de un polinomio igualado a cero, son tales que el primer miem-
bro se pueda descomponer en dos o m4s factores entre las variables
de las formas dadas por las ecuaciones (1) y (2) anteriores (véase el
Art. 20). Asi, la ecuacién

it aly? - 42 —dzy® — P+ 42 =0

es de cuarto grado en las variables  y y, pero la curva que representa
no seri vonsiderada como una curva plana superior porque la ecuacién
puede escribirse en la forma equivalente

(2 +y2—1) (y* —4z) = 0.

Como el nimero de curvas planas superiores es ilimitado, se hace
necesario hacer una seleccién de las que van a estudiarse. Hay varias
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior.
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que
tenga en Matematicas superiores, a su cardcter histérico y a sus
aplicaciones précticas. Tales consideraciones fueron las que sirvieron
para hacer la seleccién de las curvas planas superiores estudiadas en
este capitulo.

98 Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar-
ticulo, vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas
de grado superior.

a) Curvas polinomias. Si en la ecuacién
y=wz"+taz" '+ .. .+ a1zt a., (1)

el segundo miembro f(z) es una funcién racional entera de z con
coeficientes reales, el lugar geométrico que representa se llama una
curva polinomia. Para n = 1, el lugar geométrico es una recta ; para
n =2, el lugar geométrico es una paridbola. Aqui consideraremos
solamente eurvas polinomias aquellas para Jas cuales n > 3 ; los lugares
geométricos correspondientes son entonces curvas planas superiores.

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando
primero aquellos valores de z para los cuales y es igual a cero. Cada
valor de z de esta clase se llama un cero del polinomio f (z) represen-
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tado por el segundo miembro de la ecuacién (1) ; también se le conoce
con el nombre de rafz de la ecuacién f(z) = 0. Grificamente, cada
rafz real diferente, digamos a, representa la abscisa de un punto de
interseccién de la curva con el eje X. Se demuestra en Andlisis mate-
mético que la funcién polinomia f (z) es continua ; graficamente, esto
significa que el lugar geométrico es una curva continua.

Ejemplo. Trazar la curva polinomia cuya ecuacidn es
y=x*—4x3 — 3x2 4 14x — 8. (2)

Solucién. Por los métodos de la teoria de ecuaciones del Algebra, se halla
que los ceros del segundo miembro de la ecuacién (2) son —2, 1, |, 4. Por
tanto, podemos escribir la ecuacién (2) en la forma

y=x+2) x-1D2(x—4). (3

Las intersecciones de la curva con el eje X son los puntos de abscisas — 2, 1
y 4. Como un ejemplo del método a seguir para obtener el signo de y para
valores d¢ x comprendidos entre las intersecciones, lo determinaremos para valo-
tes de x comprendidos entre — 2 y 1. Sea x = — 1, un valor comprendido
entre — 2 y . Para este valor de x, los signos de los factores del segundo
miembro de la ecuacién (3) son 4, + y —. respectivamente; por tanto, su
producto y es negativo, lo que indica que la curva estd abajo del eje X para
valores de x comprendidos entre — 2 y 1. Anilogamente, podemos demostrar
que entre las intersecciones 1 y 4 la curva también estd abajo del eje X. EIl

Y

x ‘ y tl
-3 112 \
-1 =20 -2 -1 0

0| — 8

I (10

3| =20

5 12 L~20

Fig. 135

mismo procedimiento se sigue para valores no comprendidos entre los intervalos
pero incluidos por las intersecciones. Asi, para x < — 2, y para x > 4, la
ecuacién (3) muestra que y es positiva; luego, en estas regiones, la curva esta
sobre el eje X.

Después de hacer esta investigacién preliminar, conviene, generalmente,
obtener las coordenadas de algunos puntos de 1a curva, con ¢l fin de obtener una
grifica adecuada. Esto puede hacerse convenientemente utilizando los métodos
estudiados en Algebra para hallar el valor numérico de un polinomio. La gra-
fica de la ecuacidén (2) aparece en la figura 135,

NoTa. Como los coeficientes de la ecuacién (1) son reales, cualesquiera
raices complejas de f (x) =0 deben ocurrir en pares conjugados; entonces no hay
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raiz real diferente,
y para cada grupo de un numero impar de raices reales repetidas, el lugar geo-
méttico corta al eje X. También para cada grupo de un nimero par de raices
reales iguales, cada unaigual a, digamos a, la cutva no corta al eje X, pero es
tangente a ¢l en el punto (a, 0); esto estd ilustrado en la curva de la figura 135,

b) Curvas potenciales. La ecuacién
y=az", a0, (4)
en donde n es una constante arbitraria o pardmetro, representa una

familia de curvas llamadas curvas potenciales. En particular, si n es
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabé-

n=-2

n=2 n=-2

Fig. 136

lico; y si n es negativo, se dice que son del tpo hiperbélico. Asi,
si n =2, la ecuacién (4) representa una paribola, y sin = —1,
representa una hipérbola equildtera .

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4).
Asi, para n =0 y 1, tenemos lineas rectas ; para n = 2, una paré-
bola ; para n = Y4, una rama de una paribola; para n = 3, la pa—
rdbola cdbica ; para n = %, una pardbola semicibica, y para n = %,
una rama de una paridbola semicibica. Algunas de estas curvas del
tipo parabdlico se han trazado en la figura 136(a), en donde a se toms
igual a la unidad. Otras, del tipo hiperbdlico, aparecen en la figu—
ra 136 (b), en donde o se toma también igual a la unidad.

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo, en la
teorfa de los gases, tenemos las curvas representadas por la ecuacién

pt =k,

Lobmarn. — 19, -
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en donde p es la presién y v es el volumen de un gas, y n y k sou
constantes. En particular, si n = 1, tenemos la relacién conocida
como ley de Boyle.

¢) Curva de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de interés his-
térico estd la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar
geométrico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137)
un diametro de un circulo y ¢ su tangente en A. Desde O tracemos
una recta cualquiera ! y sean B y C sus puntos de interseccién con
la circunferencia y la recta {. Por B tracemos una recta perpendicular
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de

¥ !
A C/ y
DN !
L2 VN IP(zy)
oN/B i
]
g )
!
0 oy ~X
Fig. 137

interseccién de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geomé-
trico que describe el punto P a medida que ! gira en torno de O.

Para obtener la ecuacién de la curva de Agnesi, tomemos el punto
O como origen y el didmetro OA a lo largo del eje Y. La construc-
cién del punto P(z, y) es como aparece en la figura 137. Sean Dy E
los pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C al eje X,
respectivamente. Sea @ el dogulo que ! forma con la parte positiva
del eje X. Como ¢ varfa a medida que ! gira alrededor de O, lo
emplearemos como parimetro. Tracemos la recta AB. Se verifica ;
4ngulo DBO = éngulo DAB = §. Sea a el radio del circulo. Las
coordenadas del punto P(z, y), serén:

z=0—E=R=mctg0=2acg0,
y = EP = OD = OB sen § = OA sen® 6 = 2a sen? 6.

El estudiante debe demostrar que la ecuacién rectangular de la curva
de Agnesi, obtenida a partir de estas ecuaciones paramétricas, es

8a®
V=Tt (8)
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La ecuacién (5) nos dice que la curva es simétrica con respecto al
eje Y y asintdtica al eje X. El estudio completo de la curva se deja
como ejercicio al estudiante.

99. Tres famosos problemas de la antigiledad. Tres problemas
geométricos se hicieron famosos por los vanos esfuerzos que hicieron los
antiguos mateméticos griegos para resolverlos utilizando solamente la
regla y el compéas. Estos problemas son

a) La duplicacién del cubo.
b) La triseccién de un dngulo arbitrario.
¢) La cuadratura del cfrculo.

Modernamente se ha demostrado que la solucién de cualquiera de
estos problemas es imposible por medio de la regla y el compéis sola—
mente. Dedicaremos este articulo a un breve estudio de cada uno de
estos célebres problemas, ligados a curvas también famosas.

a) Duplicacién del cubo. Este
problema significa Ia obtencién de la
arista—~de un cubo cuyo volumen sea
igual al doble del volumen de un eubo
dado. Demostraremos en seguida que
este problema puede resolverse por
medio de la curva llamada cisoide de
Diocles. 08y 261)

Sea C el centro y OA = 2a (figu-
ra 138) el didmetro fijo del efreulo
generador de la cisoide. Con estos
datos y los ejes indicados en la figura
la ecuacién rectangular de la curva es

(1)

b

T2 -z

yz

Fig. 138

Tracemos CD = 2a perpendicular al

eje X, y sea E el punto de interseccién de DA con la cisoide. Tra-
cemos FE, la ordenada de E. De los tridngulos semejantes DCA y
EFA , tenemos

0 sea,
FA = % FE. (2)
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Por ser el punto E de la cisoide, tenemos, segin la ecuacién (1),

_ payax]
FEt =90 ,
FA
y sustituyendo el valor de FA dado en la ecuacién (2), resulta
_ 8
FEr =208
FE
de donde, FE' = 20F°. (3)

Sea b la arista de un cubo dado cualquiera. Construyamos un
segmanto de longitud ¢ tal que

e _FE
b OF

Entonces, de la ecuacién (3) tenemos
T3

OF

de donde, ¢t = 2b%,

Es decir, ¢ es la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del
volumen del cubo dado de arista b.

b) Triseccién de un dngulo arbitrario. Si bien es posible, por

l medio de la regla y el compés sola-
mente, trisecar unos cuantos angulos
particulares, por €jemplo, un dngu-
lo recto, no es -posible hacerlo si se
trata de un 4ngulo cualquiera. La
triseccién de cualquier dngulo puede
efectuarse, sin embargo, por medio
de la concoide de Nicomedes, como
demostraremos ahora.

Sea AOC (fig. 139) el 4ngulo que
va a trisecarse. Por D, un punto
cualquiera sobre el lado OC, tracemos
la recta | perpendicular al lado OA y
sea E su punto de interseccién. So-

Fig. 139 bre OA tomemos el punto F tal que
EF = 20D.

Sea O el punto fijo y I la recta fija de una concoide construida

como Bigue (véase el ejercicio 22 del grupo 41, Art. 88). Por O
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tracemos una recta cualquiera !’ y sea B el punto en que corta a I.
Sean P y P’ dos puntos sobre !’ a derecha e izquierda de B, res-
pectivamente , y tales que | BP| = | BP'| =b, una constante , para
cualquier posicién de I/, Se llama concoide el lugar geométrico des-
crito por P y P’. Por este método, construyamos la concoide para

la cual b = | E_l_?' Por D tracemos una recta paralela a OA y sea
(7 su punto de interseccién con la concoide. Tracemos OG y sea H
su interseccién con !. Entonces

Angulo AOG = !4 dngulo AOC.

La demostracién de esta construccidn es la siguiente : Tracemos DM
siendo M el punto medio de HG@. De la construccién de la concoide ,

HG@ = EF =20D.

Como 3} es el punto medio de la hipotenusa del tridngulo rcetdn—
gulo GHD es equidistante de los tres vértices, y

DM = MG = %HG = OD.
Por tanto, tenemos dos tridngulos isésceles, ODM y DMG, tales que

angulo MOD = éngulo OMD,

dngulo M DG = 4dngulo MGD.

Llamemos ¢ y 6, respectivamente, a estos 4ngulos. El dngulo ¢
es un angulo exterior del tridngulo DM@ ; por tanto,

¢ =29.
Como DG es paralela a OA, tenemos
dngulo AOG’ = angulo MGD = 6.
Por tanto, finalmente,
dngulo AOC =6 + ¢ =36 =3 4dngulo A0G,
y la ‘construccién estd demostrada.

¢) Cuadratura del circulo. Este problema consiste en la cons-
truceién de un cuadrado cuya 4rea sea igual a la de un efreulo dado.
Se le conoce también como el problema de ‘‘ cuadrar el cireulo’’. El
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lector comprenderd que la solucién de este problema requiere la deter—
minacién de x, la razén de la circunferencia a su didmetro. En
Matemasticas superiores se demuestra que no solamente es imposible
resolver este problema por medio de la regla y el compés, sino que la
solucién no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica
cuya ecuacién tenga coeficientes racionales.

BJERCICIOS. Grupo 45

En cada uno de los ejercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la
ecuacién que se da.

1, y=x¥—=2x3—-x 42,
2. y = 2x* — llx% 4 20x2 — 12x.
3. y = x8—5x% —6x3+38x%—43x 4+ 15.

4, Silafuncidn polinomia general f(x), igualada a cero, tiene por raices
los nimeros complejos conjugados ¢ + bi y a — bi, en que a y b son reales,
b0, yi=a/—1, demuéstrese que 7 (x) tiene un factor cuadritico posi-
tivo para todos los valores reales de x y, por tanto, que no hay ningin punto
de interseccion de la curva y = f(x) con el eje X.

5. Si la funcién polinomia general f(x), igualada a cero, tiene raices
reales de orden impar, iguales cada wna a g, demuéstrese que la curva y = £ (x)
corta al eje X en el punto (a, 0).

8. Si la funcién polinomia general f(x), igualada a cero, tiene raices
reales de orden par, iguales cada una a ¢, demuéstrese que la curva y = f(x) es
tangente al eje X en el punto (a. 0).

7. Paralas curvas potenciales y=x", demuéstrese: a) que todas las cur-
vas del tipo parabélico pasan por el punto (1, 1) y el origen; b) que todas
las curvas del tipo hiperbélico son asintéticas a los ejes coordenados.

8. Dibujese la figura 136(a) del Aiticulo 98 a una escala mis grande y
agréguense las curvas correspondientes para n = -‘II, % % % 4, 5.
parense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n.

9. Dibujese la figura 136(5) del Articulo 98 a una escala mis grande y
agréguense las curvas correspondientes para n = -~ %, - _;.. —3, —4., Com-
pairense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n,

10. Dibujense varias de las curvas potenciales representadas por la ecuacién
x = agy®, y compdirense con las curvas correspondientes de la familia y = ax".

Com-

En cada uno de los ejercicios 11-17, construir las curvas potenciales cuyas
ecuaciones se dan.

11. y =(x — 1)4. Sugestién. Traslidese el eje Y.
12, y =(x+1)s. 15, y+1l=(x—1)%,
13, y = x¢ 4 1. 18, y—1=(x+1)%.
14. y—2=(x—3)" 17. y—3f=(x+2)“4.
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18, A partir de sus ecuaciones paramétricas, obténgase la ecuacién rectangu-
lar de la curva de Agnesi dada por la ecuacién (5) del Articulo 98. Efectuar una
discusién completa de la curva.

4a% x
2¢ — x

20, Empleando la construccién para la duplicacién del cubo dada en el Ar-
ticulo 9, demuéstrese que si en la figura 138 tomamos CD = na, podemos ob-
tener la arista de un cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado.

21. Las paribolas y? = 2ax y x? = ay se cortan en e] origen y en otro
punto P. Considerando la abscisa del punto P, demostrar c6mo el problema de
la duplicacién del cubo puede resolverse para un cubo dado de atista a.

22, Tricese la curva cuya ecuacién es x3 + xy? — 3ax? 4 ay? = 0. Esta
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo indica puede usarse
para trisecar un idngulo cualquiera.

23. Trazar la curva cuya ecuacién es x4 4 y* = g*. Esta curva se conoce
con el nombre de curva de cuarto grado de Lamé.

24. En el mismo sistema de ejes coordenados dibujar las porciones de curvas
de la familia de curvas x* + y" = 1, correspondientes al primer cuadrante cuan-

19. Trazar la curva de Agnesi cuya ecuacién es y? =

do a n se le asignan sucesivamente los valores -%-. %- I, 2 vy 4. ldentificar

cada lugar geométrico, y observar el efecto obtenido haciendo variar el va-
lor de n.

25. Trazar el lugar geométrico de x3 + y? — 3axy = 0. Esta curva se llama
hoja de Descartes.

26. Trazar el lugar geométrico de (x2 + y?)2 — gx2y = 0. Esta curva se
llama bifoliada.

27. Trazar la cuva cuya ecuacién es x3 4 xy? + ax? — gy? = 0. Su lugar
geométrico es la estrofoide.

28, Trazar el lugar geométrico de y¢ — 2ay?® + a2 x? = 0.

29. Trazar el lugar geométrico de x%y2 =g2(x2+y?). Esta curva se llama
cruciforme. El lector debe notar que aunque e] origen pertenece al lugar geomé-
trico, ningtin otro punto de la vecindad del origen est sobre la curva. Un pun-
to, tal como el origen, se llama entonces un punto arislado.

30, Trazar el lugar geométrico de x2y — a?2x 4 b2y = 0. Esta curva se
llama serpentina.

100. La sinusoide. Kl lector ya estd familiarizado con la funcién
sen z desde su estudio de Trigonometrfa. Las propiedades de esta
funcién pueden estudiarse ¢onvenientemente por medio de la ecuacién

y=senz. (1)

El lugar geométrico de la ecuacién (1) se llama sinusoide.

Las intersecciones de la curva (1) con el eje X son 0, = 5,
= 2m, y, n general, nx, en que n es un entero cualquiera. El dnico
punto de interseccién con el eje Y es el origen. Como

sen (—z) = —senz=—y,
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la curva es simétrica con respecto al origen. A la variable z pueden
asigndrsele todos los valores reales ; la variable ¥ puede tomar valores
reales cualesquiera en el intervalo —1 <y <1. Por tanto, el lugar
geométrico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la
izquierda del eje Y entre las rectas y = =1, La curva no tiene
asintotas. Las coordenadas de un ndmero suficiente de puntos pueden
obtenerse de la tabla del Apéndice IC, 5, junta con las férmulas de
reduccién dadas en el Apéndice IC, 3. Una parte del lugar geomé-
trico aparece en la figura 140. El estudiante debe notar que las absei—
sas son nlmeros que representan la medida en radianes del dngulo.

Y
-1
/-\ | /oy
7'—Er —3—2’5 -7 -—--} Y 1"2. T lzll' 2
1-1
Fig. 140

Observamos que el lugar geométrico se repite idéntico para cada
cambio de 2n radianes en el valor de z; se dice que tal curva es
periédica. Més generalmente, si una funcién f(z) tiene la propiedad
de que

f(z)=f(z+ p), (2)

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que f (x)
es una functén periédica, y al valor minimo positivo de p tal que la
relacién (2) se verifique atin, se le lama perfodo de f (z). Eviden-
temente,, como sen £ = sen (z + 2n), la sinusoide (1) es periédica
con perfodo 2x. Cualquier porcién de la curva que corresponde a
un cambio en z igual al perfodo se llama ciclo de la curva. Asi, en
la figura 140, un ciclo es aquella porcién de la curva comprendida
entre el origen y el punto (2x, 0). También, la porcién incluida entre
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El mAximo
de los valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su
amplitud; para la curva (1), la amplitud es la unidad .

Veamos ahora eémo se obtiene el perfodo y la amplitud de una
sinusoide partiendo de la ecuacién general

y=asen (kz+ a), (3)
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en donde a, k¥ y a son constantes. La amplitud de la curva (3) es
igual a |a|; por esto, la cantidad a se llama factor de amplitud. Un
ciclo completo del lugar geométrico de la ecuacién (3) se obtiene
cuando el 4ngulo kz + a varia en 2x radianes. Como %k y o son
constantes, esta variacién puede efectuarse solamente alterando el
valor de . Evidentemente, lo que tiene que variar =, digamos p,
es el perfodo de la curva (3). Para calcular el valor de p escribimos

k(x4 p)+ a—(kz+ o) =21,

'y

de donde,
kp = 2z,
_2n

Vemos, por lo tanto, comparando los perfodos de las curvas (1) y (3),
que, mientras la curva (1) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2,
la curva (3) tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la
constante k se le llama factor de periodicidad .

El dngulo a en la ecuacién (3) no afecta ni la amplitud ni el
perfodo de la sinusoide, pero afecta la posicién de la eurva con relacién
a los ejes coordenados. Esto puede verse escribiendo la ecuacién (3)
en la forma

y=asenk(x+—z—) (4)

y comparando su grifica con la ecuacién
Yy =a sen kx. (5)

Los lugares geométricos de las ecuaciones (4) y (5) son idénticos en
forma, pero si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados
aparecen como curvas separadas para las cuales los puntos correspon-
dientes tienen las mismas ordenadas pero sus abscisas difieren en una

cantidad igual a %. Se dice entonces que la dos curvas estdn fuera

de fase o defasadas, y al angulo % se le da por esto el nombre de

dngulo de fase.

Bjemplo. Trazar la sinusoide cuya ecuacidén es
y=2sen (bx+1), ©)

y determinar su amplitud, periodo y ingulo de fase.
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Solucién. La amplitud es igual, evidentemente, a 2. Como el factor de

periodicidad es 15, el periodo es igual a %‘ = 4x, y el dngulo de fase es

igual a %, o sea, 2 radianes. El estudiante debe notar, en especial, que el
2
numero 1 que aparece en el dngulo de la ecuacién (6) representa un radiidn y no
un grado.

Para trazar el lugar geométrico de la ecuacién (6), es conveniente trasladar

primero el eje Y. Para ello escribiremos la ecuacién (6) en la forma

y=2sen%(x+12),
y haremos
x+2=ux\.

De esta manera la ecuacidén transformada es
y =2 sen 15 x'. )

Como x = x’ — 2, el nuevo origen O’ esel punto (— 2, 0). La grifica de la
ecuacién (7) puede trazarse entonces con relacién a los ejes X y Y’/ como

Y’ Y

Fig. 141

se explicé para la grafica (fig. 140) de la ecuacién (1). Una parte de la curva
resultante se ha representado en la figura 141; por supuesto, que esta grifica es
también el lugar geométrico de la ecuacién (6) con relacidén a los ejes X v Y.
La escala sefialada encima del eje X es con relacién al eje Y/ y se emplea al tra-
zar la grifica de la ecuacién (7); la escala inferior es con relacién aleje Y y se
emplea para leer las coordenadas de los puntos que estan sobre la grifica de la
ecuacién (6). Se puede obtener una comprobacién parcial de la exactitud de
la griafica de la ecuacién (6) determinando sus intersecciones con los ejes coor-
denados.

101. Otras curvas trigonométricas. Las cinco restantes funciones
trigonomsétricas pueden estudiarse por medio de sus graficas, cada una
de las cuales recibe un nombre en relacién con la funcién trigonométrica
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correspondiente. Asi, la funeién trigonométrica cos z se estudia por
medio de la ecuacién
Yy =cosz, (1)

3 . 3 T
cuya grifica se llama la costnusoide. Como cos £ = sen (? —+ a:) ,

la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide

y=sen(:v+%).

La curva de la figura 142, difiere de la correspondiente a y = sen z

Y
1
y e
TN - - [0 Z T X
2\/ z t_l 2\/2
Fig. 142

de la figura 140 solamente por tener al eje Y desplazado % unidades

hacia la derecha. Como cos (—z) = cos z, la curva es simétrica con
respecto al eje Y. La amplitud es la unidad, y como cos z = cos (z + 2x)
el perfodo es igual a 2x. El resto de la discusién de la curva se deja
como ejercicio al estudiante.
La grifica de la ecuacién
y=1tgz (2)

se llama tangentoide. Como tg z = tg (x + nt), la curva es periédica
y su perfodo es igual a n. La grifica [fig. 143(a) ] se compone de
un nimero infinito de ramas diferentes que tienen por asintotas las

/
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Fig. 143
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7 . .
reclas z = o T, en donde n es un entero impar. El resto de la dis-

cusién de la tangentoide se deja como ejercicio al estudiante. También
debe desarrollar una discusién completa de la cotangentoide ,

y=-ctgr, (3)

cuya grafica estd construida en la figura 143 (b).
La grifica de la secantoide,

Yy =seczr, (4)
estd trazada en la figura 144 (a). La grifica de la cosecar.toide,
Yy =csczx, (5)

se ha construido en la figura 144 (b). Ambas curvas, la secantoide y

‘Y Y
UL U
N . T VO S el B T

HES YN PN NG
AT AN
1 ) ‘ 1 1 1 P

(a) (b)

Fig. 144

la cosecantoide son periédicas, siendo el perfodo de cada una igual
a 2x. La discusién de estas curvas se deja como ejercicio al estu—
diante.

102. Graficas de las funciones trigonométricas inversas. La fun--
cién are sen z puede estudiarse por medio de la ecuacién

y=arcsenz, (1)

la cual significa que ¥ es el arco cuyo seno es . La ecuacién (1) se
escribe frecuentemente en la forma

= -1
y=sen~ 'z,

pero nosotros emplearemos la notacién de la ecuacién (1). La relacién
expresada por la ecuacién (1) puede obtenerse a partir de la ecuacién

z=seny (2)
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despejando y cn funcién de z. Por tanto, la relacién (1) es inversa
de la relacién (2); consecuentemente, la funcién arc sen z se lla-
ma funcién inversa del seno, y la grifica de la ecuacién (1) se llama
Curva geno inversa.

Como la ecuacién (1) se deduce de la ecuacién (2), la grifica de
la ecuacién (1) puede obtenerse partiendo de la ecuacién (2) por el
método estudiado en el Articulo 100. Parte de la gréifica se ha trazado
en la figura 145(a). La discusién completa de la curva se deja como
ejercicio al estudiante, pero llamaremos la atencién sobre un hecho

Y Y
Y
Alr -2
/’ ! 13"’
] 3x 1’;1 1 2.
Wi P B A
4 -
\\ T " '—‘
K\ ) -7 ’;‘l‘
Y i T - 7
xl 1 i bR &
2 )
e D {
X
/o1 % _—{70/1 0 *
T /r
T AF 0 T P
N / 2 "
‘s,.—?" [] L= 1':;
\\ ‘\ '1‘
_ﬁ AN L ——
" % s 2 Inhabindhuianty Safviadadnded
/ \\ -3
2
! )
—~2r (—»2#
(a) (b) (c)
Fig. 145

importante : En el caso de la sinusoide, y = sen z, para cada valor
asignado a z, se obtiene uno y solamente un valor de y. Decimos
entonces que ¥ es una funcién uniforme de x. En cambio, en el caso
de la curva seno inversa (1), para cada valor que se le asigna a z,
se obtiene un niimero infinito de valores para y. Asi, si se le asigna
a z el valor 4, y puede tener uno cualquiera de los valores

x 5n
6+2nn 6 6 + 2nn,

siendo n un ndmero entero cualquiera. De acuerdo con esto, se dice
entonces que y es una funcién multiforme de x. Para ciertos estudios
se hace necesario restringir los valores de ¥ a un cierto intervale con
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el fin de convertir a esta funei6én en uniforme. Para la funcién
arc sen z, este intervalo es

_ T« <
g Sarcsenz <, (3)

y estos valores se llaman los wvalores principales del arc sen z. El
estudiante debe observar que, dentro del intervalo (3), la variable z
puede tomar todos los valores desde — 1 a + 1, inclusive. Aquella
porcién de la curva seno inversa (1) incluida en el intervalo (3) se
llama rama principal de la curva; esta curva es la trazada con una
linea m4s gruesa en la figura 145(a).

Para la curva coseno inversa cuya ecuacidén es

Yy = arccos r, (4)
la variacién de los valores principales estd dada por el intervalo
0<arccosz<m. (5)

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la
figura 145(b).
Para la curva tangente inversa cuya ecuacién es

y=arctge,
la variacién de los valores principales es

——£<arctgz<

=
2 .

2

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu-
ra 145(c).

Para la curva cofangenie inversa, y = arc ctg , la curva secante
inversa, y = arcsec £, y la curva cosecanle inversa, y we arc csc x,
los valores principales estdn dados por los intervalos

O0<arcetgz < =,

—nx<arcseecz<—

-

O0<arcsecz <

~

—n<arcescr< —

-

0 <arcescz

pla wja oly wfa

IA
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EJERCICIOS. Grupo 46

1. Mostrar grificamente 1a amplitud de una sinusoide trazando en el mis-
mo sistema de ejes coordenados, las curvas

y=senx, y=3senx y y=1 sen x.

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo
sistema de ejes coordenados, las curvas

y =senx, y=sen2x Yy y=sen%.

3. Mostrar el efecto del dngulo de fase en la sinusoide trazando, en el mis-
mo sistema de ejes coordenados, las curvas
y=sen2x, y=sen(2x +60°) y y = sen(2x — 60°).

En cada uno de los ejercicios 4-15, tricese la curva cuya ecuacién se da.
Determinense también su amplitud, periodo y ingulo de fase.

4. y = 2 sen 3x. 10, y+1==sen(x—=1).
5. y = sen %X, 11, y—3=1% sen(x +2).
2 12, x = sen 2y.
6. y =4sen2nx, y
13. =-2 =,
7. y=Y% sen (x4 2). * senz
8. y =4sen (%-}- 1), 14. x = sen (.%.—%)
9., y=—2sen(2x+ xn). 16, x + 3 =3 sen (2y + 4).

16. Dar una discusién completa de la curva y = cos x.

17. Dar una discusién completa de las curvas y = tg x vy y = ctg x.

18, Dar una discusién completa de las curvas y = secx y y = ¢sc x.

19. Dar una discusién completa de la curva y = a cos(kx + @), en gque
a, R Yy & son constantes.

20. Construir la grifica de la ecnacién y = ctg x a partir de la grifica de

y=ts(52‘——x)-

En cada uno de los ejercicios 2]1-28, tricese la curva cuya ecuacidn se da.

21. y = cos X, 25. y = csc X,
y =cos 3 y = s 2
22, y = tg 2x. 26. x =2 cos3y.
x = y
. = —_— 2 . =2 tg —=.
23, y=ctg 5 7. x g 5
24, y = sec3x. 28. y—1=3 cos(x—2).

29. Dar una discusién completa de 1a curva seno inversa y = arc sen x y de
la curva coseno inversa y = arc cos x.

80. Dar una discusién completa de la curva tangente inversa y = arc tg x
y de 1a curva cotangente inversa y = arcctg x.
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31, Dar una discusién completa de la curva secante inversa y = arcsec x y
de la curva coszcante inversa y = arc csc x.

En cada uno de los ejercicios 32-35, tricese la cuva cuya ecuacidén se da.
32, y=arcsen(x —1). 34. y =3 arctg %

33. y =2 arccos 2x. 35. x =2 arccos(2 —y).

103. Curva logaritmica. La funcién logaritmica puede estudiarse
por medio de la ecuacién

y =log. z, a>0, a#l, (1)

cuya grifica se llama curva logaritmica. El nGmero positivo a es una
constante llamada base y cuyos valores se discutirdn més tarde. Por la
definicién de logaritmo (Apéndice IB, 4), la ecuacién (1) puede
escribirse en la forma equivalente ,

T =a'. (2)

La expresién av, llamada funcién exponencial , es, evidentemente, la
tnversa de la funcién logaritmica. La funcién exponencial y su grifica ,
la curva exponencial , se estudiardn en el articulo siguiente.

Trazaremos primero la curva logaritmica (1). Paraz=1, y =0;
para £ =0, loga 2, 0 sea y, no estd definido. Por tanto, la dnica
interseccién con los ejes coordenados est4 dada por el punto (1, 0) .
Lvidentemente no hay simetria con respecto a ninguno de los ejes
coordenados o al origen. Como los logaritmos de los niimeros negati-
vos son complejos, no se le pueden asignar a la variable z valores
pegativos; segiln esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la
base a es mayor que la unidad, de la ecuacién (2) se sigue que y
aumenta de valor a medida que z lo hace; también, para z> 1,
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinideamente
hacia la derecha y hacia arriba del eje X. Para valores de £ com-
prendidos en el intervalo 0 <2 < 1, y es negativa. A medida que
z tiende a cero, y aumenta numéricamente sin limite en la direccién
negativa ; por tanto, la parte negativa del eje ¥ es una asintota de la
curva.

La discusién precedente da la localizacién general de la curva en el
plano coordenado, para ¢ > 1. La determinacién de las coordenadas
de los puntos de la curva depende, sin embargo, del valor asignado a
la base a. Hay dos bases de uso corriente, la base comdn 10, para
los cdlculos numéricos ordinarios, y la base neperiana e, igual a
2,71828 , aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate-
miticas avanzadas. Para la base 10, las coordenadas de los puntos
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de la curva (1) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu-
nes, tal como la Tabla A del Apéndice II ; la grifica correspondiente
es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base e,
llamados logaritmos maturales o meperianos, también pueden usarse.
La relacién entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales
puede obtenerse por medio de la férmula dada en el Apéndice IB, 4,
segin la cual

logio 2 loguwz
logwe ~ 0,43429

loge z = = 2,3026 logw .

Por tanto, la grafica de la ecuacién (1) cuando a = ¢ puede obte-
nerse a partir de la grifica para a = 10 multiplicando todas las orde-
nadas de la curva de la figura 146 por 2,3026.

Y Y v
*
|
1
|
0 o
(1,0 X T '““;“
I
1
(0] :ll X

|

Fig. 146 Fig. 147

Ejemplo. Trazar la curva logaritmica cuya ecuacidn es

y=2loge2V x—1. o)

Solucién. Por supuesto que se puede trazar la grifica directamente partien-
do de la ecuacién (3). Pero podemos simplificar el procedimiento usando los
teoremas sobre logaritmos dados en el Apéndice IB, 4, y escribiendo entonces la
ecuacién en la forma

y = 108104 + lOglo(x b 1).

Si pasamos log¢ 4 al primer miembro, y hacemos

x'=x—=1y =y—logio4

la ccuacidén toma la forma
y’ = logo x'. 4)

La grifica de 1a ecuacién (4) puede trazarse ahora tal como se trazd la de la
ecuacion (1) anterior. La curva (fig. 147) se traza partiendo de la ecuacién (4)
-on referencia a los nuevosejes X’ y Y’/ obtenidos trasladando los ejes origi-
nales al nuevo origen O’(l, logyo 4).

Fehmae — 20,
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.104. Curva exponencial. La funcién exponencial puede estudiarse
por medio de la ecuacién

y=a*, a>0, a1, (1)

cuya grafica se llama curva exponencial. Se hizo notar en el articulo
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas
entre sf, ya que la ecuacién (1) puede escribirse en la forma equiva-
lente

z=10g.y. (2)

Es evidente, por la ecuacién (2), que la curva exponencial (1)
puede trazarse tai como se trazé la curva logaritmica

y=log.x, a>0, a=1. (3)

En suma, para el mismo valor de a, las dos curvas (1) y (3) son
idénticas en su forma ; difieren snlamente en sus posiciones con relacién
a los ejes coordenados. En la figu-
ra 148 se han trazado varias curvas
, exponenciales p ara diversos valores
y=2" y=5°| y=5° y=2° de @, incluyendo el caso importante

en que a = e, la base de los logarit-
mos neperianos. Todas estas curvas
pasan por el punto (0, 1) y son
asintéticas al eje X.

La funcién exponencial es de una
gran importancia en las Matemadticas
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre—
y=1 senta en las expresiones matemé4ticas
de una gran variedad de fenémenos
fisicos. Avparece frecuentemente en la
forma
Fig. 148 y = cet*, (4)

o

en que ¢ y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana .
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funcién exponencial
en la prictica, basta considerar que aparece en la representacién ana—
litica de tan variados fenémenos como son el crecimiento de las bacte—-
rias, la descomposicién del radio y la ley de Newton del enfriamiento.
Se presenta también en la férmula empleada para la determinacién del
interés continuo, y por esta razén se le menciona a veces como la ley
del interés compuesto. En los ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen
varias aplicaciones de la funcién exponencial ; ademés se dan algunas
ilustraciones més en el siguiente artfculo.
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La funcién exponencial aparece también en la ecuacién

y=—’,‘=‘e"'”*, (5)

en donde h es una constante arbitraria. La grifica de esta ecuacién
se llama, curva de probabilidad o curva de error. Es de importancia
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones. En el
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi-
lidad ; sirve para que se vea la forma general de tales curvas.

Como la funcién exponencial e* ocurre tan frecuentemente en las
aplicaciones, se han construido tablas de valores de ¢* y e~* para
facilitar los cdlculos numéricos. Una pequefia tabla de tales valores es
la Tabla C en el Apéndice II.

Ejemplo. Trazar la curva de probabilidad cuya ecuacién es
y = e—23, (6)
Solucién. Como y es diferente de cero para todos los valores de x, no hay

interseccidn alguna con el eje X. Para x =0, y = |; por tanto, la interseccién
con el eje Y estd dada por el punto (0, 1). La curva es pues, evidentemente,

Y
A

(0,1)

0 >X

Fig. 149

simétrica con respecto al eje Y. Como x puede tomar todos los valores reales,
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje Y.
También, como y es positiva para todos los valores de x, la curva esti en su
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuacién (6) en la forma
1

v=—7 )
vemos, por ser ¢ > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin limite en la
direccién positiva o en la negativa, y tiende a cero. Por tanto, el eje X ¢s una
asintota. La ecuacién (7) nos dice también que y alcanza su valor maximo
cuando el valor de ¢%? es minimo, y esto ocurre cuando x = 0. Por tanto, el
valor miximode yes 1, y (0, 1) es un punto miximo de la curva. Las coor-
denadas de algunos puntos del lugar geométrico pueden obtenerse por medio de
la Tabla C del Apéndice II. La grifica es 1a representada en la figura 149,
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EJERCICIOS. Grupo 47

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva logaritmica cuya ecua-
cién se da.

1. y = loge x. 7. y=IlogioV x.

2. y =logio(x —2). 8. y = loge vVxFli.

3. y= - logyo x. 9. x = loga(y +4).

4. y = logi(—x). 10, y—2=2logeVx—1.
b, y=3loga(x+1). 11. y = logc sen x.

6. y = logio x4, 12. y = loge cos x.

13. Discutir la curva logaritmica y = loge x cuando la base g esti restrin-
gida a tomar valores comprendidos dentro del intervalo 0 < g < 1.
14. En el mismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y = logq x

cuando se le asignan a 1a base a los valores %. %, -;—. 2, 3y 4. Compirense

las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a.

15. Explicar por qué en las ecuaciones de las curvas exponencial y logarit-
mica 1a constante a esti restringida a tomar valores positivos diferentes de la
unidad.

En cada uno de los ejercicios 16-21, - trazar la curva exponencial cuya ecua-
cién se da.

18, y = 2(%)*=. 19. y = 3727,
17, y = 4e=-1, 20, y+1 =2%F1,
18, x =3V, 21, y~2 =32

22. Al final de n afios, el monto C producido por un capital ¢ al r por
ciento de interés compuesto anual esti dada por la férmula

C=ac(l4+c)m

Trazar la grafica de esta ecuacién cuando ¢ = 100 y r = 0,04, siendo C y n
las variables.
23. La presién P de 1a atmésfera a una altura h esti dada, aproximada-
mente, por la férmula
D= Po e_kh I

en la que Py es la presidn al nivel del mar y k es una constante. Trazar la gri-
fica de esta ecuacién cuando Py = 76 y k = 0,13, siendo P y h las variables,

24. Si Tgesel exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe-
ratura de los cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T después
de un lapso de tiempo t estd dado, aproximadamente, para valores pequenos
de T, porla férmula conocida como ley de Newton del enfiiamiento:

T = Toe—u,

¢n la que k es una constante. Trazar la grifica de esta ecuacién cuando Tp = 100
y k = 0,4 siendo T y ¢ las variables.
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25. Si Ao es la cantidad original de radio que contiene una muestra, la
cantidad A no descompuesta después de un lapso de tiempo r estd dada por
la férmula

A= Age ™,

siendo &2 una constante. Trazar la grifica de esta ecuacién cuundo Ao =1y
k = 0,0004, siendo A y ¢ las variables.

26. Si Io es 1a intensidad inicial de una corriente telefénica, entonces su
intensidad I después de un lapso de tiempo ¢ esti dada, bajo ciertas condiciones,
por la férmula

I =1Iee" *,

en que k es una constante. Trazar la grifica de esta ecuacién cuando [o = 0,2
y k = 0,01, siendo I y ¢ las variables.

27. Si T y Ty, representan las fuerzas de tensién que actian sobre los
lados util y libre, respectivamente, de una banda transmisora de energia,
eatonces

T = Toe",

en donde k es una constante. Trazar 1a grifica de esta ecuacién cuando T =100
y k = 0,5 siendo T y @ las variables.

28, Sila carga inicial de un condensador es Qo. la carga Q después de un
lapso de tiempo ¢ esti dada, bajo ciertas condiciones, por la férmuia

Q= Ooe'“,

en donde k es una constante, Trazar la grifica de esta ecuacién cuando Qo = 10
y & = 0,01 siendo Q y ¢ las variables.

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, tricense las grificas de las curvas dadas
por sus ecuaciones paramétricas.

29. x =msent, y=2é. 30, x=241¢, y=Ilogiot.

105. Curvas compuestas. Si la ecuacién de una curva es tal que
puede considerarse como una combinacién de las ecuaciones de dos o
més curvas simples, diremos que su gréfica es una curva compuesia.
Por ejemplo, la grifica de la ecuacién

y=2z—cosz

es una curva compuesta, ya que puede obtenerse como una combina-
cién de la recta ¥ = £ y de la cosinusoide y = cos . Ilustraremos el
procedimiento a seguir para la construccién de la curva en el siguiente
ejemplo. El método se conoce con el nombre de adicién de ordenadas.

Bjemplo 1. Trazar la curva compuesta cuya ecuacién es

Yy = x — cos x. 1
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Solucién, Podemos, por supuesto, trazar la curva calculando directamente
las coordenadas de varios puntos a partir de 1a ecuacién (1). Pero podemos
también considerar la recta

y=x @)
y la curva
g = — cos x. ®

Por métodos estudiados anteriormente, las grificas de las ecuaciones (2) y (3)
pueden trazarse ripida y ficilmente. Son las lineas punteadas de la figura 150.
Para un valor particular de x, digamos x;, sean y; y ya. respectivamente, las
ordenadas correspondientes sobre las curvas (2) y (3). Entonces la ordenada

N,

’
2/ . - x
n(/ (z, WYp)Peury==cos T

r=2,

Fig. 150

de 1a curva (1) correspondiente a este valor x = x; puede obtenerse tomando la
suma algebraica de las ordenadas y; y yz2. Por este método, se pueden deter-
minar grificamente puntos del lugar geométrico de la ecuacién (1) a partir de las
graficas de las ecuaciones (2) y (3) como se hizo parael punto P;, La curva
resultante, correspondiente a la ecuacién (1), aparece en la figura 150 en linea
gruesa. :

Las grificas de las funciones hiperbélicas son ejemplos de curvas
compuestas. El seno hiperbélico de z, que se escribe senh z, se define
por la férmula

T __p,—2
senh z = G—ZL— y
y el coseno hiperbdlico de z por
-z
cosh T = ﬁi__

2
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Las restanies funciones hiperbdlicas, tangente, cotangente, secante
y cosecante hiperbélicas de z, se definen de la misma manera que las
funciones trigonométricas correspondientes. Esto nos da

senhz & —e”” 1 _e+e””

tghx=cosh:c=e'+e"” ctgh z = tghz & —e-%’

12 wchpm L 2
coshz e*+e =’ S senh z = €* —e~% "'

sech z =

En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicacién importante del cosh z.

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacidn es
(£
y=% e®+e %/, a>0. (4)

Solucién. La curva corta al eje Y solamente en el punto (0, a). La curva
es simétrica con respecto al eje Y. Como e® es positiva para todos los valores
de x, y es positiva para todos los valo-
res de x. A medida que x tiende a infinito
tomando valores positivos o negativos,
y tiende a infinito positivamente. El va-
lor minimo de y es a. La curva se extiende
indefinidamente a la derecha e izquierda
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a.
No tiene asintotas verticales ni horizonta-
les. Para trazar la grifica podemos tomar
a igual a 1a unidad y usar entonces los va-
lores de e* y e—% dados en la tabla C del
Apéndice II. La grifica puede también ob-

tenerse partiendo de las curvas exponencia-
x z

lesy=-%e“ 4 ¢

Yy= -i-e por el méto- Fig. 151

do de adicién de ordenadas. La grifica
aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales estin indicadas
por lineas punteadas. ‘
Por la definicién de cosh x dada arriba, la ecuacién (4) puede escribirse en
la forma
y =a cosh X,
a

La cutrva se llama catenaria. Esla forma que toma un cable uniforme y flexible
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso.

Consideremos ahora una curva de importancia fundamental en la
teoria de las vibraciones. Se llama curva de las vibraciones decrecientes,
y 8su ecuacién general es de la forma

¥y =ae % sen(kx+ a), (5)
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siendo a, ¢, k y a constantes. Esta ecuacién describe el movimien-
to, bajo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que estd
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el desplazamiento
del cuerpo desde su posicién de equilibrio a cualquier tiempo medido
por la variable z. Si no estuviera el factor ¢~ “** la ecuacidén (5)
tomaria la forma

y=asen (kzx+ a), (6)

que es la sinusoide estudiada en el Articulo 100, ecuacién (3). La
amplitud de la curva (6) es constante e igual a |a|. En la ecua-
cién (5), en cambio, el factor e~ ** tiene el efecto de disminuir la

Fig. 152

amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posicién de equilibrio ,
a medida que z crece. Poresto e~ ** ge llama faclor de crecimiento.
La forma general de la grafica de la ecuacién (5) se ilustra para un
caso sencillo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Trazar la curva cuya ecuacidén es

x
y =2e 5 senx. 7)
Solucién. EI trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valor
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por tanto, el valor de y no puede
z z
exceder nunca a 2¢ 5 ni ser menor que — 2¢ 5; en consecuencia., la curva
(7) esti en su totalidad dentro de las curvas

_z -z
5 5,

y=2e 5y y=—2 (8)

que por esto han sido llamadas curvas circundantes de la cutva representada por
la ecvacién (7). Empezaremos, por tanto, trazando primero las curvas circun-
dantes (8) que son las lineas de trazos de la figura 152, La grifica de la
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ecuacién (7), trazada con linea gruesa en la figura 152, puede obtenerse ahora
ficilmente considerando las variaciones de los valores de sen x. Para valores
de x =0, m, 2x, ..., lacurva (7) cortaal eje X; para valores de
_n Sn 9m
i i R
E 2
corta a la curva circundante 2¢” 5, y para valores de

3n 7n  ll=x
xo== =, , ,
2 2 2
_z
corta a la otra curva circundante y = — 2¢ 5,

Se pueden usar ventajosamente curvas circundantes para trazar
graficas cuyas ecuaciones sean de la forma

y=7J(2)-g(2),

en que una de las funciones f(z) y ¢g(z) rea una funcién seno o co-
seno. Unos ejemplos de tales ecuaciones son y=zsen z y y=4%% cosz.

EJERCICIOS. Grupo 48

En cada uno de los ejercicios 1-10 construir la curva cuya ecnacién se da.

1. y =12x —sen x. 6. y = x2+4 sen x.

2. y = 3x + cos 2x. 7. y = 3x 4 logio 2x.
3. y—1=x — sen2x. 8. y = x?+4logiox.
4. x =y + cos2y. 9. y = loge x — sen x.
5. x+l=2y-—2sen%- 10. y = sen x + e%.

En cada uno de los ejercicios 11-14, construir la curva, a partir de su ecua-
cién dada, por el método de adicién de ordenadas. Compruébense Jos resultados
por medio de las relaciones trigonométricas dadas en el Apéndice IC, 9,

11, y = 3 sen x +} 4 cos x. 13. y = 4sen 3x — 3 cos 3x.
12. y = sen 2x + cos 2x. 14, y=28en%+3cos%.

En cada uno de los ejercicios 15-18, construir la curva cuya ecuacién se da,
y determinar su periodo.

15. y = sen x 4 cos 2x. 17. y = sen 2x -+ cos3x.
16. y = senx +aen 2x. 18, y = sen x+sen 2x + sen 3x.
19, Trazar la curva seno hiperbélico y = e""Te_'

e? ~ %

20, ‘Trazar la curva tangente hiperbdlicay= ———.
T e ¢
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21. En el mismo sistema de ejes coordenados, tricense las grificas de la

curva de Agnesi, y = T la curva de probabilidad, y = ¢™%, y la curva
x ‘
secante hiperbélica, y = % Obsérvese la gran semejanza que tienen es-
e e~

tas curvas entre si.

22. Trazar la grifica de la ecuacién y = cosh x + senh x. Hallar la ecua-
cién de la curva exponencial representada por esta ecuacién.

23, Trazar la curva seno hiperbélico inverso y = senh—! x.

En cada uno de los ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacidn se da,

2¢. y = x sen x. 30, y = sen? x.

25. y = xZcos x. 31. y = xsen?x.

26, y= 30X, 32, g = logo X1
x x

27. y= 2¢e—% sen 2x. 33. y = xe%.

28, y =2e % cos % 34. y = e® loge x.

29, y—1=2e"%sen (2x 4 4). 35. x = e ¥ sen 2y.
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CAPITULO XIII
EL PUNTO EN EL ESPACIO

106, Introduccién. En la Geometria analftica plana solamente se
consideran los puntos situados en un solo plano, el plano coordenado.
Esta limitacién no permite la investigacién de las figuras generales en
el espacio. Poresto, y con el fin de extender el método analitico al
estudio de las figuras de tres dimensiones, quitamos la restriccién im-
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualquier posieién en
el espacio.

Cuando un punto P est4 en un plano coordenado, su posicién sc
fija con respecto a los elementos de referencia del plano. Si considera—
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio,
su posicién puede determinarse por su distancia perpendicular, llamé-
mosla z, al plano coordenado. Vemos, entonces, que para localizar
la posicién de un punto en el espacio se requiere otra dimensién 2z
adem4s de las dos dimensiones del sistema coordenado plano. En
consecuencia , desde este punto de vista, un sistema coordenado en el
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extensién del
sistema bidimensional. También vemos que, cuando a z se le asigna
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce al bidi-
mensional , por tanto, un sistema de coordenadas en el plano puede
considerarse como un caso especial de un sistema de coordenadas en el
espacio. Desde este dltimo punto de vista, es importante notar que
una relacidén en el espacio se reduce a la relacién correspondiente en el
plano cuando se da a la tercera dimensién el valor cero. En adelante
tendremos ocasién muy frecuentemente de observar esta analogia entre
los sistemas bi y tridimensional .

En Geometria analitica plana las relaciones y las propiedades geo—
métricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen, en gene-
ral, dos variables. En Geometria analitica del espacio, en cambio,
tales ecuaciones contienen, en general, tres variables, y, es evidente,
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que la presencia de esta variable adicional traerd una mayor complica—
ci6én analitica que las relaciones con el plano. Ademis, el estudiante
comprenderd perfectamente que la tercera dimensién de la Geometria
analitica del espacio exigird més trabajo de su poder de visualizacién
de figuras en el espacio que el que requirié para figuras en el plano.

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. En
Geometria analitica del espacio se emplean varios sistemas de coorde-
nadas. El méis usado es el rectangular que describiremos y discutiremos
en este articulo.

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan
en el punto comin O, tal como se indica en la figura 153. Como el

VA
T
[ ’
I X
] 7
/__L______/ia’____
'] /// /// :
——— |
Y- ! D : Y
f !
/'
X 7/
_ 7
"V’
L
Fig. 153

punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos,
los planos se llaman planos coordenados, las rectas de interseccidn de
estos planos ejes coordenados y el punto O origen del sistema de coor-
denadas rectangulares. Teniendo lo anterior estamos en libertad de
designar los ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi-
cado en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, también muy usado, es
el mismo que aparece en la figura 153 con excepcién de que los ejes
XX'"y YY'’ estin intercambiados ; en este caso se dice que el sistema
coordenado es un sistema de mano izquierda. En este libro empleare-
mos, en general, el primer sistema .

Los ejes coordenados XX/, YY', ZZ' se llaman, respectivamente,
eleje X, el Y y el Z. Estos ejes son rectas dirigidas, cuya direccién
positiva estd indicada en cada uno por una flecha. Cada plano
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coordenado se designa, por los dos ejes coordenados que contiene. Asi,
el plano coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama pla-
no XY ; anslogamente, tenemos los planos XZ y YZ. Los tres
planos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octan—
tes. El octante determinado por las partes positivas de los ejes eoor—
denados se llama premer octanie; no se acostumbra asignar ningln
nimero a los siete octantes restantes. El estudiante puede concebir
facilmente el primer octante considerando una de las esquinas de una
habitacién rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso
representan a los planos coordenados.

En seguida veremos ¢émo puede localizarse un punto en el espacio
por medio del sistema de coordenadas rectangulares. En la practica,
no es necesario representar el siste—
ma de coordenadas trazando los z
planos coordenados como aparecen
en la figura 153 ; serd suficiente
para nuestros fines trazar solamen- 5’
te los ejes coordenados como se

indica en la figura 1564. Sea P un E/’X’ 2 P(z'y';)
punto cualquiera del espacio. Su Y_‘;‘;’l"“y“—"-*— Y
posicién puede determinarse hacien— 0
do pasar por P planos paralelos a '

A ¥y D
los tres planos coordenados y con- X ,
siderando los puntos A, B y C Z

en que cortan a losejes X, Y y Z, Fig, 154
respectivamente. Estos planos,
juntos con los coordenados forman un paralelepipedo recto rectan—
gular. Evidentemente, la posicién de P con relacién al sistema de
coordenadas estd determinada por sus distancias a los planos coorde-
nados. Estas distancias estin dadas por las lengitudes de los segmen-
tos dirigidos OA, OB y OC, llamados z, y, 2z, respectivamente.
Entonces los tres nimeros reales z, y y 2 constituyen la coordenada x ,
la coordenaday y la coordenada z de P. Cada coordenada se mide-a
partir del origen O sobre el eje coordenado correspondiente, y es posi~
tiva o negativa segin que su direccién sea la misma o la opuesta a la
de la direccién positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las
coordenadas son positivas, y el punto estd en el primer octante. Las
coordenadas =, y, 2z de cualquier punto P se escriben en ese orden,
se encierran en un paréntesis y el punto se representa por P(z, y, 2).
Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de
coordenadas (z, y, ) relativa a un sistema coordenado rectangular
especificado. Reciprocamente, una terna de coordenadas (z, y, 2)
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determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a
un sistema coordenado fijo.

Es importante escribir las coordenadas (z, y, z) de un punto P
del espacio en su propio orden, ya que la posicién de una coordenada
en el conjunto indica a lo largo de qué eje se mide la coordenada par-
ticular. Por esto, las coordenadas de un punto en el espacio forman
una terna ordenada de nimeros reales. Por tanto, en vista de nuestra
discusién previa, podemos decir que un sistema de coordenadas rectan—
gulares en el espacio establece una correspondencia biunivoca entre cada
punto del espacio y una terna ordenada de ntimeros reales .

Como en Geometria analitica plana, la construceién de figuras
apropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en
la Geometrfa analftica del espaeio.
En este libro haremos uso de un mé-
P,(-3,-5,3) todo muy comtn llamado de proyec-
i x ciones paralelas. Como se ve en la

13 figura 154, loscjes X y Z se trazan.

g en esle sistema de proyeceién, per—
. ol /438 pendiculares entre si, pero el eje X

3 4 se traza de tal manera que el dngulo
=== X0Y sea mayor dc 90° y, usual-

i"z mente, se toma igual a 135°. En-
X P,(3,4,-2) tonces las distancias medidas a lo
largo de, o paralelas a, losejes Yy Z

z' se trazan a eseala completa, y las
Fig. 155 distancias medidas a lo largo de, o

paralelas a, el eje X se acortan una

cierta cantidad, generalmente hasta alrededor de siete décimos

(\/72) de la escala completa. En la figura 155, los puntos

Pi(3,4, —2) y P,(—3, —5, 3) estdn trazados de acuerdo con
estos convenios.

EJERCICIOS. Grupo 49

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Trazar los puntos cuyas coordenadas son (2, 0, — 1), (4, —3,7),
(-5 —9.2) v 3, —12, 4.

2. Esciibir las coordenndas de los puntos O, A, B, C y D de la figura 154
del Articulo 107,

3. Escribir los signos de las coordenadas de los puntos situados en cada uno
de los ocho octantes.
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¢. Construir el tridingulo cuyos vérticesson (2, — 1, 3), (~1, 1, 2) y
(1, 5, =2).

5. Desde el punto P(x, y, z) se trazan perpendiculares a los tres ejes
coordenados. Hallar las coordenadas de los pies de estas perpendiculares.

6. Construir el tetraedro cuyos vérticess son (0, 0, 0,), (2,0, 0),
(0, 2,0) y (0, 0, 2).

7. Elpunto P(2, 3, 3) esun vértice del paralelepipedo recto rectangular
formado por los planos coordenados y los planos que pasando por P son para-
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de los otros siete vértices.

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y
la longitud de su diagonal.

9. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del punto
P(x. y, z) acada uno de los ejes coordenados.

10. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del origen
al punto P(x, y, z).

11, Se ha trazado una recta del origen al punto (1, 2, 1). Hallar el dngulo
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y.

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadas de todos los puntos
que estin: g) enel plano XY; b) enel plano XZ; ¢) enel plano YZ.

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadas de todos los puntos
que estin: g) sobreeleje X: b) sobreeleje Y; ¢) sobreeleje Z,

14. ;Cuail es el lugar geométrico de los puntos cuya coordenada z esigual
a —5¢?

15, §Cuil esel lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que su coordenada x es siempre igual a 4?

16. ¢Cuail esel lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z siempre ignal a 3?

17. Demostrar que los puntos Py (x, vy, z) y P3(x, —y, — z) son simé-
tricos con respecto al eje X.

18. Establecer y demostrar teoremas anilogos al del ejercicio 17 para la
simetria de dos puntos con respecto al eje Y y al eje Z.

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pla-
nos paralelos a los planos coordenados por cada uno de los puntos P, (1, 2, 2)
y P2(3. 6, 7). Hallar las coordenadas de los otros seis vértices y las longitudes
de las aristas.

20. Hallar la longitud de la diagonal P, P3 del paralelepipedo recto rectan-
gular del ejercicio 19.

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En éste y
los articulos siguientes, tendremos ocasién de emplear el concepto de
proyeccién ortogonal de un punto sobre un plano y sobre una recta en
el espacio. La proyeccién ortogonal de un punto P sobre un plano
es el pie de la perpendicular trazada de P al plano. La proyeccién
ortogonal de un punto P sobre una recta ! es el punto de interseccién
de ! y el plano que pasando por P es perpendicular a I. La proyec-
cién de un segmento rectilineo sobre un plano (o una recta) se deduce
inmediatamente de estas definiciones. Asf, si P’/i y P’z son las pro-
yecciones ortogonales respectivas sobre un plano (o una recta) de los

Letymanne = “,
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extremos P1y P: de un segmento, entonces la proyeccién Pi P, sobre
ese plano (o recta) es el segmento Py/Pyf.

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa—
cio Pi(z1, y1, 21) y Pa(xe, y2, 22). Vamos a determinar la distancia
d= |P1 P, | Por cada uno de los puntos P1 y P: hagamos pasar
planos paralelos a los tres planos coordenados. Estos planos forman
un paralelepfpedo recto rectangular que tiene a Pi1 P: por diagonal y
a P1Vi, P\V2 y P1Vs por aristas. Estos planos dan también las
proyecciones ortogonales de Pi y P» sobre los planos y ejes coorde-
nados. Asf, P/t y P’: son las proyecciones ortogonales respectivas

?
C.
pd _z_.._ Vs
/, !
’ | P,
s e
: Va 1 Pllgl r\\
S B s S S L
1,20 i F )2
k__{_ "\ \\l
AN h
(. Py A
POl LB LBy
1 | t -
=A1 ____!-_1, ’____;_./.y’
Al Jil____...:/
le
X
Fig. 156

de P1 y P2 sobre el plano XY, y P’1 P’y es la proyeccién P1P; sobre
el plano XY . También Ai, B1 y C:i son las proyecciones ortogona-
les respectivas de P1 sobre los ejes X, Yy Z, y A2, Bz, C2 son
las proyecciones respectivas de P, sobre los ejes X, Y y Z. Para
simplificar la figura , algunas de las proyecciones y lineas proyectantes
se han omitido. .

Es muy sencillo demostrar, mediante una doble aplicacién del
teorema de Pitdgoras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal
de un paralelepipedo recto rectangular es igual a la suma de los cua-
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto, podemos escribir

d*=PiP)’= P\Vi'+ P\Vy + P V', (1)

Evidentemente, por la definicién de las coordenadas de un punto
en el espacio, las coordenadas de A1 y A2 son (31, 0, 0) y
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(22, 0, 0), respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar-
ticulo 3, tenemos

PiVi=A14; =2 — 11.
Analogamente, tenemos

PiVy=B1B: =y2 — 31,

PiVei=0C0C=2—a=a.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1), tenemos

d?=(2— 1) +(y2: — 1) + (22 — 21)?,
de donde,

d=V(r2—z1)*+ (y2 —y1)? + (22 — 21)?
De aqui el siguiente

TeoreEMA 1. La distancia d entre los dos puntos Pi(x1, y1, %) ¥
Py(x2, y2, 2:) estd dada por la férmula

d= vV —x) +(y: =) + (2 —m)’.

NoOTAs. 1. Silos puntos P, y P; estin sobre el plano XY, las coordena-
das z1 y z2 son ambas cero, y la formula dada en el teorema | se reduce a la
férmula dada en Geometria analitica plana, en el teorema 2 del Articulo 6.

2. Por medio del teorema | y las definiciones de las coordenadas de un pun-
to, podemos determinar ficilmente la distancia de cualquier punto del espacio a
cada uno de los planos y ejes coordenados, y al origen. Asi, (fig. 156) las
coordenadas del punto B, son (0, yy, 0). Por tanto, para la distancia de Py
al eje Y, tenemos

|P131| = \/(0—XI)’+(y1—yl)’+(0—Zl)’ = vV x13 + z.3.

Ejemplo. Demostrar que el punto P,(2, 2, 3) equidista de los puntos
P2(1. 4, —2) vy P3(3. 7. 5).
Solucién. Segin el teorema | anterior, tenemos

|PiPal = VU =2)+ @ =2)7+(=2=3)t=1+/30

|PiPs|=vVE3 -2 F (-2 + (5 -3)2 =+730.

Por tanto, |P1P2| = iPlPa I El estudiante debe trazar la fignra correspon-
diente al ejemplo.

109. Divisién de un segmento en el espacio en una razén dada.
Ahora congideraremos la divisién de un segmento dado en el espa—
cio en una razén dada. Esto es, simplemente, una ampliacién del
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problema anélogo en el plano, que se ha estudiado en el teorema 3 del
Articulo 7.

TEoREMA 2. Si Pi(x1, y1, 21) y P2(X2, y2, 22) son los extremos
de un segmento dirigido P1P:, las coordenadas (x, y, z) de un punto

P que divide a este segmenio en la razén r = P1 P ; PP: son

=X1+1‘X2 _yi1try: Z1 + r2Zs

I+r’ Y- 1Fr 25 141 ¢

(rs—1).

DeMmosTRACI6N. Sean P/y, P’ y P’y (fig. 157) las proyecciones
respectivas de los puntos P1, P y P: sobre el plano XY,y A1, 4
y A2 sobre el eje X. Las rectas proyectantes P1 P/, PP’ y PP,

son paralelas y est4n todas en el mismo plano ; por tanto, por Geo-
metria elemental, estas rectas interceptan segmentos proporeionales
sobre las dos transversales P1P; y P/1 P';, y tenemos
._ PP _ PhP’
PP, PP/

Yy

(1)

Anélogamente, considerando las rectas paralelas A1P',, AP’ y A:P/s,
tenemos
PHhP!

A4 z—=
PP, 44, %n-—

(2)

De las relaciones (1) y (2), resulta

T— 2t
r=——
T2 —~-Z
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de donde,
T1L+ 112
1+r°

Por un procedimiento semejante obtenemos los valores de las coor-
denadas y y =.

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el
teorema anilogo en el plano (teorema 3, Art. 7).,

Para el caso particular en que P es el punto medio del segmento
de recta dirigido P1P:, r =1, y tenemos:

CoroLar1o. Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido
cuyos eztremos son los puntos (X1, y1, @) ¥y (X2, yz, 22) son

XEXI';‘)Q’ y=yl';‘3’2, =Zl';Zz'

Ejemplo. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccién y el punto
medio del segmento P, (1, — 3, 5) y P3s(—3.3, —4).

X
Py(1,-3,6) r
|
PN\
! a L .
1
o | .y
| PR, Az :
|
1
x P,(~3,3-4)
Fig. 138

Solucidn. Sean A; y Aa (fig. 158) los puntos de triseccién y M el punto

Py A 1
medio de Py Ps. Para A; tenemos r= — =3. 7y para A3 tenemos

APy

PiA,
r=___

As Py
wxtbrexs 1+ ¥(-3 1 y_-3+%(3) -1
= 14 3 3’ 1T+ % )
w SEH-D o
1+

= 2. Por tanto, para ¢l puntoc A;, por el teorema 2 antetior,

X

4
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Anilogamente, para el punto A3, tenemos

_142(=3 _ 5 =34203) _ 52— _ _
x 1+2 3° Y T3z " Z T+ -

Las coordenadas del punto medio M, son

EJERCICIOS. Grupo 50

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar 1a distancia entre los puntos Py (~1, —2, 2) vy P2(2, 4, ~1).

2. Demostrar que los puntos P;(—2, 4, —3), Pa(4, —3. —2) y
P3s(— 3, — 2, 4) son los vértices de un triingulo equilatero.

3. Hallar el perimetro del tridngulo cuyos vértices son A (—2, —3, —2),
B(-3,1,4) yC(Q2,.3 —=1).

4, Caiculando ciertas distancias, demostrar que los tres puntos
(2.0, =-1), (3.2, =2)y (5, 6, —4) son colineales.

6. Determinar la forma que toma la férmula de la distancia entre dos pun-
tos (teoremal, Art. 108) cuando P, y P: estin en un plano paralelo al pla-
no XY y a k unidades de él.

6. Determinar la distancia desde un punto cualquiera P(x. y, z) a cada
uno de los planos y ejes coordenados, y al origen (véase la nota 2 del teorema |1,
Art. 108) . Ordénense los resultados en una tabla y obsérvese la simetria en las
letras x, y ¥ z.

7. Hallar la distancia del punto (— 2, 6, 3) a cada uno de los planos
coordenados y al origen.

8. Hallar la distancia del punto (3, — 4, 2) a cada uno de los ejes coor-
denados.

9, Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier punto al origen
es igual a la suma de los cuadtados de sus distancias a los planos coordenados.

10. Los puntos extremos de un segmento son P,(—4, 1, 3) y
P3(5, — 2, 1). Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre los ejes coor-
denados.

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del segmento del ejercicio 10
sobre los planos coordenados.

12. Laslongitudes de las proyecciones de un segmento sobre los ejes coor-
denados son 2, 2 y — |, respectivamente, Hallar l1a longitud del segmento.

13, Los puntos extremo’s de un segmento son Py (xy, Y1, 21) Y
P3(xa, ya. z2). Demostrar que la longitud de su proyeccidn sobre el plano XY

es igual a Vixz— x1)2+ (ya — y1)2. Sugestién. Usese la figura 156 del
Articulo 108, - :

14, Uno de los extremos de un segmento de longitud 3 es el punto
(3. 2, 1). Si las coordenadas x y y del otro extremo son 5 y 3, respectiva-
mente, hillese la coordenada z. (Dos soluciones.) ,

16. Hallar la ecuacién algebraica que expresa el hecho de que la distancia
del punto (x, y, z) al punto (2, 1, 4) es igual a 5. ;Qué representa esta
ecgacién?
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16. Determinar la ecuacidn algebraica que expresa el hecho de que el punto
(x. y, z) equidista de los dos puntos (3, 0, —1) y (—2, 2, 1) Qué
representa esta ecuacién?

17. Deducir las férmulas para calcular los valores de y y 'z, y dibujar las
figuras correspondientes, relativas al teorema 2 del Articulo 109,

18. Los puntos extremos de un segmento son Pi(—2, 1, 4) ¥y
P3(3, 2, — 1). Hallar las coordenadas del punto P que divide a este segmento
en la razén PP : PPy = 3.

19. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccién y el punto medio del
segmento cuyos puntos extremos son (5, — 1, 7) y (—3, 3, 1).

20, Los extremos de un segmento son P,(3, 2, 6) y Pa(8, 3, 8). Hallar
las coordenadas del punto P que divide a este segmento en 1a razén

P3P :PP = —2.

21. Los extremos de un segmento son P1(5. 1, 2) y Pa2(1, 9, 6). Hallar

la razén }Tﬁm en la cual el punto P(2, 7, 5) divide a este segmento.

22, El punto P esti sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y
(10, 5, 7). Silacoordenada y de P es 4, hillense sus coordenadas x y z.

23. Los vértices de un triingulo son los puntos (8, 0, 1), (2, 3, 6) vy
(— 1, — 3, 2). Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Véase el
ejercicio 19 del grupo 2, Art. 7.)

24, Los vértices de un tridugulo son los puntos {(x1, y1. z1). (x2. ya. z2)
¥y (x3. y3. zs). Demostrar que las coordenadas de su centro de gravedad son
(Ylx:r+ x2+ x3], Y%ly1r+ yz+ yal., ¥lzi+ z2 + z3]). Usese este resul-
tado para comprobar el ejercicio 23. (Véase el ejercicio 20 del grupo 2, Ar-
ticulo 7.)

25. Demostrar que los tres segmentos que unen los puntos medios de las
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por un punto P que los
biseca, El punto P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro.

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en
Geometria analitica plana que la direccién de una recta en el plano se
determina por medio de su dngulo de inclinacién o de su pendiente
(Art. 8). En este articulo veremos e¢émo se determina la direccién de
una recta en el espacio.

Si dos rectas estin en el mismo plano se dice que son coplanarias.
Tales rectas pueden cortarse o no; si no se cortan, se dice que son
paralelas. Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio
se corten o sean paralelas, es necesario que sean coplanarias. Conse—
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no sean copla—
narigs no pueden ni cortarse ni ser paralelas ; se llaman entonces rectas
que se cruzan. Hasta aqui se ha definido el 4ngulo entre dos rectas
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son
paralelas (Art. 8). Es evidente, entonces, que debemos definir lo
que entendemos por angulo formado por dos rectas que se cruzan. Se
llama dngulo de dos rectas que se cruzan al formado por dos rectas cua~-
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lesquiera que se cortan y son paralelas, respectivamente, a las rectas dadas
y tienen el mismo sentido .

La direccidén de una recta cualquiera en el espacio se determina por
los dngulos que forma con los ejes coordenados. Seal (fig. 159) cual-
quier recta dirigida en el espacio. Si I no pasa por el origen O, sea I’
la recta que pasando por O es paralela a [ y del mismo sentido.
Entonces los dngulos a, § y v formados por las partes positivas de
los ejes X, Y y Z y la recta I/ se llaman dngulos directores de la
recta dirigida I. Un 4ngulo director
puede tener cualquier valor desde 0°
hasta 180° inclusive. Evidentemente,

\

ﬂ l si la recta [ es de sentido opuesto, sus
4dngulos directores son los dngulos
suplementarios respectivos.

En la resolucién de nuestros pro-

blemas, veremos que generalmente es

>y méis conveniente usar los cosenos de

los 4ngulos directores en lugar de los

dngulos mismos. Estos cosenos,

cosa, cos B, cos y, se llaman cose-

Fig. 159 nos directores de la recta dirigida 1.

Como cos (m — ) = — cos 0, se si-

gue que si I es de sentido opuesto sus cosenos directores son — cos a,

—cos y --cos y. Por tanto, cualquier recta del espacio, no diri-

gida, tiene dos sistemas de cosenos directores, iguales en valor abso-
luto, pero opuestos en signo .

Vamos a determinar los cosenos directores de una recta cuya posi-
¢ién en el espacio estd dada por dos de sus puntos. Sea ! [fig. 160(a) ]
una recta que pasa por los puntos Pi(z1, y1, 21) y Pa(22, y2, 22).
Primero coneideraremos el caso en que ! tiene el sentido indicado en la
figura. Por cada uno de los puntos P1 y P:, hagamos pasar planos
paralelos a los coordenados, formando asf un paralelepipedo recto
rectangular cuya diagonal es Py P2, y cuyas aristas paralelas a los ejes
X, Yy Z son, respectivamente, PyVi, P1V: y P1Vs. Si cada aris-
ta tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, los d4ngulos
directores son

b4

a = dngulo P: P, V:, B = fpngulo P; P,V:,
v = 4dngulo P: P1 V5.

Ahora consideremos [figs. 160 (b), (¢} y (d)] los tres tridngulos
recténgulos formados por los dos puntos Pi, P: y eada uno de los
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vértices Vi, V2 y Va. Para cada uno de estos tridngulos sea

d= | P, P l , en que d se determina como en el teorema 1 del Ar-
ticulo 108. También, como se vié en el Articulo 108,

PVi=x—21, PLV2=yp2—y1, P1Vs=22—2.

Por tanto, de los tres tridngulos, tenemos, para los cosenos direc-
tores,

cosa=3:——-—2;xl, cos[3=———y2;yl, cosy=—22;m. (1)

I \\\ i
WD L,z P,
= P P .A v,

Fig. 160

Si la recta I se considera dirigida en el sentido de P2 a Pi, entonces
los tres cosenos directores son

X1 — 22 h — Y 21— 22
cos & = T, cos[3=-—dy—, o8y = =—=—. (2)

Los resultados precedentes conducen al siguiente

TreoreMA 3. Los cosenos directores de la recta determinada por los
dos puntos Pi(x1, y1, z1) y P:(xe, y2, 22) y dirigida en el sentido
de P1 a Pz, son

X2 — X1
d )

siendo d la distancia entre P, y Pa.

? — Zz — 71
M dyl, 608‘\{=z—d—,

cos a = cos B =

NOTA. EI! estudiante debe observar particularmente que d es un numero
positivo y que el signo de cada coseno director se determina por el signo del
numerador que es 1a longitud de un segmento de recta dirigido (la proyeccién
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de P, P; sobre el eje coordenado correspondiente). Este numerador se obtiene
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del
extremo del segmento. (Véase el teorema 1, Art. 3.)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua—
ciones (1) y (2), y sumamos, obtenemos

cos? a + cos? B+ cos® y = (22 — xl)z"‘(yzd: Y1)+ (2 —21)’.

Pero, por el teorema 1, Articulo 108,
d?=(z2—2)*+(y: — )2 + (2. — 21)2.
Por tanto , tenemos el siguiente importante resultado,
cost a + cos? B +costy =1, (3)
que dice :
TeoreMA 4. La suma de los cuadrados de los cosenos directores de
cualquier recta es igual a la unidad .

NOTA. Porlaecuacién (3) se ve que los angulos directores de una recta no
son todos independientes. En efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple-
mento quedan determinados.

Por la ecuacién (3) vemos también que no todos los cosenos direc—
tores de una recta pueden ser nulos. Como tendremos ocasién de refe-
rirnos a este hecho, lo anotaremos como un corolario al teorema 4.

CoroLARIO. De los cosenos directores de una recla uno, cuando
menos , es diferente de cero.

Ejemplo. Hallar los cosenos directores de la recta I (fig. 161) que pasa por
los puntos Py (2, 1, —2) y Pa(—2, 3, 3) y estd dirigida de Py a P;.
Solucién., La distancia entre
z Py y Pyes

d=V@FDEF(A-N2F(=2=-3)7
=35,

Entonces, como [ estd dirigida de P3 a
P,, tenemos

2—(=2) 4 4 -
sa==iZB 4 23,
© d 3v3 D
s 2
P(2,1-2) cosﬁ=u=_; 3,
1\ 3\/? 15
L —-2-3 1 =

cosyY = — V5.
Fig. 16l 33 3
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111. Nimeros directores de una recta en el espacio. En lugar de
los cosenos directores de una recta ! conviene, a veces, emplear tres
nlmeros reales, llamados nimeros directores de I, que sean propor—
cionales a sus cosenos directores. Asi, a, b y ¢ son los ndmeros
directores de una recta I, siempre que

a b ¢
cosa cosf cosy’

(1)

en donde cos a, cos B y cos vy son los cosenos directores de I. Evi-
dentemente, si r = 0, cualquier grupo de tres ndmeros, ra, rb y rc,
puede servir como sistema de nimeros directores. Del ntimero infinito
de sistemas de nimeros directores de cualquier recta, elegimos gene-
ralmente, por simplicidad, el compuesto por enteros de valor numé-
rico minimo .

Como tendremos que usar frecuentemente los nidmeros directores
de una recta, es conveniente introducir una notacién especial para
ellos. Si tres ndmeros reales cualesquiera, a, b y ¢, representan los
ndmeros directores de una recta, indicaremos esto encerrindolos entre
paréntesis rectangulares, asi: {a, b, ¢]. Los paréntesis rectangula—
res sirven para distinguir los ndmeros directores de una recta de las
coordenadas de un punto que se encierran en paréntesis ordinarios.

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse ficilmente
a partir de sus ntimeros directores. En efecto, igualemos cada una de
las razones de (1) a algin ndmero &k diferente de cero, de modo que

a=kcosa, b=kcosB, c=kcosvy. (2)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (2), y
sumamos, obtenemos

a? + b2+ = k*(cos® a + cos? 3 + cos® v),
la cual, por el teorema 4, Art. 110, se reduce a
a? 4+ b+ ct = k2,
de maners que k==vVa+b+c.
Por tanto, de las ecuaciones (2), tenemos el

TeoreMA 5. St [a, b, ¢] son los ntimeros directores de una recta ,
sus cosenos directores son
a8 a_,_ b
Verbre P Tt Uairra’

cos y = =

COs a0 = =

C .
Vo
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segin que la recta esté
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto.

Por el corolario al! teorema 4, Artfculo 110, y por las ecuacio-
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente

CoroLarIO 1. De los nitmeros directores de una recta uno, cuando
menos , es diferente de cero.

Por el teorema 3, Articulo 110, tenemos:

Corovrario 2. Un sistema de niimeros directores para la recta que
pasa por los puntos Pi(xi, yi, z1) y Pa(%2, y2, 22) estd dado por

[%2 —x1, y2—y1, 22—m].

Ejemplo. Los nimeros directores de una recta / son [2, — 2, — 1]. Ha-
Ilar los cosenos directores de [ si la recta estid dirigida de tal manera que el
ingulo f es agudo.

Solucién. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de /, cuando la
recta no esta dirigida, son

cos 0 = = 2 = = %, cosff == %, cosy = ¥ 4.

V22 (=2)2+(-1)?

Como [ esti dirigida de tal manera que 3 es agudo, cosf§ es positivo. Por
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos

cosa = — 34, cosfd =24 cosy =14

EJERCICIOS. Grupo 51

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar los cosenos directores de la recta que p:sa por los puntos
(2,5, =1), P:(3, —2, 4) y que esta dirigidade I’y a Ds.

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos
(=9, 2. 1), P3(=7,0, 2) yque estd dirigidade Pz a ;.

3. Dos de los cosenos directores de una recta son %; y — 35. Hallar el
tercer coseno director.

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los dngulos directores a y f§
son 60° y 30°, respectivamente.

5. Hallar los cosenos directores de una recta si a = 45°, v =60° y f3 es
agudo.

6. Hallar los cosenos directores de una rectasi B =45° vy a = vy.

7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma angulos iguales con
los ejes coordenados.

8. Hallar el valor comin de los dngulos directores de 1a recta del ejercicio 7.
(Dos soluciones.)

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos
4 3, 1), (—-1,2, —3)y (=11, 0, — 11) son colincales.
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10, Si dos de los 4ngulos directores de una recta son cada uno de 60°, hillese
el tercer dngulo director.

11. Hallar los éngulos directores de la bisectriz del idngulo formado por
las partes positivas de los ejes X y Y, y después determinar sus cosenos
directores. ;

12, Demostrar que si una recta esti en el plano XY, la relacién del teore-
ma 4 (Art. 110) se reduce a cos? a + cos?2 B = 1. (Véase el ejercicio 19 del gru-
po 14, Art. 37.)

13. Determinar a qué se reduce la relacién del teorema 4 (Art. 110) para
una recta que esta: a) enel plano XZ; b) enel plano YZ.

14. El segmento dirigido P P; tiene por cosenos directores — 24, 35y — 3.
Si la distancia de P; a P; es 3 y las coordenadas de P; son (7, 4, 1), hallar
las coordenadas de Ps.

15. El segmento dirigido P; P2 tiene por cosenos directores %4, — %4 y 34.
Si la distancia de P, a P, es 7 y las coordenadas de Pz son (8, — 2, 12),
calcular las coordenadas de Py,

16, Hallar los cosenos directores de una recta cuyos niimeros directores
son [2, 4, —11].

17. Los nimeros directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los
cosenos directores de la recta si estd dirigida de tal manera que el dngulo o es
agudo.

18. Los ndmeros directores de una recta son [5, — 1, 2]. Hallar los
ingulos directores de dicha recta si estd dirigida de tal manera que el adngulo vy
es agudo.

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta !
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de niimeros directores para !
esta dado por las coordenadas de P.

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por ntimeros directo-
res [1, — 5, 4].

21, Una recta ! pasa por los puatos 1 y P;. Demostrar que un sistema
de nimeros directores de [ esti dado por las longitudes de las proyecciones del
segmento P, P; sobre los ejes coordenados.

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer-
cicio 21.

23. Construir la recta que pasa por el punto (6, — 9, 2) y que tiene por
nlimeros directores {4, 2. — 1].

24. Hallar un sistema de ntiimeros directores para la recta del ejercicio 7.

25, Por medio de niimercs directores demostrar que los tres puntos
(2, 1, 4), (4, 4, — 1) y (6, 7, — 6) son colineales.

112. Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio.
Vamos a determinar el dngulo § formado por dos rectas cualesquiera
dirigidas, I1 y Iz, en el espacio. Sean 1’1 y 1’y (fig. 162) dos rectas
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a l1 y 1.,
respectivamente. Por definicién (Art. 110), el 4ngulo formado por
las rectas dirigidas !+ y l» es el 4dngulo 4. Sea Pi(z1, y1, 1) un
punto cualquiera, distinto del origen, sobre 1’1, y Pi(22, y2, 22)
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre l’;. También, sea
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|O—Pl| =d, |0—P2| =ds y |P1P2| = d. Por la ley de los cosenos
(Apéndice IC, 11), tenemos, para el tridngulo OP1 P,

di® + do? — d?
cos 6 = 2d1d; ’ (1)

Por el teorema 1 del Artfeulo 108, tenemos
d?=m?+y?+ 22, di? = 1?F y? + 27,
=@ —n)l+@—-n)l+@E-—a)

z L
\
A
B
\\
4/ 8 ,
o AN 2
0 7, " v
/12 ]
X
Fig. 162

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de
la ecuacién (1), y simplificamos, obtenemos

Tixe + Y1Ye + 2120

cos § = & ds . (2)

Sean a1, B1, v: los dngulos directores de I1 y, por tanto, de l/1,
y a2, B2, vz los 4ngulos directores de I y, por tanto, de I’2. Por
el teorema 3 del Articulo 110, tenemos*

B osBi= Yl cosy = B
cosul—dl, cos Sl csyl-—d1

cos o L2 cos 3 L cos Y2 2
g = = 9 = —— =
y de’ ds’ d

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2), obtenemos la relacién
buscada

€os 8 = ¢os a1 cos az + cos P: cos B2 + €08 y1 CO8 v2. (3)
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Esta igualdad nos dice:

TrorEMA 6. El dngulo 9 formado por dos rectas dirigidas cua—
lesquiera en el espacio, cuyos dngulos directores son a1, fi, v1 ¥
az, (2, ye, respeclivamente, se delermina por la relacién

cos 8 = c0s 01 cos az + cos P1 cos Bz + cos yi cos v .

Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios :

CororLARIO 1. Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen—
tido es condicion necesaria y suficiente que sus dngulos directores corres—
pondientes sean tguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos
es necesario y suficiente que sus dngulos directores correspondientes sean
suplementarios .

CoroLARIO 2. Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares
es necesarto y suficiente que la suma de los productos de sus cosenos
directores correspondientes sea igual a cero.

Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos
corolarios en funcién de los nldmeros directores de las dos rectas.

Sean [a1, b, 1] y [az2, b2, c2] los nimeros directores de las dos
rectas I1 y la2, respectivamente. Por el teorema 5 del Articulo 111,
tenemos

cos a1 = = & cos f1 = = b
= —_—, 1= —_—,
Va4 b + a? : vV a2 4 b + o?
C1
COS Y1 = £ —(——————,
v a? + b’ + ¢
y
az b2
s e == ——————-—-— s = £ —————=—
V' @? + bi? + ¢ Voa? + be? + ¢’
c2

COS Y2 = = = ———————
‘\/ az? + b22 ~+ 622

Sustituyendo estos valores en la relacién del teorema 6, obtenemos :
TeoreEMA 7. El dngulo 8 formado por dos rectas dirigidas cua—

lesquiera en el espacio, cuyos niumeros directores son [ai, bi, c1] ¥
a2, bz, c2], respectivamente, estd determinado por la relacién

N aras + bi b+ ¢y
Va2 b2 4 12 V.2 4 bo? 4 ¢o?

cos § =

NOTA. El doble signo indica que hay dos valores de 9, suplementarios
entre si. Un valor especifico de ¢ puede obtenerse siempre considerando los dos
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacién.
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes :

Cororarto 1. Para que dos rectas dirigidas sean paralelas es nece-
sario y suficiente que sus nimeros direclores correspondientes sean pro-
porcionales .

CoroLARIO 2. Para que dos reclas dirigidas sean perpendiculares
es necesario y suficiente gque la suma de los productos de sus nitmeros
directores correspondientes sea igual a cero.

Fjemplo, Hallar el drea del triingulo cuyos vértices son los puntos
P(l, -1,2), P4, 5, —7) vy Ps(—1,2,1).
Solucién. El triingulo es el de la

z figura 163. Sea el ingulo P; P1P; =4,
J | PiPsl = di y | PiPs| = da. El srea del
R(1,-1,2)| d, P(-1,2,1) tridngulo es (Apéndice IC, 12)
U
0| L--- _ K = Y didssen 6. )
LY0 Y

El sentido de los lados del dngulo 6
N correspondiente al vértice P, es el indicado
! en la figura. Para obtener los signos co-
! rrectos de los cosenos directores de estos
>4 ,I lados, restamos las coordenadas de P; de las
| coordenadas correspondientes de Pz y Py
: (nota, teorema 3, Art. 110). Por tanto,
| por el corolario 2 del teorema 5, Art. 111,
I los niimeros directores de

B,(4,6,-7)
) PiPyson[4—1, 541, -7 =21,
Fig. 163 o sea, [3. 6, =91 6 (1, 2, —31,
ylosde Py P3son[—1—1, 241, 1 —-2], osea, [-2, 3, —1].

Por tanto, por el teorema7 & por el teorema 6, tememos

(=) +2.3+(=ND _—2+6+3 1
VI TZF (3 VEDian+ (- Vv 2
V3
2

cos 8§ =

Como 8 es agudo, sen § = V1 — cos? b=
Por el teorema | del Articulo 108,

di=VIETOF(=0)2 =V 126 =3V14

di= V(=) 7+ (- D=V .
Sustituyendo estos valores en la relacién (4), tenemos, para el irea buscada,

— — V3 2 =
K=y2.3\/14-\/14-‘/7-=7 3.
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113. Numeros directores de una recta perpendicular a dos dadas.
En este articulo vamos a considerar un artificio para obtener los
nimeros directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas
que nos va a ser muy 1itil al trabajar con planos y rectas en el es-
pacio.

Sean [a1, bi, c1] y [@2, b2, c2] los niimeros directores dados de
dos rectas no paralelas, I1 y l2, respectivamente. Queremos deter-
minar los nimeros directores [a, b, ¢] de una recta cualquiera !
perpendicular a ambas 11 y I2. Tal recta existe. En efecto, si L1yl
se cortan, ! puede representar una cualquiera de las rectas paralelas
perpendiculares al plano determinado por I, y l2. Si l1 y l: se eru-
zan, entonces | puede representar una cualquiera de las.rectas per-
pendiculares al plano determinado por dos rectas que se cortan y son
paralelas respectivamente a [1 y l2.

Como [ es perpendicular a l1 y l:, tenemos, por el corolario 2
del teorema 7, Articulo 112, las dos relaciones siguientes

ama+bb+ac=0, )|
(1)
aza + bab 4 coc =0, f
El sistema (1) consta de dos ecuaciones con tres incdgnitas,
a, b y c. Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de
estas incdgnitas en funcién de la tercera por la regla de Cramer
(Apéndice IB, 6) siempre que el determinante del sistema sea dife-
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres
determinantes
b a

a b a ¢

(2)

a: b2 a2 C2 by ¢

Uno, por lo menos, de estos determinantes es diferente de cero.
En efecto, si fueran todos nulos, tendrfamos, respectivamente,

arb: = @b, mcz=amec, bhc=ba,
de donde
a’ b o

a b o’

y por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, esta dltima rela-
cién implica que /1 y I2 sean paralelas, lo que contradice la hipétesis.
Por tanto, podemos suponer que el primero de los determinantes (2)
es diferente de cero, y resolver el sistema (1) para ¢ y b en térmi-
nos de c.

Lehmann, — 22
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Esto nos da
—cac b ‘ ‘ bh a ' a —ac €1 m |
a4 = —c2¢ by _ b ¢ c b= az —C2C _ Cc2 Q2 ¢
‘ a b , ‘ a bh ! ‘ a1 by T lar by '
az b2 a: b az be az by

Ahora bien, ¢ no puede ser cero. Porque, si ¢ = 0, las tltimas rela-
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero, lo que esti en
contradiccién con el corolario 1 del teorema 5, Articulo 111. Como
los ndmeros directores de una recta no son tnicos, podemos, por
simplicidad , escoger el sistema en que ¢ = 1. Entonces los nlimeros
directores de I son

bh a a @

b: ¢ 2
Q=— b= c=1,

ai b1 ’ 451 b1 ’

a: b a b2

Para mayor simplicidad , multipliquemos este sistema por el denomi-
nador que es diferente de cero. Esto nos da, finalmente, el sistema
de niimeros directores

h a a b

b: ¢

1
a= =

’ b=

C: Q2 az b

Este resultado nos dice:

TeorEMA 8. Si [a1, b1, 1] ¥ [az2, bz, ¢z ] son los nimeros direc-
tores dados de dos rectas mo paralelas, 11 y 1., respectivamente, los
numeros directores [a, b, ¢] de cualquier recta 1 perpendicular a ambas
11 y 12 estdn dados por los determinantes

b1 @
b: ¢

a1 b1
az b

¢1 a1
C2 a2

)b=

1

NOTA. En la prictica, los tres determinantes del teorema 8 pueden obtenerse
simplemente escribiendo primero los dos sistemas dados de nimeros directores
en trez columnas:

ai b) 1
az bz c2

Tl primer determinante se forma de las segunda y tercera columnas, el segundo
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas.
Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los nimeros

directores.
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©jemplo., Hallar un sistema de nimeros directores para una recta cual-
quiera ! que sea perpendicular al plano que contiene el tridngulo cuyos vértices
son P, (2, —1, 1), Pa(—3,2,2)y P33, 3, —2).

Solucién., Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, dos sistemas de
nimeros directores para los lados P; P; y P, P3 son, respectivamente,

[=3—~2, 24+1, 2—1], osea, [—5, 3, 1]
[3—-2, 3+1, —2—1], osea, [I, 4 —3].

Por tanto, por el artificio de los nimeros directores, los numeros directores
de [ son

-5 3

4 -3 -3 1 1 4

31‘

1 -5

= — |4, | '=—23.

Los resultados de este capitulo son de importancia fundamental en
el estudio de la Geometria analitica del espacio. Por esto se reco-
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos.

EJERCICIOS. Grupo 52

1. Hallar el coseno del ingulo formado por las dos. rectas dirigidas cuyos
cosenos directores son

¥ve, ive, =K Ve y = 1V14, B V1, M V4.

2. Hallar el dngulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos
2

directores son % y — 3 , & y — % , }5, %.

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, estin en e! plano XY,
demuéstrese que la relacién se reduce a cos # = cos ay cos az + cos B1 cos Ba.
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.)

4. La recta !, pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3,2,7), v la
recta 2 pasa por lospuntos (4, 2, 1), (3. — 2, 5). Hallar el dngulo agudo
formado por [y [3.

6. Los nimeros directores de las rectas /7 y [3 son [2, — 1, 2] ¥y
[6, 2, — 3], respectivamente. Hallar el dngulo obtuso formado por {1 y l2.

6. Por dos métodos diferentes demostrar que los puntos (3, — 5, 2),
(=5,2,3) vy (2, 3, —5) son los vértices de un tridngulo equilatero.

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1), (5.1.3), (3, 2,5 v (@. 1, 3)
son los vértices de un paralelogramo.

8. Hallar el dngulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7.

9. Hallar los dngulos del tridngulo cuyos vértices son (4, 1, 0),
2. -1,3)y {d, —3,2).

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5) y (0, 4, 1) son los
vértices de un tridngulo rectingulo, y hallar sus angulos agudos.

11. Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son (1, 0, 1), (2, — 2, 3)
y (7, =2, 4).

12.. Hallar ¢l area del triangulo cuyos vértices son (6, 2, 1), (4. — 1, 3)
y(—=2.1,0),
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base ¢s el tridngulo de
vértices (3, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, v, 0).

14. Hallar el volumen de la pirimide de altura 6 y cuya base es el tridngulo
de vértices (0, 0, 0), (0, —7,0) y (-3, 0, 0).

15. Hallar un sistema de ntimeros directores para cualquier recta perpen-
dicular a cada una de las rectas que tienen [l, — 4, 2] y [2, 3, — 1] por ni-
meros directores respectivos.

16. Hallar un sistema de numeros directores para cualquiera de las rectas
perpendiculares a los lados del tridngulo cuyos vértices son (—5, I, 2),
(3,0, 2) vy (1, —8,9).

17, Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, y. z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4, 1) vy
@2, -3, 9.

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, —2) y
que tiene por nameros directores [2, 3, — 1],

19. Un punto P esti sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2, 2) y
(=2, 0, 6). Silacoordenada y de P es 1, hillense sus otras coordenadas.

20, Una recta ! pasa por los puntos (1, — 4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar
las coordenadas del punto en que ! corta al planc XY.

21. Los numeros directores de una recta [ son [5, — 3, 4], y la recta pasa
por el punto (5, — I, 1). Hallar las coordenadas del punto en que [ corta al
plano Y Z.

22. Los ntimeros directores de dos rectas !y ylagson[~—1, —6, 7]y
[3, 2, — 4], respectivamente. E! dngulo formado por [, y una recta [ es
de 60°. Hallar los niimeros directores de [ si se sabe que es perpendicular a /2.

23. Hallar el punto de interseccién de la recta que pasa por los puntos
3, —5,2), (11, —3, 6) y la que pasa por los puntos (5, — 3, 2),
9, —5, 6).

24. Una recta { pasa por los puntos (2, 1, —1), (5, — 1, 3) y otra
recta [ ; pasa por el punto (—4, 2, — 6) y porel punto P cuya coordenada x
es 2. Hallar las otras coordenadas de P si i, es paralelaa [,.

25. Hallar el punto de interseccién de la recta que pasa por los puntos
(7, 3, 9), (1, 1, 1) ylaque pasa por los puntos (2, 3, 3), (6, 1, 7).



CAPITULO XIV
EL PLANO

114, Introduccién. En el capfitulo precedente, consideramos el
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales
del punto y de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora
vamos a comenzar el estudio sistemAtico de las ecuaciones de las figu-
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio,
veremos que uba sola ecuacién representa, en general , una superficie.
Una curva en el espacio, en cambio, se representa analiticamente por
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de
vista, parece mis simple considerar primero el problema general de las
superficies. Comenzaremos naturalmente con la més sencilla de todas
las superficies, el plano.

115. Forma general de la ecuacién del plano. Vamos a obtener
la ecuacién de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro—
piedades (Art. 22). En Geometria elemental, se dice que una recta
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del
plano que pase por su pie. En vista de nuestra definicién de 4ngulo
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110), diremos ahora que
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta
del plano, sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la
perpendicular o no. Hay un nimero infinito de rectas perpendiculares
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal al plano.

Sea Pi(z1, y1, z1) un punto fijo cualquiera y n una recta fija
cualquiera en el espacio. Sean [A4, B, C] los niimeros directores
de n. Queremos hallar la ecuacién del plano tnico que pasa por el
punto P; y es perpendicular a la recta n.

Sea P(z, y, 2) un punto cualquiera, diferente de P:, sobre el
plano (fig. 164). Sea ! la recta que pasa por los puntos P1y P, y
que, por tanto, est4 contenida en el plano. Entonces I y n son
perpendiculares entre sf. Por el corolario 2 del teorema 5, Artfeulo 111,
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los ntimeros directores de Il son [z — 1, ¥y — 11, 2 — z1]. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, tenemos
A(z—z1)+ B(y—yp)+Cle—21) =0, (1)
y esta es la condicién que debe satisfacer cualquier punto del plano.
La ecuacién (1) puede escribirse en la forma
Az + By + Cz— (Axy + Byn + Cz1) = 0,

y como la expresién encerrada entre paréntesis es una constante y,
por tauto, puede reemplazarse por

Z el término constante — D, resulta
n que la ecuacién es de la forma
[4,B,C] Az+ By +Cz+ D =0. (2)

Reciprocamente, si Pa(22, 2, 22)
es un punto cuyas coordenadas sa-
tisfacen la ecuacién (2) y, por
tanto, a la ecuacién (1), se veri-

‘Pl (xp ylizl)
\
P (z,y,7)

fica que
e Y
/ Az — ) + B3 — 1)
X +C(Zz—21)=0,
Fig. 164 y como esta igualdad establece que

la recta I/, que pasa por los pun-
tos P1 y P: es perpendicular a la normal n y, por tanto, est4 sobre
el plano, resulta que el punto P: que estd sobre I’ estd también so—
bre el plano. Por tanto, la ecuacién (2) es la ecuacién del plano.
Se le llama forma general de la ecuacién del plano.
Este resultado se expresa en el siguiente

TeorEMA 1. La ecuacién general de un plano es de la forma
Ax+By+Cz+ D=0,

en donde A, B, C y D son constantes, y [A, B, C] son los nime-
ros directores de su normal .

Vamos a establecer ahora el reciproco del teorema 1 :
TrorEMA 2. Toda ecuacién lineal de la forma
Ax+By+Cz+D =0,

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A, B y C es diferente

de cero, representa un plano cuya normal tiene por nimeros directo-
res [A, B, C].
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DEeMosTRACION. La ecuacién
Az+By+Cz+ D=0, (2)

tiene un ndmero infinito de soluciones. En efecto, por hipdtesis, uno
por lo menos de los tres coeficientes A, B y C es diferente de cero.
Si suponemos que A » 0, podemos escribir

g=_8, €, D
=-aV"at*

Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valoresa y y a 2
y calcular el valor correspondiente de x; cada terna tal de valores
representa una solucién de la ecuacién (2) y, en consecuencia, lag
coordenadas de un punto que estd sobre el lugar geométrico de la
ecuacién (2). Sean Pi(zi, y1, 21) ¥ Pe(x:, yz, 22) dos de estos
puntos. Tendremos :

Azi+ By +Cau+D =0, (3)
Az + By2+ Cz224+D = 0. (4)

Restando la ecuacién (4) de la ecuacién (3), resulta
A(zy— )+ B(yh—y2) + C(z1—22) = 0. (5)

Sea I la recta que pasa por Py y P:. Sea P;(2s, ys, 23) otro
punto cualquiera, diferente de P, y P;, de la recta !. Entonces,
como un plano contiene a todos los puntos de la recta que pasa por dos
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuacién (2) representa
un plano demostrando que las coordenadas de P; satisfacen a esta
ecuacion.

Por el corolario 2 del teorema 5, Artfculo 111, los nimeros direc-
tores de I, obtenidos a partir de P, y P;, son

(21— 22, 1 — 2, 21 - 2],
¥, obtenidos a partir de P1y Ps, son
(21— 23, y1 —ys, 21 — 23].

Como estos son ndmeros directores para la misma recta !, debemos
tener (Art. 112),

n— =kt —23), y—yr=k{pr—uys),
n—zn=km—-—2z); k#0.

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (5), obtenemos

Ak(.’h — :Ea) + Bk(m — ys) + Ck(zl - 28) = 0,
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de donde, como k = 0, resulta :
A —~23)+ By —ys) + C(ai— 23) = 0. (6)
Si restamos la ecuacién (6) de la ecuacién (3), obtenemos
Axs + Bys+ Czs +D = 0,

lo que demuestra que el punto Ps estd sobre el lugar geométrico de la
ecuacién (2). Por tanto, la ecuacién (2) representa un plano. Ade-
més, las ecuaciones (5) y (6) muestran que la normal a este plano
tiene por numeros directores [A, B, C]. Esto completa la demos-
tracién .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
Pi(—2, — 1, 5) y es perpendicular a la recta [ determinada por los puntos
Pa(2, —1,2) y Pa(—3,1, =2).

Solucién. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los nimeros
directoresde [ son [—3 —2, 1 +1, — 2 —2], o sea, [5, —2, 4]. Como [
es perpendicular al plano, los nimeros directores de su normal son también
[5, — 2, 4]. Por tanto, por pasar el plano por el punto P,(—2, —~ 1, 5],
tenemos que la ecuacién buscada del plano es

5(x+2)—2(y+ 1D+ 4(:z-5)=0
5x —2y+4z—-12=0.

0 8sea,

Ejemplo 2. Hallar la ecnacién del plano que pasa por los tres puntos no
colineales P;(2, — 1, 1), Pa(=2,1,3) y Ps(3, 2, ~2).

Solucién, Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por
determinar simplemente los nimeros directores de la normal al plano. Los nt-
meros directores del segmento P, P3 son [-2—2, 1 4+1, 3—1], o sea,
[2, — 1, — 1], y los del segmento P1P3 son [3 —2, 2+1, —2—1]. o
sea, [1. 3, —3]. Como estos segmentos estan en el plano, son ambos per-
pendiculares a su normal. Por tanto, por el artificio de los niameros directores
(Art. 113), los numeros directores de la normal son

-1 -1 -1 2 2 -1
=6, =3, =7
‘ 3 -3 ’ -3 1 1 3 ‘
Consecuentemente, usando las coordenadas del punto P, (2, — 1, 1), hallamos

que la ecuacién buscada es
6(x—D+5W+N+7(z-D=0
6bx +5y+7z— 14 =0.

O sea,

116. Discusién de 1a forma general. FEn el articulo anterior hemos
obtenido que la forma general de la ecuacién de cualquier plano, es

Az+By+Cz+ D=0, (1)
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en donde [ A4, B, C] son los nimeros directores de la normal. Como
por lo menos uno de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
supongamos que A = 0. Entonces podemos escribir la ecuacién en la
forma

B C D
x+Zy+ZZ+Z=O‘ (2)

La ecuacién (2) contiene tres constantes arbitrarias independientes.
Por tanto , analfticamente, la ecuacion de cualquier plano queda perfec—
tamente determinada por tres condiciones independientes. Geométrica-
mente, un plano también queda determinado por tres condiciones
independientes ; por ejemplo, tres puntos dados no colineales deter-
minan un plano dnico .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del plano determinado por los tres puntos
no colineales Py (2, ~ 1, 1), Pa(—2,1,3) vy P5(3, 2, —2).

Solucion. Este problema es idéntico al ejemplo 2 del Articulo 115, pero
vamos a emplear un método diferente para su solucion.

La ecuacién buscada es lineal de l1a forma (1) anterior; hay que encontrar los
valores de los coeficientes. Como los puntos Py, P; y P3 estin sobre el plano,
sus coordenadas deben satisfacer su ecuacién, y tememos, respectivamente,

2A— B+ C+ D=0,
—2A+4+ B+4+3C+D=0, ¢)]
3A4+2B-2C+D=0.

Podemos resolver este sistema para tres cnalesquiera de las literales en términos
de la cuarta, siempre que esta dltima no sea igual a cero. Si D < 0, la solu-
cién del sistema (3) es

5

-2 p c=-2
14

-—-—3 = —
A=--D B =

Sustituyendo estos valores de A, B y C en la forma general (1), obtenemos

5

3
—7Dx -

Dy—-%z+D=0.

Dividiendo toda la ecuacién por D # 0, y simplificando, obtenemos como
ecuacidn del plano

6x +5y+7z—-14 =0,

Una de las partes mds importantes de la Geometria analitica es la
construceién de figuras a partir de sus ecuaciones. La construccién de
una superficie se facilita considerablemente por la determinacién de sus
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los planos
coordenados.
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DEeriNicioNEs. Llamaremos intercepcién de una superficie sobre
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter-
seceidén de la superficie y el eje coordenado.

La traza de una superficie sobre un plano coordenado es la curva
de interseccién de la superficie y el plano coordenado.

Vamos a ver ahora cémo se obtienen las intercepciones y trazas
de cualquier plano a partir de su ecuacién. La interseccién de un
plano y el eje X es un punto que estd sobre el eje X. Ambas coor-
denadas y y z de tal punto son cero. Por tanto, haciendoy =2 =0
en la ecuacién (1) y despejando z, hallamos la intercepcién de este

plano sobre el eje X que es — % Andlogamente, las intercepciones

sobre los ejes Y y Z son — —IB?— y — % , respectivamente.

La interseccién de un plano y el plano XY es una recta que estd
en el plano XY . La coordenada z de cualquier punto del plano XY
es igual a cero. Por tanto, haciendo z = 0 en la ecuacién (1), obte-
nemos la ecuacién

Az+ By+ D =0.

Esta ecuacién sola, sin embargo, no es suficiente para identificar la
traza del plano (1) sobre el plano XY . Debemos indicar también
que la traza estd sobre el plano XY empleando la ecuacién z= 0.
Por tanto, la traza del plano (1) sobre el plano XY estd represen—
tada analiticamente por las dos ecuaciones

Az+By+ D=0, z=0.

Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa—
cio se representa analiticamente por dos ecuaciones independientes.
Anglogamente, haciendo y = 0 en la ecuacién (1), hallamos que las
ecuaciones de la traza del plano (1) sobre el plano XZ son

Az +Cz4+D=0, y=0;

y, baciendo = = 0 en la ecuacién (1), hallamos que las ecuaciones
de la traza sobre el plano YZ, son
By+Cz+D=0, z=0.
Ejemplo 2. Laecuacidén de un plano es
4x 4 by +3z2—12 =0. 4)

Hallar sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas
sobre los planos coordenados. Construir la figura,
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Solucién. Haciendo y = z = 0 en la ecuacién (4) y despejando x, halla-
mos que la intercepcién con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in-
tercepciones con losejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente.

Haciendo z = 0 en la ecuacién (4), hallamos que las ecuaciones de la traza
sobre el plano XY son

2x 43y —6=0, z=0.
Anilogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son
4x +32—-12 =0, y =0, sobreel plano XZ;
2y+z~4=0, x=0, sobreel plano YZ.

Las intercepciones y trazas aparecen en la figura 165, Evidentemente, las
trazas limitan aquella porcién del plano situada en el primer octante. Como un

Z

Fig. 165

plano es ilimitado en extensién, podemos trazar solamente una parte de él. La
porcién que aparece en la figura 165 serd suficiente, en general, para nuestros
propdsitos.

EJERCICIOS. Grupo 53

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (5, — 1, 3) y cuya

normal tiene por nameros directores [1, — 4, 2].
2. Un plano pasa porel punto (3, 3, — 4), y los cosenos directores de su
normal son ¥{3, — 13{5, — 4{3. Hallar la ecuacién del plano.

8. EI pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el
puato (1, — 2, 1). Hallar la ecuaciédn del plano.
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4. Desdeel punto (5, 4, — 7)., se ha trazado una recta perpendicular a
un plano. Si el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1), hdllese 1a
ecuacién del plano.

5. Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (6, 4, —2) y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, —2.3) y (1, 4. —5).

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuacién del plano que pasa por
los tres puntos dados. Usese el método del ejemplo 2 del Articulo 115,

6. (—3,2, 4, (1,5,7), (2,2, —1).
7. (1, 4. —4), (2.5.3), 3,0, =2),

8. Resolverel ejercicio 6 por el método del ejemplo | del Articulo 116.

9. Un plano pasa por el punto (5, — 1, 3), y dos de los dngulos direc-
tores de su normal son a = 60° y f§ = 45°. Hallese la ecuacién del plano. (Dos
soluciones.)

10, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (— 4, 2, 9) y es
perpendicular al eje Z.

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 5, 7) y es
paralelo al plano XZ.

12, Hallar la ecuacidn del plano perpendicular al segmento A(3, 2, — 7)
y B(5, — 4, 9) en su punto medio.

13. Demostrar que los cuatro puntos (2,1, 3), (3, —5, —-1),
(—6,7, —9) y (—2, 4, —3) son coplanares.

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuacién dada del plano,
héllense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas
sobre los planos coordenados. Constrilyase la figura en cada caso.

14, x+y4+z-1=0. 17, x4+ y+z=0.
15, x+2y—z—-2=0. 18. x+3y—-—6=0.
16. 5x —3y+ 152 -15=0. 19, 2y —5z+5=0.

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los planos coordenados y
el plano 6x + 7y + 14z — 42 = 0.

21. Si A. B, Cy D son todos diferentes de cero, demuéstrese que el tetrae-
dro formado por los planos coordenados y el plano Ax + Bu +Cz+ D =0
1 D3
‘e | ABC

22, Construir el paralelepipedo rectangular formado por los planos coorde-
nados y por los planos x =4, y =3 y z = 2. Hallar su volumen.

23, Construir el prisma triangular formado por los planos coordenados y
por losplanos x +2y —4 =0y z — 5 = 0. Hallar su volumen.

24, Construir el prisma formado por los planos coordenados y los planos
y+3z—6=0y x —7=0. Hallar su volumen.

256. Construir el prisma limitado por los planos z — y =0, y+ 2z = 4,
z=0, x =0 y x =5. Hallar su volumen.

tiene un volumen igual a

117. Otras formas de la ecuacién del plamo. Supongamos que el

plano
Az+ By+Cz+D =0 (1)
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X, ¥ y Z a los nd-
meros a, b y ¢ diferentes de cero, es decir, que determina sobre
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los nimeros
a, by ¢c. Entonces los tres puntos (¢, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, ¢)
estdn sobre el plano, y sus coordenadas satisfacen la ecuacién (1).
Por tanto, tenemos las tres ecuaciones

Aa+ D=0, Bb+D=0, Cc+D=0,
de donde,
D

A= — ) B =
a

D
-

D
-3 C=-—

Sustituyendo estos valoresde A, B y C en la ecuacién (1), y divi-
diendo por — D, obtenemos la ecuacién

z '
—a—+?|_ (2)

GIN
]
—

La ecuacién (2) se conoce como la forma simélrica de la ecuacién de
un plano o forma de las intercepciones, o forma segmentaria. Es una
forma restringida ya que no se puede aplicar, por ejemplo , a un plano
que pasa por el origen. Este resultado conduce al siguiente

TreoreMA 3. El plano cuyas inlercepciones respeclivas con los ejes
X, Y, y Z son los ntimeros a, b y ¢, diferentes de cero, tiene como.
ecuacion

X, ¥,z _
a+b+c 1.

Consideremos ahora que el plano (1) contiene a los tres puntos no
colineales Pi(z1, y1, 21), Pe(22, 92, 22) ¥y I {xs, y3, 23). Enton-
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes

A:L‘1+By1+CZI+D=0,
AIz+Byz+CZa+D=0,
Azs+ Bys+ Czs+ D = 0.

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuacién (1), constituyen un
sistema de cuatro ecuaciones lineales homogéneas en 4, B, C y D.
Dicho sistema tiene una soluciép diferente de cero, solamente en el
caso de ser cero el determinante del sistema (Apéndice IB, 6; teore-
ma), es decir, el determinante de los coeficientes.
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Segin esto debe verificarse la igualdad :

zr y =z 1
o oyoa 1
T2 Yz 22 1 =0 (3)
3 ys z3 1

El estudiante debe demostrar que la ecuacién (3) es la ecuacién
del plano que pasa por los tres puntos P,, P: y Ps, por medio del
método empleado en la deduccién del teorema 13, Articulo 35. Tene-
mos entonces el siguiente

TeorEMA 4. La ecuacion del plano que pasa por los tres puntos
dados no colineales, P1(x1, y1, z1), P2 (%2, y2, 2) y Ps(xs, ys, 23),
en forma de determinante es

x vy z 1
xt 1 oz 1
=0.
Xe y2 z2 1
X3 Y3 Z3 1

NoOTA. La ecuaciédn (3) se conoce también con ¢l nombre de forma de los
tres puntos de 1a ecuacién de un plano.

118. Posiciones relativas de dos planos. En este articulo vamos
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos
cualesquiera cuyas ecuaciones, en su forma general , son :

Az +By+Cz+ D=0, (1)
Az 4+ B'y+C'z+ D’ = 0. (2)

El dngulo formado por dos planos se define como el 4dngulo que
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para
este 4ngulo, suplementarios entre sf. Si los nineros directores respec—
tivos de las normales a los planos (1) y (2) son [4, B,C] y
[A’, B, C'] , resulta, como una consecuencia directa del teorema 7
del Articulo 112, el siguiente

TeorEMA 5. El dngulo 6 formado por los dos planos
Ax+By+Cz+D=0 y Ax+B'y4+Cz4+D' =0
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estd determinado por la férmula

AA’ + BB’ + CC/
VAT B+ Ct VAT + B2 CR

cos § = =

Si los planos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas.
Luego, por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, una condicién
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos planos est4d dada por

las relaciones
A=FkA’", B=kB', C=kC, (3)

en donde % es una constante diferente de cero.

Si los planos (1) y (2) son perpendiculares, sus normales son
perpendiculares. Por tanto, por el corolario 2 del teorema 7, Articu-
lo 112, una condicién necesaria y suficiente para la perpendicularidad
estd dada por la relacién

AA’+ BB’ 4 CC’' = 0. (4)

Dos planos son idénticos o coincidentes solamente en el caso de ser
paralelos y tener un punto comin. Supongamos que los planos (1) y (2)
son paralelos y que tienen el punto Pi{(zi, yr, 21) comin. Por ser

paralelos se deben cumplir las relaciones (3), y podemos escribir la
ecuacién (1) en la forma

kA'z + kB'y + kC'z+ D = 0. (5)
Multiplicando la ecuacién (2) por k, obtenemos
kA'x 4-kB'y + kC'2 + kD' = 0. (6)

Como el punto P; estd sobre ambos planos, sus coordenadas
(zi, y1, 21) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan-
to, también a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos, res-

pectivamente ,
kA'zi +kB'ys + kC'21 4+ D =0, (7)

kA'z, + kEB'y«+ kC'z1 + kD = 0. (8)

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son
constantes e iguales a cero, son iguales entre si, de donde

D =kD'.

Combinando este dltimo resultado con las relaciones (3) anteriores,
tenemos, como una condicién necesaria y suficiente para la coinciden-
cia de los planos (1) y (2), las relaciones

A=FkA', B=kB', C=kC", D=kD'; (k=0). (9)
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Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el siguiente
TeoreEMA 6. Dados dos planos
Ax+By+Ce+ D=0 y Ax4+By+Cz4+D =0,
son condiciones necesarias y suficientes para

a) Paralelismo, que A = kA’, B=kB', C=kC', (k#0);

b) Perpendicularidad , gue AA’ + BB’ + CC’' = 0;

c) Coincidencia, que A = kA’, B=kB’, C=kC, D = kD,
(k=0).

NOTA. EI estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar-
ticulo 30.

Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de
la forma general de la ecuacién de un plano

Az+ By+Cz+ D=0, (1)

en la que uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es dife-
rente de cero.

Consideremos primero el caso en que C = 0, de manera que la
ecuacién (1) toma la forma especial

Az+By+ D=0. (10)

Los nidmeros directores de la normal al plano (10) son [ A, B, 0].
Los nimeros directores del eje z son [0, 0, 1], y el eje z es normal
al plano XY, El plano (10) y el plano XY satisfacen la condicién de
perpendicularidad dada en el apartado (b) del teorema 6, ya que

A(0) + B(0) 4+ 0(1) = 0.

Anilogamente, podemos demostrar que los planos Az + Cz + D =0
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a los planos XZ y YZ, res—
pectivamente. Se desprende en cada caso, también, que el plano es
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no
aparece en la ecuacién. Este resultado se expresa mediante el siguiente

TrorEMA 7. Una ecuacidn lineal que contiene imicamente dos varia—
bles representa un plano perpendicular al plano coordenado de esas dos
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la va—
riable que no aparece en la ecuacién, y rectprocamente.

NoOTA. Por lo estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede
pensar que la ecuacién (10) representa uma linea recta. Debe observar, sin
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embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de
tres dimensiones, una sola ecuacién en una, dos o tres variables, si tiene un
lugar geométrico, representa en el espacio una superficie y no una curva.

Consideremos ahora la ecuacién lineal homogénea en dos variables,
es decir, una ecuacién en la cual falte el término constante. Enton-
ces, para D = 0, la ecuacién (10) toma la forma

Az + By = 0. (11)

Este plano pasa por el origen, y como es perpendicular al plano XV,
debe pasar también por el eje Z. Andlogamente, podemos demostrar
que los planos Az+Cz =0 y By+Cz =0 pasan por losejes Y y X,
respectivamente. Por tanto, tenemos el siguiente

Cororario. Una ecuacién lineal homogénea en dos variables repre-
senta un plano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide
la variable que no aparece en la ecuacién, y rectprocamente.

Finalmente , consideremos la ecuacién lineal en una variable sola-
mente. Supuesto B= C =0, la ecuacién (1) toma la forma

Az + D =0. (12)

Los ndmeros directores de la normal al plano (12) son [4, 0, 0] o
[1, 0, 0]. Los nimeros directores del eje X son [1, 0, 0]. Por
tanto, el plano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia,
es paralelo al plano YZ. Andlogamente, podemos demostrar que el
plano By 4+ D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo al plano XZ,
¥y que el plano Cz + D = 0 es perpendicular al eje Z y paralelo al
planec XY . Por tanto, tenemos el siguiente

TroreMA 8. Una ecuacidn lineal en una sola variable representa
un plano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa
variable y paralelo al plano de las dos variables que no figuran en la
ecuacion , y reciprocamente .

CoroLario. Las ecuaciones x =0, y =0 y z = 0 representan,
respectivamente, a los planos coordenados YZ, XZ y XY, y recipro-
camente .

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas7 y 8 y
sus corolarios y observar la gimetria en las letras z, y y z. (Véase el
ejercicio 6 del grupo 50, Art. 109.)

Ejemplo 1. Hallar 1a ecuacién del plano que pasa por el puato
P(2, 1, — 3) yes paralelo al plano 5x — 2y + 4z -9 =0.

Lehmann. — 23.
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Solucién. Por el teorema 6 del Articulo 118, 1a ecuacién buscada es
S5x =2y+4z+ k=0, (13)

en donde & es una constante cuyo valor debe determinarse. Como este plano
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1, — 3) deben satisfacer la ecua-
cién (13), y tenemos

5.2-2.144(~3)+kr=0,
de donde & = 4. Por tanto, la ecuacién buscada es

Sx -2y +4z +4=0.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XY y que
pasa por los puntos P1(l, 5, —3) y Pa(—5, —4, 11).

Solucién. Como el plano buscado es perpendicular al plano XY, su ecua-
cién, por el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de 1a forma

Ax+ By+ D =0. (14)

Como el plano (14) pasa por los puntos P, y Pz, las coordenadas de estos
puntos deben satisfacer a 1a ecuacion (14), y tenemos las dos ecuaciones

A+45B+D =0, (15)
—5A—-4B+D =0. (16)

La solucién de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en términos de D da
A=%D, B= —12%D. Sustituyendo estos valores en la ecuacién (14) y divi-
diendo por D # 0, hallamos la ecnacién buscada

3x —2y+7=0.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(5, 2, —3) v es perpendicular a cada uno de los planos 2x ~ y +2z -9 =10
yx+3y—5z43=0.

Solucién. Podriamos usar el método del ejemplo 2, pero aqui seguiremos
otro método.

Primero vamos a hallar los nimeros directores de 1a normal al plano buscado.
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a los planos dados. Por
tanto, por el artificio de los numeros directores (Art. 113), sus niimeros direc-
cores son

- 2 2 2 =1
e e
3 —95 -5 1 1 3
Por tanto, la ecuacién del plano que pasa por el punto P(5, 2, — 3) y tiene
una normal cuyos niimeros directores son [1, = 12, — 7] es

1(x=5)-12(y—=2)—7(z+3)=0
o sea, '
x =12y -7z -2 =0.
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EJERCICIOS. Grupo 64

Dibujar una figura para cada ejercicio,

1. Hallarla ecuacién del plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes
X, YyZson —5, 3yl.

2. Laecuacién de un planoes 2x — 3y + 9z = 1. Escribir la ecuacién en
la forma simétrica.

3. Escribir en forma de determinante laecuacién del plano que pasa por los
tres puntos (6, 2, 0), (4. —1,2) vy (3, 4, —1). A partirde ella hillese la
forma general de la ecuacién del plano.

4. Sidelos cuatro puntos (x1, y1, z1)., (x2, ya, z2)., (x3 ys. z3) ¥
(x4. ya. z4) no hay tres que sean colineales, demuéstrese que una condicién
necesaria y suficiente para que sean coplanares estd dada por el deteiminante

x1 yr z1 1
x3 yz z2 |
x3 ys za |
x4 Ya 24 1

(Véase el corolario del teorema 12, Art. 34.)

5. Demostrar que los cuatro puntos (1. 0, —4), (2, —1, 3)
(—2,3 5 v (—1, 2, 4) son coplanares.
6. Hallar el dngulo agudo formado por los planos 3x +y~z +3 =0y
x—~y+42-9=0.
7. Hallar el dngulo agudo formado por el plano 5x +4y—2+8=0y
el plano XY.
8. Deducir el apartado (g) del teorema 6 directamente del teorema 5 del
Articulo 118.
9. Deducir el punto (b) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar-
ticulo 118.
10. Obtener el corolario del teorema 8, Articulo 118, considerando las co-
ordenadas de un punto que estd en un plano coordenado.
11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cada uno de los planos
especificados en los teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Art. 118).
12, Si dos planos son paralelos, demuéstrese que sus trazas sobre cualquiera
de los planos coordenados son dos rectas paralelas.
13. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (3, — 2, 6) y es
paralelo al plano 4y — 3z 4+ 12 = 0.
14. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XY y que pasa por
los dos puntos (2, —2, 11) y (-7, — 8, —3).
15. Hallar 1a ecuacién del plano perpendicular al plano 4x—3y+2z—-9=0
¥ que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) vy (3, —7, 5).
16. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (4, — 2, 1) y es
perpendicular a cada uno de los planos

x=3y+42-9=0y 2x+2y—2z+11=0.

17. Hallar l1a ecuacién del plano perpendicular al plano XZ y que pasa por
los dos puntos (4, — 7, 2) y (12, ~ 11, 7).
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18. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano 3x—2y+5z—1=0
Yy que pasa por los dos puntos (4, — 2, 2) y (1, 1, 5).

19. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 1, 0) y es
perpendicular a cada uno de los planos

4x —y—z—1=0y 2x+y+3z—-6=0.

20, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el eje Y y por el punto
(8, 4, —6).

21. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano YZ y que pasa por
los dos puntos (2, —1, 4) y (1, 3, — 7).

22, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el eje Z y por el punto
4, -1, 7).

23. Un plano pasa por el punto (3, 1, — 1), es perpendicular al plano
2x —2y+z+4=0, y su intercepcién con el eje Z es igual a — 3. Héllese
su ecuacién.

24. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y
(4, 0. 0) y forma un ingulo de 30° con el plano x+y+z—1=0. (Dos soluciones.)

256. Un plano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por nitmeros
directores respectivos [1, — 3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuacién del plano
si, ademds, pasa porel punto (5, 1, —1). -

26. Determinar el valor de k& para que los dos planos kx—2y+2z—~7 =0
y 4x 4 ky — 6z 4+ 9 = 0 sean perpendiculares entre si.

27. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (I, 0, — 1) y
(2, 0, 2) y forma un ingulo de 60° con el plano 2x — 2y + z 4+ 6 =0. (Dos
soluciones.)

28, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (— 2, 3, — 1) y es
paralelo a las dos rectas que tienen por mndimeros directores respectivos
(2, =3, 0]y [—-1.2, 3].

29. Un plano pasa por los puntos Py(x1, y1, z1) ¥ P2(xz, yz2, 2z2) y es
perpendicular al plano Ax + By 4+ Cz + D = 0. Demostrar que su ecuacién
puede escribirse en la forma

x y z 1
x1 g1 oz |l
X2z Yz 2Z2

1
A B C O

30. Un plano pasa por el punto P;(x1, y1, z1) y es perpendicular a cada
uno de los planos Ayjx + Biy + Ciz + D1 =0 y Asx + Bay+ Caz+ D2 =0.
Demostrar que la ecuacidén puede escribirse en la forma

x y z 1
x1 y1 z1 |
Ay B1 C; 0
Az B2 C; 0

119. Forma normal de la ecuacién del plamno. Sean el origen 0
y el punto Pi(z1, 41, 21) los extremos de un segmento dirigido de
longitud dada p y cuyos 4dngulos directores son o, B, v (fig. 166).



EL PLANO 357

Adoptaremos el convenio de que el segmento OP; estd dirigido de
0O a P: y que su longitud p es un nimero positivo. Vamos, pues, a
obtener la ecuacién del vinico plano que pasa por P1 y es perpendicu—
lar a OP;.

Sea P(z, y, z) un punto cualquiera del plano, diferente de P.
Tracemos el segmento P1P. Por el teorema 3 del Artfculo 110, las
coordenadas del punto P1 son

Zi=pcosa, y1=pcosfP, z1=pcosy.
Por tanto, por el corolario 2 del teorema 5, Artfculo 111, un sistema

de ndmeros directores para P1P es [t —pcosa, y—pcosf,
z — pcos y]. También un sistema de nlimeros directores para OP1 es

Fig. 166

lcos a, cos B, cos y|. Ahora bien, si el punto P est4 sobre el plano
los segmentos OP1 y P, P son perpendiculares entre si. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, las coordenadas del
punto P deben satisfacer la condicién necesaria y suficiente expresada
por la relacién

cosa(x —pcosa) +cosP(y—pcosf)+ cosy(z—pcosy) =0,

que €8 la ecuacién buscada del plano. Desarrollando el primer miem-~
bro, obtenemos

zcosa+ycosP +zcosy—pleos® a+cos?f+cos’y) =0,
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a
zeosatycosPp+tzeosy—p=0.

Esta ecuacién se llama forma normal de la ecuacién del plano, y de
aqufi el teorema siguiente.
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TeoreEMA 9. La forma normal de la ecuacién de un plano es
Xcosa+ycosP+zcosy—p=0,

en donde p es un numero positivo numéricamente igual a la longitud de
la normal trazada por el origen al plano, y a, B y v son los dngulos
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el plano.

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuacién
del plano
Az+ By+Cz+D =0, (1)

a su forma normal ,
xcosat+ycosB+zecosy—p=0. (2)

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo planc, entonces,
de acuerdo con el apartado (c¢) del teorema 6, Articulo 118, se deben
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres—
pondientes :

cos o = kA, (3)
cos f = kB, (4)
cos v = kC, (5)
—p=kD, (6)

en donde %k es una constante diferente de cero.
Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos

cos® a + cos? B + cos® v = k*(4? + B2 4+ C?),
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a
= k(A% + B® + C?),

de donde,
1

=+ =
VA'+ B+ C?

k=

Por tanto, si multiplicamos la ecuacién (1) por este valor de &, se
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor-
mal de la ecuacién (1) estd dada por

kAxz 4+ kBy + Cz+ kD =0, (7)

1
VATB O

endonde k = =
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Como la normal al plano es una recta dirigida y tiene, por tanto,
un sistema dnico de cosenos directores, es evidente que no podemos
usar ambos signos de % en la ecuacidén (7). Para determinar el signo
que se ha de usar, adoptamos ciertos convenios que establecemos a
continuacién en el siguiente

TeorEMA 10. La forma general de la ecuacion de un plano
Ax+By+Cz+D =0, (1)
puede reducirse a la forma normal ,
xcosa+ycosfB+zcosy—p=0,

dividiendo cada término de (1) por r = =V A2+ B2+ C?, en don-
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue:

a) 8¢ D 0, r esde signo contrario a D.
b) SiD=0y C#0, ry C sondel mismo signo.
e) StiD=C=0y B=0, ry B son del mismo signo.

d) SiD=C=B=0, entonces A =0, yry A son del mismo
signo .

NoTA. EIl estudiante debe comparar este teorema con el teorema 8 del Ar-
ticulo 32.

Ejemplo. La ecuacién de un planoes 2x — y+2z — 6 = 0. Reducir dicha
ecuacién a la forma normal, y hallar la longitud y ingulos directores de la
normal. ’

Solucién. Para la ecuacién dada, A =2, B=—1, C=2y D= -6.

Portanto, r = =V A2+ B2+ C3 = = 3. Como D es negativo, dividimos
la ecuacién dada por 3. Esto nos da la forma normal

2 1 2
2, 1l,42, 20
X" 39ty

Luego la longitud de la normal es 2 y sus dngulos directores son

o = arc cos 3§ = 48° 1V,
B arc cos (— %) = 109°28

Y = arc cos 35 = 48° 11/,

fl

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo.

120. Aplicaciones de la forma normal. a) Distancia de un punlo
a un plano. Sea d (fig. 167) el plano y Pi(z1, 41, 21) el punto.
Vamos a determinar la distancia d de Py a 9.
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Supongamos que la forma normal de la ecuacién de 3 es
zcosatycosf+zcosy—p=0. (1)

Sea & el plano que pasa por P, y es paralelo a 8, y sea p’ la longi-
tud de la normal trazada desde el origen a 8. Como se ha convenido,
P y P’ se considerardn como niimeros positivos.

Como se indicé en el problema andlogo de la distancia de un punto
a una recta en Geometria analftica plana (Art. 33), hay seis casos
posibles para las posiciones relativas de P;, & y el origen. Solamente
uno de estos casos aparece en la figura 167. Para llegar a un resultado

comin a todos los easos, emplearemos distancias dirigidas. Segin
esto, vamos a asignar la direccidn positiva a la normal ON trazada desde
el origen al plano 8. La distancia d seri considerada siempre como diri-
gida del plano d hacia el punto P: y, por tanto, serid positiva o negativa
segln que esta direccién sea igual o no a la direccién ON. Entonees,
para cada uno de los seis casos posibles de posicién de P:, d y O,
tenemos, como en el Articulo 33, ya sea la rclacién

P=p+d (2)
o la relacién

pP=—(p+4d). (3)

Por ejemplo, la relacién (2) es verdadera para el caso representado
en la figura 167 en donde los dngulos directores de la normal a 3’ son
idénticos a los 4ngulos directores correspondientes de la normal a 3.
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Por tanto, por el teorema 9 del Articulo 119, la forma normal de la
ecuacién del plano & es

zcosa+ycosPft+zecosy—p =0,
la cual, en virtud de la relacién (2), puede eseribirse en la forma
zcosa+ycosP+zeosy—(p+d)=0. (4)

Si, en cambio, el punto P; estd localizado del lado opuesto del
origen, es decir, de tal manera que el plano & que pasa por él y es
paralelo a & esté de lado opuesto del origen con respecto a d, enton—
ces se verifica 1a relacién (3). Pero en este caso los 4ngulos directores
de la normal a 3 son xn —a, n—~P y ® — v, de manera que la
forma normal de la ecuacién del plano &' es ahora

zcos{(n—a)+ycos(n—B)+zcos(n—vy)—p' =0,
la cual, en vista de la relacién (3), puede escribirse en la forma
—zcosa—ycosPp—zecosy+(p+d)=0.

Pero esta tltima ecuacién es idéntica a la ecuacién (4). Andloga-
mente, podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la
ccuacién (4J representa al plano &.

Como el punto P, estd sobre &, sus coordenadas satisfacen a la
ecuacién (4), y tenemos

zicosa+yicosP+zcosy—(p+d)=0,
de donde

d=121c08a +yicosP +2zco8y—p. (5)

Comparando este resultado con la ecuacién (1), vemos que la
distancia dirigida d puede obtenerse, en magnitud y signo, sustitu-
yendo las coordenadas del punto P; en el primer miembro de la forma
normal de la ecuacién de d.

Si el plano & no pasa por el origen, una investigacién de los seis
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o
negativa segiin que el punto P1y el origen estén de lados opuestos
o del mismo lado del plano 8. Si el plano & pasa por el origen, el
signo de d debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta-
blecidas en el teorema 10 del Articulo 119.

Como la ecuacién de un plano se da usualmente en la forma general

Az+ By+Cz+ D=0,
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el resultado de la ecuacién (5) puede expresarse en la forma

d=A:n+By1+Cz1+D
=V A+ B2+ C?

Un resumen de los resultados precedentes lo establece el teorema
siguiente .

TeoOREMA 11. La distancia dirigida d del punto Pi(x1, yi, z) al
plano Ax 4 By + Cz + D = 0 se obtiene por la formula

d= Ax;+ By1 + Cz, + D
VATEB HC

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar-
ticulo 119. o

St el plano no pasa por el origen, d es posiliva o negativa, segin que
el punio Py y el origen estén de lados opuestos o del mismo lado del
plano.

Si el plano dado pasa por el origen, el signo de d se interprela de
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Artfculo 119,
para la direccidn de la normal al plano y usadas para la determinacién
del signo radical .

NoOTAS. 1. Elestudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del
Articulo 33.

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto a un plano, tomamos
el valor absoluto de 4.

Ejemplo 1. Hallar la distancia dirigida del punto P(- 3, —4, 2) al pla-
no 3x 412y —4z —39=0. Interpretar el signo de esta distancia.
Soluciéon. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es

_3(=3)+12(—4)—-4(2)-39 —104
VTR 13

El signo negativo indica que el punto y el origen estin del mismo lado del plano.

d = — 8.

b) Ecuaciones de los planos bisectores de los dngulos diedros suple—
mentartos formados por dos planos que se cortan. Supongamos que los
dos planos son ‘

Aix+ By+Cz+ Dy =0

A2+ Bay + Coz+ D: = 0.,

Las ecuaciones de los planos bisectores se determinan por el mismo
método empleado en el problema anilogo de la Geometria analitica



EL PLANO 363

plana, a saber, la determinacién de las ecuaciones de las bisectrices
de los 4ngulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan
(apartado [b], Art. 33). Por tanto, se deja al estudiante como
ejercicio la demostracién de que las ecuaciones de los planos bisec-
tores son

Az + By + Ciz+ Dy =Aqa:+Bzy+ Cez 4+ D2
£V A2+ Bt + C? + vV A2 4+ Be? + (12

Adx+ By+Ce+ D A+ By + Ciz+ Dr

=+ A + B + Cr? + VA2 + B2+ 02’

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore-
ma 10, Articulo 119. La distancia entre estos dos planos puede
calcularse por medio del teorema 11, Artfculo 120.

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los ingulos
diedros suplementarios formados por los dos planos 6x — 7y + 6z —22 =0
y 2x +6y — 3z 4 14 = 0.

Solucién. Lasformasnormales de lasecuaciones de los dos planos dados son

cx-7g+cz—zz_0 2x + 6y — 3z + 14

S —— = y S
VvV 36+ 49 + 36 —vV4+436+9

Por tanto, la ecuacién de uno de los planos bisectores es

bx — 7y +6z—22 _ 2x +6y—3z+14
11 -7 '

o sea,
64x + 17y +9z = 0,
y la ecuacién del otro es

6x —7y+6z -22 _ _ 2x+ 6y —3z+ 14
11 -7 !

o sea,
20x — 115y + 75z — 308 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 55

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. La normal a un plano tiene una longitud de 5 y dos de sus ingulos
directores son a« = 45°, B = 60°. Hallar la ecuacidén del plano. (Dos solu-
ciones.)

En cada uno de los ejercicios 2-5, reduzcase la ecuacién dada a la forma
normal, y héillense la longitud y los dngulos directores de la normal.
2. 8x+4y—z+18=0. 4. 3x +4y —122=0.
3. 6x+6y+7z—-22=0. 5. 3x —4y—=10=0.



364 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

6. Obtener la forma normal de cada uno de los planos especificados en los
teoremas 7 y 8 y sus corolarios (Art. 118). Tabular los resultados.

7. Hallar la ecuacién del plano cuya distancia del origen es 5 y cuya nor-
mal tiene por nimeros directores [~ 2, 6, 3]. (Dos soluciones.)

8. Hallar el valor de & para que la distancia del origen al plano

3x —by+kz4+14=0
sea igual a 2.
9. Hallar 1a forma normal de la ecuacién del plano que es paralelo al plano
4x +y — 8z 4+ 11 =0 y que pasa por el punto (3, — 2, —1).
10. Hallar la distancia del origen a cada uno de los planos paralelos

4x —4y+7z2 - 18=0 vy 4x—4y+724+27 =0.

De aqui ballar 1a distancia entre estos dos planos.

11, Laecuacién de un plano & es 2x — y + z — 18 =0, y las coordenadas
de un punto P son (2, 1, 6). Hallar la ecuacién del plano que pasa por P y
es paralelo a 8. Después hallar 1a distancia de P a d.

En cada uno de los ejercicios 12-14, hallese 1a distancia del punto dado al
plano dado, e interprétese el signo de la distancia.
12, x+2y—22412=0; (3, —2,7).
18. 4x—3y+12z2=0; (-5, =10, —3).
14, 5y +1224+26=0: (3,2, —1).
15. Hallar la distancia entre los planos paralelos 8x — 4y +z+9 =0y

8x — 4y + z — 36 = 0 calculando la distancia de un punto de un plano al otro.
16. Hallar la distancia entre los planos paralelos

6x+3y—-2z4+14=0 y 6x+3y —2z-135 =0.
17. Demostrar que la distancia d entre los planos paralelos

Ax+By+Cz+D1=0 vy Ax+By+Cz+Dz=0

estd dada por la férmula
| Dy — D2l

CVATFB RO

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16.

18. La base de un tetraedro es el tridngulo cuyos vértices son (I, — 2, 1),
(—4.2, —1) v (—=5,5, 3). Sielcuarto vértice es el punto (4, 2, —3),
hillese 1a longitud de la altura trazada desde el vértice a la base.

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18.

20. Hallar 1a ecuacién del plano que es paralelo al de 1a ecuacién

2x—y+22—-9=0

y estd a 2 unidades de él. (Dos soluciones.)
21. Hallar el valor del coeficiente k en la ecuacién ax — 2y +6z + 14 =0
de un plano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al plano sea igual a — 3.
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22. Siladistancia de un plano al origen es p y sus intercepciones con los

1 ]

ejes coordenados son a, b y ¢, demuéstrese que _]_ = Lz + v + -
(4

p?
23, Deducit las ecuaciones de los dos planos bisectores de los angulos
diedros suplementarios formados por los dos planos

Aix+Biy+Ciz+ D=0 y Asx+ Bay + Coz +D2=0.

Ean cada uno de los ejercicios 24 y 25, haillense las ecuaciones de los planos
bisectores de los dngulos diedros suplementarios formados por le< dos planos cu-
yas ecuaciones se dan.

24, x —4y+82—-9=0y 2x+y—22+6=0.
26, 7x —4y +4z+18=0 y Ox +7y — 6z —22 =0.

26, Hallar e identificar la ecuacidén del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del plano 2x — y + 2z — 6 = 0 es igual al
doble de su distancia del plano x + 2y — 2z + 3 = 0. (Dos soluciones.)

En los ejercicios 27-31, los vértices de un tridngulo T son P;{(x1, y1, z1),

P2(xa, y2, z2) ¥y Pa(xs, ya z3), suireaes A y los dngulos directores de la
normal a su plano son a, § vy v.

27. La proyeccién ortogonal de T sobre el plano XY es otro tridngulo
cuyos vértices son (x1, yi,» 0), (x2, y2, 0) ¥ (x3. ys. 0). Por tanto, por
el teorema 12 del Articulo 34, el irea proyectada es

x1 y1 1
A: = Vz Xz Yz 1
x3 ys 1

Demostrar, analogamente, que las dreas proyectadas sobre los planos XZ y YZ
son, respectivamente,

x1 z, 1 1 oz 1
Ay = VZ X2 Z2 1 Y Az = VZ Yz Z2 1
x3 z3 | ys z3 1

En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante.

28. Por medio del teorema 6, Articulo 112, demostrar que los d4ngulos for-
mados por el plano de T y los planos XY, XZ y YZ son v, § y a, respec-
tivamente. Demaostrar, por tanto, que

Az =|Acosy|, Ay=|AcosB|, Ar=|Acosal.

29, Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Articulo 110,
demostrar que A2 = A2%x + A% + AZ2.

30. Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el irea
de T esta dada por

y1 z1 12 x1 z1 1|2 x1 y1 1|2
A= % yz Zz2 1 +| x2 z2 1 +| xz yz 1 .
ys z3 1 x3 za | x3 ys 1
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31. Sea P4(x4, ys. z4) un punto cualquiera no contenido en el planc
de T. Por medio del teorema4, Articulo [17, y por el teorema 11, Articu-
lo 120, demostar que la distancia d del punto P4 al plano de T esti dada por

X4 Y4 Zg4 1
x1 y1 zi |
X2 Y2 Z2 1
_ x3 ys zz | i
\/ Y1 Z3 1 2 X1 Z1 1 2 X1 Y1 l 2
y2 z2 1| 4l x2 za 1| 4| x2 y2 1
Y3 23 1 X3 Z2Z3 1 X3 Y3 1

en donde se debe tomar el valor abseluto del numerador.

32, Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31,
volumen de un tetraedro cuyos vértices son P;(xy1, y1, 21).
P3(xa, ys, 2z3) ¥ Ps(x4, ys., z4) estid dado por

demostrar que el
Pz2(xz2, yz, z2),

X1

yi
Yz
ys
Y

Zy
Z2
A
Z4

N

debiéndose tomar el valor absoluto del determinante.

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son (— 4, 6, 3),
8 —3,5, (40, —1)y (53, 9.
34. Usar el resultado del ejercicio 32 para resolver el ejercicio 4 del grupo 54,

Articulo 118.

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar-
ticulo 112.
121. Familias de planos. De la misma manera que en Geometria

analitica plana consideramos familias de curvas, podemos considerar
familias de planos. En el Artfculo 116 vimos que un plano y su ecua-
ci6n estin cada uno perfectamente determinados por tres condiciones
independientes. Segin esto, un plano que satisfaga menos de esas
tres condiciones no estd determinado, es decir, no es Unico. La ecua-
cién de un plano que satisface solamente dos condiciones independien-
tes contiene una sola constante arbitraria independiente o pardmetro
y, por tanto, representa una familia de planos monoparamélrica.

Un ejemplo de familia de planos con un solo parimetro es la

ecuacion
Az + By+Cz+ k=0, (1)

en donde A, By C son constantes fijas y el pardmetro k puede
tomar todos los valores reales. Esta ecuacién representa a la familia de
planos que son paralelos al plano dado

Az 4+ By+Cz+ D = 0.
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Una familia de planos particularmente til es el sistema de planos
que pasan por la interseccién de dos planos dados cuyas ecuaciones
pueden tomarse en las formas

Az+ By +Cz+ D1 =0, (2)
Awx+ By + Coz + D2 = 0. (3)
Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones (2) y

(3) est4 sobre su recta de interseccién. Evidentemente, las coorde-
nadas de tal punto satisfacen también la ecuacién

ki(Aix+ By + Ciz+ D)tk (Asx+ Bey + Cez 4+ D2) =0, (4)

en donde ki y k2 son constantes arbitrarias que pueden tomar todos
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simultd—
neamente. Ademds, como la ecuacién (4) es lineal, representa todos
los planos que pasan por la interseccién de los planos dados (2) y (3).
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la
interseccién de dos rectas dadas (Art. 36), vamos a eliminar el pla-
no (3) de la familia (4) con el fin de obtener la ecuacién m4s simple

Awx+ By+ Ciz+ Di+ k(Awx+ Bay+ Caz+ D) =0, (5)

en donde el pardmetro & puede tomar todos los valores reales. Se dice
que la ecuacién (5) representa un haz de planos, y a su recta comin
de interseccién se le llama eje o arista del haz.

Ejemplo. Hallar 1a ecuacién del plano que pasa por el punto P (2, 5, — 1)
y por la recta de interseccién de los planos
4x+y—2z2—8=0 y 3x—y+4z-—-4=0,

Solucién. Por la ecuacién (5) anterior, el plano buscado es un elemento
del haz de planos que tiene por ecuacién

dx+y~2z2—-84+krBx—y+4z—-4)=0. (6)

Como el plano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5. — 1) de P
deben satisfacer la ecuacién (6), y tenemos

4.245—-2(—-1D)=-84+kr3GB-2-54+4(-1)—-4)=0,

de donde & = 1. Sustituyendo este valor de & en la ecuacién (6) y simplifican-
do, tememos, como ecuacidn del plano que se busca

7x +2z - 12 =0,

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo.
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En el Articulo 115, vimos que la ecuacién de cualquier plano que
pasa por el punto P;(z1, y1, 21) es

Az—z))+Bly—y)+Cz—21)=0. (7T

Por tanto, esta ecuacién representa a la familia de planos que pasan
por el punto dado, P, (z1, y1, 21). Tal sistema se llama una radiacion
de planos, teniendo al punto P, como vériice de la radiacion. Como
uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
la ecuacién (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias inde-
pendientes ; representa, por lo tanto, una faemilia de planos bipa-
ramétrica .

Como con esto se concluye nuestro estudio del plano, se recomienda
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capitulo.

EJERCICIOS. Grupo 56

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Determinar el valor del parimetro & de tal manera que un plano de la
familia kx — 3y + kz ~— 22 = 0 pueda pasar por el punto (3, — 4, 2). Hallar
la ecuacién del plano.

2. Determinar el valor del parimetro k de tal manera que un plano de la
familia 2x + ky — kz + 7 = 0 sea perpendicular al plano 3x 4+ 6y — 12 = 0,
Hallar la ecuacién del plano.

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (4, — 1, 1) y es
paralelo al plano 4x — 2y + 3z — § = 0.

4. Hallar la ecuacién del plano paralelo al plano x +3y — 2z 4+ 14 =0
v tal que la suma de sus intercepciones con los ejes coordenados sea igual a 5.

5. Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacién

x—2y+2z412=0

_y cuya distancia del origen es ignal a 2. (Dos soluciones.)
6, Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacidn

7x+3y—2z4+2=0

y cuya intercepcién con el eje Z es 4.

7. EIl volumen del tetraedro formado por un cierto plano y los planos coor-
denados es 12. Hallar la ecuacién del plano sabiendo que es paralelo al de ecua-
cién 3x + 2y + 4z +6 = 0. (Dos soluciones.)

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — [, 4) y tam-
bién por la recta de interseccién de los planos

x+2y—z=4y 2x—-3y+2z=0=0.

9. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 3x + y—2z4+2 =0y x =3y —~z 4+ 3 = 0y es perpendicular al pla-
no XY.
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10. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 2x —y+3z =2 y 4x + 3y — z = | y es perpendicular al plano

3x -4y — 2z =9,

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 2x —y —z =2 y x4+ y —3z+ 4 =0 ytal que su distancia al origen
sea igual a 2. (Dos soluciones.)

12. La distancia de un plano al origen es igual a 3. Siel plano pasa también
por la interseccion de losplanos x +y +z — 1l =m0y x — 4y + 5z — 10 = 0.
hillese su ecuacién. (Dos soluciones.)

13. Un plano es paralelo al de ecuacién 2x +2y +z = 1 = 0, y el punto
(2, 2, 2) esequidistante de ambos planos. Haillese la ecuacién del plano.

14. La distancia de un plano al punto (1. 0, 2) es 1. Siel plano pasa por
la interseccién de los planos 4x ~2y —z +3 =0y 2x —y+z —2 =0, hi-
llese su ecuacién. (Dos soluciones.)

15. Un plano pasa por el punto (5, 2, — 1) y su traza conel plano XY es
larecta x —2y +2 =0, z = 0. Hallese su ecnacién,

16. Un plano pasa porel punto (1, 6, — 2) y tiene la misma traza sobre
el plano XY que el plano 3x — y — 8z 4+ 7 = 0. Hallese su ecuacién.

17. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos x —y+224+4=0y 2x 4+ y+ 3z —9 =0 y es paralelo a la recta cu-
yos nimeros directores son 1, 3, — 1]. :

18. Laecuacién de un planoes Ax + By + Cz + D = 0. Hallar las con-
diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al haz de
planos representado por la ecuacidén

Aix+ Biy+ Ciz+ Dy + k(Aax + Bay + C2z + Da) = 0.

19. Demostrar que los tres planos

2x—y+2z2-8=0, 8x—y+13z2-21=0yd4x+y+92~5=0
pertenecen al mismo haz.

20, Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que los tres
planos Aix + Biy+ Ciz+ Di =0, { =1, 2, 3, tengan uno y solamente un
punto comin es
A B, Ci
Az Ba Cs
As B3z Cj3

21. Demosttar que los tres planos

# 0.

Ix+2y—z-3=0, 2x-3y—3z2—4=0y x+7y—~2z4+7=0
tienen solamente un punto comin, y hallar sus coordenadas.
22. Supongamos que los tres planos :
Aix+Biy+Ciz+Di=0, i=m=1, 2,3,

tienen uno y solamente un punto P en comin. Demostrar que la radiacién de
planos cuyo vértice es P tiene por ecuacién

Aix + By + Ciz +Dy + k1 (Aax + Bay + Caz + D»)
+ k3 (Asx + Bay + Csz + D3) = 0.
en donde &, y ki son los parimetros.

Lohmanm, — 24.
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23. Demostrar que los cuatro planos 4x+3y—4z—8=0, 2x—8y+7z+45=0,
x—3y—2z—3=20y 3x+y+2z—2=0 pertenecen a la misma radiacién
y hallar las coordenadas de sus vértices.

24. Un plano pasa por los dos puntos (3, 0, — 1), (2, -3, =-3) y
pertenece a la radiacién determinada por los planos 2x =3y + 2z -9 =0,
x+4y—z4+3=0 y 3x -2y —2z — 6 =0. Hallar la ecunacién del plano
por el método paramétrico y comprobar el resultado por otro método.

26. Hallar 1a ecuacién del plano de la radiacién del ejercicio 24 que pasa por
el punto (1, 1, — 3) yes perpendicularal plano x + y—2z 4+ 12 =0,



CAPITULO XV
LA RECTA EN EL ESPACIO

122. Introduccién. En el capftulo anterior hicimos un estudio del
plano como la m4s sencilla de todas las superficies. Podriamos conti-
nuar nuestro trabajo estudiando superficies més complicadas antes de
considerar las curvas en el espacio. Pero la linea recta en el espacio,
considerada como la interseccién de dos planos diferentes, se presenta
tan naturalmente después del estudio del plano, que dedicamos com—
pleto el presente capitulo a su estudio. EIl siguiente capitulo lo reser—
varemos para tratar el problema general de las superficies.

123, Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea ! la recta
de interseccién de dos planos diferentes cualesquiera, cuyas ecuacio-
nes, en la forma general, son

A1$+B1y+C12+D1=0,}
Ax+ By + Coiz+ D= 0.

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones del
sistema (1) estd sobre cada uno de los planos y, por lo tanto, estd
sobre su interseccién !. Reciprocamente, cualquier punto que esté so-
bre I debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Segin esto, las
dos ecuaciones del sistema (1), consideradas stmulldneamente, son
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado,
apropiadamente , forma general de las ecuaciones de la recta.

En seguida observemos el hecho importante de que las ecuaciones
de cualquier recta particular en el espacio no son 4nicas. En efecto,
podemos considerar, como en el Articulo 121, que la recta !, repre—
sentada por el sistema (1), es la arista del haz de planos

(1)

Az 4+ By+Ce+Di+k(Adsc+ Bay+Caz+D1) =m0, (2)
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en donde el parimetro k puede tomar todos los valores reales. Por
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami-
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta I. Geométrica—
mente, también, una recta est4 completamente determinada por dos
planos diferentes cualesquiera que pasen por ella.

124. Forma simétrica de las ecuaciomes de la recta; ecuacién de
1a recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones paramétricas de la recta.
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a
deducir a continuacién. Vamos a basarnos en que una recta queda
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direccién, o
por dos cualesquiera de sus puntos. La deduccién de las ecuaciones se
basard en lo dicho en el Articulo 25 sobre la ecuacién de una recta,
dado uno de sus puntos y la pendiente. Definiremos a la linea recta
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus
nGmeros directores sean idénticos a (o proporcionales a) los niimeros
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta.

Sea Pi(zi, ¥1, 21) un punto dado cualquiera de la recta I cuyos ni-
meros directores son [a¢, b, ¢]. Sea P(z, y, 2) un punto cualquiera
de ! diferente de P;. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5,
Artfeulo 111, un sistema de nimeros directores para ! estd dado por
[z —21,y—w, z— z1]. Por tanto, por nuestra definicién de linea
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones

x—21=ke, y—pn=kb, z—2z1 = ke, (1)

en donde % es una consiante diferente de cero. Estas relaciones son,
por tanto, las ecuaciones de la recta ! que pasa por un punto dado y

tiene una direccién dada.
8i los ntimeros directores [a, b, ¢] de I son todos diferentes de
cero, se acostumbra eseribir las ecuaciones (1) en la forma siméirica
rT—In y——yn_z—zl. (2)

a b ¢

8i a, B, v son los dngulos directores de I, entonces (Art. 111)
la forma simétrica (2) puede escribirse también en la forma

"

x—zn_y—y1=z—21 .
cosa  cosPB cosy '’ (3)

siempre que ningGn coseno director sea igual a cero.
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio-
nes, pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde-
pendientes.

Si uno o dos de los niimeros directores [a, b, ¢] de I son cero, no podemos
usar ni la forma (2) ni la (3). En tales casos, debemos emplear las relacio-
nes (1). Por ejemplo, digamos que a = 0, pero b y a son ambos diferentes
de cero. Entonces por las relaciones (1), tenemos, para las ecuaciones de [,

x=x3, y—y1=Rb, z-—z,=ke,
las cuales, de acuerdo con la forma simétrica (2), pueden escribirse como

x = xq, _V_:b_i’_lgi:ﬂ.

[+

Para q = 0, la recta I es perpendicular al eje X y. por tanto, es paralela al
plano YZ. Debe estar, en consecuencia, sobre un plano paralelo al plano YZ.
Esto se indica analiticamente por la ecuacién x = x;. El estudiante debe obte-
ner y discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles
de uno o dos ntimeros directores iguales a cero.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si—
guiente

TreoreMA 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(x1, y1, 1)
y cuyos numeros directores son [a, b, ¢] tiene por ecuaciones
x—x =ka, y—yi=kb, z—12 =ke,

en donde k es una constante diferente de cero.
Si los nimeros directores [a, b, c¢] son todos diferentes de cero,
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma simétrica

x-—x:._y—y1= zZ— I,
a b c

NOTA. Esimportante para el estudiante observar que los nameros directores
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simétrica, solamente si
el coeficiente de cada una de las variables x, y ¥ z es la unidad positiva.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (=3, 2, 1)
y es perpendicular al plano 4x + 3y — 12 = 0.

Solucién. Por el teorema 2 del Articulo 115, los ntimeros directores de la
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema | anterior, las ecuaciones de
1a recta son

z =],

x+3 _y—2
4 3

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam-
bién que la recta es perpendicular al eje Z y que esti en un plano paralelo al
plano XY.
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta ! que pasa por
los puntos dados Pi(z1, y1, 21) y Pz2(xz, y2, 22). Por el corolario 2
del teorema 5, Articulo 111, un sistema de mimeros directores para I
estd dado por [2s — z1, y2» — 41, 22 —21]. Por tanto, por el teore-
ma 1 anterior, las ecuaciones de ! son

t—mi=k(m—2), y=n=k{y2—y), 2—2=k(z2 —z1), (4)

en donde %k es una constante diferente de cero.

Si todas las coordenadas correspondientes de P1 y P2 son diferen~
tes entre sf, es decir, =1 = Za, §1 > ¥y, 21 = 22, podemos escribir las
ecuaciones (4) en la siguiente forma

r-—oT _ Yy—U _ zZ—21

= = ) 5
T2 — I1 Y2— 22— 21 ( )

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

TEOREMA 2. La recta que pase por los dos puntos dados
Pi(x1, y1, 21) ¥ Pa(x2, y2, 22) tiene por ecuaciones

x—Xx1=k(xs=x), y-n=k(y2—y), z—an=k(z—az),

en donde k es una constante diferente de cero.
St las coordenadas de P, y Pa son tales que x1 = X2, Y1 # y2,
2 # 22, estas ecuaciones pueden escribirse en la forma
X—X1 _y—y _ Z—n

X2 — X1 Y2— )1 Zp— 71

Consideremos ahora la recta I que pasa por el punto dado
Pi(z1, y1, 21) y tiene los dngulos di-

Z rectores dados a, B, v. Sea P(z, y, z)

'p un punto cualquiera de I, y ¢ la lon-
gitud del segmento de recta variable
P(z,y,2) PP:. Vamos a considerar a ¢ positi—
vo o negativo segin que P esté de un

lado o del otro de P1, como aparece

o »y enla figura 168. Segin esto, la va-

/ riable ¢ puede tomar todos los valores

X ! reales incluyendo el valor cero cuando
P coincide con Pi. Evidentemente,

Fig. 168 para cada valor asignado a ¢, la posi-

cién de P queda perfectamente defi~
nida con respecto al punto fijo P:.
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Por el teorema 3 del Articulo 110, tenemos las relaciones

—_— z2—2z
Y Y1 cos y = tl'

z—
€08 & = — , cosP = T
de donde
z=xz+tcosa, y=y1+tcosP, z=2z1+tcosvy. (6)

Observando las ecuaciones (6), vemos que, asignando un valor par-
ticular a ¢, los valores de =, ¥ y z quedan determinados. Pero estos
son las coordenadas de un punto P de I. Se sigue por esto (Art. 89)
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones paramélricas de la recta I,
siendo la variable auxiliar ¢ el pardmetro. De aqui el siguiente

TEOREMA 3. La recta que pasa por el punto Pi1(X1, y1, %1) y liene
los dngulos directores o, B, v, tiene por ecuaciones paramélricas

x=x14+tcsa, y=y1+tcosp, z=2z+tcosvy,

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de P1 a un punto
cualguiera P(x, y, z) dela recta.

NOTA. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana-
liticamente por dos ecuaciones independientes. Agui observamos que una recta
en el espacio se representa por fres ecuaciones paramétricas. Pero si eliminamos
al parimetro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecnaciones inde-
pendientes uswales,

BEJERCICIOS. Grupo 57

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Lasecuaciones de una recta [ son
3x—2y+4+4z-9=0 vy x+y—2245=0.

Obtener otro par de ecunaciones para I. Comprobar el resultado hallando las co-
ordenadas de dos puntos que estén sobre [ partiendo de las ecuaciones dadas y
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua-
ciones.

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, — 1, 4) y

tiene por nimeros directores [3, — 1, 6].
8. Hallar las ecnaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, 5) y es
paralela a la recta cuyos niameros directores son [1, — 1, 3].

4, Hallar las ecuaciones de 1a recta que pasa por el punto (— 3, 2, 7) y es
perpendicular al plano 2x — 3y 4+ z = 0.

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 2, 4, 3) y
cuyos nimeros directores son [2, 0, — 3].

6. Una recta pasa por el punto (6, 3, —2) y es perpendicular al plano
4y + 7z — 9 = 0. Hallar sus ecuaciones.



376 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

7. Dos de los 4ngulos directores de una recta son a = 45°, f§ = 60°. Si la
recta pasa por el punto (4, — 1, 4), hillense sus ecuaciones. (Dos solu-
ciones.)

8. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa porel punto (3, — 2, 7) y
corta al eje X perpendicularmente.

8. Una recta es perpendicular al plano XY y contiene al punto
(3, — 4, — 14). Hallar sus ecuaciones.

10. Los ntmeros directores de una recta son [0, 0, 1] y la recta pasa por
el punto (~ 2, 1, 7). Hallar sus ecuaciones.

En cada uno de los ejercicios 11-16, una recta pasa por el punto
Pi(x1. Y1, z1) Y tiene por nimeros directores [a, b, ¢]. Hallar las ecuaciones
de 1a recta cuando sus niimeros directores son los que se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

11, a=0, b#0. ¢ 0. 14, a =0, =0, ¢#0.

12, a0, b=0, ¢#0. 16, a=0, b0, ¢ =0.

18. a0, b0, ¢=0. 16, a#0, b=0, ¢=0.

17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—7, 3, - 5) y
es perpendicular a cada una de las dos rectas cuyos naimeros directores son
[4, —2,3] v [I, 2, —-2].

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 6, 5, 3) y
x+4_3-y_3245
-2 2 6

19. Hallar las ecuaciones de las recta que pasa por el punto (3, —3, 4) y
es perpendicular a cada una de las rectas

es paralela a la recta

2x+4_y-—3=z+2

x—3_2y—7_3—z
4 -1 5

1 2 -3

y

20. Hallar el dngulo agudo formado por las rectas

x~—1_y _2z+3 x+5_y—8_z+9.
-7 3 —4 3 -2 4

y

21. Demostrar que si una recta esti en el plano XY, sin ser perpendicular
ni al eje X ni al Y, y contiene al punto P, (x1. g1, 0), susecuaciones pueden

escribirse en la forma X = XL ¥ =01, =, (Ver el ejercicio 21 del
cos a cos B
grupo 14, Art. 37.)
22, Hallar las ecuaciones: a) deleje X; b) delejeY: c¢) delejeZ.

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos dados.

23. (0,0, 0, (2, -—-1,15). 25, (1.-=7.2), (1, =7,-3).
2¢. (5,0,7)., (5, =3, 11). 2. (2,3, —4), (~5,3, ~4).

En cada uno de los ejercicios 27-32, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los puntos P;(¥1, y1. 21) ¥ Pz(xa. ya, za). cuando las coordenadas
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correspondientes de Py y P, estin relacionadas como se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

27. x1=x3. Y17 ys, z17Z2. 30. x1=x3, Y1=ya2. z172z2a.
28. x17# x3, y1=vy2 Zz172z3. 31, x1=x2. ywi1#y: z1=23.
29, x17 x3, 17y z1=Z3 32, x17# x2. y1=vyz 2z1=22.

33. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(6, — 4, 2) y tiene por ingulos directores a = 60°, B = 135°, (Dos solu-
ciones. )

34. Hallar laa ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(5, — 3, 0) y tiene por ntiimeros directores [2, — 2, 1].

35. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los dos pun-
tos (1, 2, —3) y (2.6, 5).

36. Demostrar que si una recta pasa por el punto Py (x:., yi. z1) Y tiene
por numeros directores [a, b, c]. sus ecuaciones paramétricas pueden escribirse
en la forma

x=x1+at, y=y1+bt, z =21+ ct,

en donde t es el parimetro. jQué relacién guarda este parimetro con el pari-
metro ¢ del teorema 3, Articulo 124?

37. Escribir las ecuaciones paramétricas de una recta que esti situada:
a) enelplano XY; b) enelplano XZ; ¢) enelplano YZ.

38, Lasecuaciones paramétricas de una recta son

x=2+4+4, y=1—4, z=7-28t.

Reducir estas ecuaciones a la forma siméerica. Hallar las coordenadas de dos
puntos de la recta y construir dicha recta.

89. Reducir la forma simétrica del teorema 1 a la forma paramétrica del teo-
rema 3, Articulo 124,

40. Reducir la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo-
rema 2 a la forma paramétrica del teorema 3, Articulo 124,

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua-
ciones de una recta ! dadas en la forma general

Az+By+Cz+ D=0, Awx+By+Cez+ D =0. (1)

Hemos visto (Art. 123) que la recta ! puede representarse también
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de
planos

Az+By+Ce+Di+k(Adsz+Bay+ Caz+ D) =0. (2)

Dado que hay un mimero infinito de pares de planos que definen a la
recta I como su interseccién, es natural que escojamos aquellos
planos que sean més ttiles para nuestros propdsitos. Estos son
los planos que pasan por ! y son perpendiculares a los planos
coordenados ; llamados, apropiadamente, los planos proyectantes de
la recta.
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Por el teorema 7 del Artfculo 118, un plano perpendicular a un
plano coordenado se representa por una ecuacién lineal que contiene
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par-
ticular. Por tanto, para obtener un plano proyectante determinado
de la recta (1), asignamos un valor tal al parimetro k en la ecua—
cién (2) de manera que la ecuacién resultante contenga solamente las
dos variables deseadas. Este procedimiento consiste, evidentemente,
en la eliminacién de una de las variables de las dos ecuaciones de la
recta (1).

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de 1os tres planos proyectantes de la recta
l: 2x+3y—z=4, x —y+ z = 4. Construir la recta por medio de estos
planos proyectantes.

8 42y=8—

Fig. 169

Solucién, Para eliminar la variable z basta sumar las ecuaciones dadas.

Esto nos da
3x + 2y = 8, 3

que es la ecuacién del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY.
La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuacién de la recta
por 3 y sumindola a la primera ecuacién. Esto nos da

5x + 22 = 16' (4)

que es la ecuacién del plano proyectante sobra el plano XZ.
Anjlogamente, eliminando la variable x, obtenemos

Sy —~3z+4=0, *)

para ecuacién del plano proyectante sobre el plano YZ,
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Dos cualesquiera de los tres planos proyectantes son suficientes para determi-
nar la recta /. Usemos, por ejemplo, los planos proyectantes (3) y (4) para
construir la recta [, tal como se ve en la figura 169. Dos de los puntos de I,
P; y P3, determinados por estos planos, estin sobre los planos coordenados;
estos puntos se llaman puntos de penetracién o trazas'de la recta 1.

El método para localizar cualquier punto P de la recta [ también esta indi-
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar un plano 8 paralelo al pla-
no YZ. El plano 8 corta a los planos proyectantes en dos rectas, [ y [2; el
punto P esentonces el punto de interseccién de I, y [3. Este método es de con-
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa-
cio; serd considerado mis adelante en el Capitulo XVII.

Las ecuaciones de dos de los planos proyectantes de la recta (1)
pueden escribirse en la forma ‘
y=mz+b,)

z2=nzx+c. f

(6)

Se les llama forma proyeccién de las ecuaciones de una recta. Esta
forma es 1itil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es
una ilustracién de esto.

Supongamos que las ecuaciones de una recta ! se nos dan en la
forma general (1). Queremos demostrar que ! est4 en un plano par-
ticular cuya ecuacién puede escribirse en la forma

Asz+ Bsy+ Csz+ Ds = 0. (7)

Un método, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de los
puntos de I y demostrar que satisfacen a la ecuacién (7). Un segundo
método consiste en demostrar que ! es perpendicular a la normal al
plano (7) y que uno de sus puntos estd sobre ese plano. Un tercer
método consiste en demostrar que la ecuacién (7) se convierte en una
identidad en z cuando y y # son reemplazadas por sus valores dedu-
cidos de la forma proyeccién (6) de . Un cuarto método es demos-
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2). En el
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer método.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
Ix+4y—22+4+7=0, x—y—-3z+4+3=0, (8)

estd contenida en el plano

x+6y+4z+1=0. )

Solucién. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecumacio-
nes (8), hallamos que las ecuaciones de la recta en funcién de los planos pro-
yectantes (forma proyeccién) son

1,19
2 +14'
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Sustituyendo estos valores de y y z en la ecuacién (9), obtenemos
x—3x—i;-+2x+1;—+l =0,

una identidad para todos los valores de x. Esto muestra que las coordenadas de
todos los puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuacién (9) del plano.

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustracién de
un concepto importante en el estudio y construceién de las curvas
generales en el espacio. Este tema serd considerado mds ampliamente
en el Capftulo XVII.

126. Reduccién de la forma general a la forma simétrica. Esclaro
que la forma simétrica de las ecuaciones de una recta es, frecuente-
mente, m4s conveniente que la forma general. Por ejemplo, dada
una recta, por su forma simétrica , es posible obtener inmediatamente
los nimeros directores de la recta y las oordenadas de uno de sus
puntos. Ademsés, la forma simétrica da también, inmediatamente,
las ecuaciones de los planos proyectantes; dada la forma general, es
necesario, casi siempre, eliminar una o mé#s variables. Por esto,
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la
forma simétrica. Este método quedard mejor explicado por medio de
un ejemplo.

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son
x+3y—z—4=0, x—y+z+6=0 )
Hallar la forma simétrica.
Solucién. Del sistema (1), despejando x ¢n funcién de y se obtiene

=2yu+2
X —3 ’

y despejando x en funcién de z, resulta

_2z+ 14
* =7

Igualando estos resultados, tenemos

_2y+2= 2z 4 14
—3 °

x =7

Como en 1a forma simétrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios
¥ positivos, vamos a escribir estas ecunaciones en la forma

cm¥tl_2z2+47

% %"

o, para mayor claridad, en la forma

x y+tl _z+7

2 -3 -7
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La forma simétrica muestra que los niumeros directores de la recta (1) son
[2, —3, — 7] y queel punto (0. — 1, — 7) estd sobre ella.

Se pueden obtener formas simétricas de la recta (1) despejando y en funcidén
de x y z, 0 z en funciénde x y y. En cada caso se obtendrin los mismos nti-
meros directores, pero las coordenadas del punto serin diferentes.

La reduccién puede efectuarse también hallando las coordenadas de dos pun-
tos de la recta (1) y aplicando la féormula de las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos.

Cuando se necesita obtener solamente los nimeros directores de una
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio
de los ntimeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
x—y+2z2-8=0, x+2y+82—-20=0, )

es paralela al plano-

3x —2y +82—-5=0. 3

Solucién. Como la recta (2) estd en cada uno de los planos que la definen,
es perpendicular a cada una de las normales de estos planos. Los niimeros direc-
tores de estas normalesson [, — 1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi-
cio de los nimeros directores, los nimeros directores de la recta (2) son

-1 2
2 8

2 1
8 1

1 -1

==& 1, 2

- 3,

|- -

o sea [4, 2, — 1]. Los nimeros directores de la normal al plano (3) som
[3, — 2, 8]. Entonces, como

4.342(—2)—1.8=0,

se sigue que la recta (2) es perpendicular a la normal al plano (3) y, por tanto,
es paralela al plano.

EJERCICIOS. Grupo 58

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los planos proyectantes de la recta
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos planos proyectantes para construir la recta.

1. x+y+z=6, Ix—y—2m=2,

2. 2x—y+4z=8 x+3y—-5z=09.

8. Ix+2y—zm4, 4x—y+7z =14
4, x—~y—~z=2, 3x+2y+z=6.

6., 4x+3y~2z2=12, x—5y+10z=35,
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8. Las ecuaciones de una recta son
4x +2y—3z4+8=0, 2x —y+2z—-11=0.

Hallando las coordenadas de dos de los puntos de esta recta, demuéstrese que esta
enel plano 2x 4+ 7y — 12z +49 = 0.
7. Lasecuaciones de una recta son

x—4y+5z2-3=0, x+3y—-3z42=0.

Poniendo estas ecuaciones en funcién de los planos proyectantes, demuéstrese
que esta recta estien el plano 3x +2y —z +1 =0,
8. Las ecuaciones de una recta son

5x —4yA42z—-9=0, 2x+y+2z—-4=0.

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuéstrese que esti
enelplano x —6y — 2z — | = Q,

9. Demostrar que la recta esti en el plano

x+3=y—5=z+7
4 -1 2
x—2y—-3z-8=0.

10. Lasecuaciones de una recta { son
4x -2y +72—2=0, 3x+y—2z+4=0,

y la ecuacién de un plano 8 es 6x — 8y + 23z — 14 = 0. Obtener las ecuaciones
paramétricas de | y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuacién de d.
Demostrar que 1a ecuacién resultante es una identidad en el parimetro t y, por
tanto, que [ estien §.

11. Demostrar que la recta 7x —y —z4+8=0, 3x+5y—2z2-3 =0,
estd en el plano 5x — 17y 4 4z + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramétricas °
de la recta.

12. Si una recta es paralela a uno de los planos coordenados, demuéstrese
que tiene solamente dos planos proyectantes diferentes.

13. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

2x4+2y—z+4+3=0, x=-y+2z24+2=0,

y el punto (3, -1, 2).
14. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

x+4=y—l=3z—2
2 -1 6

y el punto (2, 0. —4).
15. Las ecuaciones de una recta son

4x+3y-z—-11l=0, x-3y+22+1=0.

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetracién o trazas en los
planos coordenados.

En cada uno de 1os ejercicios 16 y 17, redizcase la forma general dada a una
forma simétrica de las ecuaciones de la recta.
186, x—y+3z=4, 2x+y+3z=12.
17. 9x +2y —3z2 =18, x ~3y —5z = 15,
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-18. Demostrarque larecta x +3y+z+9=0, 4x+3y-2z4+12=0,
e'u paralela al plano 2x — 3y — 4z + 6 = 0.

19. Demostrar que la recta x -2y —z +7 =0, 2x — 10y +z 4+ 5 =0,
es perpendicular al plano 4x +y +2z -5 =0,

20, Demostrar que las rectas 2x +y+z =0, x —4y+2z+12=0, y
x+7_ 3y+4=9—z

2 -3 3 )

21. Demostrar que las rectas 2x +y — 2z +10=0, y+2z —-4=0, y

4 —4 X = V_"'}’ =z ;‘ N on perpendiculares,

22. Hallar el ingulo obtuso que forman las rectas

yx+y—2z2411=0 2x-y+2z-9=0.,

23, Demostrar que las rectas 6x + 5y +5z=0, x+y+2z—-1=0, y
7x+6y+7z—2=0, 7x + 2y — 21z ~ 86 = 0, son paralelas.

24. Demostrarque lasrectas 4x +y—z + 15 =0, x—y—2z+4+5=0, vy
2x+y+z+1=0, x —y+2z—7 =0, son perpendiculares.

25. Hallar el dngulo agudo formado por las rectas 2x +y — 4z — 2 = 0,
4x —3y+2z2-4=0, vy x+5y+z+1=0, x+y—z—-1=0,.

son paralelas.

2x+3= y+2=z—2
4 -2 -3

127. Posiciones de una recta y un plano. En este articulo consi-
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta I cuyos
niimeros directores son [a, b, ¢] ¥y un plano & cuya ecuacién es
Az+ By+Cz+ D =0,

La recta ! y el plano 8 son paralelos si y solamente si ! es per-
pendicular a la normal a 8. Por tanto, por el corolario 2 del teore-
ma 7, Artfculo 112, una condicién necesaria y suficiente para el
paralelismo de [ y & estd dada por la relacién

Aa+ Bb+ Cc=0. (1)

La recta I y el plano 8 son perpendiculares entre sf si y solamente
8i ! esnormal a §. Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7, Ar-
ticulo 112, una condicién necesaria y suficiente para la perpendicula—
ridad de I y & estd dada por las relaciones

A=ka, B =kb, C = ke, (2)

en donde k es una constante diferente de cero.
Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente

TroREMA 4. La condicién necesaria y suficiente para que la recla
cuyos numeros directores son [a, b, c¢] y el plano cuya ecuacién es
Ax+By+Cz+ D=0, :

a) sean paralelos, es Aa+ Bb+ Cec=0;

b) = sean perpendiculares, A =ka, B =kb, C=ke, (k#0).
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la reeta I no
es ni paralela ni perpendicular al plano 8. Sea !’ la proyeccién de 1
sobre 8. E] 4ngulo formado por la recta I y el plano d se define
como el dngulo agudo ¢ formado por la recta I y su proyeceién I’
sobre 3. Sea n la normal a d en P, punto de interseccién de ! y d.
Entonces las rectas n, [ y I’ estdn en un mismo plano y el dngulo ¢

Fig. 170

es el complemento de 6, el dngulo agudo formado por n y I. Pero,
por el teorema 7 del Artfculo 112, el Angulo agudo 6 estd determi-
nado por la relacién

| Aa + Bb + Cc|

VAT+B*+C vV at+ b+t

(3)

cos § =

Por tanto, como cos § = sen (90° — ) = cen ¢, se sigue que sen ¢
estd determinado por el segundo miembro de la ecuacién (3). De aquf
el siguiente

TeorEMA 5. El dngulo ¢ formado por‘ la recta cuyos nimeros
directores son [a, b, ¢] y el plano Ax+By+Cz+ D =0 es el
dngulo agudo determinado por la férmula

| Aa + Bb + Cel
VAFB +C vVatb+o

sen ¢ =

NoTA. EI teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta
deduccién se deja como ejercicio al estudiante. (Ver los ejercicios 3 y 4 del
grupo 59 al final de este capitulo.)

Ahora vamos a considerar la determinacién de la distancia d
(fig. 171) de un punto dado P: a una recta dada ! en el espacio.
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Por el punto P, hagamos pasar un plano d perpendicular a [ y sea
P’ el punto de interseccién. Entonces la longitud del segmento P’P;
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento eon un
ejemplo numérico.

2 ‘

A Z

Fig. 171 Fig. 172

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P1(6, — 3, 3) ala recta {:
2x+2y+z=0, 4x—y—32-15 =0.

Solucién. Por el artificio de los nimeros directores (Art, 113) hallames
que los nimeros directores de { son [1, — 2, 2]. Por tanto, 1a ecnacién del
plano & que pasa por P1(6, — 3, 3) y es perpendiculara [ es

I(x~6)—2(y+3)+2(z-3)=0,
x—2y+2z - 18 =0.

O sea,

Las coordenadas del punto P/, interseccion de [ y 8, son la solucién comin
(4, — 5, 2) de lasecuacionesde [ y 8. Por tanto, la distancia buscada es

d=|PPi|l=vV(®6 -4 F(—3+5)°+03 —2)2 =3.

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta.

Se demuestra en Geometria elemental que dadas dos rectas que se
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comiin,
y que esta perpendicular es la distancia més corta que existe entre las
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean I y & (figu—
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular
comiin. Por I1 hagamos pasar un plano 5 paralelo a I:. Sea P; un
punto cualquiera de l2. Entonces la distancia de P; a & es la distan—
cia buscada d = |ﬁ| Evidentemente, d es también la distancia
entre el plano d y el plano que pasando por I: es paralelo a I1.
Vamos a ilustrar la determinacién de d por un ejemplo numérico.

Lehmanne — 26
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Ejemplo 2. Hallar la distancia mis corta entre las dos rectas cruzadas
it 2x—-y+2z+43=0, x+y+2z+3=0;
y I3 x—y—2z—-1=0, 3x—2z2—-7=0,
Solucién., Por el Articulo 121, la familia de planos que pasan por [; es
x—y+z4+3+k(x+y+2z43)=0. 4)

Por el artificio de los niimeros directores (Art. 113), los ndmeros directores de
I3 son [1, — 2, 3]. Port tanto, por el teorema 4 antérior, para que un plano
de la familia (4) sea paralelo a I; debemos tener

124+ &)~2(—14+k)+3(1+28)=0,

de donde, & = — %. Sustituyendo este valor de k& en la ecnacién (4), obtene-
mos que la ecuacién del plano que pasa por [, y es paralelo a I3, es
x—4y—3z—-2=0. )

Las coordenadas de un punto Pyde I3 son (0, 6, — 7). La distancia buscada d
¢s la distancia de P; al plano (5). Por el teorema 11 del Articulo 120, esta dis-
tancia es
J0—4.6—-3(-7)—2] —_
d= p—— =2 \/7.
VIta+3 %

EJERCICIOS. Grupo 59

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el sogulo que forman la recta X ;" 2_ —yl =2z 2_ 4 y el pla-
no 2x+3y~z+11 =0,
2. Hallar el Angulo formado por la recta

x=2y+z+4=0 x+2y+3z—-4=0,

yelplano 3x =7y + 82 —9=0.

8. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para el paralelismo de
ona recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola-
rio 2 del teorema 7, Art. 112.)

4. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para la perpendicularidad
de una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el coro-
lario 1 del teorema 7, Art. 112.)

6. Hallar 1a distancia del ponto (— 1, 2, 3) ala recta

x—=7_y+3 _z,
6 -7 "3

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) ala recta
6x+2y+z—4=0 6x—y—2z-=10=0.
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7. Demostrar que las rectas

x—-2_y—2_8-z2 x=1_2—-—y_z+3
3 ) 2 T3 oy S —

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas.

8. Demostrarquelasrectas x + 7y —z — 16 =0, x—y+z—-4=0, y
x+ 1lly—-2z=0, x —5y+2z —4 =0, son paralelas, y hallar la distancia
entre ellas.

9. Hallar la distancia mis corta entre las dos rectas que se cruzan

x—1_y+2_z-3 yx+2=y—2=z+l
2 1 1 -3 1 2

10. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas
x+y+2z—-1=0, x—2y—z—-1=090,
y 2 ~-y+2z~-3=0, x+y+z—-1=0.
11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 1, 7) y es
x+2_3-y_z
-3 -1 2’

12. Hallar la ecuacidén del planc que pasa por el punto (2, 4, — 1) yes
paralelo a cada una de las rectas

y—3_=z+2 x—1_y+2_z-—-7
—_ 2. 7 T3 1 -1

perpendicular a la recta

x
1

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, — 2, 9) y es
perpendicular a cada una de las rectas
x—2__y _z+3 x+4_y—2_ _z

2 —2 3 Y 1 TTs—="7

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0, —3) vy es
x+6 y+2_4-—3z

37 -8 9 °

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6, 4, —2) yes
paralela a cadauno delosplanos x +2y — 3z +8=0y 2x - y+z~7=0.
x+2 _y-3_z

2

paralela a 1a recta

16. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta

-3 4
x—=1__y _z+7

lel la rect
y es paralelo a la recta —3 5

17. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

y—©6 z+3
7T =1

X
|
y el punto (4, — 3, 2).

18. Demostrar que 1a recta y el plano

x—2_3y4+1 _1-2
6 -6 3

2x =3y +6z+3=0

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos.
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19. Demostrar que las rectas

x+1_ y _z-2 x—=3_3-2% -2
2 -1 : T 2 ) ey

son paralelas, y hallar la ecuacidén del plano determinado por ellas.
20. Demostrar que las rectas

x—1 _y—4_z-5 x=2_ y—8 _z-11
) I AR A= 3 4

se cortan, y hallar la ecuacién del plano determinado por ellas.

21. Demostrar, analiticamente, que si dos planos paralelos son cortados
por un tercer plano, las rectas de interseccién son paralelas.

22. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (6, — 1, 3) y es
perpendicular a larecta 2x + 2y +z—4 =0, x —3y+4z+2 =0.

23. Hallar 1a ecuacién del plano gque pasa por el punto (2, 2, — 4) y es
paraleloacadaunade las rectas x +y—z+ 11l =0, x—y+2z2—-7=0, y
2x —3y—2z4+8w0, x+2y4+z-~-9=0,

24. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa porel punto (5, 1, — 1) yes
paralela a cada uno de los planos 3x—y+2z—5 =0y 2x+2y —3z4+9=0.

26. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, 6, — 5) y es
perpendicular a cada una de las rectas 3x —2y 43z 4+9=0, x+y—2z+13 =0,
y2x42y—5z4+10=0, x—y—z+3=0.

26. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

Ix~y—2z+8=0, x4+6y ~2z—-7=0,

y el punto (1, — 2, 2).
27. Hallar la ecuacién del plano que pasa por l1a recta

5x —3y+2z+1=m0, x+3y—z+11 =0,
y es paralelo a 1a recta de ecuaciones
x+4y —3z—-2m=0, 3x—y-+4z—9=0.
28, Demostrar que la recta
Ix—y—z+1=0, 7x =2y ~3z24+3=0,

y el plano x + y — 3z + 8 = 0 son paralelos, y ballar 1a distancia que hay
entre ellos.

29. Demostrarque lasrectas x — 2y +2z —4 =0, x+4y+8z-+8 =0,
yx+y+5z—5=0, x+8y+ 12z —12 =0, son paralelas, y hallar la
ecuacién del plano que determinan,

80. Determinar la distancia d del plano 8: 3x — 12y 4z —3 =0 al
punto P, (3, — 1, 2) por el siguiente procedimiento. Héllense las coordenadas
del punto P/, pie de la perpendicular trazada de P; a 8. Luego determinese d
como la longitud del segmento P’/P,.



CAPITULO XVI1
SUPERFICIES

128. Introduccién. El presente capitulo lo dedicaremos al estudio
de la ecuacién rectangular en tres variables,

F(z,y,2)=0. (1)

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de
los conceptos fundamentales relativos a la ecuacién

f(z,y)=0,

como representacién analftica de un lugar geométrico, estudiados en
el Capfitulo II.

Vimos en en el Capitulo XIV que todo plano se representa analfti-
camente por una #nica ecuacién lineal de la forma

Az+ By+Cz+D=0.

De una manera mds general, veremos que, si existe una representa-
cién analitiea de una figura geométriea considerada por nosotros como
una superficie, tal representacién consistird en una 4nica ecuacién
rectangular de la forma (1). Por ejemplo, se puede demostrar ficil-
mente , por medio de la férmula de la distancia entre dos puntos (teo-
rema 1, Art. 108), que la superficie esférica de radio r y con centro
en el origen se representa, analiticamente, por la ecuacién

2ty +2 =

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente
DeriNici6n. Se llama superficie al conjunto de puntos, y sola~
mente de aquellos puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola ecua-
cién de la forma (1).
El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definicién .
Como de ordinario, las coordenadas de un punto estdn restringidas a
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valores reales. La definicién establece que, si una ecuacién de la
forma (1) representa un lugar geométrico, ese lugar geométrico es
una superficie. Y reciprocamente, si una superficie puede represen-
tarse analfticamente, tal representacién es una sola ecuacién de la
forma (1).

Aunque la ecuacién (1) contiene tres variables, la ecuacién de una superficie
puede contener solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior-
mente que una ecuacién de 1a forma x = k. en que k es una constante cualquie-
ra, representa un plano paralelo al plano YZ. Ademis, veremos mis adelante
que una ecuacidén de la forma

x? 4y =4, €3

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en
tres dimensiones, el lector debe cuidarse de referirse a laecuacién (2) como una
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambigiiedad. generalmente es mejor
referirse a la ecuacién (2) como a ‘‘la superficie x2 4 y2 = 4"’ o ‘‘el cilin-
dro x2 4+ y3 =4"'".

Toda ecuacién de la forma (1) no representa necesariamente una superficie.

Por ejemplo, la ecuacién
¥ty t42t+7 =

tiene un nimero infinito de soluciones o ternas de valores para x, y y z. Pero
en ninguna de las ternas son reales los tres valores. Por tanto. en nuestra Geo-
metria real, decimos que esta ecuacién no representa ningdin lugar geométrico.
Podemos anotar también que la ecuacién

x3 4+ y24+422=0

tiene solamente una solucidén real, quees x =y = z = 0, y, por tanto, su lu-
gar geométrico esti constituido por un solo punto, el origen.

129. Discusion de la ecuacién de una superficie. En la construc-
cién de curvas planas (Art. 19), vimos que era particularmente ven—
tajoso discutir la ecuacién de una curva antes de trazar su grifica
correspondiente. Andlogamente, es ventajoso discutir la ecuacién de
una superficie antes de construirla. Limitaremos nuestra discusién a
los cinco pasos siguientes :

1. Intercepciones con los ejes coordenados.

2. Trazas sobre los planos coordenados.

3. Simetria con respecto a los planos coordenados, ejes coorde-
nados y al origen.

4. Secciones por planos paralelosa los planos coordenados.

5. Extension de la superficie.

Los dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu—
lo 116. Por tanto, dedicaremos el resto de este articulo a una discu-
sién de los tres pasos restantes.
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En el Artfculo 16 dimos las definiciones para la simetria de una
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi-
niciones no cambian cuando la palabra ‘‘curva’’ es reemplazada por
la palabra ¢ ‘ superficie’’. Queda por defininir la simetria con respecto
a un plano.

Derinicién.  Se dice que dos puntos diferentes son siméiricos con
respecto a un plano si y solamente si el plano es perpendicular al seg—
mento que los une en su punto medio.

Agf, los puntos P1 y P: (fig. 173) son simétricos con respecto al
plano & siempre que el plano sea perpendicu-
lar al segmento P1P; en su punto medio. El
plano d se llama plano de simetria.

DeriNici6n. Se dice que una superficie P é
es simélrica con respecto a un plano de sime- !
tria d si el simétrico de cada punto de la su-
perficie , respecto al plano &, es también un
punto de la superficie.

Las pruebas para determinar la simetria de Fig. 173
una superficie & partir de su ecuacién pueden
obtenerse por los mismos métodos empleados para deducir las pruebas
andlogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto, el
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla .

Si la ecuacién de 1a superficie La superficie
no se altera cuando las varia- es simétrica
bles x, y y z son reemplaza- con

das por respecto al
- X, Y, Z plano YZ
X, -y, Z plano XZ
x, Yy, — 2 plano XY

- X, -y, z . eje Z

-—x, 4y —z eje Y

x, — 4y, —Z eje X

— X, — Y —Z origen

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul~
tados. '

TrorEMA 1. 87 la ecuacion de una superficie no se altera cuando se
cambia el signo de unu de las.variables, la superficie es simélrica con
respecto al plano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y
rectprocamente .
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TrorEMA 2. 8¢ la ecuacién de una superficie no se altera cuando se
les cambia el signo a dos de sus variables, la superficie es simétrica con
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo
no se cambid, y reciprocamente.

TeOREMA 3. 8t la ecuacién de una superficie no se altera cuando
sus tres variables cambian de signo, la superficie es simélrica con respecto
al origen, y rectprocamenie.

Supongamos que la ecuacién de una superficie es
F(zr U.Z)=0- (1)

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu—
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de
planos paralelos a los planos coordenados. Por ejemplo, los planos
paralelos al plano XY pertenecen a la familia cuya ecuacién es z = &,
en donde & es una constante arbitraria o pardmetro. Entonces, de la
ecuacién (1), tenemos que

F(z,y,k)=0, 2=k, (2)

son las ecuaciones de la curva de interseccién del plano con la superfi-
cie, correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina—
da. Y como la curva (2) est4 en el plano z = k, puede determinarse
su naturaleza por los métodos de la Geometria analitica plana.

El concepto de la extensién de una superficie es andlogo al de
ln extensién de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17.
Si se da la ecuacién de una superficie en la forma (1), se puede
ver de despejar una de las variables en funcién de las otras dos.
Si, por ejemplo, despejamos z en funcién de z y y podemos
escribir la ecuacién en la forma

z=f(z,y). (3)

Una ecuacién en la forma explicita (3) nos permite obtener los inter—
valos de variacién de los valores reales que las variables pueden tomar.
Esta informacién es til para determinar la localizacién general de la
superficie en el espacio coordenado ; también indica si la superficie es
cerrada o indefinida en extensién.

130. Construccién de una superficie. En este articulo vamos a
ilustrar la discusién de la ecuacién de una superficie y la construccién
de la misma mediante varios ejemplos.
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Ejemplo 1. Discutir 1a superficie cuya ecuacidn es
x¥ -yt —4z = 0. )

Construir la superficie.

Solucién. 1. Intercepciones. Las Gnicasintercepciones con los ejes coor-
denados estin dadas por el origen.

2. Trazas. La traza sobre el plano XY es un solo punto, el origen. La
traza sobre el plano XZ es la paribola x? = 4z, y = 0. La traza sobre el pla-
no YZ esla paribola y2 = 4z, x = 0.

3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ, al pla- -
no XZ yaleje Z.

4. Secciones. Los planos z = k cortan a la superficie (5) en las curvas

x24y? =4k, z =k,

que constituye una familia de circunferencias, para todos los valoresde & > 0.
Los planos y = & cortan a la superficie (1) en las paribolas

R?
? = - = = kR
x 4 (z 2 ) Yy
y los planos x = k cortan a la superficie (1) en las paribolas

V’=4(z—%’), x = k.

5. Extension. La ecuacién (1) muestra que las variables x y y pueden
tomar todos los valores reales, pero la variable z estd restringida a valores posi-
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plano XY,
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY.

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todas las secciones
paralelas al plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan
del plano XY, La parte que esti en el

primer octante aparece en linea gruesa. z
Esta superficie se llama paraboloide de %
revolucién.
Ejemplo 2. Discutir 1a superficie
cuya ecuacién es !
x4z —2m=0. ) -
Construir la superficie. a4 ?’7\\‘
Solucién. 1. Intercepciones. Las 4
intercepciones con el eje X son = v/ 2. t
Con el eje Y no hay intercepcién. La (y) Y

intercepcidn con el eje Z es 2.
2. Trazas. Las trazas sobre el pla-
no XY sonlasrectas x = V2,z =0, Fig. 174

y x=—vV'72, z=0. La traza sobre
el plano XZ es la paribola x? = —(z —2), y = 0. La traza sobre ¢l pla-
no YZ eslarecta z=2, x=0.
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3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano Y Z.
4. Secciones. Sicortamos la superficie (2) por los planos z = k se obtie-

nen las rectas x = = /2 — k, z = k, siempre que R <2. Los planos y = k
cortan a la superficie en las paribolas x? = —(z —2), y = k. Los planos
x = R cortan a la superficie en lasrectas z = 2 — k¥, x = k.

5. Extensién. Por la ecuacién (2) vemos que no bay restricciones para
los valores que x y y pueden tomar, Pero la variable z no puede tomar valores
mayores de 2. - Por tanto, la superficie esti en su totalidad abajo o en el plano
z =2 y es indefinida en extensidn.

Z
A
~
\
I=——f = h———f -
0,/ -
z Y
’
L
Fig. 175

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi-
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio-
nes paralelas al plano XZ son parabolas congruentes. En vista de esta ultima
propiedad, la superficie se llama cilindro parabélico.

EJERCICIOS. Grupo 60

En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya
ecuacién se da.

1. x24 y? + 22 =4, 12, y2+2z2 =09,

2. 4x2 4 4y? + 2?2 = 4. 13. 9x2 4 36y2 + 1622 = 144,

3. x¥+4 y?2 =125, 14. 9x2 — 4y? + 322 = 36.

4., x24+y?2—-923=9, 15, 3x%2 — 6y2 4 2z2 = 6.

8. 9x? — 4y? — 422 = 36. 16. y2 —4z+ 4 =0.

6. X2 4 472 = 16, 17. x? —4x +2y + 12 = 0.

7. y? —2? =25, 18, 3x24 322 —12x — 6y + 12 = 0.
8. x?24 22 -9y =0. 19, x2 —~4y3 4 22 =0,

9. x2+4 yi—z2=0. 20, x3 —2y? — 2224 2x = 1.

10. y2—4x =0. 21, y? -~ x3=0,

11, x24+ y2 4+ 2242x—4z4+1=0.
22, z2+4 4x — 4z =4,
23, x?2 —3y? — 423 =0,
24, x2—y? -2z =0.
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25. Explicar cémo se deducen los teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129.

26. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a dos de los
planos coordenados también lo es con respecto al eje coordenado contenido en
ambos planos.

27. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cada uno de
los planos coordenados también lo es con respecto al origen.

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero.

29. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cualquiera de
los planos coordenados vy al eje coordenado perpendicular a ese plano, también
lo es con respecto al origen.

30. Demostrar que la ecuacién y? — z? = 0 representa dos planos que se
cortan, Trazar estos planos.

131. Ecuacién de la superficie esférica. En nuestro estudio ana-
litico de la esfera, s6lo nos interesa su superficie. Por esto, algunas
veces, usaremos como sinénimos los términos esfera y superficie esfé-
rica. El estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia
que existe entre las caracteristicas de la superficie esférica y los resul-
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria
apalitica plana (Capitulo IV).

La superficie esférica se define como el lugar geométrico de los pun—
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante
se llama radio y el punto fijo cenlro. De esta definicién y del teore-
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1
del Articulo 39).

TrEOREMA 4. La ecuacion de la superficie esférica cuyo cenlro es el
punto (b, k, 1) y cuyo radio es la constante t es

x—h)2+(y—k)X+ (z—1)}¢=r2 (1)

CoroLARIO. La superficie esférica cuyo ceniro es el origen y cuyo
radio es la conslante dada t liene por ecuacién

Xt +y? + 22 = 12,

La ecuacién (1) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de
la ecuacién de la esfera. Si desarrollamos esta ecuacién y ordenamos
los términos, obtenemos una ecuacién de la forma

2?2+y+2+G+Hy+ 12+ K = 0. (2)

La ecuacién (2) es la llamada forma gemeral de la ecuacién de la
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por
tanto, una superficie esférica queda perfectamente determinada
por cuatro condiciones independientes. Asi, por ejemplo, cuatro
puntos no coplanares determinan una superficie esférica .
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132. Coordenadas esféricas. En este articulo vamos a considerar
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que estd estrechamente
asociado con la superficie esférica .

Sea P(z, y, z) (fig. 176) un punto cualquiera de una superficie
esférica de centro el origen y radio r. La ecuacién de la superficie es,
evidentemente,

22+ gyt =, (1)

La poreién de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la
figura 176. Por el punto P y el eje Z pasa un plano que corta al

plano XY en la recta I. Denotemos por # el dingulo formado porl y
la parte positiva del eje X, y por ¢ el formado por el radio OP y la
parte positiva del eje Z. Designemos por P/, A, B y C, respecti-
vamente, las proyecciones del punto P sobre el plano XY y sobre log
ejes X, Yy Z. SBea |-0_IT’|==|Z‘_I_’|=_8.

Del tridngulo rectdngulo OPC tenemos

s=rsen ¢,

De los triingulos rectdngulos OAP’, OBP’ y OP'P, tenemos, res-
pectivamente ,
z=38cosf =rsend cosd,

y=28sen§ =rsendsend,
2= P'P =17ygen (90° —¢) = r cos ¢.
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Evidentemente, de las relaciones
z=rsendcosd, y=rsendsend, z=rcoso, (2)

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esférica (1)
cuando se conocen los valores de r, ¢ y 6. Por esto estas cantidades
se llaman coordenadas esféricas del punto P y se escriben asf: (r, ¢, 4).
De una manera m4s general, si dos rectas cualesquiera, intersectantes
y perpendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su
interseccién O, se toman como elementos de referencia, entonces con
las eoordenadas esféricas (r, ¢, 6) se puede localizar cualquier punto
en el espacio. Tenemos asf un nuevo sistema llamado sistema de coor-
denadas esféricas.

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se
localiza por su latitud, el complemento del 4ngulo ¢, y su longitud #
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridiano
principal. De acuerdo con esto, las coordenadas ¢ y 6 se llaman,
respectivamente , colatitud y longitud del punto P. La coordenada r
se llama radio vector del punto P. ’

La longitud 6 puede medirse, como en Trigonometria, tomando
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apéndice IC, 1). Para
que las coordenadas esféricas (r, ¢, ) representen un punto unico
en el espacio, restringimos sus valores a los intervalos

r>0, 05¢<ax, 054 <2x.

Eliminando ¢ y 6 de las relaciones (2), obtenemos la ecuacién (1).
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos
que las relaciones (2) son las ecuaciones paraméiricas de una superficie
esférica de centro el origen y radio r, siendo las variables ¢ y 6 los
pardmetros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor-
macién entre los sistemas coordenados rectangular y esférico. Si des-
pejamos r, ¢ y 6, obtenemos

r=Vzet+y*+2', ¢ =arccos 0=arctg-%, (3)

2
vVzi+yt + 2’
las cuales pueden emplearse también como ecuaciones de transforma-

cién entre los dos sistemas.
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

TeoremMA 5. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor—
denadas esféricas (r, ¢, 8) de un punio en el espacio estdn ligadas por
las relaciones

X=rsendcosfd, y=rsendsend,z=rcosd. ..
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse
por medio de estas ecuaciones y de las siguienltes relaciones obtenidas
de ellas:

y

r=vx*+y?+ 22, ¢=arccos 0 = arclg > .
X

z
.\/ x? + yz + P
Las variaciones para v, ¢ y 0 estdn dadas por los intervalos .

r20, 05¢<gx, 0<4<2n.

EJERCICIOS. Grupo 61

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131.

2. Hallar la ecuacién de la superficie esférica cuyo centro es el punto
(3, 2. —2) yqueestangenteal plano x +3y — 2z +1 = 0.‘

3. Hallar la ecuacién de la superficie esférica cuyo centro esti sobre el eje X
y que pasa por los dos puntos (3, — 4. 2) y (6. 2, — 1).

4. Hallar el centro y radio de la superficie esférica cuya ecuacién es

x24+y2 427 -8x4+6y—12z4+12=0.
6. Hallar el drea de l1a superficie esférica cuya ecuacion es
Ox3 4 9y2 4 922 — 36x 4 12y — 182 + 13 = 0.
6. Laecunacién de una superficie esférica es
x¥ 4 y? 42246y —4z4+9=0.

Hallar 1a ecuacién de la superficie esférica concéntrica con ella que es tangente
al plano 2x -3y 4+ 2z 4+4=0.

7. Obtener la ecuacidn de la superficie esférica que pasa por cuatro puntos
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3, Art. 41.)

8. Hallar la ecuacidn de l1a superficie esférica que pasa por los cuatro pun-

tos (8,2,2), (4,3, —3), (-1.2,5)y (4. 3, —7).
9. Demostrar que el plano tangente a la superficie esférica
3+ yitz? =2
en el punto P1(x1. y1. z1) tiene por ecuacién x;x + yiyv + z:1z = r2.

10. Hallar la ecnacién de la superficie esférica que pasa por el punto
(=1, 6, —3) y es tangente al plano 4x 4 4y +7z — 9% =0 en el pun-
to (7, 3, 8).

11. La traza de una superficie esférica con el plano XY es la circunferencia
x2 4+ y? —2x —4y — 3 =0, z =0, Hallar la ecuacién de la superficie si pasa
por el punto (3, 4, 2). '

Los ejercicios 12-17 se refierep a las esferas

Si=x4+y*+ 224+ G-+ Hiy+ lz 4+ Ke=0, ¢=1,12, 3, 4.
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12. Demostrar que para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecua-
¢ién Sy + kSz = O representa la familia de esferas que pasan por la interseccién
de las esferas S§; = 0 y Sa = 0, con excepcién de la esfera §3 = 0.

18. Silasesfvras S =0 y S3 = 0, noson concéntricas, demuéstrese que la
ecaacién §; + kSz = O representa un plano para kK = — |. Este plano se llama
plano radical de las dos esferas.

14. Silas esferas S) = 0 y S2 = 0 son tangentes entre si, demuéstrese que
para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecuacién S; + kS3 = 0 repre-
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto comin,
con excepcidon de la estera S3 = 0.

15. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan-
gente comiin,

16, Si de las tres esferas, §; =0, Sa =0, S5 =0, no hay dos que sean
concéntricas, y si no tienen una linea de centros comGn, demuéstrese que sus
tres planos radicales se cortan en una recta comin. Esta recta se llama eje radical
de las tres esferas.

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares, y si de las cuatro
esferas no hay dos que sean concéntricas, demuéstrese que sus planos radicales se
cortan en un punto comin. Este punto se llama centro radical de l3s esferas.

18. Hallar la ecuacién del plano radical de las dos esferas

x34+y?+ 22 -2x4+4y—-6z4+10=0
y x4+ y?* 4z +8x—2y +4z+ 12 =0.

19, Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas
x24y?4+22—-2x—-2z41=0,

x24+y? 4 z2 —8x ~4y—6z+25=0,

y x34y?4224+6x 42y +6z 418 =0.

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas

X4 y?tz3=4, x24y? 422 —2x—4y+6z2+4+13 =0,
x24+y? 4224+ 4x44y—4z+4+11 =0
y x2+ y?+ 23 —4x -6y — 8z 425 = 0.

21. Hallar Ja ecuacién de la superficie esférica que pasa por la circunferencia

de interseccidn de las dos superficies esféricas
x24 y3 423 —-2x4+2y —4z2+2=0
y x4+ y? 423 —4x—2y —6z+4+10=0,

y que también pasa por el punto (— 2, 4, 0).
22. Hallar 1a ecuacién de la superficie esférica que pasa porla circunferencia
de interseccién de las superficies esféricas

x4+ y? 422 -4x—~-8y4+6z412=0
y x¥ 4yt tz2 —dx 4y —6z—-12=0,

y es tangente al plano x + 2y — 2z =3, (Dos soluciones.)
23. Eliminando los parimetros 0 y ¢, demostrar que

x=rsen¢g cosh, y=rsen¢send, z = cos¢

son las ecuaciones paramétricas de 1a superficie esférica x2 4 y? 4 z2 = 2
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24. Obtener las relaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Articulo 132.

25. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas esféricas son (1, 60°, 30°) y
(2, 45°, 120°) . Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

28. Hallar las coordenadas esféricas de cada uno de los puntos cuyas coorde-
nadas rectangulares son (3, — 4, 0) y (6, 3, 2).

27. La ecuacién rectangular de una superficie esférica es

x3 4+ y? 4+ 22 = 4y.
Hallar su ecuacién en coordenadas esféricas.

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas esféricas: a) x+4y=0: b)) y—2=0;: ¢) x?+4+y? =4
d) x3+y*+222=4; ¢) x4+ y2—22=0.

20. Hallareidentificar la ecnacién rectangular de la superficie cuya ecuacién
en coordenadas esféricas es: aq) r=3; b) 0= %; c) r—2cosgp =0,

80. Transformar las siguientes ecuaciones de coordenadas esféricas a rectan-
gulares: gq) r=4; b) rsengpsenf=7; ¢) r =3 cos¢.

133. Ecuacién de una superficie cilindrica. Se Hama superficie
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que

1 P'(O.y-'z'

/O -

Fig. 177

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre
por una curva fija dada.

La recta mévil se llama generatriz y la curva fija directriz de la
superficie cilindrica .

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la
directriz es una eurva contenida en uno de los planos ecoordenados. Por
ejemplo, sea C (fig. 177) una porcién de la direetriz contenida en el
plano YZ, y sean [a, b, c] los nimeros directores de la generatriz
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de
la curva C en la forma

fly,2)=0, z=0. ’ (1)
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Sea P(z, y, z) un punto cualquiera de la guperficie, ¥ supongamos
que la generatrig que paea por P corta a C' en el punto P/{0, ¥, 7).
Entonces, las epuaciones de esta generatriz son

Z_¥—v_z2-7
a b c

(2)

Ademés, como P’ estd sobre C, sus coordenadas eatisfacen a las
ecuaciones (1), ¥ tenemos

Iy,#)=0, #=0. (3)

Por la definicién de superficie cilindrica, el punto P puede estar sobre
la superficie si y solamente si sus coordenadas (z, y, ¢) satisfacen a
las ecuaciones {2) ¥ (3) las cuales constituyen un sistema de ocuatro
ecuaciones independientes. De eatas cuatro ecuaciones podemos eli-
minar las tres cantidades 2, ¢ y #' considerindolss eomo parime-
tros {véase el Artfculo 95). E! resultado es una sola ecuacién en las
tres variables z, y v z, ¥ ésta s la ecuacién buscada de la superficie
cilindrica .

Ejemplo 1. Hallar la ecvacion de la superficie cilindtica cupa directriz es la
paribola
Nmdy, =0 {4)
z
contenida en ¢l plano XY, ¥ coyas gene- b
rateices tienen por ndmecos direcrores
[1l. 1. 3].

Bolucién. Sapongamas gue la genera-
triz gue paga pcér un punto cualquiera
P(x, y. z) (fig. 178) de la quperficie cor-
ta a la direciriz en el punto P'{x’. ¢'. 0}).
Entonces, las ecuaciones de esta genera-
ez son

x—x_y~—¢_z 5
1 1 3’ &

También, come P’ estd sobre la paribo-
la (4). tepemos

x'Tmdy!, 7' =0, &)

Fig. 178

Eliminando x'. y’, z' de las ecoaciones
{5) ¥ (6) por sustitucién de [os valoreade x! y p’ dados por las ecuaciones (¥)
en la primera de laa ecnaciones (6}, obtenemos

9x2 4 22 — bxz — 36y + 12z = Q, )

qne ea la ¢cnacion buscada de la superficie. ET estudiante debe abtervar que ia
teaza de la soperficie (7) sobre ¢f plano XY esla directriz (4).

Lehmanm — 2B,
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Acabamos de considerar la determinacién de la ecuacién de una
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los
nimeros directores de sus generatrices. Para el problema inverso, a
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y los ndimeros directores
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuacién,
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo. Mids ade-
lante (Art. 137, ejemplo 3), consideraremos otro método que es apli—
cable en algunos casos.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
4 yd 4222 4 2xz ~2yz = | (8)
representa una superficie cilindrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y los
nimeros directores de sus generatrices.
Solucion. De la definicién de superficie cilindrica se deduce que las sec-
ciones hechas por planos paralelos al plano de 1a ditectriz son curvas congruen-

tes con la directriz. Asi, las secciones de la superficie (8) hechas porlos planos
z = R son las curvas

x3+ y? + 2824+ 2kx —2ky =1, z =R,
1as cuales pueden escribirse en la forma

(x+RrR2+(y—k)2=1 z=r¢t )

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el
valor de k. En particular, para & = 0, tenemos la circunferencia

x?+y?=1, z=0, (10)

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz
es la circunferencia (10).

Evidentemente, la recta que une el centro (— k, k, k) de cualquiera de las
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0) de la directriz (10) es patalela a
las generatrices. Como los némeros directores de esta recta son [— 1, I, 1],
éstos son también los niimeros directores de las generatrices.

El estudiante debe construir Ya superficie (8).

Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares
al plano de su directriz, se llama recta y, en caso contrario, oblicua.
Las superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere-
mos m4s adelante en el Capitulo XVII. Por el método empleado en
el ejemplo 1, podemos ficilmente demostrar que la ecuacién de una
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en
ese plano coordenado. Ademé4s, el lugar geomélrico plano de esta
ecuacién es la directriz. Por ejemplo, la superficie cilindrica recta
cuya directriz es la circunferencia y* + z’ =9, z=0, se representa
por la ecuacién y? +2* = 9. S
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Reciprocamente, por el método del ejemplo 2, acabado de explicar,
podemos demostrar que una ecuacién que carezeca de una variable
representa una superficie cilindrica recta cuyas generatrices son per-
pendiculares al plano coordenado en el cual no se mide la variable
ausente, y cuya directriz es el lugar geométrico plano de esta ecuacién.
Por ejemplo, la ecuacién z* — y® = 4 representa una superficie cilin-
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al plano XY y cuya
directriz es la hipérbola 2* —y* =4, z=0.

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente

TrorREMA 6. Una ecuacién representa una superficie cilindrica
recla, cuyas generatrices son perpendiculares al plano coordenado que
contiene a la directriz, st y solamenie si carece de la variable no medida
en ese plano. El lugar geomélrico plano de esta ecuacidn es la direciriz.

Si la directriz de una superficie cilindrica es una circunferencia, la
superficie se llama circular. Andlogamente, tenemos superficies cilin-
dricas parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas. Puede también anotarse
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta.

134. Coordenadas cilindricas. En este articulo estudiaremos las
coordenadas cilindricas, que, como las coordenadas esféricas (Ar-
ticulo 132), son muy ttiles en cier-
tas partes de otras ramas de las z
Mateméticas. A

Sea P(z, y, z) (fig. 179) un
punto cualquiera de la superficie
de un cilindro circular recto de

radio T cuyo eje es el .eje Z. I..;a AN Plz,y,9
ecuacién de la superficie es, evi- W
dentemente , .

24yt =1t (1)

. Ok—--— —:li—.r— L)Y

Una parte de la superficie que o T s
queda en el primer octante se ha /’ L2
representado en la figura 179. Por =D

el punto P y el eje Z hagamos /

pasar un plano que cortari a la X

superficie en una generatriz cuyo Fig. 179

punto de interseccién con el plano

XY serd el punto P’. Sea | opP’ | = r, y designemos por 6 el dngulo
formado por OP'’ y la parte positiva del eje X. Entonces tenemos las

relaciones -
z=ré§0, y=rsenf, 2=z, ' (2)
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las cuales, evidentemente, permiten lecalizar cualquier punto de la
superficie cilindrica (1) cuando se conocen los valores de r, § y z.
Por esto, estas cantidades se llaman coordenadas cilindricas del pun-
to P y se escriben (r, 6, z). De una manera més general, si un
punto fijo (el origen O), una recta fija (el eje X) y un plano dado
(el plano XY) son tomados como elementos de referencia, entonces,
con las coordenadas cilindricas (r, 8, z), se puede localizar cual-
quier punto en el espacio. Tenemos asf el sisiema de coordenadas
cilindricas.

El dngulo ¢ puede medirse, como en Trigonometria, con la parte
positiva del eje X como lado inicial. Para que las coordenadas cilin-
dricas (r, 6, z) representen un punto tnico en el espacio, restringimos
los valores de r y 6 a los intervalos

r>20, 050 <2=x.

La coordenada z no se sujeta a ninguna restriceién, sino que puede
tomar cualquier valor real .

Eliminando 8 y z de las relaciones (2), obtenemos la ecuacién (1).
Por tanto, las ecuaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de la
superficie cilindrica circular recta (1), siendo las variables 6 y z los
parimetros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor- °
macién entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas.
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos, como en el sistema
de coordenadas polares de la Geometria analitica plana (Art. 81), las

relaciones
0 y Y.,
r=vV+y’, gmarctg_, sen 0= g

2z
cos § == \/m ’

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformacién entre

los dos sistemas.
Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si-

guiente

TEOREMA 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor-
denadas cilindricas (r, 6, z) de un punto en el espacio estdn ligadas
vor las relaciones

X=rcosf, ymrsenf, z=z.



SUPERFICIES 405

Se pueden efectuar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de
ellas.

—_— y y
r=v x®+y?, =arcig -, sen0=———'\/;,—_*_—y;,

X
cos § = \/m .

Las variaciones para r y 6 estdn dadas por los intervalos
r20, 0560 <2n.

NoTA. El sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente, una exten-
si6n al espacio del sistema de coordenadas polares del plano.

EJERCICIOS. Grupo 62

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133.

En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica
recta cuya ecuacidén se da,

: Q/;’LLZ 2, yi4zim4, (\)15‘6. yitzm=m2,

*\L{{ 8. x3—4z =0, )‘\~)\*7. x4+ y?t—2y =0. 70010
R ‘07'\94. 9x? + 4y? = 36, 8. x¥ 4 zK% =2.

T B, oyt - 422 = 36. 9. xH¥+y¥=l.

En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de 1a directriz y los
nimeros directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la
ecuacidn de la superficie y efectuar su representacién grifica.

Qa\;rvm. y=4x, z=0; [1, -1, I].
WoIL, 2242221 yg=0: [2 1, —1].
GO12, x2—y? =1, z=0; [0, 2, —1].
‘}\OV‘IS. x24+y=1, z=0; [2,0,1].
B.Ce"}"‘ 4x2 4+ 22+ 4z’'=0, y=0; [4, 1, 0]. F\’-€d7

En cada uno de los ejercicios 15-17, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cilindrica, y hillense las ecuaciones de su directriz y los na-
meros directores de sus generatrices. Constriyase la superficie,

15, x?2+ y?+ 522+ 2xz +4yz — 4 = 0.
16, 17x2 4+2y*+ 23— 8xy —b6xz ~2 = 0.
17. xz+2yz—1=0.
18. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se

mueve de tal manera que sg distancia del plano XY es siempre igual a 1a mitad
del cuadrado de su distancia def eje Y. Construit i3 superficie.
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19. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre
igual a su distancia del plano x — z = |. Hallar e identificar la ecuacién de su
lugar geométrico.

20. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45°, —2) y
(2, 120°, 4). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cuyas coor-
denadas rectangulares son (3, 4, —7) y (5, — 12, 8).

22, Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas cilindricas: a) 2x =y; b) x¥+y?-2y=0: ) x?+yltz3=4;
d) x¥—23=4; ) y? =4z.

23, Transformar las signientes ecuaciones de superficies de coordenadas
cilindricas a rectangulares: a) r=2; b) r=2z; c) r=4cosh:
d) r(cos@+senf)— z =4; ¢) rdsen?d = 4(1 — z?).

24, Sean r = R;, @ = ka., z = ks, en donde A, k3 Y ks son constantes
arbitrarias independientes o parimetros, las coordenadas cilindricas (r, 8, z)
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre-
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una
de estas familias.

En cada uno de los ejercicios 25-30, demuéstrese que !a ecuacién dada en
coordenadas cilindricas representa una superficie cilindrica, y constriyase dicha

superficie.
26, r = 2 sen 4. 28, r—rsen 6 =2,
28, 2r+rcosf =1, 29. r=2(1+4+ cos#).
27. r—~2rcos = 1. 30. r? = 2 cos 26.

135. Ecuacién de una superficie conica. Se llama superficie cénica
la engendrada por una lnea recta que se mueve de tal manera que pasa
siempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el plano
de esa curva.

La recta mévil se llama generatriz, la curva fija dada directriz y el
punto fijo dado vértice de la superficie c6nica. Las diversas posiciones
de la generatriz forman las generatrices de la superficie ¢cénica. Evi-
dentemente, el vértice divide a la superficie en dos porciones distintas ;
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie cénica .

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del
vértice, se puede obtener la ecuacién de la superficie, como para la
superficie cilfndrica (Art. 133), por el método de los pardmetros.

Ejemplol, Hallarlaecuacidn de la superficie cédnicacuya directriz es laelipse
4x2 + 22 m ], y=4, 1)
y cuyo vértice es el punto V (1, 1, 3).

Soluci6n. Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualqguiera
P(x, y. z) dela superficie corta a la directriz en el punto P/ (x/, ¢/, z’), tal
como aparece en la figura 180. Las ecnaciones de esta generatriz son

x—=1 _y=—=1 _2z-3 1
x' =1 y -1 2 =3 @
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Ademis, como P/ estd sobre la elipse (1), tenemos
4xI2 + Z” = 1' yl = 4_ (3)

De las cuatro relaciones dadas por las ecnaciones (2) y (3). podemos eliminar
las tres cantidades x/, ¢’ y z’, considerindolas como parimetros. Esta elimi-
nacién puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor ¢/ = 4
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2). Después, de estas altimas ecuacio-

Fig. 180

nes se despeja x’ en funciénde x y y, ¥ z’ en funcién de y y z, y se sustitu-
yen los resultados en la primera de las «cuaciones (3). Después de ordenar los
términos, resulta
36x3 + 12y3 4 927 4+ 24xy + 18yz — %6x — 102y — 722 4207 = 0,
que es la ecuacién buscada de 1a superficie.
El estudiante debe observar que una superficie cdnica puede construirse tra-

zando las generatrices, o sea, las rectas que unen el vértice con puntos de la
directriz.

En el estudio de una superficie cénica, no se pierde generalidad
tomando el vértice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la
ecuacién de una superficie tal es homogénea en las tres variables
Z,YyYye=.

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o més variables, es
homogéneo, si todos sus términos son del mismo grado. Asi, la funcién

f(zv y,z)522+2y2—3z’ (4)

a3 homogénea y de segundo grado.
Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun—
cién. Si la funcién es f(z, ¥, 2), consiste en sustituir las variables

z,yyz por kz, kyy kz, respectivamente , en donde k es una cons-
tante diferente de cero. Si obtenemos la identidad

J(kx, by, kz) = k" f(z, 9, 2),
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entonces f(z, y, 2) es una funcién homogénea de grado m. Asf,
para la funcién (4), tenemos

S (kz, ky, k2) = (kz)* + 2(ky)* — 3 (ke)?
=B +28+3N)=Ff(z,y,2),

de manera que la funcién es homogénea y de grado 2. Esta prueba se
presenta en algunos libros como definicién de la homogeneidad de una
funcién .

A una funcién homogénea igualada a cero se le llama ecuacién
homogénea. Sea f(z, y, 2) = 0 una ecuacién bomogénea. Entonces,
de la discusién precedente, tenemos el hecho importante de que, si
esta ecuacidn tiene la solucién diferente de cero z =21, y =1, z=21,
también tiene las soluciones z = k1, y = ky1, z = kz1, en donde k es
una constante cualquiera.

Consideremos ahora una superficie cénica de vértice en el origen y
cuya directriz sea la curva

J@=,y)=0, z=c, ()

en donde ¢ es una constante diferente de cero. Supongamos que la
generatriz que pasa por un punto cualquiera P(z, y, 2) de la super-
ficie corta a la directriz en el punto P/(2', ¢, #2). Como esta gene-
ratriz pasa por el crigen, sus ecuaciones son

=kx, Yy="ry, 2 =rkz, | (6)

en donde k es una constante diferente de cero. También, como P/ estd
sobre la directriz (5), tenemos

f(z,)y’)=0) ? =c. (7)
De las tltimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que
k- -:—, valor que sustitufido en las dos primeras de las ecuacio-

nes (6), da =’ =%

en la primera de las ecuaciones (7), obtenemos
&z ay ..
(2. 2)=o, (8)

como ecuacién de la superficie cénica. 8i reemplazamos en la ecua-
cién (8) z, y y 2 por k'z, Ky y k'z, respectivamente, en que k' es
una constante diferente de cero, la ecuacién permanece invariable y,
por tanto, es homogénea. Hemos demostrado asf que una superficie

yy = c_zy Si sustituimos estos valores de z/ y y’
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cénica de vértice en el origen se representa por una ecuaciéon homo-
génea en las tres variables z, y y z.
Reciprocamente , consideremos a la superficie representada por la

ecuacién
f(I, Y, z)=0 (9)

que es homogénea en las tres variables z, ¥ y z. En consecuencia de
esto, el origen O estd sobre esta superficie. Sea P(z1, y1, z21) otro
punto cualquiera de la superficie ; sus coordenadas satisfacen, por
tanto, a la ecuacién (9). Como esta ecuacién es homogénea , tiene
también la solucién kzi, kyi, kz1, en donde % es una constante cual-
quiera, de manera que el punto P’/(kz1, ky1, kz1) estd también sobre
la superficie. Pero, evidentemente, el punto P’ estd sobre ambas, la
recta OP y la superficie, para todos los valores de &, y, en conse-
cuencia, OP est4 sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue
que la ecuacién (9) representa una superficie cénica con vértice en el
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

TeorEMA 8. Una ecuacién represenia una superficte cénica con
vértice en el origen , si y solamente si es homogénea en las tres variables
X, Yy, z Yy esdegrado no menor que dos.

NoTtas. 1. El teorema implica que una ecuacién [linea! homogénea en
X, y ¥ Z nO representa Um cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuacién
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse
como un cono de acuerdo con nuestra definicién, que excluye el caso en que el
vértice esté en el plano de la directriz.

2. El estudiante debe observar, en relacién al teorema 8, que una ecuacién
homogénea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi-
ficarse como una superficie cdnica con vértice en el origen. Asi, la ecuacién
x3 4 4y3 4- 322 = (0 es homogénea en x, y ¥ z, pero no representa una super-
ficie cénica sino que representa solamente un punto, el origen (ver el Art. 128).

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecunacidn es

x3 4 yz =0. (10)

Solucién. Ademis de la solucién x = y =z = 0, la ecmacién (10) tiene
un nimero infinito de soluciones reales. En efecto, si asignamos a y y z un
pat cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contrarios,
la solucién correspondiente para x constard de dos valores reales. Por taato,
por el teorema 8 anterior, la ecuacién (10) representa una saperficie cénica cuyo
vértice estd en el origen.

Para construir la superfie es necesario solamente obtener una directriz. Asi,
para z = 2, obtenemos de la ecuacién (10) la directriz

x2-—2y' z =2,
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que es una paribola que estd en el plano z = 2. Trazando varias generatrices
(rectas que pasan por el origen y por puntos de esta curva) podemos obtener
una figura adecuada. Una porcidn de 1a superficie se ha trazado en la figura 181
junto con otra directriz, x3 = 2y, z = — 2. Evidentemente, el eje Z es tam-
bién una generatriz de esta superficie cénica.

Fig. 181

EJERCICIOS. Grupo 63

En cada uno de los ejercicios 1-5, se dan las ecuaciones de la directriz y las
coordenadas del vértice de una superficie cénica. Hallar l1a ecuacién de la super-
ficie y construirla.

1. x24+y?=4, z=2; (0,0 0).
2. z?2=4y, x=0; (2,0, 0).

8. *+2z2=9, x=2: (=1, 1,0).
é4. x?—4z3m4, y=3; (—1,1, 1.
5. y=x8% z=2. (0,0, 0).

En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiquese y constriiyase la superficie
cuya ecuacién se da.

6. x2+4y3—2z3=0. 10. x? —2yz = 0.
7. x3—-24?+422=0. 11, 423 — x% = 0.
8., 2x3 —-4y?2—z3 = 0. 12, 8x*¢ — yz¥ = 0.
9. y?+xz=0. 13. xy+xz+yz=0.

14, Demostrar el siguiente teorema: La ecuacién Ax?+ By2 +Cz32 =0
representa una superficie cédnica si y solamente si todos sus coeficientes son dife-
rentes de cero y no son del mismo signo. Su eje estd entonces sobre el eje coor-
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo coatrario al de
los otros dos coeficientes.
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16. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficie cénica
x? — 4y? — 422 = 0.
186. Completando los cuadrados, demuéstrese que la ecuacién
x4+ y?—=23 =20 ~4y—~-4z+1=0

representa una superficie cdnica cuyo vértice es el punto (1, 2, —2).

17. Silaecuacién de una superficie es homogénea en las cantidades x — A,
y—hkyz—1, endonde h, k y I son constantes, demuéstrese que la superfi-
cie es un cono con vérticeen (h, k. 1). (Verel ejercicio 16.)

18. Hallar e identificar l1a ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del plano XZ y del
eje Y. Construir el lugar geométrico.

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi-
car la ecuacion de su lugar geométrico.

20. Calcular el volumen limitado por las superficies

x34 y?—423=0 y z=2.
21. Calcular el irea de aquella porcidn de la superficie cdnica
x3—y?+22=0
comprendida entre su vértice y ¢l plano y = 3.

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transférmese la ecuacién rectangular
dada de una superficie cénica en: a) coordenadas esféricas; b) coordenadas
cilindricas.

22, x?4 y? - 222=0. 23, x3—-3y3422=0.

24, Describir la familia de supetficies cénicas representada por la ecnacién
x3 4 y3 - 221tg2¢ =0, en donde el parimetro ¢, llamado dngulo generador
del cono, puede tomar todos los valores comprendidos en el intervalo0 < ¢ < &

excepto ’—2‘- §Qué representa ¢ geométricamente?

25. Las coordenadas esféricas (r, ¢, ) de un punto cualquiera en el espa-
¢io, son
r=~R;, ¢ =hs 0 =~Rs,

en donde ki, ks ¥ k3 son constantes arbitrarias independientes o parimetros.
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua-
ciones. Demostrar que, por cada punto del espacio no contenido en un eje coor-
denado, pasa una ¥y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver
el ejercicio 24 del grupo 62, Arct. 134.)

136. Superficies de revolucién. Una superficie de revolucién es la
engendrada por la rotacién de una curva plana en torno de una recta
fija contenida en el plano de esa curva.

La curva plana se llama generatriz, y la recta fija eje de revolu—
cién o, simplemente, eje de la superficie. Cualquier posicién de la
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generatriz se llama seccién meridiana o meridiano, y cada circunfe-
rencia deserita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la
superficie

De estas definiciones, tenemos de inmediato los siguientes hechos :

a) Toda seceién meridiana es congruente con la generatriz y es la
interseccién de la superficie con un plano que pasa por el eje.

b) Todo paralelo tiene su centro sobre el eje y estd contenido en
un plano perpendicular al eje.

El estudiante observari que las superficies de los cuerpos estudiados
en Geometria elemental —la es—
fera, el cilindro circular recto y
el cono circular recto— son su-
perficies de revolucién.

En la determinacién de la
ecuacién de una superficie de
revolucién, no se pierde gene-
ralidad si se toma la generatriz
en uno de los planos coordenados
y como eje de revolucién uno de
los ejes coordenados contenidos
en ese plano. Este procedimien-
to, ademés, conduce a un resul-
tado muy simple , como veremos

Fig. 182 ahora. Segin esto, supongamos
que la generatriz G (fig. 182)
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones

f(z,y)=0, z2=0, (1)

y supongamos que el eje de revolucién es el eje X, tal como aparece
en la figura. Vamos a determinar la ecuacidén de esta superficie de
revolucién por el método de pardmetros.

Sea P(z, y, z), un punto cualquiera de la superficie. El paralelo
que pasa por P corta a G en un punto del plano XY, digamos
P(z,y,2), ysucentro C estd sobre el eje X. Por ser radios del

mismo paralelo, |C—P| = |C—P_’| Pero como |CT’| =vVy+a2y
CP’ = y', tenemos la relacién

zZ

¥y ==V y+2. (2)
También, como P y P’ estin en el mismo plano,

=gz, (3)
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Ademés, como el punto P’/ estd sobre G, tenemos, de las ecuacio-
nes (1),
J@,y)=0, #Z=0. (4)

Eliminando los tres pardmetros #’, y’, 2/ entre las cuatro ecuaciones
(2), (3) y (4), obtenemos

f(x; i\/y2+z’)=0)

que es la ecuacién buscada de la superficie de revolucién .
Andlogamente , haciendo girar la curva (1) en torno del eje Y,
hallamos que la ecuacién de la superficie de revolucién correspondiente es

(=var¥F2,y)=0.

Se obtienen resultados andlogos cuando la generatriz est4 en cada
uno de los otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un
eje coordenado contenido en dicho plano. Todos estos resultados se
resumen en el siguiente

TreoreMA 9. Sea S la superficie de recolucién que tiene por genera—
triz a la curva G conlenida en el plano coordenado d y al eje coorde-
nado | contenido en B por gje de revolucion. Entonces la ecuacién de S se
obtiene sustituyendo en la ecuacién plana de G la rafz cuadrada de la suma
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo de 1 en lugar
de aquella de estas dos vuriables gue aparece en lo ecuacién plana de G.

Ejemplo 1. Hallar 1a ecuacién de 1a superficie engendrada por la rotacién
de la hipérbola

) y?—4x3 =4, z=0 )
en torno del eje Y.

Z

e

AN

Fig. 183

X

Solucién. Las variables no medidas a lo largo del ejé Y son x y z. Por
tanto, de acuerdo con el reorema 9, sustitufmos = v/ x3 4 z? en lugar de x en
1a primera de las ecuaciones (5). EI resultado ’

y? — 433 — 422 = 4,

es la ecuacién buscada de la superficie. Elestudiante debe discutir esta superficie
por ¢l método explicado en el Articulo 129. Una porcién de la superficie aparece
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le 1lama con toda propiedad
hiperboloide de revolucién de dos hojas.
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Consideremos ahora el problema reciproco, a saber, dada la ecua-
cién de una superficie, determinar si representa una superficie de
revolucién. 8i uno de los ejes coordenados es el eje de revolucién, la
solucién es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones
de la superficie por planos perpendiculares al eje son todas circunfe—
rencias cuyos centros estdn sobre dicho eje. Se dice entonces que la
superficie se extiende a lo largo del eje.

A Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
9x3 4+ 9y? — 23 =9 6)

representa una superficie de revolucién. Hallar su
eje de revolucién y las ecuaciones de la generatriz en
uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Solucién. Evidentemente, los planos z = &
cortan a la superficie (6) en las circunferencias

9x3 +9y? =9 4 k2, z =k,

cuyos centros, para todos los valores de k, estin
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuacidén (6) repre-
senta una superficie de revolucién cuyo eje de revo-
lucién es el eje Z. El eje Z esti contenido en el
plano YZ, y la traza de la superficie (6) sobre
el plano es la generatriz

Fig. 184 9y? — z32 =9, x =0, )

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar 1a hipér-
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu-
ra 184; se le llama apropiadamente hiperboloide de revolucién de una hoja.

EJERCICIOS. Grupo 84

1. Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz estd en el
plano XZ y el eje de revolucién es: a) eleje X; b) eleje Z,

2. Establecer el teorema 9 del Articulo 136, cuando la generatriz estd en el
plano YZ y el eje de revolucién es: a) eleje Y: 5) eleje Z.

8. Deducir la ecuacién de la superficie esférica de radio r que se obtiene
haciendo girar la circunferencia x?+ y2 = r3, z = 0. en torno del eje X.

4. Deducir la ecuacién de 1a superficie del cilindro circular recto de radio
que se obtiene haciendo girar 1a recta x = 0, y = r, en torno del eje Z.

5. -Deducir la ecuacién de la superficie del cono circular recto que se obtiene
haciendo girar 1a recta ! en torno del eje Z, sabiendo que [ esti contenida en el
plano YZ, pasa por el origen y forma un ingulo agudo ¢ con la parte positiva
del eje Z. El ingulo ¢ sellama dngulo generador del cono. (Véase el ejerci-
¢io 24 del grupo 63, Art. 135.)

6. Deducir la ecuacién de la superficie de revolucién engendrada por rota-
¢ién de la paribola y? = 4px, z = 0, en torno de su eje, el eje X. Construir
la superficie asi obtenida, l1a cual se llama paraboloide de revolucidn.
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7. Hallar la ecuacidn de la superficie de revolucién eangendrada por rota-

cién de la elipse _"-;_{.Z—: =1, z =0, endonde a > b, en torno de su eje fo-
a

cal, el eje X. Construir la superficie. La superficie generada por rotacién de
unaelipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se llama elipsoide de revolucion.
Si es en torno del eje focal, se le llama también elipsoide alargado.

8. Deducir la ecuacion de la superficie de revolucién generada por rotacién
de la ¢lipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje Y. Construir la
superficie. En este caso, el elipsoide de revolucién también se llama elipsoide
achatado o esferoide.

En cada uno de los ejercicios 9-20, hillese la ecuacién de la superficie de
revolucién generada por rotacidn de la curva dada en torno del eje especificado.
Constrilyase la superficie.

9. x?+2z3=4, y=0; ejeZ.
10, y =3x, z=0; eje X.
11, z2 =2y, x=0; eje Y.

12, yd—z3=4, x=m0; ejeY.
18. 9x? 4+ 4y? =36, z=0; eje Y.
14, x2 42y =6, z =0; eje Y.

15, y?—2z2344z=6, x=0; eje Z.
16, %+—;—=l, x=0; ejeZ.

17. y?2 =2z, x=0; eje Y.

18, y=x3, z=0; eje X,

19, z=e*, y=0; eje Z,

20, yz=1, x=0; eje Z.
En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que Ja ecuacién dada repre-
senta una superficie de revolucién, y hallar su eje de revolucién, y las ecuacio-

nes de la generatriz en uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Trazar la superficie.

21, x3+y?+23=0, 24, x3+y*—2z3=0.
22, x?+4+ 22 =4, 25, y®—x?2—-2z3=0.
23. 2x3 4 2y? + 322 = 6, 26, x2y? 4 x3z% = 1.

27. Se hace girar 1a paribola y? = 2z, x = 0 en torno del eje Z. Hallar,
en coordenadas esféricas, la ecuacién de la superficie generada. Construir la
superficie.

28. Se bace girar laelipse x3 +4y? =4, z =0, en torno del eje X. Ha-
1lar, en coordenadas cilindricas, la ecuacién de la superficie generada. Cons-
truir la superficie.

20. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos (2, 0, 0) y
(— 2, 0, 0) essiempre igual a 6. Construir el lugar geométrico,
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80. Deducir 1a ecnacién de la superficie de revolucién generada por rotacién
de la circunferencia x? 4 y? — 2by 4 b? - aq? =0, z = 0, en torno del eje X.
Construir la superficie para g =2 y b = 3. Cuando b > a, la superficie se
llama toro o anillo de ancla.

137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo
més general de superficies del cual son ejemplo el plano, la superficie
cilindrica y la cénica.

Drrinicié6N.  Una superficie reglada es aquella que puede ser en~
gendrada por el movimiento de una linea recta.

La linea recta en movimiento, en cualquiera de sus posiciones, se
llama generatriz de la superficie .

Se sigue de esta definicién que una superficie cilindrica es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas, mientras que
la superficie eénica es una superficie reglada cuyas generatrices son
todas concurrentes. ,

Como en el caso de la superficie cilindrica (Art. 133) y cénica
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse
por el método del pardmetro.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la superficie reglada generada por la

familia de rectas
2x —y+ kz =0, 2kx+ ky—4z =0. (1)

Solucién. Para cada valor del parimetro k&, la recta correspondiente de la
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir. todos los
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecnaciones (1) deben estar sobre la
superficie, cualquiera que sea el valor de k. Por tanto, las ecuaciones de la su-
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a partir de las ecua-
ciones (1) simplemente eliminando el parimetro k. Asi. despejando k de cada
una de estas ecuaciones, obtenemos

R = y - Zx' ko= 42 ,
z 2x + y
de donde,
y—-2x 4z
z 2x +y'
o sea,
4x? — y3 + 422 = 0,

que es la ecuacién buscada. Esta superficie reglada es, evidentemente, la super-
ficie de un cono circular recto cuyo vértice esti en el origen y cuyo eje se extiende
a lolargo del eje Y.

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir dé 1a
forma en que se engendra la superficie. La ecuacién de la superficie
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puede determinarse entonces por el método de pardmetros como se
ilustré anteriormente para las superficies cilindrica y cénica .

Consideremos sahora e! problema reciproco, a saber, dada la
ecuacién de una superficie, determinar si representa o no una super—~
ficie reglada. Ilustraremos el método con un ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
yz+2x -2z =0 )

representa una superficie reglada. Construir la superficie.
Solucién. Sien la ecuacién (2) hacemos z = k, hallamos que la interseccién
de 1a superficie y el plano es la linea recta

2x +khy —2h =0, z =k (3)

zZ

Como las rectas de la familia (3) estin
sobre la superficie (2) para todos los valo-
res de kh, esta superficie es reglada y tiene
a las rectas (3) por generatrices.

Antes de intentar 1a construccién de una
superficie reglada es mejor, generalmente,
determinar las direcciones de sus generatri-
ces. Por el artificio de los nimeros direc-
tores, seencuentra que los nimeros directo-
res de las generatrices (3) son [k, —2, 0]. X
Esto muestra que todas las generatrices son
paralelas al plano XY pero no son parale- Fig. 185
las entre si, ya que los nimeros directores
dependen del parimetro k. Estos hechos sugieren un método de construir la
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el plano XZ
y sobre el YZ. Estas son, respectivamente,

xm=z, y=0, “4)

y=2 x=0 y z=0, x=0. 5)

Para un valor comin de z, sea Py el punto sobre la traza (4) y P; el punto sobre
la traza (5). Entonces, evidentemente, la recta que pasa por P; y P es una
generatriz de la superficie (2). En la figura 185 aparecen trazadas varias de

estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer
octante. Esta superficie se 1lama paraboloide hiperbdlico.

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugiere otro método
para determinar cuindo una ecuacién dada representa una superficie
cilindrica. Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo.

Ejemplo 3. Demostrar que la ecuacién
xz+2yz—1=0 (6)

representa una superficie cilindrica, demostrando que su lugar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas.

Lehmann. — 27.
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8olucién. La interseccién de la superficie (6) y el plano z = k es la recta
Ex+2%ky —1 =0, z=kF Q)

Por tanto, la superficie (6) es una superficie reglada que tiene a la familia de
rectas (7) por generatrices. ‘

Los ntimeros directores de las generatrices (7) son [2, — 1, 0]. Como estos
nimeros directores son independientes del parimetro k, todas las gemeratri-
ces (7) son paralelas, y, por tanto, la superficie (6) es cilindrica. EI estu-
diante debe construir la superficie.

EJERCICIOS. Grupo 65

En cada uno de los ejercicios 1-6. ballar la ecuacién de 1a superficie reglada
generada por la familia de rectas dada, y construir 1a superficie.

1, kx+2ky—4=0, x-2y—k=0.

2, x—ky—3z=0, kx+3kz+y=0.

8¢ x+ky—2z—-2k=0, kx —y+42kz =2,
4. x—3y +3kz =3k, kx+3ky— 3z =3,
6. x+2y—k=0, kx—2ky—2z=0.

86, x+y—ky=0, x+kz=0,

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 también es generada por la
familia de rectas kx — 3ky — 3z = 3, x + 3y + 3kz = 3k. Demostrar también
que ambas familias de rectas se cortan.

En cada uno de los ejercicios 8-13, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cilindrica demostrando que su lagar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Constriyase la super
ficie.

8. x24y2—2x+2y=2. 11, y?—x—-z~-1=0
9. 23 —2x—-2y = 0. 12, x34y2 —-2z0—2xy =1.
10. 2x’+y—22-0. 13, x3422—2xz—y+2z=0.

En cada uno de los ejercicios 14-17, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cénica demostrando que su lugar geométrico es una super-
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrentes. Constriyase la superficie.

14, 4x244y* — 23 =0, 16, y? —4xz = 0.
16. x3—4y? 422 =0, 17. x34+2yz -2y =0,

En cada uno de los ejercicios 18-21, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie reglada. Constriiyase dicha superficie.

18, x3 4 y2—-2z2 =1, 20, xy~x—y—z+1=0.
19, x3 ~ 4y3 4 27 = 4, 21, x3 —yd—2z=0.

22. Hallar la ecuacién de 1a superficie reglada engendrada por una recta que
se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralelaal plano YZ y cortaala
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recta x +z=1, y =0, ya la paribola y? = x, z = 0. Construir la su-
perficie.

28. Hallar la ecuacién de 1a superficie reglada generada por una recta que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano XY y se apoya
enlascurvas y? =z, x =0 y z3 = x, y =0, Construir la superficie.

24. Un conoide es una superficie reglada engendrada por una recta gue se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a un plano fijo dado,
corta a una recta fija dada, y satisface otra condicién. En particular, si el plano
fijo y la recta fija dados son perpendiculares entre si, la superficie se 1lama co-
noide recto. Hallar la ecuacién del conoide recto generado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y corta a la recta z = 2, x =0, y a la circunfe-
rencia x? + y3 =4, z =0,

26. Hallar la ecuacién del conoide recto engendrado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y cortaalarecta x =3, Z=0, y alaelipse

y:+422 =4, x =0,

138. Transformacién de coordenadas rectangulares en el espacio.
En el Capitulo V y los capitulos subsiguientes de la Geometria analf-
tica plana, vimos que, por medio de transformacién de coordenadas,
se puede frecuentemente simplificar la ecuacién de un lugar geométrico
plano, y estudiar asf sus caracteristicas con mds facilidad. De modo
andlogo, las ecuaciones de los lugares geométricos en el espacio pueden
simplificarse por una transformacién de coordenadas. Como en Geo-
metria analftica plana consideraremos aquf la transformacién de coor-
denadas en el espacio asociada con una traslacién y una rotacién de los
ejes coordenados.

Por una traslacién de los ejes coordenados rectangulares en el espacio ,
entendemos la operacién de mover los ejes coordenados a una posicién
diferente de manera que los nuevos
ejes sean paralelos a los ejes originales, 1 z

respectivamente, y de la misma direc— 1 4

cién. Consideremos (fig. 186) una 1:
‘traslacién de los ejes coordenados rec— d_ 1%
tangulares tal que el origen 0(0, 0, 0) 3’4':__-’1""1,
tome la nueva posicién O (k, k, 1), X}"/ l 2!‘

y que los ejes X, Y y Z, tomen las o >Y
nuevas posiciones X', Y'y Z/, 20 k|
respectivamente. Designemos por

(z,9,2)y (&, v, #), respectiva- X[ ¥

mente, las coordenadas de un punto

cualquiera P del espacio referido a los Fig. 186

ejes originales y a los nuevos ejes.

Entonces, las relaciones entre las coordenadas originales de P y las
nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo método empleado
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en la deduccién de las relaciones andlogas de la Geometria analitica
plana (Art. 50, teorema 1). El resultado obtenido se expresa en
el siguiente

TeoOREMA 10. St los ejes rectangulares son trasladados a un nuevo
origen O'(h, k, 1), y st las coordenadas de un punio cualquiera P del
espacio anles y después de la traslacién son (x,y, z)y (X', ¥y, ?),
respectivamente , las ecuaciones de trasformacion de las coordenadas ori-
ginales a las nuevas son

x=x+4+h, y=y+k, z=2+1.

"Por una rotacién de los ejes coordenados rectangulares en el espacio,
entendemos la operacién de mover los ejes coordenados a una nueva
‘ posicién haciéndolos girar en torno del

. Z ‘ origen como punto fijo de tal manera

z que los nuevos ejes permanezcan mu-—

\ 1: tuamente perpendiculares entre sf y
‘ E\‘ , andlogamente dirigidos uno con res-
\ 2l ¥ _»Y'  pecto al otro. Consideremos (fig. 187)
j./‘v\’ una rotacién de los ejes coordenados

— »Y  rectangulares tal que el origen O per-

manezca fijo, pero los ejes originales
X, Y y Z tomen las nuevas posicio-
nes especificadas por los ejes
X!, Yy Z', respectivamente. Desig-
nemos por (z,y,z)y (&, ¥, ?)
Fig. 187 lags coordenadas de un punto cual-
quiera P del espacio referido a los
ejes originales y a los nuevos ejes, respectivamente. Denotemos por
air, B1, y1; az, Ba, va, y as, s, vs, respectivamente, los 4ngulos
directores de los ejes X/, Y’ y Z/, referidos a los ejes originales.
Estos dngulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla :

———tada

Eje X Y Z
X/ ax Ba Y1
Y’ az B2 Y2 (1)
zZ' as Bs . Vs

Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los 4ngulos direc-
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en
sentido vertical, obtenemos los 4ngulos directores de los ejes originales
con respecto a los nuevos ejes. '
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De la tabla (1), los 4ngulos directores del eje X, con respecto a
los nuevos ejes, son a1, az, as. Entonces, como el eje X es normal
al plano YZ, se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuacién
del plano YZ, con referencia a los nuevos ejes, estd dada por

2’ cos a1+ y cosaz+ 2 cosas = 0.

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuacién
representa la distancia del punto P al plano YZ. Pero esta distan-
cia también estd dada por la coordenada z. Por tanto, tenemos la

relacién
z =2 cos a1+ 3’ cos az + 2/ cos as. (2)

Andlogamente , podemos obtener expresiones similares para cada una
de las coordenadas y y z en funcién de las nuevas coordenadas. Va-
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema

y = 2 cos B1 4+ ¢ cos B2 + 2/ cos s,
2 =2’ cos y1 + ¢ cos y2 + 2/ cos ys.

(3)

x=z’cosa1+y’cosaz+z'cosaa,}

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos
directores o constantes. Estas constantes no son todas independientes,
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que
damos a continuacién. Asf, por el teorema 4 (Art. 110), tenemos
las tres relaciones :

cos® ay + cos®* 1+ cos? y1i=1,
cos? az + cos? B2 + cos? ya =1,
cos? as + cos® Bs + cos® ys =1,

(4)

También, como los nuevos ejes X/, Y’/ y Z’ son mutuamente per-
pendiculares, tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112),
las tres relaciones :

cos a1 cos as 4+ cos By cos Bs -+ cos y1 cos ya = 0,

cos a1 cos a2 + cos f1 cos B 4 cos y1 cos y2 = 0,
(5)
€08 a2 €08 as + cos B2 cos Bz -+ cos y2 cos ys = 0.

El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas originales
de P en funcién de sus nuevas coordenadas. Podemos, andloga-
mente , obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas
en funcién de las coordenadas originales. Asf, empleando la ecuacién
del plano Y’Z’, con respecto a los-ejes originales, podemos, por el
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mismo método empleado para deducir la ecuacién (2) anterior, obte-
ner la relaci6n
z'=zcosa;+ycosﬁ:+zcosy1.

Anglogamente , obtenemos relaciones similares para y' y 2/ las cuales
estdn agrupadas en el sistema

2 =z cos a1+ y cos 1+ 2 cos v1,
Yy = z cos az + y cos B2 + z cos vs, (6)
2 = Z cos as + y cos Bs + z cos vs.

El sistema (6) es el reciproco del sistema (3) y puede obtenerse
también como una solucién del sistema (3) para 2/, ¥ y 2/ (ver los
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este articulo).

Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente

TEOREMA 11. 8i se hacen girar los ejes coordenados rectangulares
en torno de su origen O como punto fijo de manera que los dngulos
directores de los nuevos ejes X' , Y/ y Z' con respecto a los ejes origi-
nales X, Y y Z sean a1, Pr, y1; as, B, v, ¥ as, Bs, vs, respec-
tivamente , y las coordenadas de un punio cualquiera P del espacio antes
y después de la rotacién son (x, y, z) y (X', ¥y, 7'), respectivamente,
-entonces las ecuaciones de transformacién de las coordenadas originales o
las nuevas son

X =X cos a1+ ¥y’ cos as + 2 cos as,
y = %’ cos B1+ y’ cos Bs + 7 cos Ba,
z = X' c0s y1 + ¥ cos ys + 7’ cos ys,

y las ecuactones de la trensformacién inversa de las coordenadas nuevas
a las originales son

X' = X cos a1 + y cos B1 + 2 cos vy1,
Yy = x co8 az 4y cos B2 + z cos vz,
2/ = X cos as + y cos Bs + 2 cos vs.

NoTAs. 1. El orden de los términos en el primer sistema de ecuaciones
de transformacién puede obtenerse leyendo hacia abajo, y para el segundo sis-
tema, leyendo de izquierda a derecha, en la tabla (1).

2. Los cjes coordenados en el espacio pueden sujetarse a una traslacién
¥ una rotacién, tomadas en cualquier orden. Como las ecuaciones de transfor-
macién para la traslacién y para la rotacién de ejes son relaciones lineales,
podemos demostrar, como en la transformacién de coordenadas en el plano
(nota 1 del teorema 3, Art. 52), que el grado de una ecuacién no se altera por
transformacién de coordenadas en el espacio.
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EJERCICIOS. Grupo 66

1. Demostrar el teorema [0 del Articulo 138.

2. Como resultado de la traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen
O’ (—4, 3, 5). las coordenadas de dos puntos son Py (6, —3, 2) y Ps(—2, 1, 2)
referidos a los nuevos ejes. Hallar las coordenadas de estos puntos referidos a los
ejes originales. Ilustrar los resultados con wna figura.

3. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos P1(—2, 3, 4) y
P3(l, —4, 5) en una traslacién en que ¢l nuevo origen es el punto O/ (2, 2, 7).
Ilustrar los resultados con una figura.

4. Hallar la transformada de 1a ecuacién

x3 4 y3 — 4z3 = 2x + 4y + 24z = 31

de una superficie al trasladar los ejes coordenados al nuevo origen (1, -2, 3).
Construir la superficie y trazar ambos sistemas de ejes.
B6. Resolver el ejercicio 4 por el método de completar cuadrados.

En cada uno de los ejercicios 6-10, por una traslacién de los ejes coordena-
dos, transformar la ecnacién dada de una superficie en otra ecuacién gue ca-
rezca de términos de primer grado. Construir la superficie y trazar ambos
sistemas de ejes.

6. 2x2+43z2416x — 62 4+29 = 0.

7. 9x% 4 4y? 4 3622 — 18x 4 16y =11,

8. x2—=4y3 4227 —6x—8y+8z+9=0.
9. x34+ 3423 -3x+y—6z+4+8=0.
10, y? —3y2 — 2243y —4z = 5.

11. Deducir las ecoaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138.

12. Deducir las tres ecnaciones del sistema (6) del Art. 138.

13. Demostrar que el grado de una ecuacién no se altera por transformacién
de coordenadas en el espacio.

14. Hallar las nuevas coordenadas de un punto Py (6, — 3, 3) cuando los
ejes coordenados son girados de tal. manera que los cosenos directores de los nue-
VoS ejes con respecto a los ejes originales son

l 2z 2. 2 _2 1. 3
3" 3 37 337
Ildstrese con una figura.

15. Si las nuevas coordenadas de un punto P3 son (3, 9, — 6). con refe-
rencia a los ejes girados del ejercicio 14, hillense las coordenadas de P3 con res-
pecto a los ejes originales.

18. Si se hace girar a losejes X y Y un 4ngulo agudo # alrededor del eje Z
como recta fija, demuéstrese que el sistema (3) del Articulo 138 toma la forma

-2
’ 30

W=

xm=x'cosf —~y send, ym=x'sen84 y cosh, z =z,

(Ver el teorema 2 del Art. 51,)
17. Bajo las condiciones del ejercicio 16, demuéstrese gue el sistema (6) del
Articulo 138 toma la forma

x/wmxcos0+ysend, y = —xgenb+ycosh, z/'=z.
(Ver el ejercicio 19 del grupo 21, Art. 51.)
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18. Hallar la transformada de la ecuacién
23x2 — 41y? — 3123 + 48xy — 72xz — 24yz =0

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de
los nuevos ejes con respecto a los originales sean

2 3 6 _6 _2 3. 3 _6 2
7" 7" 7 7' 7' 7 7 7" 7

Construir la superficie.
19, Hallar la transformada de la ecuacién
8x2 4+ 11y2 4+ 822 — 4xy + 8xz + dyz =12

al hacer girar los e jes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los
nuevos ejes con respecto a los originales sean

12 2, 2 _2 1, 2 I
3' 3" 3 3’ 3" 3 3’
Construir la superficie.

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) y a los sistemas (3), (4) v (6)
del Articulo 138.

20. Usando el hecho de que el eje Z/ es perpendicular a ambos ejes X'y Y/
y seleccionando de la tabla (1) los ingulos directores convenientes, demostrar,
por medio del artificio de los niimeros directores (Art. 113), que los cosenos
directores del eje Z '/ estin dados por las relaciones

cos a3 = cos 8 cos Ya — cos 3 cos ¥1.
cos Ba = cos az cos Yy — cos O3 cO8 Y3,

€08 Y3 = ¢O§ &y c08 i3 — cos az cos f1.

21, Anilogamente, como en el ejercicio 20, demostrar que los cosenos direc-
tores del eje X/ estin dados por las relaciones

cos a3 = cos f3 cos Y3 — cos fz cos va,
cos 31 = cos a3 cos ¥3 — cOS Az CO8 Yy,

€Os Y = cOS8 O3 cos Bz — cos g cos B3.

22, Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relacién del sis-
tema (4), demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a la unidad.

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar, por medio de la
regla de Cramer, que la solucién del slstema (3) para x’ estd dada por 1a primera
relacién del sistema (6) .

24, Anilogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la solucién del
sistema (3) para ¢’ y z/ esti dada por las relaciones segunda y tercera, respec-
tivamente, del sistema (6).

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la solucidén del
sistema (6) estd dada por el sistema (3) .
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139. Ecuacién general de segundo grado con tres variables. De
considerable importancia en la Geometria analftica de tres dimensiones
es la ecuacién general de segundo grado con tres variables,

Az? + By* 4+ C2* + Dzy + Ezxz + Fyz
+Gz+ Hy+1z+ K=0, (1)

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A, B, C, D, E
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuacién es de la for-
ma (1), es decir, de segundo grado, se llama, apropiadamente,
superficie cuddrica o simplemente una cuddrica. El estudiante obser-
vard que algunas de las superficies previamente estudiadas son super-
ficies cuAdricas. Por ejemplo, la superficie eaférica es una cuddrica.
También , las superficies cilindrica y cénica cuyas ecuaciones sean de
segundo grado, son cuddricas, tenemos asi el cilindro cuddrico y el cono
cuddrico. De manera semejante, cualquier superficie reglada represen—
tada por una ecuacién de segundo grado se llama cuddrica reglada.

Vamos ahora a llamar la atencién sobre una propiedad importante
de las cuddricas. Supongamos que cortamos la cuddrica (1) por un
plano cualquiera paralelo al plano XY, es decir, el plano z = k, en
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva
de interseccién se obtienen sustituyendo z por k en la ecuaeién (1);
éstas son

Az + By* + Dzy + (Ek 4 G)z
+(Fk+Hy+Cr+Tk+K=0, z=k.

Por nuestro estudio previo de la ecuacién plana general de segundo
grado con dos variables (Capitulo IX), reconocemos esta curva como
una seccién cénica, o una forma limite de una seccién cénica, conte-
nida en ol plano 2 = k. M4s generalmente, podemos demostrar que,
st una superficte cuddrica es cortada por un plano cualquiera, la curva
de interseccion es una seccion cénica o una forma limite de una seccién
cénica. Vemos ahora que nuestra determinacién previa de las secciones
cénicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha en el
Articulo 78, es un caso especial de esta propiedad.

La ecuacién general (1) de una cuédrica ocupa entre las superfi-
cies, en Geometria analitica del espacio, un lugar andlogo al ocupado
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por la ecuacién

A+ Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F=0, (2)

que es la definicién analitica de una seccién c6nica. En el Capitulo IX
hicimos un estudio de la ecuacidn (2) y una clasificacién de los lugares
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geométricos representados por ella. Se puede hacer un estudio seme~
jante de la ecudeidn (1) y una clasificacién de sus lugares geométricos,
pero, evidentemente, para tres variables la discusién es mucho més
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me-
diante una transformacién apropiada de coordenadas, se puede transfor—
mar la ecuacién (1)-de manera que tome una de las dos formas tipo :

(I M2+ Ny* + P2A=R,
(1II) Mz 4+ Ny = Sz.

Las superficies del tipo (I) tienen un centro de simetria, el origen, y
por esto se llaman cuddricas con centro. Las superficies del tipo (II)
no tienen centro de simetria y se llaman, por lo tanto, cuddricas
sin centro.

En la pAgina siguiente se da, en forma de tabla, una clasificacién de
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (I) y (I1I).
La naturaleza de estas superficies dependerd, naturalmente, de los
coeficientes, de los cuales uno o més pueden ser cero. Debe obser-
varse, sin embargo, que el ndmero de tales coeficientes nulos es limi-
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo-
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuacién no se altera por una
transformacién de coordenadas en el espacio.

Por una simple observacién de estas dos tablas vemos que, si uno
o més coeficientes son cero, el lugar geométrico, si existe, estd entre
las superficies que hemos estudiado previamente. Estos lugares geo-
métricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes, dos planos
coincidentes (o un =olo plano), dos planos que se cortan, una sola
recta (una forma limite de un cilindro), y un punto.

Si ningin coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar
geométrico, si existe, es una superficie de la cual no hemos discutido
anteriormente ningin detalle. Estas superficies son las tres cuddricas
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas, y las
dos cuddricas no centrales: los paraboloides eliptico e hiperbélico.

140. Cuédricas con centro. Vamos a considerar ahora las cud-
dricas con centro, representadas por la ecuacién

Mz*+ Ny*+ P2 =R,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton-
ces escribir esta ecuacién en la forma

z? 2 2B
sarpta=l (1)
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Clasificacién de las cuadricas
TIPO (I). Mx2-4 Ny2+ Pz*=R

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
R* M. N, P
Todos positivos Elipsoide
Todos negativos Ningér lugar geométrico
Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una hoja
Uno positivo, dos negativos Hiperboloide de dos hojas
>0 | Uno cero. dos positivos Cilindro eliptico (o circular) recto
Uno cero, dos negativos Ningén lugar geométrico
Uno ceto, nno positivo, uno ne-
gativo Cilindro hiperbélico recto
Dos ceto, uno positivo Dos planos paralelos diferentes
Dos ceto, uno negativo Ningdn lugar geométrico
Todos del mismo signo Un solo punto, el origen
Dos positivos, uno negativo Cono recto
=0 | Uno cero, dos del mismo signo Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado
Uno cero, dos de signos contrariosi Dos planos que se cortan
Dos cero Un plano coordenado (dos planos
coincidentes) .

* Cuapdo R <0, seinvierten Jos signos de los coeficientes M, N y P; los
lugares geométricos correspondientes estarin dados enronces como para R >0.

TIPO (II). Mx2+4 Ny? = Sz

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
S L 2 M. N
Del mismo signo Paraboloide eliptico
>0 | Signosopuestos Paraboloide hiperbélico
Uno cero Cilindro parabélico recto
Del mismo signo Todos los puatos sobre un eje co-
ordenado
= Signos opuestos Dos planos que se cortan
Uno cerc Un plano coordenado (dos planos
coincidentes)

*® Cuando § <0, se invierten los signos de los coeficientes M y N; los
lugares geométricos correspondientes estardn dados entonces como pata § > Q.
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llamada forma canénica de una cuddrica con centro. Como para las
secciones cdénicas, veremos que es més sencillo estudiar las cuddricas a
partir de las formas candnicas de sus ecuaciones. De la ecuacién (1)
se deduce que cada cuddrica con centro tiene tres planos de simetria
(los planos coordenados) llamados planos principales, tres ejes de si-
metria (los ejes coordenados) llamados ejes principales, y un centro
de simetria (el origen) llamado ceniro de la superficie.

Bi todos los coeficientes en la ecuacién (1) son negativos, no hay
lugar geométrico. Por tanto, solamente quedan tres casos por consi-
derar, segin que el nimero de coeficientes positivos sea tres, dos o
uno. Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies :

a) Elipsoide — todos los coeficientes positivos.

b) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno
negativo.

¢) Hiperboloide de dos hojas —un coeficiente positivo, dos ne-
gativos .

a) Elipsoide. La forma canénica de la ecuacién del elip-
soide es

3 2 3
Z+ L+ 5= (2)

Podemos discutir esta ecuacién de acuerdo con los métodos del Ar-
ticulo 129. Las intercepciones con los ejes X, Yy Z son +a, =b
y = ¢, respectivamente. Los seis pun-
tos de interseccién del elipsoide y los ejes
coordenados se llaman vértices. En la
figura 188 se han designado por las
letras A, A’, B, B’ y C, C'. Si
a>b>c, los segmentos AA’, BB y
CC’ se llaman, respectivamente, eje
mayor , eje medio y eje menor del elip-
soide .

Todas las trazas sobre los planos co-

Fig. 188 ordenados son elipses.
La superficie es simétriea con respecto

a todos los planos coordenados, a todos los ejes coordenados, y al
origen. \
Todas las secciones del elipsoide hechas por los planos paralelos a
los coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie, que es
cerrada y estd contenida en su totalidad dentro del paralelepfpedo que
tiene porcaraslosplanos 2= +a, y= b y 2= = ¢,
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Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuacién (2) son igua-
les, la superficie se llama elipsoide de revolucién. En particular, si
a>byc=2>, tenemos el elipsoide alargado, una superficie de revo-

2 2
lucién que se obtiene haciendo girar la elipse % + %,— =1, 2=0, en

torno de su eje mayor. También, si a > b y ¢ = a, tenemos el elip—
soide achatado o esferoide, que es una superficie de revolucién que se

2 2
obtiene haciendo girar la elipse % + %, =1, 2=0, en torno de su

eje menor. Si a = b = ¢, la superficie (2) es una esfera de radio a;
luego , la superficie esférica es un caso especial del elipsoide .

b) Hiperboloide de una hoja. Una forma candénica de la ecuacién
del hiperboloide de una hoja es

z’ 2 22
a’ + gz c’ =1. (3)

Las otras dos formas canénicas son

2 2

ZoLiZary _Ei8 50
Nuestra discusién de la ecuacién (3) servird también para estas dos
dltimas formas, ya que las tres superficies difieren solamente en sus
posiciones con relacién a los ejes coordenados.

Las intercepciones con los ejes X y Y son +=a y = b, respecti-
vamente. No hay intercepciones con el eje Z.

Lasg trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,

2 3 : ]
la elipse 32—+%= 1, z=0, la hipérbola %—’—,=1, y=0,yla

c

hlpérbola % =1, z=0

b!
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de. la superficie por planos paralelos al XY son las
elipses

a,+y 1+c,, 2=k (4)

De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que % aumenta de
valor, estas elipses aumentan de tamafio. Se sigue, ademés, que la
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En
la figura 189 (a) aparece una parte de la superficie, y se dice que se
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable
cuyo coeficiente es negativo en la forma canénica de su ecuacién.

Si en 1a ecuaci6h (3) es a = b, la superficie es un hiperboloide de
revolucién de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

2 2
bola %5—:—,= 1, =0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 2
del Artfculo 136.)

Ny
N

Fig. 189

Vamos a comparar ahora la ecuacién (3) con la ecuacién

22 2 3
%=, (5)

que representa una superficie cénica de segundo grado con eje en el
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5) por el pla-
no y = mz, la curva de interseccién para el hiperboloide (3) es la
hipérbola '

2 2
%+% z’—%=l,y—m:c, (6)

y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan

1 2\ %
(?+Zb!;— x:::%=0,y=m:c. (7)
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las asintotas de la
hipérbola (6). Ademéds, las hipérbolas (6) estin sobre el hiperbo-
loide (3), y las rectas (7) estdn sobre la superficie (5) para todos
los valores de m. Vemos, entonces, que la superficie (5) guarda una
relacién con el hiperboloide (3) andloga 2 la que guardan las asfntotas
con una hipérbola, y que el hiperboloide se aproxima més y més a la
superficie c6nica a medida que ambas superficies se alejan més y més
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintético del
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porcién de
este cono.
Escribamos ahora la ecuacién (3) en la forma

22 22 3

y
FTE=l"

Descomponiendo los dos miembros en factores, resulta :

(249 (-2)-(+3)(-3). o

Ahora es ficil ver que la ecuacién (8) puede obtenerse eliminando el
pardmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas :

2z ¥ z 2 Y

' c k(ll b)’ k(a c) 1 b’ (9)
2 _ +l i_i_’_ =1_3
¢ k(l b)’ k(a c) 1 b (10)

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie
reglada engendrada por una de estas dos familias de rectas. Cada una
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de
segundo orden o regulus del hiperboloide (3). Puede demostrarse que
por cada punto del hiperboloide pasa una y solamente una generatriz
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu-
ra 189(d).

c) Hiperboloide de dos hojas. Una forma candnica de la ecuacién
del hiperboloide de dos hojas es
22 oy 2

?_F_-o?:l' (11)

als o8

Como para el hiperboloide de una hoja, hay otras dos formas canéni-
cas, siendo la discusién de la ecuacién (11) representativa de todas
las formas.
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Las intercepciones con el eje X son = a. No hay intercepciones
conlosejes Y y Z.

Las traza’.s sob’re los planos XY y XZ son, respectivamente, las
2 2

hipérbolas%z- %s 1, z=0y %—c—, =1, y =0. Nohay traza
sobre el plano YZ.
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de esta superficie por pla-
nos paralelos al YZ son las elipses
2 2 2 < .
hte-s-1 ek

siempre que |k| > a. Para k= = a, te-
nemos solamente los dos puntos de inter-
seccién con el eje X, (+a, 0, 0). Para
yalores de k comprendidos en el intervalo
—a<k<a, no hay lugar geométrico.
De esto se sigue que la superficie no es
cerrada sino que estd compuesta de dos
hojas o ramas diferentes que se extienden
indefinidamente. Una poreién de la super—
ficie aparece en la figura 190, en donde los
ejes coordenados han sido colocados de ma~
Fig. 190 nera que el dibujo resulte mds claro. Se
dice que la superficie se extiende a lo largo
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar-
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es
positivo en la forma eandnica de su ecuacién .
Si en la ecuacidn (11) b = c, la superficie es un hiperboloide de
revolucién de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

2 2
bola %;— %—,= 1, 2z=0, en torno del eje X. (Véase el ejemplo 1
del Articulo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene también un cono
asintético. Para la superficie (11), la ecuacién de este cono es
z! y2 z!
d" a0
Unpa porecién del cono aparece en linea de trazos en la figura 190. Para
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacién en su forma canénica es

2 2 2
F-fese 2
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la ecuacién de su cono asintético es

xl 2 zl
StE-a=0

que es el cono asintdtico (5) del hiperboloide de una hoja (3).
Cuando un hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas
tienen un cono asintético comtin, se llaman, apropiadamente, hiper—
boloides conjugados. (Ver el Articulo 68.) Asf, las superficies (3) y
(12) son hiperboloides conjugados.

141. Cuddricas sin centro. En este articulo consideraremos las
cuédricas sin centro representadas por la ecuacién

Mz + Ny* = Sz,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton~
ces escribir esta ecuacién en la forma
. ‘ :

llamada forma ordinaria o canénica de una superficie cuddrica sin
centro. De la ecuacién (1) se deduce que las cuddricas sin centro
tienen dos planos de simetria (los planos YZ y XZ) llamados planos
principales, un eje de simetria (el eje Z) llamado eje principal, pero
ningtin centro de simetrfa .

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la
ecuacién (1), se deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos
diferentes de superficies, a saber :

a) Paraboloides elipticos (aquellos en que los coeficientes de los
términos de segundo grado son del mismo signo) .

b) Paraboloides hiperbdlicos (aquellos en que los eoeficientes de
los términos de segundo grado son de signos contrarios).

a) Paraboloide eliplico. Una forma canénica de la ecuacién del
paraboloide elfiptico es

»I*L

%= cz. (2)

2
Las otras dos formas candnicas son ~Z—: + 7 b’ =cyy ,+

Para cada forma podemos tener dos variaciones segin que ¢ sea posi-
tivo o negativo. Nuestro estudio de la ecuacién (2) serd represen—
tativo de todas las formas.

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con
los ejes coordenados.

Tahmann — 28,
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Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,
‘. 2 2
el origen, la pardbola % =cz, y =10, yla pardbola %—’ =cz, z =0

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y
con respecto al eje Z.

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las
curvas

2 2
%+%=ck, zm k. (3)

Estas curvas son elipses si ¢ y k¥ son del mismo signo ; si ¢ y k tienen
signos contrarios, no hay lugar geométrico. 8i tomamos ¢ como posi-
tivo, k debe ser positivo, y a medida
Z que k aumenta de valor, las elipses (3)
A crecen en tamafio a medida que los pla-
nos de corte se alejan mds y més del
plano XY. Evidentemente, pues, la
superficie no es cerrada sino que se ex-
tiende indefinidamente, alejindose del
plano XY. Se ve f4cilmente que las
Y  secciones de la superficie por planos
paralelos a los planos XZ y YZ son
X" pardbolas cuyos vértices se alejan del
plano XY a medida que se toman los
Fig. 191 planos de corte mis y més lejos de es-

tos planos coordenados.

Una porcién de la superficie, en el caso de ser ¢ positivo, aparece
en la figura 191. 8i c es negativo la superficie est4d en su totalidad
abajo del plano XY . Se dice de cada superficie que se extiende a lo
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eliptico se extiende a lo largo
del eje coordenado correspondiente a la vanable de primer grado en la
forma candnica de su ecuacién.

Si en la ecuacién (2) es a = b, la superficie es un paraboloide
de revoluciéon que puede engendrarse haciendo girar la pardbola
y2
b
ticulo 130.)

____
oh~<___

=¢z, £=0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 1 del Ar-

b) Paraboloide hiperbslico. Una forma canénica de la ecuacién
del paraboloide hiperbélico es S '

ik il _ (4)
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Nuestra discusién de la ecuacién (4) serd representativa de las otras
2 2 2 2 -
dos formas canénicas, %,—-% =cy y %; - % = cz. Hay dos va-
riaciones para cada forma, segiin que ¢ sea positivo o negativo.
La superficie pasa por el origen. No hay otras mtercepclones con
los ejes coordenados.
Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,

lasrectasquesecortani+ =0,2=0,y %—%-0,z=0;

laparébolaf-—cz, y=0,y laparé.bola—=—cz, z=0.

La superficie es simétrica con respecto a los pla.nos YZy XZ y
al eje Z.
Las secciones de la superficie por planos paralelos a, pero no coin-
cidentes con , el plano XY son las hipérbolas
zﬂ 2

?—gb—,=ck, 2=k=0.

Evidentemente, a medida que ¥ crece numéricamente, las ramas de
estas hipérbolas ge alejan méis y mis del eje Z. Por tanto, la superfi-
cie no es cerrada , sino que se extiende indefinidamente .
Las secciones de la superficie por planos paralelos al XZ son las
pardbolas
x'.!

'&"—Cz"'bz’ y=k,

_las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo segin que ¢ sea positivo
o negativo. ‘
Las secciones de la superficie por planos paralelos al ¥YZ son las
pardibolas '
2 k2

F=-—cz+ z=F,

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segiin que ¢ sea positivo
0 negativo.

Una porcién de la superficie aparece en la figura 192(a) para el
caso en que ¢ es negativo. La superficie tiene la forma de una silla
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z. Todo para-
boloide hiperbédlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres-
pondiente a Ja vanable de primer grado en la forma canénica de su
ecuacién,
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Evidentemente, el paraboloide hiperbélico nunca puede ser una
superficie de revolucién. La ecuacién (4) puede escribirse en la forma

23\ (2_2)-
G+ (E-3) -~

de la cual vemos que la ecuacién de la superficie puede obtenerse
eliminando el pardmetro ¥ de cualquiera de las dos siguientes familias
de rectas, o haces alabeados,

Fig. 192

Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el
parabolotde hiperbilico es una superficie reglada engendrada por cualquiera
de los dos haces alabeados. (Véase el ejemplo 2 del Art. 137.) Puede
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbédlico pasa una
y solamente una generatriz de cada haz. Algunas de estas generatrices
aparecen trazadas en la figura 192(d).

EJEROCICIOS. Grupo 67

1. Discutir y representar grificamente cada una de las superficies del ti-
po (I) (Art, 139) cuando uno o mis de los coeficientes son nulos.
2. Dar una discusién completa del elipsoide alargado cuya ecuacién es

£+_y_z+_;_:_ = |, a > b. Construir la superficie.
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3. Dar una discusién completa del elipsoide achatado cuya ecuacién es
x z3
a—’ + F + —a-’— =1, a>b.
Construir la superficie.

En cada uno de los ejercicios 4-7, discutir y construir el elipsoide cuya ecua-
cién se da.

4. %’"‘%""ZT’"' 8. 36x7 4 9y? + 427 = 36.
5. il'+!2:+£;.-l. 7. 4x*+y* +22 —-8x=0.

8. Hallar ¢ identificar la ecuacidén del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los ejes
X y Y essiempre igual a 4. Construir la superficie.

8. En Cilculo infinitesimal se demuestra que el volumen limitado por un
elipsoide es igual a 4¢nqabc, siendo a, b y ¢ los semiejes. Hillese el volumen
limitado por el elipsoide 4x* + 3y* + 223 —8x + 12y + 4 = 0.

10. Dar una discusién completa del hiperboloide de una hoja cuya ecuacién
es 3?' - + Z) 2 1. Construir 1a superficie y su cono asintético.
a b2 " ¢*

11. Dar una discusién completa del hiperboloide de dos hojas cuya ecuacién

x* gyt , 2%

Z. 4+ =_4 1 = 0. Construir la superficie y su cono asintético.
a? b? 2

En cada uno de los ejercicios 12-17, disctase y constriiyase el hiperboloide
cuya ecuacién se da, Constriyase también su cono asintético.

12. £+L2—2_’=l. 14, x3 4 y? — 222 = 4,
174 9 16, x3 4+ y? —2224+6m=0.

18, X2_¥_z_, 16. 2x3 —3y? 4 z3 = 6.

T4 9 © 17, 2x2 —y? 482248 =0.

18. Construir los hiperboloides conjugados que tienen a la superficie
x2 + y2 — z* = 0 por cono asintStico comin.
19. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide

X =4t 222 = 1,

y demostrar que estas rectas se cortan.

20, Hallar la ecuacién del hiperboloide de revolucidén de una hoja engendra-
do por la rotacién de la recta y = 2, z = x, en torno del eje Z. Construir
la superficie. -

21. Hallar la ecuacién candnica de una cuidrica con centro, si la superficie
pasa por el punto (I, 1. — 1) y por la curva 4y2 4+ 2z3 =3, x = 2. Cons-
truir la superficie.

22, Discutir e ilustrar cada una de las superficies del tipo (II) (Art. 139)
cuando uno o dos de los coeficientes son nulos.

28. Dar una discusién completa del paraboloide eliptico cuya ecuacién

2 ] .
es {?+%; = cy. Constiuir la superficie para ¢ > 0 y también para ¢ <0.
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24, Dar una discusién completa del paraboloide hiperbélico cuya ecuacién
2 2
es -52-— 5 = cy. Construir la superficie para ¢ > 0 y también para ¢ <0,
g

En cada uno de los ejercicios 25-30, estudiar y construir el pafaboloid'c cuya
ecuacidén se da.

25, x? 4 2z3 = 4y, 27. 9x3 4 422 4 36y = 0.
26, x?—=y? 4+ 2=0. 28, 4y? +z22+2x = 0.
29, x3 4+ y?—4x—6y— 182413 =0.

80, x?—y?—-2x+4y+z—-6=0.

31, Hallar las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del paraboloide
hiperbélico x3 — y? = 4z, y demostrar que estas rectas se cortan.

32. Hallar la ecuacién canénica de una cuidrica sin centro, si la superficie
se extiende a lo largo del eje Z y pasa por los puntos (2, 1, 1) vy (4. 3, —1).
Construir la saperficie.

33. Lasdos superflcus == Y1y v _ .—-’-s 1 se llaman cilindros hi-
b3 b? g

perbélicos conjugados. Demostrar que ambas superficies son asintéticas a los

planos que se cortan X +% =0y X~ %= 0. Estos planos se llaman,
a a

apropiadamente, planos asintéticos comunes de los cilindros. Constriyanse los
cilindros y sus planos asintéticos.
3 3
84. Demostrar que el paraboloide hiperbélico _x_’ - -l% = ¢z es asintdtico
a
alos planos que se cortan X 4 % =0y X_ % = 0. Estos planos son lla- .
a a

mados, apropiadamente, planos asintéticos. Constriiyase la superficie y sus
planos asintéticos.
35. Demostrar que las rectas de cada haz alabeado del paraboloide hiperbé-
2 3
lico _x_z "%i = ¢z son paralelas a cualquiera de sus planos asintdticos (ejer-
a

cicio 34).

Los ejercicios 36-39 se refieren al sistema de cuddricas con centro
xi vﬁ Z’ = l 5
a’+h+b’+k+c’+k ) ®)
en donde ¢ > b > ¢ > 0 y el parimetro k puede tomar todos los valores reales
excepto — g3, — b3, — (3, y cualquier valor menor que — a2. Este sistema es
anilogo al sistema de cénicas con centro (homofocales) discutido en el Art. 77.

36. Para k > — ¢?, demuéstrese que la ecnacién (5) representa un sistema
de elipsoides cuyas trazas sobre el plano XY son todas elipses que tienen los fo-
cos comunes (+ v/ a7 - 5%, 0, 0).

37. Para — b% < k < — ¢3%, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un
sistema de hiperboloides de una hojacayas trazas sobre el plano XY son todas
elipses que tienen los focos comunes (=l= Ve = bt y 0. 0).

88. Para — q® < A < — b2, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un
sistema de hiperboloides de dos hojas cuyas trazas sobre el plano XY son todu
hipérbolas que tienen los focos comunes (= v/ a® — b2, 0, 0).
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89. Los resultados de los ejercicios 36-38 muestran que las trazas del siste-
ma (5) sobre el plano XY, para todos los valores permisibles de'k, son cdnicas
homofocales (Art. 77). Demuéstrese que se verifican resultados semejantes
pata las trazas sobre el plano XZ y también para las trazas sobre el plano YZ
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna
traza sobre el plano Y Z para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta
propiedad, se dice que la ecuacién (5) representa un sistema de cuddricas homo-
focales. ,

40, Establecer y demostrar un resultado anilogo al del ejercicio 39 para el
sistema de cuddricas sin centro

x3 g9
al+ k& +b’+l¢

=2z + k,

las cuales, por esto, se llaman paraboloides homofocales.



CAPITULO XVII
CURVAS EN EL ESPACIO

142. Introduecién. En e Capifulo XV hicimos un estudio de la
recta en el espacio. En este capitulo extenderemos nuestro estudio al
problema méis general de la investigacién de cuslquier curva en el
espacio. Vimos que una recta en el espacio estd representads analfti-
camente por dos ecuaciones independientes, que son las ecuaciones de
dos planos diferentes cualesquiera que pasen por la recta. Andloga—
mente, unz curva en ¢l espacio puede representarse analiticamente
por dos ecuaciones independientes, las ecusciones de dog superficies
diferentes cualesquiera que pasen por la curva, Segln esto, vamos a
eatablecer la siguients )

DErFINICION. La totalidad de los puntos, y solamente de aquellos
puntos, cuyas coordenadas satizfacen simuliineamente does ecuaciones
rectanguiares independientes se llama curva del espacio,

Geométricemente , une curva del espacio es la interseccién de las
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la
definen.

Si todos los puntos de una curva en el espacio estdn en un plano,
se llame curva plang; en caso contrario, se llama curve alabeada.

El estudiante debe observar que un par de ecuaciones rectangulares
no representan necesgriamente una curva del espacio. Asf, lag ecua-
ciones Z?+y* +2°=4 y 2* 4+ y* + 2 = 9 no representan una cur~
va, porgue, analiticamente, estas dos ecuaciones no tienen ninguna
solucién comiin, y geométricamente, como representan dos esferas
conoéntrieas, no hay curva de interseccidn, También, st dos superfi-
cies tienen solaments un punto en comiin, no consideraremos que
definen una ourve en el espacio.

So anoté previamente {(Art. 123) que Ias eouaciones que definen
una reota en el espacio no son dnicas, ¥y que una recta puede repre—
sentarse analfticamente por las ecuaciores de dos planos diferentes
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante
concepto se aplica a las curvas del espacio en general .

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter-
secei6n de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim-
bélica, pueden escribirse brevemente

u=0, v=0. (1)
Con estas ecuaciones formemos la ecuacién
u+ky =0, (2)

en la que k es una constante o parimetro que puede tomar todos los
valores reales. Evidentemente, si la ecuacién (2) representa un lugar
geométrico, se trata de una superficie (Art. 128). En particular,
cualquier solucién comin de ambas ecuaciones (1) es también una
solucién de la ecuacién (2). Por tanto, para cada valor del parime-
tro k, la ecuacién (2) representa una superficie que pasa por la
curva (1). (Véase Art. 77.) Este concepto es de tal importancia en
la teorfa de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del
siguiente

TeorEMA. Para {odos los valores del pardmetro k, la ecuacién
u+t+kv=20

representa una familia de superficies cada una de las cuales pasa por la
curva
u=0, v=0.

La importancia del teorema anterior esti en el hecho de que a
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espaecio frecuentemente
es posible obtener un par de ecuaciones mds simples o mds ttiles que
la definan. Tendremos ocasién de usar este hecho més adelante (Ar-
ticulo 145).

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se
limitard solamente a su construccién. La investigacién y determina-
cién de las propiedades de la curva general del espacio requiere méto-
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental
de Geometria analitica .

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio
de la construccién de las curvas del espacio considerando el caso m4s
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos
paralelos a un plano coordenado. Asf, las ecuaciones

?tyi=4, 2=2

representan una circunferencia contenida en el plano z=2. Esta
curva puede considerarse también como la interseccién de la superficie
del cilindro circular recto z? + y* = 4 con el plano z = 2. Evidente-
mente, las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los métodos
de la Geometria analitica plana.

Vamos a considerar la construccién de una curva contenida en un
plano no paralelo a, ni coincidente con, un plano coordenado. Sea C
dicha curva, y considerémosla definida como la interseccién de una
superficie curva S y un plano 8. Para construir C debemos obtener
un medio para determinar la localizacién de cualquier punto de la
curva. Esto puede hacerse trazando primero un plano, digamos &,
paralelo a uno de los planos coordenados y tal que corte a . El plano
8’ cortard a S en una curva, digamos C’/, y a 3 en una recta, diga-
mos I/, La interseccién de C’/ y 1’ es, evidentemente , un punto de
la curva C.

Ejemplo. Construir aquella porcién de la carva
C: x2~4y? —42244=0, x=y )

que esti en el primer octante. -
Solucién. La primera ecuacién representa un hiperboloide de revolucién §
de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un
plano 8 perpendicular al XY y que
pasa por el eje Z. En la figura 193 apa-
recen las porciones de estas superficies
que estin en el primer octante.
Lainterseccién de S con el eje Z es
el punto A, que, por tanto, estd tam-
bién sobre 8. Luego A es un punto de
la curva C: sus coordenadas se encuen-
tran ficilmente y son (0, 0, 1). Las
trazas de § y & sobre el plano XY son,
réspectivamente, la hipérbola

zZ

ylazecta x =y, z = 0Q; su interseccién

B(%v3,%+vV3,0)

es también un punto C.
Para localizar cualquier otro punto
Fig. 193 de C, consideremos un plano & paralelo
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al plano YZ; este plano cortaa § en C’/, que es un cuadraate de circunferencia,
y a O en I/ que es una recta paralela al eje Z. La interseccién de C/ y I/ es un
punto P de C. Anilogamente, considerando otros planos paralelos al YZ,
podemos obtener puntos adicionales de 1a curva C, que aparece en linea gruesa
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, serid intere-
sante para el estudiante el construir la curva completa.

144. Curva de interseccién de las superficies de dos cilindros rectos.
Vamos a considerar ahora el problema de la construccién de la curva
de interseccién de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema
es importante porque es muy itil en la construccién de cualquier curva
del espacio, como veremos en los dos articulos siguientes.

El tipo de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta,
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La
curva de interseccidén de tales superficies cilindricas puede obtenerse por
el método explicado en el Artfculo 143. En efecto, se puede trazar un
plano paralelo a uno de los planos coordenados y tal que pase por una
generatriz de cada cilindro, la interseccién de las dos generatrices es
un punto de la curva de interseccién .

Ejemplo. Construir la curva de interseccién de las superficies cilindricas
x34-2z3=1 y y? =4x.

Solucién., La primera ecuacién (teorema 6, Art. 133) representa la super-
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pla-
no XZ. Lasegunda ecuacién repre-
senta la superficie de un cilindro pa- z
rabdlico recto cuyas generatrices son
perpendiculares al plano XY. Por
simplicidad, vamos a trazar sola- (0.0.1) yi=4x
mente aquella porcién de la curva de

. . s . . HIN P
interseccién que esti en el primer
octante. El resto de la curva puede  z°+2%=1 H !
obte.nerse después por consideraciones l : :lz
de simetria. 10} 1
Las partes de los dos cilindros que {// =T Y
estin en el primer octante aparecen L’ TETEFTTTTUUN
en la figura 194, Evidentemente, los =
& P4 B(1,2,0

puntos A(0, 0, 1) y B(l, 2, 0)
estan sobre la curva de interseccién.
Para obtener cualesquier otro punto Fig. 194

de la curva, bacemos pasar un pla-

no § paralelo al plano YZ y que corta al cilindro x? 4 22 = 1 en la genera-
triz I, paralelaaleje Y, yal cilindro y2? = 4x en la generatriz I2 paralela al eje Z.
La interseccién de I, y I3 es entonces un punto P de la curva de interseccién.
Anilogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva, la
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva
puede trazarse ficilmente por consideraciones de simetria.




444 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO
EJERCICIOS. Grupo 88

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de interseccién de
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan.

1. 34 ¢?422=16 z=2. 8., 6x3-=3y?+2z9=6, 2x=z.
2. 2P+ y*+229=4, y=1. 7. x34+z-4=0, y =3z
3. 3,:2_.2,,’:_2::-6-0. x=3. 8. x24yt4zt =4, xty=1.
;. iaii:tf' =y9=":-2x. 9. y?’+2'=1, x+4+z=1.
10, x3 —4y? —4z3 =0, 3x 42y =6.
11, x3 4 y3 =4, x+y-—-z=0.
12, x34y?+2?=9, x+y+z=4.

En cada uno de los ejercicios 13-25, construir la curva de interseccién de las
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan.

13, x¥34y¥i=], x3423=1. 20, y?4+x =4, y*—~4z=0.
14. y? 4 23=4, x? 4 y? =4, 21, x¥?4z¥al, 3Jx¥4y?=ll,
15. x*+ 23 =4, x?=y. 22, x34yl—4y=0, y?+49z3=9,
16, x3 4 y? =4, y* 4z =4, 28, x¥ 4 zh =2, y*4zm4,
17, x34z =3, y?*+4+z3 =9, 24, y=x3, 4y?+4 z? = 4.

18, y? 4+ x=4, y24z =4, 25, yK+z¥ =1, x24z=1.

19. 24 x=3, x34z=9,

145, Cilindros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo—
rema del Artfculo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi-
cies diferentes que con su interseccién definen a una curva del espacio.
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy dtil en la
construceién de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio—
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio,
tales, que cada combinacién carezca , respectivamente, de una de las
tres variables £, y y z. Este proceso consiste evidentemente en
la eliminacién sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que
definen la curva. Como cada una de las ecuaciones resultantes earece
de una variable, se sigue, por el teorema 6 del Artfculo 133, que cada
ecuacién representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices
son perpendiculares al plano coordenado en que no se mide esa varia-
ble. Ademéds, como cada superficie cilindrica tiene a la curva del
espacio como directriz, se les llama, apropiadamente, cilindros pro-
yectantes de la curva.

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se acostumbra, en
consecuencia , hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el
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plano XY, sobre el plano XZ y sobre el plano YZ. Dos cualesquiera
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la
curva del espacio. Vemos, ademds, que los planos proyectantes de
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros
proyectantes de cualquier curva del espacio.

Ejemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de
12 curva cuyas ecuaciones son

2x2 4+ y3 4527 = 22, 2% — g+ 422 = 14, (n

8olucién. Si eliminamos sucesivamente las variables x, y y z entre las dos
ecuaciones de 1a cnrva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones

2934 z2 = 8, 2
4x2 4 9z2 = 30, 3)
Oy2 — 2x2 = 18, 4)

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan los cilindros proyectantes de la
curva (1) sobrelos planos YZ, XZ y XY, respectivamente. Las dos primeras
superficies son cilindros elipticos; la tercera es un cilindro hiperbdlico.

La curva puede considerarse ya sea como la interseccién de las superficies re-
presentadas por las ecuaciones (1), un elipsoide y un hiperboloide de una hoja,
respectivamente, o como la interseccién de dos cnalesquiera de sus tres cilindros
proyectantes (2), (3) y (4). Es muy interesante el ejercicio de construir la
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Asi se verd la gran
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problema serd
estudiado en el siguiente articulo.

Examinemos ahora la curva de interseccién de las dos superficies de los dos
cilindros circulares rectos ’

x3 4 y3 = 4, )
y?+z2 = 4, ©)

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el método
del ejemplo anterior y determinamos la ecuacidn del tercer cilindro proyectante,
eliminando 1a variable ¢ entre las ecnaciones (5) y (6), obtenemos la ecuacién

x2— z3 =0, ()

cuyo lugar geométrico consta de los planos x +z = 0 y x — z = 0. Por tanto,
la interseccidén consta de dos curvas planas, una contenida en el plano x4+ z =0
y la otra en el plano x — z = 0. Vemos aqui otra ventaja de determinar los
cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos
conduce a descubrir el hecho de que la interseccién consta de dos curvas planas.
Es muy instructivo el construir las curvas como 1a interseccién de cada uno de
los planos (7) con cualquiera de los cilindros (5) y (6) y comparar entonces
esta construccién con 1a nsada en la solucién del ejercicio 14 del grupo 68, Ar-
ticulo 144,
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146. Construccién de las curvas del espacio. En este articulo
vamos a hacer un breve resumen de los métodos que pueden emplearse
en la construccién de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones
que la definen. Si una de las ecuaciones de una curva representa un
plano, la curva es una curva plana y puede construirse como se discu—
tié en el Artfculo 143. Si ambas ecuaciones de una curva representan
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coor—
denado, la curva puede construirse como se bosquejé en el Articu-
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo
ninguno de estos dos casos, procedemos como se indicé en el Articu-
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec-
tantes y construir entonces la curva como interseccién de dos cuales-
quiera de estos cilindros. El proceso en este tltimo caso consiste en
reducir el problema a uno de los dos primeros casos.

Ejemplo 1. Construir Ia curva
x3 4+ 2y2 432227 =0, x2~—2y2—2z2 49 =0, 1)

por medio de sus cilindros proyectantes.

.y

Fig. 195

Solucién. Eliminando una variable sucesivamente entre {as ecuaciones (1),.
obtenemos las tres ecnaciones

¢ +zi=9, W
x+27 =9, e
x3 -y =0 (4)

El lugar géométrico de 1a ecuacién (4) consta de los dos pl&nbs
x+y=0y x—y=0;

por tanto, la interseccién de las superficies (1) consta de dos curvas planas..
Una porc¢ién de cada una de estas cnrvas aparece en la figura 195. La porcién
APB de una curva esta enel plano x — y = 0; el método de construir cualquier
punto P de esta curva como interseccién del plano x — y = 0 y el cilindro (2)
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estid indicado por medio de un plano paralelo al plano XZ. La porcién AP'C
de la otra curva esti en el plano x + y = 0; el método para construir cualquier
punto P/ de esta curva como interseccidén del plano x + y = 0 y el cilindro (3)
estd indicado por medio de un plano paralelo al YZ. Las curvas pueden comple-
tarse ficilmente por consideraciones de simetria.

Podemos, por supuesto, de una manera semejante, obtener también la por-
cié6n APB como interseccién del plano x —y =0 y el cilindro (3), y la porcién
AP/C como interseccién del plano x + y = 0 y el cilindro (2). El estudiante
debe también construir estas curvas como interseccién de los cilindros proyec-
tantes (2) vy (3).

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porcién
de la curva

x34+2y34+2—-10=0, x?—-y3-224+8=0, )
que esti en el primer octante.

8olucién. Se encuentra ficilmente que los cllmdros proyectantes son

x4+ y? =4, A 6)
x?—z4+2=0, )
y*+z=06 ®)

La porcién deseada de curva, APB, puede obtenerse como interseccién de los
cilindros (6) y (8). y asi aparece trazada en la figura 196. Como se indicé,

v

X

Fig. 196

cualquier punto P de la curva puede obtenetse por medio de un plano paralelo
al plano XZ.

El estudiante debe construir }a curva como interseccién de los cxhndros
) v (7)., vy también como interseccién de los cilindros (7) y (8). Después, .
debe comparar estas construcciones de la curva (5) con su construccién como
interseccién del paraboloide eliptico y del pataboloide hiperbélico dados.
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EJB_BCICIOB. Grupo 69

En cada uno de los ejercicios 1-15, héillense e identifiquense las ecuaciones de
los tres cilindros proyectantes de la curva cuyas ecuaciones se dan. Después
constriiyase la curva como la interseccién de dos cualesquiera de los cilindros
proyectantes.

1, x34+2y3 423 m2, x3—yt—22241=0.

e X2+ y?+ 234z =12, 3x2—y?—2%343z2=0.

e dx3 4yt 4z m7, WI 4 y?t— 2341 =0.

x3 =3y ~3x+z=0, x4+ y?+x+z=12.
2x3 4324 z= 12, 2x3—y?—-3z244=0,

6. 3yl Fx+2z =12, y'—x 42z =4

7. y*+ 423 —3x =4, y?— 224 2x =4,

8., x2+4+2y?4+922 —4y =9, 2x34 y2 —9z2 -8y +9=0.
9, x2+2y2 428 ~4zm4, x3 ~ y?—2z3 48z =4,
10, x? ~y34+8z4+4y=0, 2x2 4 y2+4z -4y =0.
11, 3x3 4+ 2y2 423 =4, x3—-2y2+42z2=0,

12, 2x3 —y? — 23+ 1 =0, 2x2 42y 422 =5,

13. 2+ xy+2z23m2, x2—2xy+2z2+1=0.

14, x3—y?+ 4z =0, x¥+ y3~-8x+4z=0.

15, 234+ x?4z22—y=1, 23 —2x3 =222 —y+4+2=0.

.UI?WIO

18. Construir la curva cuyas ecuaciones son x% + y% = 4, x% + z% =4,
17. Construir aquella porcién de 1a curva
Rty t2=1 x +y =1,

que estd ¢n el primer octante.

18. Construir aquella porcién de la superficie x% 4 y2 = | comprendida
entre los planos z =0 y z = 2, y entrelosplanos y = x y y = 2x.

19, Construir aquella porcidén de la superficie x2 + z? = 4 comprendida
entre los planos y = z y y = 2z

20. Construir aquella porcién de la superficie x2 4 y2 + z3 = 4 intercep-
tada por la seperficie x3 4 y? — 2y = 0.

147. Ecuaciones paramétricas de una curva del espacio. En el
Capfitulo XI estudiamos la representacién paramétrica de una curva
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacioc de
manera que las coordenadas (z, ¥, z) de cualquier punto de la curva
estén expresadas como una funcién de una cuarta variable o pard-
metro. Asi, las ecuaciones paramétricas de una curva del espacio
pueden escribirse en la forma

z=fi(t), y=rL:(t), z=fi(t),

en donde, para cada valor asignado al pardmetro ¢, las coordenadas
de un punto de la curva quedan determinadas. Hemos visto ya una
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ilustracién de tal representacién paramétrica de una curva del espacio
para la linea recta (véase el teorema 3 del Articulo 124).

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones paramétricas de una
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89).
Podemos anotar aquf que, en el estudio de las curvas del espacio por
los métodos de la Geometria diferencial, se emplea casi exclusivamente
la representacién paramétrica .

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec—
tangular, las coordenadas de los puntos de interseccidn con una super-
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan
sencillo como el método empleado en el siguiente ejemplo cuando la
curva est4 representada paramétricamente.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los puixtos de intersecciéﬁ de la curva

x=t g=t z=2-10, 6}
y la superficie
x3 4 y2 = 2z, )

Solucién. Las coordenadas de un punto de interseccién de la curva (1) v
la saperficie (2) deben satisfacer las ecmaciones de la curva y la superficie. Las
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del parimetro ¢;
este valor de ¢ puede obtenerse sustituyendo los valores de x, y y z de (1) en
la ecuacién (2). Esto nos da la ecuacién

Ptz =27-0,

cuyas soluciones se hallan ficilmente y son ¢t = =1, Sustituyendo estos valores
de t en las ecuaciones (1), obtenemos (1, 1, 1) y (-1, — 1, 1) como coor-
denadas de los puntos de interseccién.

Si se dan lag ecuaciones de una curva del espacio en una forma
paramétrica, podemos construir la curva por dos métodos. De las
ecuaciones paramétricas podemos determinar las coordenadas de algu-
nos puntos de la curva, y trazando un ntmero suficiente de estos
puntos se puede obtener una gréfica adecuada. Por otra parte, elimi-
nando el parimetro, obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la
curva, que puede construirse como se discutié previamente.

Se observé anteriormente que para algunas curvas planas, como la
cicloide (Art. 93), la representacién paramétrica es méds conveniente
que la representacién rectangular. Andlogamente, para algunas cur—
vas del espacio, como la hélice, que estudiamos a continuacién, la
representacién paramétrica tiene ciertas ventaJas sobre la represen—
tacién rectangular. '

1ebmann — 29,
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Ejemplo 2. Hallar una representacién paramétrica de una hélice circular,
definida como el lugar geométrico de un punto que se mueve sobre la superficie
de un cilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede-
dor del eje del cilindro sigue avanzando en la direccién del mismo, de modo que
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente propcr-
cional al 4ngulo que describe alrededor de dicho eje.

Solucién. Supongamos que la ecuacién del cilindro circular es

x3 4 y? = q?, ‘ 3)

y sea Po (fig. 197), interseccién de este cilindro y la parte positiva del eje X,
un punto de la hélice. Sea P(x, y. z) un punto
zZ cualquiera de la hélice. Vamos a tomar como pari-
A metro el dngulo # que describe el punto P en torno
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como Py es un
punto de la hélice. el ingulo # se mediri en sentido
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi-
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X.
Evidentemente, de la figura, las coordenadas
xy yde P son acosd y asen @, respectivamente.
Por la definicién de hélice, la coordenada z es direc-
tamente proporcional a 8. Por tanto, si k>0 repre-
senta el factor de proporcionalidad. la coordenada z
estd dada por k8. De acuerdo con esto, las ecuacio-
nes paramétricas de la hélice son

x=acosh, y=asend, z= ko, (R>0). (4)

Una porcién de 1a hélice aparece en 1a figura 197.
Representa la forma de la rosca a 1a derecha de un
Fig. 197 tornillo. Por las ecuaciones paramétricas (4), ve-
mos que [a hélice estd arriba o abajo del plano XY

segin que 0 sea positivo o megativo.

BEJERCICIOS. Grupo 70

1. Hallar las coordenadas del punto de interseccién de 1a recta
x=1 y=3—1t, z=4-7,

yel plano 5x +4y =2z = 7,
2. Hallar las coordenadas del punto de interseccidon de la recta

x=t—2, y=t+5 z=t4+1,

yelplano 2x — 3y +7z 4 12 = 0.
3. Hallar las coordenadas de los puntos de mtersecclén de la recta

x=4t, y=t+4, z=3t+46,

y la esfera x? + y2 4 z% —dx — 2y — 44 = 0,
4. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccién de 1a curva

x =2cosf, y=2send, z =2send,

y la superficie x3 — y3 4 z? = 4.
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6. Construir la curva y la saperficie del ejemplo 1, Articulo 147, y hallar
asi sus puntos de interseccién geométricamente.
6. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccién de la curva

x=1 y=1t3 2z =3

y la superficie x3 4+ 2y — z = 2.

7. Demostrar que las férmulas relativas a las coordenadas del punto que
divide a un segmento dado en el espacio (teorema 2, Art. 109) en una razén
dada, pueden usarse como ecuaciones paramétricas de una linea recta con la
razén r como parimetro.

En cada uno de los ejercicios 8-20, constriiyase la curva cuyas ecuaciones
paramétricas se dan.

8. x=t4+2 y=m2t—4, z=] -4,
9, x=—2t—3, y=t+5 z=4t-7.
10, x=12t, y=4t2, z=1.

11, x =cosf, y =cos?28, z = send.

12, x =4 sen?d, y=12cos8, z =12 sen 4.
13, x=¢t, y=1¢t, z=1-—13

14. x = sen3d, y = sen @ cosf, z = cosé.
16, x=1t¢, y =2t 2z =33,

16, x=send, y=csch, 2z =coséb.

17. x =2sen%t, y=sen2t, z=2cost.
18. x =¢. y-e_‘. z =t

19. x =2cos8, y=2zsnd, z =24,
20, x=cos8, y=2send, z =234,

148. Construccién de volimenes. Por volumen entendemos una
poreidén del espacio limitada por una o més superficies. Si un volumen
estd limitado por una sola superficie, tal como un elipsoide, dicho
volumen puede representarse geométricamente por la cobstruccién
de esa superficie (Art. 130). Si un volumen estd limitado por dos o
més superficies, la construccién de ese volumen requiere la construc~
cién de cada una de las superficies que lo forman y de sus curvas de
interseccién (Art. 146). En este artfculo vamos a considerar la cons-
truceién de volimenes de este Gltimo tipo.

Ejemplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las
superficies

x4+ y?=m4 y x+y—-z=0,
Solucién. El volumen que se desea estd limitado por la superficie del cilin-

dro circular recto x? 4 y? = 4, el plano x + y — z = 0, y los planos coorde-
nados x =0, y =0, z =0, Construimos primero una parte del cilindro en
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el primer octante. El plano x + y — z = {0 pasa por el origen y se puede cons-
truir por medio de sus trazas sobre los planos XZ y YZ. Luego construimosla
curva de interseccién de este plano y el cilindro; para obtener cualquier punto P
de esta curva, empleando un plano de corte paralelo al plano XZ, lo hacemos
como lo indica la figura 198. El contorno del volumen aparece en la linea llena.

Fig. 198

Ejemplo 2. Construir el volumen limitado por las superficies x3+2y =4,
y=3z, x—y+1=0,x=01y z =0,y queests a 1a izquierda del plano
x —y + 1 =0 enel primer octante.

S8olucién. La porciéon de la curva de interseccidn del cilindro parabdlico
recto x2+4+ 2y =4 y el plano 2y = 3z que estd en cl primer octante aparece

marcada en 1a figura 199 por el arco AB. El plano x —y+4 1 =0 corta al
arco AB en el punto D, al cilindro en la generatriz CD, al plano 2y = 3z en
la recta DE y al eje Y en el punto F. Entonces el volumen requerido, que
aparece en linea gruesa, estd limitado por las porciones ACD del cilindro,
AOED del plano 2y = 3z, CDEF del plano x -y + 1 =0, OFEF del pla-
no x= 0 y AOFC del plano z =0,
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El estudiante observari que las coordenadas de algunos puntos de la figura
han sido indicadas. Como prictica se le recomienda que calcule 1as coordenadas
de tales puntos. Las coordenadas no sirven solamente para construir la figura.
sino también algunas de ellas se requieren para el cilculo del volumen.

BJERCICIOS. Grupo 71

En los siguientes ejercicios el estudiante debe identificar todas las superficies
cuyas ecuaciones se dan,

1. Construir el volumen limitado por las superficies
x34+y3=2z y z=2,
2. Construir el volumen limitado por las superficies
x3—=2y3 4323 =6, y=0y y=2,
8. Construir el volumen limitado por las superficies
x34+y?—21=0, z=1y z=3,

4. Construir el mis pequefio de los dos volimenes limitados por las supet-
ficies x3 — y3 4+ 29=0, y=2x, y=3 y z =0.

6. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x342y3~22m(, ymx, x=0y z =4,

6. Construir la cufia en el primer octante formada por las superficies
x34+2y3 =4, ymx, x=0, 2=0y z =3,

7. Construir el volumen interior a la superficie x? 4+ y3 = 8 y exterior a
la superficie x? 4+ y2 — 23 = 4.

8. Construir el volumen comprendido entre las superficies

x4yt —-27=0 vy x3+y?+2¥=4,

9. Construir el volumen exterior a la superficie x? — y® + z? = 0 e inte-

rior a 12 superficie x? 4 y? 4 z2 = 9.

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x4 ytm3z y x34y? =4,

11. Construir el volumen interior a la superficie y? + z2 = 2x y exterior
a la superficie x3 - y? —z? = 0,

12. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
2x3 ~ y? 4+ 223 =0y y? 4+ 27 =1, ]

18. Construir el volumen interior a 12 superficie x3 + y? 4 z? = 4 y exte-
rior a la superficie x3 — y? 4+ z3 = |,

14. Construir el méis pequeiio de los dos volimenes limitados por las super-
ficies 4x* 4+ 3y? m z, y=1y z =35, .

18. Construir 1a cufia en el primer octante formada por las superficies
x4+ —2z23m0, y=x, y=0y z=2,

16. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x? -yt -2 =0y x+y=2.

17. Construir el volumen limitado por las superficies x3 4+ y? =9, y = 2
yz=0.



454 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

18. Construir 1a cuiia formada por las superficies
x2+y?=4, z=x y z =3x,

que estd enfrente del plano YZ.

19. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
v +2?=2y x3422=2.

20. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
yv+z=1y x34+y=1.

2%, Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x34+y—4=0y z=x,

22. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y*+z2=4y y?=x.

23. Construirel volumen en el primer octante limitado por las superficies
34+ yd=z vy x+2y=2.

24. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y?+z=1y y?=x,

25. Un triingulo equilitero de tamafio variable se mueve paralelamente
al plano XZ y de tal manera que su base es siempre una cuerda de la curva
4x? 4+ y? =4, z = 0. Construir ¢l volumen generado.

26, Construir el volumen limitado por las superficies

YBtx=2 z=2x y x =2z

27. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
234+ x—-2=0y 2x +y = 4. ,

28. Construir el volumen en el primer octante exterior a la superficie
x3 4 y? = 2z e interior a la superficie x2 4 y2 — 4y = 0.

29. Construir el volumen limitado por las superficies

x?=y, y=2z, x=0, y=4y z=0.

30. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x?4y?=4 z=2x, y=0y z=0.
31. Construir el volumen limitado por las superficies

x¥+y%=2 y+z=4 x=0 y=0y z=0.

32. Un cilindro circular recto de altura A y radio r es cortado por un
plano que pasa por un didmetro de una de sus bases y que es tangente a la otra
base. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del plano. Construir
el volumen de la porcién méis pequedia de las dos en que queda dividido el
cilindro.

33, Construir el volumen limitado por las superficies

y?+z=9, y=x., x=0y z=0, k
34. Construir el volumen limitado por las superficies
x*+4y*+z=4 x+4+2y=2 x=0, y=0y z=0.
36. Construirel Qolumen limitado por las superficies

x24+y?+22=4, x+z=2y y=0.
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36. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y3i4+2z2=4y y*4 z3 = 2x.
37. Construir el volumen comiin a las superficies

x4yt t2i=4 5y x4 y¢? -2y =0.
38. Construir el volumen limitado por las superficies
y?+x=4, y=2x, z=2y, x=0y z=0,
39. Construir el volumen limitado por las superficies
x3-8y=0, y=2x, y+2z=4 y z=0.
40. Construir el volumen limitado por las superficies

2 +x—2=0, x=y, y=1, x=0y z =0.



APENDICE 1

LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFINICIONES

Y TEOREMAS

A. GEOMETRIA

Las férmulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas:

a, b, ¢ = lados de un tridngulo. h = altura.
8 = gemiperimetro = Y4 (a + b+ ¢). K = 4rea.
b = base. r = radio del cfrculo.
b1, b: = bases de un trapecio. 8 = arco de circunferen-

C = longitud de la circunferencia . cia.

1. Tridngulo. K= Xbh; K=V s(s—a) (8 —b)(s8—c)

2. Paralelogramo. K = bh.

3. Trapeclo. K= Y% (bi+ b)h.

4. Circulo, C = 2nr; K = nr?.

5. Sector circular. K = % sr.

Las férmulas 6-10 se refieren a cuerpos geométricos. En ellas:

B = 4rea de la base. S = 4rea lateral.

h = altura. = 4rea de la esfera.
r = radio. T = érea total.

8 = lado. V = volumen.

Prisma. V = Bh.

Pirdmide. V = )4 Bh.

Cilindro circular recto. S=2xrh; T =2xr(h+r); V = arih.
Cono circular recto. S =nrs; T =nr(s+r); V = Ynrh,
Esfera. S = 4xr*; V = %nrt,
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B. ALGEBRA

1. La divisién por cero es una operacién excluida .

2. Si el producto de dos o més cantidades es igual a cero, uno de
los factores, por lo menos, debe ser igual a cero.

3. Ecuacién de segundo grado. La ecuacién cuadrética

ar*4-bz+c=0, a0,
tiene las rafces
— b=+ b —4ac
2a ’

en donde D = b? — 4ac se llama discriminante. Si a, b y ¢ son todos
nimeros reales, estas raices son reales e iguales si D = 0; reales y
desiguales si D > 0; complejas conjugadas si D < 0.

Suma de las rafces = — %; producto de las rajces = %.

4, Logaritmos. Definicién. 8i N, 2 y b son tres cantidades
ligadas por la relacién :

N=b, b>0, b=1,
entonces el exponente z se llama logaritmo de N en la base b, y escri-
bimos la relacién equivalente
z=logs N.
El logaritmo de un nidmero negativo no existe en el sistema de
ntimeros reales ; el logaritmo de cero es indefinido .

8i M y N son dos niimeros positivos, las tres siguientes relaciones
son verdaderas ;

logs (MN) = logs M + logs N, logs (%) =logs M — logs N,

logs (M)* = n logy M, siendo n un ntimero real.

Debe anotarse también las siguiéntes relaciones :

logry 1=0; logrb=1; logb-ll\—rs—long.

El logaritmo de un ntiimero en cualqhier base puede obtenerse por la
relacion
logs N

loga N = lOgb a

3

en donde, 6 >0, a»=1; b>0, b=1.
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5. Determinantes. Un determinante de orden n es una cantidad
representada por un ordenamiento en cuadro de n? cantidades, llama-
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas.

El cdleulo de determinantes se da en los textos de Algebra. Con-
viene recordar las siguientes propiedades importantes :

Propiedad 1. Cualquier propiedad de un determinante que es
vélida para sus filas es también vdlida para sus columnas.

Propiedad 2. El valor de un determinante no se altera si sus filas
y columnas correspondientes son intercambiadas.

Propiedad 3. Sien un determinante se intercambian dos de sus
filas el determinante cambia de signo.

Propiedad 4. 8iun determinante tiene dos filas idénticas, su valor
es cero,

Propiedad 5. Sise multiplica cada uno de los elementos de una
fila de un determinante por un numero cualquiera k, el valor del
determinante queda multiplicado por k.

Propiedad 6. El valor de un determinante no se altera si eada uno
de los elementos de una fila se multiplica por un nimero cualquiera k
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila.

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, los teoremas
dados aquf se ilustrardn con sistemas de tres ecuaciones lineales; sin
embargo, son verdaderos para sistemas de cualquier ntimero de ecua-
ciones.

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogéneas
en tres incégnitas :

ax+bhyteaz=h, :
axx + bey + c2z = ke, (1)
ax + b3y + csz = ks,

en donde ki, k2 y ks son constantes, no simult4neamente nulas. El
determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis—
tema y se designa generalmente por A, es decir,

a b ¢
A = | 2 bz c2
as bs c¢s

Sea A; el determinante formado a partir de A reemplazando los ele-
mentos de la columna de orden j por los términos independien-
tes k1, k2 y ks.

Entonces tenemos :
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Regla de Cramer. Si-A 0, el sistema (1) liene una solucién
tnica dada por

A A2

X=—

A’ y=K7 z

Az
A

SiA=0y A; 0 para un valor de j por lo menos, el sistema (1)
no tiene solucién y se dice que es ¢ncompatible.

Si A=0y Aj = 0 para todos los valores de j, ¢l sistema (1) tie-
ne un nimero infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado.

Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogé-
neas en tres incégnilas:

ax+ byt ez =0,
az+ by + caz=0.

az+hy+eaz=0,
(2)

Segin la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es
diferente de cero , hay solamente una solucién :

z=0, y=0, 2=0.
De aquf el siguiente

TeorREMA. Un ststema de n ecuaciones lineales homogéneas con n
incdgnitas tiene otras soluciones, ademds de la solucién

x=0, y=0, z2=0,

st y solamente si el determinante del sistema es igual a cero.

C. TRIGONOMETRIA

1. Definicién de las funciones trigomométricas. Sea 0 el dngulo
cuya variacién de valores est4 dada por el intervalo

— 360° < 6 <360°.

Para los fines de definieién de tal dngulo y de sus funciones trigono-
métricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los
enunciados que siguen se aplican a cada una de las cuatro posiciones
que aparecen en la figura 200.

Si a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en ¢l plano
coordenado XY en torno del origen O & una posicién OA, se dice
que se ha generado un dngulo XOA = @ que tiene a OX por lado
inictal y a OA por lado final. 8i la rotacién se hace en el sentido
contrario a las manecillas de un reloj, se dice que el 4ngulo es positivo;
y si la rotacién es en el mismo sentido de las manecillas (indicada
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en las figuras con lineas punteadas), se dice que el dngulo es nega—
tivo. Se dice también que el dngulo estd en el mismo cuadrante que
su lado final .

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente
de O, y de coordenadas (z, y). Desde P bajemos una perpendicu-
lar PB al eje X. El segmento de recta OP se llama radio veclor , se
designa por r, y se toma siempre como positivo. En el tridngulo OPB,

Y
4 1
P(zy),
i "0 y(+)
r .
%[ 7w X
Y’
(a) (8)
H Y
0 4
0
X! Bz(—)r\ -X , /Rx(ﬂg
A [ Z x O/ | >X
¥ 1 ¥
m LT AN
v
P(z,y) ‘ P(z,y)
Y’ ’
(c) Y(d)
Fig. 200

OB =z y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P,
como estd indicado para los cuatro cuadrantes. Entonces, cualquiera
que sea el cuadrante en que esté 4, las seis funciones trigonométricas
de @ se definen en magnitud y signo, por las siguientes razones :

senodea-sen0=y, coseno de § =cus § = —,

y
tangente de 0 =tge=%, cotangente de 6 = ctg 6 =
r

|4 < 2|s

secante de § = sec § = z’ cosecante de 8 = ¢se § =—.

Las definiciones son vérdaderas y no cambian para dngulos positivos y
negativos mayores que 360° en valor numérico.
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2, ldentidades trigonométricas fundamentales.

1 sen 6§
o' B0 osd’

sen? @ +cos’d =1, 1+tg>0 =sec’d, 1+ ctg®d =cse® 4.

1 1 -
cscO-sene, secO—cose, ctg 4 =

3. Férmulas de reduccién.

sen (90°+£4)=cos §, cos(90°=9)=Fsend, tg(90°=¢)=Fctgd,
sen (180°==9)= Fsen 4, cos(180° £ 0) = —cos 0, tg(180°£9)== tg 4,
sen (270° £ 0) = —cos 8, ¢08(270°+9)= xsen 0, tg(270°+0)= Fetg4,
sen (360° = 0) = +sen 4, cos(360°+=0)=cos §, tg(360°+4)= = tg 4.

4, Medida de 4ngulos en radianes. Sea 4 un dngulo central que
intercepta un arco de longitud 8 sobre un circulo de radio r. La me-

dida del dngulo ¢, en radianes, estd definida por 8 ='—i-. Obsérve-

se que por ser 8§ ¥y r longitudes, esta raz6n es un nimero abstracto.
De esta definicién de medida en radianes tenemos de inmediato la
relacién de conversién :

x radianes = 180°,

de donde,
1 radidn = %3!-0— = 57,2958° (aprox.) = 57°17/45" (aprox.),
1° = I—JStO— radianes = 0, 017453 radianes (aprox.).

5. Funciones trigonométricas de 4ngulos especiales.

Angulo 8 en
sen 0 cos @ tg 8
Radianes| Grados
0° 0 1 0
30° % | BVv3|W%Vv3

$5° | BV BVv2 1
o0° | B3 % V3

wla wla s|a ola o
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6. Férmulas de adicién y sustraccién.

sen (z = y) =senzcosy = coszTsen y,
cos (Z+y) =coszcosy ¥ sen T sen ¥,
tgz=tgy
l¥xtgztgy’

7. Funciones trigométricas del dngulo doble.

tg(zxy) =

sen 27 = 2 sen z cos 7,
cos2r =cos’rt—sen*z=1—2gsen*z=2cos*z—1,

2igz

tg 2z = I—tgtz

8. Funciones trigonométricas del dngulo mitad.

z 1—cosz z 1+ cosz
sen—-d:\/——, -cos—-d:\/—-—r

2 2 2 2
tgi==,=\/1"°°“’_ senz _1—cosz
2 1+cosz 14 cosz  senz

9. Relaciones importantes.

asenf +bcosd =+ a*+ b*sen (8 + ¢), endonde¢=arctg—2—,

asen 0 +bcosd =+ a'+ b2cos (§ —v¥), en donde ¥ = arc tg %.

En las f6rmulas 10-12, a, b y ¢ son los lados de cualquier tridn-
gulo y A, B y C son los 4ngulos opuestos respectivos.
a __b _ ¢
senA senB senC’
11. Ley de los cosenos. a® = b+ ¢* — 2bc cos A.
12. Area de un tridngulo. K = Yabsen C.

10. Ley de los senos.

D. ALFABETO GRIEGO

A a glfa I ¢ jota P p ro

B £ beta X «x kapa Z o sigma
I' y gama A i lambda T r tau

4 3§ delta X 1 muomi r o jpsilon
E ¢ ¢psilon N v puoni ? ¢ fi

Z [ dsetaozeta £ ¢ xi X 2 jioki
H 7 eta 0 ¢ émicron ¥ ¢ psi

6 9 teta I = pi 2 o omega
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A. LOGARITMOS COMUNES
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0204 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
12 ] 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 [ 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732
15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2258 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 { 3541 | 3560 | 3579 | 3508
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3720 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3962
25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4009 | 4116 | 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757
30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
384 | 5315 | 5328 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
35 | 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 5551
36 | 5663 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 5740 | 6752 | 5763 | 5775 | 5786
38 | 5798 | 5809 | 6821 | 5832 | 5843 | 5855 5877 | 5888 | 5899
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
44 | 6435 | 6444 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 [ 6618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 { 6875 | 6884 | 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6064 | 6972 | 6981
50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 72268 | 7235
B3 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7202 | 7300 | 7308 | 7316
54 | 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396
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A. LOGARITMOS COMUNES

0 1 2 3 4 b 6 | 7 8 ]
55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474
56 | 7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
57 | 7559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
59 | 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774
60 | 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
61 | 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 |.7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7080 | 7987
63 | 7993 | 8000 |-8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055
64 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 { 8089 | 8096 | 8102'| 8109 | 8116 | 8122
65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 |: 8254
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
68 | 8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
69 | 8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445
70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506
.71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567
72 | 8573 | 8579 | 8585 | 4591 | 8597 | 8603 | 8G09 | 8615 | 8621 | 8627
I 8633 | 8630 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686
74 | 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | 8745
75 | 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
76 | 5808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854 | 8859
77 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887 | 88903 | 8899 | 8904 | 8910 | 8015
78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8928 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971
70 | 8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025
80 | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
81 | 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 | 9138 | 9143 | 9149 | 9151 | 9159 | 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186
83 | 9191 | 9196 | 9201 206 | 9212 | 9217 |- 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289
85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 { 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 .| 9345 | 9350 | 9355 | 93060 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440
88 | 9445 ] 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538
90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 { 9576 | 9581 | 9586
91 | 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92 | 0638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
03 | 9685 | 9680 [ 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
9% | 9731 | 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773
05 | 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818
06 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 | 988G | 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
08 | 9012 | 9017 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
90 | 0956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996

Lehmana = 30,
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B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES

Radianes |Grados| sen cos tg ctg
.0000 0.0 .0000 | 1.0000 .0000 _ 90.0 | 1.5708
.0087 0.5 .0087 | 1.0000 .0087 |[114.5887 89.5 | 1.5621
L0175 1.0 L0175 .9998 L0176 | 57.2900 89.0 (. 1.5533
.0262 1.5 .0262 .9997 .0262 | 38.1885 88.5 1.5446
.0349 2.0 .0349 .9904 .0349 | 28.6363 88.0 | 1.5359
.0436 2.5 .0438 .9980 .0437 | 22.9038 87.5 | 1.5272
.0524 3.0 .0523 .9986 .0524 | 19.0811 87.0 | 1.6184
.0611 3.5 .0610 .9981 0612 | 16.3499 86.6 1.5087
.0698 4.0 .0698 .9976 .0699 | 14.3007 86.0 | 1.5010
.0785 4.5 .0788 .9969 .0787 12,7062 85.5 | 1.4923
.0873 5.0 .0872 .9962 .0875 11,4301 85.0 | 1.4835
.0060 5.5 .0958 .9954 .0963 | 10.3854 84.5 | 1.4748
.1047 6.0 .1045 .9945 .1051 9.5144 84.0 | 1.4661
1134 6.6 .1132 .9936 .1139 8.7769 83.5 | 1.4574
1222 7.0 .1219 .9925 .1228 8.1443 83.0 | 1.4486
.1309 7.5 .1305 .9914 L1317 7.5958 82.5 1.4399
.1306 8.0 .1392 .9903 .1408 7.1164 82.0 | 1.4312
.1484 8.5 .1478 .9890 .1496 6.6012 81.5 | 1.4224
1571 9.0 .1564 .9877 .1584 6.3138 81.0 | 1.4137
.1658 9.5 .1650 .8863 .1673 5.9758 80.5 | 1.4050
.1745 10.0 .1736 .9848 1763 5.6713 80.0 | 1.3963
.1833 10.5 .1822 .9833 .1853 5.3955 79.5 | 1.3875
.1920 11.0 .1908 9816 19044 5.1446 79.0 1.3788
.2007 11.5 .1994 9799 .2035 4.9152 78.5 { 1.3701
.2094 12.0 .2079 9781 .2126 4,7046 78.0 { 1.3614
.2182 12.5 .2164 .9763 2217 4.5107 77.5 | 1.3526
.2269 13.0 .2250 L9744 .2309 4.3315 77.0 | 1.3439
.2356 13.§ .2334 9724 .2401 4.16563 76.5 1 1.3352
.2443 14.0 .2419 .9703 .2493 4.0108 76.0 | 1.3265
.2531 14.5 .2504 .9681 .2586 3.8667 75.5 1.3177
.2618 15.0 .2588 .9659 .2679 3.7321 75.0 | 1.
.2705 15.5 .2672 .9636 2773 3.6059 74.5 | 1.3003
.2793 16.0 .2756 .9613 .2867 3.4874 74.0 1.2915
.288%0 16.5 .2840 9588 . 2062 3.3759 73.5 | 1.2828
.2967 17.0 .2924 .9563 .3057 3.2709 73.0 | 1.2741
.3054 17.5 .3007 .9537 .3153 3.1716 72.5 1.2654
.3142 18.0 .3090 L9511 3249 3.0777 72.0 | 1.2566
.3229 18.5 .3173 .9483 .3346 2.9887 71.5 | 1.2479
.3316 19.0 .3256 .9456 .3443 2.9042 71.0 | 1.2302
.3403 19.5 .3338 .9426 .3541 2.8239 70.56 | 1.2305
.3491 20.0 .3420 9397 .3640 2.7475 70.0 | 1.2217
.3678 20.5 .3502 .9367 3739 2.6746 69.5 {1 1.2130
.3665 21.0 .3584 .9338 2.6051 69.0 | 1.2043
.3752 21.5 .3665 .9304 3939 2.5386 68.5 | 1.1956
.3840 22.0 .3746 L9272 | .4040 2.4751 | 68.0 { 1.1868
.3927 22.5 .3827 .9239 4142 2.4142 67.5 1.1781
cos sen ctg tg Grados|Radianes
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B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES

Radianes|Grados sen cos tg ctg
.3927 22.5 .3827 .9239 4142 2.4142 67.5 | 1.1781
.4014 23.0 .3907 .9205 4245 2.3559 67.0 1.1694
4102 23.5 . 3987 L9171 .4348 2.2098 66.5 1.1606
.4189 24.0 . 4067 .9135 .4452 2.2460 66.0 1.1519
.4276 24.5 .4147 .9100 .4557 2.1043 85.5 1.1432
.4363 25.0 .4226 .9063 .4663 2.1445 65.0 1.1345
.4451 25.5 .4305 .8026 .4770 2.0065 64.5 1.1257
4538 | 26.0 4384 .8088 4877 2.0503 64.0 | 1.1170
.4625 26.5 .4462 .8049 .4986 2.0057 63.56 1.1083
L4712 27.0 .4540 .8910 . 5095 1.9626 63.0 1.0996
.4800 27.5 .4617 .8870 .5206 1.9210 62.5 1.0908
.4887 | 28.0 .4695 .8829 .5317 1.8807 62.0 | 1.0821
.4974 28.5 4772 .8788 .5430 1.8418 61.5 1.0734
.5061 29.0 4848 8746 .5543 1.8040 61.0 | 1.0647
.5149 29.5 .4924 8704 . 1.7675 60.5 1.0559
.5236 30.0 5000 8660 5774 1.7321 60.0 1.0472
.5323 30.5 .5075 .8616 .5890 1.6977 59.5 1.0385
.5411 31.0 5150 .8572 .6009 1.6643 50.0 1.0297
.5498 31.5 5225 .8526 .6128 1.6319 58.5 1.0210
.5585 32.0 .5299 .8480 .6249 1.6003 58.0 1.0123
5672 | 32.5 .5373 ;8434 .6371 1.5697 57.6 | 1.0036
5760 | 33.0 5446 8387 .6494 1.5399 57.0 .9948
.5847 33.5 .5519 8339 .6619 1.5108 56.5 .9861
.5934 34.0 .5592 8290 .6745 1.4826 '56.0 .9774
4021 4.5 . 8241 6873 1.4550 55.5 .9687
.G109 35.0 .5736 8192 .7002 1.4281 55.0 .9599
.6196 1 35.5 5807 8141 7133 1.4019 54.5 .0512
.6283 36.0 5878 8090 . 7265 1.3764 54.0 L9425
L6370 | 36.5 5948 8039 .7400 1.3514 53.5 .9338
.6458 37.0 6018 7986 .7536 1.3270 53.0 L9250
.6545 | 37.5 6083 7934 7673 1.3032 52.5 .9163
.6632 38.0 6157 7880 .7813 1.2799 | 52.0 .9676
.6720 38.5 6225 7826 . 7954 1.2572 51.5 .8083
L6807 39.0 6293 77171 .8098 1.2349 51.0 . 8901
.6894 39.5 6361 7716 .8243 1.2131 50.5 .8814
.6981 40.0 6428 7660 .8391 1.1918 50.0 L8727
.7069 40.5 6494 7604 .8541 1.1708 49.5 .8639
.7156 41.0 6561 .71547 .8693 1.1504 49.0 .8562
.7243 41.6 6626 7490 .8847 1.1303 48.5 .8465
.7330 42.0 6691 7431 .9004 1.1106 48.0 8378
.7418 42.5 6756 7373 9163 1.0013 47.5 .8290
.7505 | 43.0 6820 7314 .9325 1.0724 | 47.0 .8203
L7592 | 43.5 6884 7254 .9490 1.0538 46.5 |- .8116
L7679 | 4.0 6947 7193 .9657 1.0355 1 46.0 .8020
7767 44.5 7009 7133 .9827 1.0178 45.5 .7941
.7854 | 45.0 7071 7071 | 1.0000 1.0000 | 45.0 .7854
cos sen ctg tg Grados|Radianes




4168 APENDICE II

C. VALORES DE é* Y. e~%

z e e T e e z ¢* e
0.00 | 1.000 | 1.000 0.1 1.105 | 0.905 1 2.72 ] 0.368
.01 ] 1.010 .990 .2 | 1.221 819 2 7.391 .135
.02 ] 1.020 .980 .3 ] 1.350 741 3 20.09 | .0498
031 1. .970 .4 | 1.492 ..670 4 54.60 | .0183
04| 1.041 961 5| 1.649 .607 5 148 .4 .00674
05 1.051 .951 61 1.822 .549 6 403.4 .00248
.06 | 1.062 .942 7 ] 2.014 497 | 7 1097, .000912
071 1.073 .932 .8 | 2.228 449 8 2081. .000335
.08 | 1.083 .923 .9 | 2.460 .407 9 8103. .000123 |:
.09 1.094 914 1.0 2.718 .368 10 | 22026. 000045

NOTA. eV = g% eV, . .
Ejemplo. (2.8 _ 2. 08,000 o (739)(2.226) (1.01) = 16.6.

D. POTENCIAS Y RA{CES DE ENTEROS

T
n n? n Vo | Va || » n? n® Vo | Vn
1 1 1 1.000 | 1.000 || 26 676 17,578 | 5.099 | 2.962
2 4 8 | 1.414 | 1.260 || 27 729 19,683 | 6.196 | 3.000
3 9 27 | 1.732 | 1,442 || 28| 784 21,952 | 5.292 | 3.037
4 16 | - ‘64 | 2.000 1.587 29 841 24,389 | 5.385 | 3.072
5 25 125 | 2.236 | 1.710 || 30 900 27,000 | 5.477 | 3.107
6 36 216 | 2.449 | 1.817 || 31 961 29,791 | 5.568 | 3.141
7 49 343 | 2.646 | 1.013 || 32 | 1024 32,768 | 5.657 | 3.176
8 64 512 | 2.828 | 2.000 || 33 | 1089 35,037 | 5.745 | 3.208
9 81 729 [ 3.000 | 2.080 }} 34 | 1156 39,304 | 5.831 | 3.240
10 | 100 1,000 | 3.162 | 2.184 || 35 ( 1225 42,875 | 5.916 | 3.271
11 121 1,331 |3.31712.224 || 36 | 1296 46,656 | 6.000 | 3.302
12 144 1,728 | 3.464 | 2.289 || 37 | 1369 50,653 | 6.083 | 3.332
13 169 2,197 | 3.606 | 2.351 38 | 1444 54,872 | 6.164 | 3.362
14 196 2,744 | 3.742 | 2.410 || 39 | 1521 59,319 | 6 245 | 3.391
15 | 225 3,375 | 3.873 | 2.466 || 40 | 1600 64,000 | 6.325 | 3.420
16 256 4,006 | 4.000 | 2.520 || 41 | 1681 68,021 | 6.403 | 3.448
17 | 280 4013 | 4.123 | 2.571 2 | 1764 74,088 | 6.481 | 3.476
18 324 5,832 | 4.243 | 2.621 43 | 1849 79,507 | 6.557 | 3.503
19 361 6,850 | 4.350 | 2.668 || 44 | 1936 85,184 | 6.633 | 3.530
20 | 400 8,000 | 4.472 | 2.714 || 45 | 2025 91,125 | 6.708 | 3.557
21 441 9,261 | 4.583 | 2.769 || 46 | 2116 97,336 | 6.782 | 3.583
22 484 10,648 | 4.690 | 2.802 || 47 2209 | 103,823 | 6.856 | 3.609
23 529 12,167 | 4.796 | 2.844 || 48 | 2304 | 110,592 | 6.928 | 3.634
24 576 13,824 | 4.800 | 2.884 {| 49 | 2401 | 117,649 | 7.000 | 3.659
25 625 15,625 | 5.000 | 2.924 || 50 | 2500 { 125,000 | 7.071 | 3.684




11.
12,
13,

© 2w -

©®Nn o

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Grupo 1, p. 8

11; 10; 4. 14,
7)., (= 11). 15.
(=15), (-11), (—13). 16.
(14). 17.
- 3. 18,
(@, a), (—a, a), (—a. —a), (a,
2. 3). 20. 19.
6, 5. 20.
Grupo 2, p.
20,26. 11.
34. 12.
VAR 13.
5. 14.
2, —6. 15.
5x =7y ~ 24 =0. 19,
Grupo 3, p.
-1, 153°2¢/. 14,
-2, %, K. 15.
5. 16.
4, — 1. 18.
4. 19,
77°28', 54° 10, 48°22'. 20.
108°2¢'. 22.
71° 34/, 23,
Grupo 7, p.
@2, 3. 14,
(1, ~2). 15.

(%. 0).
Vai£ot.

10.

30.

A, 142v73); (1, 1 -2473).
—a).

10.

20.

15

% 1), (% =1, @ 0.
(-4, 12).

{a -2).

3.

(-1, 4), (5.6), 3, —2).
Q. 2).

24

-1,

- 8.

13,

5.

4x — Sy — 13 = 0.
4x —y— 13 =0,
1.

33° 41/, 56°19.

49

4.2), (% -%.
0, 0, a,1).
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16.
17.

N nRrw

11.
12.
13.

N

10.
11,
13.
14,

2.
3.
4.
S.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

©, 2), @2, 0. 19.
2,2), 2. —-2). 20.
Grupo 8, p.
x—2y -3 =0, 14.
x? 4 y? =4, 15.
x34y?—4x—6y—~12=0. 16.
2x+3y~9=0. 17.
x+y—-4=0, 18.
x4 y?—-9x —2y+17=0. 19.
2x+y+9=0. 20.
x*+y?+6x+4y+4=0. 21.
x? -8y 416 = 0. 22,
x4+ yit+x—-Ty+12=0. 23.
4x + 6y - 21 =0, 24.
4x+6y+3=0. 25.
Grupo 9, p.
2x —y+3=0, 15,
x—~yg+3=0. 16.
Ix+y+2=0.
5x 49y ~38 =0, 17.
2x—-y=0, 3x—4y+10=0, 18.
7x +y —56=0, y=0. 19.
3x -2y—6=0, 20.
x 21.
‘—_4"+"—'UT=L 22.
x 23.
THE- " 24.
x+y—3=0 25.
6x + 5y — 82 = 0. 26.
4x -7y +36=0. 17.
Ix -5y 4+8=0. 29.

(3, 2)» (-3, —2)’ (z) 3)1 (—2’ -3).
4. 4. 3. 1).

54

y? — 10x — 8y 4+ 11 = 0.
7x3 + 16y? = 112.
16x2 4 7y? = 112,

5x3 = 4y? = 20.

Sy3 — 4x% = 20.

x4 y2—-2lx42y~2=0,
Ix3 +4y?2 —24x — 8y +40=0.
x? =32+ 2x -4y +5=0.
x3 4 y2 =4,
xy+x+7y—~17 =0,

3x2 -~ y? ~18x+24 = 0.

Ix =6 —~V359; y#0.

63

Sx+y+9=0.

llx ~ 5y —9 =0,

Bx —y—45=0.

(-4 1D, (12, 3), (0. ~9).
(%, %).

(%, %).

(%, %),

36.

4x+y —10=0.

(—4, 3), (4, 6), (9, 1), (1, =-2).
10.

144,

1L

A = 3%y, B = 1%,

y= mx —am.

AB: x—y+3=0: BC: S5x+y—27=0; AC: x+2y=0.

Grupo 10, p. 70

Ix+y+2e0.
5x -3y~ 15=0,
4x +3y+13=0,
4,

6.

7.
8.

1 =&
3

%: — ¥ %.

— ¢: 105°57/; 394, 10.

N




10.
12.

12.

14,

15.

16.

19.

1n.
12.

13,
17.
18.

22.
23,
24.
2s.
26.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

= 10, 15. 80°1¢.

a=4, b=7. 16. Sx ~y~11 =0,
x~2y+1=0, x+5y+3=0.
x4+2y—13=0. 28. b2x — g3y = gb% — g3b.

Grupo 11, p. 77

1 e 4. 12 =5y —4=0;
7x.|.__2__y_(,_(), |3x-i- 3 Y ;
=4, @ =337°23,

2 -3 p==
3+t y-=-3=0 5. sV 3.
143°8". 6. =3%V5.
4x 4+3y—25=0, 3x—4y4+25=0.
x—y+4VvV2I=0, x—y—4‘\/-i-0.
Ix+y+2V10=0 3x+y—-2vV10=0.

1 5 17
- X +——y-—- — =0,

v/ 26 V2% V26
Ix+2y+8VI3=0, 3x+2y—-8vV13=0.

3 -2 27 V34
- x4+——y~—==0. 18.

V13 v13 Vv 4
23 3 19 =
L /1. . =2 V10.
39\/3 20 l0\/1

Grupo 12, p. 85

wLVal., 2. =%V, 3. ¥V7Z;09. 4. Yo.
19 4/5. 6. Sx+12y4+40=0 5x+ 12y —64=0.
6—34v29 9. 24x — 10y -~ 3 =0:

5 0. 2+2\/7.
-3, 7. 3

x+y—4=0, x—y=-=2m=0.

CVI-VI)x—-(VI+Vi)y+VI+Vi=0,
CVZI+VI)x=-(VI-V3)y+VIi-vVI=0.
(VI74+4V3)x-QCVT7+V3)y—4V17-4v5=0.

d4x +7y+ 12 =0, 4x—13y+12=0.
x=~2y+8=0, I3x—6y+424=0.

y? = Bx.

y!4+6y+12x—-15=0, y+3=0.
x3—~2xy+y?+6x+2y+9=0.

8x2 4+ 9y% — 42x +72¢ + 171 = 0.
x3~8y?+4x — 74y — 139 = 0.

23x2 — 48xy + 3y? 4 170x — 122y + 118 = 0.

21.

28.

x3 = 8y.

10.

471



472 GEOMETRIA ANALITICA PLANA
Grupo 18, p. 94

2x -y+8=0. 6. I12x—21y—28 =0,
3x —4y+12=0.

5x— 12y 465 =0, 5x— 12y —65 =0,
2x+3y+12 =0, 2x+3y—12=0.

10, 5x—y—-13=0, 11. 9x+7y—11 =0,
12. 2x-y+6=0, Sx —2y 4+ 10=0.

13, 4x+3y—-12=0, x+2y+2=0.

4. 3x—y—-3V2I=0 3x—-y+3VIi=0.

15. 7x+ 12y —42 =0, 7x+3y+21=0.

16. 4x+43y~ 12 =0, 8x+ 15y —36 = 0.

17. V3x+2y-9=0, y+3=0.

18. 2x+43y—12=0, 3x+2y-~12=0,

19. x —4y=0. 21. 3x—y+5=0.
20, 4x+5y~—~7=0. 22. 8x—3y+5=0
23, S5x—12¢4+20=0, x =2,

24. x—4y+8=0, 9x -4y —24 =0,

25, 3x~-y—18=0, x=2y~1=0,

o e g n
b Sl

Grupo 14, p. 98
3. 4lx -5y —89=0. 16. 18=.

12. 2. 18. Ry = =4, ky= 14,
15. (7. 4).
Grupo 15, p. 102

L (x+3)24+(y+5)72 =4 5. (x—12)1 _B\ 62
2. (x+D2+(y-4r=10. x=2) +(" 16 256
3. (x=7)*+(y+6)2 = 8. 17. (x—7)24 y2 = 45,
4 (x=D2*+(y+43=4. 11\2_ 325
5. xt4(y+2)? =4 18. x’+(y+7)-T.
6. (x+4)2+4+(y+1)2=752. : 17\2_ 629
. GeoitGanias 19 «-dr(v+F) =P
9. (x—N3I+(v—2)*=758. 1)? _65\2_ 6205
10. 7.07. 2. ("_z‘i)"'(“ 1)~ @
12. (x+l)’+y’-%~ 2. x—2y+10=0.

7\2 625 22, x+2y—20=0,
13. (x-z)’+(ll+‘§)"¢,7' 23. x+2y—9=0, x—2y+3=0,
4. (x=2)34(y—1)2=1, 24, (x=5)3?+(y+3)2=38.
3. G-+ =1 -n2+(v+ L) -1
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11.
17.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
26.

28.

29.
30.

32.

35.

10.
11.
13,
15.
16.
17.
19.
28.

bl o A

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 473
Grupo 16, p. 108

Centro (3¢, — %) radio= V3. 4. 5=,

Paoato (— %, 1). 5. 2V 3x.

Ningin lugar geométrico.

A4yt =Tx—4y=0; (% 2): KBVES.

6x2 4 6y3 — 32x — 25y —~34 =0; (%, Wa): KV Z465.

IxP 47y —2x 452y + 21 =0; (1%, - %) % V26,
Dy=Dy, Eiy=Es, Fi#Fs 18 (x=2)3+(y+%H)?=9.
Sx +4y —40 = 0.

4x —3y =32 =0, 3x+4y—49=0.

(x+3N34(y~-1)2=29.

(U —6)1 =125 (x—6)3+(y+2)? =125
(x—8)34(y—~8)2m13 (x—4)24(y—2)2=13.

(x+ D24 (y—=3)2=5. 25, (x—3)2+(y—95)3=20.
(x -3 4 (y+DN2=25, (x=3)3+(y—6)2=25.

=Dt -t =4 (x=32)+ (s -35) = ()"

747 747
(x=D24(y—-4)=%.

(x+3W)21+(—%)2=1% (x—%32+@W=%?2="%
(x=D*4(y+2)2=4 3. h=-—1, 25.

Sx —y+5=0, Sx—y—47=0. 33. 3V7Z.

Xyt —6x—2y+1 =0, 4x2+4y* —384x +37y +2119 = 0.

(x=1D34(y—1)2=20, (,,.._) (+13) 1:;5

Grupo 17, p. 118

4yt +2x—8y~33 =m0, 8 Sx?+45y?—38 —115=0.
x34 y? — 38x 4+ 167 = 0. 9. 2x? 4 2y? - 20x — 16y 4 41 = 0.
Rt yP—x—3y—10=0 x+y*~7x+3y+2=0.

4y —8x+6m=0, Ox?4 9y?+ 88x — 106 = 0.

x4 y?—8x—16y+35=0 14 x3+¢*+2x+4y—-15=0.
24P tx+2y—10=0, x4 y?—5x—10y +20=0.

Aty —x—2y=0 x2+y*—6x—12+25=0

byt l6x—16y+24=0. 21, 7x—-y—16=0; 242,

24x —~ 28y +3 =0. B. HVA.

6 — ).
Grupo 18, p. 127

Ix =3y +20=0, ‘ 5. x—y+3=0, x-y+1l=0
3x+2y —9=0, 3x42y+17=0. 6. x+4y+200=0, x+4y—14=0.
2x—y+ 11 =0, x+2y—12=0. 7. 6x4y—32m=0, x =6y —=30=0.
2x 43y -2l = 0. 13. 46°24.

Y
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14.
15.
17.
18.
19.
20.
21.

10.

N e N

[
.

w ®

I I I

10.

11.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

-—5<kh<5; Rm=x=5; k>S5, R< =5,

— Y < Mm<0: m=0, —13%; m>0 m< — 13,

Ix =3y—=2=0.

Ix 45y ~3¢=0: Sx—3y=0: %V3&: V34 4 3.
x—dy+12=0; dx+y=3=0; 3V17: %V17; 12; %
ITx—4y4+26=0; 4x+7y—13=0; ¥%V6: UVE: ¥ W
82° 14, ‘ 22. 78°4l.

Grupo 19, p. 131

x3+y?—-x=0. 11, 3x343y2~2x~2y~4=0.
3x343y? 4 16x =20y +20 = 0. 14. 3x3 4 3y? —32x + 57 = 0.
8x348y? —28x 438y + 55 =0. 15. 2x3+2y? 4+ 2x — 10y +9 =0.
5x345y3 —16x—28y+27=0. 21. x—7y+34=0.

Grupo 20, p. 138

X2 4 y'? = 4. 8. 3x'* —2y7 =12. 15. 2x'3 -3y = 1.
3x'2 4+ 2y'? = 6. 9. x'y =8. 16. x'3 =3y = 0.
4x — gt = 4, 10. 2x3 — y'? = 0, 17. x'3 4 42 = 2.
y*—x1=0. 11. x4 ¢2 =5, 18. 2x'3 4 y'* = 2,
x'y = 1. 12. 2x'2 4 5y/2 = 10, 19. ¢'? —6x2 =09,
2x'3 4 y'? = 4. 13. x/? ~3y'* =3. 20. x'y’ =12.

3x/3 4 2¢y'3 = 6, 14. 2x'3 43y = 1.

Grupo 21, p. 142

(Bv3i-2. =%-2V3). 10. Vi< -2=0.

©, ~1), (L 0). 1. 5x2 42—y —1=0.
V%' =3 =0, 12. 21x'2 4 15y — 10 = 0.
42 — /I 4V 2y = 0. 13. 6x2 4 y*—2 = 0.
34343 — /Iy -2 =0. 18, X' =3y =0, x'+3y =0,
x'2 + y2 -8 =0, 15. ¢y =vV2, vy =—V1.
4x'3 — y? — 4= 0, 16. 5x'*+4x' —3y' = 0.
x84 't = 16. 20. 5x? —26xy + Sy + 72 = 0.
Vi +2 =0.

’ Grupo 22, p. 147
2%/ —~ 3y — 6 = 0. 3. x"—4y" =0,
x4y — 4 =0, S, 3xM1 4y —3 =0,

2CD — BE 2AE — BD
BT —3AC" B’—-MC)' B? — 44C > 0.

(=% -3, %V3i-1). 12. (2v2, -V72).




13.
16.
17.

22.
23.
24,
25.

11.
12.
21,
23.
24.

© whp =

11.
12,
13.

© ®w N

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

V3, +3v3).

Ix3 —2xy +3y?—8m=0, x2+2y?2—-4=0,

14.

475

x?—6bxy+yd44x 44y =0.
x4+ 2xy+y?+6x—6y+15=0 x" =32y =0.

Grupo 23, p. 153

(3.0); x=~—3; 12.
0,3); y=—3; 12,
(-2,.0: x=12; 8.

y? = 12x.
x? = — 124,
x? = — 20y.

11.
12,

13.
14,
16.
18.

y? = 20x.
yd = - 8x: (—2,0); x=2; 8.

45,
2,4.

2,"

x% 4 y? = 5y.
y?—4x -8y + 24 =0; ¢'? —4x' =0.

x? = 6x 4 129 +33 =0; x24 12y = 0.
y?4+8x—16=0; y?4 8x' = 0.
X =2xy+yt+ Mx+6y—21=0; ¢ 4+5v2x"=0.

Grupo 24, p. 169

(y=-3)2=12(x+4); x=—7;

(x=3)1=—8(y—3); y=5;

(x =41 = —8(y+1).

(x+14)2=—8y: (—4%, 0):
(x=3)2=4(4—-k)(y— k).
y = 3x? — 2x.
y?—x+2y=0.

y=3.
8.
10.
=52 =12(x+2); (—2, %);

y? — 20x — 6y +9 = 0.
L 5%);: x==75;

y =5 12,

(=% —2): y=2; x=—14: 8.

25.
29.
30.

Wv+ax+2y~15=0.
g —dx —2y +1=0.
x?—~4y—4=0;

Grupo 25, p. 163

x—y4+1=0; x+y=3=0; 2v2: 2V 2; 2.
x+2y=0; 2x—gyF15=0; 3V5; ¥V 6 ¥%.
2x—-y+3=0; x+2y+4=0; %V5;

x+tyt+2=0
x+3y—~2=0.
x =2y — 1 =0,
x+2y—-3=0; 3x—2y+15 =0.
x+2y—9=0; Ix—=2y+5=0.

14.
1s5.
16.
17.
30.

36°2.

V3, 4% 2.

a) R<8: b) kh=8;

30°58':
63°26¢/.
y = 4.

71° 3¢,

x? 4 8y—16 = 0.

¢) k > 8.
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©w » e

10.

11.

16.
18.
19.

10.

11.

12,

13.

24,

25.

26.

27.

o

=

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Grupo 26, p. 171

Valor min. = 3 para x = — 2, 5. x> Y x< -3,
Valotr max. = 1 para x = 4 6. Para todos los valores de x ex-
' ‘ cepto 4.
Valor min. = 0 para x =3, 7. Para ningtn valor de x.
Positivo, cuvando x <1 y x > 4; negativo, cuando |1 < x < 4: cero,
coando x = |, 4; min. = — % cuando x = %,

Positivo, cuando — 3 < x < /4 : negativo, cuando x < -3 y x> )3
cero, cuando x = — 3, Y ; mix. = 4% cvando x = — .

Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x = 2;
min. = 0 para x = 2.

ax3+4dax +4a+4. a<0. 20. Cuadrado de 5 cm de lado.

Cada cateto mide 7 ecm. 21. Y5,

4, 4.
Grupo 27, p. 178

Vértices (0, 3), (0, —3); focos(0, v5), (0, —V/5);2a=6, 26 =4;
e= -\—/: longitud de! lado recto = %.

Viértices (3. 0), (—~3.0); focos{V/35, 0), (=5, 0);2a=6, 2b=4;
e = \/T?; longitud del lado recto = &;.

Vértices (5, 0), (~ 5, 0); focos (3, 0), (=3, 0); 22 =10, 26 = 8;
e = 3 longitud del lado recto = 33,

x? ya- x3 yz— -@
T 1. 14, 9+F) 1; e 5

X2, Xyt

20+36 1. 15. Bpdal

L CEL

9+5 1. 16 +l6

2 2

i;a+§_7=-1. 21, 6%, 1%4.

257 + 16y3 — 150x — 160y + 225 = 0; 7_24.'2';2 1.

7x3 + 16y? — 14x + 32y — 89 = 0: £+ -1

4x3 4 g9 — 16x — 4y + 4 = 0; .ﬁ+__=1
4x1 43yt = 48, 28, x4 4yt = 0.
Grupo 28, p. 184
~_(x_;‘1)_’+ﬁ'_;”_’-1; focos (5. 1), (3, 1): 2a=6, 2b=4V7;

longitud del lado recto = 1%.

CEDT | WEDT
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("‘5)’+(V‘;""=1; focos (+vV7 —6), (5~+7 —6);

16
e=Y7
-
(x 1‘6”'4_ (v ;s’)’=‘1; vértices 3, 10), (3. 0); e = %.
(x+22 , (gD _..  _ V15, (- = _
s + 5 ;o= focos (—2+415, ~1),
(-2-vT15, —-1).

(xl—(>2),+ (947'4)'=l; e=134: 2b =2\/7,‘ longitud del lado rec-

to = 7%,

"‘:”’4. ‘v“;”’=1: centro (3, —2); vértices (5, ~2), (1, —2);

focos (3+ V3, —2), 3—=+3, =2); 2a=4, 2b=2: longitud

del lado recto =1; e = -%-—3.

""g“)’+ (V';”'s-l; centro (—4, 1) vértices (=1, 1), (=7, 1):
focos (—4+ V5, 1), (~4—+75,1); 2a=6, 2b = 4; longitud
del lado recto = % ,e=l/3—5-.

§+£L%ilf= I; centro (0. 1); vértices (0, 4), (0. - 2); focos

0, 14+v5), (0.1 ~+73): 2a =6, 2b =4; longitud del lado
.\/

recto = 84; ¢ = =5
x34+4y?242x - 24y + 33 =0. 26. 3x244y?—24x ~ 16y +52=0.
dx? 4 9y2 — j6x — 18y — 11 = 0. 27. x?2+4+4y?44x+16y+4=0.
3x3 + 4y? 4 6x — 8y - 5 =0; 28. 4x?4 y2—24x —2y+28=0.
16x34+12y% 4+ 18x —24y —15=0. 29. 4x?+ y? — U4x = 0.
3, 3. 30. 100x2 4 84y3 — 168y — 441 = 0;
x+2y—-9=0. 36x2 + 20y3 — 40y — 25 = 0.

|

Grupo 29, p. 188

x—3y—=5=0; 3x+2—-1=0; WBVI3; %.\/ﬁ} I, %
x5y —23=0; Sx=9y—=1=0; % VI06; %VI06; %; %.

10x -5y —4+/15=0; 10x~5y+4V 15 =0.

x=y—1=0; 3x—=3y+13=0,

x+y—2=0; 9¢ =191y —218 = (.

A)—7< k<% b) kR==—7 % o) R< =7, k> %

68°12', 20. (1, 1), (~13%), 2%). 22, 3x+2y—2=0.
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16,
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Grupo 30, p. 196

Veértices (2, 0), (—2, 0): focos (v/13. 0), (—+/13, 0); la=4,

b =6 e= —“2”; longitud del lado recto = 9.

Véstices (3, 0), (—3. 0): focos (V13,0), (—+/T13,0); 2a=6,
26 =4; e= \/—313-: longitud del lado recto = 84.

Vértices (0, 2) (0. —2); focos (0, V13), (0, —13): 2a=4,
26 =6; e= l/z—ﬁ; longitud del lado recto = 9.

xX_v_) =3, 9, X291,
T3 T T
7247 — 9x? = 200; 50 15, y? —3x1 =1
y? — 9%t =200 .y x? = 1.
x’ y! —
—Q-_Tal: e=2. 16. 4x3 — 5y = 16,
¥  _ 22 1. focos (0, 6), (0, —6)
5x3 — dy? + d40x + 24y + 4 = 0; "T"-!s'_’=1.
5x3 — dy? ~30x + 32y — 39 = 0; T’LVT”=1
5, 13, 24, 3x% — y? =127 25. 4x3 — y?* = 36,

Grupo 81, p. 202

=V =0, 2x+V3y=0. 7. 4y -7x3=8.

3.2, (=% D. 8. 4.

2x? —9y? =9, 14. xy = 5.

Veértices (0, 3), (0, —3): focos (0, vV13), (0. —V13); e= y}-‘

l

-

Grupo 32, p. 208

("‘4”’_ ‘9“5”’-1: focos (4, 3), {~2. 3):2a=4: 2b=2V3;
longitud del lado recto = §.

(vtl)’ - (H}‘”’- 5 focos (=2, — 14+2v/3), (=2, —1-2v/3) ;
e=3V3. -

C(x—=2)? (94;27’,1; =4I e= .

4.
(y-i;s)’ - ';4)’ = |; longitud del lado recto =5; e=3%.
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L;_..(i*%)’-l; focos (—3, Vv13), (=3, —vT); e=‘/2'3.

(= _92)’— (y _12)’ = 1; centro (2, 2); vértices (5,2), (=1, 2):

focos 2+ V10, 2), (2—+T0, 2); 2a =6; 2b =2; longitud del
V10

lado recto = %¢; ¢ = ; asintotas: x+3y—8=0, x-3y+4=0,

3

(y ';2)’ - (x*‘;“)’ = 1; centro (—4, 2); vértices (—4, 4), (—4, 0):

focos (—4, 24+V13), (4, 2=+13); 2a =4: 2b = 6; longi-
_ Vi3
==

tud del lado recto = 9; ¢

2x =3y +14=0. .
Dos rectas que se cortan; x +2y — | = 0, x —2y — 1 =0,

VT’ - M = 1; centro (—5, 0); vértices (— 5, v/3), (-5, =v3);

focos (—5, 2), (=5, —2); 20=24/3; 2b = 2; longitud del lado
recto =234V 3;e=3%V3; asiatotas: Vix+y+5vV3i=0,
Vix—y+5VIimo.

asintotas: 2x+3y+2 =0,

36°52/, 23. 3x¥— y*+20x -2y + 11 = 0.
4x? — y?—8x +2y ~8=0. 24, 3x*— gyt —16x+16 =0,
x3 - 8y? —6x—22y+4=0, Ix2 — y? —8x =0,

Grupo 33, p. 208
Ix—y—-2=0, x+3y—-4=0, 13-‘2 V10, %, 3.

Sx—8y —4=0, 8x+5y—4 =0 %V M g s

4
15¢x ~8y —22 =0, 8x+ 15y —31 =0, %5 174 8{5 134.
x—y+1=0, x-y—~1=0. 1l0. m=*#.
23°2%, 23. 6x+8y+3 =0
Grupo 34, p. 219
x'% — 4y"3 = 4, 10. Ningin lugar geométrico.
y'/® — 4x/ = (., 12. Dos rectas paralelas.
Dos rectas que se cortan. 14. X3 4 2yf1% =7,

Paunto. 15. Una recta,
Grupo 35, p. 225

4x? —4xy + y* —4x — 8y —4=0.
8x3 + 4xy + Sy? — 18x + 30y + 45 = 0.
3x3 — 12xy — 13y* — 18x + 6y +72 = 0,
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7x? — bxy + 15y% — 14x + 102y + 151 = 0,
(=% -3, 8. (-2 —n1).
12. (2, 0), 2x~9=0; (—2,0), 2x +9=0.
13. (5,0), 5x~9=0; (—5,0), 5x+9=0.
14. (0,2), 2y—-5=0; (0. —2), 2y+5=0.
15. (0, 3), 3y —7=0; (0, —3), 3y+7=0.
6. (=3, 1), 4x—=29=0; (5, 1), 4x+21 =0.

Grupo 36, p. 231

1. 2x+y—4=0 x-—-2y+3=0.
L 3x—y=2=0, x—-3y+22=0.
3. Ix—=2y—-5=0, 7x—6yg—21=0.

4, 3x—y—-2=0; x+3y—4=0; ‘/'O; /10, 4: 3.

3
. x+y—~1=0, 3x43y4+1=0. 13. x2+4+xy—y?+2x—3y+5=20.
6. 29°45/; 47°29. 14, x2+y?+2x—2y—23 =0,

15. x?42xy+y3+3x—2y=4; 169x3 4 26xy + y? + 27x — 146y = 196.
16. x2+ xy+y?—=2x—y=0.

18. 9x3 4+ 33xy +9y? —8x+22y -1=0,

19. 4x? — 17xy — 10y? — 24x 437y + 10 = 0O,

21, 4x? +4xy 4 y2 4+ 12x 420y +8 =0,
4x2 — 4xy + y? — 12x — 20y ~ 16 = 0.
22. 2x% —4xy+ 2y —x+3y—5=0,
2x3 4 12xy + 18y% + 23x — 5y — 13 = 0.
27. 3x% +4y? =48, 3x? — y? =3,

Grupo 37, p. 243

s (vie 3. (Vie 2). (vie ). (v %)
6. (1, 120°), (1, 240°). ' 8. Circunferencia: r = 2.

9. Linearecta: 6= %

10. Pi(—% V2 —%V72), Pa(V3. 1), Ps(% V3, —3), Pa(-3.3).
1. (V13, 123°4r), (V13, 320°19).

12, r= =12, 16. r3cos20 = 4.

19, 2t242rcos @ —6rsen 043 =0. 17. r = 2 gen 6.

15. 60 = arctg2. 18. r%sen 26 = 4,
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.= 2 . 25, 3x34-4y? —4x —~4 =0,
1—sen o 27, y® = 4x5,

r cos (0 —w)=p. . = y? +8x—16=0,

x2 4 y? =4y =0, 29. (x4 y?42x)? = 4(x? 4 y?).

yz_.gx_.]6=0.ﬂ : 30. (xz+yz)z=4(x2_yr)~.

Grupo 39, p. 252

(-5 (2 )

(2. ;) (2. i;‘) 5. (V6 35°10), (V6 324°4%).
(3, %) (3, 5_;‘) 6. 3/53 .;E) Polo.
Gve3) (vi i) v

) (%) (G B (¢ )
' ’ 3) 3" 3 ) 3, 3 )
)' 0.347, 159°4). 15 7.19.
23, 0,960.

6,46. ‘ 24, 2,3.

0—."_)=4.
FCDS( 3

rcos (§ — w) =1, en donde ® = arctg (— %5) estd en el segundo cua-
drante.

Grupo 40, p. 259

rcos (0 — ) =2, en donde @ = arctg (34) esti en el primer cuadrante.

rcos 0= —3, 10, rsen 8 = 2.

2r sen (-2;—0)+\/_ir sen (0—%) =4\/7sen-51i;.

r’—ercos(-}I"— )+2o=0.

2 — 6r cos‘(%—0)+b‘\/7-—4=0.

Centro (2, 0), radio =2. 22. Centro (2. —2—). radio = 3.
Centto(l, %). radio = 2. 23. Centro (l. —27“) radio = 2,
r=~2cosd; centro (1, ), radio =1,

Lehmann. — 81.
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r=cosf 4 sen 6; centro (-—‘%, %), radio = —‘12_1

Paribola; vértice (%. x); longitud del lado recto = 5; ecuacién rectan-
gular: 4y? — 20x — 25 = 0.

N 3 3w\, . 3 = 3TN, 5 oal
Elipse; centro T 3) vértices (T' —z-). (3. T) 2a = %i:

2b = 3/2; longitud del lado recto =4: ecuacién rectangolar:
Ox3 4 8y*+ 12y — 36 =0,

Hipérbola: centro (1. 0) ; vértices (4. 0), (—=3%. n): 2a=1: 26=V3;
longitud del lado recto=3; ecuacidn rectangular: 12x2—442-24x 49 = 0.

Viértice (%, x): directriz: rcos 8 = — p.

Grupo 41, p. 263

Espiral de Arquimedes, r = kg.

Espiral hiperbélica o reciproca, ré = k.
Espiral parabélica, r* = Ro.

Espiral logaritmica o equiangular, log r = k0.

Lituas, r?0 = k. 7. Cireunferencia, r = g cos 0.
. x3 8. Circunferencia, r = $3gcos 9.
= .
v 2a — x 9. Circunferencia, r = 3§ g cos 0.

Rosa de cuatro hojas, r = g sen 20.

r = 2a cos? 4. 17. r = 2gsen 8 4 k.
r = 2asen? @.

Circunferencia, r = 2a(cos 04 sen 0).

r = 2a cos 0 4 a sen 26. 21. Cardioide.
r=2acos0(l 4 cor ).

Grupo 42, p. 269

b2 x2 4 aty? = a?b3. 17. x% 4 y¥% = gk,
LR 20. x% 4 y¥ = g%,
a b 21, x? 4 y? = qt.
b2x? — q®y? = a?b?. 25. 20x2 — 4xy + 13¢y* = 256.
xy = 6. 28. x3+4 y? —3daxy =0,
x? =2y + 4. 29, x?y? 4 b2x? = g%yt
(x =) 4 y? =4, 3. 2t x—1=0.
(x—z)’+(y+3)’=| 33. 2x¥4y—~1=0.

9 4 35. xy? —x+2y =0.
(x+D? _ (y-2)2 _ | 38. 4x*—3x+y=0.

4 1
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Grupo 43. p. 278

x =2 — 133, y = -1+ ¥st.

x-aatccos%* Vb7 — a® ¥ 2Zay — y2.

x =gcosd+adsend, y =aasend — agfcosd.

Grupo 44, p. 283

x2 4 y2 = 2a2. 9. (x?+4 y?)? = alx?+ b3y
Directtiz: x = — p. 11, (x? 4 y2)2 = g2x? — H2y2,

Circulo director: x24y?=a2—b2. 15. hkx = p.

x24+y*+ax =0. 16. kx3— y? = ka? — b2,

b2x? 4+ a?y? + ab%x = Q. 17. x? = y?* 4+ 6px + p?2 = 0.

2x? —~2xy +2x —y=0. 18. x3 4 y? = g2,

(R2+h)2x3+ (R+1)2y2=k2i2, 19. x2 4 y? = g2,

Eleje Y. 20. (x34 y? +2x)2 = 4(x? + y?).

Grupo 49, p. 320

18: +/22. 11. 35°10. 20. 35,

Grupo 50, p. 326

.3v6. 5. d=V (xi—x2)*+(y1 — y3) 2.
21,91. 7. 7 unidades del origen.
245 deleje X; V13 deleje Y: 5 deleje Z.
3 V10 sobre el plano XY. 12. 3. 14, 3; =1,

Superficie esférica;: x3+ y? + 22 ~dx — 2y — 8z -4 = 0.
Plano: 10x — 4y — 4z — 1= 0. 18. (%4, 7. M).

s 35 5): (% 4. 03): (1.1, 4).

(—2. 1 4. 22. x=9, z=35,

3. 23, (3, 0, 3).

Grupo 51, p. 332

VI 7.5 V3 1 V3

T Ts“/j' 3 R S 0
- % % =% s VI
= ¥ T 7T T
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14,
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=|=.l_, \/_i, *l 11. *\/_——2_, *ﬂ, 0.
2 2 2 2
— — — 14. (5,6, 0).
/ /
SHVE SHVE =5VE G 0 o).
54°44’; 125°1¢. ' 16. = 36,V =%4,V2I, =%, V21, .
45° 6 135°, 17, Wi VL W VL =3 V0.

Grupo 52, p. 339

}{4'\/71-- 17. x—l=y—4___z—1'
76° 14/, ‘ ! =7

88° 17/, 8 x—4_y—=U_2+2
100° 59 2 3 —1
65°54/. ) 19, x=1, z=4.

25°45; 107°17/; 46°58.
53°58; 36°2.

20, (-2, 3, 0).
21. (0, 2, —3).

?i& 22, {6, —7,1] 6 [110, =71, 47].
21. 23. (7. — 4, 4).
[2, -5, —-11]. 24, y=-2, z=12.
[7, 56, 66]. 25. (4, 2, 5).
Grupo 53, p. 347
x—4y+2z-15=0, 5. 3x~3y+4z+2=0.
3x — 12y —4z 4+ 11 =0. 6. 3x—-7y+3z+11 =0,

x—2y+z—-6=0. : 7. S5x+2y—z=17.
3x +2y —6z — 16 = 0. .

x+Vig+z—-8+V2=0 x+V2y—-z-24V2Z=0.

z=09. 22. 24,
y+5=0. 23. 20.
x —=3y+8z2—-15=0. 24. 42,
21, 25. 20.

Grupo 54, p. 355

Ix =S5y ~1524+15=0. 15, x+2y+z+6=0,

x+8y+13z-22=0, - 16, 5x — 9y — 8z - 30 =0.
81°50/, 18. 7x +8y —z—10=0,
81° 7. 19. x47y—3z+4+4=0,
4y — 3z 4+ 26 = 0. 21. lly +4z—-5 =0.

2x — 3y =10, ’ 22, x+4y=0.
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5x4+y—8z-24=0.

5x +5y+ (84+3V6)z~-20=0; Sx+5y+ (8~-3v6)z-20=0.

llx — 7y — 16z - 64 = 0. 26. kR =06.

2x+ (40 + 3V 170)y ~7z — 28 = 0; 21x + (40 - 3V/ 170)y ~7z-28=0.

9x + 6y —z=1..
Grupo 55, p. 363

Vits+y+z-10=0 VIx+y—2z~-10=0
2x —6y ~3z435=0; 2x—6y -3z~ 35=0.

h = =12, 14.  — 44,
Yx+YWy—%z~2=0. 15. 5.

5. 16. 7.

% V6. 18. 6.

1. 19. 33.
—2.

2x—y+4+2z2—-15=0; 2x—y+2z-3=0.
R=13, %.

7x—-y+224+9=0; S5x 4+ 7y — 14z 4-27 = 0.
131x + 19¢g — 10z = 0;: 23x — 107y 4 98z + 3% = 0.
4x +3y—2z=0; Sy—6z+412=0.

40.

Grupo 56, p. 368
2x ~3y4+2z2-22=0. 3. 4x—-2y+3z-21=0.
2x—y+z+7=0. 4. x+3y—2z—-6=0.
x=2y4+2z-6=0, x—2y+2246=0.
7%+ 3y — 22 4+8=0. 9. x+7y =4.
3x+2y+4z=12 =0 10. 6x 47y — 5z =0.

Ix—-—y—10=0.

x —2y+2z=6; 9x — 12y + 8z = 34,

2x —3y4+6z—21 =0; Nx 4 327y — %z — 1059 = 0.’
2x + 2y +z — 19 =0,

8x—4y4+z—1=0; 2x—y—-2z45=0.

x—=2y+3z42=0." 23. (1,0, — 1),
3x—y+2z4+7 =0. 24. 4x -2y 4z =11,
S5x+y+82—14=0, 25. 2y+z+1=0.

@ -unmn.
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35.

13.
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Grupo 67, p. 375

x=2_yg+1_

x+2_z—3

z—4

3 — 5 S. 3 -5 y = 4,
x—4_y _z—5 -, ¥-3_2z2+2
1 =3 . 6. x=6, yy 7"
x—4 _y+l_z1-4 x—4_y+l_z—4

V2 1 TS 3 1 =1

-3, _y_____2_z—7 . x—-3_y+3=z—4‘
x ) 7 8. = 1 =3
x=m3 ym=-—4, 20. 34°22.

- — 7, -I, . —---—y—--.!.
x+72 ys +5 ®Tmty

x y-3_z -7

2 —'ll _,0' 24. x-S %-2—4.
x+b6my—~5m3—2 26. y=3, z=-4
x=mwb64 Y1t, y-—-4—3/2—2t. z=24+ Y
x=64 Y1, y-—4—l/2—it. z=2—VYt.

x=m 543, yw—3—34y, z= 3,

x=] 43t yw24+4%t, z==34 %1

Grupo 58, p. 381

3x+5y—4z24+4=0. 22, 134°11".
Sx+loy+3z4+2=0. 25, 70°54',

2.1, 0, (% 0, —%), (0. 7. 10).

Grupo 59, p. 386

£, 6. 1. 9. 1%V3.
12033, 7. 9, 10. %V6.
7. 8. 3. 11, 3x—y—=-2z4+4=0.
2x+7y+ 132 -19=0. 23, 29x+49 +z—72=0.
x=7_y+2_z-9 x—=5 y—=1_z41
11 -7 -12" 2. 1 '|.J..|3 =——3
x—=6_y—-4_z+2 x=1_y—-6_z+5
i 7 T 5. o -Vn -
7x+6y+z—-4=0. 26. 27x 4 19y — 21z 4 53 = 0.
-9y — 17, 3=20,

5 =+ 27. x4 15y =4z + 67 = 0.
Sx =18y ~72 419 =0, 2. Y. VIl

x4+ 10y -72-7=0 29, 3x—4y+82—-8=0.
Hlx —7y — 8z = 49, 3. 2.
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20.

21.
22.

25.

26.

27.

10.
1n.
12.
13.
14.

2.
22.

“n o h o=
S

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 487
Grupo 61, p. 398

Xt+y?+?—6x—~4dy+dz+3=0.

x4 y? 4 z2—4x =17, 8. x34y?4 22 —4dx 42z = 44,
Centro (4, —3, 6): r=7. 10, x4 y?4 22 —6x42y—2z=70.
16x unidades cuadradas. 1, x4+ y*+22-2x—4y-2z=13.

x3y? 4+ 224 6y — 42 = 4, 18, Sx—=3y+5z4+1=0,
8x+2y+82417=0, 3x42y+2z—-12=0,
s w5 3 |
312" 10" 3T)
x4+ y? 4+ 22— 19x — 32y —21z +70 = 0.
x4 y3 423 —4x —6y 4+ 4z +8 = 0;
x¥fyt 429 —dx — Uy 422z +44 =0,

3 V3 1 -V V6 -
('4‘- EX ’z")- ("‘z"’ T ‘/2)°
(5, -’2—‘. arc tg (— %)). (7, arccos 34, arctg ¥).

r = 4 sen ¢ sen 8.

g) O =arctg (—14); b) rsengpsenf=2; ¢) rseng =2;
d) r2sen? ¢+ 2r2cos?¢p =m4; ¢) ¢ = 45°, ¢ = 1359

@) x*+y*+2z2m16; b) ym7;: ) x'+y*+z2-3z2=0.

Grupo 62, p. 406

V422 yz —dx4+4z=0. 15, x4 y?*=4, 2=0; [1,2, ~i].

x24SS5yt z3—-dxy4+2yz~1=0. 16. 2y*+z¥=2, x=0; [I, 2, 3].

x3—y3—422 —4yz -1 =0, 17. xz=1, y=0; [2, —1, 0].

x4 428 —4dxz 4 y—1=0. 18. x84 22 -2z =0.

4x? 4+ 64yt + 22 -3y +4z=0. 19. x?+z2?+2xz+2x—2z = |.
iz?. ‘/Ti —2). (-1. V3, 4.

(5. arctg 44, — 7)., (13, arctg (— 34). 8).

a) Omarctg2; b) r=2sen0; c) ?422=4;

d) c%cos? 0~ 23 = 4; e) r?gentd = 4z,

a) x?+y?=4: b) x?+y?mz ) x?+4 y? =dx;
d) x+y—2zm=4; ¢) y*+4z2 =4,

Grupo 63, p. 410

x3 4 y3 = 23, 2. 204 2xy = 4y.
8x? —9y? — 928 —b6xy + 22x 4+ 12y +5 = 0.

4x% — 7y? — 1622 — 4xy — 169z 4 12x + 26y + 482 = 31.
4x3 = yz? = 0,
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18. x2—y?+22=0. 20. 5%& unidades cibicas.
19. xy+ xz+4+yz=0. 21. 94/ 7n unidades cuadradas.
22. a) ¢ =arctg (* \/_2) ; b)Y r= = Vv 2z.

Grupo 64, p. 414

5. x?4 y?—z2tg2¢ =0. 14, x’+z?+2yv= .
6. y+ 27 - 4px = 0. 15 x?+4y? 227 +4z =6
16. 9x2 4+ 9y? — 422 4 24z = 36,

2 2 2
7. %+Ty’-z+-i—z=l. _ 17. yt — 4x® — 422 = 0.

. . . 18, x% —y2 —2z2=240.
9. x?+y*4z2=4. 10, 3= NFTR

10. 9x2 — y? — 22 =(,

20. x%2z2 4 y2z%2 =1,
11, x2 422 -2y =0, '

27. ¢ sen? ¢ —2cosp =0,

12, y? — x% — z%2 =4, 28. r2cos? 0 + 4r2sen? 8 + 422 = 4,
13. Ox? 4 4y? + 922 = 36. 29. 5x? 4 9y? 4 923 = 45,

30. (x24 y2 4 z2 4 b2 — a2)? = 4b2(y? + z3).

Grupo 65, p. 418

1. x® —4y? = 4. 6. xy+ xz+yz=0.

2. x34y2—922 =0, 22..y2(x—1)’=x(x+z—l)’.

3. x34 y? — 422 =4, 23, y?z5 — 28 4 2423 — x2 =0.

4, x3—0y? 4923 =9, 4. 4x3 =(4—y2)(2 -2)%

5. x?—4y? =z, 25. 36z2 =(x—3)% (4— y?).
Grupo 66, p. 423

2. P;(2,0,7), P;(—6, 4, 7). 9. W42y +221 =7,

3. Pi(—4,1, =3), Py(—-1, —6, —2). '10. y'® = z/3,

4. x'2 4 y'* — 4727 = 0. 14. (2,7,1).

6. 2x/'34 323 =6, . 15. (3, —6, 9).

7. Ox'3 4 4y’ 4+ 3622 = 36, 18, x/3 — y3 422 =0.

8. x/? —4y'? 4222 = 4, 19, 4x/2 4 4y’3 + 2/3 = 4,
Grupo 67, p. 436

8. x4 y34 222 =4, 21, x? 4 4y2 4222 =7,

8 v/ 2% unidades cibicas. 32, x¥—-2y2 =12z,
20, x2+4 y3 — 22 = 4,
Grupo 70, p. 450

1. (1,2,3). 3. (0.4,6), (—4,3,3). 4. (2,0,0), (=2,0,0).
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de los nueve puntos, 132.
Cisoide. 45, 249. 262, 291.
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Concoide, 249, 264, 292.

Condicién necesaria y suficiente, 19.
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definicién analitica, 212.
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no central, 210.
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género,
elipse, 216.
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Cosenos directores, 328.
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Cramer, 459,
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Cuadrante, 5.
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Cuidricas, 425.
con centro, 426,
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sinn centro, 426, 433,

Cuidricas,
clasificacién, 427.
homofocales, 439.
Cuerda,
de contacto, 129, 164, 190, 209,
de 1a elipse, 174.
focal, 150, 174, 192.
de 1a hipérbola, 192.
de 1a paribola, 150.
Curva,
de Agnesi, 290.
alabeada, 440.
algebraica, 286.
de error, 307,
exponencial, 306.
de Lamé, 295.
logaritmica, 304.
pedal, 282.
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polinomia, 287,
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circundantes, 312.
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trascendentes, 286.
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Descartes, 10, 295,
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Diimetro, 164, 174, 190, 192,
210.

Diimetros conjugados, 190, 210.

Directriz, 149, 220, 223, 224,
400, 406.

Discusién de una ecuacién, 33,

Distancia eatre dos puntos, 5, 11,
251, 321.

Divisién de un segmento., 12, 323,

Duplicacién del cubo, 291.

E

e*y e—%, valores de, 468.
Ecuacién,
discusidn de una, 33,
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Ecvacién,
general de segundo grado,
con dos variables, 212,
con tres variables, 425.
homogénea, 408,
lineal, 65, 66,
de un lugar geométrico. 33, 50.
polar, 240. ’
de la recta en el plano, 56.
en coordenadas polares, 253.
dada por dos condiciones, 67.
dada su pendiente y la ordenada
en el origen, 59.
forma de determinante, 89.
forma general, 65.
forma normal, 72,
forma punto y pendiente, 58.
forma simétrica, 61.
que pasa por dos puntos, 60.
rectangular, 240,
de segundo grado, 457.
Ecuaciones,
de las bisectrices, 84.
equivalentes, 244.
factorizables, 47.
paramétricas, 266, 375, 397,
404, 448.
reciprocas. 143.
de 1a recta en el espacio, 371.
forma general, 371.
forma paraméttica, 375.
forma simétrica, 372.
planos proyectantes, 377.
que pasa por dos puntos, 374,
de transformacién, 133.
Eje.
conjugado, 192.
focal, 173, 192,
mayor, 173.
menor, 174.
pormal, 174, 192.
a noventa grados, 238.
de la paribola, 149.
polar, 237,
radical, 114, 399,
de revolucién, 411.
de simetria, 35.
transverso, 192,
Ejes,
conjugados, 192,
de coordenadas, 4, 5, 318.

Elipse, 173.
ingulo excéntrico, 271,
circulo director, 281.
circulo menor, 272.
circulo principal, 272.
como seccién ¢énica, 235,
cuerda de contacto, 190,
didmetro, 174.
diimetros conjugados, 190.
ditectrices, 224.
ecnaciones paramétricas, 269.
excentricidad, 176, 222, 224.
primera ecuacién, 177,
propiedad focal, 187.
propiedades, 186.
segunda ecuacién, 181.
tangente a la, 186,
Elipsoide, 428.
de revolucién, 429,
Epicicloide, 274.
Esfera, 395.
Esferoide, 415, 429,
Espiral,
de Arquimedes, 244, 250.
bhiperbélica. 249.
logatitmica, 249.
parabélica, 249.
Estrofoide, 264, 295.
Euler, 72.
Evolvente, 279.
de la circunferencia, 279.
Excentricidad, 176, 194, 220, 222.
Extensidén,
de una curva, 39.
del lugar geométrico, 246.
de una superficie, 393.

F

Factor,

de amplitud, 297.

de crecimiento, 312,

de periodicidad, 297.
Familia,

de circunferencias, 110.

de cénicas, 228,

de curvas, 228.

de esferas, 399.

de planos, 366, 368.

de rectas, 90. '
Foco, 220.

Biso
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Focos, 149, 173, 191, 220.
Forma, '
canénica, 100.
normal, 72. 356.
Férmulas, 456.
Funcién, 285.
algebraica, 286. '
cuadratica, 164,
exponencial, 304.
hiperbélica, 310.
homogénea, 407.
lineal, 66.
multiforme, 301.
periédica, 296,
racional, 286.
entera, 285.
trascendente, 286,
uniforme, 301.

G

Generatriz, 400, 406, 411, 416.
Género,
elipse, 216.
hipérbola, 216,
parabola, 216.
Geometria,
analitica, caricter dela, 10.:
cartesiana, 10.
pura, 10.
Grado, 286,
Grificas, 33, 246. 267.

H
Haz,

de planos, 367,
de rectas, 90.

Hélice, 449.

Hipérbola, 191.
angulo excéntrico, 272,
asintotas, 198.
circulo auxiliar, 272, °
como seccién cémica, 235.
cuerda de contacto, 209,
diimetro, 192, 210,
diimetros conjugados, 210.
directrices, 224,
ecuaciones paramétricas, 272,
equilatera, 39, 200.
excentricidad, 194, 222,
primera ecuacién, 192,
propiedad focal, 208.

Hipérbola,
propiedades, 207.
rectangular, 200,
segunda ecuacién, 203,
tangente, 207.
Hipérbolas conjugadas, 201,
Hiperboloide,
de una hoja, 429.
de dos hojas, 431.
de revolucién, 413, 414. 432,
Hiperboloides conjugados, 433,
Hipocicloide, 274,
Hoja,
de Descartes, 295,
de una superficie cédnica, 406.

I
Incentro, 85.
Inclinacién, 17.
Indicador, 215.
Intersecciones, 34, 46, 244, 249,
345, 346, 443.

L

Lado recto, 150, 174, 192,
Lamé, 295.
Lemniscata, 248, 249.
Ley,
de Boyle, 290.
del interés compuesto, 306.
Lituus, 249.
Logaritmos, 305, 457, 464,
Longitud, ‘
de la normal, 123.
de un segmento, 1, 4.
de la tangente, 123,
Lugares geométricos, 33, 50.

M
Maclaurin, 295,
Meridiano, 412, )
Método paramétrico, 279.

N

Normal,
a una curva, 123,
ecuacién de la, 123.
a un plano, 341.

Nimeros,
directores 331,
reales, 6.
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0
Octante, 319.
Otdenada, 5.
en el origen, 59.
Origen, 1, 5. 318,
Ortocentro, 64.
Ovalos de Cassini, 263.

|

Papel coordenado polar. 239.
Paribola, 149,

aplicaciones, 167.

cibica, 38.

cuerda de contacto, 164.

didmetro, 164,

ecuiaciones paramétricas, 270.

excentricidad, 222,

primera ecuacién, 152.

propiedad focal, 168.

seccién de un cono, 235.

segunda ecuacién, 155.

semicubica, 40.

tangente a la, 161.
Paraboloide,

eliptico, 433,

hiperbdlico, 417, 434.

de revolucién, 393, 414, 434,
Paraboloides homofocales, 439,
Paralelismo,

de planos, 352.

de recta y plano, 383.

de rectas, 23, 336, 338.
Paralelo, 412,
Pardmetro, 91, 266.
Pascal, 262.
Pendiente,

de una curva, 121.

final, 21.

inicial, 21.

de una recta, 16,
Petiodo, 296.
Perpendicularidad,

de planos, 352,

de recta y plano, 383.

de rectas, 23, 336, 338,
Plano, 341.

ecuacién del, 341, 348, 350,

radical, 399.

de simetria, 391.

Planos,
asintéticos, 438,
bisectores, 362.
coordenados, 318.
proyectantes, 377.
Podaria, 284.
Podarias. 282.
Polo, 237.
Potencias y raices, 468.
Propiedad focal, 168, 187, 208.
Proyeccién ortogonal, 321.
Proyecciones paralelas, 320.
Punto,
aislado, 295.
de contacto, 121.
inicial, 1.
miximo, 165,
medio, 13, 325,
minimo, 165,
de tangencia, 121,
Puntos conciclicos, 108.

R

Radiacién de planos, 368.
Radio vector, 150, 174, 192,
237, 397.
Recta,
de Euler. 72.
final, 20.
inicial, 20.
de Simpson, 132,
Rectas,
concurrentes, 71,
que se cruzan, 327,
Reflector parabélico, 170.
Regla de Cramer, 459.
Regulus, 431. .
Rosa de cuatro hojas, 249,
Rotacién de ejes, 139, 420, 422,
Ruleta, 272.

S

Secantoide, 300.
Seccién meridiana, 412.
Secciones cénicas, 210, 233,
casos limites, 236.
planas, 233.
Segmento, 1.
dirigido, I.
Serpentina, 295.

e e
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Simetria, 35.
en coordenadas polares, 245.
de una curva, 35, 245.
en el espacio, 391.

Simpson, 132.

Sinusoide, 295,

Sistema,
de conicas, 228,
coordenado,

lineal, 3, 4.
de mano derecha. 318.
de mano izquierda, 318.
en el plano, 5.
de cuddricas sin centro, 439
de ecuaciones. 458,
lineales, 458

Subnormal, 123.

Subtangente, 123.

Superficie,
cilindrica, 400, 402.

circular, 403.
eliptica, 403.
hiperbélica, 403.
parabélica, 403,
conica, 406,
reglada, 416.

Superficies, 389.
construccién de, 392,
discusion de la ecuacién, 390.
extensién, 393,
intercepciones, 346,
de revolucién, 411.
trazas, 346.

T

Tabla de potencias y raices, 468,
Tablas, 463.

Tangencia, condicién de, 122.
Tangente,

a una circanferencia, 125.

a una cénica, 226.

a una curva, 120.

ecuacién de una, 123,

a unaelipse, 186,

a una hipérbola, 207,

longitud de la, 123,

a una pardbola, 161,
Tangentoide, 299.
Terna ordenada, 320.
Tipo.

hiperbdlico, 289.

parabdlico, 289.
Toro, 416.
Transformacién de coordenadas,

133, 241, 397. 404, 419.

Traslacién de ejes, 135, 419.

Trayectorias ortogonales, 124, 231,

Trigonometria, férmulas, 459.
Trinomio de segundo grado, 164.
Triseccién de un ingulo, 291.
Trisectriz, 295.

Trocoide, 274.

\'4

Valortes principales, 302.
Variable, 285.
Variables auxiliares, 279.
Vértice de 1a paribola, 150.
Vértices,

de la elipse, 173.

de 1a hipérbola, 192,
Vibraciones decrecientes, 311.
Volimenes, 451.
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Obras afines:

GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIQ
Enfoque vectorial

Zosimo Menna Goncalves

Esta obra es el segundo volumen de un curso
regular sobre Geometria Analitica, El primer
volumen, titulado GEOMETRIA ANALITICA
PLANA, del mismo autor y editedo por la mis-
ma editorial, es el complemento lagico de asta
obra y ambos abarcan todos los temas que por
io general se tratan en un c¢urso de Geometria
Analitica.

Se exponen los temas en forma elemental
peto consistente y completa, lo que permite
gue haya continuidad del primero al Gltimo
capitulo. Se enfatiza la técnica, aunque tam-
bién el autor ofrece claridad en los conceptos.
La forma amena en que se trata el tema consti-
tuye una de sus principales caracteristicas.

Este volumen, asi como et titulado GEOME-
TRIA ANALITICA PLANA, son magnificos
libros de texto para los cursos que se imparten
en los dos primeros semestres de las carreras
profesionales en Ciencias e Ingenieria,

GEOMETRIA ANALITICA PLANA
Enfaque vectorial

Zosimo Menna Gangalves

En este libro se estudian algunas curvas alge-
braicas y trascendentes especiales de mucho
uso. Al final de cada capitulo se presentan ejer-
cicios resualtos. Ademas, la obra se modificod en
forma sustancial, no s6lo en cuanto al conteni-
do, sino especialmente respecto a la aplicacidn
del método vectorial que se trata aqui de mane-
ra mas amplia.

En ta parte final se incluye un apéndice que
resume las principates férmulas v los conoci-
mientos relativas a vectores en el plano coorde-
nado cartesiano adoptando las notaciones mas
Ltiles.

Lo mas sobresaliente de esta obra es la clari-
dad y brevedad con que se tratan los conceptos,
|lo que la hace un excelente libro de texto para
los cursos gue se imparten en las carreras de In
qenieria, Matematicas y Fisica.
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