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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION

El propésito de este libro, como el de su edicion anterior, es proporcionar los conceptos y la teoria de las sefiales y
sistemas necesarios en casi todos los campos de la ingenieria eléctrica, asi como en muchas otras disciplinas cienti-
ficas e ingenierias.

Desde la primera edicion, esta obra se ha enfocado al estudio de las sefiales y sistemas deterministicos. Para la
preparacién de esta segunda edicion en espaiol, se le agregd material extra al sitio Internet: www.mhhe.com/uni/
hsu_sys2e. Este material examina las sefales aleatorias y la respuesta de los sistemas lineales a las entradas aleato-
rias. Para la correcta comprension de este nuevo material, se anexa el apéndice B al sitio Internet, con material de
apoyo acerca del estudio de la probabilidad y estadistica.

Deseo expresar mi agradecimiento a la sefiora Kimberly Eaton y al sefior Charles Wall, de la Serie Schaum de
McGraw-Hill, por invitarme a revisar el libro.

Hwer P. Hsu
Shannondell en Valley Forge, Audubon, Pennsylvania



PREFACIO A LA PRIMERA EDICION

Los conceptos y la teoria de sefiales y sistemas son necesarios en casi todos los campos de la ingenieria eléctrica y
también en muchas otras disciplinas cientificas e ingenierfas. Estos constituyen los fundamentos de estudios adicio-
nales en diversas dreas (por ejemplo, comunicaciones, procesamiento de sefales o sistemas de control).

El propésito de esta obra es que se utilice como un suplemento para todos los libros de texto de sefiales y siste-
mas, o estudios autodidactas. También puede emplearse como un libro de texto en si. Cada tema se presenta en un
capitulo que incluye numerosos problemas resueltos, los cuales constituyen parte integral del texto.

El capitulo 1 presenta la descripcién matemadtica y la representacion tanto de las sefiales y sistemas de tiempo
continuo como de tiempo discreto. El capitulo 2 desarrolla la relaciéon fundamental de entrada-salida de sistemas
lineales invariantes en el tiempo (LIT) y explica la respuesta al impulso unitario del sistema y la operacién de convo-
lucién. Los capitulos 3 y 4 exploran las técnicas de transformacion del andlisis de los sistemas LIT. La transformada
de Laplace y su aplicacién a los sistemas LIT continuos en el tiempo se aborda en el capitulo 3. El capitulo 4 trata de
la transformada z y su aplicacién a los sistemas LIT de tiempo discreto. El andlisis de Fourier de sefiales y sistemas se
estudia en los capitulos 5 y 6. El capitulo 5 considera el andlisis de Fourier de sefales y sistemas de tiempo continuo,
mientras que el capitulo 6 se ocupa de las sefiales y los sistemas de tiempo discreto. El dltimo capitulo, el 7, presenta
el concepto del espacio de estado o variable de estado y el andlisis tanto para los sistemas de tiempo discreto como
de tiempo continuo. Ademds, el apéndice A incluye el material de soporte necesario para analizar el capitulo 7.

Agradezco al profesor Gordon Silverman, del Manhattan College, por su ayuda, comentarios y cuidadosa revi-
sién del manuscrito. También deseo reconocer al personal de la Serie Schaum de McGraw-Hill, en especial a John
Aliano, por sus ttiles comentarios y sugerencias, y a Maureen Walker por su gran cuidado en la preparacion de este
libro. Por dltimo, estoy en deuda con mi esposa, Daisy, cuya comprension y constante apoyo fueron factores necesa-
rios para realizar este trabajo.

Hwei P. Hsu
Montville, Nueva Jersey



PARA EL ESTUDIANTE

Para entender el material presentado en este texto se supone que el lector tiene conocimientos bésicos de cdlculo,
junto con cierta comprension de ecuaciones diferenciales y del curso de primer nivel en ingenieria eléctrica.

Este texto cubre las sefiales y sistemas, tanto de tiempo continuo como de tiempo discreto. Si el curso que usted
estd tomando s6lo cubre las sefiales y sistemas de tiempo continuo, puede estudiar las partes de los capitulos 1 y 2
que cubren ese caso, los capitulos 3 y 5, y la segunda parte del capitulo 7. Si el curso que estd tomando sélo cubre
las senales y sistemas de tiempo discreto, puede estudiar las partes de los capitulos 1 y 2 que abordan el tema, los
capitulos 4 y 6, y la primera parte del capitulo 7.

Para dominar realmente un tema, usted debe efectuar una interaccion continua entre habilidades y conocimien-
tos. Mediante el estudio y la revisién de muchos de los problemas resueltos y la observacion de como se aborda y
resuelve cada problema, usted puede adquirir la destreza para resolver los problemas con facilidad y aumentar su
acervo de conocimientos. Después, es imprescindible que resuelva los problemas complementarios (donde encontra-
rd consejos y respuestas) para probar y reforzar las habilidades aprendidas. Me gustaria resaltar que no existe ningtin
atajo para el aprendizaje, exceptuando el “estudiar”.

Complementos

Esta obra cuenta con diversos recursos y material adicional que puede consultar y descargar del sitio de la obra:
http://www.mhhe.com/uni/hsu_sys2e. Entre el contenido del sitio, estdn el capitulo 8, Sefiales aleatorias; el capitu-
lo 9, Densidad de potencia espectral y sefiales aleatorias en sistemas lineales, y un apéndice, Repaso de probabilidad.
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Senales y sistemas

1.1 INTRODUCCION

El concepto y la teorfa de sefiales y sistemas son necesarios en casi todos los campos de la ingenieria eléctrica y
también en muchas otras ingenierias y disciplinas cientificas. En este capitulo presentaremos la descripcién mate-
matica y la representacion de las sefiales y los sistemas, asi como sus clasificaciones. También definiremos varios
fundamentos importantes bdsicos de las sefiales para nuestros estudios.

1.2 LAS SENALESY SU CLASIFICACION

Una sefial es una funcién que representa una variable o cantidad fisica, y por lo regular contiene informacién acerca
del comportamiento o naturaleza del fendmeno. Por ejemplo, en un circuito RC la sefial puede representar el voltaje
a través del capacitor o la corriente que fluye en el resistor. De manera matemadtica, una sefial se representa como
una funcién de una variable independiente 7. En general, la letra ¢ representa el tiempo. De este modo, una sefal se
denota mediante la expresion x(f).

A. SENALES DETIEMPO CONTINUOY DE TIEMPO DISCRETO x()
Una sefial x(¢) es de tiempo continuo si t es una variable continua. Si t es _\
una variable discreta —es decir, x(#) estd definida para tiempos discretos—, \_/

entonces x(7) es una sefal de tiempo discreto. Puesto que una sefial de tiempo
discreto estd definida en tiempos discretos, una sefial discreta a menudo se
identifica como una serie de nimeros que se denota mediante {x,} o x[n], 0
donde n = entero. En la figura 1-1 se ilustra una sefial x(#) de tiempo continuo a)
y una sefial x[n] de tiempo discreto.

Una sefial x[n] de tiempo discreto puede representar un fenémeno para x[n]
el cual la variable independiente es inherentemente discreta. Por ejemplo, el Ly
promedio del mercado de acciones al cierre diario es, por naturaleza, una sefal
que evoluciona en puntos discretos en el tiempo (esto es, al cierre de cada dia). ol
Por otra parte, una sefial de tiempo discreto x[n] puede obtenerse mediante el
muestreo de una sefial x(7) de tiempo continuo tal como

—5-4-3-2-10123 456 n

x(ty), x(1,), ..., x(1), ... b)
o en una forma mds corta como x[0], x[1], ..., x[n], ... Figura 1-1 Representacién grifica de
o Yo x X sefiales @) de tiempo continuo y
07t e b) de tiempo discreto.
donde se entiende que x, = x[n] = x(z)

las x, se conocen como muestras 'y al intervalo de tiempo entre ellas se le llama intervalo de muestreo. Cuando los
intervalos de muestreo son iguales (muestreo uniforme), entonces

x, = x[n] = x(nT,) donde la constante 7 es el intervalo de muestreo.
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Una sefial de tiempo discreto x[n] puede definirse de dos maneras:

1. Especificando una regla para calcular el n-ésimo valor de la secuencia. Por ejemplo,

1}" n
— n=0 11 1
x[n]l=x, = o {x }=91,—,—,....| —| ,...
[n]=2x, [2 {x,} 27 {2]

0 n<0

2. Es posible enumerar de manera explicita los valores de la secuencia. Por ejemplo, la secuencia que se muestra
en la figura 1-1b) puede escribirse como

{%,={..,0,0,1,2,2,1,0,1,0,2,0,0,...} o {x,}={1,2,2,1,0,1,0,2}
T T

La flecha se usa para denotar el término n = 0. Esta obra considera la siguiente convencion: si no se indica flecha
alguna, entonces el primer término corresponde a n = 0 y todos los valores de la secuencia son O para n < 0.
La suma y el producto de dos secuencias se definen de la siguiente manera:

le,y=la,}+{b,} = ¢, =a,+b,
le,d =la, b} —e¢,=a,b,

{c,} =afa,} —c¢, =o0a, o = constante

B. SENALES ANALOGICASY DIGITALES

Si una sefial x(7) de tiempo continuo puede tomar cualquier valor en el intervalo continuo (a, b), donde a puede ser
—ooy b puede ser +oo, entonces la sefial x(7) se denomina sefial analogica. Si una sefial x[n] de tiempo discreto sélo
puede tomar un niimero finito de valores distintos, entonces se denomina digital.

C. SENALES REALESY COMPLEJAS

Una sefial x(7) es real si su valor es un nimero real, y una sefial x(f) es una sefial compleja si su valor es un nimero
complejo. Una sefial x(f) compleja general es una funcién de la forma

x(0) = x,(t) + jx,(0) (1.1)

donde x,(7) y x,() son sefiales realesy j = V —1.
Note que en la ecuacion (1.1) ¢ representa tanto una variable continua como una discreta.

D. SENALES DETERMINISTICAS Y ALEATORIAS

Las sefiales deterministicas son aquellas cuyos valores estin completamente especificados para cualquier tiempo
dado. De este modo, una sefial deterministica puede modelarse mediante una funcién conocida del tiempo ¢. Las
sefiales aleatorias son aquellas que toman valores aleatorios en cualquier tiempo dado y deben caracterizarse de
manera estadistica.

E. SENALES PARES E IMPARES
x(—1) = x(t)

Una sefal x(¢) o x[n] se define como par si (1.2)
x[—n] = x[n]

x(—1H = —x(1)
Una sefal x(¢) o x[n] se define como impar si (1.3)
x[—n] = —x[n]



1.2 LAS SENALESY SU CLASIFICACION

En la figura 1-2 se muestran ejemplos de sefales pares e impares.
Cualquier sefal x(f) o x[n] puede expresarse como la suma de dos
seflales, una de las cuales es par y la otra es impar. Es decir,

x(t)=x,()+ x,(t)

x[n]=x,[n]+ x,[n] (14)
donde x,(t)= l {x(t) + x(—1)} parte par de x(z)
f (1.5)
x,[n]= 5 {x[n]+ x[—n]} parte par de x[n]
x, ()= % {x(t) — x(—1)} parte impar de x(z)
(1.6)

x,[n]= % {x[n] — x[—n]} parte impar de x[n]
Note que el producto de dos sefiales par o impar es una sefial par, y

que el producto de una sefial par y otra impar es una sefial impar (proble-
ma 1.7).

F. SENALES PERIODICASY NO PERIODICAS

Se dice que una sefial x(¢) de tiempo continuo es periodica con periodo T
si existe un valor positivo distinto de cero de T para el que

x(t+T)=x(f) paratodat 1.7)

La figura 1-3a) ilustra el ejemplo de una sefial de este tipo. De la ecuacién
(1.7) o la figura 1-3a) se obtiene que

x(+mT) = x() (1.8)

para toda t y cualquier entero m. El periodo fundamental T,y de x(¢) es el
valor positivo mds pequefio de T para el cual se cumple la ecuacién (1.7).
Observe que esta definicién no funciona para una sefial constante x(¢) (co-
nocida como sefial cd). Para una sefial constante x(¢) el periodo funda-
mental es indefinido, porque x(f) es periddica para cualquier seleccidon
de T (por tanto, no hay valor positivo més pequefio). Cualquier sefial de
tiempo continuo que no sea periddica se conoce como sefial no periddica
(o aperiodica).

Las sefiales periddicas de tiempo discreto se definen de manera ana-
loga. Una secuencia (sefial de tiempo discreto) x[n] es periddica con un
periodo N si existe un entero positivo N para el cual

x[n + N] = x[n] para toda n (1.9)

La figura 1-3b) da un ejemplo de una secuencia de esta clase. De la ecua-
cién (1.9) y de la figura 1-3b) se deduce que

x[n+ mN] = x[n] (1.10)

para toda n y cualquier entero m. El periodo fundamental N, de x[n] es el
entero positivo mds pequefio N para el cual se cumple la ecuacién (1.9).
Cualquier secuencia no periddica se denomina secuencia no periddica (0
aperiodica).

x(1)

0 t
a)
x[n]
[ ]
7'4737271 0123 I !
b)
x(1)
0 t'
c)
x[n]
—3-2-1
-4 1234 n
d)

Figura 1-2 Ejemplos de sefales pares
(ay b) y sefales impares (¢ y d).

x(1)

—2T —-T 0 T 2T I3
a)
x[n]
L L I
—2N —-N 0 N 2N n
b)

Figura 1-3 Ejemplos de sefiales
periddicas.
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Observe que una secuencia obtenida mediante el muestreo uniforme de una sefial peridédica de tiempo continuo
puede no ser periddica (problemas 1.12 y 1.13). Advierta también que la suma de dos sefiales periddicas de tiempo
continuo puede no ser periddica, pero la suma de dos secuencias periddicas siempre es periddica (problemas 1.14
y 1.15).

G. SENALES DE POTENCIAY ENERGIA

Considere v(7) como el voltaje a través del resistor R que produce una corriente i(¢). La potencia instantdnea p(t) por
ohm se define como

paF%:ﬂ@ (1.11)

La energia total E'y la potencia promedio P por cada ohm son

E=] @wdr joules (1.12)
gz,
P= Iim ?j_mz () di  watts (1.13)

Para una sefial arbitraria de tiempo continuo x(t), el contenido de energia normalizado E de x(t) se define como
E= J'_ | x(1) |2 dt (1.14)

La potencia promedio normalizada P de x(t) se define como
T/2

1
P_TIIELFJ.—T/zl

xt)[ di (1.15)

De manera similar, para una sefial de tiempo discreto x[n], el contenido de energia normalizado E de x[n] se define
como

E= i | xlnlf (1.16)

La potencia normalizada promedio P de x[n] se define como

1 J 2
P= lim >, | xinl| (1.17)

N=e 2N + 1 n=—N

Con base en las definiciones (1.14) a (1.17), se definen las siguientes clases de sefiales:

1. Se dice que x(#) (o x[n]) es una sefal (o secuencia) de energia siy s6lo si 0 < E < oo, y de esta manera P = 0.

2. Se dice que x(7) (o x[n]) es una sefal (o secuencia) de potencia siy sélo si 0 < P < oo, lo que implica que E = .

3. Las sefiales que no satisfacen ninguna de estas propiedades se conocen como sefiales que no son de energia ni
de potencia.

Observe que una sefal periddica es de potencia si su contenido de energia por periodo es finito, y entonces la
potencia promedio de esta sefial puede calcularse s6lo sobre un periodo (problema 1.18).

1.3 SENALES BASICAS DE TIEMPO CONTINUO

A. FUNCION ESCALON UNITARIO

La funcién escalon unitario u(t), también conocida como funcién unitaria de Heaviside, se define como



1.3 SENALES BASICAS DE TIEMPO CONTINUO

1 t>0
_ 1.1
u(t) {o 1<0 (1.18)

la cual se muestra en la figura 1-4a). Observe que es discontinuaen ¢ = 0
y que el valor en ¢ = 0 es indefinido. De manera semejante, la funcién de
escalén unitario desplazada u(r — ¢,) se define como

1 1>t
t—ty))= 1.19
ult=to) {0 t<t, (119)

que se ilustra en la figura 1-4b).

B. FUNCION IMPULSO UNITARIO

La funcién impulso unitario &(t), también conocida como funcion delta
de Dirac, juega un papel central en el andlisis de sistemas. De manera
tradicional, 6(¢) a menudo se define como el limite de una funcién conven-
cional adecuadamente seleccionada con un drea igual a la unidad sobre un
intervalo de tiempo infinitesimal, como se muestra en la figura 1-5, y que
posee las siguientes propiedades:

0 t#0
o(t)=
(®) {w f=0

J* swyar=1

Pero una funcién ordinaria igual a O en cualquier valor de #, excepto en un
solo punto, debe tener integral O (en el sentido de la integral de Riemann).
De esta forma, 6(7) no puede ser una funcién ordinaria, por lo que su de-
finicién matematica es

[~ gwsw dr =) (1.20)

donde ¢ () es cualquier funcion regular continua en ¢ = 0.
Una definicion alterna de 6(z) es

, #(0) a<0<b
[ aw@ydi =10 a<b<0 o 0<a<b (1.21)
indefinida a=0 o b=0

Adpvierta que la ecuacién (1.20) o (1.21) es una expresién simbdlica y
no debe considerarse una integral ordinaria de Riemann. En este sentido,
o(1) por lo general se nombra funcion generalizada 'y ¢(t) se conoce como
funcion de prueba. Una clase diferente de funciones de prueba definird
una funcién generalizada distinta (problema 1.24). De modo similar, la
funcion delta con atrasada 6(¢ — #,) se define mediante

J :;i)(t)é(t — 1) dt = (1) (1.22)

donde ¢(?) es cualquier funcién regular continua en ¢ = ¢,. Por convenien-
cia, 0(f) y O(t — t,) se representan graficamente en la figura 1-6.
Algunas propiedades adicionales de d(f) son

u(t)

0
a)

u(t—tg)

b)

Figura 1-4 a) Funcidn escaldn unitario;
b) funcién escaldn unitario desplazada.

o —

e—=0

— & -

Figura 1-5

(1)

o

a)

o(t—1tp)

)
b)

Figura 1-6 a) Funcién impulso unitario;
b) funcién impulso unitario desplazado.

i 4
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o(at)= LS(I) (1.23)
|al
O(—1)=6(1) (1.24)
x(1)8(1) = x(0)8(1) (1.25)
si x(f) es continua en 1 = 0. x(D(t — 1) = x(t,)o(t — 1) (1.26)

si x(f) es continua en ¢ = ¢,
Con el uso de las ecuaciones (1.22) y (1.24), cualquier sefial de tiempo continuo x(f) puede expresarse como

=

=] xn)8¢ —mdr (1.27)

DERIVADAS GENERALIZADAS

Si g() es una funcién generalizada, su n-ésima derivada generalizada g®(f) = d"g(r)/di" se define mediante la si-
guiente relacion:

|~ swemwar =1 [ ¢ gy ar (1.28)

donde ¢(?) es una funcién de prueba que puede diferenciarse un nimero arbitrario de veces y se desvanece fuera de
algtin intervalo fijo, y ¢(f) es la n-ésima derivada de ¢(7). De este modo, mediante las ecuaciones (1.28) y (1.20) la
derivada de 8(f) puede definirse como

[~ sws@)di =10 (1.29)

donde ¢(7) es una funcién de prueba continuaen ¢ = 0 y se desvanece fuera de algtin intervalo fijoy ¢'(0) = dd)(t)/dt | —0
Mediante la ecuacion (1.28) puede demostrarse que la derivada de u(z) es 6(¢) (problema 1.28); es decir,

8(1) = u'(r) = ) (1.30)
dt
Entonces, la funcién de escalén unitario u(f) puede expresarse como
t
uiy= | _s(rydr (1.31)

Observe que la funcion escalén unitario u(#) es discontinua en ¢ = 0; por tanto, la derivada de u(f) como se muestra en
la ecuacion (1.30) no es la derivada de una funcidn en sentido ordinario y deberia considerarse una derivada generali-
zada en el sentido de una funcién generalizada. De la ecuacion (1.31) podemos ver que u(f) no estd definidaent =0y

» {1 >0
u(t) =
0 <0

por la ecuacién (1.21) con ¢(f) = 1. Este resultado es consistente con la definicion (1.18) de u(r).
Advierta que las propiedades (o identidades) expresadas por las ecuaciones (1.23) a (1.26) y la ecuacién (1.30)
no pueden verificarse con el uso del enfoque convencional de 6(f) como se muestra en la figura 1-5.

C. SENALES EXPONENCIALES COMPLEJAS

La sefal exponencial compleja
x(t) = e/ (1.32)

es un ejemplo importante de este tipo de sefial. Mediante la férmula de Euler esta sefial puede definirse como

x(t) = e/ = cos wy + j sen wyt (1.33)
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De este modo, x(#) es una seflal compleja cuya parte real es cos wyf y su parte imaginaria es sen w,t. Una propiedad
importante de la sefial exponencial compleja x(f) en la ecuacion (1.32) es su periodicidad. El periodo fundamental

T, de x(r) esta dado por (problema 1.9)

_2m

T, (1.34)
o
Observe que x(7) es periddica para cualquier valor de w,,.
SENALES EXPONENCIALES COMPLEJAS GENERALES
Sea s = o + jw un nimero complejo. Definimos x(f) como
x(f) = e = e @10 = ¢%(cos wt + j sen wr) (1.35)

Entonces la sefial x(¢) en la ecuacion (1.35) se conoce como exponencial
compleja general, cuya parte real e”’ cos wt y la parte imaginaria ¢’ sen
ot son sefales senoidales que incrementa (o > 0) o decrece (o < 0) de
manera exponencial (figura 1-7).

SENALES EXPONENCIALES REALES

Observe que si s = o (un ndmero real), entonces la ecuacion (1.35) se
reduce a una sefial exponencial real

x(t) = e (1.36)

Como se ilustra en la figura 1-8, si o > 0, entonces x(#) es una exponencial
creciente, y si o < 0, entonces x(f) es una exponencial decreciente.

D. SENALES SENOIDALES

Una sefal senoidal de tiempo continuo puede expresarse como
x(t) = A cos(wyt + 6) (1.37)

donde A es la amplitud (real), w, es la frecuencia en radianes en radianes
por segundo y 6 es el dngulo de fase en radianes. La sefial senoidal x(7) se
ilustra en la figura 1-9 y es periddica con un periodo fundamental de

_27

T, (1.38)

@y
El reciproco del periodo fundamental 7|, se conoce como frecuencia fun-

damental f:

fo=2 hertz(Hz) (1.39)
TO

De las ecuaciones (1.38) y (1.39) tenemos que
w, = 2mf, (1.40)

lo que se conoce como frecuencia angular fundamental. Con la férmula
de Euler, la sefial senoidal en la ecuacién (1.37) puede expresarse como

A cos(wyt +6) = ARe{e/ @ +9)} (1.41)

donde “Re” denota la “parte real de”. También utilizamos la anotacién
“Im” para denotar a la “parte imaginaria de”. Entonces

Alm{e/@d*0} = A sen(w +6) (1.42)

Figura 1-7 a) Sefial senoidal exponen-
cialmente creciente; b) sefal senoidal
exponencialmente decreciente.

x(1)

a)

\ x(1)

\

b)

Figura 1-8 Sefiales exponenciales reales
de tiempo continuo a) o > 0; b) o < 0.

VAVARY

Figura 1-9 Seiial senoidal de tiempo
continuo.
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1.4 SENALES BASICAS DE TIEMPO DISCRETO uln]
A. SECUENCIA ESCALON UNITARIO :
La secuencia escalon unitario u[n] se define como I I I I I
000 >
_1 n=0 143 -2-101 2 3 n
“4nl=1  n<o (143) 9

la cual se muestra en la figura 1-10a). Observe que el valor de u[n] para
n = 0 estd definido [a diferencia de la funcién de escalén de tiempo conti-
nuo u(f) en t = 0] y es igual a la unidad. De manera semejante, la secuen-
cia escalén unitario desplazada u[n — k] se define como

-2-101 k n
b
1 n=k )
uln —kl= 0 n<k (1.44) Figura 1-10 ) Secuencia escalén
unitario; b) secuencia escalon unitario
desplazado.

la cual se muestra en la figura 1-10b).

B. SECUENCIA IMPULSO UNITARIO

La secuencia impulso unitario (o muestra unitaria) 6[n] se define como Sn]
8(n] {1 "0 (1.45)
n]= .
0 n#0
la cual se ilustra en la figura 1-11a). De modo semejante, la secuencia (o
muestra) impulso unitario desplazado 6[n — k] se define como ot 2 }

S[n— k] = {1 n=k (1.46) S[ln—k]
" 0 n#k '

1
la cual se muestra en la figura 1-11b).

A diferencia de la funcién impulso unitario de tiempo continuo 6(%), 5101 k 0
6[n] esta definida sin complicacién o dificultad matemadtica. De las defini- b)
ciones (1.45) y (1.46) se puede ver con facilidad que

Figura 1-11 a) Secuencia impulso
x[n]8[n] = x[0]8[n] (1.47) (muestra) unitario; b) secuencia impulso
unitario desplazado.

x[n]6[n — k] = x[k] 8[n — k] (1.48)

que son las contrapartes en tiempo discreto de las ecuaciones (1.25) y (1.26), respectivamente. De las definiciones
(1.43) ala (1.46), 8[n] y u[n] estan relacionadas por medio de

S[n] = u[n] — uln — 1] (1.49)

uln] = 2 3[k]1= i 8[n— k] (1.50)

k=—oco k=0

las cuales son las contrapartes en tiempo discreto de las ecuaciones (1.30) y (1.31), respectivamente.
Mediante la definicion (1.46) cualquier secuencia x[n] puede expresarse como

o

xnl= Y, x[k18[n— k] (1.51)

k=—co

lo que corresponde a la ecuacién (1.27) en el caso de la sefial de tiempo continuo.
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C. SECUENCIAS EXPONENCIALES COMPLEJAS
La forma de la secuencia exponencial compleja es
x[n] = /% (1.52)
De nuevo, por medio de la férmula de Euler, x[n] puede expresarse como
x[n] = e/ = cos Qn + jsen Qn (1.53)

De este modo, x[n] es una secuencia compleja con una parte real: cos {)yn, y una imaginaria: sen j{)n.

PERIODICIDAD DE ¢/"
Para que ¢/*%" sea periédica con un periodo N (> 0), £}, debe satisfacer la siguiente condicién (problema 1.11):

Qy_m

m = entero positivo 1.54
2r N P ( )

De este modo, la secuencia /%" no es periédica para ningin valor de €),. Es periédica sélo si QO/ 27 es un nimero
racional. Nétese que esta propiedad es totalmente diferente de la correspondiente a la sefial de tiempo continuo e/’
que es periddica para cualquier valor de w,. De esta manera, si ), satisface la condicién de periodicidad en la ecua-
cion (1.54), Q,# 0, y Ny m no tienen factores en comun, entonces el periodo fundamental de la secuencia x[n] en

la ecuacién (1.52) es N,,, dado por
Ny = m[z_”] (1.55)

Q

Otra diferencia muy importante entre las exponenciales complejas de
tiempo continuo y de tiempo discreto es que todas las sefiales e/’ son

distintas para los diversos valores de w,, pero no para el caso de las sefiales I l l l l ‘ ‘
a)

e_/QOn. I
Considere la secuencia exponencial compleja con frecuencia (), +
27rk), donde k es un entero:

ej(QU+ 2wk)n — ejﬂoneﬂwkn — ejﬂon (156)

ponencial compleja a la frecuencia (), es la misma que a las frecuencias
(Qy £ 2), (), £ 44r), y asi sucesivamente. Por tanto, al tratar con las
exponenciales de tiempo discreto es necesario considerar sélo un inter-
valo de longitud 27, en el cual se elige (). Por lo regular, usaremos el

n

porque ¢/>™" = 1. De la ecuacién (1.56) observamos que la secuencia ex- l l ] I [ ] I I ]
b)

intervalo 0 = Q, < 27 o el intervalo —7 = Q, < 7. l ] ] I
SECUENCIAS EXPONENCIALES COMPLEJAS GENERALES l l l l n
La secuencia exponencial compleja mds general a menudo se define como

x[n] = Co (1.57) )

donde C'y « son, en general, nimeros complejos. Advierta que la ecuacién
(1.52) es el caso especial de la ecuacién (1.57) con C = 1y a = ¢/, I I ] l

SECUENCIAS EXPONENCIALES REALES

Si tanto C como « en la ecuacién (1.57) son reales, entonces x[n] es una l l l l l l
secuencia exponencial real. Es posible identificar cuatro casos distintos:
a>1,0<a<l1,—1<a<0ya< —1. Estas cuatro secuencias ex- )

ponenciales reales se ilustran en la figura 1-12. Note que si & = 1, x[n] Figura 1-12 Secuencias exponenciales
€s una secuencia constante, mientras que si &« = — 1, x[n] alterna su valor reales.a)a > 1;b) 1 > a > 0;
entre +Cy —C. A0>a>—-1;d)a< —1.

=
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D. SECUENCIAS SENOIDALES

w
—-n

x[n] = cos( 3

Una secuencia senoidal puede expresarse como

)
xln] = A cos (Qn + 6) (1.58) ”ll s II ll ‘ II“I

v . . -12 —9l|||l—3 0 3ll|ll9 12 n
a que n es adimensional, entonces tanto (), como 6 se expresan

en unidades de radianes. La figura 1-13 muestra un par de ejem- a)

plos de secuencias senoidales. Como antes, la secuencia senoidal
en la ecuacidn (1.58) puede expresarse como

Acos (Qun + 6) = ARe{e/@on 0} (1.59)

n

x[n] = cos( 2)

Como observamos en el caso de la secuencia exponencial com-
pleja en la ecuacién (1.52), se mantienen las mismas observacio-
nes [ecuaciones (1.54) y (1.56)] para las secuencias senoidales.

Por ejemplo, la secuencia en la figura 1-13a) es periédica con un g
periodo fundamental de 12, pero la secuencia en la figura 1-13b) Figura 1-13 Secuencias senoidales.
no es periddica. a) x[n] = cos(rrn/ 6); b) x[n] = cos(n/ 2).
1.5 SISTEMASY CLASIFICACION DE SISTEMAS x Sistema y
—_—> >
. T
A. REPRESENTACION DE SISTEMA
Un sistema es el modelo matematico de un proceso fisico que relaciona la sefial “
de entrada (o de excitacion) con la sefial de salida (o de respuesta). L} L’
Sean x y y las sefiales de entrada y de salida respectivas de un sistema; en- : Sistema :
tonces este sistema puede verse como una transformacion (0 mapeo) de xeny,la =~ ——p T —
cual se representa mediante la notacién matematica “n b) Im
y=Tx (1.60) Figura 1-14 Sistema con a) una
sola entrada y salida, o b) mdltiples
donde T es el operador que representa alguna regla bien definida mediante la cual entradas y salidas.

x se transforma en y. La relacion (1.60) se representa como se muestra en la figura
1-14a). Es posible tener multiples sefales de entrada y/o de salida, como se ilustra en la figura 1-14b). Centraremos
nuestra atencion, en la mayor parte de este texto, en el caso de una sola entrada, una sola salida.

B. SISTEMAS DETERMINISTICOSY ESTOCASTICOS

Si las sefiales de entrada y de salida x y y son deterministicas, entonces al sistema se le llama deterministico. Si las
sefiales de entrada y de salida x y y son aleatorias, entonces al sistema se le llama estocdstico.

C. SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUOY DE TIEMPO DISCRETO L Sis‘;ma L

Si las sefiales de entrada y de salida x y y son continuas en el tiempo, entonces el

sistema se denomina sistema de tiempo continuo [figura 1-15a)]. Si las sefiales a)

de entrada y de salida son sefiales o secuencias discretas en el tiempo, entonces el

sistema se conoce como sistema de tiempo discreto [figura 1-15b)]. x[n] Sistema yln]
Observe que en un sistema de tiempo continuo la entrada x(¢) y la salida y(r) T

generalmente se expresan mediante una ecuacién diferencial (véase el problema 5

1.32), y en un sistema de tiempo discreto la entrada x[n] y la salida y[n] con fre-

cuencia se expresan mediante una ecuacién en diferencias (véase el problema 1.37). ~ Figura 1-.15 a) SlsFema de tiempo
continuo; b) sistema de

tiempo discreto.
D. SISTEMAS CON MEMORIAY SIN MEMORIA
Se dice que un sistema no tiene memoria si la salida en cualquier instante depende s6lo de la entrada en el mismo
tiempo. En caso contrario, se dice que el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema sin memoria es un resistor
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R, en el cual la entrada x(¢) es la corriente y el voltaje corresponde a la salida y(#). La relacién entrada-salida (ley de
Ohm) de un resistor es
Y(#) = Rx(1) (1.61)

Un ejemplo de un sistema con memoria es un capacitor C siendo la corriente la entrada x(¢) y el voltaje, la salida
y(1); entonces

¥ () =é [ swyar (1.62)

Otro ejemplo de un sistema con memoria es un sistema de tiempo discreto cuyas secuencias de entrada y de salida

estan relacionadas mediante
n

yinl= Y, x[k] (1.63)
k=—o0
E. SISTEMAS CAUSALESY NO CAUSALES

Un sistema se denomina causal si su salida en el momento presente depende solo de los valores presentes y/o pasa-
dos de la entrada. De este modo, en un sistema causal no es posible obtener una salida antes de aplicar una entrada
al sistema. Un sistema se denomina no causal (o anticipativo) si su salida en el momento presente depende de los
valores futuros de la entrada. El siguiente es un ejemplo de sistemas no causales.

(@) = x(t + 1) (1.64)
yln] = x{—n] (1.65)

Observe que todos los sistemas sin memoria son causales, pero no a la inversa.

F. SISTEMAS LINEALESY NO LINEALES

Si el operador T en la ecuacion (1.60) satisface las siguientes dos condiciones, entonces T se denomina un operador
lineal y el sistema representado por un operador lineal T se llama sistema lineal:

1. ADICION
Dado que Tx, =y, y Tx, = y,, entonces
T{x, +x,} =y, +y, (1.66)
para cualquier sefial x, y x,.
2. HOMOGENEIDAD (O ESCALAMIENTO)
T{ax} = ay (1.67)

para cualquier sefial x y cualquier escalar «.
Cualquier sistema que no satisfaga a la ecuacién (1.66) y/o (1.67) se clasifica como no lineal. Las ecuaciones
(1.66) y (1.67) pueden combinarse en una sola condicién como

T{ax, + a,x,} =a,y, + a,y, (1.68)

donde «a y a, son escalares arbitrarios. La ecuacion (1.68) se conoce como propiedad de superposicion. El resistor
[ecuacién (1.61)] y el capacitor [ecuacidn (1.62)] son ejemplos de sistemas lineales. Los siguientes son ejemplos de
sistemas no lineales:

y = x? (1.69)
Y = COS X (1.70)

Observe que una consecuencia de la propiedad de homogeneidad (o escalamiento) [ecuacién (1.67)] de los sis-
temas lineales es que una entrada cero produce una salida cero. Esto se obtiene directamente al establecer @ = 0
en la ecuacioén (1.67). Esta es otra propiedad importante de los sistemas lineales.
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G. SISTEMAS INVARIANTES EN EL TIEMPO Y VARIANTES EN EL TIEMPO

Un sistema se denomina invariante en el tiempo si un desplazamiento en el tiempo (atraso o adelanto) en la sefial de
entrada causa el mismo desplazamiento en el tiempo en la sefial de salida. De este modo, para un sistema de tiempo
continuo, el sistema es invariante en el tiempo si

T{x(t —7)} =yt —17) (1.71)

para cualquier valor real de 7. En un sistema de tiempo discreto, el sistema es invariante en el tiempo (o invariante
al desplazamiento) si

T{xln = kI} = yln = k] (1.72)

para cualquier entero k. Un sistema que no satisface la ecuacién (1.71) (sistema de tiempo continuo) o la ecuacién
(1.72) (sistema de tiempo discreto) se conoce como sistema variante en el tiempo. Para verificar la invariabilidad
en el tiempo de un sistema podemos comparar la salida desplazada con la salida que produce la entrada desplazada
(problemas 1.33 a 1.39).

H. SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

Si el sistema es lineal y también es invariante en el tiempo, entonces se denomina sistema lineal invariante en el
tiempo (LIT) (linear time-invariant, LTI).

. SISTEMAS ESTABLES

Un sistema es estable de entrada acotada/salida acotada (bounded-input/bounded output, BIBO) si para cualquier
entrada acotada x definida por

x| =k, (1.73)
la correspondiente salida y también estd acotada y definida por
v =k (1.74)

donde k, y k, son constantes reales finitas. Un sistema inestable es aquel en el que no todas las entradas acotadas
conducen una salida acotada. Por ejemplo, considere un sistema donde la salida y[n] estd dada por y[n] = (n + 1)
u[n], y la entrada x[n] = u[n] es la secuencia escal6n unitario. En este caso, la entrada u[n] = 1 pero la salida y[n] se
incrementa sin limite a medida que n aumenta.

J. SISTEMAS RETROALIMENTADOS x(1) (1)
Sistema >
Una clase especial de sistemas de gran importancia se compone de aque-
llos que tienen retroalimentacion. En un sistema realimentado, la sefial de
salida se realimenta y se adiciona a la entrada del sistema, como se muestra
en la figura 1-16. Figura 1-16 Sistema retroalimentado.
PROBLEMAS RESUELTOS
SENALES Y CLASIFICACION DE SENALES
1.1. Enla figura 1-17 se muestra una sefial de tiempo continuo x(f). Dibuje x(f)
e indique cada una de las sefiales siguientes:
a) x(t = 2); b) x(20); ) x(t/2); d) x(—1) 3

a) x(t — 2); estd dibujada en la figura 1-18a).

b) x(2t); esta dibujada en la figura 1-18b). L L L
¢) x(1/2); esta dibujada en la figura 1-18¢). —2-10123 45 t
d) x(—1); estd dibujada en la figura 1-18d). Figura 1-17




PROBLEMAS RESUELTOS

x(t—2) x(20)

v

“1 01234567 ; 9101 2 3 .
a) b)
x(t/2) x(—1)
3
> 1 1 1 1 1 1 1 1 >
-1 0123456789 ¢ -5-4-3-2-10 1 2 t
c) d)
Figura 1-18
1.2. En la figura 1-19 se muestra una sefial de tiempo discreto x[n]. Di- x[n]
buje e indique cada una de las sefiales siguientes:
a) x[n — 2]; b) x[2n]; ¢) x[—n]; d) x[—n + 2]
a) x[n — 2]; estd dibujada en la figura 1-20a).
b) x[2n]; estd dibujada en la figura 1-20b).
¢) x[—n]; estd dibujada en la figura 1-20c). 10123 4
d) x[—n + 2]; estd dibujada en la figura 1-20d). Figura 1-19
x[n—2] x[2n]
01234567 —10123
x[—n] x[—n+2]
—5-4-3-2—1 -3 -2 -1 0 1 2
C
Figura 1-20

1.3. Dada la sefial de tiempo continuo especificada por
—h| —1=r=1
x(t)=
de otro modo

determine la secuencia de tiempo discreto resultante obtenida mediante un muestreo uniforme de x(#) con un
intervalo de muestreo de @) 0.25s,0)0.5syc) 1.0s.

Es mas facil tomar el enfoque gréfico en este problema. La sefal x(¢) es graficada en la figura 1-21a). La figura 1-21b)-d)
muestra las gréficas de las secuencias muestreadas resultantes obtenidas para los tres intervalos de muestreo especificados.
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a) T,=0.25s. De la figura 1-21b) obtenemos que

x[n]={...,0,0.25,0.5,0.75,1,0.75,0.5,0.25, 0, ...}
T

b) T, = 0.5s.Delafigura 1-21c) obtenemos que

x[n]={...,0,0.5,1,05,0,...}
/]\

¢) T,=1s.De lafigura 1-21d) obtenemos que
x[n]1=1{...,0,1,0,...} =6[n]

T
x(1) x[n]=x(n/4)
1 1
> ® T T ® >
-1 0 1 t -4 -3-2-1 0 1 2 3 4 n
a) b)
x[n]=x(n/2) x[n]=x(n)
1 1
g 1 > ° - S
-2 -1 0 1 2 n -1 0 1 n
) d)
Figura 1-21

1.4. Mediante las sefiales de tiempo discreto x,[n] y x,[n] mostradas en la figura 1-22, represente cada una de las
siguientes sefiales mediante una grafica por medio de una secuencia de nimeros:

a) y[n] = x[n] + x,[n]; b) y,[n] = 2x/[nl; ¢) y3ln] = x|[n]x,[n]

x,[n] x,[n]

3 3F

\
oS}
[
T
—e
)
v

o @

-2-10 1 2 3 45 6 7 n -3

AT, .
Ll

Figura 1-22
a) y,[n] se dibuja en la figura 1-23a). De esa figura obtenemos

wninl={...,0,—2,-2,3,4,3,-2,0,2,2,0,...}
T
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b) y,[n] se dibuja en la figura 1-23b). De tal figura obtenemos

winl=1{..,0,2,4,6,0,0,4,4,0,...}
T

¢) ysln] se dibuja en la figura 1-23¢). De esa figura obtenemos

v[nl={...,0,2,4,0,...}

T
yi[n] = x,[n] + x,[n] y,[n] =2x,[n]
6 -
oL N
[ ] L
.1 I 24
-2-11 3 TT i
@ @ *——» 9@ L 4 *—>
11_1214567 n -2-101 234567 n
-2
a) b)
y3lnl = x,[nlx,[n]
4
2
00 000060 >
-2-1012 3 4567 n
<)
Figura 1-23

1.5. Dibuje e indique las componentes par e impar de las sefiales mostradas en la figura 1-24.

Con las ecuaciones (1.5) y (1.6), las componentes par e impar de las seflales mostradas en la figura 1-24 se dibujan en la
figura 1-25.

x(t) x(1)
4
1 1 1 1 1 » >
0O 1 2 3 45 t 0 t
a) b)
x[n] x[n]
4@ 4
_ 2 T [
o —> L o >
01 2 3 4 5 6 n -1 0 1 2 3 4 5 n
c) d)

Figura 1-24



CAPITULO 1 SERNALESY SISTEMAS

X e(t) X O(t)

v
v

a)

I 4
v

b)

Xeln] x,ln]

ARRANARARN NS e T

—5—-4-3-2-1 123 45 n

4
o—
o—
o—
o—
—@
8]
(98]
N
W
=V

)

Xeln] x,ln]

leiele, o]

—4-3-2-1 0

w
~ 0@
v

n

v

®
o—
o—
o—

—@

d)
Figura 1-25

1.6. Encuentre las componentes par e impar de x(¢) = ¢’

Sean x,(f) y x,(f) las componentes par e impar de e, respectivamente.
el = x (1) + x, (1)

De las ecuaciones (1.5) y (1.6), y con el uso de la férmula de Euler, obtenemos
x, (1) = %(ef’ +e"y=cost
I R
xo(t)—g(e —e )=jsent

1.7. Demuestre que el producto de dos sefiales par o de dos impar es una sefial par y que el producto de una sefial
par y una impar es una sefial impar.
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Sea x(t) = x,(#) x,(¢). Si tanto x,(f) como x,(f) son pares, entonces

x(=0) = x(=0x(—1) = x,()x,(1) = x (1)

y x(#) es par. Si tanto x,(f) como x,(f) son impar, entonces

xX(=1) = x,(=Hx,(—0) = —x,(1) [=x,(0] = x, (1) x,(r) = x(1)

y x(t) es par. Six,(f) es par y x,(¢) es impar, entonces

x(=0) = x, (=) x(—1) = x,(1) [mx) ()] = —x,(D)x,(1) = —x(¥)

y x(#) es impar. Observe que en la demostracion anterior, la variable 7 representa una variable continua o una discreta.

Demuestre que

a a
a) Six(f)y x[n] son par, entonces J._ux(t) dt=2 J.o x(t) dt

k

k
Z x[n]=x[0] + 22 x[n]

n=—k n=1

b) Six(f)y x[n] son impar, entonces x(0) =0 y x[0]=0

a)

b)

k
a
[" xoar=0 y Y xinl=0
n=—k
a 0 a
Podemos escribir J.iux(t) dt = Jiax(t) dt + Io x(t) dt
Si se asigna t = — A en la primera integral del lado derecho, obtenemos

0 0 a
[ xwar= [ x=1an= [ x-rda
Puesto que x(7) es par, es decir, x(—A) = x(A), tenemos que

I:x(—A)dA - f:x()\)d)\ - f;x(z)dz

Por tanto, [" xwar= [ xtyar+ [ xwyar=2] xwyar
k -1 k
De manera similar, Z x[n]= Z x[n]+x[0] + Zx[n]
n=—k n=—k n=1

Si se asigna n = —m en el primer término del lado derecho, obtenemos

-1 k

z x[n]= 2 x[—m]

n=—k m=1

m=1 m=1 n=1

Por consiguiente,

k k k k
2 x[n]= 2 x[n]+ x[0]+ Zx[n] =x[0]+2 Z x[n]
n=—k n=1 n=1 n=1
Como x(#) y x[n] son impar, es decir, x(—¢) = —x(¢) y x[—n] = —x[n], tenemos que

X(=0)=—x(0) y x[—0]= —x[0]
Por tanto, x(—0) = x(0) = —x(0)=x(0) =0
x[—0] = x[0] = —x[0]=x[0] =0

(1.75a)

(1.75b)
(1.76)

(1.77)
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De manera similar,
[ xwar=]" swat [ swdi= [ scnant [ o
== [ xydn+ [ xwydi == [ x@ydr+ [ xtydi=0

k —1 k k k
y Y xnl= Y, xlnl+x[01+ X, x[n]= Y x[—m]+x[0]1+ D x{n]

n=—k n=—k n=1 m=1 n=1

k k k k
==Y x{m]+x[0]+ ¥, x[n]=— Y, x[n]+x[0]+ Y x[n]

m=1 n=l n=1 n=1
=x[0]=0
en vista de la ecuacion (1.76).
1.9. Demuestre que la sefial exponencial compleja
x(1) = e/

es periddica y que su periodo fundamental es 277/ -

Por la ecuacion (1.7), x(¢) serd periddica si e+ T) = gjwot
Jjoot + 1) = ,jwot pjoeT
Como e e/le
debemos tener eJal = (1.78)

Si w, = 0, entonces x(f) = 1, que es periddica para cualquier valor de T. Si w, # 0, 1a ecuacién (1.78) se cumple si

21 .
)T =m2m o T=m— m=entero positivo
w,
0

De este modo el periodo fundamental 7, el valor de T positivo mds pequefio, de x() estd dado por 277'/ .
1.10. Demuestre que la sefial senoidal x(t) = cos(w,t + 0)
es periddica y que su periodo fundamental es 277/ .

La sefial senoidal x(7) serd periddica si

cos[wy(t + T) + 0] = cos(wyt + 0)

Observamos que coslwy(t + T) + 0] = coslwyt + 0 + w,T] = cos(wyt + 0)
. 21 ..
si wyl =m2m o T =m— m=entero positivo
)

De esta manera, el periodo fundamental 7}, de x(¢) estd dado por 277/ .
1.11. Demuestre que la secuencia exponencial compleja
x[n]= e/ "
es periddica sdlo si QO/ 271 es un nimero racional.
Por la ecuacién (1.9), x[n] serd periddica si
ejQO(n+N) :ejﬂonejQON :ejQO”
0 /N =1 (1.79)

La ecuacién (1.79) se cumple sélo si
QN =m2m  m = entero positivo

0 Qo _m_ niimero racional (1.80)
2@ N

De este modo, x[n] es periédica s6lo si /27 es un nimero racional.
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1.12. Sea x(#) la seial exponencial compleja
x(r) = e/’

con frecuencia en radianes w, y periodo fundamental 7, = 27 /w,. Considere la secuencia de tiempo discreto
x[n] obtenida mediante un muestreo uniforme de x(f) con intervalo de muestreo 7. Esto es,

x[n] = x(nT,) = e/™"s
Encuentre la condicién sobre el valor de 7, de modo que x[n] sea periddica.
Si x[n] es periddica con periodo fundamental N,, entonces

ST HNIT, _ jjoonTy jjooNoT, _ joonT,

. 7 2m ..
Asi, debemos tener e/®NTs = | = N T, === N, T, = m2m m = entero positivo
0
T m P .
o —% = — = ndmero racional (1.81)
I, Ny

De este modo, x[n] es periddica si la razén TS/ T, del intervalo de muestreo y el periodo fundamental de x(f) es un nimero
racional.
Observe que la condicién anterior también es verdadera para sefales senoidales x(r) = cos(wyt + ).

1.13. Considere la sefial senoidal x(t) = cos 15t

a) Encuentre el valor del intervalo de muestreo 7, tal que x[n] = x(nT,) sea una secuencia periddica.
b) Encuentre el periodo fundamental de x[n] = x(nT,) si T, = 0.1 segundos.

a) El periodo fundamental de x(r) es T, = 277/ w, = 277'/ 15. Por la ecuacion (1.81), x[n] = x(nT,) es periddica si

T, T,
Lo 4L _m (1.82)
T, 2m@/15 N,
donde m y N, son enteros positivos. De este modo, el valor requerido para 7 estd dado por
2
T, = ﬂTO —m (1.83)
Ny Ny 15

b) Al sustituir 7, = 0.17 = 77'/ 10 en la ecuacion (1.82), tenemos que

T, @/10 15 3

S

T, 2@w/15 20 4
De esta manera, x[n] = x(nT,) es periddica. Por la ecuacién (1.82)
T, 4
3
El entero positivo mds pequefio N, se obtiene con m = 3. Asi, el periodo fundamental de x[n] = x(0.17n) es N, = 4.

1.14. Sean x,(7) y x,(¢) sefiales periddicas con periodos fundamentales 7, y T,, respectivamente. ;Bajo qué condicio-
nes la suma x(#) = x,(¢) + x,(¢) es periddica, y cudl es el periodo fundamental de x(7) si ésta es periddica?

Puesto que x,(#) y x,(¢) son periddicas con periodos fundamentales 7, y 7,, respectivamente, tenemos que
x, () =x@+T)=x+mT) m = entero positivo
X,(t) = x,(t + T,) = x,(t + kT) k = entero positivo

De este modo, x() = x,(t + mT)) + x,(t + kT)

Para que x(#) sea periddica con un periodo 7 se necesita que

x@+T)=xt+T)+x(t+T)=x/t+ml) + x,(t + kT,)
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De esta manera, debemos tener ml, =kT,=T (1.84)
0 hL_k_ ndmero racional (1.85)
T, m

En otras palabras, la suma de dos sefiales periddicas es periddica sélo si la razén de sus periodos respectivos se puede ex-
presar como un nimero racional. Entonces el periodo fundamental es el minimo comuin multiplo de 7, y 75, y estd dado por
la ecuacién (1.84) si los enteros m y k son primos relativos. Si la razén T, / T, es un niimero irracional, entonces las sefiales
X,(t) y x,(t) no tienen un periodo comtn y x(#) no puede ser periddica.

Sean x,[n] y x,[n] secuencias periddicas con periodos fundamentales N, y N,, respectivamente. ;Bajo qué
condiciones la suma x[n] = x,[n] + x,[n] es periddica, y cudl es el periodo fundamental de x[n] si ésta es pe-
riddica?
Puesto que x,[n] y x,[n] son periddicas con periodos fundamentales N, y N,, respectivamente, tenemos que

x,[n] = x,[n + N|] = x/[n + mN|] m = entero positivo

X,[n] = x,[n + N,] = x,[n + kN,] k = entero positivo
Asi, x[n] = x,[n + mN|] + x,[n + kN,]
Para que x[n] sea periddica con periodo N se necesita que

x[n + N] = x,[n + N] + x,[n + N] = x,[n + mN,] + x,[n + kN,]
De este modo debemos tener
mN, = kN, = N (1.86)

Siempre podemos encontrar enteros m y k para satisfacer la ecuacion (1.86), y entonces se obtiene que la suma de dos

secuencias periddicas también es periddica y su periodo fundamental es el minimo comtn multiplo de N, y N,.

Determine si cada una de las siguientes sefiales es periddica o no. En caso de ser periddica, determine su pe-
riodo fundamental.

a) x(t)=cos(t +gj ) x(t)= e/l
_ 2 _ _j(ml4)n
b) x(t)= sen?t g) x[n]=
T T 1
c) x(t)=cos—t+sen—t h) x[n]=cos—n
) x(t) 3 1 ) x[n] 1
d) x(t)=cost+ sen/2¢ i) x[n]= cos%n + sengn
e) x(t)=sen’t J) x[n]= cos’ %n

a) x(t)= cos(t + Zj= cos(wot + Zjewo =1

x(t) es periddica con periodo fundamental 7, = 277/ w, = 21r.

b) x(t)= senz?ﬂt —Swy= 2777

x(t) es periddica con periodo fundamental 7}, = 277/ w, = 3.
c) x(t)= cos%t + sen%t =x,(t) +x5(0)
donde x,(¢) = COS(’7T/3)l = cos w,t es periddica con 7| = 277'/(1)1 =6yx(t) = sen(ﬂ'/4)t = sen w,t es periddica con

T, =2m / w, = 8. Puesto que T / T, = 6/8 = 3/4 es un nimero racional, x(7) es periédica con periodo fundamental
T, = 4T, = 3T, = 24.
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x(f) = cost + sen \,El = x,(t) + x,(t)

donde x,(f) = cos t = cos w,t es periddica con T, = 277/w1 = 2y x,(f) = sen \/Et = sen w,t es periddica con T, =
277'/ w, = ﬁ 7. Puesto que T, / T, = \/5 es un nimero irracional, x(¢) es no periddica.

Por medio de la identidad trigonométrica sen” § = 1 / 2(1 — cos 20), podemos escribir

x(t)= sen’t :% f%cos 2t = x;(t) + x, (1)

donde x,(r) = 1 / 2 es una sefial de cd con un periodo arbitrario y x,(f) = —1 / 2cos2t=—1 / 2 cos w,t es periddica con
T, = 277'/ w, = . De esta forma, x() es periddica con periodo fundamental 7, = .

x(1) = NN = ¢TI T = igion — o =T

x(1) es periddica con periodo fundamental 7, = 277/ w, = 4.
x[n] = e/ @ = oiQw _y O, = z
Como QO/ 27 =1 / 8 es un nimero racional, x[n] es periddica, y por la ecuacién (1.55), el periodo fundamental es
N, = 8.

x[n] = cos%n =cos Qn—Q, = %

Puesto que 90/ 277 = 1/87 no es un niimero racional, x[n] no es periédica.

s

= iy
x[n] = cos n + sen 7

n = x,[n] + x,[n]
donde x[n]= cos%n =cos Qn—0, = %
Xy[n]= sengn =cos Q,n —>Q, = g

Puesto que (2, / 2 =1 / 6 (= ndimero racional), x,[n] es periddica, con periodo fundamental N, = 6, y ya que Q2/ 2
=1 / 8 (= numero racional), x,[n] es peridédica con periodo fundamental N, = 8. De esta manera, por el resultado del
problema 1.15, x[n] es periddica con un periodo fundamental dado por el minimo comun multiplo de 6 y 8, es decir,
N, = 24.

Mediante la identidad trigonométrica cos? § = 1 / 2 (1 + cos 26), podemos escribir

2T 1 1 m
—n=—+—cos—n=x;[n]+x,[n
P 55 1 1[n]+ x,[n]

x[n]=cos
donde x,[n] = 1/2 = 1/2(1)" es periddica con periodo fundamental N, = 1,y x,[n] = 1/2 cos(Tr/4)n = 1/2 cos (,n
-0, = ’7T/ 4.Ya que 92/ 2 =1 / 8 (= ntimero racional), x,[n] es periddica con un periodo fundamental N, = 8. Asi,
x[n] es periddica con un periodo fundamental N, = 8 (el minimo comun mdltiplo de N, y N,).

Demuestre que si x(t + T) = x(t), entonces

B B+T
ja x(t)dt = _[MT x(t) dt (1.87)

T a+T
fo xX(t)di = Ja X(¢) dt (1.88)

para cualquier real «, By a.

Six(t + T) = x(¢), entonces siendo t = 7 — T, tenemos que

y

x(r—T+T)=x(1)=x(t—T)

J-B di = J-B+T “Td _JB+T d _IB+T d
ax(t) t = a+Tx(T )dT = a+Tx(T) T= a+Tx(l) t

A continuacion, el lado derecho de la ecuacion (1.88) se puede escribir como

[ awa= [ xwar+ [ sy

0 T
Por la ecuacién (1.87) tenemos que j x(t)dt = j +Tx(l) dt
a a
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D g J-a+T —J.T J-u+T
e este modo, . x(t)dt = a+Tx(t)dz+ 0 x(t) dt

a+T T T
=[ xwar+ [ xwar=[ xar

1.18. Demuestre que si x(#) es periédica con periodo fundamental 7, entonces la potencia promedio normalizada

P de x(t) definida por la ecuacion (1.15) es igual a la potencia promedio de x(#) sobre cualquier intervalo de
longitud 7, es decir,

T
P=L [ ar (1.89)
T, 0
y o JT/Z 5
Por la ecuacién (1.15), P_Thi‘lj 7T/2\x(z)\ dt

Permitiendo que se tome el limite de manera tal que 7 sea un multiplo entero del periodo fundamental, T’ = kT, el conte-
nido de energia normalizado total de x(#) sobre un intervalo de longitud 7 es k veces el contenido de energia normalizado
sobre un periodo. Entonces

L 1 Ty 2 |1 (T 2
P—I}ﬂ{mk INEG] dt}—TOJ.O (o) de

1.19. Las siguientes igualdades se utilizan en muchas ocasiones en este texto. Compruebe la validez de cada una de

ellas.
N
N-1 -«
#1
a Ya'={1-a * (1.90)
n=0 N a=1
b) Za":ﬁ la|<1 (1.91)
n=0
¢) zanzl_a la]<1 (1.92)
n=k
n=0 Ta
N-1
a) Sea S=2a”=l+a+a2+---+a’v7' (1.94)
n=0
N-1
Entonces aS=a z d'=a+at+ad++a (1.95)
n=0

Restando la ecuacién (1.95) de la ecuacién (1.94) obtenemos
1-—a)S=1—-a"

N

N1
Por tanto, si a # 1, tenemos que S= Z a' = 1Za (1.96)

- -«
n=0
Si a = 1, entonces por la ecuacién (1.94)
N-1
Y a"=1+1+1+--+1=N
n=0

im o =0. Entonces por la ecuacién (1.96) obtenemos

b) Para|a|<1, 1
N —oo

N—1 N
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¢) Con la ecuacion (1.91) obtenemos

zan N R S NN S I

=ak(1+a+a2+--~)=ak2a"= a

d) Al tomar la derivada de ambos lados de la ecuacién (1.91) con respecto a «, tenemos que

dle ,|_df 1 1 d|< o d R -
— e R —a"= ) nad" == ) na
da Z;) da[la] i-of °  da E) §d % ag;)
. 1S .1 <
Por consiguiente, — 2 na' =——— ) z =
& ,=0 (1_0() n=0 (l_a)

1.20. Determine si las siguientes sefiales son de energia, de potencia o de ninguna de ambas clases.

a) x() = e~u(s), a>0 d) x[n] = (=0.5)"u[n]
b) x(1) = A cos(w,t + 6) e) x[n] = uln]
¢) x(t) = tu(®) f) x[n] = 2e/3"
< 2 R YR |
o E=]" [xofdi=] ¢ dr=5-<w

De esta manera, x(7) es una sefial de energfa.

b) Lasefial senoidal x() es peridédica con T, = 27 / w,. Entonces, por el resultado del problema 1.18, la potencia promedio
de x(7) es

- j Lx(e)? dr = j T A2 cos? (apt + 0) di

2 21w, 2
—A % 07[1+c05(2w0t+20)]dt:A—<oo
27 70 2 2

De este modo, x(7) es una sefial de potencia. Observe que las sefiales periddicas son, en general, de potencia.

T/2 T/2 3
o E=1im [ |xfdi=1im [ dr=1im T2~
T e *—T12 T—e *0 —o0

3
T2 T2 3
p=tim L [ s di=1im L [T dr =y LT
T—e T -T2 Toe T 0 Toe T 3

De esta manera, x(f) no es sefial de energia ni de potencia.

d) Por la definicion (1.16) y mediante la ecuacién (1.91) obtenemos

oo

2% 1 4
=Y 025" = 2.
E= 2 [t §0 1025 3

Asi, x[n] es una sefial de energfa.

e) Por la definicién (1.17)

P = lim
N—e 2N +

N
C 2| Anlf*

n=—N

2 1> = lim N +D=1<e
2N +1 2

N—>°° 2N+1

De esta forma, x[n] es una sefial de potencia.
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f) Puesto que |x[n]| = [2¢7"| = 2|e”"| = 2
1 y 2 J 2
P = lim x[n]|" = lim 2
N%w2N+ln§N‘ [ ]‘ Nﬁw2N+ln§N
= lim ! 42N +1)=4<oo
N—e= 2N +1
De esta manera, x[n] es una sefial de potencia.
SENALES BASICAS
1.21. D t (=1 {O =0 (1.97)
.21. Demuestre que u(—tr)= .
d 1 <0
Sea 7 = —t. Entonces por la definicién (1.18),
o= utr {1 >0
u(—t)y=u(t)=
0 T<0
Puesto que 7 > 0 y 7 < 0 implican, respectivamente, que t < 0y ¢t > 0, u=1)
obtenemos
1
o {0 t>0
u(—1) =
1 << 0 0 t
la cual se ilustra en la figura 1-26. Figura 1-26

1.22. La figura 1-27 muestra una sefial de tiempo continuo x(f). Dibuje y rotule cada una de las sefiales siguientes

a) x@u(l — 1) x(0)
b) x(t)u() —u(t — 1)] T
) x(08(t—3) /
. 1 <1 -1 0 1 2 1
a) Por la definicion (1.19) u(l—1t)=
0 >1 Figura 1-27

y x()u(1l — ¢) se dibuja en la figura 1-28a).

b) Por las definiciones (1.18) y (1.19)
O—ut—1) 1 0<r=l1
u®)—u—1)=
0 de otro modo

y x(O)[u(t) — u(t — 1)] se dibuja en la figura 1-28b).

¢) Por la ecuacion (1.26)
x(1)0 t—i =x 3 1) l‘—i =26 z‘—i
2 2 2 2
la cual se dibuja en la figura 1-28c¢).
x(Ou(1—1) x(@) [u(®)—u(t—1)] x(1)5(t—=3/2)
2
1 1 1
-1 0 1 ; 0 1 Y 0o 1 2 1
a) b) c)

Figura 1-28
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1.23. La figura 1-29 muestra una sefial de tiempo discreto x[n]. Di- x{n]
buje y rotule cada una de las sefiales siguientes:

a) x[nlu[l — n] 3
b) x[nl{uln + 2] — u[n]} T T
o) x[n]d[n — 1] . ? ! L R
| -1 -4 -3-2—-1 0 1 2 3 45 n
a) Por la definicién (1.44) u[l—n]={ "= Figura 1-29
0 n>1

y x[n]u[1l — n] se dibuja en la figura 1-30a).
b) Por las definiciones (1.43) y (1.44)

1 —2=n<0
uln+2]—uln]=
0 de otro modo
y x[nl{u[n + 2] — u[n]} se dibuja en la figura 1-30b).
c) Por la definicion (1.48)

1 n=
Sln—11=x[1]16[n —1]=8[n—1]=
x[n]o[n —1]=x[1]o[n —1]=0[n —1] {0 w1
misma que se dibuja en la figura 1-30c¢).
x[n]u[1—n] x[n] {u[n+2]—uln]} x[n]6[n—1]
3 3 3

.hr_r.. : Tep Lt
—4-3-2-101 23 n -3-2-10 123 n -2-101234 n

Figura 1-30

1.24. La funcidn escalén unitario u(f) puede definirse como una funcién generalizada mediante la siguiente relacion:

[ eouwyd= [ ¢ ar (198)
donde ¢(¢) es una funcién de prueba que es integrable sobre 0 < t < co. Por medio de esta definicion, demues-
tre que

1 t>0
u(t)=
0 <0

Al reescribir la ecuacion (1.98) como

o 0 o 0o
[~ oouwyai=["_souwydi+ [ gouwya= | s

obtenemos Ji)mzl)(l)u(t) di= [ @ —uty)di

Esto puede ser verdadero sélo si

[* swuwa=0 'y [Tpwn-uniar=o
Estas condiciones implican que
d(u()=0,t<0 'y @[ —u@®)]=0,t>0
Puesto que ¢(7) es arbitraria, tenemos que
u)=0,t<0 'y 1—-u@)=0,t>0

deci {1 t>0
es decir, u(t)= 0 (<0
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1.25. Verifique las ecuaciones (1.23) y (1.24); es decir,

a)

a)

b)

1.26. a)

b)

a)

S(at) =|—1|6(t) b) 8(—1)=5(r)
a

La demostracion estard basada en la siguiente propiedad de equivalencia:

Sean g,(?) y g,(¢) funciones generalizadas; entonces la propiedad de equivalencia establece que g,(f) = g,(t) siy

solo si
[T e awd=]"_¢0 g

para todas las funciones de prueba adecuadamente definidas ¢ (7).
Con un cambio de variable, ar = 7, por tanto t = 1'/ a,dt = (1 / a) dr, obtenemos las siguientes ecuaciones:

Sia>0, [“omsana=L[" o| “lomyar=Lo| = =L a0
e a’™ |a a \a) _, la|
Sia<o, [ swsanar=1] "¢ [T] s(ryar=—1 [ ¢[T]5(7) dr
e a’> a a“ = |a
- —1(1{7] =L 60
a \a) _ la
7=0
Asi, para cualquier a J.m ¢(t)o(at) dt = ﬁ(b(O)
e a
Ahora, mediante la ecuacion (1.20) para ¢(0), obtenemos
[~ dwsan di= ﬁdxm - ﬁ [ ewswar

=" L8y

|l
para cualquier ¢(7). Entonces, por la propiedad de equivalencia (1.99), obtenemos

o(at) = ‘71‘5(1)

Estableciendo a = —1 en la ecuacion anterior, obtenemos

o(—1)= ‘_1—1‘6(1) =0(1)

lo que muestra que 6() es una funcion par.

Verifique la ecuacion (1.26): x(D)6(t — 1) = x(t,) 8(t — 1)
si x(7) es continua en ¢ = f,.

Verifique la ecuacion (1.25): x(1)6(r) = x(0)6(¢)

si x(f) es continua en ¢t = 0.

Si x(1) es continua en 7 = 7, entonces por la definicion (1.22) tenemos que
I~ @l —t)1de = [~ [b(Dx(15( — tg) dr = b(tg)a(ty)
= x(tp)| ()8 ~15)dr
= |7 ¢ttt — 1)1 dt

para toda ¢ () que sea continua en ¢ = £,. Por tanto, por la propiedad de equivalencia (1.99) concluimos que

x()6(t — t) = x(t,)8(t — 1)

(1.99)



1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

PROBLEMAS RESUELTOS

b) Al establecer que 7, = 0 en las expresiones anteriores, obtenemos
x(08(t) = x(0)6(1)
Demuestre que
a) t6(n)=0 b) sentd(t) =0
c) costé(t —m) = —o(t —m)
Al usar las ecuaciones (1.25) y (1.26), obtenemos
a) t8(1) =(0)86()=0 b) sentd(f) = (sen 0)6(r) = (0)8(r) =0
¢) costd(t —a) = (cosm) 6(t —m)= (=16t —m)= =61 —m)

Verifique la ecuacion (1.30): =u'(t)= ?
t
De la ecuacién (1.28) tenemos que
| " eowwyai=-|" ¢'wuar (1.100)

donde ¢(7) es una funcién de prueba continua en ¢ = 0 y se anula fuera de un intervalo fijo. De este modo, ¢'(7) existe y es
integrable sobre 0 < t < ooy ¢(c0) = 0. Entonces, usando la ecuacién (1.98) o la definicion (1.18), tenemos que

" dwaydi == [ '@y di == p0)f; == 1)~ (0)]
—pO)=|_¢)s0)di

Ya que ¢(?) es arbitraria y por la propiedad de equivalencia (1.99), concluimos que

, du(t)
8(1) = el
(H=u'(t) o
Demuestre que las siguientes propiedades se cumplen para la derivada de 6(%):
o) [~ o0 di=—¢(0)  donded(0)= ? (1.101)
1=0
b) t8'(t) = —68(1) (1.102)

a) Utilizando las ecuaciones (1.28) y (1.20), tenemos que

| owswdi=— [ ¢'0sw di=—¢'0)
b) Utilizando las ecuaciones (1.101) y (1.20), tenemos que
[~ oousa= ] towse d =~ w0,
=~ [b(®) +1$D)]|,_, =~ b(0)
=— [T owswmdr = | pwr-swndr

De este modo, por la propiedad de equivalencia (1.99), concluimos que

t6'(t) = —6(1)
Evalie las siguientes integrales:
1 2
a) J_l(3t2 + Do) dt b) L Bt> +1)8(r) dt
) jl(tz +cos7t)6(t — 1) dt d) J‘:je_’ﬁ(2t —2)dt

o | etswa



1.31.

CAPITULO 1 SENALESY SISTEMAS
a) Porlaecuacién (1.21),cona = —1y b = 1, tenemos que
I\ G nswa = 1y =
b) Porlaecuacion (1.21), cona = 1y b = 2, tenemos que

2 2
[ G2 +nswydi=o
¢) Por la ecuacion (1.22),
|~ + cos w0t — 1y de = (1 + cos ) 1
. -~
=]l+cosm=1—-1=0

d) Usando las ecuaciones (1.22) y (1.23), tenemos que

|- eis@i—2a=|"_e's2a-nyar

_ J:’eﬁﬁS(l ~Dadi =%e*‘

e) Por la ecuacion (1.29)

—_

“ —rQ :_i —t
| " eswa Se@n|,

t=0
Encuentre y dibuje las primeras derivadas de las siguientes sefiales:
a) x(O)=u() —ult—a),a>0

b) x(t) = tlu(t) — u(t —a)l,a>0

1 t>0

c) x(t)=sgnt={_1 <0

x(1) x'(1)
a) Utilizando la ecuacién (1.30), tenemos que

W@ =26 y wit—a)=06(t—a 1 8(n

Entonces R a R
X0 = u(0) — u't — a) = 8(5) — 8t — @) ¢a 0 l !

Las sefiales x(7) y x'(¢) se dibujan en la figura 1-31a). @) —38(t—a)
b) Por medio de la regla para la diferenciacion del producto de dos
funciones y el resultado del inciso @), tenemos que x(1) x'(1)

x'(@) = [u@® — ult = @) +16(1) — 6(t — a)]

Pero por las ecuaciones (1.25) y (1.26) 1

v

t6(1) = (0)6(1) =0 'y t6(t—a)=adt— a)
De este modo,

X)) =u(t) —u(@—a)—adt— a)

b) —ad(t—a)
Las sefiales x(7) y x'(¢) se dibujan en la figura 1-31b).
¢) x(t) = sgn t puede reescribirse como x(1) ' X ()

x(t) =sgnt=u(t) — u(—1 1 26(1)

v

(=]
-V

[=)
-

Entonces, usando la ecuacién (1.30), obtenemos
X' =u'(t) —u'(=1)=06(t) = [-6®)] = 28() c)

Las sefiales x(7) y x'(¢) se dibujan en la figura 1-31c¢). Figura 1-31




PROBLEMAS RESUELTOS

SISTEMAS Y CLASIFICACION DE SISTEMAS

1.32. Considere el circuito RC ilustrado en la figura 1-32. En- R
cuentre las relacion entre la entrada x(¢) y la salida y(r) AN
a) Six(n) =v,0)yy®) = v.2). " * T
a) Al aplicar la ley del voltaje de Kirchhoff al circuito RC de la
figura 1-32, obtenemos N l

v(H) = Ri(t) = v.(1) (1.103)
Figura 1-32 Circuito RC.
La corriente i(f) y el voltaje v (f) se encuentran relacionados por

dv, (1)

i(t)y=C ”

(1.104)

Si se establece que v () = x(1) y v.(t) = y(t), y sustituimos la ecuacién (1.104) en la ecuacién (1.103), obtenemos

RCw + y(t) = x(t)
dt
ay@ 11 11
© a TrRe? TR (1109)

De esta forma, la relacion entrada-salida del circuito RC se describe mediante una ecuacién diferencial lineal de primer
orden con coeficientes constantes.
b) Alintegrar la ecuacion (1.104), tenemos que

1 t
OR | itryar (1.106)
Sustituyendo la ecuacién (1.106) en la ecuacién (1.103) y haciendo que v (f) = x(#) y que i(f) = y(t), obtenemos

Ry(n) + % [" ymar=x0

Lo 1
0 YO+ == [ ymdr =

Diferenciando con respecto a t ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos

dy(t) 1 1 dx(?)
+ L n=L 1.107
dt RC v R dt ( )
Asi, la relacién entrada-salida se describe mediante otra ecuacion diferencial lineal de primer orden con coeficientes
constantes.
1.33. Considere el capacitor que se ilustra en la figura 1-33. Sea la
entrada x(r) = i(¢) y la salida y(r) = v (). i T
a) EncuenFre la. relac.lon entrad.a—s.ahda. o o T) c — v.(0)
b) Determine si el sistema es i) sin memoria, ii) causal, iii)
lineal; iv) invariante en el tiempo, o v) estable. - l

a) Suponga que la capacitancia C es constante. El voltaje de salida
¥(t) a través del capacitor y la corriente de entrada x(f) se en- Figura 1-33
cuentran relacionados [ecuacion (1.106)]

Y6 =T{x(0) :% [" xmyar (1.108)
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b) i) De la ecuacion (1.108) se ve que la salida y(r) depende de los valores pasados y presentes de la entrada. Asi, el
sistema tiene memoria.
ii) Puesto que la salida y(f) no depende de los valores futuros de la entrada, el sistema es causal.
iii) Sea x(t) = a,x,(f) + a,x,(7). Entonces

yO=Tlx0) = [_lax (0 + oy (ar

1! 1!
= | — x(m)d ]ﬁ-a [— X T)dT:l
(LT [ranf LT
=ay (1) T ayy, (1)
De esta forma se satisface la propiedad de superposicion (1.68) y el sistema es lineal.
iv) Seay,(¢) la salida producida por la corriente de entrada desplazada x,(¢) = x(t — ¢,)). Entonces
1 t
3O =Thx = 1)) = 2 | xa—1par

1 1=

- R dA =y 1)

Por consiguiente, el sistema es invariante en el tiempo. ) = tu(t)
v) Sea x(¢) = ku(t), con k; # 0. Entonces

1t _k[t, Kk Kk
@)= C fﬁmklu(f) dr = il 47 = Em(z) = Er(;) (1.109)
donde () = tu(r) se conoce como la funcién de rampa unitaria (fi-
gura 1-34). Puesto que y(7) crece linealmente con el tiempo sin limite, >
el sistema no es estable en el sentido BIBO (entrada acotada, salida 0 4
acotada, por sus siglas en inglés). Figura 1-34 Funcién rampa unitaria.

1.34. Considere el sistema mostrado en la figura 1-35. Determine si el sistema es a) sin memoria, b) causal, ¢) lineal,
d) invariante en el tiempo, o e) estable.

a) De la figura 1-35 tenemos que

x(1) = T{x(n} = x(1) cos w1 Multiplicador

x(1) ¥(t) = x(t) cos w,.t

Como el valor de salida y(r) depende sdlo de los valores presentes de en-
trada x(7), el sistema es “sin memoria”, es decir, no tiene memoria.

b) Puesto que la salida y(f) no depende de los valores futuros de la entrada
x(1), el sistema es causal.

¢) Seax(t) = ax(t) + a,x(t). Entonces

(1) =T{x(2)} =[x, (1) + oy x,(t)] cOs w ¢

= a1 (1) €08 w1 + ayX, (1) Cos Wt Figura 1-35 Multiplicador.
=ayy (1) T ayy, (1)

De esta manera se satisface la propiedad de superposicion (1.68) y el sistema es lineal.
d) Seay,(?) la salida producida por la entrada desplazada x,(f) = x(z — t,). Entonces

v, () = T{x(t — 1)} = x(t — 1)) cos wt
Pero y(t — 1) = x(t — ;) cos w,(t — 1) # y,(1)

Por tanto, el sistema no es invariante en el tiempo.
e) Puesto que \cos wct\ = 1, tenemos que

[y@| =]x(t)cos w 1| =|x()|

De este modo, si la entrada x(7) se encuentra acotada, entonces la salida y(7) también estd acotada y el sistema es estable
en el sentido BIBO.

1.35. Un sistema tiene una relacién entrada-salida dada por

y=T{x} =x (1.110)



1.36.

1.37.

1.38.

PROBLEMAS RESUELTOS

Demuestre que este sistema es no lineal. x[n] ylnl =x[n—1]
Retraso
—_—) e —_—
) > 5 unitario
T{x; +x,}=(x; +x,)" =x{ + x5 +2xx,
FT{x}+T{x,} = x12 + x% Figura 1-36 Elemento de retardo unitario.

De esta manera, el sistema es no lineal.

El sistema de tiempo discreto mostrado en la figura 1-36 se conoce como elemento de retraso unitario. Deter-
mine si el sistema es a) sin memoria, b) causal, c) lineal, d) invariante en el tiempo, o ¢) estable.

a) Larelacion entrada-salida del sistema estd dada por
yinl = T(x[nl} = x[n — 1] (1.111)

Puesto que el valor de la salida en n depende de los valores de entrada en n — 1, el sistema tiene memoria.
b) Puesto que la salida no depende de los valores de entrada futuros, el sistema es causal.
¢) Seax[n] = a,x,[n] + a,x,[n]. Entonces

yln] = T{ax [n] + a,x,[nl} = ax [n = 1]+ ax[n —1]
= ay[n]+a,y,[n]

De esta forma, se satisface la propiedad de superposicién (1.68) y el sistema es lineal.

d) Seay,[n] larespuesta a x,[n] = x[n — n,]. Entonces
yiln] =T{x,[n]} = x,[n = 1] = x[n — 1 = ny

y yn—nl=xln—ny—1]=x[n—1-ny] =y [n]

Por consiguiente, el sistema es invariante en el tiempo.
e) Puesto que |yln]| = |x[n — 11| =k  si|x[n]| = k paratodan

el sistema es estable en el sentido BIBO.

Encuentre la relacion entrada-salida del sistema retroali-
mentado mostrado en la figura 1-37.

H—
xnl 1 n
En la figura 1-37 la entrada para el elemento de retraso unitario : > /E\ > Erfittr;rsig . >
es x[n] — y[n]. Asi, la salida y[n] del elemento de retraso unita- . :
rio es [ecuacion (1.111)] ! - .
Ynl = xln =11} = yln = 1] 5 i
Al reacomodar los términos se obtiene
ylnl + yln — 11} = x[n — 1] (1.112) Figura 1-37

De este modo, la relacién entrada-salida del sistema se describe con una ecuacién en diferencias de primer orden con
coeficientes constantes.

Un sistema tiene la relacién entrada-salida dada por
yln] = T{x[n]} = nx[n] (1.113)
Determine si el sistema es a) sin memoria, b) causal, c¢) lineal, d) invariante en el tiempo, o ¢) estable.

a) Puesto que el valor de la salida para n depende s6lo del valor de entrada para n, el sistema no tiene memoria (es “‘sin
memoria”).

b) Puesto que la salida no depende de los valores de entrada futuros, el sistema es causal.

¢) Seax[n] = a,x,[n] + a,x,[n]. Entonces

ylnl = T{x[n]} = n{oyx [n] + a,x,[n]}

= a,nx,[n] + anx,[n] = ay [n] + a,y,[n]

De esta forma se satisface la propiedad de superposicion (1.68) y el sistema es lineal.



1.39.

1.40.

1.41.
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d) Seay,[n] larespuesta ax [n] = x[n — ny]. Entonces x[n] = u[n]
y,[n] = T{x[n — ny1} = nx[n — n]

Pero yln = nyl = (n = ny) x[n — ny] # y,[nl

Por consiguiente, el sistema no es invariante en el tiempo. ! T T T r T R
e) Sea x[n] = u[n]. Entonces y[n] = nu[n]. De esta manera, la secuencia 2101 2 3 4 ,:

escalén unitario acotada produce una secuencia de salida que crece sin

limite (figura 1-38) y el sistema no es estable en el sentido BIBO. yln] = nuln]
Un sistema tiene la relacion entrada-salida dada por ar

yinl = T{xlnl} = xlky] (1.114) 3t I
d.onde ko, es un entero positivo. (El sistema es invariante en el e .
tiempo? -2-1 0 2 3 4 n
Sea y,[n] la respuesta a x,[n] = x[n — n,]. Entonces Figura 1-38
n] = T{x,[n]} = x,[kyn] = x[kon — n;]

Pero yln — ngl = x[ky(n — ny)] # y,[n]

Por consiguiente, el sistema no es invariante en el tiempo, a menos que k, = 1. Observe que el sistema descrito por la
ecuacion (1.114) se conoce como compresor. Crea la secuencia de salida mediante la seleccién de cada kj-ésima muestra
de la secuencia de entrada. Asi, es obvio que este sistema es variante en el tiempo.

Considere el sistema cuya relacion entrada-salida estd dada por la ecuacién lineal
y=ax+b (1.115)

donde x y y son la entrada y la salida del sistema, respectivamente, mientras que a y b son constantes. ;Este
sistema es lineal?

Si b # 0, entonces el sistema no es lineal debido a que x = 0 implica que y = b # 0. Si b = 0, entonces el sistema es lineal.

Se sabe que el sistema representado por T en la figura 1-39 es invariante en el tiempo. Cuando las entradas al
sistema son x,[n], x,[n] y x;[n], las salidas del sistema son y,[n], y,[n] y y;[n], como se muestra. Determine si
el sistema es lineal.

x,[n] yiln]
2 T
-2-1012 3 4 n -2-101 2 3 4 n
X,[n] y,ln]
— T — 2
1

-2-1012 3 4 n -2-1 01 2 3 4 n

x3[n] y3lnl

’

-2-1012 3 4 n —2—101234

Figura 1-39
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De la figura (1-39) se puede apreciar que

x;3ln] = x[n] + x,[n — 2]

De esta forma, si T es lineal, entonces

T{x;[n]} = T{x,[n]} + T {x,[n — 2]} = y,[n] + y,[n — 2]

lo cual se muestra en la figura 1-40. De las figuras 1-39 y 1-40 observamos que

Por tanto, el sistema es no lineal.

y,[n] y,ln—2] vyl + y,[n—2]

2 2 - 2 -
+ ||'T?.. > = ...|||. >
1 2 3 4 n

-2 -1 0 1 2 3 4 n -2 -1 0 3 -2 -1 0 1 2 3 4 n

Figura 1-40

1.42. Proporcione un ejemplo de un sistema que satisfaga la condicién de aditividad (1.66) pero no la condicién de
homogeneidad (1.67).

1.43.

Considere un sistema discreto en el tiempo representado por un operador T tal que

yinl = T{xlnl} = x*[n] (1.116)

donde x*[n] es el complejo conjugado de x[n]. Entonces

T{x,[n] + x,[nl} = {x,[n] + x,[n]}* = xf[n] + x5[n] = y,[n] + y,[n]

A continuacion, si « es cualquier constante arbitraria de valor complejo, entonces

T{ax[n]} = {ax[n]} * = ax* [n] = a*y[n] # ayln]

De este modo el sistema es aditivo, pero no homogéneo.

a)

b)
)

a)

b)

c)

Demuestre que la causalidad para un sistema lineal de tiempo continuo es equivalente a la siguiente decla-
racién: para cualquier tiempo 7, y cualquier entrada x(f) con x(#) = 0 para ¢t = 1, la salida y(¢) es cero para
1=t

Encuentre un sistema no lineal que sea causal, pero que no satisfaga esta condicion.

Halle un sistema no lineal que satisfaga esta condicidn, pero que no sea causal.

Puesto que el sistema es lineal, si x(#) = 0 para toda ¢, entonces y(f) = 0 para toda ¢. De este modo, si el sistema es
causal, entonces x(r) = 0 para t = f, implica que y(f) = 0 para 7 =< ,. Esta es la condicién necesaria. Que esta condi-
cién también sea suficiente se demuestra asi: sean x,(f) y x,(¢) dos entradas del sistema, y sean y,(¢) y y,(¢) las salidas
correspondientes. Si x,(f) = x,(¢) para t = t,, 0 x(¢) = x,(t) — x,(t) = 0 para t = t,, entonces y,(f) = y,(f) para t = ¢,
0 y(1) = yi(t) — y,(1) = 0 para 1 = 1,

Considere el sistema con la relacion entrada-salida

y() = x(r) + 1

El sistema es no lineal (problema 1.40) y causal puesto que el valor de y() depende sélo del valor presente de x(#). Pero
con x(f) = Oparat =ty y(t) = 1 parat = t,.
Considere el sistema con la relacion entrada-salida

y(@) = x(x(t + 1)
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Es obvio que este sistema es no lineal (véase el problema 1.35) y no es causal porque el valor de y(#) en el tiempo ¢ de-
pende del valor de x(¢ + 1) de la entrada en el tiempo ¢ + 1. Incluso x(7) = 0 para t = ¢, implica que y() = 0 para t = t,.
1.44. Sea T la representacion de un sistema LIT de tiempo continuo. Entonces demuestre que
T{e"} = Ae” (1.117)
donde s es una variable compleja y A es una constante compleja.
Sea y(7) la salida del sistema con entrada x(f) = ¢*. Entonces
T{e"} = y(®)
Puesto que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos que
T(e0) = y(t + 1)
para t,real arbitrario. Ya que el sistema es lineal, tenemos que
T{e! T} = T{e* e’} = 0T {e*'} = e’"oy(1)
Por tanto, Yt + 1) = e*oy(®)
Al establecer ¢ = 0, obtenemos V() = y(0)esr (1.118)
Puesto que ¢, es arbitrario, al cambiar ¢, por ¢, podemos volver a escribir la ecuacién (1.118) como
y(0) = y(0) e = Ae
0 T{e"} = e’
donde A = y(0).
1.45. Sea T la representacion de un sistema LIT de tiempo continuo. Entonces demuestre que
T{z"} = Az" (1.119)
donde z es una variable compleja y A es una constante compleja.
Sea y[n] la salida del sistema con entrada x[n] = z". Entonces
T{z"} = yln]
Puesto que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos que
T{z"" ™} = yln + ny
para n,un entero arbitrario. Puesto que el sistema es lineal, tenemos que
T{z""m} = T{z" 2"} = 2"T{z"} = z"yln]
Por tanto, yln + nyl = z"y[n]
Al establecer n = 0, obtenemos ylnl = y[0]z" (1.120)
Puesto que n, es arbitrario, al cambiar n, por n podemos volver a escribir la ecuacién (1.120) como
yln] = y[0]z" = Az"
0 T{z"} = AZ"
donde A = y[0].
En lenguaje matemadtico, una funcidén x(-) que satisfaga la ecuacién
T{x()} = Ax(") (1.121)

se conoce como funcion propia (o funcion caracteristica) del operador T, mientras que la constante A es llamada valor
propio (o valor caracteristico) correspondiente a la funcién propia x(-). De este modo, las ecuaciones (1.117) y (1.119)
indican que las funciones exponenciales complejas son funciones propias de cualquier sistema LIT.



PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS e

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.46. Exprese las sefiales mostradas en la figura 1-41 en tér-
minos de funciones de escalén unitario.

x(1)
1 -
1 0 1 2 3 1
%) 1.49.
x(1)
3
.1
1.50.
1 0 1 2 3 4 1
b)
Figura 1-41

1.51.

1.47. Exprese las secuencias mostradas en la figura 1-42 en
términos de secuencias de escalén unitario.

x[n]

-2-101 2 N n
a)
x[n]
1
—4-3-2-1
ro————>
1 23 n
-1
b)
x[n]
1.52.
—4-3-2-101 2 3 45 n
)

Figura 1-42

1.48.

Determine las componentes par e impar de las siguien-
tes sefales:

a) x(t)=u(t)
b) x(t)=sen [wot + %J

) x[n]:ej(90n+m2)
d) x[n]=¥8[n]

Sea x(7) una sefial arbitraria con partes par e impar de-
notadas por x,(f) y x,(f), respectivamente. Demuestre
que

" wwa=]" 2w+ | 2w

Sea x[n] una secuencia arbitraria con partes par e impar
denotadas por x,[n] y x,[n], respectivamente. Demues-
tre que

oo oo oo

2 x’[n]= z xZ[n]-i— 2 xg[n]

n=—oco n=—oo n=—oco

Determine si cada una de las siguientes sefiales es 0 no
periddica. Si la sefial es periddica, determine su periodo
fundamental.

= T
a) x(t)=cos {Zt + 1 ]
b) x(r)= cos® ¢
c) x(t)=(cos2mt)u(t)
d) x(t)=e™

e) x[n]= ej[("/4)—ﬂ']

2
f) x[n]=cos ﬂJ
8
g) x[n]=cos %Jcos [%]
h) x[n]=cos ﬂ] + sen [ﬂJ— 2cos [ﬂ]
4 8 2

Demuestre que si x[n] es periddica con periodo N, en-
tonces

n n+N

a) z x[k]= 2 x[k]
k=ng k=ng+N
N nyg+N

by D xlkl= Y, x[k]
k=0 k=ny
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1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

1.57.

a) (Quées 6(21)?
b) (Quées 6[2n]?

Demuestre que
8'(—n=—-6'()

Evalde las siguientes integrales:

a) J’im(COST)M(T)dT

b [ (cos oy dr

o) | (cos u( 1)) dr
21 t

o [ tsen’ (1) dr

Considere un sistema de tiempo continuo con la rela-
cién entrada-salida

t+T/2

YO=T(xw) = [ wryar

—T/2

Determine si este sistema es a) lineal, b) invariante en
el tiempo, o c) causal.

Considere un sistema continuo de tiempo con la rela-
cién entrada-salida

oo

YO =T{x(0)} = Y, x(1)8(t — kT})

k=—co

Determine si este sistema es a) lineal, o b) invariante
en el tiempo.

1.58.

1.59.

1.60.

1.61.

—

Considere un sistema de tiempo discreto con la relacién
entrada-salida

ylnl = T{x[nl} = x*[n]

Determine si este sistema es «) lineal, o b) invariante
en el tiempo.

Proporcione un ejemplo de un sistema que satisfaga la
condicién de homogeneidad (1.67), pero no la condi-
cién de aditividad (1.66).

Proporcione un ejemplo de un sistema lineal variante en
el tiempo con una entrada periddica, pero cuya salida
correspondiente no sea periddica.

Un sistema se llama invertible si podemos determinar
su sefial de entrada x Gnicamente al observar su sefial
de salida y. Esto se ilustra en la figura 1-43. Determine
si cada uno de los siguientes sistemas es invertible. En
caso de serlo, proporcione el sistema inverso.

X .
Sistema J >

Sistema X
E—

inverso

Figura 1-43
a) y(t)=2x(t)
b) y(t)=x*(1)

o yo=[ xrar

n

d) yinl= Y, x[k]

k=—o

e) yln]=nx[n]

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

1.50.

a) x(t) =5[u(t) = u(t = 2)]

by x(O=u(t+ 1)+ 2u@®) —u—1)
—u(t—2) —u(t—3)

a) x[n] =u[n] —uln — (N + 1)]

b) x[n]= —u[—n—1]

¢) x[n]=uln+ 2] —uln — 4]

1 1
a) x,(t)=—,x,(t)==sgnt
) x(0) 5 0 558

b) x,(t)= Lcos wyt, X, (t) = Lsen Wyt

2 V2
¢) x,[n]=jcosQyn, x,[n]=—senQyn
d) x,[n]=46[n], x,[n]=0

Sugerencia: Utilice los resultados del problema 1.7 y la
ecuacion (1.77).

Sugerencia: Use los resultados del problema 1.7 y la
ecuacion (1.77).

1.51.

1.52.

1.53.

1.54.
1.55.

a) Periddica, periodo = 7
b) Periddica, periodo = 7
¢) No periddica

d) Periddica, periodo = 2
e) No periddica

f) Periddica, periodo
g) No periddica

h) Periddica, periodo = 16

8

Sugerencia: Vea el problema 1.17.
a) 821 = % )

b) 6[2n] = 8[n]
Sugerencia: Utilice las ecuaciones (1.101) y (1.99).

a) sent

by 1 parat > 0y 0O para t < 0; no definida para
t=0.

c) 0

d)
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1.56. a) Lineal 1.60. y[n] = T{x[n]} = nx[n]

b) Invariante en el tiempo 1

¢) No causal 1.61. a) Invertible: x(¢)= Ey(t)
1.57. a) Lineal b) No invertible

b) Variante en el tiempo

1.58. a) No lineal
b) Invariante en el tiempo d) Tnvertible: x[n] = y[n] — y[n — 1]
¢) No invertible

¢) Invertible: x(r)= %
t

1.59. Considere el sistema descrito por

yo=Tx) =] ["tvr ar|



Sistemas lineales invariantes
en el tiempo

2.1 INTRODUCCION

Los dos atributos mds importantes de los sistemas son linealidad e invariabilidad en el tiempo. En este capitulo
desarrollaremos la relacién fundamental de entrada-salida para los sistemas que tienen estos atributos. Se mostrara
que la relacién de entrada-salida para los sistemas LIT, lineales invariantes en el tiempo (del inglés linear time-
invariant systems, LT]), se describe en términos de una operacién de convolucién. La operacién de convolucién en
los sistemas LIT es importante porque conocer la respuesta de un sistema LIT a la entrada de impulso unitaria nos
permite encontrar su salida para cualquier sefial de entrada. También se discutird la especificacion de las relaciones
de entrada-salida para los sistemas LIT por medio de ecuaciones diferenciales y en diferencias.

2.2 RESPUESTA DE UN SISTEMA LIT DE TIEMPO CONTINUO
Y LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

A. RESPUESTA AL IMPULSO

La respuesta al impulso h(t) de un sistema LIT de tiempo continuo (representada por T) se define como la respuesta
del sistema cuando la entrada es 6(7), es decir,

h(t) = T(8()) (2.1)

B. RESPUESTA A UNA ENTRADA ARBITRARIA

De la ecuacidn (1.27), la entrada x(¢) puede expresarse como
x()=["_x()s(t—7)dr (2.2)
Puesto que el sistema es lineal, la respuesta y(7) del sistema a una entrada arbitraria x() puede expresarse como
y(6)=T{x(t)} = T{jlx(ﬂa(t —7) dT}
= j: x(TT{8(t — )} dr (2.3)

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos que

h(t — 1) = T{6(t — 7)} (2.4)
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Sustituyendo la ecuacién (2.4) en la ecuacién (2.3) obtenemos
y(t)= Jto x(T)h(t —T)dt (2.5)
La ecuacién (2.5) indica que el sistema LIT de tiempo continuo se caracteriza completamente por su respuesta al

impulso A(?).

C. INTEGRAL DE CONVOLUCION

La ecuacion (2.5) define la convolucion de dos sefiales de tiempo continuo x(¢) y 4(f) denotadas por

YO =x()xh(t)= [~ x(n)ht —7)d7 (2.6)

La ecuacién (2.6) se conoce comunmente como integral de convolucion.

De este modo, tenemos como resultado fundamental que la salida de cual- Sistema
quier sistema LIT de tiempo continuo es la convolucion de la entrada x(t) x(1) LIT (6) = x(t) % h(t)
con la respuesta al impulso h(t) del sistema. La figura 2-1 ilustra la defi-
nicién de la respuesta al impulso A(f) y la relacién de la ecuacién (2.6).

3(1) h(t)

Figura 2-1 Sistema LIT de tiempo

continuo.

D. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCION
La integral de convolucion tiene las siguientes propiedades:
1. CONMUTATIVA x(1) * h(t) = h(f) * x(¢) (2.7)
2. ASOCIATIVA {x() = h (1)} = hy(1) = x(1) = {h, () * h,(1)} (2.8)
3. DISTRIBUTIVA x(0) x {h, ()} + hy(t) = x(2) * h () + x(2) * hy(1) (2.9)
E. OPERACION DE LA INTEGRAL DE CONVOLUCION
Al aplicar la propiedad conmutativa (2.7) de la convolucién a la ecuacién (2.6) obtenemos

YO =h@)xx(0)= | h(r)x(t —7)dr (2.10)

lo que algunas veces puede evaluarse de forma mas facil que la ecuacién (2.6). De esta ecuacién observamos que la
operacion de la integral de convolucién involucra los siguientes cuatro pasos:

1. La respuesta al impulso h(7) se invierte en el tiempo (es decir, se refleja sobre el origen) para obtener A(—7) y
después se desplaza en ¢ para formar i(t — 7) = h[ — (7 — 1)], la cual es una funcién de 7 con pardmetro ¢.

2. Las sefiales x(7) y h(r — 7) se multiplican entre si para todos los valores de 7 con la 7 fija para algtn valor.

3. El producto x(7)h(t — 7) se integra sobre todas las 7 para producir un unico valor de salida y(z).

4. Se repiten los pasos 1 a 3 a medida que 7 varia en el intervalo de —oo a oo para producir la salida completa y(f).

Los problemas 2.4 a 2.6 proporcionan ejemplos de la anterior operacion de la integral de convolucion.

F. RESPUESTA AL ESCALON

La respuesta al escalon s(t) de un sistema LTI de tiempo continuo (representado por T) se define como la respuesta
del sistema cuando la entrada es u(?), es decir,

s() = T{u(®)) (2.11)

En muchas aplicaciones la respuesta al escalén s(7) también es una caracterizacion util del sistema. La respuesta al
escaldon s(¢) puede determinarse con facilidad mediante la ecuacién (2.10); esto es,

s()=h@ysu@)= [~ hue—rydr=["_hr)dr (2.12)
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De este modo, la respuesta al escaldn s(7) puede obtenerse mediante la integracion de la respuesta al impulso A(f). Al
diferenciar la ecuacién (2.12) con respecto a t obtenemos

ht)=s'(t) = % 2.13)

De esta manera, la respuesta al impulso /(f) puede determinarse al diferenciar la respuesta al escalén s(f).

2.3 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO
A. SISTEMAS CON O SIN MEMORIA

Puesto que la salida y(f) de un sistema sin memoria depende solamente de la entrada presente x(¢), entonces, si el
sistema también es lineal e invariante en el tiempo, esta relacion s6lo puede ser de la forma

y(t) = Kx(1) (2.14)
donde K es una constante (ganancia). De este modo, la respuesta al impulso correspondiente /(f) es sencillamente
h(t) = K&6(1) (2.15)

Por tanto, si h(z,) # 0 para #, # 0, entonces el sistema LIT de tiempo continuo tiene memoria.

B. CAuUsALIDAD

Como se discuti6 en la seccién 1.5D, un sistema causal no responde a un evento de entrada hasta que este evento en
realidad ocurre. Por tanto, para un sistema causal LIT de tiempo continuo tenemos que

h(t) = 0 1<0 (2.16)

Aplicando la condicién de causalidad (2.16) a la ecuacién (2.10), la salida de un sistema causal LIT de tiempo con-
tinuo se expresa como

v =["hma — 1) dr (2.17)
De manera alternativa, aplicando la condicién de causalidad (2.16) a la ecuacion (2.6) tenemos que
yo = xmht—r)dr (2.18)

La ecuacion (2.18) muestra que los tnicos valores de la entrada x(7) utilizados para evaluar la salida y(7) son aquellos
para los cuales 7 = 1.
Con base en la condicién de causalidad (2.16), cualquier sefial x(¢) se denomina causal si

x(t) =0 t<0 (2.19a)
y se denomina no causal si x(t) =0 t>0 (2.19b)
Entonces, de las ecuaciones (2.17), (2.18) y (2.19a), cuando la entrada x(f) es causal, la salida y(f) de un sistema
causal LIT de tiempo continuo estd dada por

y(1) = j;h(r)x(r —1)dr = j(;x(f)h(t —7)dr (2.20)

C. EstABILIDAD

La estabilidad BIBO (del inglés bounded-input/ bounded-output, es decir, de entrada acotada/ salida acotada) de
un sistema LIT (seccién 1.5H) se determina con facilidad mediante su respuesta al impulso. Se puede demostrar
(problema 2.13) que un sistema LIT de tiempo continuo es estable en el sentido BIBO si su respuesta al impulso es
absolutamente integrable; es decir,

[~ |nm)|dr <o (2.21)
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2.4 FUNCIONES PROPIAS DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

En el capitulo 1 (problema 1.44) vimos que las funciones propias de los sistemas LIT de tiempo continuo represen-
tados mediante T son las exponenciales complejas e*, con s como variable compleja. Esto es,

T{e"} = Ae” (2.22)

donde A es el valor propio de T asociado con e*. Estableciendo x(f) = ¢*, en la ecuacion (2.10), tenemos que

y(t):T{eYt} — Jjowh(T) es(t*‘r) dT:[ijh(T) e*XT dTi| esl‘
=H(s)e" =e” (2.23)
donde A=H(s)= J.i;h(T) e T dr (2.24)

De este modo, el valor propio de un sistema LIT de tiempo continuo asociado con la funcién propia e* estd dado por
H(s), 1a cual es una constante compleja cuyo valor se determina por el de s mediante la ecuacion (2.24). Observe que
en la ecuacién (2.23) y(0) = H(s) (vea el problema 1.44).

Los resultados anteriores se fundamentan en las definiciones de la transformada de Laplace y la transformada de
Fourier, que se discutirdn en los capitulos 3 y 5.

2.5 SISTEMAS DESCRITOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

A. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Una ecuacién diferencial general lineal con coeficientes constantes de N-ésimo orden estd dada por

N

k k
2 d y(t) z ) d"x(t) (2.25)
- =" art

donde los coeficientes a, y b, son constantes reales. El orden N se refiere a la derivada mas alta de y(¢) en la ecuacién
(2.25). Tales ecuaciones diferenciales juegan un papel central en la descripcion de las relaciones de entrada y salida
de una amplia variedad de sistemas eléctricos, mecanicos, quimicos y bioldgicos. Por ejemplo, en el circuito RC con-
siderado en el problema 1.32, 1a entrada x(¢) = v(¢) y la salida y(f) = v(¢) estdn relacionadas mediante una ecuacién
diferencial de primer orden con coeficientes constantes [ecuacion (1.105)]

dy (1) L L
dt Yo ch(t)

La solucién general de la ecuacion (2.25) para una entrada particular x(7) estd dada por
y(0) =y, (0 + y,(0) (2.26)

donde y,(1) es una solucién particular que satisface a la ecuacion (2.25) y y,(¢) es una solucion homogénea (o solu-
cion complementaria) que satisface a la ecuacién diferencial homogénea

- d'y0
gak dthk =0 (2.27)

La forma exacta de y,(#) estd determinada por N condiciones auxiliares. Observe que la ecuacién (2.25) no especifica
por completo la salida y(¢) en términos de la entrada x(f) a menos que se detallen condiciones auxiliares. En general,
un conjunto de condiciones auxiliares son los valores de

dy(ty — dV7'y@)

t), ey
YO V!

para algin punto en el tiempo.



CAPITULO 2 SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

B. LINEALIDAD

El sistema descrito por la ecuacién (2.25) serd lineal sélo si todas las condiciones auxiliares son cero (vea el pro-
blema 2.21). Si las condiciones auxiliares son distintas de cero, entonces la respuesta y(f) de un sistema se puede
expresar como

y(t) = yzi(t) + yzs(t) (2'28)
donde y,(#), denominada la respuesta de entrada cero (el subindice zi (1) Sistema | Y@~ (0
alude a zero-input), es la respuesta debido a las condiciones auxiliares, lincal > >
y y,,(t), conocida como la respuesta de estado cero (de “zero-state”), es +

la respuesta de un sistema lineal con cero condiciones auxiliares. Esto se
ilustra en la figura 2-2.

Observe que y,(f) # y,(1) y y,(t) # Y,(1) y, en general, y,,(7) contienen
a y,(t), mientras que y,(f) contiene tanto a y,(f) como a y,(f) (vea el pro-  Figura 2-2 Respuestas de estado cero y de
blema 2.20). entrada cero.

V()

C. CAUSALIDAD

A fin de que el sistema lineal descrito por la ecuacién (2.25) sea causal debemos suponer la condicién de reposo
inicial (o una condicion inicialmente relajada). Es decir, si x(f) = 0 para ¢t = ¢, entonces suponemos y(¢) = 0 para
t = t, (vea el problema 1.43). De este modo, la respuesta para ¢ > ¢, puede calcularse mediante la ecuacion (2.25)
con las condiciones iniciales

dy(t,) d" " 'y(t,)
t = P = O
Ylto) dr ar™ !
donde dky(IO) — dky(t)

it dr*

t=1tp

Evidentemente, en reposo inicial y,(¢) = 0.

D. INVARIANZA O INVARIABILIDAD EN EL TIEMPO

Para un sistema lineal causal, el reposo inicial también implica invarianza en el tiempo (problema 2.22).

E. RESPUESTA AL IMPULSO

La respuesta al impulso A(f) del sistema LIT de tiempo continuo descrito por la ecuacion (2.25) satisface la ecuacién
diferencial

Nooodbne) M gks@)
aq—==3b 2.29

con la condicién de reposo inicial. Los problemas 2.23 al 2.25 son algunos ejemplos para encontrar la respuesta al
impulso. En capitulos posteriores determinaremos la respuesta al impulso usando técnicas de transformacion.

2.6 RESPUESTA DE UN SISTEMA LIT DE TIEMPO DISCRETO
Y LA SUMA DE CONVOLUCION

A. RESPUESTA AL IMPULSO

La respuesta al impulso (o respuesta de muestra unitaria) h[n] de un sistema LIT de tiempo discreto (representado
por T) se define como la respuesta del sistema cuando la entrada es 6[n]; es decir,

h[n] = T{8[n]} (2.30)

B. RESPUESTA A UNA ENTRADA ARBITRARIA

De la ecuacion (1.51), la entrada x[n] puede expresarse como
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o

x[nl= ), x[k] 8[n—k] (2.31)

k=—oo0

Puesto que el sistema es lineal, la respuesta y[n] del sistema a una entrada arbitraria x[n] puede expresarse como

k=—oo

y[n]=T{x{n]} =T{ > x[k] a[n—k]}

oo

= Y AkIT{8[n—k]} (2.32)

k=—oo0
Como el sistema es invariante en el tiempo, tenemos que

hin — k] = T{é[n — k]} (2.33)
Al sustituir la ecuacion (2.33) en la ecuacién (2.32), obtenemos

o

yinl= Y x[klh[n—k] (2.34)

k=—oo0

La ecuacion (2.34) indica que un sistema LIT de tiempo discreto estd completamente caracterizado por su respuesta
al impulso A[n].

C. SumA DE CONVOLUCION

La ecuacion (2.34) define la convolucion de dos secuencias x[n] y h[n] denotadas por

=3

y[n]=x[n]*h[n]= Z x[k]h[n— k] (2.35)

k=—co

d[n]

La ecuacion (2.35) es comtinmente conocida como suma de convolucion. .
Sistema 7]

De este modo, otra vez, tenemos el resultado fundamental de que la salida
de cualquier sistema LIT de tiempo discreto es la convolucion de la entra- An] LIT Ml = x{n] # hin]
da x[n] con la respuesta al impulso h[n] del sistema.

La figura 2-3 ilustra la definicién de la respuesta al impulso A[n] y la
relacion de la ecuacion (2.35).

Figura 2-3 Sistema LIT de tiempo
discreto.

D. PROPIEDADES DE LA SUMA DE CONVOLUCION

Las siguientes propiedades de la suma de convolucién son andlogas a las propiedades de la integral de convolucién
mostradas en la seccién 2.3.

1. CONMUTATIVA x[n] * h[n] = hln ] * x[n] (2.36)
2. ASOCIATIVA {x[n] * h,[n]} * hy[n] = x[n] * {h[n] * hy[n]} (2.37)
3. DISTRIBUTIVA x[n] * {h [n]} + hy[n]} = x[n] = h,[n] + x[n] * h)[n] (2.38)

E. OPERACION DE LA SUMA DE CONVOLUCION

De nueva cuenta, al aplicar la propiedad conmutativa (2.36) de la suma de convolucién a la ecuacién (2.35), obte-
nemos

yln]=h[n]*x[n]= i hik]x[n—k] (2.39)

k=—oo

la cual puede, en ocasiones, evaluarse mds facilmente que la ecuacién (2.35). Semejante al caso de tiempo continuo,
la suma de convolucién [ecuacién (2.35)] involucra los siguientes cuatro pasos:
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1. La respuesta al impulso %[k] se invierte en el tiempo (es decir, se refleja sobre el origen) para obtener h[—k] y
posteriormente se desplaza mediante n para formar h[n — k] = h[—(k — n)], que es una funcion de k con pard-
metro n.

2. Las dos secuencias x[k] y h[n — k] se multiplican entre si para todos los valores de k con 7 fija en algtin valor.

3. El producto x[k] h[n — k] se suma sobre todas las k para producir una sola muestra de salida y[n].

4. Los pasos 1 a 3 se repiten a medida que n varia en el intervalo de —oo a oo para producir la salida completa y[n].

Los problemas 2.28 y 2.30 proporcionan ejemplos de la anterior operacion de la suma de convolucion.

F. RESPUESTA AL ESCALON

La respuesta al escalon s[n] de un sistema LIT de tiempo discreto con la respuesta al impulso h[#n] se obtiene con
facilidad de la ecuacion (2.39) como

stal=hinlsulnl= S hkluln—K1= Y Hik] (2.40)
k=—oo k=—oo
De la ecuacioén (2.40) tenemos que h[n] = s[n] — s[n — 1] (2.41)

Las ecuaciones (2.40) y (2.41) son las contrapartes en tiempo discreto de las ecuaciones (2.12) y (2.13), respectiva-
mente.

2.7 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

A. SISTEMAS CON O SIN MEMORIA

Puesto que la salida y[n] de un sistema sin memoria depende s6lo de la entrada presente x[n], entonces, si el sistema
también es lineal e invariante en el tiempo, esta relacién sélo puede ser de la forma

yln] = Kx[n] (2.42)
donde K es una constante (ganancia). De este modo, la respuesta al impulso correspondiente es sencillamente
h[n] = Ké[n] (2.43)

Por consiguiente, si h[n,] # 0 para n, # 0, el sistema LIT de tiempo discreto tiene memoria.

B. CAusALIDAD

De manera semejante al caso de tiempo continuo, la condicion de causalidad para un sistema LIT de tiempo discreto
es
Wnl=0  n<0 (2.44)

Aplicando la condicion de causalidad (2.44) a la ecuacién (2.39), 1a salida de un sistema causal LIT de tiempo dis-
creto se expresa como

ylnl= " hlklx[n—k] (2.45)
k=0

De manera alternativa, aplicando la condicién de causalidad (2.44) a la ecuacién (2.35), tenemos que

n

ylnl= Y, x[klhln—k] (2.46)

k=—o0

La ecuacion (2.46) muestra que los tnicos valores de la entrada x[n] empleados para evaluar la salida y[n] son aque-
llos para los cuales k = n.
Como en el caso de tiempo continuo, decimos que cualquier secuencia x[n] se llama causal si

x[n] =0 n<0 (2.47a)
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y se denomina no causal si x[n] =0 n=0 (2.47b)

Entonces, cuando la entrada x[n] es causal, la salida y[n] de un sistema causal LIT de tiempo discreto estd dada por

yinl=Y hklx(n— k1= x[klh[n— k] (2.48)

k=0 k=0

C. EsSTABILIDAD

Es posible demostrar (problema 2.37) que un sistema LIT de tiempo discreto es estable en el sentido BIBO si su
respuesta al impulso es absolutamente sumable; es decir,

oo

> | hik]|<e (2.49)

k=—oco

2.8 FUNCIONES PROPIAS DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

En el capitulo 1 (problema 1.45) vimos que las funciones propias de los sistemas LIT de tiempo discreto representa-
dos por T son los exponenciales complejos z”, siendo z una variable compleja. Esto es,

T{z"} = A" (2.50)

donde A es el valor propio de T asociado con 7". Estableciendo x[n] = z" en la ecuacién (2.39) tenemos que

yInl=T{"} = h[k]z"k=[ > h[k]zk}"

k=—o0 k=—0o0
=H(z)" = A" (2.51)
donde A=H(z)= Y, hlklz " (2.52)
k=—oo

De esta forma, el valor propio de un sistema LIT de tiempo discreto asociado con la funcién propia z” estd dado por
H(z), 1a cual es una constante compleja cuyo valor se determina mediante el valor de z a través de la ecuacién (2.52).
Observe en la ecuacion (2.51) que y[0] = H(z) (vea el problema 1.45).

Los resultados anteriores se fundamentan en las definiciones de la transformada z y la transformada de Fourier
discreta en el tiempo, las cuales se discutirdn en los capitulos 4 y 6.

2.9 SISTEMAS DESCRITOS POR ECUACIONES EN DIFERENCIAS

La funcién que desempefian las ecuaciones diferenciales en la descripcién de los sistemas de tiempo continuo la
realizan las ecuaciones en diferencias para los sistemas de tiempo discreto.

A. ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

La contraparte en tiempo discreto de la ecuacién diferencial general (2.25) es la ecuacién en diferencia lineal con
coeficientes constantes de N-ésimo orden dada por

N M
z ayln—k]= z by x[n — k] (2.53)

k=0 k=0

donde los coeficientes a, y b, son constantes reales. El orden N se refiere al retardo mayor de y[n] en la ecuacién
(2.53). En el capitulo 1 se proporciona un ejemplo de la clase de las ecuaciones en diferencias lineales con coeficien-
tes constantes (problema 1.37). De manera andloga al caso de tiempo continuo, la solucién de la ecuacién (2.53) y
todas las propiedades de los sistemas, tales como linealidad, causalidad e invarianza en el tiempo, pueden desarro-
Ilarse siguiendo un enfoque directamente paralelo a la discusion para las ecuaciones diferenciales. Nuevamente se
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hace énfasis en que el sistema descrito por la ecuacién (2.53) serd causal y LIT si el sistema se encuentra inicialmente
en reposo.

B. FORMULACION RECURSIVA

Hay un enfoque alterno y mds sencillo disponible para solucionar la ecuacién (2.53). Reacomodando a la ecuacién
(2.53) en la forma

Ao |r=0 k=1

1 [u N
yln]=— Z byx[n—k]— Zaky[n—k] (2.54)

obtenemos una férmula para calcular la salida en el tiempo 7 en términos de la entrada presente y los valores previos
de entrada y salida. De la ecuacién (2.54) observamos que la necesidad de condiciones auxiliares es evidente, y que
para calcular y[n] comenzando en n = n, debemos tener los valores de y[n, — 1], y[n, — 2], . . ., y[n, — N], ademas
de la entrada x[n] paran = n, — M. La forma general de la ecuacion (2.54) se conoce como ecuacion recursiva, por-
que especifica un procedimiento recursivo para determinar la salida en términos de la entrada y las salidas anteriores.
En el caso especial cuando N = 0, de la ecuacidn (2.53) tenemos que

1 M
yinl=—1Y bexin— k] (2.55)
k=0

ay

la cual es una ecuacion no recursiva, porque los valores anteriores de la salida no se necesitan para calcular la salida
presente. Asi, en este caso, no son necesarias las condiciones auxiliares para determinar a y[n].

C. RESPUESTA AL IMPULSO

A diferencia del caso de tiempo continuo, la respuesta al impulso /[n] de un sistema LIT de tiempo discreto descrito
por la ecuacién (2.53) o, de manera equivalente, por medio de la ecuacién (2.54) puede determinarse facilmente
mediante

1 M N
hinl=—1Y b, 8[n—kl—= Y, a,hin—k] (2.56)

Ao | k=0 k=1

Para el sistema descrito por la ecuacién (2.55) la respuesta al impulso i[n] estd dada por

1 M
hnl=—"Y b.8[n—kl=
A k=0

{b”/a0 O=n=M (2.57)

0 de otro modo

Observe que la respuesta al impulso para este sistema tiene términos finitos; es decir, es distinta de cero sélo para una
duracion de tiempo finita. Debido a esta propiedad, el sistema descrito por la ecuacién (2.55) se conoce como sistema
de respuesta al impulso finita (finite impulse response, FIR). Por otro lado, se dice que un sistema cuya respuesta
al impulso sea distinta de cero por una duracién de tiempo infinita es un sistema de respuesta al impulso infinita
(infinite impulse response, IIR). Los problemas 2.44 y 2.45 proporcionan ejemplos para la bisqueda de respuestas
de impulso. En el capitulo 4 encontraremos la respuesta al impulso mediante el uso de técnicas de transformacion.

RESPUESTAS DE UN SISTEMA LIT DE TIEMPO CONTINUOY CONVOLUCION
2.1. Verifique las ecuaciones (2.7) y (2.8), es decir,

a) x(t) * h(t) = h(r) * x(7)
b) {x(®) * hy()} * hy(t) = x(2) * {h,(2) * hy(1) }

a) Por la definicién (2.6) X0y xh)= [ x@h@—7)dr



b)

PROBLEMAS RESUELTOS

Al cambiar la variable r — 7 = A, tenemos que
XO*h)= [ x(@=NhA) A= [ h(A)x(t = A)dr = h(t)* x(1)
Sea x(t) * hy(t) = fi(1) y h\(t) * hy(t) = f5(¢). Entonces
=" xmme—7)dr
y ()l (O} * (0= O * ()= [~ fio)hy(t — o) dor
=" |:Jj;x(T)h1 (@ —1) dT:| hy(t — o) do
Sustituyendo A = o — 7 e intercambiando el orden de integracién, tenemos que

(x(t)* hy (1)} * hy(1) = jix(r)[jihl()\)hz(z —r— /\)d)\} dr

Ahora, ya que HO=[" Wy = 1) dA
tenemos que LHt—7)= Ji h(Mhy(t—7—A)dA
De esta forma, () * @O} xhy ()= [~ x(@)fye —7)d7

=x(t)* f,(8) = x(0) * {1 () * by (1)}

2.2. Demuestre que

a)
b)

9)
d)

a)

b)

)

x(1) * 6(f) = x(r)
x(1) = 0(t — t,) = x(t — 1)

x@xu)= [ x(rydr
x(O) % u(t —ty) = j::“ x(r)dr
Por la definicion (2.6) y la ecuacién (1.22) tenemos que
x(t)*6(t)= Ij;x(’]’) Ot —71)dt =x(1) \T:t =x(1)
Por las ecuaciones (2.7) y (1.22) tenemos
X(0) % 8(t — 1) =8(t = to) ¥ x(1)= [ _8(r —19)x(t = 7)d7
=x(t — T)‘T:l(] =x(t—1ty)
Por las ecuaciones (2.6) y (1.19) tenemos que

) <u@)= [~ xou—rydr=["_xrydr

1 T<t
uesto que t—T1)=
P q ut = {O T>t

De manera similar, tenemos que
B t—tgy
x()xult —19)= [~ x(myu —7—to)dr=[""x(r)dr

1 T<t—1,

t—T—ty)= .
vadue ult=7=1o) {0 T>t— 1,

(2.58)
(2.59)

(2.60)

(2.61)
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2.3. Sean y(t) = x(f) * h(t). Entonces demuestre que

Xt — ) *xh(t — 1) =yt — 1, — 1) (2.62)
Por la ecuacién (2.6) tenemos que

YOy =x@yxh(t)= [ x(r)h(t —7)dr (2.63a)
y X —1)*h(t —1,)= [~ x(r=1)h(t =7~ 1,)dr (2.63b)

Sea T — t;, = A. Entonces 7 = A + ¢, y la ecuacion (2.63b) se convierte en
X(t = 1) % ht = 1) = [ xQOh(t =1, =1, = 1) d) (2.63c)

Al comparar las ecuaciones (2.63a) y (2.63c), vemos que al reemplazar ¢ en la ecuacién (2.63a) por t — t, — t, obtenemos
la ecuacién (2.63¢). De esta manera, concluimos que
x(t—t)xh(t—t)=yt—t, — 1)
2.4. La entrada x(7) y la respuesta al impulso A(¢) de un sistema LIT de tiempo continuo estdn dadas por
x(1) = u(?) h(t) = e *u(t), «a >0

a) Calcule la salida y(f) mediante la ecuacion (2.6).
b) Calcule la salida y(r) mediante la ecuacién (2.10).

a) Por la ecuacion (2.6)

YO =x()*ht)=[" x(D)ht —7)dr

Las funciones x(7) y h(t — 7) pueden apreciarse en la figura 2-4a) para t < 0y ¢t > 0. De la figura 2-4a) podemos ver
que no se traslapan parat < 0, x(7) y h(t — 7), mientras que ambas se traslapan para 7 > 0 desde 7 = 0 hasta 7 = ¢. Por
tanto, para t < 0, y(f) = 0. Para t > 0 tenemos que
— t —a(t—1) _ ot roar
y(t) foe dr=e J.Oe dr

a1 1 _
= mf(eatfl):f(lfe ar)
[e% o

x(T) h(T)
0 y 0 T
h(t — 1) x(t— 1)
t<0 t<0
M----] B 1
t 0 ; t 0 7:'
Wt —7) x(t —17)
>0 1 t>0
1 -
.//I > >

0 r T 0 r T
a) b)
Figura 2-4



2.5.

2.6.

Asi, podemos escribir la salida y(f) como

YO == )
o

b) Por la ecuacion (2.10)

YO =h*x0)= [~ hr)x—1)dr

PROBLEMAS RESUELTOS

(2.64)

Las funciones i(7) y x(t — 7) se muestran en la figura 2-4b) para t < 0y t > 0. Nuevamente de la figura 2-4b) vemos
que no se traslapan para t < 0, h(7) y x(t — 7), mientras que ambas se traslapan para r > 0 desde 7 = 0 hasta 7 = ¢. Por

tanto, parat < 0, y(r) = 0. Para r > 0 tenemos que
! 1
H=|e dr=—1—e
v =], —( )
De esta forma, podemos escribir la salida y(f) como

1 —at
y()=—0—e “u(r) (2.65)

o

que es igual a la ecuacion (2.64).

Calcule la salida y(f) para un sistema LIT de tiempo continuo cuya
respuesta al impulso A(7) y la entrada x(7) estan dadas por

h(t) = e *u(t) x(t) = e*u(—1) a>0

Por la ecuacién (2.6)

x(7)

h(t — 1)

v

9

t<0
o ] 1
YO =x()*h(t)= [~ x(r)h(t —7)dr _/I
Las funciones x(7) y A(t — 7) pueden apreciarse en la figura 2-5a) para t < 0 t 0 T
y t > 0. De la misma figura podemos observar que para t < 0, x(7) y h(t — 7) h(t — 1)
se traslapan desde 7 = —oo hasta 7 = ¢, mientras que ambas se traslapan
paraz > 0 desde 7 = —oo hasta 7 = 0. Por tanto, para r < 0, tenemos que
—alt— . 1
()= Jt e T dr = mr ed = 76“’ (2.66a) t>0
e e (% 1 {---2
Para ¢ > 0, tenemos que _//I >
0
— 0 ar —a(t—T1) _ —at 0 2ar _ 1 —at ! T
y(@)= J._me e dr=e J_me dr= 5 f (2.66b) a)
t
Combinando las ecuaciones (2.66a) y (2.66b), podemos escribir y(f) como 42
yy=——e el a>0 (2.67)
2a
lo cual se muestra en la figura 2-5b). R
0
Evalte y(f) = x(¢) * h(t), donde x(#) y h(f) se muestran en la figura b !
2-6, a) mediante una técnica analitica, y b) mediante un método
grafico. Figura 2-5
x(1) h(t)
1
| | > | >
0 1 2 3 t 1 2 t

Figura 2-6
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a) En primer lugar, expresamos x(f) y h(¢) en forma de funcién:
x(t) = u(t) — u(t — 3) h(t) = u(t) — u(t — 2)

Entonces, por la ecuacién (2.6), tenemos que
YOy =xyxh(t)= [ x(r)h(t —7)dr
= [ () = u(r =3t — 1) —ut = 7= )] dr
=" wue = mydr =" w2 -7)dr

— | ur =3u = nydr+ [~ u(r = 3u—2-71)dr

0<7r<t,t>0
Puesto que

{1
u(tu(t —71)=

0 de otro modo

1 0<r<r—2,t>2
u(tu(t—2—1)=

=]

de otro modo

3<r<t,t>3

=]

de otro modo

1 3<r<t—2,t>5
u(t —3u(t—2—7)=

u(t—3u(t —7)= {1

=]

de otro modo

podemos expresar y(f) como
Y1) = (L;d’r)u(t) - (J(;izd'r)u(t ~2)

—(j’dr)u(z - 3)+(J.t72d7)u(t -5)
3 3
= () — (¢ = 2ult — 2) — (t — Bu(t = 3) + (1 — Syt — 5)

lo cual se grafica en la figura 2-7.

b) Las funciones h(t), x(1) y h(t — 7), x(T)h(t — T) para 0] /',\
diferentes valores de r se grafican en la figura 2-8; en fu(t)
ésta podemos ver que x(7) y A(f — 7) no se traslapan para 2r N
t<0yt>5,yasiy(t) =0parat <0yt >5. Paralos L 7@ = St = 5)
otros intervalos, x(7) y h(t — 7) si se traslapan. De este
modo, al calcular el drea bajo los pulsos rectangulares 1 e < >
para estos intervalos, obtenemos 0 1T 2~ 3w 4 5 6 !
~1F NN =B - 3)
0 1<0 GONEAN
; 0<i=2 I = u—2) > -
y(#)=42 2<t=3 Figura 2-7
5—t 3<r=5
0 5<t

lo cual se grafica en la figura 2-9.

2.7. Sea h(t) el pulso triangular mostrado en la figura 2-10a) y x(¢) el tren de impulsos unitarios [figura 2-105)]
expresado como

x()=6,(1)= i 6(t —nT)

n=-—oo

(2.68)

Determine y grafique y(¢) = h(f) * x(¢) para los siguientes valoresde T:a) T=3,b) T=2,¢c) T = 1.5.
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h(7) x(7)
1 1
-1 0 1 2 3 4 r -1 0 1 2 3 4 7
h(t — ) x(T)h(t — T)
<0 <0
L1 s
+2 -1:0 1 2 3 4 T -1 0 1 2 3 4 7
=2
h(t — 1) x(T)h(t — 7)
| 0<t<2 0<t<2
1
-2 -1%0 12 3 4 -1 0 12 3 4 7
=2
h(t — 7) x(Th(t — 1)
2<t<3 2<t<3
1 1
1 1 | 1 1 1 1 1 > 1 | 1 1 1 1 >
-2 -1 041 2:3 4 5 T -1 041 2.3 4 7
t=2 r=2
h(t — 1) x(T)h(t — 7)
3<t<5 3<t<5
1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 > 1 1 1 1 1 »
-2 -1 0 142 3,4 5 67 -1 0 142 3 4 7
=2 =2
h(t—7) X(T)h(t — )
5<¢ 5<t
1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 » 1 1 1 1 1 »
-2 -1 0 1 2 344 5;:6T7 -1 0 1 2 3 4
t—2
Figura 2-8
y(@)
2
1
1 1 1 1 1 1 >
-1 0 1 2 3 4 5 6 t
Figura 2-9
h(1) 8,(1)
] Pt
-1 0 1 ' 2T -T 0 T 2T '
a) b)

Figura 2-10
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Mediante las ecuaciones (2.59) y (2.9) obtenemos

y(#) = h(t)* 87 () = h(t) * [ 2 8(t— nT)‘|

n=—co

= i h(t) % 8(t —nT)= i h(t —nT)

n=—oo n=—oo

a) Para T = 3, la ecuacion (2.69) se convierte en

y®)= Y h(t—3n)

n=—oo
lo cual se ilustra en la figura 2-11a).
b) Para T = 2, la ecuacién (2.69) resulta en

Y=Y, h(t—2n)

lo que se ilustra en la figura 2-11b).
¢) ParaT = 1.5, la ecuacion (2.69) nos da

y(t)= i h(t —1.5n)

n=—oo

(2.69)

lo cual se ilustra en la figura 2-11¢). Observe que cuando 7 < 2, los pulsos triangulares ya no estdn separados y se

traslapan.
y(@®)

ANEVAN /\/\

-7 -6 =5 =4 =3 =2 -1 0
a)

y(0)

1

-7 -6 -5 4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5

~
1. LN Iy 4N xS N 1S g 2N

=
-7 —6 =5 =4 -3 =2 -1 0 1 3 5
)

Figura 2-11

2.8. Si x,(#) y x,(¢) son sefiales periddicas con un periodo comtn Ty, la convolucién de x,(f) y x,(#) no converge. En

este caso, definimos la convolucion periodica de x,(t) y x,(f) como

fO=5 @00 =[x @x@ -7 dr

a) Demuestre que f(f) es periddica con periodo de 7,
b) Demuestre que

a+T
=" x@x-mdr

para cualquier a.

(2.70)

@2.71)
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¢) Calcule y grafique la convolucién periddica de la sefial de onda x(1)
cuadrada x(#) mostrada en la figura 2-12 consigo misma. A

a) Puesto que x,() es periddica con un periodo T, tenemos que

x,t+T, —1)=x,(t— 7 >
A 0T D=l ) Ty, T, 0 71, T, t
Entonces de la ecuacién (2.70) tenemos que T D)

T N
fa+T)= | x@x+ 1, — 7 dr Figura 2-12

Ty
= [ "x(x@ - dr =0

De esta forma, f(¢) es periédica con un periodo de 7,
b) Puesto que tanto x,(7) como x,(7) son periddicas con el mismo periodo T, x,(7)x,(t — 7) también es periédica con un
periodo 7. Entonces, mediante la propiedad (1.88) (problema 1.17), obtenemos

Ty a+Ty

fo=]"xn@xne-—ndr=[""x@Ox@-ndr

para una a arbitraria.
¢) Evaluamos la convolucién periddica de manera grafica. Las sefiales x(7), x(t — 7) y x(7)x(t — 7) se grafican en la figura

2-13a), de lo cual obtenemos

A%t 0<1=T,/2

fo= y o fHT)=f0)
—A*(1—T,) T,2<t=T,

lo que se grafica en la figura 2-13b).

x(1) x(1)
A A
Ty T, 0 T, T T Ty T, 0 T, T,
, 2 2, - 2 2 LT,
; stt=n) L 0<i<d e 2 <1<To
T : aitunil
] B R | i I
—Ty 017, Ty: T Ty 0 Tyt Ty T
Do P2 ) P2 P
P NN Ty TN O
b x(T)x(r — T)! :0<t<7 b x(T)x(t — 1) E :?<I<T0
Lo A2l Co P a2k P
1 1 > 1 >
T, 0 tﬁ) T, T _E) 0 E T, T
2 a) 2 2

Figura 2-13
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PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

2.9. Las sefiales en las figuras 2-14a) y b) son la entrada x(7) y la salida y(f), respectivamente, de cierto sistema LIT
de tiempo continuo. Grafique la salida correspondiente a las siguientes entradas: a) x(t — 2); b) 1 / 2 x(1).

a) Puesto que el sistema es invariante en el tiempo, la salida serd y(t — 2), la cual se grafica en la figura 2-14c).
b) Puesto que el sistema es lineal, la salida sera 1 / 2 y(1), la cual se grafica en la figura 2-14d).

x(t) ()

-1 0 1 1 1 2 3 !
a) b)
=2
2 Lo
2
1 1
1 1 1 1 > 1 1 »
-1 0 1 2 3 4 5 ' -1 1 2 3
) d)

Figura 2-14

2.10. Considere un sistema LIT de tiempo continuo cuya respuesta al escalén estd dada por
s(t) = e Tu(r)
Determine y grafique la salida de este sistema para la entrada x(f) que se muestra en la figura 2-15a).
De la figura 2-15a), la entrada x(¢) puede expresarse como
x(t) = u(t — 1) —u(t — 3)
Puesto que el sistema es lineal e invariante en el tiempo, la salida y(¢) estd dada por

y@) = st — 1) — s(t — 3)
=e Dyt —1)— e Iyt — 3)

lo cual se grafica en la figura 2-15b).
x(1) y(®)

Figura 2-15

2.11. Considere un sistema LIT de tiempo continuo descrito por (vea el problema 1.56)

t+T/2
J x(t)dr (2.72)

1
yO=Tl0) = [

a) Encuentre y grafique la respuesta al impulso A(7) del sistema.
b) (Es causal este sistema?

a) Laecuacion (2.72) puede volver a escribirse como

1 ¢t+772 1 ¢t-712
v = [ amdr = o[ amdr (2.73)
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Por medio de las ecuaciones (2.61) y (2.9), la ecuacién (2.73) puede expresarse como

L A Tt eyl = T
y(t)—Tx(t) u[tJr 2] Tx(t) u[[ 2]

1 T T
— 1) * t+ — t— = 1) * h t 2.74
x()T[M[ 2] u[ 2]:| x(t)* h(t) (2.74)
De este modo, obtenemos

1/T —TR<t=T/2
no-uir TLufim T :{ (275)
T 2 2 0 de otro modo
lo cual se ilustra en la figura 2-16. h(1)

b) De la figura 2-16 o de la ecuacién (2.75) vemos que A(f) # 0 para t < 0. Por
tanto, el sistema no es causal.

N =

Sea y(¢) la salida de un sistema LIT de tiempo continuo con entrada x(f).
Encuentre la salida del sistema si la entrada es x'(¢), donde x'(7) es la
primera derivada de x(7).

_T xr
2 2

Fi 2-16
De la ecuacién (2.10) igura

YO =h(t)* x(t)= [ h(r)x(t —7)dr
Al diferenciar ambos lados de la integral de convolucién anterior con respecto a ¢, obtenemos
()= %[ |” @ =) dT} = J.jl%[h(f)x(t —7)dr]
= f h(r)x'(t — 7) dr = h(t) * x'(1) (2.76)

lo que indica que y' (%) es la salida del sistema cuando la entrada es x'(7).

Verifique la condicién de estabilidad en el sentido BIBO [ecuacién (2.21)] para los sistemas LIT de tiempo
continuo.

Supongamos que la entrada x(7) de un sistema LIT de tiempo continuo estd acotada, es decir,
|x(D)| =k, para toda 7 (2.77)

Entonces, mediante la ecuacién (2.10), tenemos que

= J-:,‘ h(T)x(t — T)‘ dr

| y(t)|= ‘ |~ neox =7yar
=" |h@)||xt =) dr=k [ |n(n)|dr

puesto que |x(t — 7)| = k; de la ecuacién (2.77). Por consiguiente, si la respuesta al impulso es absolutamente integrable,
es decir,

|” | nm)|dr =K <o

entonces |y(f)| = kK = k, y el sistema es estable en el sentido BIBO.

El sistema mostrado en la figura 2-17a) se forma al conectar dos x(t) w(?) Y1)
. . . . hy (1) hy()
sistemas en cascada. Las respuestas al impulso de los sistemas estan

dadas por h,(t) y h,(t), respectivamente, y @
h () = e Xu(t h() = 2e™ u(r) X0 1 O
0] (0 LD ( SO e
a) Encuentre la respuesta al impulso /(f) de todo el sistema mostra- b)
do en la figura 2-17b). Figura 2-17

b) Determine si todo el sistema es estable en el sentido BIBO.



a)

b)
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Sea w(?) la salida del primer sistema. Por la ecuacién (2.6)

w(t) = x(t) = h (1) (2.78)
Entonces, tenemos que
(&) = w(t) * hy(t) = [x(2) = h (D] = hy(1) (2.79)
Sin embargo, por la propiedad asociativa de la convolucién (2.8), la ecuacién (2.79) puede volver a escribirse como
V() = x(1) * [h,(2) = hy()] = x(2) = h(?) (2.80)
Por consiguiente, la respuesta al impulso de todo el sistema estd dada por
h(t) = h,(1) = hy(t) (2.81)

De esta forma, con las /,(f) y h,(¢) dadas, tenemos que
h(t)=[" mmh@—rydr=[" e u(r)2e " Vutt—1)dr
=2¢7 [ e Tu(ru(t — 1y dr =2¢”" U;e‘f dr}u(z)

=2(e" —e u(r)

Por medio de la A(?) anterior, tenemos que

j h(r)|dT=2 o0(377*6'727)617:2 TeTdr— | e ar
Jilir =2, e

2

De esta forma, el sistema es estable en el sentido BIBO.

FUNCIONES PROPIAS DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

2.15. Considere un sistema LIT de tiempo continuo con la relacion entrada-salida dada por

a)
b)
c)

a)

b)

c)

v =] e x(rdr (2.82)

Encuentre la respuesta al impulso A(f) de este sistema.

Demuestre que la funcién exponencial compleja e* es una funcién propia del sistema.

Encuentre el valor propio del sistema correspondiente a ¢* por medio de la respuesta al impulso A(f) obte-
nida en el inciso a).

De la ecuacion (2.82), la definicién (2.1) y la ecuacién (1.21), obtenemos

De esta manera, h(t)=e "u(t) (2.83)
Sea x(#) = ¢". Entonces Y1) = J‘;e—(t—f) o dr = e_,fime(ﬁm "
B -1+ 7" =he”  siRes>-1 (2.84)

De esta forma, por la definicién (2.22), ¢ es la funcién propia del sistema y el valor propio asociado es

1
A= 2.85
s+1 ( )

Mediante las ecuaciones (2.24) y (2.83), el valor propio asociado con e* estd dado por
AN=H)=[" hme " dr=[" e uye " dr

siRes>—1

:J e*(erl)‘r dr =
0 s

que es lo mismo que en la ecuacién (2.85).



PROBLEMAS RESUELTOS

2.16. Considere el sistema LIT de tiempo continuo descrito por

)
b)

a)

b)

_1 t+T/2 d
yO=— [,

Encuentre el valor propio del sistema correspondiente a la funcion propia e*.
Repita el inciso a) por medio de la funcién de impulso /(¢) del sistema.

Si sustituimos x(7) = ¢* en la ecuacidn (2.86) obtenemos
1 pe+Ti2
t)y=— e’ dr
y( ) T Jt=T12
1 s ; ;
:7(6“7"/2 —e .sT/Z)e.xt =re”
s

De este modo, el valor propio del sistema correspondiente a e* es

A= L(esTﬂ _ e—sT/Z)

sT

De la ecuacion (2.75) en el problema 2.11 tenemos que

1 T T 1T —TR<t=T/2
ht)y=—|ult+— |—ult—— ||=
T 2 2 0 de otro modo

Mediante la ecuacién (2.24), el valor propio H(s) correspondiente a ¢* estd dado por

& _ 1 72 _ 1 _
H(S):.'.iwh(’l')e STdT:?‘j.iT/ze .WdTZE(esTIZ —e sT/Z)

el cual es lo mismo que la ecuacién (2.87).

(2.86)

(2.87)

2.17. Considere que un sistema LIT de tiempo continuo estable con respuesta al impulso A(f) es real y par. Demues-

tre que cos wt y sen wt son funciones propias de este sistema con el mismo valor propio real.

Al establecer s = jw en las ecuaciones (2.23) y (2.24), observamos que ¢/’ es una funcién propia de un sistema LIT de
tiempo continuo y que el valor propio correspondiente es

A=H(jo)=["_h(r)e " dr

Ya que el sistema es estable, es decir,

entonces J_ ‘ h(r)e /o7

|~ In(m]dr <o

dr = J.jm‘h(T)H e T

dr={" |nm)|dr <o

(2.88)

puesto que |e’j“”\ = 1. De este modo, H(jw) converge para cualquier w. Por medio de la férmula de Euler, tenemos que

H(jw)= J.:,h('r) e dr = Jjwh(f)(cos wT —jsenwTt)dT

:Jj h(T)cos wT d'r—jfj h(tT)senwt dt

(2.89)

Ya que cos wT es una funcién par de 7y sen w7 es una funcién impar de 7, y si i(f) es real y par, entonces h(T)cos wT es par y

h(7) sen wt es impar. Entonces, por las ecuaciones (1.75a) y (1.77), la ecuacion (2.89) se convierte en

H(jw)= 2j:h(7)cos wrdr

(2.90)

Puesto que cos w7 es una funcién par de w, al cambiar w por —w en la ecuacién (2.90) y al cambiar j por —j en la ecuacién
(2.89) llegamos a

H(—jo)=H(jw) = 2j0°° h(r)cos(—wr) dr

= 2j:h(7)cos wrdr = H(jo)

(2.91)
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De este modo, observamos que el valor propio H(jw) correspondiente a la funcién propia ¢’ es real. Si T representa al
sistema, entonces, por las ecuaciones (2.23), (2.24) y (2.91), tenemos que

T{e/®'} = H(jw) e/*! (2.92a)
T{e 7o'} = H(—jw) e = H(jw) e /' (2.92b)

Ahora, ya que T es lineal, obtenemos
1 jot —jowt 1 jowt 1 —jot
T{coswt} =T E(e/ +e /) =5T{ef }+5T{e Jen (2.93a)

= H(jw){%(ejwt + efjwt)} =H(jw) cos wt

T{sen wt}= T{zlj(e-fw’ —e )} = zijT{e-"“' } - zijT{e*-f‘“’}
y =H( jw){;(ej“t —ed ’)} = H(jw) sen wt (2.93b)
J

De esta manera, de las ecuaciones (2.93a) y (2.93b) observamos que cos wt y sen wt son las funciones propias del sistema
con el mismo valor propio real H(jw) dado por la ecuacion (2.88) o (2.90).

SISTEMAS DESCRITOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

2.18.

2.19.

El sistema de tiempo continuo mostrado en la figura 2-18 se compo- X~ e y(0)
ne de un integrador y un multiplicador escalar. Escriba una ecuacion g z v f
diferencial que relacione la salida y(¢) y la entrada x(7). -

A

Denotemos la entrada del integrador mostrado en la figura 2-18 por e(?). .
Entonces la relacion entrada-salida del integrador estd dada por \a]‘
Fi 2-18
v =] emar (2.94) s

Al diferenciar ambos lados de la ecuacion (2.94) con respecto a ¢, obtenemos

dy(t) _

” e(t) (2.95)

A continuacion, de la figura 2-18, la entrada e(?) para el integrador estd dada por

elt) = x(1) — ay(1) (2.96)
Al sustituir la ecuacion (2.96) en la ecuacion (2.95), obtenemos
dy(t
DG _ vy~ ayy
dt
0 0+ )= (2.97)

la cual es la ecuacion diferencial lineal de primer orden requerida.

El sistema de tiempo continuo mostrado en la figura 2-19 se compo- (1) e(t) 1 0
ne de dos integradores y dos multiplicadores escalares. Escriba una j J lT(t)_’I J [ >
ecuacion diferencial que relacione la salida y(¢) y la entrada x(7). -

Sean e(f) y w(?) la entrada y la salida del primer integrador en la figura &
2-19., respectivame}nte. Mediante la ecuacion (2.95), la entrada para el pri- Figura 2-19
mer integrador estd dada por
dw(t
e(t)= v:;ﬁ )~ (6= ayy (1) + x(1) (2.98)

Ya que w(?) es la entrada para el segundo integrador en la figura 2-19 tenemos que
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w( =20 (2.99)
dt
Al sustituir la ecuacion (2.99) en la ecuacion (2.98) obtenemos
d’y() dy(1)
7 R ayy (1) +x(1)
2
0 IV 40 DO )= xtr) (2.100)

at T a

siendo ésta la ecuacién diferencial lineal de segundo orden requerida.
Observe que, en general, el orden de un sistema LIT de tiempo continuo que consiste en la interconexién de integra-
dores y multiplicadores escalares es igual al nimero de integradores en el sistema.

Considere un sistema de tiempo continuo cuya entrada x(7) y salida y(f) estan relacionadas por

%-Fay(t):x(t) (2.101)

donde a es una constante.

a) Encuentre y(f) con la condicién auxiliar y(0) = y,y

x(t) = Ke " u(r) (2.102)
b) Exprese y(f) en términos de las respuestas de entrada cero y estado cero.
a) Sea y@) =y,® + y,0)
donde y, (1) es la solucién particular que satisface a la ecuacion (2.101) y y,(#) es la solucién homogénea que satisface
% +ay, (1) =0 (2.103)
Supongamos que
Y, () = Ae b t>0 (2.104)

Al sustituir la ecuacion (2.104) en la ecuacion (2.101), obtenemos
—bAe™" + aAe " = Ke ™"
asi conseguimos A = K/(a —b),y

y,0=—2—e >0 (2.105)
a—b

Para obtener y,(f), suponemos v, () = Be"'
Sustituyendo esto en la ecuacién (2.103) llegamos a
sBe*" + aBe’' = (s + a) Be*" = 0

de esto tenemos s=—a y y()=Be"

Combinando y,(7) y y,(), obtenemos

VO =Be " +—K_o >0 (2.106)

De la ecuacién (2.106) y la condicién auxiliar y(0) = y,, obtenemos

De este modo, la ecuacién (2.106) se convierte en

y()= yo—L P S ) (2.107)
a—>b a—>b
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CAPITULO 2 SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

Para r < 0, tenemos x(#) = 0y la ecuacion (2.101) se convierte en la ecuacién (2.103). Por tanto,
y(t) = Be™™ <0
De la condicién auxiliar y(0) = y, obtenemos
(1) = ye <0 (2.108)

Al combinar las ecuaciones (2.107) y (2.108), y(f) puede expresarse en términos de y,(f) (respuesta de entrada cero) y
¥,s (?) (respuesta de estado cero) como

YO =306+ =)

= i1 +,5(0) (2.109)
donde Vi) =yse (2.110a)
K —bt —at
Vs (1) = (e —e Du) (2.110b)
a-b

2.21. Considere el sistema del problema 2.20.

a) Demuestre que el sistema no es lineal si y(0) = y, # 0.
b) Demuestre que el sistema es lineal si y(0) = 0.

a)

b)

Recuerde que un sistema lineal tiene la propiedad de que una entrada cero produce una salida cero (seccién 1.5E). No
obstante, si hacemos K = 0 en la ecuacién (2.102), tenemos que x(#) = 0, pero de la ecuacién (2.109) vemos que

y(t) = yOe"” #0 Yo F 0

De este modo, este sistema es no lineal si y(0) = y, # 0.
Si y(0) = 0, el sistema es lineal. Esto se muestra asi: sean x,(f) y x,(¢) dos sefiales de entrada, y y,(#) y y,(¢) las salidas
correspondientes. Es decir,

M-i-ayl(l‘)=xl(t) (2.111)
dt
% +ay, (1) =x,(t) (2.112)
con las condiciones auxiliares ¥,0) =y,00=0 (2.113)
Considere x(®) = ox,(t) + o, x,(1)

donde «, y a, son nlimeros complejos cualquiera. Multiplicando la ecuacién (2.111) por « y la ecuacién (2.112) por
o, y sumando, observamos que

YO = oyy () + o, y,(0)

satisface la ecuacion diferencial
DO 4 ayy=x
dt
y también, de la ecuacién (2.113),

y0) = ay,(0) + 0,y,(0) = 0

Por tanto, y(7) es la salida correspondiente a x(7), y asi el sistema es lineal.

2.22. Considere el sistema del problema 2.20. Demuestre que la condicién inicial de reposo y(0) = 0 también impli-
ca que el sistema es invariante en el tiempo.

Sea y,(7) la respuesta a una entrada x,(f) y

Entonces

xH=0 =0 (2.114)

dy, (1)

" +ay, (1) =x,(t) (2.115)
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y ,(0)=0 (2.116)

Ahora, sea y,(#) la respuesta a la entrada desplazada x,(f) = x,(t — 7). De la ecuacién (2.114) tenemos que

X, =0 t=1 (2.117)
. dyz () _
Entonces y,(f) debe satisfacer “a +ay, (1) =x,(t) (2.118)
y V(1) =0 (2.119)
Ahora, de la ecuacion (2.115), tenemos que
dy,(t—T1
yl(dt )+ay,(t—7)=x1(t—7)=x2(z)

Si hacemos que y,(f) = y,(t — 7), entonces, por la ecuacién (2.116), obtenemos
W =y@-71=y0)=0
De este modo, las ecuaciones (2.118) y (2.119) se satisfacen y concluimos que el sistema es invariante en el tiempo.
Considere el sistema en el problema 2.20. Encuentre la respuesta al impulso A(f) del sistema.
La respuesta al impulso A(#) deberia satisfacer la ecuacion diferencial

L’zl(t” + ah(t) = 5(1) (2.120)

La solucién homogénea h,(¢) para la ecuacion (2.120) satisface a

%+ahh(t)=0 (2.121)
Para obtener /,(f) suponemos que hh(t) = ce"
Si sustituimos esto en la ecuacién (2.121) llegamos a

sce’’ + ace® = (s + a) ce’ =0

para lo cual tenemos que s=—a y h()=ce “u(r) (2.122)

Predecimos que la solucién particular /,(#) es cero puesto que /,(¢) no puede contener a 6(7). De otra forma, (#) tendrfa una
derivada de 6(7) que no es parte del lado derecho de la ecuacion (2.120). De este modo,

h(t) = ce” ™ u(t) (2.123)

Para encontrar la constante ¢, se sustituye la ecuacion (2.123) en la ecuacién (2.120), y obtenemos

i[ce_‘”u(z‘)] +ace "u(t)=8(t)
dt

du(t)

o —ace “u(t)+ce ™ 5 +ace “u(t)=8(t)
1

Al usar las ecuaciones (1.25) y (1.30), la ecuacion anterior se convierte en

—ar du(t)
ce —_— 0 =

ce” “8(t)=cd(t)=58(t)
dt

de modo que ¢ = 1. De esta forma, la respuesta al impulso estd dada por
h(t) = e " u(t) (2.124)
Considere el sistema en el problema 2.20 con y(0) = 0.

a) Encuentre la respuesta al escaldn s(f) del sistema sin utilizar la respuesta al impulso A(?).
b) Encuentre la respuesta al escaldn s(f) con la respuesta al impulso A(7) obtenida en el problema 2.23.
¢) Encuentre la respuesta al impulso A(f) de s(7).
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a) En el problema 2.20
x(t) = Ke " u(t)

Al establecer K = 1, b = 0, obtenemos x(#) = u(t) y entonces y(¢) = s(f). De este modo, al establecer K = 1,b =0y
¥(0) = y, = 0 en la ecuacién (2.109), obtenemos la respuesta al escalén

SO =21— ) (2.125)
a

b) Si utilizamos las ecuaciones (2.12) y (2.124) en el problema 2.23, la respuesta al escalén s(7) estd dada por
t

s(t)= J.imh(T)dT = J mef’"u(T)dT

= U’ e“”dr]u(t) e
—o a

y ésta es igual a la ecuacién (2.125).
¢) Por medio de las ecuaciones (2.13) y (2.125), la respuesta al impulso A(?) esta dada por

h(t)=s'(t)= i[l(l —e u (t)}
dt| a
=e “u(t)+ l(l —e Mu'(t)
a
Al usar las ecuaciones (1.25) y (1.30) tenemos que
1 A—e u'(t)= l(1 —e M8 = l(l —1)é()=0
a a a

De este modo, h(t)=e “u(t)
la cual es la misma que la ecuacién (2.124).
2.25. Considere el sistema descrito por
V(@) + 2y(t) = x(¢) + X'(¢) (2.126)
Encuentre la respuesta al impulso A(f) del sistema.
La respuesta al impulso A(7) deberia satisfacer la ecuacién diferencial
W(t) + 2h(t) = 6(t) + 0'(¢) (2.127)
La solucién homogénea /() para la ecuacion (2.127) es [vea el problema 2.23 y la ecuacién (2.122)]
h,(t) = c e u(1)
Al suponer la solucién particular /,(7) de la forma
h(1) = ¢,6(t)
la solucién general es h(r) = c,e™u(r) + ¢,0(t) (2.128)

La funcidn delta 6(f) debe estar presente de tal modo que &'(f) contribuya a 6'(¢) para el lado izquierdo de la ecuacién
(1.127). Si sustituimos la ecuacion (2.128) en la ecuacién (2.127) obtenemos

—2ce”Mu(t) + ¢ e u'(t) + ¢,8(1) + 2c,e ? u(t) + 2¢, 8(t)
=0@)+ 6
De nuevo, mediante las ecuaciones (1.25) y (1.30) tenemos que
(¢, + 2¢,) 0(2) + ¢, 6'(t) = (1) + ()
Igualando los coeficientes de 6(f) y 6'(f), obtenemos
¢+ 2, =1 ¢, =1

de lo cual se determina ¢, = —1y ¢, = 1. Al sustituir estos valores en la ecuacién (2.128) obtenemos

h(t) = —e > u(r) + (1) (2.129)



PROBLEMAS RESUELTOS

RESPUESTAS DE UN SISTEMA LIT DE TIEMPO DISCRETOY CONVOLUCION
2.26. Verifique las ecuaciones (2.36) y (2.37); es decir,

a) x[n] * h[n] = hln | * x[n]
b) {x[n] * h\[n 1} = hy[n] = x[n] * {h,[n] = h,[n]}
a) Por la definicion (2.35)

oo

x[nl*h[n]= Y, x[klh[n—k]

k=—co

Al cambiar la variable n — k = m, tenemos que

oo

x[n)xh[n]= 2 x[n —mlh[m]= i h{m]x[n — m] = h[n]*x[n]

m=—oo m=-—oo

b) Sea x[n] * h[n] = f,[n] y h,[n] * h,[n] = f,[n]. Entonces

filnl="Y, xlkly[n— k]

k=—oo

y {xn]*hy[n]}xhy[n] = filnlxhyln]= Y filmlhy[n—m]

m=—oo

= [2 x[k]hl[m—k]lhz[n—m]

m=—oo | k=—oo

Al sustituir » = m — k e intercambiar el orden de la sumatoria, tenemos que

{(x[nl*hy[n]} #hyln]= Y, x[k][ Y hl[r]hz[n—k—r]]

k=—co r=—co
Ahora, como hHln]l= i hlrlh,[n—r]
tenemos que LHln—k]= 2 hlrlhy(n—k—r]
De esta forma, {x[n]=h[n]}*h,[n]= i x[k] foln — k]
k=—oo

=x[nl* fo[n]= x{n]= {hy[n]*hy[n]}
2.27. Demuestre que

a) x[n] * &[n] = x[n] (2.130)
b) x[n] = 8[n — ny] = x[n — ny| (2.131)
c) x[n]*uln]= i x[k] (2.132)
k=—co
d) x[n]*uln—ny]= 20 x[k] (2.133)
k=—o0

a) Por la ecuacion (2.35) y la propiedad (1.46) de 8[n — k] tenemos que

oo

x[n]*8[n]= Y, x[k18[n—k]=x[n]

k=—o0
b) De manera similar, tenemos que

oo

x[n]#6[n —nyl= 2 x[k]18[n—k —nyl=x[n—ny]
k=—oo
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¢) Por la ecuacion (2.35) y la definicién (1.44) de u[n — k] tenemos que

oo n

x[nl#uln]= Y, x[kluln—k]= Y, x[k]

k=—co k=—co
d) De manera semejante tenemos que

oo n—ng

x[nlxuln—ngl=Y, x(kluln—k—nyl= Y, x[k]

k=—co k=—co

2.28. La entrada x[n] y la respuesta al impulso /[n] de un sistema LIT de
tiempo discreto estdn dadas por

x[n] = uln] h[n] = o u[n] 0<a<l

a) Calcule la salida y[n] mediante la ecuacién (2.35).
b) Calcule la salida y[n] mediante la ecuacion (2.39).

-2-101 23 k

. hln — k]
a) Por la ecuacién (2.35) tenemos que
o 1 n<0
ylnl=x[nlxhlnl= Y, x[k]hln—k]
k=—oc0
k
Las secuencias x[k] y h[n — k] se muestran en la figura 2-20a) paran < 0 " 0
y n > 0. De la figura 2-20a) observamos que paran < 0, x[k] y h[n — k] hln — k]
no se traslapan, mientras que para n = 0 se traslapan desde k = O hasta
k = n. Por tanto, para n < 0, y[n] = 0. Para n = 0 tenemos que 1 T n>0
. ettt |
ylnl=Y «a 0 n k
k=0 a)
Al cambiar la variable de la sumatoria k am = n — k'y con el uso de la yln]
ecuacion (1.90), tenemos que 1
T—al 7T e Y
0 n 1—a +
y[n]zza’"zzamzi I[
m=n m=0 l—a
1
De esta forma podemos escribir la salida y[n] como oo T >
-2-1012 3 4 n
_n+l b)
yinl= 222 L) (2.134)
l—a Figura 2-20
lo cual se grafica en la figura 2-200).
b) Por la ecuacion (2.39)
yln]=h[n]+x[n]= Z hlk]x[n—k] hlk]
k=—o0
1
Las secuencias /[k] y x[n — k] se muestran en la figura 2-21 paran < 0 I T 290
y n > 0. Nuevamente, de la figura 2-21 observamos que paran < 0, h[k] e 0123 X
y x[n — k] no se traslapan, mientras que para n = ( se traslapan desde
k = 0 hasta k = n. Por tanto, para n < 0, y[n] = 0. Para n = 0 tenemos x[n — k]
que
n 1 n+l 11 n<0
-
yin]=Y ot =—— IIII]=
k=0 n

(=]
=

De este modo, obtenemos el mismo resultado que el mostrado en la

. x[n — k]
ecuacion (2.134).
1 n>0
2.29. Calcule y[n] = x[n] = h[n], donde I I I ]
a) x[n] = a"uln], h[n] = Buln] -10 n k

b) x[n] = ouln], hin] = a "u[—n],0 < o<1 Figura 2-21



a) De la ecuacién (2.35) tenemos que

oo oo

PROBLEMAS RESUELTOS

yinl= Y xklhln—kl1= Y, a*ulk]B" *uln— k]

k=—oo k=—oo

= i o B ulkuln — k]

k=—oo
uesto que [kJul —k]—{1 O=k=n
P d ke 0 de otro modo
n n k
tenemos que y[n]= 2 gk =p" 2 [QJ n=0
k=0 i—o\ B
Por medio de la ecuacién (1.90), obtenemos
1= (/g™
+
yin=1" =@ ™ “rh (2.135a)
B"(n+Duln] a=
1 n+l n+l
— - #
0 yln]= ﬁ—a(ﬁ o e rp (2.135b)
B"(n+Duln] a=p
b) yinl="Y, x(klhln—k1= ", a*ulkla™ " Pu[—(n—k)]
k=—oco k=—co

= i o "o ulklulk —n)
k=—oo

Paran = 0, tenemos que

1 0=k
ulklulk —n]=
0 de otro modo
Asi, mediante la ecuacion (1.91), tenemos que
yinl=a Y a* =a Y (@} =2—  n=0  (2.136a)
k=0 k=0 I—a

Para n = 0, tenemos que

1 n=k

u[k]u[k—n]={

0 de otro modo

De esta manera, empleando la ecuacién (1.92), tenemos que

oo 2n n

yim=a " Y (@) =a =
in -« -«

n=0 (2.136b)

Combinando las ecuaciones (2.136a) y (2.136b), obtenemos

||

y[n]l= para toda n (2.137)

1-a?
lo cual se muestra en la figura 2-22.

2.30. Evalie y[n] = x[n] * h[n], donde x[n] y h[n] se ilustran en la figura
2-23, a) mediante una técnica analitica, y b) por medio de un méto-
do gréfico.

yln]

QTTIII IIIT?. -

-2-10123

Figura 2-22
x[n]
1@
—eo- J—LLO—O—v
-10123 n

h(n]

1@

4._‘_
-101 2 n

Figura 2-23
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a) Observe que x[n] y h[n] pueden expresarse como
x[n] = 0[n] + 6[n — 1] + 6[n — 2] + 6[n — 3]
h[n] = 6[n] + O[n — 11 + O[n — 2]
Ahora, al utilizar las ecuaciones (2.38), (2.130) y (2.131) tenemos que
x[n] = h[n] = x[n] = {8[n] + &[n — 1] + 6[n — 2]}
= x[n] * 8[n] + x[n] * 6[n —1] + x[n] * &[n — 2]
=x[n] +x[n — 1] +x[n—2]
De este modo, y[n] = 6[n] + 8[n — 1] + 6[n — 2] + S6[n — 3]
+68n—11+ 6[n— 2]+ 6[n — 3] + 8[n — 4]
+ 0[n—2]+ 6[n—3]+ 6[n—4] + do[n— 5]
o y[n] = 6[n] + 26[n — 1] + 38[n — 2] + 36[n — 3] + 26[n — 4] + 6[n — 5]
0 yln] = {1,2,3,3,2,1}

b) En la figura 2-24 se grafican las secuencias h[k], x[k] y h[n — k], x[k]h[n — k] para diferentes valores de n. En la figura
2-24 vemos que x[k] y h[n — k] no se traslapan paran < 0y n > 5, y por consiguiente, y[n] = O paran <0y n > 5.
Para0 = n = 5, x[k] y h[n — k] se traslapan. De este modo, al sumar x[k]h[n — k] para 0 = n = 5 obtenemos

ylo]=1 yap=2 y21=3 y31=3 y41=2 yIsI=1
o ylnl ={1,2,3,3,2,1}
lo cual se grafica en la figura 2-25.

2.31. Si x,[n] y x,[n] son secuencias periddicas con periodo comtn N, la convolucién de x,[n] y x,[n] no converge.
En este caso, definimos la convolucion periodica de x,[n] y x,[n] como

N-1

fln]l=x[n]®x,[n]= 2 X [k]xy [n— k] (2.138)

k=0
Demuestre que f[n] es periddica con periodo N.
Puesto que x,[n] es periédica con periodo N, tenemos que
x[(n—k) +N]=x,[n— k]

Entonces, de la ecuacion (2.138) tenemos que

N-1 N-1
fln+N1= xlklxn+N—kl= Y, x[klx[(n—k) +N]
k=0 k=0

N-1
=Y xlklx,[(n— k)= fln]
k=0

De esta forma, f[n] es periddica con periodo N.
2.32. La respuesta al escalén s[n] de un sistema LIT de tiempo discreto estd dada por
s[n] = o"uln] 0<o<l1
Encuentre la respuesta al impulso A[#n] del sistema.
De la ecuacion (2.41), la respuesta al impulso h[n] estd dada por

hln] = s[n] — sln — 1] = o"u[n] — " 'uln — 1]
= {6[n] + a™uln — 1]} — o 'uln — 1]
=6n]— (1 — aya" 'uln — 1]
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hlk] x[k]
O O0—0—-0—-0—0—— ® O-0-0 >
-101234 k -10123 4 k
hln— k] x[klh[n— k]
n<0
—4-3-2-10 12 3 4 k -10123 4 k
hln—k] x[k]h[n — k]
n=0
—3-2-1012 3 4 k -10123 4 k
hln—k] x[klh[n — k]
T T n=1
O O—0—0—0— 00—+
210123 4 k -101234 k
hln—k] lx[k]h[n — k]
1T 1T
O O-0-0-0-0—F ® .
-10123 4 k -10123 4 k
hln— k] x[k]h[n — k]
I1 I11
OO0 o000 T - oo >
-1012345 k -1012345 k
hln—k] x[Klh[n — k]
11 RIS
O—0—0 O—0—-0——+
-10123456 k -1012345 k
hin—k] x[klh[n — k]
11 N
- 0000 OO >
10123456 k -10 12345 k
h[n—k] x[Klh[n — k]
n>5
40—0—0—0—0—T—T—T—0—> —_— OO0 OOO—
-101234567 k -1012345 k
Figura 2-24
yln]
3_
2_

o
@

IH—P
-10 123 456 n

Figura 2-25




CAPITULO 2 SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

2.33.

2.34.

2.35.

Demuestre que si la entrada x[n] a un sistema LIT de tiempo discreto es peridédica con periodo N, entonces la
salida y[n] también es periddica con periodo N.

Sea h[n] la respuesta al impulso del sistema. Entonces, por la ecuacion (2.39) tenemos que
ylnl= Y, hlklx[n—k]

k=—oo
Sean = m + N. Entonces

ylm+ N]= i hlklx[m+ N —k]= i hlk]x[(m —k)+ N]
ke=—co [

Puesto que x[n] es periddica con periodo N, tenemos que hin]

x[(m—k)+ N]=x[m— k]

k=—oo

De este modo, sim+N1= Y hiklx[m—k]= y[m] le I I I
L 4
23

lo cual indica que la salida y[n] es peridica con periodo N.

En la figura 2-26a) se muestra la respuesta al impulso A[n] de un
sistema LIT de tiempo discreto. Determine y grafique la salida y[n] a)
de este sistema para la entrada x[z] mostrada en la figura 2-26b) sin
usar la técnica de convolucidn.

De la figura 2-26b) podemos expresar a x[n] como
x[n] = 8[n — 2] — O[n — 4]

Puesto que el sistema es lineal y también invariante en el tiempo, y por la
definicién de la respuesta al impulso, observamos que la salida y[n] esta
dada por

b
yln] = hln — 2] — hin — 4] :
Figura 2-26
lo cual se grafica en la figura 2-27.
hln — 2] hin — 4] yIn]=hln — 2] = hin — 4]

1234567

Figura 2-27

Un sistema de tiempo discreto es causal si para cada seleccion de n, el valor de la serie o secuencia de salida

yl[n] para n = n, depende sélo de los valores de la secuencia de entrada x[n] para n = n, (vea la seccién 1.5D).

De esta definicion se deriva la condicion de causalidad (2.44) para un sistema LIT de tiempo discreto; es decir,
hln] =0 n<0

De la ecuacion (2.39) tenemos que

ylnl= Y, h[k)lx[n—k)

k=—oo

—1 oo
= Y hlklx(n—kl+ Y hlklx[n —k] (2.139)
k=0

k=—oc0 =



2.36.

2.37.

2.38.
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Observe que la primera sumatoria representa una suma ponderada de valores futuros de x[n]. De esta forma, si el sistema
es causal, entonces

—1
Y hlklx[n—k]1=0

k=—oo
Esto s6lo puede ser verdadero si hln] =0 n<0

Ahora, si h[n] = 0 para n < 0, entonces la ecuacién (2.139) se convierte en

ylnl= Y, hlklx[n— k]

k=0
lo cual indica que el valor de la salida y[n] depende tnicamente de los valores de entrada pasados y presentes.

Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya entrada x[n] y salida y[n] estan relacionadas por

n

ylnl= D, 2 7"x[k+1]
k=—oo
(El sistema es causal?
Por la definicién (2.30) y la ecuacién (1.48) la respuesta al impulso k[n] del sistema estd dada por

hlnl= Y, 257"k +11= Y 27" 8[k+1]1=2"""" Y §[k+1]
k=—co k=—co k=—co

Al cambiar la variable k + 1 = m, y por la ecuacién (1.50), obtenemos

n+1
Aln]=2""" N §im]=2"""Duln+1] (2.140)

m=—co

De la ecuacién (2.140) tenemos que h[—1] = u[0] = 1 # 0. De esta manera, el sistema es no causal.

Verifique la condicién de estabilidad en el sentido BIBO [ecuacion (2.49)] para los sistemas LIT de tiempo
discreto.

Supongamos que la entrada x[n] de un sistema LIT de tiempo discreto esta acotada, es decir,
|x[n]| = k, para toda n (2.141)

Entonces, por medio de la ecuacién (2.35), tenemos que

= Y |nlKl||xin—Kl|<k Y, |h[K]|

k=—co k=—co

i hlk]x[n —k]

k=—co

|y[nl|=

Puesto que |x[n - k]| = k, de la ecuacion (2.141). Por consiguiente, si la respuesta al impulso es absolutamente sumable,
esto es, si

Y |hlkl|=K <<
k=—oo0
tenemos que Iyl = kK =k, <o
y el sistema es estable en el sentido BIBO.
Considere un sistema LIT de tiempo discreto con respuesta al impulso A[n] dada por

hin] = auln]
a) (Este sistema es causal?
b) (Este sistema es estable en el sentido BIBO?

a) Puesto que h[n] = 0 paran < 0, el sistema es causal.
b) Mediante la ecuacién (1.91) (problema 1.19), tenemos que

Y (k= Y [atutnl|= Y faf = ——  |a|<I
k=0

k=—oo k=—c 1-[a

Por consiguiente, el sistema es estable en el sentido BIBO si |a| < 1 e inestable si || = 1.
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SISTEMAS DESCRITOS POR ECUACIONES EN DIFERENCIAS

2.39. El sistema de tiempo discreto mostrado en la figura 2-28 se com-  x[n] L~ ylnl
pone de un elemento de retardo unitario y un multiplicador escalar. av> "
Escriba una ecuacién en diferencias que relacione la salida y[n] y la +
entrada x[n].

En la figura 2-28 la salida del elemento de retardo unitario es y[n — 1]. Asf, ng:‘;sz <
de la figura 2-28 observamos que yin =1l
Fi 2-28
y[n] = ay[n — 1] + x[n] (2.142) tgura
0 y[n] — ay[ln — 1] = x[n] (2.143)

la cual es la ecuacidn en diferencias lineal de primer orden requerida.

2.40. Elsistema de tiempo discreto mostrado en la figura 2-29 se compone de dos elementos de retardo unitario y dos
multiplicadores escalares. Escriba una ecuacién en diferencias que relacione la salida y[n] y la entrada x[n].

x[n] yin]
»(2) >z b
+ +
+ +

ay a)
- A

Retardo | Retardo |
y[n —2] unitario | yin—1] unitario |

Figura 2-29

En la figura 2-29 la salida del primer elemento de retardo unitario (desde la derecha) es y[n — 1] y la salida del segundo
elemento de retardo unitario (desde la derecha) es y[n — 2]. De este modo, de la figura 2-29 vemos que

y[n] = ayln — 1] + a,y[n — 2] + x[n] (2.144)
o yln] —apyln — 1] — a,yln — 2] = x[n] (2.145)

la cual es la ecuacidn en diferencias lineal de segundo orden requerida.
Observe que, en general, el orden de un sistema LIT de tiempo discreto compuesto de la interconexion de elementos
de retardo unitarios y multiplicadores escalares es igual al nimero de elementos de retardo unitarios en el sistema.

2.41. Considere el sistema de tiempo discreto en la figura 2-30. Escriba una ecuacion en diferencias que relacione la
salida y[n] y la entrada x[n].

x[n] o) qln] 503 yInl
» » »
+ +
+ v +
Retardo
2 unitario 3
V' N F N
qln —1]
Figura 2-30

Sea la entrada al elemento de retardo unitario g[#n]. Entonces de la figura 2-30 observamos que
gln] = 2gln — 1] + x [n] (2.146a)
ylnl = gln] + 3qln — 1] (2.146b)

Al resolver las ecuaciones (2.146a) y (2.146b) para g[n] y g[n — 1] en términos de x[n] y y[n] obtenemos

qln] =§y[n] +§X[n] (2.147a)



2.42.
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1 1
q[n*1]=§y[n]*gx[n] (2.147b)
Cambiando n a (n — 1) en la ecuacién (2.147a), tenemos que
2 3
q[n—1]=§y[n—1]+§x[n—l] (2.147¢c)
De este modo, igualando la ecuacién (2.147b) y la ecuacién (2.147¢), tenemos que
1 1 2 3
—y[n]—=x[n]==y[n—1]+=x[n—1
5y[]s[]sy[ ]5[ ]

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién anterior por 5 y reacomodar los términos, obtenemos
yln] — 2y[n — 11 = x[n] + 3x [n — 1] (2.148)
la cual es la ecuacion diferencial requerida.

Considere un sistema de tiempo discreto cuya entrada x[n] y salida y[n] estdn relacionadas por

y[n] —ay[n — 1] = x[n] (2.149)
donde a es una constante. Encuentre y[n] con la condicién auxiliar y[—1] =y_,y
x[n] = Kb™"u[n] (2.150)
Sea ynl =y [n] +y, [n]
donde y,[1] es la soluci6n particular que satisface la ecuacion (2.149) y y,[n] es la solucién homogénea que satisface
y[n] —ayln —11=0 (2.151)
Suponga que y,ln] = Ab" n=0 (2.152)

Sustituyendo la ecuacién (2.152) en la ecuacion (2.149), obtenemos

Ab" — aAb"~ ' = Kb"
de lo cual obtenemos A = Kb/(b — a), y

yp[n]:bib”1 n=0 (2.153)
—da

Para obtener y,[n], suponemos que y,[n] = Bz"

Al sustituir esto en la ecuacién (2.151) nos da

Bz"—aBz" '=(z—a)Bz" '=0
de lo cual tenemos que z=a y yln]l=Bd" (2.154)
Combinando y,[n] y y,[n], obtenemos
y[n]= Ba" +bLb”“ n=0 (2.155)
—a

A fin de determinar B en la ecuacién (2.155) necesitamos el valor de y[0]. Si establecemos n = 0 en las ecuaciones (2.149)
y (2.150) tenemos que

y[0] = ay[—1] = y[0] —ay_, = x[0] = K
o y0l=K+ay_, (2.156)

Al establecer n = 0 en la ecuacion (2.155) obtenemos
b
y[0]=B+K—— (2.157)
b—a

Por tanto, si igualamos las ecuaciones (2.156) y (2.157) tenemos que

b
b—a

K+ay =B+K



2.43.

2.44.
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a
de lo que obtenemos B=ay ,— K 5
—a
Por consiguiente, la ecuacion (2.155) se convierte en
bn+1 _n+l
ylnl=y_a"" +K2——4 n=0
b—a

Para n < 0, tenemos que x[n] = 0, y la ecuacién (2.149) se convierte en la ecuacién (2.151). Por tanto,
yln] = Ba"

De la condicién auxiliar y[—1] = y_, tenemos que
yi-11=y_,=Ba"'
de lo que obtenemos B = y_,a. De esta manera,
ylnl=y_a*! n<o0
Combinando las ecuaciones (2.158) y (2.160), y[n] puede expresarse como
Pl — gt

y[n]:y-la"HJrKib p uln]

(2.158)

(2.159)

(2.160)

(2.161)

Observe que como en el caso de tiempo continuo (problemas 2.21 y 2.22), el sistema descrito por la ecuaciéon
(2.149) no es lineal si y[—1] # 0. El sistema es causal e invariante en el tiempo si inicialmente se encuentra en reposo;
es decir, y[—1] = 0. Note también que la ecuacion (2.149) puede resolverse de manera recursiva (vea el problema 2.43).

Considere el sistema de tiempo discreto en el problema 2.42. Encuentre la salida y[n] cuando x[n] = Kd[n] y

yi=1l1=y =«

Podemos resolver la ecuacion (2.149) para valores sucesivos de y[n] para n = 0 de la siguiente manera: reacomode la

ecuacion (2.149) como
ylnl = ay[n — 1] + x[n]

Entonces y[0] = ay[—1] + x[0] = ax + K
y[1] = ay[0] + x[1] = a(acx + K)
y[2] = ay[1] + x[2] = @*(ao + K)

ylnl = ayln — 1] + x[n] = a’(ao. + K) = a" "' o + a"K
De manera semejante, también podemos determinar y[n] para n < 0 al reacomodar la ecuacién (2.149) como
1
yin—1]= g{y[n] —x[n]}

Entonces y-1l=a
1 1 _
yI=2l=={[-l—-x[-1]}=—a=a"'a
a a

1 _
Y= 31=— (=21« 21} =a ‘a

Vel =L = n -2 —n+1) =a "
a

Al combinar las ecuaciones (2.163) y (2.165) obtenemos

yln] = @' o + Ka'u[n)

Considere el sistema discreto en el tiempo del problema 2.43 para una condicién en reposo inicial.

a) Encuentre la respuesta al impulso h[n] del sistema.
b) Encuentre la respuesta al escalén s[n] del sistema.
¢) Encuentre la respuesta al impulso A[n] a partir del resultado del inciso b).

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)
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a) Alestablecer K =1y y[—1] = a = 0 en la ecuacién (2.166), obtenemos
h[n] = a"uln] (2.167)

b) Alestablecer K =1,b=1yy[—1] =y_, = 0enlaecuacién (2.161), tenemos que

[1 _ anJrl]
s[n]= uln) (2.168)
l1—a

¢) De las ecuaciones (2.41) y (2.168), la respuesta al impulso i[n] estd dada por

B B [l _an+1] [l _ an}
hin]l=s[n]—s[n—1]= uln]— uln—1]
l1—a 1—a

Cuando n = 0, h[0]=[i“]u[0]=1
a

_an(l_a)_an

Cuando n = 1, h[n]Z%[l—a"H —(1—a")] .
—a _

De este modo, hin]=a"u[n]
la cual es igual a la ecuacién (2.167).

2.45. Encuentre la respuesta al impulso h[n] para cada uno de los sistemas LIT de tiempo discreto causales que sa-
tisfacen las siguientes ecuaciones en diferencias e indique si cada sistema es FIR o IIR.

a) y[n] = x[n] — 2x[n — 2] + x[n — 3]
b) y[n] + 2y[n — 1] = x[n] + x[n — 1]

¢) ylnl = Jyln = 21 = 2x{n] = 2ln — 2]
a) Por la definicién (2.56) hln] = 8[n] — 28[n — 2] + O [n — 3]
0 hln] = {1,0, — 2,1}
Como h[n] tiene solamente cuatro términos, el sistema es FIR.
b) h[n] = —2h[n — 1] + 8[n] + 8[n — 1]
Puesto que el sistema es causal, #[—1] = 0. Entonces
h[0]=—2h[— 1]+ 8[0]+ 6[—1]=6[0]=1
A[1] =—=2h[0]+8[1]1+6[0]=—2+1=—1
h[2]=—=2A[1]1+6[2]1+ [Il=—2(—-D=2
h[3]=—2h[2]+ 8[3]+8[2]=—2(2)=—27
hlnl=—2h[n—1]+8[n]+8[n—1]=(—1)"2"""

Por tanto, h[n]=8[n]+(=1"2" u[n—1]

Puesto que /[n] tiene términos infinitos, el sistema es [IR.
c¢) h[n]= %h[n —2]1+28[n]—8[n—2]
Puesto que el sistema es causal, #/[—2] = h[—1] = 0. Entonces
h[0] :%h[— 2]+ 26[0]—6[—2]=25[0]=2

Al =%h[— 11+28[1]1-8[—1]=0
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h(2] =%h[0]+23[2]—5[0]=%(2)=—1=0

h[3]= %h[l] +26[3]—6[11=0

Por consiguiente,

Puesto que A[n] tiene sélo un término, el sistema es FIR.

h[n]=26[n]

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2.46.

2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.52.

Calcule la convolucion y(r) = x(¢) = h(t) del siguiente
par de sefiales:

1 —a<t=a
a) x(t)=
0 de otro modo
1 —a<t=a
h(t)=
0 de otro modo
t 0<t=T
b) x(t) ={
0 de otro modo
1 0<r=2T
h(t)=
0 de otro modo

o) x(®)=u—1),ht)=e Yu@t)

Calcule la suma de convolucién y[n] = x[n] = h[n] de
los siguientes pares de series 0 secuencias:

a) x[n] = uln], h[n] = 2"u[—n]
b) x[n] = u[n] — u[n — N, h[n] = o'u[n],0 < a <1

¢) alnl = (3)"uln], hin] = 8[n] = 3 8[n — 1]
Demuestre que si y(f) = x(t) = h(t), entonces
Y0 = X (@) h(r) = x(1) K (D)
Demuestre que
x(1) = 8'(t) = X' (1)

Sea y[n] = x[n] * h[n]. Entonces demuestre que

x[n = n,] = hln — n)) = yln —n, — n,
Demuestre que

ny+N—1

> xlklx,ln—k]

k=ng

X [n]® xy[n] =

para un punto de inicio arbitrario n,.

La respuesta al escalon s(¢) de un sistema LIT de tiem-
po continuo estd dada por

s(1) = [cos w,r]u(r)

Encuentre la respuesta al impulso A(f) del sistema.

2.53. El sistema mostrado en la figura 2-31 estd formado por

la conexioén de dos sistemas en paralelo. Las respuestas
al impulso de los sistemas estdn dadas por

hy(1) = e u(r) y hy(1) = 2e~" u(?)

P 1,(1)
+
x(1) y(0)
+
> hy(D)
Figura 2-31

a) Encuentre la respuesta al impulso A(f) del sistema
total.
b) (El sistema completo es estable?

2.54. Considere un integrador cuya entrada x(¢) y salida y(r)

estdn relacionadas mediante

yo =" x@ydr

a) Encuentre la respuesta al impulso A(#) del integra-
dor.
b) (El integrador es estable?

2.55. Considere un sistema LIT de tiempo discreto con res-

puesta al impulso i[n] dada por
h[n] = 6[n — 1]

(El sistema es sin memoria?

2.56. La respuesta al impulso de un sistema LIT de tiempo

discreto estd dada por

h[n]= [%J uln]

Sea y[n] la salida del sistema con la entrada
x[n] = 26[n] + 8[n — 3]
Encuentre y[1] y y[4].

2.57. Considere un sistema LIT de tiempo discreto con res-

puesta al impulso i[n] dada por

h[n]Z[— %] uln—1]
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a) (El sistema es causal?
b) (El sistema es estable?

2.58. Considere el circuito RLC mostrado en la figura 2-32.
Encuentre la ecuacién diferencial que relaciona la co-
rriente de salida y(7) y el voltaje de entrada x(7).

R L
M BT

-

Figura 2-32

e

2.59. Considere el circuito RL ilustrado en la figura 2-33.
a) Encuentre la ecuacién diferencial que relaciona el
voltaje de salida y(7) a través de R y el voltaje de
entrada x(1).
b) Encuentre la respuesta al impulso A(7) del circuito.
¢) Encuentre la respuesta al escalén s(7) del circuito.

L

—

R§ )

\_ +

x(t)(

x(1) "—lh(t)

Figura 2-33

2.60. Considere el sistema en el problema 2.20. Encuentre la
salida y(r) si x() = e “u() y y(0) = 0.

2.61. (El sistema descrito por la siguiente ecuacién diferen-
cial es lineal?
dy(1)

7"’5)’0)4‘2:)6([)

2.62. Escriba la ecuacién de entrada-salida para el sistema
que se muestra en la figura 2-34.

L BN N Rl
> > > 2 (= >
+ l V +
+ +
1 Retardo
2 unitario
‘ I
Figura 2-34

2.63. Considere un sistema LIT de tiempo discreto con res-
puesta al impulso

1 n=0,1
hin]=
0 de otro modo

Encuentre la relacion entrada-salida del sistema.
2.64. Considere un sistema de tiempo discreto cuya entrada
x[n] y salida y[n] se encuentran relacionadas por
1
yin]— Ey[n —1]1=x[n]

con y[—1] = 0. Encuentre la salida y[n] para las si-
guientes entradas:

a) x[n]=[%] uln];
b) x[n]= L nu[n]
2

2.65. Considere el sistema en el problema 2.42. Encuentre
la funcién propia y el valor propio correspondiente del
sistema.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

546 © 2a—|t| |t|<2a
46. a) y(t)=
)y 0 |t|=2a
0 1<0
1o 0<t=T
2
b) y(1)= %TZ T<t=2T
1 2 5 2
——t"+2T —=T 2T <t=13T
2 2
0 3T <t

0) %(1 —e 3Dy —1)

1-n
2.47. a) y[n]={2 n=0
2 n>0
0 n<o0
1 n+l1
b) yln]= n=0=N-—1

11—«
_ N
a”_NH[—l @ ] N—-1<n
| e
¢) y[nl=48[n]

2.48. Sugerencia: Diferencie las ecuaciones (2.6) y (2.10)
con respecto a f.



2.49.

2.50.
2.51.
2.52.
2.53.

2.54.

2.55.
2.56.
2.57.

2.58.

2.59.

CAPITULO 2 SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

Sugerencia: Utilice el resultado del problema 2.48 y la

ecuacion (2.58).

Sugerencia: Vea el problema 2.3.

Sugerencia: Vea los problemas 2.31 y 2.8.

h(t) = 6(1) — wplsen wytlu(r)

a) h(t) = (e + 2¢ Yu(f)
b) S

a) h(t) = u(t)
b) No

No, el sistema tiene memoria.
YIT=1y y[4l1 =%
a) Si b) Si

2
Y0 Rdy®) | 1 ) 1dx0)
dr L dt LC L dt
dy®) R _R
a) o +L y() Lx(t)

b) h(1) :ge*“)’u(n

o) s@)=[1—e ®O" )

2.60.
2.61.
2.62.
2.63.

2.64.

2.65.

te”"u(r)

No, es no lineal.

2y[n] — yln — 11 = 4x[n] + 2x[n — 1]
yin] = x[n] + x[n — 1]

1 n+l 1 n+l
ol o

b) y[n]z(nﬂ)[lzj uln]




La transformada de Laplace
y los sistemas LIT de
tiempo continuo

3.1 INTRODUCCION

Un resultado bdsico del capitulo 2 es que la respuesta de un sistema LIT se da por la convolucion de la entrada y la
respuesta al impulso del sistema. En este capitulo y en el siguiente presentaremos una representacion alternativa de
las sefiales y los sistemas LIT. En este capitulo se introduce la transformada de Laplace para representar sefiales de
tiempo continuo en el dominio s (s es una variable compleja) y se describe el concepto de funcién del sistema para
un sistema LIT de tiempo continuo. Al aplicar la técnica de la transformada de Laplace se pueden derivar distintos
puntos de vista utiles acerca de las propiedades de los sistemas LIT de tiempo continuo, ademds de estudiar muchos
problemas que involucran los sistemas LIT.

3.2 LATRANSFORMADA DE LAPLACE

En la seccién 2.4 vimos que para un sistema LIT de tiempo continuo con respuesta al impulso A(?), la salida y(¢) para
la entrada exponencial compleja de la forma e* es

y(0) = T{e"} = H(s)e*™ (3.1)

donde H(s)= | hye ™ dr (3.2)

A. DEFINICION

La funcién H(s) en la ecuacién (3.2) se conoce como transformada de Laplace de h(f). Para una sefial general de
tiempo continuo x(), la transformada de Laplace X(s) se define como

oo

X(s)= | x(ve "t (3.3)
La variable s generalmente tiene valores complejos y se expresa como
s=o0+jw (3.4)

La transformada de Laplace definida en la ecuacién (3.3) a menudo se conoce como transformada de Laplace bilate-
ral (o de dos lados) en contraste con la transformada de Laplace unilateral (o de un extremo), la cual se define como

X (5)= | :_ x(t)e ™ dr (3.5)
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donde 0~ = lim,__, (0 — &). Evidentemente, las transformadas bilateral y unilateral son equivalentes sdlo si x(r) = 0
para ¢t < 0. La transformada de Laplace unilateral se discute en la seccion 3.8. Omitiremos aqui la palabra “bilateral”,
excepto donde sea necesario para evitar ambigiiedad.

La ecuacidn (3.3) a veces se considera un operador que transforma una sefial x(#) en una funcién X(s) represen-

tada de manera simbdlica por
X(s)=Z{x(0)} (3.6)

y se dice que la sefial x(#) y su transformada de Laplace X(s) forman un par de transformadas de Laplace denotado

como
x(1) < X(s) (3.7)

B. LA REGION DE CONVERGENCIA

El intervalo de valores de las variables complejas s para las cuales la transformada de Laplace converge se denomina
region de convergencia (region of convergence, ROC). Para ilustrar la transformada de Laplace y la ROC asociada,
consideremos algunos ejemplos.

EJEMPLO 3.1 Considere la sefial
x(f) = e “u(r) a real (3.8)

Entonces, por la ecuacién (3.3) la transformada de Laplace de x(7) es

X(s)= jw e “u(t)e dt= jw e SrO gt

oo ot

oo

1 e—(s+a)t
s+a

Re(s) > —a (3.9)

ot sta

debido a que lim, , e~ " 9" = 0 sélo si Re(s + a) > 0 o Re(s) > —a.
De este modo, la ROC para este ejemplo se especifica en la ecuacion (3.9) como Re(s) > —a y se muestran en el
plano complejo de la manera en que se ilustra en la figura 3-1, por medio del drea sombreada a la derecha de la linea
Re(s) = —a. En las aplicaciones de la transformada de Laplace se hace referencia al plano complejo como el plano s.
A los ejes horizontal y vertical a veces se les llama eje o y eje jw, respectivamente.
Jjo Jjo

V///

a>0 a<0

N

plano s

—a

|
x
Qv
x
Qv

| 7 7

a)

S
-~

Figura 3-1 ROC para el ejemplo 3.1.

EJEMPLO 3.2 Considere la sefial
x(t) = —e “u(r) a real (3.10)

Su transformada de Laplace X(s) estd dada por (problema 3.1)

X(s)=; Re(s) < —a (3.11)
s+a
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De esta forma, la ROC para este ejemplo se especifica en la ecuacion (3.11) como Re(s) < —a y se muestra
en el plano complejo, como se ilustra en la figura 3-2, por medio del drea sombreada a la izquierda de la linea
Re(s) = —a. Al comparar las ecuaciones (3.9) y (3.11) observamos que las expresiones algebraicas para X(s) para
estas dos sefiales diferentes son idénticas, excepto por las ROC. Por tanto, con el fin de que la transformada de
Laplace sea tnica para cada sefial x(¢), la ROC debe especificarse como parte de la transformada.

Jjo Jjow

A A

7.

a>0 a<0

v

\§

a) b)

Figura 3-2 ROC para el ejemplo 3.2.

C. PoLosY CEROS DE X(S)
Por lo regular, X(s) serd una funcién racional en s; es decir,

:aosm +alsm*1+_,,+am _ay (s—zl)...(s—zm) (3 12)

X(S) n n—1
bOS +bls +"'+bn bO (s—pl)"'(S_Pn)

Los coeficientes a, y b, son constantes reales, mientras que m y n son enteros positivos. X(s) se conoce como funcién
racional propia si n > m, y como funcion racional impropia si n = m. Las raices del numerador polinomial, z;, se
conocen como ceros de X(s) debido a que X(s) = 0 para esos valores de s.

De manera similar, las raices del denominador polinomial, p,, se denomi- jo
nan polos de X(s), debido a que X(s) es infinito para esos valores de s. Por 4
consiguiente, los polos de X(s) residen fuera de la ROC puesto que, por %

definicién, X(s) no converge en los polos. Por otra parte, los ceros pueden
estar en el interior o en el exterior de la ROC. Excepto por un factor de
escala ao/ by, X(s) puede estar completamente especificada por sus ceros y
polos. De este modo, una representacion muy compacta de X(s) en el pla-

no s es mostrar las ubicaciones de los polos y los ceros ademds de la ROC. x—0—¥% N
Es comtn usar una “X” para indicar cada ubicacién de un polo, y se 32 ’%

utiliza una “O” para indicar cada cero. Esto se ilustra en la figura 3-3 para

X(s) dada por

2s +4 s+2
X(s) = —> Re(s)> —1
= T a13 tGanet3 W 7

Observe que X(s) tiene un cero en s = —2 y dos polos en s = —1 y  Figura 3-3 Representacién del plano s de
s = —3 con un factor de escala de 2. X(s) = (25 + 4)/(s2 + 45 + 3).
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D. ProrieDADES DE LA ROC

Como vimos en los ejemplos 3.1 y 3.2, la ROC de X(s) depende de la naturaleza de x(f). A continuacién se resumen
las propiedades de la ROC. Supongamos que X(s) es una funcién racional de s.

Propiedad 1: La ROC no contiene ningtn polo.

Propiedad 2: Si x(¢) es una sefial de duracion finita, es decir, x(f) = 0 excepto en un intervalo finito r, =t = t,
(—oo < t,yt, < o0), entonces la ROC es todo el plano s excepto posiblemente s = 0 0 s = co.

Propiedad 3: Si x(7) es una sefal por la derecha, es decir, x(f) = 0 para t < t; < oo, entonces la ROC es de la
forma
Re(s) > o, .

donde o, es igual a la parte real mdxima de cualquiera de los polos de X(s). De este modo, la
ROC es un medio plano a la derecha de la linea vertical Re(s) = o4, en el plano s y, por tanto, a
la derecha de todos los polos de X(s).

max

Propiedad 4: Si x(¢) es una sefal por la izquierda, es decir, x(f) = 0 para t > t, > —oo, entonces la ROC es de
la forma
Re(s) <o .

donde o, es igual a la parte real minima de cualquiera de los polos de X(s). De este modo, la
ROC es un medio plano a la izquierda de la linea vertical Re(s) = o, en el plano sy, por tanto,
a la izquierda de todos los polos de X(s).

Propiedad 5: Si x(7) es una sefal de dos lados, es decir, x(f) es una sefial de duracién infinita que no es de ex-
trema derecha (por la derecha) ni de extrema izquierda (por la izquierda), entonces la ROC es de
la forma

0, <Re(s) < o,

donde o, y o, son las partes reales de los dos polos de X(s). De esta manera, la ROC es una franja
vertical en el plano s entre las lineas verticales Re(s) = o, y Re(s) = o,.

Observe que la primera propiedad sigue de inmediato tras la definicién de los polos; es decir, X(s) es infinita en
un polo. Para la verificacién de las otras propiedades vea los problemas 3.2 a 3.7.

3.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE ALGUNAS SENALES COMUNES

A. FUNCION DE IMPULSO UNITARIO &(t)

Mediante las ecuaciones (3.3) y (1.20) obtenemos

ZL18(t)]= Ji; 8(t)e "'dt=1 paratodas (3.13)

B. FUNCION DE ESCALON UNITARIO u(t)

Lluml= ] _uwe di= j; e dr
= —le_ﬂ -
S

1 Res)>0 (3.14)
S

O+
donde 0F = 1im,_,,(0 + &).

C. PARES DE TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA SENALES COMUNES

En la tabla 3-1 se presentan las transformadas de Laplace de las sefiales mds comunes. En lugar de tener que volver
a evaluar la transformada de una sefial dada, simplemente podemos referirnos a una tabla y obtener la transformada
deseada.
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Tabla 3-1 Algunos pares de transformadas de Laplace

x(t) X(s) ROC
o(1) 1 Para toda s
u() 1 Re(s) > 0
—u(—1) 1 Re(s) < 0
1
tu(r) 2 Re(s) >0
k!
t*u(r) s Re(s) >0
3 1
e~ y(t) 1 a Re(s) > —Re(a)
1
—e~aty(—1) P Re(s) < —Re(a)
_
te~ " u(r) G+ a) Re(s) > —Re(a)
1
—te=y(—1) G+ap Re(s) < —Re(a)
s
cos wtu(t) s2+—w2 Re(s) >0
0
tu(?) “ Re(s) > 0
sen wfu -— e(s
52+ w}
s+ a

e~ cos wtu(t) Re(s) > —Re(a)

2, 2
(s + a)* + w;

w

0

e sen w,tu(t) — Re(s) > —Re(a)
0 (s + a)* + w}

3.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

A continuacidn se presentan las propiedades basicas de la transformada de Laplace. La verificacion de estas propie-
dades se proporciona en los problemas 3.8 a 3.16.

A. LINEALIDAD

Si x,(t) < X,(s) ROC =R,
X,(1) < X,(5) ROC = R,
entonces ax, () + a,x,(t) < a,X,(s) + a,X,(s) R'DR NR, (3.15)

La notacién de conjuntos A D B quiere decir que el conjunto A contiene al conjunto B, mientras que A N B denota la
interseccion de los conjuntos A y B, es decir, el conjunto que resulta contiene todos los elementos que se encuentran
tanto en A como en B. De este modo, la ecuacién (3.15) indica que la ROC de la transformada de Laplace resultante
es, por lo menos, tan grande como la regién comun entre R, y R,. Por lo general tenemos simplemente R’ = R, N R,.
Esto se ilustra en la figura 3-4.
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Jjow

v

N Z

R, R NR, R,

Figura 3-4 ROC de a,X,(s) + a,X,(s).

B. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
Si x(£) < X(s) ROC =R
entonces x(t—ty)<>e " X(s) R =R (3.16)

La ecuacion (3.16) indica que las ROC antes y después de la operacion de desplazamiento en el tiempo son las mis-
mas.

C. DESPLAZAMIENTO EN EL DOMINIO S
Si x()< X(s) ROC =R
entonces eVx(t) > X(s—sy) R'=R+Re(sy) (3.17)

La ecuacién (3.17) indica que la ROC asociada con X(s — s,) es la de X(s) desplazada por Re(s,). Esto se ilustra en
la figura 3-5.

Jjo Jjo

7 . 7

| B+Re(s,)
A s

OLV 1B 7 a+Re(s0)/V 7
! // i ! /A |

a) b)

v

Figura 3-5 Efecto sobre la ROC del desplazamiento en el dominio s. @) ROC de X(s); b) ROC de X(s — s,,).
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D. ESCALAMIENTO EN EL TIEMPO

Si x(1) < X(s) ROC =R
entonces x(at) < ﬁ X [i] R =aR (3.18)
a a

La ecuacioén (3.18) indica que el escalamiento de la variable de tiempo ¢ por el factor a provoca un escalamiento in-
verso de la variable s por 1 / a, ademds de un escalamiento de amplitud de X(s/ a)por 1 / \ a | El efecto correspondiente
sobre la ROC se ilustra en la figura 3-6.

Jjo Jjo
A A

7 7

o 7 B o aa

Figura 3-6 Efecto sobre la ROC del escalamiento en el tiempo. a) ROC de X(s); b) ROC de X(s/ a).

NN

E. INVERSION DEL TIEMPO

Si x(H) < X(s) ROC =R

entonces x(—1) < X(—s) R'= —R (3.19)
De este modo, la inversién del tiempo de x(7) produce una inversion tanto del eje o como del eje jw en el plano s. La

ecuacién (3.19) se obtiene con facilidad al establecer « = —1 en la ecuacion (3.18).

F. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

Si x(1) < X(s) ROC =R
entonces % < sX(s) R'DR (3.20)
t

La ecuacién (3.20) muestra que el efecto de la diferenciaciéon en el dominio del tiempo es la multiplicacién de la
transformada de Laplace correspondiente por s. La ROC asociada queda sin modificacién a menos que haya una
cancelacién de polo ceroen s = 0.

G. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO S
Si x(t) < X(s) ROC =R

entonces —x(r) < @ R'=R (3.21)
s
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H. INTEGRACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
Si x(1) < X(s) ROC =R
' 1
entonces | x(rdr—-X(s) R'=RN{Re(s)>0) (3.22)
o s
La ecuacién (3.22) muestra que la operacion de la transformada de Laplace correspondiente a la integracion en el
dominio del tiempo es la multiplicacién por 1 / s,y esto se espera debido a que la integracion es la operacidn inversa
de la diferenciacién. La forma de R’ se deriva de la posible introduccién de un polo adicional en s = 0 mediante la

multiplicacién por 1 / s.

I. CONVOLUCION

Si x, () <= X, (s) ROC =R,
X,(1) <> X,(s) ROC =R,
entonces x,(1) #x,(1) <> X,(5)X ,(5) R'DR NR, (3.23)

Esta propiedad de convolucidn juega un papel central en el andlisis y disefio de los sistemas LIT de tiempo continuo.
La tabla 3-2 resume las propiedades de la transformada de Laplace presentadas en esta seccidn.

Tabla 3-2 Propiedades de la transformada de Laplace

Propiedad Sefial Transformada ROC
x(1) X(s) R
x,(0) X,(s) R,
x,5(0) X,(s) R,
Linealidad a,x,(t) + a,x,(t) a, X,(s) + a, X,(s) R'DR/ NR,
Desplazamiento x(t—t,) e X(s) R'=R
en el tiempo
Desplazamiento en s eso’ x(1) X(s—s,) R’ = R+Re(s,)
1
Escalamiento x(at) —X(a) R' = aR
- lal
del tiempo
Inversién del tiempo x(—1) X(—ys) R'=—R
dx(t
Diferenciacién en ¢ % sX(s) R' DR
. o dX(s) ,
Diferenciacién en s —1x() d— R'=R
s
: 1
Integracién [ x(rydr ~X(s) R' DRN{Re(s) > 0)
oo s
Convolucién X,(6) # x,(0) X,(5) X,(5) R'DR,NR,

3.5 LATRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

La inversion de la transformada de Laplace para encontrar la sefial x(¢) de su transformada de Laplace X(s) se conoce
como transformada de Laplace inversa, denotadas de manera simbdlica como

x()=2"1X(s)} (3.24)
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A. FORMULA DE LA INVERSA

Existe un procedimiento aplicable a todas las clases de funciones de transformacién que involucran la evaluacién de
una integral de linea en un plano s complejo; es decir,

== [T x()e ds (3.25)
2]

c— joo

En esta integral, se selecciona la c real de modo que si la ROC de X(s) es o, < Re(s) < o,, entonces 0, < ¢ < 0,.
La evaluacion de esta integral de transformada de Laplace inversa requiere la comprension de la teoria de la variable
compleja.

B. UsO DE LAS TABLAS DE PARES DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

En el segundo método para la inversion de X(s), intentamos expresar X(s) como una suma

X(s) =X,(s) + -+ + X (5) (3.26)
donde X,(s), . . ., X,(s) son funciones con transformadas inversas conocidas x,(?), . . . , x,(f). De la propiedad de
linealidad (3.15) se obtiene

x(t) =x,() + - +x (1) (3.27)

C. EXPANSION EN FRACCIONES PARCIALES

Si X(s) es una funcion racional, es decir, de la forma

X(5) =28 _ 57) (57 2y) (3.28)
D(s)  (s=p)--(s—p,)

puede utilizarse una técnica basada en la expansion en fracciones parciales para la inversién de X(s).

a) Cuando X(s) es una funcidn racional propia, es decir, cuando m < n:

1. CASO DE UN POLO SIMPLE

Si todos los polos de X(s), esto es, todos los ceros de D(s) son simples (o distintos), entonces X(s) puede escribirse
como

9 445 (3.29)
S D ST Py

X(s)=

donde los coeficientes ¢, estan dados por ¢, = (s — p)X(s) . (3.30)
$= Pk

2. CASO DE POLOS MULTIPLES

Si D(s) tiene raices multiples, es decir, contiene factores de la forma (s — p,)", decimos que p; es el polo miiltiple de
X(s) con multiplicidad r. Entonces la expansion de X(s) estarda compuesta de los términos de la forma

AL N R (3.31)
s—=p; (s—p;) (s—p;)
dond L B (3.32)
onde r—k —ﬁg[(s pi) X ()] |S:Pi .

b) Cuando X(s) es una funcidén racional impropia, es decir, cuando m = n:
Sim = n, mediante la division larga podemos escribir X(s) en la forma

NG _ oy + RO (3.33)
D(s) D(s)

donde N(s) y D(s) son los polinomios respectivos del numerador y del denominador en s de X(s), el cociente

Q(s) es un polinomio en s con grado m — n, y el residuo R(s) es un polinomio en s con grado estrictamente

menor que n. Entonces, la transformada de Laplace inversa de X(s) puede calcularse al determinar la trans-

X(s)
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formada de Laplace inversa de Q(s) y la transformada de Laplace inversa de R(s) / D(s). Puesto que R(s) / D(s)
es propia, la transformada de Laplace inversa de R(s) / D(s) puede calcularse expandiendo primero en frac-
ciones parciales como se vio antes. La transformada inversa de Laplace de Q(s) puede calcularse mediante
el par de transformadas

k
d"o(t) g

i k=1,2,3,... (3.34)
t

3.6 LA FUNCION DEL SISTEMA

A. LA FUNCION DEL SISTEMA

En la seccidn 2.2 mostramos que la salida y(7) de un sistema LIT de tiempo continuo es igual a la convolucién de la
entrada x(¢) con la respuesta al impulso A(?); esto es,

y(t) = x(1) * h(t) (3.35)
Al aplicar la propiedad de convolucién (3.23) obtenemos
Y(s) = Y(s)H(s) (3.36)

donde Y(s), X(s) y H(s) son las respectivas transformadas de Laplace de
(1), x() y h(z). La ecuacién (3.36) puede expresarse como

H(s)=1) (3.37) —»| W) ——p
X(s) x(1) (1) = x(t) * h(t)
La transformada de Laplace H(s) de h(f) se conoce como funcion del sis-
tema (0 funcion de transferencia). Por medio de la ecuacion (3.37), la
funcién del sistema H(s) también puede definirse como la razén de las X(s) Y(s) = X(s)H(s)

transformadas de Laplace de la salida y() y de la entrada x(¢). La funcion ~=——p| H(s)
del sistema H(s) caracteriza por completo al sistema debido a que la res-
puesta al impulso A(f) caracteriza a su vez completamente al sistema. La Figura 3-7 Respuesta al impulso y
figura 3-7 ilustra la relacién de las ecuaciones (3.35) y (3.36). funcién del sistema.

B. CARACTERIZACION DE LOS SISTEMAS LIT

Muchas propiedades de los sistemas LIT de tiempo continuo pueden asociarse estrechamente con las caracteristicas
de H(s) en el plano s, en particular con las ubicaciones de los polos y la ROC.

1. CAUSALIDAD
Para un sistema LIT causal de tiempo continuo tenemos que
=0 t<0

Puesto que A(f) es una sefial por la derecha, el requerimiento correspondiente sobre H(s) es que la ROC de H(s) debe
ser de la forma
Re(s) > o

Es decir, la ROC es la regién en el plano s a la derecha de todos los polos del sistema. De manera similar, si el sistema
es no causal, entonces
=0 t>0

y h(?) es una sefial por la izquierda. De este modo, la ROC de H(s) debe ser de la forma
Re(s) <o,

Es decir, 1a ROC es la region en el plano s que se encuentra a la izquierda de todos los polos del sistema.

2. ESTABILIDAD

En la seccion 2.3 establecimos que un sistema LIT de tiempo continuo es estable en el sentido BIBO si y sélo si
[ecuacidén (2.21)]
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_[:J h(t)|dt <o

El requerimiento correspondiente sobre H(s) es que la ROC de H(s) contenga el eje jw (es decir, s = jw) (problema
3.26).

3. SISTEMAS CAUSALESY ESTABLES

Si el sistema es tanto causal como estable, entonces todos los polos de H(s) deben residir en la mitad izquierda del
plano s; es decir, todos tienen partes reales negativas debido a que la ROC es de la forma Re(s) > o, Yy puesto que
el eje jw se encuentra incluido en la ROC, debemos tener que o, < 0.

C. FuUNCION DE SISTEMA PARA SISTEMAS LIT DESCRITOS POR ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

En la seccion 2.5 consideramos un sistema LIT de tiempo continuo para el cual la entrada x(7) y la salida y(#) pudieran
satisfacer la ecuacién diferencial lineal general con coeficientes constantes de la forma

N k
Y kd y) _ Z kd x(1) (3.38)
k=0

k=0

Al aplicar la transformada de Laplace y por medio de la propiedad de diferenciacién (3.20) de la transformada de
Laplace, obtenemos

N M
Y a, s Y ()= b sFX(s)
k=0

k=0

N M
o Y(s)z a sk = X(s)z by sk (3.39)

k=0 k=0

Y(s) _

XG) (3.40)

De esta manera, H(s)=

Por consiguiente, H(s) siempre es racional. Observe que la ROC de H(s) no esté especificada por la ecuacion (3.40),
pero debe inferirse con requerimientos adicionales sobre el sistema como la causalidad o la estabilidad.

D. INTERCONEXION DE SISTEMAS

Para dos sistemas LIT [con 4 () y h,(?), respectivamente] en cascada [figura (3-8a)], la respuesta al impulso total A(f)
estd dada por [ecuacion (2.81), problema 2.14]

h(®) = Iy (1) * hy(t)

De este modo, las funciones del sistema correspondientes estdn relacionadas mediante el producto

H(s) = H,(s)H,(s) (3.41)
Esta relacion se ilustra en la figura 3-8b).
t (1) 1) (1
=2 5 no oo ey = 0 Y,

a) h(1) = hy(1) * hy(1)

X(s) Y(s) X(s) Y(s)
H(s) Hy(s) |——pp — ——| H)

b) H(s) = H,(s)H,(s)

v

Figura 3-8 Dos sistemas en cascada. a) Representacion en el dominio del tiempo; b) representacion en el dominio s.



CAPITULO 3 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

De manera similar, la respuesta al impulso de una combinacién en paralelo de dos sistemas LIT [figura 3-9a)]
estd dada por (problema 2.53)
h(t) = hy(1) + hy(0)

De este modo, H(s) = H,(s) + Hys) (3.42)

Esta relacion se ilustra en la figura 3-9b).

JBRAG!
x(1) ¥(1) x(1) o (1)
P D) h(t) = hy(t)+hy(t)
a)
»|  H(s)
X ¥(s) X(s) ¥(s)
—> —Pp| H(s)
| Hy(s) H(s) = H,(s)+H,y(s)
b)

Figura 3-9 Dos sistemas en paralelo. a) Representacion en el dominio del tiempo; b) representacion en el dominio s.

3.7 LATRANSFORMADA DE LAPLACE UNILATERAL

A. DEFINICIONES

La transformada de Laplace unilateral (o de un lado extremo) X/(s) de una sefal x(#) estd definida como [ecuacién

(3.5)] )
X, (s) = jo_ x(t)s~* dt (3.43)

Se elige que el limite inferior de integracion sea 0~ (en lugar de 0 o 0") para permitir que x(7) incluya 8() o sus de-
rivadas. De esta forma advertimos de inmediato que la integracion desde 0~ hasta 0™ es cero, excepto cuando existe
una funcién de impulso o su derivada en el origen. La transformada de Laplace unilateral ignora x(¢) para ¢ < O.
Puesto que x(7) en la ecuacion (3.43) es una sefial por la derecha, la ROC de X\(s) siempre es de forma Re(s) > o
esto es, un medio plano por la derecha en el plano s.

max>

B. PROPIEDADES BASICAS

La mayoria de las propiedades de la transformada de Laplace unilateral son las mismas que para la transformada
bilateral. La transformada de Laplace unilateral es ttil para calcular la respuesta de un sistema causal a una entrada
causal cuando el sistema se describe mediante una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes y condi-
ciones iniciales distintas de cero. Las propiedades basicas de la transformada de Laplace unilateral utiles en esta
aplicacion son las propiedades de diferenciacion en el tiempo y de integracion en el tiempo, las cuales son diferentes
de las correspondientes a la transformada bilateral. A continuacion se presentan esas propiedades.

1. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

dx(l) s SXI (S) _ X(Oi) (3.44)
dt
siempre que lim, , _x(f)e™* = 0. La aplicacion repetida de esta propiedad nos da
2
X 2x (5)— sx(07) — x'(07) (3.45)

dr’
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% —5"X, ()= 5" x(07) = 5" 207 ) = —x"(07) (3.46)
t
donde X0 = 47x(1) _
dt" =0
2. INTEGRACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
j;, x(rydr < 1 X, (s) (3.47)
S
t 1 1 0
[ x(mdr—-x,0+~] x(ndr (3.48)
o s s

C. FUNCION DEL SISTEMA

Observe que con la transformada de Laplace unilateral, la funcién del sistema H(s) = Y(s) /X(s) se define bajo la
condicion de que el sistema LIT esté relajado, es decir, que todas las condiciones iniciales sean cero.

D. CIRCUITOS TRANSFORMADOS

La solucidn para las sefiales en un circuito eléctrico puede encontrarse sin escribir ecuaciones integro-diferenciales,
si las operaciones y sefiales del circuito se representan con sus equivalentes de transformada de Laplace. [En esta
subseccién la transformada de Laplace alude a la transformada de Laplace unilateral y agregamos el subindice / en
X,(s).] Nos referimos a un circuito producido a partir de estos equivalentes como un circuito transformado. Con el
fin de utilizar esta técnica necesitamos los modelos de la transformada de Laplace para los elementos individuales
del circuito. Estos modelos se desarrollan en la siguiente discusién y se muestran en la figura 3-10. En los problemas
3.40 a 3.42 se ilustran las aplicaciones de esta técnica de modelado de la transformada a los problemas de circuitos
eléctricos.

1. FUENTES DE LA SENAL
v(t) < V(s) i(t) < I(s)

donde v(7) e i(¢) son las sefnales respectivas de fuente de voltaje y corriente.

2. REsSISTENCIAR

v(f) = Ri(t) < V(s) = RI(s) (3.49)
3. INDUCTANCIA L
v(t) = L% <~ V(s)=sLI(s)— Li(0") (3.50)

El segundo modelo de la inductancia L en la figura 3-10 se obtiene al reescribir la ecuacién (3.50) como
(1) = I(s) = - V(5) + Li(0™) (3.51)
sL s
4. CAPACITANCIA C
i(t)y=C

% <~ I(s)=sCV(s)—Cv(0 ) (3.52)

El segundo modelo de la capacitancia C en la figura 3-10 se obtiene al volver a escribir la ecuacién (3.52) como

V() < V(s)= L I(s)+ 1 v(07) (3.53)
sC s
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Elemento de circuito Representacion
Dominio ¢
Fuente de voltaje ()
J oc— U=
(1)
Fuente de corriente O Q O
_/
i)
i(1) R
Resistencia Oo——wWwW—oO
+ —
(1)
i) L
Inductancia O——130—-L
+ —
v(t)
- i(1) ¢
Capacitancia > | O
+ —
(1)

Dominio s

)
O W, O

V(s)

1(s)
I(s) R
O+ > AN _O
V(s)

I(s)

- o

V(s)

Figura 3-10 Representacion de los modelos de elementos de circuitos con la transformada de Laplace.

PROBLEMAS RESUELTOS

TRANSFORMADA DE LAPLACE
3.1. Encuentre la transformada de Laplace de
a) x(t) = —e “u(—1)
b) x(t) = e “u(—1)
a) Por la ecuacion (3.3)
0o

s+a

1 _
_ e (s+a)

e STta

_ 1
De este modo, obtenemos —e “u(—t)— o Re(s) < —a
s+a

oo 0
X(s)=— Lwe_“’u(— e “dt=— Lwe_(”“)'dt

1
= Re(s) < —a

(3.54)



3.2.

3.3.

34.

PROBLEMAS RESUELTOS

b) De manera semejante, X(s)= J‘:Q eu(—t)e dr = J.f; e Ty
:_Le‘“‘“)’ " Re(s)<a
s—a » s—a
De esta manera, obtenemos Eu(—1) > — ﬁ Re(s)<a (3.55)
Una sefial de duracion finita x(¢) esta definida como

#0 1 =t=t,
x(1)
=0 de otro modo

donde ¢, y t, son valores finitos. Demuestre que si X(s) converge para al menos un valor de s, entonces la ROC
de X(s) es el plano s completo.

Suponga que X(s) converge para s = o ; entonces por la ecuacion (3.3)

| X(s)| = m x(t)e ™

t _

dt=J.2‘x(t)‘e 00t < oo
I

Sea Re(s) = o, > 0. Entonces

J“’ ‘x(l) G

dr = L’f | x(t)] e dr

n

x(t)‘e_aotef(alfco)t dt

Puesto que (o, > o) > 0, e “17 90" es un exponencial decreciente. Entonces sobre el intervalo donde x(f) # 0, el maximo
valor de esta exponencial es e 17 %0,y podemos escribir
1) _ _ _ %) —
[Plxw e ar< e o [2 x| e dr <o (3.56)
1 1

De este modo, X(s) converge para Re(s) = o, > o,. Por medio de un argumento semejante, si o, < o, entonces
t 1
[P lx@leerdr < e [2lx(n) | e Vdr <o (3.57)
1 1
y X(s) converge otra vez para Re(s) = o, < o,. De este modo, la ROC de X(s) incluye a todo el plano s.
S © e 0=t=T
ea x(t)=
0 de otro modo

Encuentre la transformada de Laplace de x(f).

T T
Por la ecuacién (3.3) X(s)= jo e “e dt = Jo e BTty

_ 1 e*(era)l ’ —

= — 1= T (3.58)

s+a

0

Puesto que x(7) es una sefial de duracidn finita, la ROC de X(s) es todo el plano s. Advierta que de la ecuacién (3.58) pa-
rece que X(s) no converge para s = —a. Pero este no es el caso. Al establecer s = —a en la integral en la ecuacién (3.58),
tenemos que

T T
—a)= —latay g, — =
XCa)=[ V=] di=T
El mismo resultado puede obtenerse al aplicar la regla de L’Hopital a la ecuacién (3.58).

Demuestre que si x(7) es una sefial por la derecha y X(s) converge para algin valor de s, entonces la ROC de
X(s) es de la forma
Re(s) = o4

donde o, es igual a la parte real maxima de cualquiera de los polos de X(s).
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Considere una sefial por la derecha x(7) tal que

XH=0 1<t

y X(s) converge para Re(s) = 0. Entonces

‘ X(s) ‘ = J.ig‘ x(t)e ' |dt = J.io‘ x(1) ‘e*cfordt

=[] xw]edr <o
1

Sea Re(s) = o, > 0. Entonces

J.:o‘ x(t) ‘eio”dt = Jtm‘ x(t) ‘e_core_(cl o0 gy
1 1

<e 170N Jm‘ x(1) ‘e_cotdt < oo
l

De esta manera, X(s) converge para Re(s) = o, y la ROC de X(s) es de la forma Re(s) > o,. Puesto que la ROC de X(s) no
puede incluir ningin polo de X(s), concluimos que es de la forma

donde o

Re(s) = O max

es igual a la maxima parte real de cualquiera de los polos de X(s).

max

3.5. Encuentre la transformada de Laplace X(s) y dibuje la grafica de polos y ceros con la ROC para las siguientes
sefiales x(1):
a) x(t) = e 2u(t) + e u(r)
b) x(t) = e Yu(t) + *u(—1)
c) x(t) = eu(t) + e Yu(—1)

- 1
a) Dela tabla 3-1 e u(t)y>——  Re(s) > -2 (3.59)
s+2
*3! 1
f)—>——  Re(s) > —3 3.60
e u(r) 13 e(s) (3.60)

b)

c)

Vemos que las ROC en las ecuaciones (3.59) y (3.60) se traslapan, y de este modo

2[5‘ +J
1 1 2 _
Xw)= s+2 - s+3  (s+2)(s+3) Re(s) = =2 (3.61)

De la ecuacion (3.61) observamos que X(s) tiene un cero en s = —5/2 y dospolosens = —2ys = —3,yquela
ROC es Re(s) > —2, como se dibuja en la figura 3-11a).
De la tabla 3-1

e u(t) > —— Re(s) > —3 3.62
Q) 13 () (3.62)
lu(—1) < — % Re(s)<2 (3.63)
5 —
Advertimos que las ROC en las ecuaciones (3.62) y (3.63) se traslapan, y de esta forma

1 -5

1
X(s)= - = —3<Re(s)<2 (3.64)
s+3 s—2 (s—2)(s+3)
De la ecuacion (3.64) observamos que X(s) no tiene ceros y tiene dos polosen s = 2y s = —3,y que la ROC es
—3 < Re(s) < 2, como se esquematiza en la figura 3-11b).
De la tabla 3-1
1
lu(t) < o Re(s)>2 (3.65)
§—
—t) > —— R <-3 3.66
e Tu(—1) 13 e(s) (3.66)
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Observamos que las ROC en las ecuaciones (3.65) y (3.66) no se traslapan, y de ahi que no haya una ROC en comtin;
asi, x(¢) no tiene transformada X(s).

R

Qv

Z

Figura 3-11

a)

3.6. Sea x(t) = e~

Encuentre X(s) y dibuje la grafica de polo cero y la ROC paraa > 0y a < 0.

La sefial x() se dibuja en la figura 3-12a) y b) tanto para a > 0 como para a < 0. Puesto que x(f) tiene una sefial de dos
lados, podemos expresarla como
x() = e”u(t) + e“u(—1) (3.67)

Observe que x(7) es continua parat = 0y x(0) = x(0) = x(0%) = 1. De la tabla 3-1

e “u(t) — b Re(s)>—a (3.68)
s+a

eu(—t) < —é Re(s)<a (3.69)

Sia > 0, vemos que las ROC en las ecuaciones (3.68) y (3.69) se traslapan, y de esta manera,

X(s)=————L = "2 <Re(s)<a (3.70)
sta s—a s —a

De la ecuacién (3.70) advertimos que X(s) no tiene ceros y tiene dos polosens = ay s = —a, y que la ROC es —a <
Re(s) < a, como se dibuja en la figura 3-12¢). Si a < 0, podemos ver que las ROC en las ecuaciones (3.68) y (3.69) no se
traslapan y que no hay una ROC en comiin; de este modo, x(7) no tiene transformada X(s).

x()=e—all x(f)=e—all 4

a>0 \_A

a) b) I c)
Figura 3-12
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.7.

3.8.

3.9.

Verifique la propiedad de desplazamiento en el tiempo (3.16); es decir,

x(t = 1)) <> e X(s) R =R
Por la definicién (3.3) Pt = 1)y =[xt —1g)e "t
Por el cambio de variables 7 = ¢ — #, obtenemos
Llx(t—1))} = Ji x(r)e STz
=¢ 0 Ji x(t)e Tdr =e "X (s)
con la misma ROC que para X(s) en si. Por tanto,
x(t—t)<e OX(s) R =R
donde Ry R’ son las ROC antes y después de la operacién de desplazamiento en el tiempo.
Verifique la propiedad de escalamiento en el tiempo (3.18); es decir,
1 s ,
x(at) < —X|— R'=aR
|a] {a
Por la definici6n (3.3) F{x(ar)} = J‘j x(at)e *dt

Por el cambio de variables 7 = at con a > 0, tenemos que
Plx(ar)} =l_[ x(m)e W7qr =1X[S] R'=aR
a“— a

Advierta que debido al escalamiento s/ a en la transformada, la ROC de X(s/ a) es aR. Con a < 0 tenemos que
_ I [ —(sla)T
${x(at)}——_[ x(7)e dr
ale

S J.lx(T)e_(S/”)Td7=—lX[S] R'=aR

a a a

De este modo, al combinar los dos resultados para a > 0y a < 0 podemos escribir estas relaciones como

x(at) < IX[SJ R'=aR

ja| \a
Encuentre la transformada de Laplace y la ROC asociada para cada una de las siguientes sefiales:

a) x(t) = 68(t —t,)
b) x(t) = u(t — 1)
o) x(H)=e 2 [u@®) — ult—95)]
d) x(t)="Y, 8(t—kT)
k=0
e) x(t) = e *[u(t) ,a, b constantes reales

a) Mediante las ecuaciones (3.13) y (3.16) obtenemos

St

3t — 1)) —e 0 para toda s

b) Si utilizamos las ecuaciones (3.14) y (3.16) obtenemos

—sty

u(t —1y) < Re(s)>0

(3.71)

(3.72)
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¢) Alreescribir x(f) como  x(t) = e > [u() — u (t — 5)] = e *u(t) — e *u(t — 5)

= e 2u(t) — e 020 =y (t — 5)

Entonces, de la tabla 3-1 y por medio de la ecuacién (3.16), tenemos que

1 10 — 1
X(s)=———¢ "

=—— (11— "")  Re(s) >-2
s+2 s+2 s+2

d) Al utilizar las ecuaciones (3.71) y (1.99) obtenemos

X(s)= i e KT = i (e Ty = l_sT Re(s)>0 (3.73)
k=0 k=0 I—e
e) Sea f(t) = &(at)

Entonces de las ecuaciones (3.13) y (3.18) tenemos que
1
a

Ahora x(t)=06(at +b) = S[a[t + bﬂ = f(t + bJ
a a

Usando las ecuaciones (3.16) y (3.74) obtenemos que

f(@t)=205(at) < F(s)= W para toda s (3.74)

X(s)=e""""F(s) = ﬁesw" para toda s (3.75)
a

3.10. Verifique la propiedad de diferenciacién del tiempo (3.20); es decir,

dx (1)
dt

< 5X(s) R'DR

De la ecuacién (3.24), la transformada de Laplace inversa estd dada por

x(1) = i.j”'wa(s)e”ds (3.76)
277 Jc—je

Al diferenciar ambos lados de la expresion anterior con respecto a ¢ obtenemos

dx(®) _ i H_jm sX(s)e" ds (3.77)
dt 2qrj Je—jeo

Al comparar la ecuacién (3.77) con la (3.76), concluimos que dx(t)/ dt es la transformada inversa de Laplace de sX(s). De
este modo,
dx(t)

<~ sX(s R'DR
7 (s)

Advierta que la ROC asociada queda sin cambio alguno, a menos que exista una cancelacién de polo cero en s = 0.

3.11. Verifique la propiedad de diferenciacién en s (3.21); es decir,
—ix (1) < 4X(s) R'=R
d
De la definicion (3.3) X(s)= " x(0)e "dt

Diferenciando ambos lados de la expresion anterior con respecto a s, tenemos que

dX(s) _
ds

[" e =" (—uoe " dr

dX6) g

De esta manera, concluimos que —tx(t) <



3.12.

3.13.

CAPITULO 3 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

Verifique la propiedad de integracién (3.22); es decir,

I XPdr —1X(s)  R'=R N {Re(s)>0)
—oo S

Sea f0y =" _x(rydr < F(s)
Entonces x(t)= LA}
dt
Aplicando la propiedad de diferenciacién (3.20) obtenemos
X(s) = sF(s)

1
De este modo, F(s)=—-X(s) R' =R N {Re(s)>0}

s

La forma de la ROC R’ se deduce de la posible introduccién de un polo adicional en s = 0 mediante la multiplicacién
por 1 / s.

Mediante las diversas propiedades de la transformada de Laplace, derive las transformadas de Laplace de las
siguientes sefales de la transformada de Laplace de u(7).

a) 6(ar) b) &'(1)
) tu(® d) e “u(t)
e) te “u(r) f) cos wytu(t)
g) e “cos wytu(t)
a) De la ecuacion (3.14) tenemos que u(t) < ! paraRe(s) >0
K
De la ecuacién (1.30) tenemos 6(t)= dl;it)

De esta forma, por medio de la propiedad de diferenciacién del tiempo (3.20) obtenemos
1
0(t)—=s—=1 para toda s
s

b) Aplicando de nueva cuenta la propiedad de diferenciacién del tiempo (3.20) al resultado del inciso a) obtenemos
8'(t)=s para toda s (3.78)

¢) Mediante la propiedad de diferenciacién en s (3.21) obtenemos

tu(z)e—d[1]=12 Re(s)>0 (3.79)
ds\ s s
d) Utilizando la propiedad del desplazamiento en el dominio s (3.17) tenemos que

_ 1
e u(t) &> —— Re(s) > —a
s+ta

e) Del resultado del inciso c¢), y utilizando la propiedad de diferenciacion en s (3.21), obtenemos

te”’u(t)e—d[ ! ]— ! 5 Re(s) > —a (3.80)
ds\s+a| (s+a)

f) De la férmula de Euler podemos escribir
1 _ 1
cos wy tu(t) = 5 (e’ + eIy (1) = Ee"”olu )+ Ee 1901y (1)

Por medio de la propiedad de linealidad (3.15) y la propiedad de desplazamiento en el dominio s (3.17) obtenemos

! ! T Re($)>0 (3.81)

1 1 _
cos wy tu(t) < Py - — ==
s—joy 2 s+ jog 5T+



3.14.

3.15.
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g) Aplicando la propiedad de desplazamiento en el dominio s (3.17) al resultado del inciso f') obtenemos

s+ta

—_— R > — 3.82
(s+ a)2 + wé <) ¢ ( )

e “"cos wy tu(t) <
Verifique la propiedad de convolucién (3.23); es decir,
x,(1) x x,(1) < X,(s) X,(5) R'DR NR,

Sea YO =305, = [ x(m)xy(t —7)dr

Entonces, por la definicién (3.3), Y(s)= Jto [J‘j X (T)x,(t — ) dq-]e‘ﬂd[
= _[j x,(7) [f X, (t—T1)e dl:|d7'

Advierta que el término entre corchetes en la tltima expresion es la transformada de Laplace de la sefial desplazada
Xx,(t — 7), y por la ecuacién (3.16) tenemos que

v@=[" xme X (9dr
:[ _[jmxl (T)eiﬂdT]Xz(s) =X,(s) X, (s)

con una ROC que contiene la interseccién de la ROC de X,(s) y X,(s). Si un cero de una transformada cancela un polo de
la otra, la ROC de Y(s) puede ser mds grande. De esta manera, concluimos que

x,(1) * x)(1) < X, (5) X,(s) R'DR NR,
Mediante la propiedad de convolucién (3.23), verifique la ecuacion (3.22); es decir,

j’ X(M)dr < L1X(s)  R'=R N {Re(s)>0)
—o S

Podemos escribir [ecuacién (2.60), problema 2.2]

Jiwx(T) dr=x(t)*u(t) (3.83)

De la ecuacion (3.14) u(t) < % Re(s)>0
y asi, de la propiedad de convolucién (3.23) obtenemos
x(t)xu(t) < éX(s)
con la ROC que incluye la interseccién de la ROC de X(s) y 1a ROC de la transformada de Laplace de u(7). De esta manera,

jt ©(r)dr < 1X(s)  R'=RN{Re(s)>0)
i N

TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

3.16. Encuentre la transformada de Laplace inversa de las siguientes X(s) en:

1 1
X(s)=——,R > —1 b) X(s)=——,R < -1
a) X(s) 1 e(s) ) X(s) . e(s)
¢) X(s)=—— Re(s)>0 D X5)=—1 Re@s) > -1
s?+4’ (s+1)>+4°
a) De la tabla (3-1) obtenemos x(1) = e "u(r)
b) De la tabla (3-1) obtenemos x(t) = —e 'u(—r)
¢) De latabla (3-1) obtenemos x(1) = cos 2tu(r)

d) De latabla (3-1) obtenemos s(t) = e~ "cos 2tu(t)
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3.17. Encuentre la transformada de Laplace inversa de las siguientes X(s):

2s +4
a) X(s)=———,Re(s) > —1
)XW s> +4s+3 )

2s +4
b) X(s)=———,Re(s) < -3
) X s> +4s+3 )

+
) X(s)=22s—4,—3<Re(s)<—l
s +4s5+3

Al expandir en fracciones parciales, tenemos que

2s+4 _ s+2 __q n c
s244s+3 (s+D(s+3) s+l s+3

X(s)=

Por medio de la ecuacién (3.30) obtenemos

s+2
a=6+DX©| =27 =
s=—1
s+2
Q=GTIXG| =2 =
s==3
. 1 1
Por consiguiente, X(s)=——+
s+1 s+3

a) LaROC de X(s) es Re(s) > —1. De este modo, x(7) es una sefial por la derecha y de la tabla 3-1 obtenemos
x(®) = e u(t) + e u(t) = (e + e Nu(r)
b) LaROC de X(s) es Re(s) < —3. De este modo, x(7) es una sefial por la izquierda y de la tabla 3-1 obtenemos
x(t) = —e u(—10 — e u(—t) = —(e" + e Nu(—1)
¢) LaROC de X(s) es —3 < Re(s) < —1. De este modo, x(#) es una sefial de dos lados y de la tabla 3-1 obtenemos
x(t) = —e u(—1 + e u(r)
3.18. Encuentre la transformada de Laplace inversa de

Ss+13

X(s)=— ——
() s(s® +45+13)

Re(s)>0

Podemos escribir
445+ 13=(+2P>+9=(6+2—-j3)(s+2+,3)

Entonces X(s) = 5s+13 _ 5s+13
s(s>+4s5+13)  s(s+2—j3)(s+2+j3)
:ﬂ+ ) + k)
s s—(=2+j3) s—(—2—j3)
+
donde q :sX(s)‘ _ :25S713 =
O S As 13|
. _ 5s+13 1 .
Cz:(S+2_j3)X(S)L:72+J,3—m —_5(1"1‘])
S g=—2+ 3
. S5s+13 1 .
C3=(S+2+‘]3)X(S)L:_2_j3:m =_5(1_])
s=—2—j3
1 1 . 1 1 .
De este modo, Xs)y=—=(1+j)—————=1—))

s 2 s—(—2+j3) 2 s—(—2—j3)
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La ROC de X(s) es Re(s) > 0. De este modo, x(#) es una sefial por la derecha y de la tabla 3-1 obtenemos
1 Py 1 o
x(0)=u() =2+ P u) = 2= je ()
Al insertar la identidad
e(T2E = o253 = ¢=2(cos 3¢ * j sen 31)
en la expresion anterior, después de unos cdlculos simples obtenemos
x(t) = u(t) — e % (cos 3t — sen 3t) u(t)
= [1 — e %(cos 3t — sen 3¢)] u()
Solucién alterna:
S5s+13 . Cy8 3

Podemos escribir X(s) como  X(s)=— =14
s(s*+4s+13) s sT+4s+13

Como antes, por la ecuacién (3.30) obtenemos

55 +13
¢ =sX(s = =1
=Xl = E 13 -
Cys +Cy Ss+13 1 —s+1

Entonces tenemos que 5 =— ——=—
s“+4s+13  s(s”+4s+13) s s°+4s5+13

1 —1 1 +2—
De esta forma, X(s)=——— 5 —.__S > 3
s“+4s+13 s (s+2)°+9
1 s+2 3

- +
s (52243 (s+2)7+3

Entonces de la tabla 3-1 obtenemos

x(#) = u(t) — e~ cos 3tu(t) + e~ sen 3tu(r)
=[1 — e %(cos 3t — sen 31)]u(t)

3.19. Encuentre la transformada de Laplace inversa de

2
sT+2s+5
X(s)=—2 Re(s) > —3
(s+3)(s+5)
Observamos que X(s) tiene un polo simple en s = —3 y un polo multiple en s = —5 con multiplicidad 2. Entonces por las

ecuaciones (3.29) y (3.31) tenemos que

Cl+)\1+ Ay

X(s)=
) s+3 s+5 (s+5)?

(3.84)

Por las ecuaciones (3.30) y (3.32) tenemos que

2
s +2s+5
Cl =(S + 3)X(S)‘S:73 =W 2
s=—3
2425+
Ay =(s+57X()| _ =% =—10
s=—5
d ) d|s®>+2s+5
A =—| (s +5)" X(s =—|—F
! ds[(s ) (Y)”x:—s ds{ s+3 }—s
_sz+6s+l —
(s+37 | _
Por tanto, X(s)= 2 ! 10

s+3 545 (s+5)7
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La ROC de X(s) es Re(s) > —3. Asi, x(7) es una sefial por la derecha y de la tabla 3-1 obtenemos

x(®) = 2e7u(t) — e >u(t) — 10te™'u(r)
= [2e73 — 7 — 10te™"] u(t)

Observe que existe una manera mds simple de encontrar A, sin necesidad de recurrir a la diferenciacion. Esto se de-
muestra asi: primero encuentre ¢, y A, de acuerdo con el procedimiento regular. Entonces, al sustituir los valores de ¢, y A,
en la ecuacion (3.84), obtenemos

sSH+2s+5 2 Y 10
(s+3)(s+5° s+3 s+5 (s+5)

Al establecer s = 0 en ambos lados de la expresion anterior tenemos que

5 2. A 10
:7-1,-7_7

75 3 5 25

por lo que obtenemos A; = —1.
Encuentre la transformada de Laplace inversa de las siguientes X(s):
2s +1
a) X(s)=22"" Re(s) > -2
s+2
2
+6s+7
b) X(s)="5——"" Re(s) > —1
s°+3s+2
3 2
+2s°+6
O X(s)="—"""2 Re(s) >0
s°+3s

2s+1 2(s+2)—3
@ Xg=2t1_26+2=3_, 3
s+2 s+2 s+2
Puesto que la ROC de X(s) es Re(s) > —2, x(¢) es una sefial por la derecha y de la tabla 3-1 obtenemos
x(®) = 28() — 3e *u(r)

b) Sihacemos una division larga, tenemos que

2
+ 65+ + +
X(s)=S2 6s 7: " 23s 5 — 1+ 3s+5
s”+3s+2 s”+3s+2 (s+1D(s+2)
+
Sea X, (s) = 3s+t5 ¢ L ©
s+D(s+2) s+1 s+2
3s+5
donde =(s+DX = =2
a=(s )I(S)“":*‘ s+2 s=—1
3s+5
=(s+2)X = =
Q=G+, s+ _,
. 2 1
Por consiguiente, X(s)=1+—+
s+1 s+2

La ROC de X(s) es Re(s) > —1. De este modo, x(#) es una sefial por la derecha y de la tabla 3-1 obtenemos
x(H) = 8() + Qe + e )u(r)

¢) Siprocedemos de manera semejante, obtenemos

s +2s2+6_s 35+6
52+ 3s s(s+3)

+ S
Sea X, ()= 3516 =94 9
s(s+3) s s+3
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3s+6
donde ¢ =X, (s)‘f0 = =2
= s+3 | _,
3s+6
o =(+3)X ()| __ = =]
s=—3
2 1
Por tanto, X(s)=s—1+=+
s s+3

La ROC de X(s) es Re(s) > 0. De esta forma, x(#) es una sefial por la derecha, y de la tabla 3-1 y la ecuacidn (3.78)
obtenemos
x(t)=8"(t) — 8() + 2 + e *u()

Advierta que todas las X(s) en este problema son fracciones impropias y que x(f) contiene 8(¢) o sus derivadas.
3.21. Encuentre la transformada de Laplace inversa de

24+ 2se 2 +4e

X(s)=
s2+4s+3

Re(s) > —1

Observamos que X(s) es una suma

X(s) = X,(5) + X,(s) e > + X, (5)e™*

2s 4
donde X (§)=—5—"-— X, (5)=—F"— X.(s)=——
1) s +4s5+3 2(5) s +4s5+3 3(5) s +4s5+3
Si x,(t) < X,(s) X,(1) <> X,(s) X, (1) < X5(s)

entonces por la propiedad de linealidad (3.15) y la propiedad de desplazamiento del tiempo (3.16) obtenemos
x(t) = x () +x,(t —2) + x,(t — 4) (3.85)

A continuacién, mediante la expansion en fracciones parciales y de la tabla 3-1 obtenemos

= 1 — 1 —(,t 73
)= Ty T 0T e e

= —1 — (! =3t
Xz(s)—s+1+s+3<—>x2(t) (—e " +3e Nu(r)

— 2 _ 2 — -t _ =3
X5(5)= 71 343 < x3(t)=2(e e u(t)

De este modo, mediante la ecuacién (3.85) tenemos que

x(H) = (e"—e Mu(t) + [— e =D + 330Dyt — 2)
+2[e Y — 3Dyt — 4)

3.22. Por medio de la propiedad de diferenciacion en s (3.21), encuentre la transformada de Laplace inversa de

X($)=— Re(s) > —a
(s+ az)2
d [ 1 ]_ 1
Tenemos que - = 5
ds\s+a) (s+a)

y de la ecuacién (3.9) tenemos que
—at 1
e “u(t) < —— Re(s) > —a
sta

De esta forma, mediante la propiedad de diferenciacion en s (3.21) obtenemos

x(t) = e “u(r)
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FUNCION DEL SISTEMA
3.23. Encuentre la funcidn del sistema H(s) y la respuesta al impulso A(?) del circuito RC en la figura 1-32 (problema

1.32).
a) Sea x(1) = v(0) y(@® =v.(0)
En este caso, el circuito RC se describe por medio de [ecuacién (1.105)]
dy(t) 1 1
= () =——x(t
T TRl Tl

Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién anterior obtenemos

sY(s)+ %Y(s) = %X(s)

D)y o L
) (s-f—RC)Y(s)— RC X(s)

Por tanto, por la ecuacién (3.37) la funcién del sistema H(s) es

Y(s) _ 1/RC__ 1 1

H(s)= -
X(s) s+1/RC RC s+1/RC

Puesto que el sistema es causal, tomando la transformada de Laplace inversa de H(s), la respuesta al impulso A(r) es
_ 1 _
W)= "H(s)) =—e "’ u@
() {H(s)} RC ()

b) Sea x(1) = v(0) y(®) =i(1)
En este caso, el circuito RC se describe mediante [ecuacién (1.107)]

dy(t 1 1 dx(t
v, 1o L)
dt RC R dt

Si tomamos la transformada de Laplace de la ecuacidn anterior tenemos que

sY(s)+ %Y(s) = %SX(S)

=t
[ (s + RCJY(s) = 2 sX(s)

Por tanto, la funcion del sistema H(s) es

_Ys) . s/R 1 s

H(s)= = =—
X(s) s+1/RC R s+1/RC

En este caso, la funcién del sistema H(s) es una fraccién impropia y puede volver a escribirse como

1 s+1/RC—1/RC_1 1 1
He)=s" o e
R s+1/RC R R*C s+1/RC

Puesto que el sistema es causal, tomando la transformada de Laplace inversa de H(s), la respuesta al impulso /() es
_ 1 |
Wy=%"YH($)})=—=61)———e "*u@
Q) {H ()} R () 2 ()

Adbvierta que obtenemos diferentes funciones del sistema dependiendo de los diferentes conjuntos de entrada y salida.
3.24. Por medio de la transformada de Laplace, vuelva a realizar el problema 2.5.

Del problema 2.5 tenemos que  A(f) = e~ *u(t) x(1) = e*'u(—1t) a>0
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Mediante la tabla 3-1 tenemos que H(s)= . Re(s) > —«
st+a

X(s):—L Re(s) < a
s—a

1 1
De esta manera, Y(s)=X(s)H(s)=— =— —a<Re(s)<a
(= XWHE) = = s (s)

y de la tabla 3-1 (o el problema 3.6) la salida es

1 —alr|
l fg—
y(t) Y
y ésta es igual a la ecuacion (2.67).
3.25. Lasalida y(f) correspondiente a un sistema LIT de tiempo continuo es 2e~ u(f) cuando la entrada x(¢) es u(r).

a) Encuentre la respuesta al impulso A(f) del sistema.
b) Encuentre la salida y(¢) cuando la entrada x(¢) es e 'u(t).

a) x(®) = u(r), y() = 2¢ 3u(r)
Tomando las transformadas de Laplace x(7) y y(#) obtenemos

X(s):1 Re(s) > 0
K

j— 2 —
Y(S)—m Re(s) > 3

Por consiguiente, la funcién del sistema H(s) es

Y(s): 2s
X(s) s+3

H(s)= Re(s) > —3

Al reescribir H(s) como

25 _2As+3)=6_, 6

H(s)= =
s+3 s+3 s+3

Re(s) > —3

y tomar la transformada de Laplace inversa de H(s) tenemos que
h(f) = 25(t) — 6e™u(f)

Observe que A(f) es igual a la derivada de 2e~*u(r), que es la respuesta al escalén s(f) del sistema [vea la ecuacién

(2.13)].
- 1 _
b) x(t)=e ‘u(t) < 1 Re(s) > —1
— — 2s —
De este modo, Y(s)=X(s) H(s) GEDGT3) Re(s) > —1

Por medio de expansiones en fracciones parciales obtenemos

Y(s)=—— 3
s+1 s+3

Al tomar la transformada de Laplace inversa de Y(s) obtenemos
y(@O) = (=" +3e ) u)

3.26. Si un sistema LIT de tiempo continuo es estable en el sentido BIBO, entonces muestre que la ROC de su fun-
cion del sistema H(s) debe contener al eje imaginario; es decir, s = jw.

Un sistema LIT de tiempo continuo es estable en el sentido BIBO si y sélo si su respuesta al impulso /A(f) es absolutamente
integrable, lo que segtn la ecuacién (2.21),

J.:,‘ h(t)|dt <o
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Por la ecuacion (3.3) H(s)= J‘f h(t)e dr

Sea s = jw. Entonces

di=|"_|h(o|dt <o

| HGw)|=| [ _noea| = [ noe
Por tanto, observamos que si el sistema es estable, entonces H(s) converge para s = jw. Esto es, para un sistema LIT
estable de tiempo continuo, la ROC de H(s) debe contener al eje imaginario s = jo.

3.27. Mediante la funcién de transferencia en Laplace, resuelva de nuevo el problema 2.14.
a) Mediante las ecuaciones (3.36) y (3.41) obtenemos
Y(s) = X()H (s)H,(s) = X(s)H(s)

donde H(s) = H,(s)H,(s) es la funcién del sistema de todo el sistema. Ahora, de la tabla 3-1 tenemos que

o 1
h(t)=e 2u(t)<—>H1(s)=m Re(s) > —2

hy(t)=2¢ "u(t) — Hz(s)=% Re(s) > —1

Por consiguiente,
2 _ 2 2
(s+D(s+2) s+1 s+2

H(s)=H,(s)H,(s)= Re(s)>—1

Tomando la transformada de Laplace inversa de H(s) obtenemos
W) =2(e™" — e Hu (1)
b) Puesto que la ROC de H(s), Re(s) > —1, contiene al eje jw, todo el sistema es estable.
3.28. Use la transformada de Laplace y vuelva a resolver el problema 2.23.

dy(t
El sistema se describe mediante % +ay(t)=x(t)

Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién anterior obtenemos
sY(s) + a¥(s) = X(s) ) (s + a)Y(s) = X(s)
Por consiguiente, la funcién del sistema H(s) es

Y(s) 1

H(s)= X(s) Cs+a

Suponiendo que el sistema es causal y tomando la transformada de Laplace inversa de H(s), la respuesta al impulso /(7) es
h(t) = e “u(t)
y es la misma que la ecuacidn (2.124).
3.29. Con la transformada de Laplace resuelva nuevamente el problema 2.25.

El sistema se describe mediante

Y0 + 2y(0) = x(0) + x'(2)
Al tomar la transformada de Laplace de la ecuacion anterior obtenemos

sY(s) + 2Y(s) = X(s) + sX(s)

0 (s + 2)Y(s) = (s + DX(s)
Por tanto, la funcién del sistema H(s) es

Y(s):s+17s+2*1:1 1

H(s)= = —
X(s) s+2 s+2 s+2

Suponiendo que el sistema es causal y con la transformada de Laplace inversa de H(s), la respuesta al impulso A(?) es

h(t) = 8(t) — e~ u(r)
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3.30. Considere un sistema LIT de tiempo continuo para el cual la entrada x(7) y la salida y(7) estan relacionadas por
Y@+ y'(@) — 2y(1) = x(1) (3.86)

a) Encuentre la funcion del sistema H(s).
b) Determine la respuesta al impulso /A(¢) para cada uno de los siguientes casos: i) el sistema es causal, ii) el
sistema es estable, iii) el sistema no es ni causal ni estable.

a) Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién (3.86) tenemos que
$2Y(s) + sY(s) — 2Y(s) = X(s)
0 (s2 4+ s — 2)Y(s) = X(s)
Por tanto, la funcién del sistema H(s) es

Y1 1
X(s) sP+s—=2 (s+2)(s—1)

H(s)

b) Por medio de la expansion en fracciones parciales obtenemos

H(s)= ! :_l ! +l 1
(s+2)(s—2) 3s+2 3s—1

i) Si el sistema es causal, entonces /(f) es causal (es decir, una sefial por la derecha) y la ROC de H(s) es Re(s) >1.
Entonces, de la tabla 3-1 obtenemos

h(t) = f% (e 2 —eHu@)

ii) Si el sistema es estable, entonces la ROC de H(s) debe contener al eje jw. En consecuencia, la ROC de H(s) es
—2 < Re(s) < 1. De este modo, h(f) es de dos lados y de la tabla 3-1 obtenemos

__l —2t _lt _
h(t)= 36 u(t) 3e u(—t)

iif) Si el sistema no es ni casual ni estable, entonces la ROC de H(s) es Re(s) < —2. Por tanto, A(f) es no causal (es
decir, una sefial por la izquierda) y de la tabla 3-1 obtenemos

h(t) = % e Yu(—1)— %e’ u(—1)

3.31. En la figura 3-13 se representa la interconexion retroalimentada de dos sistemas causales con funciones de
sistema F(s) y G(s). Encuentre la funcién total del sistema H(s) para este sistema retroalimentado.

Sea x(M) <= Xs) yO<Y(s) r@)<Rs) el < Es)

Entonces, Y(s) = E(s)F(s) (3.87)
R(s) = Y(s5)G(s) (3.88)

Puesto que e(t) = x(1) + r (o)

tenemos que E(s) = X(s) + R(s) (3.89)

Al sustituir la ecuacién (3.88) en la ecuacion (3.89), y sustituyendo después
el resultado en la ecuacion (3.87), obtenemos

Y(s) = [X(s) + Y(s)G(s)] F(s) x(1) e(1) ¥()
+: z » F(s) >
0 [1 = F()G(s)] Y(s) = F(s)X(s) +
(O]
De esta forma, la funcion total del sistema es :
G(s) |«

_Ye) _ F(s) (3.90)

H(s
() X(s) 1—F(s)G(s) Figura 3-13 Sistema retroalimentado.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE UNILATERAL
3.32. Verifique las ecuaciones (3.44) y (3.45); es decir,

a) df:) < X, (5)— x(07)
2
b O 2% (59— sx(07) - x(07)

a) Mediante la ecuacion (3.43), e integrando por partes, obtenemos

z {dx(t)}:ri dx(t)e*""dt
dt 0 dt

st

=x(t)e

:7 + SJ.; x(t)e "dt
——x(07)+5X,(s)  Re(s)>0

dx(t)

De este modo, tenemos que < sX;(s)—x(0")

b) Aplicando la propiedad anterior a la senal x'(f) = dx(t)/ dt, obtenemos

d*x(t) _ d dx(1)
> dr dt
=52X,(s)—sx(07)—x'0")

< s[sX,;(s)—x(0)]—x'(0")

Observe que la ecuacion (3.46) puede obtenerse mediante la aplicacion continua del procedimiento anterior.

3.33. Verifique las ecuaciones (3.47) y (3.48); es decir,

t 1
a) J.o* X(T)T < =X, (5)

b [ xmdr— X+~ xwdr
—oo s 59—

a) Sea g(t)=-[(;,x(r)d7
Entonces —d‘i:) =x(t) 'y g0)=0
Abhora, si g(t) = G;(s)

entonces, por la ecuacion (3.44), X, (5)=15G;(s)— g0 )=5G,(s)

De este modo, G,(s)= 1X, (s)
s
' 1
N Ji-xmadr SX)
. t 0 t
b) Podemos escribir j_ x(r)dr = f_ x(r)dr + fofx(T) dr

Observe que el primer término del lado derecho es una constante. De este modo, tomando la transformada de Laplace

unilateral de la ecuacion anterior y mediante la ecuacion (3.47) obtenemos

J" D) dr e 1%, (5)+ 1 jof x(1)dT
—eo s s Yo

3.34. a) Demuestre que la transformada de Laplace bilateral de x(7) puede calcularse a partir de dos transformadas

de Laplace unilaterales.
b) Mediante el resultado obtenido en el inciso a), encuentre la transformada de Laplace bilateral de e
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a) Latransformada de Laplace bilateral de x(¢) definida en la ecuacién (3.3) puede expresarse como

X(9)= [~ xtwedi=[" xwe dr + [ xear

= j(')’ix(—z)e”dt + j;x(r)e*”dt (3.91)
Ahora j:, x(e *'dt=X,(s) Re(s)>o0" (3.92)
A continuacién, sea L x(=)}=X; ()= J.; x(—t)e *'dt Re(s)>o0" (3.93)
Entonces j; x(—1)e"dt = j; x(—te TVdt=X7 (-=5) Re(s)<o~ (3.94)

De este modo, sustituyendo las ecuaciones (3.92) y (3.94) en la ecuacién (3.91), obtenemos
X(s) = X,(s5) + X, (—9) ot <Re(s) <o~ (3.95)
b) x() = e 2"

1) x(t) = e * parat > 0, lo que nos da

1
L (x()} =X, ®=—7 Re(>-2

2) x(r) = €% parar < 0. Entonces x(—f) = e~ > para t > 0, lo que nos da

_ 1
i’,{x(—t)}:X,(s):m Re(s)>—2

=—; Re(s)<2
—s+2 s—2

De esta manera, X, (=)=

3) De acuerdo con la ecuacidn (3.95) tenemos que

_ 1 1
X(5)=X,(5)+ X] (—s)=———
()= X,(5)+ X} ()=~ —
-1 ; C2<Re<2 (3.96)
o

y esto es igual a la ecuacién (3.70), con a = 2, en el problema 3.6.

3.35. Demuestre que

a) x(07)= lim sX,(s) (3.97)
§—> o0
b) lim x(r) = lim sX,(s) (3.98)
t—oo s—0

La ecuacion (3.97) es conocida como teorema del valor inicial, mientras que la ecuacién (3.98) se conoce
como teorema del valor final para la transformada de Laplace unilateral.

a) Con la ecuacidn (3.44) tenemos que

X, ()= x(0)= [ DO st gy

0 dt

= '[0+ L10) e dt+ J.Do L10) e dt
0 dt 0" dr

0F o dx(t)
+

0~ '[ ot dr

=x(1) e dt

dx ()
dt

:x(o*)—x(O*)Jrj:+ e dt

De este modo, sX;(5)=x(0")= J-; d);(t) e dt
1
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y lim sX,(s) = x(0") + lim [ . B0 =gy
§—>00 500 * 0 d[
_ ot Cdx() (. g\ ot
= x(0 )Jrjo+ - (Xlgloloe )dz—x(O)

puesto que lim, , e ¥ = 0.

b) Nuevamente, por medio de la ecuacion (3.44), tenemos que

. — . °° dx(t) —st
1 X —x(0)]=1 dt
X, )= 1=l [ 5 2e
= j"id"(’)(lfm eﬂ’)dt
0 dr \s—>0

] 0y )

= lim x(z) —x(0 ")

Puesto que Iim [sX;(s) —x(0 )] = lim [sX;(s)] — x(0 ")
5s—0 s—0
concluimos que lim x(¢) = lim sX,(s)
t—>o0 s—0

3.36. La transformada de Laplace unilateral en ocasiones se define como

L {xO} =X (5)= J; x()e " dr (3.99)
con 0" como el limite inferior. (A veces a ésta se le llama definicién 0*.)
dx(@)| _ o+, +
a) Demuestre que ZL, i sX, (s)—x(0") Re(s)>0 (3.100)
b) Demuestre que &L Au(t)} = 1 (3.101)
s
L. A6(1)} =0 (3.102)

a) Digamos que x(7) tenga una transformada de Laplace unilateral X,"(s). Mediante la ecuacién (3.99), y utilizando la
integracion por partes, obtenemos

2. {dx(r)}: [ 8@ g
dt 0" dt

=x(t)e ™

:+ + s_[0+ x(t)e™ " dt

=—x(07)+sX/(s)  Re(s)>0

De esta manera, tenemos que d);(t) > sX,+(s) - x(0+)
b) Por la definicién (3.99) L Aut)y = j; u(tye 'dt = j; e dt
_ L - 1 Rew)>0
K 0 s
De la ecuacion (1.30) tenemos que 8(t)= db;it) (3.103)

Tomando la transformada de Laplace unilateral 0* de la ecuacién (3.103), y por medio de la ecuacién (3.100), obte-
nemos

F.{8@1)} =s1—u(o+)=1—1=o
S

Esto es consistente con la ecuacién (1.21); es decir,
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P81} = j: 8(t)e dr=0

Observe que al tomar la transformada de Laplace unilateral 0~ de la ecuacién (3.103) y emplear la ecuacién (3.44)

obtenemos

ZL_{8(0)} =slfu(07)=1*0=1
s

APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE UNILATERAL

3.37.

3.38.

Mediante la transformada de Laplace unilateral, vuelva a resolver el problema 2.20.
El sistema se describe por medio de V() + ay(t) = x(t)

con y(0) =y, y x(t) = Ke ™" u(?),

Supongamos que y(0) = y(0). Sea y(@) < Y,(s)
Entonces, de la ecuacion (3.44), V(@) < sY,(s) —y(07) = sY,(s) — y,
K
De la tabla 3-1 tenemos que x(t) = X, (s)= Py Re(s) > —b
s

Tomando la transformada de Laplace unilateral de la ecuacion (3.104) obtenemos

[sY;(s) = yol+aY,(s)= L

s+b
K
[ sta)Y,(s)=y, + ——
( )Y, (s) =y, Tt h
De este modo, Y, (s)= %o K

+
sta (s+a)(s+b)

Por medio de expansiones en fracciones parciales obtenemos

Y, (s)= Yo 4 K 1
sta a—bls+b s+a

Tomando la transformada de Laplace inversa de Y/(s) obtenemos

y(t) = |:yoeat + K (efbt _ efm ):| u(t)
a—b>b
lo que es lo mismo que la ecuacién (2.107). Observe que y(07) = y(0) = y(07) = y,, escribimos a y(f) como
_ K _ _
y(O)=ype ' +——(e bt _gmaty t=0
a—b

Resuelva la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
y'(6) + 5y'() + 6y(1) = x(1)
con las condiciones iniciales y(0) = 2,y'(0) = 1, y x(¢) = ¢ 'u(?).

Suponga que y(0) = y(07) y y'(0) = y'(07). Sea
MOESAO)]
Entonces, de las ecuaciones (3.44) y (3.45),
V(@) < sY(s) —y(07) = sY,(s) — 2
V(D) = £Y,(5) = sy(07) — (07) = £2¥,(5) — 25 — 1

De la tabla 3-1 tenemos que x(t) < X;(s)= %1
s

(3.104)

(3.105)
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Tomando la transformada de Laplace unilateral de la ecuacion (3.105) obtenemos

[szY,(s) —2s — 1]+ 5[sY;(s) — 2] +6Y,(s):L
s+1

1 252 +13s+12
0 (s2+5s+6)Y,(s)=—+2s+11:i
s+1 s+1
2 2
+13s+ + 135 +
De este modo, Y (s)= 257 +13s+12 257 +13s+12

(s+1)(s2+55+6) (s+D(s+2)(s+3)

Mediante fracciones parciales obtenemos

RS BV B
2s5+1 s+2 2s+3

Al tomar la transformada de Laplace inversa de Y,(s) tenemos que
1 —t —2t 9 -3t
t)=|—e " +6e " ——e T |u(t
y(@) > > (1)

Advierta que y(0") = 2 = y(0) y y'(0") = 1 = y'(0), y podemos escribir y() como

1 —t —2t 9 —3t
t)y=—e '+6e " —=e t=0
() 5 5

3.39. Considere el circuito RC mostrado en la figura 3-14a). El interruptor se encuentra cerrado en ¢t = 0. Suponga
que existe un voltaje inicial en el capacitor y que v,(07) = v,,.

a) Encuentre la corriente i(r).
b) Encuentre el voltaje a través del capacitor v (f).

R i(t) R i(1)
8{ AMAN—» AANA—>
+ =0 + _T_ + + _T_
v —/= cC== v — ) V(1) c == v
a) v.(07)=v, b)

Figura 3-14 Circuito RC.

a) Con la accidn del interruptor, el circuito mostrado en la figura 3-14a) puede representarse mediante el circuito mostrado
en la figura 3-14b) con v (f) = Vu(r). Cuando la corriente i(¢) es la salida y la entrada es v (7), la ecuacion diferencial que
gobierna el circuito es

Ri(t) + % [ imyar=v,0) (3.106)

Tomando la transformada de Laplace unilateral de la ecuacién (3.106) y mediante la ecuacion (3.48) obtenemos

Rl(s)—i-l{ll(s)-i-ljo i(T)dT:| 4 (3.107)
Cls § e K
donde I(s)=%{i()}
1 ¢t .
Ahora v (1) = ijz(f)df

y v (07)= % ji i(7)dr =v,
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Por tanto, la ecuacién (3.107) se reduce a
R+ i+ =Y
Cs s S
Resolviendo para I(s) obtenemos

Vo 1 V=, 1

1(5)=Y"
R+1/Cs R s+1/RC

Tomando la transformada de Laplace inversa de I(s), obtenemos
V- _
i(t) = —RV" e RCu(r)

Cuando v,(?) es la salida y la entrada es v (f), la ecuacidn diferencial que gobierna el circuito es

dv.(1) 1 1
4 — = e— -1
” + v.(1) v(t) (3.108)

Tomando la transformada de Laplace unilateral de la ecuacién (3.108), y por medio de la ecuacién (3.44), obtenemos

_ 1 1V
sV.(s)—v.(0 )+ —V.(s)=— —
(s)=v.(0) RC (5) RC s

o s-l-L Vc(s)=LK+v0
RC RC s

Al resolver para V, (s) tenemos que

Vv 1 )

Ve(s)=—=
RC s(s+1/RC) s+1/RC

_ V[l -1 J 4+ Y
s s+1/RC| s+1/RC
Al tomar la transformada de Laplace inversa de V. (s) obtenemos
v(t) = V[1 — e "R Qu (1) + vye "RCu(r)
Observe que v,(07) = v, = v.(07). De este modo, escribimos v (f) como

v.(t) = V(1 — e "/RC) + y e 1/RC =0

3.40. Mediante la técnica de red transformada vuelva a realizar el pro- R 1(s)

a)

b)

blema 3.39. MWW l .
1

Al utilizar la figura 3-10, la red transformada correspondiente a la fi-
gura 3-14 se construye como se ilustra en la figura 3-15. 1% <)

Al escribir la ley del voltaje para el circuito obtenemos

[R+1]1(s)+"()zv ~
C

S N N

Figura 3-15 Circuito transformado.
Resolviendo para I(s) tenemos que

—V 1 _V=y 1

I(s)—v
R+1/Cs R s+1/RC

Tomando la transformada de Laplace inversa de /(s) obtenemos

. V=V —urc
i(t)y=——L e "RCy
() R (1)

De la figura 3-15 tenemos que

1 Vo
V.()=—I(s)+—
() Cs ) K
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Al sustituir la I(s) obtenida en el inciso a) en la ecuacién anterior obtenemos

VC(S):Vivo 1 Y
RC s(s+1/RC) s

1 1 V,
=V-y)|————— |+ 2
( 0)(5 s+1/RCJ s

—v 1 1 n Vo
s s+1/RC| s+1/RC
Si tomamos la transformada de Laplace inversa de V. (s) tenemos que

vt = V(1 — e "ROu(t) + vye "*Cu(r)

3.41. En el circuito de la figura 3-16a) el interruptor se encuentra en posicion cerrada durante un largo tiempo antes
de abrirse en t = 0. Encuentre la corriente del inductor i(7) para t = 0.

Cuando el interruptor se encuentra en posicion cerrada durante un largo tiempo, el voltaje del capacitor estd cargado a
10 V y no hay flujo de corriente en el capacitor. El inductor se comporta como un cortocircuito, y la corriente del inductor
es 10/s = 2 A.

De este modo, cuando el interruptor estd abierto, tenemos i(07) = 2y v.(07) = 10; el voltaje de entrada es 10V, y en-
tonces puede representarse como 10u(f). A continuacién, por medio de la figura 3-10, construimos el circuito transformado
como se muestra en la figura 3-16b).

1 1
— —F =
i(1) 2 20 1(s) 2"

— OO
wt

10V —

N+

10 2§
N

a) b)
Figura 3-16

De la figura 3-16b), la ecuacion del circuito puede escribirse como

lsI(s)—1-%-21(s)+§1(s)+m=E
2 s K s
0 [l‘s'+2+20]1(s)=1
2 s
Por consiguiente, I(s)= T ! =— 25
J5+2+20/5 ° +4s+40
2(s+2)—4 (s+2) 2 6
- 72 2 2,2 2 2, 2
(s+2)"+6 (s+2)°+6~ 3(s+2)"+6

Al tomar la transformada de Laplace inversa de /(s) obtenemos
. wy 2
i(ty=e (20056t f?sen 6t]u(t)

Observe que i(07) = 2 = i(07); es decir, no hay discontinuidad en la corriente del inductor antes y después de que el inte-
rruptor se abre. De este modo, tenemos que

i(t)y= 672’(2 cos 6t —%sen 6t) t=0



PROBLEMAS RESUELTOS

3.42. Considere el circuito mostrado en la figura 3-17a). Ambos interruptores se cierran de manera simultdnea en
t = 0. Los voltajes respectivos en los capacitores C, y C, antes de que los interruptores se cierren son 1 y 2 V.

a) Encuentre las corrientes i,(f) e i,(f).

C,=1F
b) Encuentre los voltajes que pasan a través de los capacitores para X o S
t=0" t=0 )
a) De las condiciones iniciales dadas, tenemos que +
) i SV a0)  San b)),
e 0)=1V 'y v (0)=2V - T) 20 DIOT
De esta manera, mediante la figura 3-10, construimos un circuito trans- I I
formado como se muestra en la figura 3-17b). Las ecuaciones del cir- Tt
cuito pueden escribirse directamente como G =1F a)
=+ -
\%
[2+1]11(s)—212(s)—4 e
s s 1 2
S S
+ —
20 () +| 2+ —|L(s)=—= !
s s
+
Al resolver para I,(s) e I,(s) llegamos a % <> 1i(s) § 2 Iy(s)
s+—+

s+% s+— +— 1 1
s B
1 13 f=ve o
s§—— st——— 3 1 b)
Li=—f=—tgt=l—— ;
s+— s+ 440 Figura 3-17
4 4 4

Si tomamos las transformadas de Laplace inversas de /,(s) e I,(s) obtenemos
. 3 —t/4
ij(t)=06(1) +Ze u(t)
. 3 —t/4
12(I)=8(t)—ze u(t)
1 1
b) De la figura 3-17b) tenemos que Ve, ()=—1(s)+—
s s

1 2
Ve, ()==IL(s)+=
N N

Sustituyendo /,(s) e I,(s) obtenidas en el inciso a), en las expresiones anteriores obtenemos

1s+1 1
Ve, ()= ="+~
Syl S

4

(]
197, 2
Ve,(s)=——2+=
So4L S

4

Entonces, por medio del teorema del valor inicial (3.97) tenemos que

ms+l
4

1
-1

Ve, (0%)= Iim sV, (s)= lim —2 +2=1+2=3V
2 s—>oo 2 s—>oo 1
S+Z

+1
ve, (07)=lim sV, (s)= lim ~——+1=1+1=2V
! s—>00 ! 5=
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Advierta que vC1(0+) * Ve, Oy "cz(0+) * Ve, (07). Esto se debe a la existencia de un lazo capacitivo en el circuito,
dando como resultado un cambio repentino en el voltaje a través de los capacitores. Este escalon de cambio en los volta-
jes producird impulsos en #,(#) e i,(¢). Los circuitos con un lazo de capacitancia o una conexion en estrella de inductores

se conocen como circuitos degenerativos.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

3.43.

3.44.

345.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

Encuentre la transformada de Laplace de las siguientes

x(1):

a) x(t) = senwtu(t)
b) x(t) = cos(w,t + &) u(t)
c) x(t) = e “u(t) — e“u(—t)
d) x(t)=1
e) x(f)=sgnt
Encuentre la transformada de Laplace de x(r) dada por
1 H=t=t
x(1) = 1 2
0 de otro modo

Demuestre que si x(f) es una sefial por la izquierda y
X(s) converge para alguin valor de s, entonces la ROC
de X(s) es de la forma

Re(s) <o,

donde o, es igual a la parte real minima de cualquiera
de los polos de X(s).

Verifique la ecuacion (3.21); es decir,

dX(s)
S

—1x(t) < R =R
Demuestre las siguientes propiedades para la transfor-
mada de Laplace:

a) Six(z) es par, entonces X(—s) = X(s); es decir,
X(s) también es par.

Si x(7) es impar, entonces X(—s) = —X(s); es
decir, X(s) también es impar.

Si x(7) es impar, entonces existe un cero en X(s)
paras = 0.

b)
9]
Encuentre la transformada de Laplace de
ot _ g2 1 2t o
x(t)=(e "cos2t —5e u(t)+ Ee u(—t)

Encuentre la transformada de Laplace inversa de las si-
guientes X(s):

—

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54

3.55.

1
X(s)=—,R > —1
) X$)= e Re()
1
b) X(s)=——,—1<R <0
) X(s) G E1) e(s)
c) X(s)=—1 2,Re(s)<—1
s(s+1)
s+1
X(s)=———R -2
D A=
s
e) X(5)=m,Re(s)>0
1) X(s)= : ,Re(s) > —2

57 +2s% +95+18
Mediante la transformada de Laplace, vuelva a resolver
el problema 2.46.

Mediante la transformada de Laplace demuestre que
a) x(t) = &(t) = x(1)
b) x() = 8'(H) = x'(1)

Por medio de la transformada de Laplace vuelva a re-
solver el problema 2.54.

Encuentre la salida y(7) del sistema LIT de tiempo con-
tinuo con
h(t) = e~ %u(f)
para cada una de las siguientes entradas:
a) x(t) = e "u(t)
b) x(t) = e 'u(—1)
La respuesta al escalén de un sistema LIT de tiempo
continuo estd dada por (1 — e ")u(r). Para cierta en-

trada x(r) desconocida, se observa que la salida y(7) es
(2 — 3e”" + e 3u(f). Encuentre la entrada x().

Determine la funcién total del sistema H(s) para el sis-
tema mostrado en la figura 3-18.

1 y(t)

x(t) :2
+

3
+

©
+

+

»
»

)
T+

v
v

s+ 2

-~

1
s

|
- «
s

Figura 3-18



3.56.

3.57.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

Si x(7) es una funcién periddica con periodo fundamen-
tal 7, encuentre la transformada de Laplace unilateral
de x(1).

Encuentre las transformadas de Laplace unilaterales de
las sefiales periddicas que se muestran en la figura 3-19.

x(t)

N_______.
[
N I
[ R
-

x(1)

3.58.

3.59.

3.60.

b)
Figura 3-19

Mediante la transformada de Laplace unilateral en-
cuentre la solucién de

Y'(0) = y'(®) — 6y(t) = ¢

con las condiciones iniciales y(0) = 1y y'(0) = 0 para
t=0.

Por medio de la transformada de Laplace unilateral re-
suelva las siguientes ecuaciones diferenciales simulta-
neas:

V(@O +y@®+XO+x(@0)=1
YO —y@® = 2x(n) =0
conx(0) =0y y0)=1parar=0.

Mediante la transformada de Laplace unilateral resuel-
va las siguientes ecuaciones integrales:

3.61.

3.62.

a) y(z)=1+aj;y(7)dr,tzo
b) y(t)=e' l:l + j(: e "y(T) dr], t=0

Considere el circuito RC en la figura 3-20. El interrup-
tor se encuentra cerrado en t = 0. El voltaje del capa-
citor antes del cierre del interruptor es v,. Encuentre el
voltaje del capacitor para r = 0.

oYo

+ =0

C —/—
- @

Figura 3-20 Circuito RC.

S

Considere el circuito RC en la figura 3-21. El interrup-
tor se encuentra cerrado en t = 0. Antes de cerrar el
interruptor, el capacitor C, se encuentra cargado a v, V
mientras que el capacitor C, no lo esta.

R

Figura 3-21 Circuito RC.

a) Suponiendo que C, = C, = C, encuentre la corrien-
te i(f) parat = 0.

b) Encuentre la energia E total disipada por el resis-
tor R, y demuestre que E es independiente de R y
es igual a la mitad de la energia inicial almacenada
en C,.

¢) Supongaque R =0y C, = C, = C. Encuentre la
corriente i(f) para t = 0 y los voltajes Ve, 0"y
vC2(0+).

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

3.43.

[O]
a) X(s)=——2— Re(s)>0
) s2+a)(2)
b) X(s)zscos<iz)—w02sen¢’Re(s)>0
7+ wg
) Sia>0, X(s)=—5——, —a < Re(s) < a. Si
s —a

a < 0, X(s) no existe puesto que no tiene una ROC.
d) Sugerencia: x(t) = u(t) + u(—1)

X(s) no existe puesto que no tiene una ROC.
e) Sugerencia: x(t) = u(t) — u(—1),

X(s) no existe puesto que no tiene una ROC.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

1 - _
X(s)=—[e *" —e *"2], paratoda s

s
Sugerencia: Proceda de manera parecida al problema
3.4.

Sugerencia: Haga la diferenciacién en ambos lados de
la ecuacion (3.3) con respecto a s.

Sugerencia:

a) Use las ecuaciones (1.2) y (3.17).
b) Utilice las ecuaciones (1.3) y (3.17).
¢) Haga uso del inciso b) y de la ecuacion (1.83a).
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s+ 5 11
(s+1)?+4 s+2 2s5-2

,—1<Re(s)<2

349. a) x()=0—e " —te Hu(t)

3.50.
3.51.

3.52.

3.53.

b)
<)

d)

e)

vy

x()=—u(=1)—(1+1)e "u(r)
x)=(14+e " +te Hu(—1)

x()=e* [cos 3t — ;—sen 3t] u(t)

x(t)= %tsen 2tu(t)

x(t) = —36_2' +£cos3t+isen3t u(t)
13 13 13

Sugerencia: Use la ecuacién (3.21) y la tabla 3-1.

Sugerencia:

a)
b)

Haga uso de la ecuacién (3.21) y la tabla 3-1.
Utilice las ecuaciones (3.18) y (3.21) y la tabla 3-1.

Sugerencia:

a)

b)

a)
b)

Encuentre la funcion del sistema H(s) mediante la
ecuacion (3.32) y tome la transformada de Laplace
inversa de H(s).

Encuentre la ROC de H(s) y demuestre que no con-
tiene el eje jo.

y@ = ("= e ) ur)
y() = e 'u(— 1 + e 2u(t)

3.54.
3.55.

3.56.

3.57. a

3.58.

3.59.
3.60.

3.61.

3.62.

x(H) =2(1 — e 3Hu ()
Sugerencia: Use el resultado del problema 3.31 para
simplificar el diagrama de bloques.

2

H(s)=—— =
) sSS+3s7+s5—2

X(s) = [7 xe " dt, Re(s)>0
1 0

_efsT
1
) ———— Re(5)>0;
s(l+e*)
1—e*

—— R 0
s(1+e ) e=

1 t 2 -2t 1 3t
H=——e +—-e " +—-e",1=0
y() 6 3 >

x()=e'—1y)=2—e"t=0

a) y() =e", t=0;
by y() =e*,t=0

v(n) =vye "R 1= 0
a) i(1)=(v, /R)e >R 1=0

1
b) E=—v;C
) 4V0

1 _
€) ()= 2 voC 81, v 0F)=vy /2# v, (07)
=v:ve, (0)=v /2#v,(07)=0



CariTuLO 4

La transformada z
y los sistemas LIT
de tiempo discreto

4.1 INTRODUCCION

En el capitulo 3 presentamos la transformada de Laplace. En este capitulo presentamos la transformada z, la cual es
la contraparte de tiempo discreto de la transformada de Laplace. La transformada z se presenta para representar las
sefales de tiempo discreto (o series o secuencias) en el dominio z (z es una variable compleja); también se describird
el concepto de la funcién del sistema para un sistema LIT de tiempo discreto. La transformada de Laplace convierte
las ecuaciones integro-diferenciales en ecuaciones algebraicas. De manera similar, la transformada z convierte las
ecuaciones en diferencias en ecuaciones algebraicas, simplificando de este modo el anélisis de los sistemas de tiempo
discreto.

Las propiedades de la transformada z son muy similares a las de la transformada de Laplace. Sin embargo, ve-
remos algunas diferencias importantes entre la transformada z y la de Laplace.

4.2 LATRANSFORMADA Z

En la seccién 2.8 vimos que para un sistema LIT de tiempo discreto con respuesta al impulso %[n], la salida y[n] del
sistema a la entrada exponencial compleja de la forma z" es

ylnl = T{z"} = H(z)z" 4.1)

donde H(z)= i hln]z ™" 4.2)

n=—oo

A. DEFINICION

La funcién H(z) en la ecuacién (4.2) se conoce como la transformada z de i[n]. Para una sefial general de tiempo
discreto x[n], la transformada z X(z) se define como

oo

X@= Y, x[nlz™" (4.3)

n=-—oo
En general, la variable z es de valor complejo y se expresa en forma polar como

7 = rei® (4.4)
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donde r es la magnitud de z y ) es su angulo. La transformada z definida en la ecuacién (4.3) con frecuencia se
conoce como transformada z bilateral (o de dos lados), en contraste con la transformada z unilateral (o de un lado),
la cual se define como

oo

X; ()= x[nlz”" (4.5)
n=0
Es evidente que las transformadas z bilateral y unilateral son equivalentes sélo si x[n] = 0 para n < 0. La transfor-
mada z unilateral se discute en la seccidn 4.8. Omitiremos la palabra “bilateral”, excepto donde sea necesario para
evitar ambigiiedad.
Como en el caso de la transformada de Laplace, la ecuacién (4.3) en ocasiones se considera un operador que
transforma una secuencia x[#] en una funcién X(z), representada de manera simbdélica por

X(z) = 3{x(nl} (4.6)
Se dice que x[n] y X(z) forman un par de transformadas z denotadas como
x[n] < X(z) 4.7)

B. LA REGION DE CONVERGENCIA

Como en el caso de la transformada de Laplace, el intervalo de valores de la variable compleja z para el cual converge
la transformada z se denomina regién de convergencia. Para ilustrar la transformada z y 1a ROC asociada considere-
mos algunos ejemplos:

EJEMPLO 4.1 Consideremos la secuencia
x[n] = a"uln] a real (4.8)

Entonces, por la ecuacién (4.3) la transformada z de x[n] es

=3

X(z)= Z a'uln]z" = i (az ')
n=0

n=—co

Para la convergencia de X(z) necesitamos que

>, e

o[ <

n=0
De esta forma, la ROC es el intervalo de valores de z para los cuales |az"'| < 1, o, de manera equivalente, |z| > |a/.
Entonces

_ g1
X(2)=Y (az )n—l—_] |z|>]a] 4.9)
—az

n=0

Como alternativa, al multiplicar el numerador y el denominador de la ecuacién (4.9) por z, podemos escribir X(z)
como

X(2)=—— |z|>|a| (4.10)
Z—a

Dependiendo de la aplicacién, ambas formas de X(z) en las ecuaciones (4.9) y (4.10) son ttiles. De la ecuacién (4.10)
observamos que X(z) es una funcidn racional de z. En consecuencia, del mismo modo que con las transformadas
de Laplace racionales, puede caracterizarse por sus ceros (las raices del polinomio del numerador) y sus polos (las
raices del polinomio del denominador). De la ecuacién (4.10) advertimos que existe un cero en z = 0 y un polo en
z = a.La ROC y la gréfica de polos ceros para este ejemplo se muestran en la figura 4-1. En las aplicaciones de la
transformada z, por lo general el plano complejo se conoce como plano z.

EJEMPLO 4.2 Considere la secuencia
x[n] = —d"u[—n — 1] 4.11)

Su transformada z X(z) estd dada por (problema 4.1)

1
X@)=—— |z|<|a| (4.12)
1—az



Re(z) Circulo unitario

4.2 LATRANSFORMADA Z

Re(z) Im(z) Im(z)

Plano z

.

e

(2)

=~

an

Im(z)

(7;7&
~ V
&=

—1<a<0

\\:

Im(z) Im(z)

G\

a<—1 —1<a<0 a<—1

Figura 4-1 ROC de la forma |z| > |al. Figura 4-2 ROC de la forma |z| < |a|.

Nuevamente, como antes, X(z) puede escribirse como

X(@)=—— |z|<]a] (4.13)
z—a

De esta forma, la ROC y la gréfica de polos cero para este ejemplo se muestran en la figura 4-2. Al comparar las ecua-
ciones (4.9) y (4.12) [o las ecuaciones (4.10) y (4.13)] observamos que las expresiones algebraicas de X(z) para dos
diferentes secuencias son idénticas, excepto por las ROC. De este modo, como ocurre en la transformada de Laplace,
para la especificacion de la transformada z son necesarias tanto la expresion algebraica como la ROC.

C. PropriEDADES DE LA ROC

Como vimos en los ejemplos 4.1 y 4.2, la ROC de X(z) depende de la naturaleza de x[n]. A continuacién se resumen
las propiedades de la ROC. Suponemos que X(z) es una funcién racional de z.

Propiedad 1:
Propiedad 2:

Propiedad 3:

Propiedad 4:

La ROC no contiene ningtn polo.

Si x[n] es una secuencia finita (esto es, x[n] = 0 excepto en un intervalo finito N, = n = N,, donde
N, y N, son finitos) y X(z) converge para algin valor de z, entonces la ROC es todo el plano z
excepto, quizds, enz = 0 0 z = .

Si x[n] es una secuencia por la derecha (es decir, x[n] = 0 paran < N, < 00) y X(z) converge para
algun valor de z, entonces la ROC es de la forma

|z|>rm, o 0<>>|z|>rm,

ax ax

donde r,,, es igual a la magnitud mayor de cualquiera de los polos de X(z). De esta forma, la

ROC es el exterior del circulo ‘z‘ = Inax del plano z con la posible excepcion de z = co.

Si x[n] es una secuencia por la izquierda (es decir, x[n] = 0 paran > N, > —o0) y X(z) converge
para algtin valor de z, entonces la ROC es de la forma

|z|<rm, [} O<|z|<rm

in in

donde r,, es la menor magnitud de cualquier polo de X(z). De este modo, la ROC es el interior

del circulo ‘z‘ = r.;, €n el plano z con la posible excepcién de z = 0.
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Propiedad 5: Si x[n] es una secuencia de dos lados (o sea, x[n] es una secuencia de duracién infinita que no es
del lado derecho ni del lado izquierdo) y X(z) converge para algin valor de z, entonces la ROC
es de la forma

r, < | z| < r,

donde r, y r, son las magnitudes de ambos polos de X(z). De este modo, la ROC es un anillo anu-
lar en el plano z que se encuentra entre los circulos ‘z’ =ry \z| = r, sin contener ningun polo.

Observe que la propiedad 1 se obtiene de inmediato a partir de la definicién de polos; es
decir, X(z) es infinita en un polo. Para la verificacion de las otras propiedades vea los problemas
42y4.5.

4.3 TRANSFORMADAS Z DE ALGUNAS SENALES COMUNES

A. SECUENCIA DEL IMPULSO UNITARIO 6[n]
De las definiciones (1.45) y (4.3)
X()= 2 dnlz "=z7"=1 para toda z (4.14)
n=—oco

De este modo, 8[n] <1 para toda z (4.15)

B. SECUENCIA DEL ESCALON UNITARIO U[n]

Si establecemos a = 1 en las ecuaciones (4.8) y (4.10), obtenemos

=ﬁ |z|>1 (4.16)

uln] < =
—Z

C. PARES DETRANSFORMADAS Z

Las transformadas z de algunas secuencias comunes se expresan en la tabla 4-1.

4.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z
A continuacién se presentan las propiedades bdsicas de la transformada z. La verificacion de estas propiedades se

proporciona en los problemas 4.8 al 4.14.

A. LINEALIDAD
Si x[nl <X,z  ROC=R,
x[nl < X,(z)  ROC =R,
entonces ax[n] + a,x,[ n] < a X,(z) + a,X,(2) R'DR, NR, (4.17)

donde a, y a, son constantes arbitrarias.

B. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
Si x[n] < X(2) ROC =R
entonces x[n — ny] < z7"X(2) R'=RN{0< |z] <o} (4.18)
CASOS ESPECIALES
xn— 1] < z7'X(2) R =RN{0<|z|} (4.19)
x[n + 1] < zX(z) R'=RN{|z| < oo} (4.20)



4.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Tabla 4-1 Algunos pares comunes de transformadas z

x[n] X(z) ROC
S[n] 1 Para toda z
1 4
uln] -z ’ZT ‘z‘ > 1
1
—ul—n—1] -, | <1
1-7""z-1
S[ln—m] z7m Para toda z excepto 0

si(m > 0)ooosi(m<0)

auln] 1 ’ : ‘z’>‘a‘
l—az"' z—a
—a"u[—n—1] 1 = ‘z‘<‘a‘
l—az' z—a
az™! az
n b g >
nauln] (—az ) (z—a) ‘Z‘ ‘a‘
az™ az
o , <
na'u[—n—1] (I—az ) (z—a) ‘Z’ ‘a‘
(n+ Dauln] — ,[—Z T 2| > |l
(I—az')Y 'l z—a
2
77— (cos )z
QO 0 > 1
(cos yn)uln] 22— (2c0s Q,)z+1 ‘Z‘
(sen )z
(sen Q, n)u[n] 22— (2cos )z +1 ‘Z’ > 1
2
., 77— (rcos )z
(r" cos Qun)uln] 22— (2rcos Q,) R ‘Z‘ >r
. (rsen )z
(r"sen Qnyu[n] 2= (2rcos Q,) T+ ’Z‘ > r
a" 0=n=N-1 1—aszN ‘ ’ >0
0 de otro modo l—az™ :

Debido a estas relaciones [ecuaciones (4.19) y (4.20)], z~! con frecuencia se conoce como operador de atraso

unitario mientras que z se denomina operador de adelanto unitario. Advierta que en la transformada de Laplace el
operador s ! =1 / sy s corresponden de manera respectiva a la integracion y a la diferenciacion en el dominio del
tiempo [ecuaciones (3.22) y (3.20)].
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C. MULTIPLICACION POR Zg

Si x[n] < X(2) ROC =R

entonces zox[n]< X[i] R'= | 2 |R (4.21)
20

En particular, un polo (o cero) z = z, en X(z) se desplaza a z = z,z;, después de la multiplicacién por z y la ROC se
expande o se contrae por el factor |zo |

CASO ESPECIAL
eInxn] < X(e 1%07) R =R (4.22)
En este caso especial, todos los polos y los ceros simplemente estdn girados por el angulo (), y la ROC permanece

sin cambios.

D. INVERSION DEL TIEMPO

Si x[n] < X(2) ROC =R
1 !

entonces x[—n]l< X[—J R'= = (4.23)
z

Por consiguiente, un polo (o cero) en X(z) en z = z, se desplaza a 1 / 7, después de la inversidén del tiempo. La rela-
cionR' =1 / R indica la inversién de R, reflejando el hecho de que una secuencia por la derecha se convierte en una
secuencia por la izquierda si se invierte el tiempo, y viceversa.

E. MULTIPLICACION POR N (O DIFERENCIACION EN 2)
Si x[n] < X(z) ROC =R

dX(z)
P

R'=R 4.24
dz ( )

entonces nx[n] < —

F. ACUMULACION
Si x[n] < X(2) ROC =R

entonces z x[k] < ] ! — X(2)= < 1X(z) R’ DRﬂ{|z|>l} (4.25)
—z -

Observe que X;___ x[k] es la contraparte de tiempo discreto de la integracién en el dominio del tiempo y se conoce

como acumulacion. El operador de la transformada de Laplace comparable para la integracion es 1 / s.

G. CoONvVOLUCION
Si x[n] <X,z  ROC=R,
x,[n] < X,(2) ROC = R,
entonces x,[n] * x,[n] < X,(2)X,(2) R'DR NR, (4.26)

Esta relacion desempeia una funcion central en el andlisis y disefio de los sistemas LIT de tiempo discreto, en ana-
logia con el caso continuo en el tiempo.

H. RESUMEN DE ALGUNAS PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Como una referencia conveniente, las propiedades de la transformada z que presentamos con anterioridad se resumen
en la tabla 4-2.



Tabla 4-2 Algunas propiedades de la transformada z

4.5 TRANSFORMADA Z INVERSA

Propiedad Secuencia Transformada ROC
x[n] X(z) R
x,[n] X,(2) R,
x,[n] X,(2) R,
Linealidad ax,[n] + a,x,[n] a,X,(z) + a,X,(z) R'DOR,NR,
Desplazamiento x[n—ny M X(z) R'ORN{0 <‘ Z‘ <}
en el tiempo
Multiplicacién por 2} zjx[n] X (ij R’ :‘ <0 ‘R
<o
Multiplicacién por e /o e /onx[n] X(e™/hz) R'=R
. . 1 1
Inversién del tiempo x[—n] X ? R'= ®
ax
Multiplicacién por n nx[n] —Z% R'=R
Z
. N 1
Acumulacién k;wx[n] ?X (2) R'SRN {‘ z ‘ >1)
Convolucion Xy [n]* xz[n] Xl(Z)Xz(Z) R’DRl mRz

4.5 TRANSFORMADA Z INVERSA

La inversa de la transformada z para encontrar la secuencia x[n] a partir de su transformada z X(z) se conoce como
transformada z inversa, denotadas de manera simbdlica como

x[n] = 37{X(2)} (4.27)

A. FORMULA DE INVERSION

Como en el caso de la transformada de Laplace, existe una expresion formal para la transformada z inversa en térmi-
nos de una integracion en el plano z; esto es,

x[n]=#j{; X(2)2" " dz (4.28)
2mj "€

donde C es un contorno de integracion en el sentido contrario a las manecillas del reloj que encierra el origen. Para
la evaluacion formal de la ecuacién (4.28) es necesario tener conocimientos tedricos de la variable compleja.

B. UsO DE LAS TABLAS DE PARES DE TRANSFORMADAS Z
En el segundo método para la inversién de X(z), intentamos expresar X(z) como una suma
X=X+ +X () (4.29)

donde X,(z), . . ., X,(z) son funciones con transformadas inversas conocidas x,[n], . . ., x,[n]. De la propiedad de
linealidad (4.17) se obtiene

x[n] = x,[n] + - + x [n] (4.30)
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C. [EXPANSION EN SERIE DE POTENCIAS

La expresion de definicion para la transformada z [ecuacion (4.3)] es una serie de potencias donde los valores x[n]
de la secuencia son los coeficientes de z . De este modo, si X(z) estd dada como una serie de potencias de la forma

oo

X[z]= Y, x[n]z"

= x[=2]12% + x[~ 1]z 4 x[0] + x[1]z~" + x[2]7 % +--- (4.31)

podemos determinar cualquier valor particular de la secuencia al encontrar el coeficiente de la potencia apropiada de
z~'. Es posible que este enfoque no proporcione una solucién en forma cerrada, pero es muy util para una secuencia
de longitud finita donde X(z) puede no tener una forma mds simple que un polinomio en 7z~ ! (vea el problema 4.15).
En los problemas 4.16 y 4.17 se ilustra cdmo puede obtenerse una expansion en serie de potencias mediante la divi-
sion larga para las transformadas z racionales.

D. EXPANSION EN FRACCIONES PARCIALES

Como en el caso de la transformada de Laplace inversa, el método de expansion en fracciones parciales proporciona
la transformada z inversa que en general es mas util, en particular cuando X(z) es una funcién racional de z. Sea

_N@ _ Gmz)emg,)

X(2) (4.32)

D) (@=p) (2= p,)

Si suponemos que n = m 'y que todos los polos p, son simples, entonces
&26_04_6_14_ ) et Cn :C_0+ vk (4.33)

b4 Z Zp Z7D, =P, Z 527D
X
donde ¢ =X@)|__, ¢, =(z— pk)ﬁ (4.34)
¢ < lz=p
Por tanto, obtenemos X(2)=¢y ¢ L o4y ¢, L - ¢yt z Cy < (4.35)
a2 27 Py k=1 < Pk

Al inferir 1a ROC para cada término en la ecuacion (4.35) de la ROC total de X(z) y mediante la tabla 4-1, podemos
invertir cada término, y producir asi la transformada z inversa total (vea los problemas 4.19 al 4.23).

Sim > n en la ecuacion (4.32), entonces debe agregarse un polinomio de z a la derecha de la ecuacion (4.35),
cuyo orden es (m — n). De esta forma, para m > n, la expansiéon completa en fracciones parciales tendria la forma

X(z)= 2 b,z + ZCk < (4.36)
4=0 k=1 27 Pk

Si X(z) tiene polos de orden multiple (digamos que p; es el polo miltiple con multiplicidad r, entonces la expan-
sion de X(z) / z se compondra de términos de la forma

A Ay R A, (4.37)
Z_pi (Z_P,-) (Z_pi)r
k
donde A_p =ld—k[(z -p) @} (4.38)
k!dz Z =pi

4.6 FUNCION DEL SISTEMA DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

A. FUNCION DEL SISTEMA

En la seccién 2.6 mostramos que la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto es igual a la convolucién de la
entrada x[n] con la respuesta al impulso A[n]; es decir [ecuacién (2.35)],
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yln] = x[n] * h[n] (4.39)
Al aplicar la propiedad de convolucién (4.26) de la transformada z obtenemos
Y(z) = X(2)H(z) (4.40)

donde Y(z), X(z) y H(z) son las respectivas transformadas z de y[n], x[n] y
h[n]. La ecuacién (4.40) puede expresarse como

—_—) ] —

Y _
Hp=1E (4.41) xln] yinl = yln] % hin]
X(2) I I
La transformada z H(z) de h[n] se conoce como funcion del sistema (0 fun- X(2) Y(2) = X()H(2)

cion de transferencia) del sistema. Mediante la ecuacion (4.41) la funcion ~— 5 H;) |f—p
del sistema H(z) también puede definirse como razén de las transformadas
z de la salida y[n] y de la entrada x[n]. La funcién del sistema H(z) carac- Figura 4-3 Respuesta al impulso
teriza completamente al sistema. La figura 4-3 ilustra la relacién de las y funcién del sistema.
ecuaciones (4.39) y (4.40).

B. CARACTERIZACION DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

Muchas propiedades de los sistemas LIT de tiempo discreto pueden estar estrechamente asociadas con las caracte-
risticas de H(z) en el plano z y, en particular, con las ubicaciones de los polos y la ROC.

1. CAUSALIDAD

Para un sistema LIT causal de tiempo discreto tenemos que [ecuacion (2.44)]
hln] =0 n<0

porque h[n] es una sefial por la derecha, el requerimiento correspondiente sobre H(z) es que la ROC de H(z) debe
ser de la forma
2| >,

ax

Es decir, 1a ROC es el exterior de un circulo que contiene todos los polos de H(z) en el plano z. De manera semejante,
si el sistema es no causal, esto es,
hin] =0 n=0

entonces i[n] es una sefial por la izquierda y 1a ROC de H(z) debe ser de la forma

2] <,

in

Es decir, la ROC es el interior de un circulo que no contiene polos de H(z) en el plano z.

2. EsTABILIDAD

En la seccion 2.7 establecimos que un sistema LIT de tiempo discreto es estable en el sentido BIBO si y sélo si
[ecuacion (2.49)]

>, [tnl| <

n=—oo

El requerimiento correspondiente sobre H(z) es que la ROC de H(z) contenga el circulo unitario (esto es, z| =1).

(Vea el problema 4.30.)

3. SISTEMAS CAUSALESY ESTABLES

Si el sistema es tanto causal como estable, entonces todos los polos de H(z) deben estar dentro del circulo unitario
del plano z porque la ROC es de la forma ‘z| > Foax ¥» Y2 que el circulo unitario se encuentra incluido en la ROC,
debemos tener que r,;, < 1.
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C. FUNCION DEL SISTEMA PARA SISTEMAS LIT DESCRITOS POR ECUACIONES
EN DIFERENCIAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

En la seccién 2.9 consideramos un sistema LIT de tiempo discreto para el cual la entrada x[n] y la salida y[n] satis-
facen la ecuacion en diferencia general lineal con coeficientes constantes de la forma

N M
Z ayln—k]= Z byx[n—k] (4.42)
k=0 k=0

Al aplicar la transformada z y por medio de la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18) y la propiedad de
linealidad (4.17) de la transformada z obtenemos

N M
Y a7 'Y (@)=Y, bz FX(2)
k=0 k=0

N M
0 Y)Y a2 =X@)Y bz (4.43)
k=0 k=0

De esta manera, H(z)= Y@ _k=o (4.44)

X(z)

Por tanto, H(z) siempre es racional. Advierta que la ROC de H(z) no estd especificada por la ecuacién (4.44) pero
debe inferirse con requerimientos adicionales sobre el sistema, tales como la causalidad o la estabilidad.

D. INTERCONEXION DE SISTEMAS

Para dos sistemas LIT (con h,[n] y h,[n], respectivamente) en cascada, la respuesta al impulso total /[n] estard dada
por
h[n] = h,[n] * hy[n] (4.45)

De este modo, las funciones correspondientes del sistema estan relacionadas por el producto
H(z) = H(2)H,(2) RO R NR, (4.46)
De manera similar, la respuesta al impulso de una combinacion en paralelo de dos sistemas LIT estd dada por
hln] = h/[n] + hy[n] (4.47)

y H(z) = H,(z) + Hy(2) RDOR/NR, (4.48)

4.7 LATRANSFORMADA Z UNILATERAL

A. DEFINICION

La transformada z unilateral (o de un lado) X(z) de una secuencia x[n] estd definida como [ecuacion (4.5)]

X, ()=, x[n]z"" (4.49)
n=0

y difiere de la transformada bilateral en que la sumatoria se lleva a cabo sélo sobre el intervalo n = 0. De este
modo, la transformada z unilateral de x[n] puede considerarse como la transformada bilateral de x[n]u[n]. Puesto
que x[n]u[n] es una secuencia por la derecha, la ROC de X,(z) siempre estd fuera de un circulo en el plano z.
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B. PROPIEDADES BASICAS

Gran parte de las propiedades de la transformada z unilateral son las mismas que para la transformada z bilateral. La
transformada z unilateral es 1til para calcular la respuesta de un sistema causal a una entrada causal cuando el sistema
estd descrito por una ecuacién en diferencia lineal con coeficientes constantes con condiciones iniciales distintas de
cero. Ahora la propiedad basica de la transformada z unilateral til para esta aplicacion es la propiedad de desplaza-
miento en el tiempo, la cual difiere de la correspondiente a la transformada bilateral.

PROPIEDAD DE DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
Si x[n] <> X(z), entonces para m = 0,
xn—m] <z "X, + 2" X1+ 27" 2x[=2] + -+ x[—m] (4.50)
x[n + m] < z2"X,(z) —z"x[0] — 2" x[1] — - — zx[m — 1] (4.51)

En el problema 4.36 se proporcionan las demostraciones de las ecuaciones (4.50) y (4.51).

C. FUNCION DEL SISTEMA

De manera similar al caso del sistema LIT de tiempo continuo, con la transformada z unilateral, la funcién del siste-
ma H(z) = Y(z)/X(z) se define bajo la condicién de que el sistema estd en reposo; es decir, que todas las condiciones
iniciales son iguales a cero.

PROBLEMAS RESUELTOS

TRANSFORMADA Z
4.1. Encuentre la transformada z de
a) x[n] =—a"u[—n — 1]
b) x[n] =a "u[—n — 1]

o -1
a) De la ecuacién (4.3) X(z)=— 2 a'u[-n—1]7""=—- z a'z’"

n=-—oo n=—oco

— i(aflz)n =1- i(aflz)n
n=1 n=0

< 1 _
Por la ecuacion (1.91) z (a lz)" = = si|a 1z|<1 o |z|<|a|
n=0 l—a <
1 —a’'z z 1
De esta manera, X(z)=1-— - = - = = = | Z | < | a | (4.52)
l-a 'z 1—a z z—a 1—az
- —1
b) De manera semejante, X(z)= Z a"ul[-n—1]z7"= 2 (az)™"
n=—oo n=—oco

8

=) (a)" = i (az)" —1
1 n=0

n

De nueva cuenta, por la ecuacion (1.91)
- " 1 . 1
= 1 -
n:EO(az) - 81|az|< o|z|<|a|

1 1
De este modo, X(z)= =% - = |z|<— (4.53)
1—az 1—az z—1/a |a|
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4.2. Una secuencia finita x[n] estd definida como

4.3.

44.

4.5.

#0 N,=n=N,
x[n]

=0 de otro modo

donde N, y N, son finitos. Demuestre que la ROC de X(z) es todo el plano z excepto, posiblemente, en z = 0
0z = 00.
De la ecuacion (4.3)
Ny
X(@)= Y, x[nlz" (4.54)
n=N

Para z distinta de cero o de infinito cada término en la ecuacién (4.54) serd finito y de este modo X(z) convergera. Si
N, <0y N, >0, entonces la ecuacion (4.54) incluye términos con potencias tanto positivas como negativas de z. A me-
dida que ‘z| — 0, los términos con potencias negativas de z se vuelven no acotados, y a medida que ‘z| — 00, los términos
con potencias positivas de z se hacen no acotados. Por consiguiente, la ROC es todo el plano z excepto por z = 0y por
z =o00.S1 N, = 0, la ecuacién (4.54) contiene s6lo potencias negativas de z, por tanto, la ROC incluye z = co. Si N, = 0,
la ecuacion (4.54) contiene s6lo potencias positivas de z, por tanto, la ROC incluye z = 0.

Una secuencia finita x[n] estd definida como
x[n]=1{5,3,-2,0,4,-3}
T
Encuentre X(z) y su ROC.
De la ecuacidn (4.3) y dada x[n] tenemos que
o 3
X()= Y, xlnlz™"= 3, x[nl™"
n=—oco n=-2

=x[-2]2% + x[-1]z + x[0] + x[1]z " + x[2]z > + x[3]7
=572 4+37-2+472-3;73

Para z distinta de cero o de infinito cada término en X(z) serd finito y, en consecuencia, X(z) convergerd. Observe que X(z)
incluye potencias tanto positivas como negativas de z. De esta forma, del resultado del problema 4.2 concluimos que la
ROC de X(z) es 0 < |z| < co.

Considere la secuencia
a” 0=n=N-1a>0
x[n]=
0 de otro modo Im(z)

Encuentre X(z) y grafique los polos y los ceros de X(z).

» ) o Orden del polo Plano z
Por la ecuacién (4.3), y mediante la ecuacién (1.90), obtenemos (N — Désimo gy - ..
"~ Cancelacién
N—1 N-1 —1\N N N
- - 1—(az 1 75 —a N -
X()= Y d"z7 "= (az ') = ( 71) =— (4.55) ., polo-cero
n=0 n=0 l—az z z—a ; /
De la ecuacion (4.55) vemos que existe un polo de (N — 1)-ésimo orden para © , Re(©)
z =0y un polo en z = a. Puesto que x[n] es una secuencia infinita y es cero \ ," <
para n < 0, la ROC es ‘z‘ > 0. Las N raices del polinomio del numerador O"l
estdn en Q\\ L
7, = aelCTHN) k=0,1,..,N—1 (4.56) T
Laraiz en k = O cancela el polo en z = a. Los ceros restantes de X(z) estdn en
— i@k — _
2, = ae/Hm) k=1,...N—1 (4.57) Figura 4-4 Grifica de polos y ceros
La gréfica de polos ceros se muestra en la figura 4-4 con N = 8. conN = 8.

Demuestre que si x[n] es una secuencia por la derecha y X(z) converge para algun valor de z, entonces la ROC
de X(z) es de la forma
|z|>rm, 0 00>|z|>rm

ax ax

donde r,

max

es la magnitud médxima de alguno de los polo de X(z).
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Considere una secuencia por la derecha x[n] de forma que

x[n] =0 n<N,

y X(z) converge para \z\ = r,. Entonces de la ecuacién (4.3)

‘X(Z)‘S z ‘x[n]‘ro_"= z ‘x[n]‘ro_"<oo

n=—oco n=Nj

Ahora, si r; > r, entonces

DREITREIDY x[n][ro”] -> x[n]ro‘"[”J
) )

n=N, n=N n=N
N
<[n] 3, |ty <o
To n=Nj
puesto que (r, / 1,)”" es una secuencia decreciente. De esta forma, X(z) converge para r = r, y la ROC de X(z) es de la forma
|z| > Ty
Puesto que la ROC de X(z) no puede contener los polos de X(z), concluimos que la ROC de X(z) es de la forma

|z| >rm

donde r,,, es la mayor magnitud de alguno de los polo de X(z).

Si N, < 0, entonces

X()= Y, x[nlz " =x[Nylz M+ +x[—1z+ Y, x[n]z"
n=Nj n=0

Es decir, X(z) contiene las potencias positivas de z y se vuelve no acotada en z = co. En este caso la ROC es de la forma de

<>O>|z| >rm

ax
Del resultado anterior podemos decir que una secuencia x[n] es causal (no sélo por la derecha) a partir de la ROC de X(z)
si se incluye z = oco. Observe que éste no es el caso para la transformada de Laplace.

Encuentre la transformada z X(z) y dibuje la grafica de polos ceros con la ROC para cada una de las siguientes
secuencias:

a) x[n]= —; uln]+ —; uln]

b) x[n]= —1 nu[n]+ —1 nu[—n—l]
3 2

c) x[n]= —1 nu[n]+ —1 nu[—n—l]
2 3

a) De latabla 4-1

1Y 1
[2J u[ﬂ]e% \z\>5 (4.58)
L
1) z 1
[3] il 2 (4.59)

Observamos que las ROC en las ecuaciones (4.58) y (4.59) se traslapan, y asi
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e e > (@460)

De la ecuacién (4.60) observamos que X(z) tiene dos cerosenz = 0y
z= 5/12, dos polosenz = 1/2y z = 1/3 y que la ROC es |z\ >1/2
como se esquematiza en la figura 4-5a).

b) De la tabla 4-1

1 u[n]<—>L ‘z‘>l (4.61)
3 _1 3
z
1) z 1
— | u[-n—1]<— <= 4.62
[ 2] [—n—1] o |z| 5 (4.62)
7——
2
Observamos que las ROC en las ecuaciones (4.61) y (4.62) se traslapan,
por tanto,
1 1 1
X()=— -t =2 < ~<|z|<= (4.63)

11 o(_ 1)1 ? 2
3 2 2 3

De la ecuacion (4.63) vemos que X(z) tiene un cero en z = 0 'y dos polos
enz = 1/2 yz= 1/3 y que la ROC es 1/3 < \z| < 1/2 como se esque-
matiza en la figura 4-5b).

¢) Delatabla 4-1

(;j ulnl>——  |z|> % (4.64)

[;] u[—n—1]<—>—7z1 ‘Z‘<é (4.65)

7——
3

Observamos que las ROC en las ecuaciones (4.64) y (4.65) no se tras-
lapan y no hay una ROC en comun, de esta forma x[n] no tendrd X(z).

4.7. Sea x[n] = al”l a>0 (4.66)

a) Dibuje x[n] paraa <1lya > 1.
b) Encuentre X(z) y dibuje la grafica de polos ceros y la ROC para
a<lya>1l.

a) Lasecuencia x[n] se dibuja en la figura 4-6a) y b) tanto para a < 1 como
paraa > 1.
b) Puesto que x[n] es una secuencia de dos lados, podemos expresarla como

x[n] = a"u[n] + a "u[—n — 1] (4.67)
De la tabla 4-1

a"uln] SIS |z|>a (4.68)
z—a

a"u[—n—1] e ——= ‘z‘<l (4.69)

Im(z)

&

r

\

Im(z)

R

A\

W
.\\\\\\X\
&

S

)
Figura 4-5

)C[}’l] — alnl

O<ax<l1

il i

a)

x[n] = aln\

HHIIJ[Y”H ;

b)

Figura 4-6
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4.8.

4.9.

4.10.

PROBLEMAS RESUELTOS

Sia <1 vemos que las ROC en las ecuaciones (4.68) y (4.69) se tras- Im(z)
lapan, de esta manera,

5 Circulo unitario
_ 2z z _a -1 z
X(z)= - =
z—a z—1/a a (z—a)(z—1/a)

1
a<‘z‘<f
a

(4.70) Plano z
De la ecuacion (4.70) observamos que X(z) tiene un cero en el origen
ydospolosenz =ayz= l/a yquelaROCesa < ‘z‘ < l/a, como
se esquematiza en la figura 4-7. Si a > 1, vemos que las ROC en las
ecuaciones (4.68) y (4.69) no se traslapan y que no existe una ROC en
comtun, de modo que x[n] no tendrd X(z).

Verifique la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18); es
decir, Figura 4-7

xln—nl<z7X (@)  R'DORN{0< [z] <eo}

Por la definicién (4.3) Sxln—nyl} = Z x[n—nglz™"

n=—oo

Por el cambio de variables m = n — n, obtenemos

oo

3laln—ngly= Y, x[m]z” ")

oo

_ '—no 2 x[m]z_m — Z_’IOX(Z)
m=—oco

Debido a la multiplicacién por z™ ", para n, > 0, se introducen polos adicionales en z = 0 que se eliminardn en z = oo.

De manera semejante, si n, < 0, se introducen ceros adicionales en z = 0y se eliminardn en z = oco. Por tanto, los puntos
z = 0y z = co pueden agregarse o eliminarse de la ROC por el desplazamiento en el tiempo. De este modo, tenemos que

xln = ny] < z27"X(2) R'DRN{0< |z] < oo}
donde Ry R’ son las ROC antes y después de la operacién de desplazamiento en el tiempo.

Verifique la ecuacion (4.21); esto es,

zSX[n]QX[ZZ—O] R'=[z|R

Por la definicién (4.3)

3zpxlnly = Y, G@hxlnhz "= D, x[n][ZJ =X[Z]
20 2

n=—oo n=—co

Un polo (o cero) en z = z, en X(z) se desplaza a z = z;z, y la ROC se expande o contrae por el factor |z0 ‘ De esta manera,
tenemos que

ng[n]eX[ZZOJ R'=|z|R

Encuentre la transformada z y la ROC asociada para cada una de las siguientes secuencias:

a) x[n] =8[n — ny) d) x[n] = u[—n]
b) x[n] = u[n — ny) e) x[n] = a "u[—n]
¢) x[n] =a* uln + 1]

a) De la ecuacion (4.15) 6[n] <1 para toda z

Al aplicar la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18) obtenemos
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0<lz|,n,>0
8[,,1 — ”0] P Z’no (4.71)

|z] <eo,my<0
b) De la ecuacion (4.16) uln] — il ‘Z ‘ >1
.

Nuevamente, por la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18), obtenemos

B . D
uln—nyl<sz " ——= 1<‘z‘<°o 4.72)
z—1 z—1

¢) De las ecuaciones (4.8) y (4.10) a"uln] < —— |z|>]a|
z—a
Por la ecuacion (4.20) obtenemos
2
z

a"Muln+l] o z 2 = ‘a‘<‘z‘<w (4.73)
z—a z-—a

d) De la ecuacién (4.16) uln] < il |z|>1
-

Por la propiedad de inversion del tiempo (4.23), obtenemos

1/z 1
Cn] e S < 4.74
ul—n] Uil 1-2 |z| (4.74)
e) De las ecuaciones (4.8) y (4.10) a"uln] — —2— |z|>]a|
z—a

De nueva cuenta, por la propiedad de inversién del tiempo (4.23), obtenemos que

a "u[-n] < 17z __1 ‘z‘<i (4.75)
l/z—a 1—az ‘ a ‘
Verifique la propiedad de multiplicacién por n (o diferenciacién en z) (4.24); es decir,
17).¢
mrln] - — ;2@ g
dz
De la definicion (4.3) X(z)= 2 x[n)z "
Si diferenciamos ambos lados con respecto a z tenemos que
dX(Z) — - _ —n—1
—dz ) ;w nx[n]z
dX(z c .
y — D= Y ulnl) 2 = Bl
De esta manera, concluimos que nx[n] < — z% R'=R
z
Encuentre la transformada z de cada una de las siguientes secuencias:
a) x[n] = na"uln]
b) x[n] = na™ 'u[n]
a) De las ecuaciones (4.8) y (4.10) a"uln] < L ‘ z ‘ > ‘ a ‘ (4.76)
Z—a

Por medio de la propiedad de multiplicacién por n (4.24), obtenemos
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d z az
n -—— = > 4.77
na’uln] Zdz[z—aj (z—at)2 ‘Z‘ ‘a‘ ( )

b) Al diferenciar la ecuacion (4.76) con respecto a a tenemos que

n1 df z |__ z
na""uln] da[z—a] P ‘Z‘>‘a‘ (4.78)

Adpvierta que al dividir ambos lados de la ecuacién (4.77) entre a obtenemos la ecuacién (4.78).
. Verifique la propiedad de convolucién (4.26); esto es,
x,[n] * x,[n] < X, (z)X,(z) R'DR NR,

oo

Por la definicién (2.35) ylnl=x[n]*x,[n]= 2 x[k]x,[n — k]
k=—oc0

De este modo, por la definicion (4.3)

Ylizl= Y, [2 xl[k]xz[n—k]Jz_" = xl[k][ D xz[n—k]z_"]

n=—oco| k=—co k=—oo n=—co

Si observamos que el término entre paréntesis en la tltima expresion es la transformada z de la sefial desplazada x,[n — &,
entonces por la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18) tenemos que

k=—oo

n=—oo

vizi= Y x [k][z"xz@)}:[ > xl[k]zijz(@:&(z)xz(z)

con una ROC que contiene la interseccion de la ROC de X,(z) y X,(z). Si un cero de una transformada cancela a un polo de
la otra, la ROC de Y(z) puede ser mayor. De este modo, concluimos que

x,[n] * x,[n] < X,(z) X,(z) R'DR NR,

Verifique la propiedad de acumulacién (4.25); esto es,

Y ke — X=X R ORA{z|>1]
Pl 11—z z—1

De la ecuacién (2.40) tenemos que
n

yinl= Y x[kl=x[n]*uln]

k=—oco0

De este modo, mediante la ecuacion (4.16) y la propiedad de convolucién (4.26), obtenemos

1 k4
Y(2)=X =X(2)| ——
(2) (z)[l — J (z)[ p— ]

con la ROC que incluye la interseccioén de la ROC de X(z) y la ROC de la transformada z de u[n]. De esta manera,

Y, xlkl— ],IX(z)=iX(z) R'ORN{z|>1}
Pl -z z—1

TRANSFORMADA Z INVERSA

4.15. Encuentre la transformada z inversa de

X()=2" (1 —%z_] ](1 —z Ha+2z7hH  0<|z|< (4.79)

Si multiplicamos los factores de la ecuacién (4.79) podemos expresar X(z) como
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1 5 _
X(@)=z"+-z—->+z"
(2)=z 22 > b4

Entonces, por la definicién (4.3),

X(z) = x[—2]z% + x[— 1]z + x[0] + x[1]z"!

1 5
y obtenemos X[n]={...,0, L———=1 O,...}
2 2
T
4.16. A través de latécnica de la expansion en serie de potencias encuentre la transformada z inversa de las siguientes
X(2):
1
o) X@=—77. |z[>]d]
1—az
1
b X@)=———7.  |z[<]d]
l1—az
a) Puesto que la ROC es |z| > |al, es decir, el exterior de un circulo, x[n] es una secuencia por la derecha. De este modo

b)

debemos dividir para poder obtener una serie en la potencia de z . Al llevar a cabo la divisién larga obtenemos

l+az "+ a2 2+

1—az 'l
1—az !
az”!
az ' —a?72
a’z?
1 _ _ _
Entonces X()=——F=l+az A e AT
1—az
entonces, por la definicidn (4.3) tenemos que
x[n] =0 n<0
x[0] =1 x[1]=a x[2] = a? x[k] = a*
De este modo obtenemos x[n] = a'u[n]

Puesto que la ROC es ‘z‘ < ‘a , es decir, el interior de un circulo, x[n] es una secuencia por la izquierda. Asi, debemos
dividir de manera que se pueda obtener una serie en la potencia de z, como se explica a continuacién. Al multiplicar
tanto el numerador como el denominador de X(z) por z tenemos que

z
X()=
z—a
y al hacer la divisién larga obtenemos
—a'lz—a??—a’3— -
—a-+z|z
-1.2
z—a z
a2
a2 — a2
q—zz3
1 -1 —22_ 33 —k_k
De esta forma, X(z)=174=—a z—a “z"—a " ——a "7 —
—az

entonces, por la definicién (4.3) tenemos que



PROBLEMAS RESUELTOS

x[n] =0 n=0

x[—1]1= —a! x[—2]= —a? x[-3]= —a73 x[—k] = —a~*

De esta manera obtenemos x[n] = —a"u[—n — 1]

4.17. Encuentre la transformada z inversa de las siguientes X(z):

a) X(Z)=log[l—_1],|z|>|a|
l1—az

b) X(z)zlog[l—l}|z|<|a|
l—a z

a)

b)

La expansion en serie de potencias para log(l — r) estd dada por
o |
logd—r)=— zfr" |r|<1 (4.80)
n=1 n
1 -1
Ahora X(z)=log| ——— [=—log(l—az™")  |z|>|a]
1—az
Puesto que laROC es |z| > |a/, es decir, |a z™'| < 1, por la ecuacién (4.80), X(z) tiene la expansi6n en serie de potencias

_ml fln:wlnfn
X(z)—nZ:ln(az) nZ:]naz

de la cual podemos identificar x[n] como

x[n] :{(l/n)a" n=1
0 n=0

o x[n] :la"u[n —1] (4.81)
n

X(z)=10g[ 171 J:—log(l—a_lz) |z|<|a|
l—a z

Puesto que 1a ROC es \z\ < \a , es decir, |a™! z\ <1, por la ecuacién (4.80), X(z) tiene la expansion en serie de potencias

—oo —oo

_l(aflz)*ﬂ - _lanz—n
n n

n=-—1 n=—1

X0 =Y @y =
n=1 n

de lo que podemos identificar x[n] como

0 n=0
x[n]= {
—(1/n)a" n=-—1
[
o x[n]=——a"u[—n—1] (4.82)
n
4.18. Mediante la técnica de la expansion en serie de potencias encuentre la transformada z inversa de las siguientes
X(2):
z
a) X(z)=—5—"—— z|<—=
277 —3z+1 =l 2
b X()=—5——  |z|>1
277 —3z+1
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a) Puesto que la ROC es |z\ <1 / 2, x[n] es una secuencia por la izquierda. De esta manera, debemos dividir para poder
obtener una serie en la potencia de z. Llevando a cabo la divisién larga, obtenemos

z+322+722 +15z24 +---

1-3z+27%z
322 —27°
770 — 67
15z%...
De este modo, X@) = +1524+72+32+ 2

entonces, por la definicién (4.3) obtenemos

x[n]=1{...,15,7,3,1,0}
T

b) Puesto que la ROC es |z\ > 1, x[n] es una secuencia por la derecha. De este modo, debemos dividir para poder obte-
ner una serie en la potencia de z~! de la siguiente manera:

2722 -3z+1z
z—é—lz_l
2 2
3.1
2 2
7T 1 _3 2
ZZ _ZZ
De esta forma, X(Z):%[l +%{2 +ZZ*3 +

y asi, por la definicién (4.3) obtenemos

x[n]={o,1,3,z,..}
2 4 8

4.19. Mediante la expansién en fracciones parciales, vuelva a realizar el problema 4.18.

4 Z 1
a) X(z)= = Zl<=
272 —3z+1 1 2 2

2(z—1) z—?

Empleando la expansién en fracciones parciales, tenemos que

X(2) _ 1 1 - a . o

223+l A
2(1—1)1—7 2

donde o= R 1 !

27—
Z __
Z[Z 1 J z=1/2
2

=1
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1
y obtenemos X(z):i— < ‘Z‘<E

z—1 1
)

Puesto que la ROC de X(z) es \z\ <1 / 2, x[n] es una secuencia por la izquierda, y de la tabla 4-1 obtenemos

x[n]=—u[—n—1]+[]2] u[—n—l]=|:[;J —lilu[—n—l]

lo que da x[n]={...,15,7,3,1,0}
T

b) X(Z)zi_i
z—1 z—l
2

of>1

Puesto que 1a ROC es \z| > 1, x[n] es una secuencia por la derecha, y de la tabla 4-1 obtenemos

x[n]=ul[n]— [;] uln] =[1— [;] jlu[n]

1 37
o que nos da x[n] 213

4.20. Encuentre la transformada z inversa de
Z
X@)=———7 | Z | >2
2(z—1)(z—2)
A través de la expansion en fracciones parciales, tenemos que
X@) _ 1 _a M
7 (z-DE-2% z-1 z-2 (z—2)

(4.83)

1 1

donde a=——35 =1 Ay =—— =1
(z=2) z=1 21 z=2
Al sustituir estos valores en la ecuacion (4.83) tenemos que
1 1 A 1

CDe-2 -1 -2 -2

Estableciendo z = 0 en la expresién anterior, tenemos que

lh
4 2 4
As, X()=——-——+ 2 |z|>2

=1 z=2 (z—-2)?
Puesto que la ROC es \z\ > 2, x[n] es una secuencia por la derecha, y de la tabla 4-1 obtenemos
x[n] = (1 — 2" + n2" Yu[n]
4.21. Encuentre la transformada z inversa de

277 =522 +2+3
X(z)="22 T2 2] <1
(z=Dz—=2)

22352 +7+3 222-5722+7+3
X(z)= = -
(z—=1D(z—2) 7= —3z+2
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Observe que X(z) es una funcién racional impropia; de este modo, por medio de la divisién larga, tenemos que

1 1
X(z)=2z+1+—— =274+14+—
=342 (z—1(z—2)
1
Sea X ()= ——MM—
T - -2)
Entonces X1@) _ 1 a9, % L 4
z 2Wz—=Dz=2) z z—-1 z-2
1 1 1
donde q=—— =_ ¢ = =
@=DE=2)| _, 2 2-2)|
1
;= =_
wz—D|_, 2
1 1
De esta forma, X ()=~ ——— 4=
2 z—1 2z-2
3 1
y X(z)=21+——i+ < ‘Z‘<1

2 -1 2z-2

Puesto que la ROC de X(z) es \z\ < 1, x[n] es una secuencia por la izquierda, y de la tabla 4-1 obtenemos
3 1.,
x[n] =25[n+1]+55[n]+u[—n—1]—52 ul—n—1]
=28[n+1]+ %5[;1] +(1=2"Yul[-n—1]
4.22. Encuentre la transformada z inversa de
3
X()=—— z|>2
z—2 | |

X(z) puede volver a escribirse como

Z -

3 _
X()=——=3; 1( : ] |z|>2
-2 2
Puesto que la ROC es |z| > 2, x[n] es una secuencia por la derecha, y de la tabla 4-1 obtenemos

Z
2]‘! s
uln] -

Mediante la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18), tenemos que

2nflu[n_1](_)zf1 < :;
z—=2) z—2

De este modo, concluimos que x[n] =3Q2)" 'uln — 1]
4.23. Encuentre la transformada z inversa de

247 2+37¢
X(@=""T2 >0
7z +4z+3
Observamos que X(z) puede escribirse como
X@)=Qz'"+z3+ 329X,

Z

donde X ()=———
1@ 2 +4z+3

De esta forma, si x,[n] < X,(z)
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entonces, por la propiedad de linealidad (4.17) y la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18), obtenemos

xn]=2xn =11+ xi[n = 3]+ 3x,[n = 5] (4.84)
Ahora 4@ 5 ! = ! =49 4+ @
z z7+4z+3 (z+D(z+3) z+1 z+3
Donde o= ! 1 c, 1] -1
z+3 ., 2 21|, 2
1 z 1 z
Entonces X()=————— ‘Z‘>0
2z+1 2z+3

Puesto que la ROC de X,(z) es |z| > 0, x,[n] es una secuencia por la derecha, y de la tabla 4-1, obtenemos
1 n n
xl[n]=5[(— D" = (=3)"Juln]
Asi, de la ecuacion (4.84) obtenemos
/i 1\n—l oyl _ l _\n—3 ___ Aa\n—3 _
x[n]=[(=D (=3)" uln 1]+2[( D (=3)" “luln—3]
3 e e
FIIEDT (=3 Juln 5]
4.24. Encuentre la transformada z inversa de

X(2)= |2|>]al

o
(1—az 'y

1 22
X(z)= = 4.85
@ (I—az ") (z—a) |<[>la| ( )

De la ecuacion (4.78) (problema 4.12)

na" \un] — = _Za)z |z|>]al (4.86)

Ahora, de la ecuacién (4.85) X(2)= ZL < 2 } ‘ z ‘ > ‘ a ‘
z—a

y aplicando la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.20) a la ecuacion (4.86), obtenemos que
x[n] =+ 1)a"uln + 1] = (n + Da"uln] (4.87)
puesto que x[—1] = O paran = —1.
FUNCION DEL SISTEMA
4.25. Por medio de la transformada z, vuelva a realizar el problema 2.28.

Del problema 2.28, x[n] y h[n] estan dadas por

x[n] = u[n] h[n] = a"uln] o< a<l
De la tabla 4-1 x[n]=u[n]<—>X(z):il |z|>]1]
-
hlnl=a’uln] < H@)=—— |z|>|a|
—a

Entonces, por la ecuacién (4.40)

Y(2)=X()H(z)= (

I ‘Z‘>1
2= Diz—a)

A través de la expansion en fracciones parciales, tenemos que
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Y& _ i _ a9
z (@-Dz-a) z-1 z-a
4 1 ,
donde o= < = C2:L ==
z—a| -« z—1| _ l-a
z=1 =a
1 Z o Z
De este modo, Y(2)= - |z|>1
l—az-1 l—-az—«a

Al tomar la transformada z inversa de Y(z), obtenemos que

_ n—l1
uln] —La"u[n] = (laju[n]
11—« -«

vl =—

lo cual es igual a la ecuacién (2.134).
Mediante la transformada z inversa, vuelva a hacer el problema 2.29.
a) Del problema 2.29a), x[n] y h[n] estan dadas por

x[n] = a"u[n] h[n] = B"uln]

Z

De la tabla 4-1 x[n]=a"uln] < X(z) = |z|>]«|
-
z
i) = Buln] < H() = — |2|>[8]
2
Entonces Y(@)=X@H(@)=—————— [z|>mix(a,p)
(z—a)(z—P)
Por medio de la expansion en fracciones parciales, tenemos que
Y(@) _ z -4 . 9
. (@-)iz—=p) z-a z—PB
donde = < =2 = < - P
Z_B =« a_B tTa z=pB a_ﬁ
De este modo, Y(2)= a : B < ‘ Z ‘ > max(a, B)
a—Bz-a a—Bz—p
n+l _ pn+l
y sin=| %o = B g upmy=| =Py
a—pB a—pB a—pB
lo cual es lo mismo que la ecuacién (2.135). Cuando « = 3,
Z
Y()=——— 71> a
oy
Al usar la expansion en fracciones parciales tenemos que
Y@ _ oz _ Ay i Ay
Z z—aP z—a (E-a)’
donde Ay=z| _, =«
y M o
z—a) z-a (z-a)
Si establecemos z = 0 en la expresion anterior, tenemos que
1
0=- l +——A =1
a o«
Asi, Y(2)= Loy % ‘z‘>a

I~ (z—a)2
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y de la tabla 4-1 obtenemos
y[n] = (a" + na™) uln] = " (1 + n)u[n]

De esta forma obtenemos el mismo resultado que la ecuacién (2.135).
b) Del problema 2.29b), x[n] y h[n] estan dadas por
x[n] = a"uln] hln] = a " u[—n] 0<a<l

De la tabla 4-1 y la ecuacién (4.75)

x[n]:a("u[n]<—>X(z):L ‘z‘>‘a‘
I—a
_ 1 1 1
hinl=a "u[—n) < H(z)= =— 7|<i—
1—az a(z—1/a) ‘ ‘ ‘a‘
Entonces Y(Z):X(Z)H(Z):_l+ 0‘<‘Z‘<l
a(z—a)z—1la) a
Al utilizar la expansion en fracciones parciales tenemos que
Yo_ 1 v _ 1l ¢q €
z a(z—a)z—1a) alz—a z-la
donde = ! =-— a2 Cy = ! = a2
—laj _ -« 2ol y, e
De este modo, Y(2)= 12 S 12 < a<‘z‘<l
l—-a"z—a l1-a  z-1lja a
y de la tabla 4-1 obtenemos
1 1 1)
ylnl=—— a"uln] - —|—=| ul=n-11
1—a? 1—a? 1o
= lza"u[n]+ 2017”14[77171]2 1204‘"‘
-« l—« l—«

y esto es igual a la ecuacion (2.137).

4.27. A través de la transformada z, vuelva a hacer el problema 2.30.
De la figura 2-23 y la definicién (4.3)

xn]={1,1,1,1} > X(@)=1+z"+72773
hln)={l,1,1} <> HZ) =1+z"4+772
De esta forma, por la propiedad de convolucion (4.26)
Y(z2)=X()HEZ)=~0+ I 2_3)(1 +7 1+ z_z)
=142z 43772433 427 40
Por tanto, hln] = {1,2,3,3,2,1}
que es el mismo resultado obtenido en el problema 2.30.

4.28. Con la transformada z vuelva a hacer el problema 2.32.

Sean x[n] y h[n] la entrada y la salida del sistema. Entonces

x[nl=uln] —X@=—— |z|>1
z—1

yinl=a"uln] < Y(@)=——  |z|>]|a
— o
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Y -1
Entonces, por la ecuacién (4.41) H(z)= Y@ =z
X7) z—«

<[> a

Mediante la expansion en fracciones parciales tenemos que

H(z): z—1 _a,. o

b4 (z—a) z -«

1 | ~1 -1 1-
donde C]:Z =— szz ===
1o, @ 2 =g @ o
1 1-
De este modo, H@=———2-2 |2[>a
o o -

Al tomar la transformada z inversa de H(z) obtenemos

l—a

hin] :lﬁ[n] — a"uln]
@
1 -«
Cuandon = 0, h[0]=———=1
a e
1 n=0
Entonces h[n]= 1
—(1—a)" n=1

Asi, h[n] puede volver a escribirse como
hln] = 8[n] — (1 — @) & 'uln — 1]
y éste es el mismo resultado que el obtenido en el problema 2.32.

4.29. Se determina que la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto es la expresion 2(1 / 3)" u[n] cuando la
entrada x[n] es u[n].

a) Encuentre la respuesta al impulso h[#n] del sistema.
b) Encuentre la salida y[n] cuando la entrada x[n] es igual a (1 / 2)"'uln].

a) )c[n]:u[n]<—>X(Z):i1 ‘z‘>l
-
1) 2 I
y[nl=2|—=| uln] <Y (z)=—= z|>=
3 1 3
7—=
3
Por tanto, la funcién del sistema H(z) es
Y 2(z—1 1
H(z)zﬁ: =D z|> =
X@ 1 3
3
Con el uso de la expansién en fracciones parciales tenemos que
H® _ 2e-D) _a, o
1
Z 1 z .1
7|z —
donde = 2z _11) 6 = 22— 4
7—— =13
3 z=0
z 1
Asi, Hlz]=6—4—— ‘z‘>§



PROBLEMAS RESUELTOS

Tomando la transformada z inversa de H(z), obtenemos

hln]=6686[n]— 4[;) uln]

1) 1
b) x[n]=|—| uln]< X()= ‘ ‘Z‘>*
2 1 2
z
2
2z(z—1 1
Entonces Y(2)=X()H(z)= _2zzmh |z| 5
1 1
2=—||z——
Nuevamente, por la expansion en fracciones parciales, tenemos que
Y(z) _ 2(z—1) __q 1 n c21
) z— L 7= L=y e
2 3 3
donde o =2"D _11) —6 c=227D _11) 8
== ==
3 z=1/2 2 z=1/3
1
De esta forma, Y(z)=—6 Zl+8 Zl ‘Z‘>E
- E o 5

Tomando la transformada z inversa de Y(z), obtenemos

y[n]—{—6[é} + 8[;) ]u[n]

4.30. Si un sistema LIT de tiempo discreto es estable en el sentido BIBO, demuestre que la ROC de su funcién del

4.31.

sistema H(z) debe contener el circulo unitario; es decir,

z|=1.

Un sistema LIT de tiempo discreto es estable BIBO en el sentido si y s6lo si su respuesta al impulso /i[n] es absolutamente
sumable, esto es [ecuacion (2.49)]

2 [nlnl|<e
P
Ahora H(z)= 2 hin]z™"
Sea z = ¢/ de manera que |z| = |¢/?| = 1. Entonces

i h[nle /¥

n=—oo

=3 | nlnje " |= S | hin]|< o

n=-—oco n=-—oco

-

Por consiguiente, vemos que si el sistema es estable, entonces H(z) converge para z = ¢/®. Es decir, para un sistema LIT de
tiempo discreto estable, la ROC de H(z) debe contener al circulo unitario \z| =1

A través de la transformada z, vuelva a realizar el problema 2.38.
a) Del problema 2.38, la respuesta al impulso del sistema es
hin]l=a"uln]

Entonces H(Z):i |z|>|e|
a



CAPITULO 4 LA TRANSFORMADA Z Y LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

Puesto que la ROC de H(z) es |z\ > |a , 2 = oo estd incluido. De este modo, por el resultado del problema 4.5 conclui-
mos que h[n] es una secuencia causal. De esta forma el sistema es causal.
b) Si |a\ > 1,1a ROC de H(z) no contiene el circulo unitario |z\ = 1, por tanto el sistema no serd estable.

Si |a| < 1,1a ROC de H(z) contiene el circulo unitario |z| = 1, por tanto, el sistema sera estable.

4.32. Un sistema LIT causal de tiempo discreto se describe mediante
3 1
y[n]—zy[n—1]+§y[n—2]=X[n] (4.88)

donde x[n] y y[n] son la entrada y la salida, respectivamente.

a) Determine la funcién del sistema H(z).
b) Encuentre la respuesta al impulso i[n] del sistema.
¢) Encuentre la respuesta al escalén s[n] del sistema.

a) Al tomar la transformada z de la ecuacién (4.88) obtenemos

3 71 1 72
Y(2) - 27 Y@+ -2 Y()=X
(2) 2 z Y(2) 3 z Y(2)=X(©)

0 1-——z +—z “|Y(2)=X(z
[ 1 g ] (2)=X(2)
2
De este modo, H(z)= Y@ _ 3 ! i = é I
X@ -2yl 22y
4 8 4 8
2 1
——— >3
1 1
7 — ||~ —
2 4
b) Con el uso de la expansion en fracciones parciales, tenemos que
H(z) _ z _ < cy
) R | =2 =g
2 4 4
donde = Zl =2 = Zl =—1
z—— Z— =
4 =1 2 1=
Asi H(z)=2—— -~ \z\>l
’ T 2
2 4
Al tomar la transformada z inversa de H(z) obtenemos que
1 n 1 n
h[n]=|2|—| —|—| |uln
[n] [ [2] [4J} [n]
) x[n]:u[n]eX(z):L] |z|>1
-
2

Entonces Y(2)=X(2)H(z2)= |z|>1

e

De nueva cuenta, al usar la expansion en fracciones parciales tenemos que



4.33.

4.34.

PROBLEMAS RESUELTOS

donde oq=—< | =8 o= 2
1 1 3 1
z——|lz—— (z—Djz——
2 4 o 4
PR SRR R |
3 | 3
(z=Djz——
2) ) cia
8 z b4 1 z
De esta manera, Y(z)=— -2 +— ‘Z‘>1
32-1 T, 13 1
2 4

Al tomar la transformada z inversa de Y(z) obtenemos

yln]=s[n]= li - 2[;} + ;[i} ]u[n]

Mediante la transformada z inversa, vuelva a hacer el problema 2.41.
Como en el problema 2.41, de la figura 2-30 observamos que
gln] = 2g[n — 1] + x[n]
ylnl = gln] + 3q[n — 1]
Al tomar la transformada z de las ecuaciones anteriores obtenemos
0)=2z"0(@) + X(2)
Y(z) = 0() + 3271 0(z)
Al reacomodar obtenemos
(1 =227H0(2) = X(2)
(1+327H0(@) = ¥(2)

_ Y@ _1+3"
X(z) 1-277"

de lo que se obtiene H(z)

Al reescribir la ecuacién (4.89) tenemos que
(I =2z HY(2) = (1 + 3z HX(2)
0 Y(z) — 277 'Y(z) = X(z) + 377 ' X(2)

Si tomamos la transformada z inversa de la ecuacién (4.90) y por medio de
la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.18), obtenemos

yln] — 2y[n — 1] = x[n] + 3x[n — 1]
y esto es igual a la ecuacion (2.148).

Considere el sistema de tiempo discreto mostrado en la figura 4-8.
(Para cudles valores de £ el sistema es estable en el sentido BIBO?

De la figura 4-8 observamos que
k
g[n]=x[n]+ Eq[n -1

k
yln]=gln]+ gq[n —1]

x[n]

(4.89)

(4.90)

+
v
e

A
qln—1]
N

<

_@

+

qln]

+

v

Figura 4-8

yln]
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Al tomar la transformada z de las ecuaciones anteriores, obtenemos
ko
0(z)=X(2)+ 52 0(2)

Y@=0@)+5: 00

Al reacomodar términos tenemos que [ - % ZlJ 0(2)=X(2)
ko

[1 32 ]Q(Z) =Y(2)

+ o+
de lo que obtenemos H(z):@:1 (k/3)z_1 =% ki3 ‘z‘>‘ﬁ‘
X(z) 1-(k/2)z z—k/2 2

lo que demuestra que el sistema tiene un cero en z = —k/3 yunpoloenz = k/2 y que laROC es |z\ > \k/z | De esta forma,
como se muestra en el problema 4.30, el sistema serd estable en el sentido BIBO si la ROC contiene al circulo unitario,
|z| = 1. Por consiguiente, el sistema es estable sélo si | k| < 2.

TRANSFORMADA Z UNILATERAL

4.35. Encuentre la transformada z unilateral de las siguientes x[n]:

a) x[n] = d"uln]
b) x[n] = a""'uln + 1]

a) Puesto que x[n] = 0 paran < 0, X,(z) = X(2), y del ejemplo 4.1 tenemos que

1
X@=—==——|z>[d] (a.91)
1—az z—a

b) Por la definicion (4.49) tenemos que

X[(Z) — 2 an+1u[n + l]Z_n _ 2 an+]Z—n =a 2 (az—l)n
n=0 n=0 n=0
o= |2[>]d (@92)
1—az z—a

Advierta que en este caso x[n] no es una secuencia causal; por tanto, X,(z) # X(z) [vea la ecuacién (4.73) en el problema
4.10]

4.36. Verifique las ecuaciones (4.50) y (4.51); esto es, param = 0,

a) x[n—m] <z "X, (z) + 7ML X[=1] + 7" 2 [=2] + -+ +x[—m]
b) x[n+m] < z"X,(z) — z"x[0] — z" " 'x[1] — --- — zx[m — 1]

a) Por la definicion (4.49) con m = 0y a través del cambio de variable kK = n — m, tenemos que

oo oo

Bl{x[n_m]} = 2 x[n —m]zfﬂ = 2 x[k]zf(nﬁk)

n=0 k=—m
=z "IN x[klzF + Y xlk1"
k=0 k=-1

=7 "{X,(2)+ x[— lz+x[—2]z% + -+ x[— m]z"}
=7 "X, () +z " Tx[—1]+ 2" K[ 2]+ o+ x[— m]



4.37.

4.38.

PROBLEMAS RESUELTOS

oo oo

b) Conm=0 3{xn+mly = x[n+mlz "=y x[k]z *™
n=0 k=m
— " ix[k]z*k —mzlx[k]z*"
k=0 k=0
=2"(X,(2) = (x[0]+ x[1]z + o+ x[m = 1]z "))
=2"X,(2) = 2"x[0] =" x (1] =+ — zx[m — 1]
Mediante la transformada z unilateral, vuelva a efectuar el problema 2.42.
El sistema esté descrito como x[n] = ay[n — 1] = x[n] (4.93)
cony[—1] = y_, y x[n] = Kb"u[n]. Sea x[n] < Y/(2)

Entonces, de la ecuacion (4.50)

yin =1 <z, @) +y[-11=z""Y,() +y_
De la tabla 4-1 tenemos que x[n]<—>X1(z)=K% ‘z‘>‘b‘
-

Si tomamos la transformada z unilateral de la ecuacion (4.93), obtenemos

Y, () —alz Y () +y ) =K ——

z—b

o (-az W, ()=ay_, +K——

z—b

o (Z—ajyl(z):ayl+](z

Z z—b

b4 2
De este modo, Y, (2)=ay_ K

1(2) Y1Z_ (z—a)z—b)

Por medio de la expansion en fracciones parciales, obtenemos

K
Y@ =ay,—+ [” S ]
Z—da

b—a

Con la transformada z inversa de Y/(z), obtenemos

ylnl=ay _,a"uln] + KLb”u[n] -k
b—a b

n+l _ n+l
= [y_la"“ +Kba]u[n]

y esto es igual a la ecuacion (2.158).

a"uln]

Determine la salida y[n] para cada una de las siguientes ecuaciones en diferencias con su entrada y condiciones
iniciales asociadas:

a) yln] =5yln = 11 = x{n], con x[n] = G, y[—1] = 1
b) 3yln] = 4yln — 11 + yln — 2] = x{n], con x[n] = (3)", y[—1] = 1, y[-2] =2

1
a) x[n] < X,(z2)=—— \z\>‘§‘

7 —

W | =
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Al tomar la transformada z unilateral de la ecuacion en diferencias dada, obtenemos
@ =S (@11 = X
Al sustituir y[—1] = 1 y X,(z) en la expresion anterior, obtenemos que

1 -1 1 Z
1-—z Y, ()==+
[ 5 2 ] 1(2) 5 I

z7——

7—=
1
0 2ly,(5)=~+—=
b4 2 _1
z
3
2
Asi, Y, ()=t 2+ < YA S Y
1 : ) 2. 1 1
Z_2 —— | z—— Z_E Z_g
2 3
1 n+l | n
Por tanto, n]l=17— —2| — n=-—1
b) sl =X, = ——  |z|>|%
1\% Z_l 2

2
Al tomar la transformada z unilateral de la ecuacion en diferencias dada, obtenemos
3Y,(z) —4{z7 ') + y[—1]) + {272Y, () + 2y [ 1] + y[-2]) = X,(2)
Si sustituimos y[—1] = 1, y[—2] = 2, y X,(z) en la expresion anterior, obtenemos que

4

GB-4z7 "+ ()=2—7"+ :
2

1
3(21)[Z3J 322—22+l
o Y, (2)= 2

2|2 —
2

De esta forma, Y, ()=
1 1
3-D|z——||z——
3z oz 1z
2z=-1 L2 z— 1
2 3
3 (1) 1f1)
P iguiente, =Z—|=| +=|= =-2
or consiguiente y[n] > [ ZJ 2 [ 3] n
4.39. Sea x[n] una secuencia causal y x[n] < X(z2)
Demuestre que x[0]= lim X(z) (4.94)
700

La ecuacion (4.94) se denomina teorema del valor inicial para la transformada z.



4.40.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

Puesto que x[n] = 0 para n < 0, tenemos

oo

X[z]= Y x[nlz " = x[0]+ x[1]z " +x[2]z > +---
n=0

A medida que z — o0, z" — 0 para n > 0. De este modo, obtenemos que

lim X(z) = x[0]

Sea x[n] una secuencia causal y x[n] < X(2)

Demuestre que si X(z) es una funcién racional con todos sus polos estrictamente dentro del circulo unitario
excepto, posiblemente en un polo de primer orden en z = 1, entonces

Iym x[N]= 11’11%(1 -z HX (@) (4.95)

La ecuacion (4.95) se conoce como feorema del valor final para la transformada z.
De la propiedad de desplazamiento en el tiempo (4.19) tenemos que

S{xln] = x[n = 11} = (1 = 27 HX(@) (4.96)
El lado izquierdo de la ecuacién (4.96) puede escribirse como

o N
N {x[n]—x[n =11}z " = lim Y {x[nl—x[n—17}z"
=0

n=0

Si ahora hacemos que z — 1, entonces de la ecuacion (4.96) tenemos que

N
lim(1—-z )X(z)= lim Y {x[n]—x[n—1]} = lim x[N]
z—1 N—>=>en:o N oo

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

441.

4.42.

4.43.

Encuentre la transformada z de las siguientes x[n]: 4.44. Verifique la propiedad de inversion del tiempo (4.23);

. | es decir,
a) x[n]=4—,1,——
) sm={11-1

X[ n] e X[l] R =%
b4
b) x[n]=28[n+2]—38[n—2]
" 4.45. Demuestre las siguientes propiedades para la transfor-
o) xlnl= 3[— %J uln] = 2(3)" ul—n—1] mada z:
a) Six[n] es par, entonces X(z ") = X(z).
n n b) Six[n] es impar, entonces X(z ') = —X(z).
1 1 . . .
d) x[n]=3 5 uln]—2 ) ul[—n—1] ¢) Six[n] es impar, entonces existe un cero en X(z) en
z=1.
Demuestre que si x[n] es una secuencia por la izquierda 4.46

. Considere la sefial de tiempo continuo
y X(z) converge para algtn valor de z, entonces la ROC

de X(z) es de la forma x(t) =e ™ 1=0
Izl <r o 0<lzl<r. Sea la secuencia x[n] una secuencia obtenida mues-
e e treando de manera uniforme x(f) de modo que x[n] =
donde r,,;, es la menor magnitud de cualquier polo de x(n T,), donde T es el intervalo de muestreo. Encuentre
X(2). la transformada z de x[n].
Dado X(z)= 2z=4) 4.47. Derive los siguientes pares de transformadas:
(z=D(E—=2)(z—3) > (cos O
z= —(cos Q)z
i i _ cos Qgn)uln] < z|>1
a) Esgi?iezca todas las posibles regiones de conver ( o) 22— (2cos Qg i1 | |
b) (Para cudl ROC X(z) es la transformada z de una (sen Qgmyun] < (sen )z |Z | -1

secuencia causal? 22— (2cos Qg)z+1
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4.48. Encuentre las transformadas z para las siguientes x[n]:
a) x[n]=m—3)u[n — 3]
b) x[n] = — 3)uln]
c¢) x[n] = ul[n] — uln — 3]
d) x[nl = n{uln] — uln — 31}
4.49. A través de la relacion
d'ulnl > ——  |z[>|al
z—a
encuentre la transformada z de las siguientes x[n]:
a) x[n] = na" 'uln]
b) x[n] =nm — 1)a" *uln]
o) x[nl=nn—1)(m—k+1)a" *uln]

4.50. Mediante la transformada z, verifique las ecuaciones
(2.130) y (2.131) en el problema 2.27; esto es,

a) x[n] *8[n] = x[n]
b) x[n]*6[n — nyl = x[n — ny]

4.51. Por medio de la transformada z vuelva a realizar el pro-
blema 2.47.

4.52. Encuentre la transformada z inversa de

X@) =e’ |z >0
4.53. A través del método de la division larga, encuentre la
transformada z inversa de las siguientes X(z):
z
a) X(@)=———, [z|<1
(z=1Dz—2) |
z
b) X(2)=—"—, 1<|z|<2
(z=1(z—2) 2
Z
¢) X()=————, |z|>2
) (z—D(z—2) |

4.54. Con el método de la expansién en fracciones parciales
vuelva a resolver el problema 4.53.

4.55. Considere el sistema mostrado en la figura 4-9. En-
cuentre la funcidn del sistema H(z) y su respuesta al
impulso A[n].

x[n] yln]
z
+
+
£
2
A
Z*]
Figura 4-9
4.56. Considere el sistema mostrado en la figura 4-10.

a) Encuentre la funcion del sistema H(z).

b) Encuentre la ecuacién en diferencias que relaciona
la salida y[n] con la entrada x[n].

»(5)

4.57.

4.58.

4.59.

4.60.

z >

e
)

s
o@‘

| . Z | -
VU L
+ yln]

>z
na%Y

Figura 4-10

Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya fun-
cién del sistema H(z) estd dada por

H(z)=—+
7

a) Encuentre la respuesta al escalon s[n].
b) Encuentre la salida y[n] a la entrada x[n] = n u[n].

1
\Z\>§

Considere un sistema causal de tiempo discreto cuya
salida y[n] y entrada x[n] se encuentran relacionadas
mediante

y[n]—%y[n—lHéy[n —2]=x[n]

a) Encuentre su funcion del sistema H(z).
b) Encuentre su respuesta al impulso A[n].

Por medio de la transformada z unilateral, resuelva las
siguientes ecuaciones en diferencias con las condicio-
nes iniciales dadas:

a) y[n] = 3y[n — 1] = x[n],
con x[n] = 4u[n], y[—1] =1

b) y[n] — Sy[n — 1] + 6y[n — 2] = x[n],
con x[n] = uln], y[—1] = 3,y[—2] =2

Determine los valores inicial y final de x[n] para cada
una de las siguientes X(z):




4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1 o 1
a) X(z)=—+z ——z 7,0<]|z
) X@)=3 . H

b) X(2)=27 =327, 0<|z|<eo
z2(5z—8) 1

[z+;](z—3)

d) X(z) sino existe.

o) X()= <|z|<3

Sugerencia: Proceda de una manera similar a la del pro-
blema 4.5.

a) 0<|z| <1,1<|z] <2,2<|z| <3,]z| >3
b) |z| >3

Sugerencia: Cambie la variable n a —n en la definicién
(4.3).

Sugerencia: a) Ultilice las ecuaciones (1.2) y (4.23).
b) Use las ecuaciones (1.3) y (4.23).
¢) Utilice el resultado del inciso b).

1
Xiz)=—
( ) 1—e aTg Z—l
Sugerencia: Haga uso de las féormulas de Euler.

1 . »
cosQyn =5(e190” + e /omy

1. »
senQOn=2—j(em°" —e ]90")

y utilice las ecuaciones (4.8) y (4.10) con a = e/,

Z
a) _—1)2, |Z|>1

(z
372 +4z

b , 1

) T 2>
_Z_

c) _1,|z|>1
Z_4zi2+3z |Z|>1
-

Sugerencia: Haga la diferenciacion en ambos lados de la
relacion dada de manera consecutiva con respecto a a.

z
— >
a) (z—a) |z|>]al

2z

by ———, >

) o el el
k'z

) T |z|>|a]

4.50.

4.51.
4.52.

4.53.

4.54.

4.55.

4.56.

4.57.

4.58.

4.59.

4.60.

Sugerencia: Utilice la ecuacién (4.26) de la transfor-
mada z y de los pares de transformadas 1 y 4 de la tabla
4-1.

Sugerencia: Utilice la ecuacién (4.26) y la tabla 4-1.

Sugerencia: Haga uso de la expansién en serie de po-
tencias de la funcién exponencial e’.

x[n]=a—r:u[n]
n!

[~ RN ]

31
AT }

a) x[n]={.., 0
T
by )=t =t oL o

T I
c) x[n]={0,1,3,7,15,...}

a) x[n] =1 —2"ul—n — 1]
b) x[n] = —u[n] —2"u[—n —1]
c¢) x[n] = (=1 + 2Muln]

1 1)
H()=——  hinl=|—
@=—— Hn [ZjuM]

by + bz 2

1+az"

+byz
2
+a,z

b) ylnl+ayln =11+ ayy[n —2]
=byx[n]+Dbx[n—1]+byx[n—2]

a) s[n]= {2 — [—;] :|u[n]
1 n
b) y[n]IZK—zj +n—11u[n]

a) H(z)=

s 14}

a) [n]——2+9(3)

9
=3)", n=-2
2() n

a) H(z)=

b) yln] =5 +8(2)" -

a) x[0] =2, x[e] =0
b) x[0] =0, x[e] =1



Analisis de Fourier de
senales y sistemas
de tiempo continuo

5.1 INTRODUCCION

En capitulos anteriores presentamos la transformada de Laplace y la transformada z para convertir las sefiales en el
dominio del tiempo en representaciones en el dominio s y el dominio z complejos que son, para muchos propoésitos,
mds convenientes para analizar y procesar. Ademds, mediante estas transformaciones se proporciona mayor cono-
cimiento acerca de la naturaleza y las propiedades de muchas sefiales y sistemas. En este capitulo y en el siguiente
presentaremos otras transformaciones conocidas como la serie de Fourier y la transformada de Fourier, las cuales
convierten sefiales en el dominio del tiempo en representaciones en el dominio de la frecuencia (o espectrales). Ade-
mds de proporcionar las representaciones espectrales de las sefiales, el andlisis de Fourier también es esencial para
describir ciertos tipos de sistemas y sus propiedades en el dominio de la frecuencia. En este capitulo nos introduci-
remos en el andlisis de Fourier en el contexto de las sefiales y sistemas de tiempo continuo.

5.2 REPRESENTACION EN SERIE DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

A. SENALES PERIODICAS

En el capitulo 1 definimos una sefial de tiempo continuo x(#) como periddica si existe un valor positivo distinto de
cero T para el cual
x(t+ T)=x(¢t) paratodat (5.1)

El periodo fundamental 7}, de x(#) es el valor positivo mds pequefio de T para el cual la ecuacién (5.1) se satisface, y
1 / T, = f, se conoce como frecuencia fundamental.
Dos ejemplos basicos de sefiales periddicas son la sefial senoidal real

x(t) = cos(wyt + ) (5.2)
y la sefial exponencial compleja
x(1) = el (5.3)

donde w, = 27/T, = 2f, se conoce como frecuencia angular fundamental.

B. REPRESENTACION DE LA SERIE DE FOURIER EXPONENCIAL COMPLEJA

La representacion de la serie de Fourier exponencial compleja de una sefial periédica x(f) con periodo fundamental
T, esta dada por
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x(t)= 2 ckejk“’ot Wy =— (5.4)

k=—oco0

donde ¢, se conocen como coeficientes complejos de Fourier y estdn dados por
1 — jkeot
o, =— | x(t)e 7" dt 5.5
e L (5.5)

donde [ 1, denota la integral sobre cualquier periodo y por lo regular se utilizan los intervalos 0 hasta T, o —T, / 2 hasta
TO/ 2 para la integracion. Al establecer k = 0 en la ecuacién (5.5) tenemos que

‘ =T—10 jTo xX(t) dt (5.6)

lo cual indica que ¢, es igual al valor promedio de x(¢) sobre un periodo.
Cuando x(7) es real, entonces de la ecuacion (5.5) se deriva que

c, =" (5.7)
donde el asterisco indica el complejo conjugado.

C. SERIE DE FOURIER TRIGONOMETRICA

La representacion de la serie de Fourier trigonométrica de una sefial periddica x(f) con periodo fundamental 7, estd
dada por

x(t)= Yo 4 Z (a; cos k wyt + by, sen kwyt) Wy = ZT—W (5.8)
k=1 0
donde a, y b, son los coeficientes de Fourier dados por
a _2 _[ x(t) cos kwyt dt (5.9a)
T, "To
by =2 | x(t)sen kayt di (5.9b)
T, " To
Los coeficientes a, y b, y los coeficientes de Fourier complejos ¢, se encuentran relacionados por (problema 5.3)
a .
70 = Q= T ey by = jex =) (5.10)

De la ecuacién (5.10) obtenemos
1 . 1 .
Cx :E(ak —Jjby) c_y :E(ak + jby) (5.11)
Cuando x(7) es real, entonces a, y b, son reales, y por la ecuacién (5.10) tenemos que
a, =2Re[¢; ] b, =—2Im[c¢,] (5.12)

SENALES PARES E IMPARES

Si una sefial periddica x(7) es par, entonces b, = 0y su serie de Fourier (5.8) contiene tinicamente los términos co-
seno:

x(t) =20+ 4, cos kgt w0y =27 (5.13)
k=1 Ty
Si x(#) es impar, entonces a, = 0y su serie de Fourier contiene sélo términos seno:
- 2
x(1) =" by sen kwyt 0= - (5.14)
0

k=1
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D. SEeRIE DE FOURIER EN FORMA ARMONICA
Otra forma de la representacion en serie de Fourier de una sefial periddica real x(f) con periodo fundamental 7}, es

_2m

x(1)=Cy+ Y, Cp costkwgt —6,) @, -,
0

k=1

(5.15)

La ecuacién (5.15) puede derivarse de la ecuacion (5.8) y se conoce como serie de Fourier en forma armonica de x(t).
El término C, se conoce como componente de cd, mientras que el término C,cos(kw,t — 6,) se denomina k-ésima
componente armonica de x(t). La primera componente arménica C, cos(w,t — 6,) se conoce cominmente como com-
ponente fundamental debido a que tiene el mismo periodo fundamental que x(#). Los coeficientes C, y los dngulos 6,
son las amplitudes y los dngulos de fase de las armonicas, respectivamente, y estdn relacionados con los coeficientes
de Fourier a, y b, por medio de

Co=% = +1? 6, =tan~' 2% (5.16)

2 ai

Para una sefal periddica real x(f), la serie de Fourier en términos de exponenciales complejas como los de la
ecuacion (5.4) es matematicamente equivalente a cualesquiera de las dos formas en las ecuaciones (5.8) y (5.15).
Aunque las dltimas dos son formas comunes para la serie de Fourier, la forma compleja en la ecuacién (5.4) es mas
general y, por lo general, mds conveniente; utilizaremos esa forma casi de manera exclusiva.

E. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Se sabe que una sefial periddica x(7) tiene una representacion en serie de Fourier si satisface las siguientes condicio-
nes de Dirichlet:

1. x(t) es absolutamente integrable sobre cualquier periodo; esto es,
| x| dr <o (5.17)
Ty

2. x(¢) tiene un nimero finito de maximos y minimos dentro de cualquier intervalo finito de 7.

3. x(#) tiene un nimero finito de discontinuidades dentro de cualquier intervalo finito de ¢, y cada una de estas dis-
continuidades es finita.

Observe que las condiciones de Dirichlet son suficientes, pero no necesarias para la representaciéon en serie de
Fourier (problema 5.8).

F. ESPECTROS DE AMPLITUDY DE FASE DE UNA SENAL PERIODICA
Expresemos a los coeficientes complejos de Fourier ¢, en la ecuacién (5.4) de la siguiente manera:
¢, = lc,| e (5.18)

A una gréfica de |ck| contra la frecuencia angular w se le llama espectro de amplitud de la sefal periddica x(¢), y a una
grafica de ¢, contra w se le conoce como espectro de fase de x(). Puesto que el indice k supone solamente enteros,
los espectros de amplitud y de fase no son curvas continuas sino que aparecen sélo como frecuencias discretas kaw,.
Por tanto, se les conoce como espectro de frecuencias discretas o espectro de lineas.

Para una sefial periddica real x(¢) tenemos que c_, = ¢;. De este modo,

|C7k| = |Ck| d),k = _¢k (5.19)

Por tanto, el espectro de amplitud es una funcion par de w, y el espectro de fase es una funcién impar de w para una
sefal periddica real.

G. CONTENIDO DE POTENCIA DE UNA SENAL PERIODICA

En el capitulo 1 (problema 1.18) introdujimos la potencia promedio de una sefal periddica x(7) sobre un periodo como

1 2
P | X ar (5.20)
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Si x(#) esta representada mediante la serie de Fourier exponencial compleja en la ecuacién (5.4), entonces puede
demostrarse que (problema 5.14)

1 2 < 2
T—OjTo|x(t)| =Y |c (5.21)

k=—c0

La ecuacion (5.21) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la serie de Fourier.

5.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

A. DE LA SERIE DE FOURIER A LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Sea x(f) una sefial no periddica de duracidn finita; es decir,
x=0 |i|>T

En la figura 5-1a) se ilustra una sefal de este tipo. Sea x;, (7) una sefial periddica formada al repetir x(7) con periodo
fundamental 7,, como se muestra en la figura 5-1b). Si hacemos que 7;, — oo, tenemos que

lim x; (1) =x(t) (5.22)
TO —>oe 0
x(1) AXT[)(I)
-7,0 T, ~T, Ty =T,0 T, T
2 2
a) b)

Figura 5-1 a) Senal no periddica x(¢); b) senal periddica formada por
extension periddica de x(7).

La serie de Fourier exponencial compleja de x, (7) esta dada por

=Y € w0, =27 (5.23)
k=—oo Ty
1 (T2 e
donde = J 7 T, (t) e ot g (5.24a)

Puesto que Xr, () = x(¢) para ‘t| <T, / 2 y también x(¢) = 0 fuera de este intervalo, la ecuacion (5.24a) puede volver
a escribirse como

Ty 12 . oo .
_[ ’ x(1) e *e0t gr = 1 Jimx(t) e koot gy (5.24b)

1
c = —_
K T, 7o/ T,

Definamos X(w) como
X@=] xtye " dr (5.25)

Entonces, de la ecuacién (5.24b), los coeficientes complejos de Fourier ¢, pueden expresarse como

¢, = Tixucwo) (5.26)
0

Sustituyendo la ecuacién (5.26) en la ecuacién (5.23), tenemos que

=3

xTO(t): z %X(kwo)ejkwol
k=—o0" 0

0 xTO(t)—— Z X(kay) e w, (5.27)
T
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A medida que T, — oo, w, = 27 / T, se convierte en infinitesimal (w, — 0). De este modo, sea w, = Aw. Entonces la
ecuacion (5.27) se convierte en

o

1

xg, ()| —— Y X(kAw) " Aw (5.28)
07Ty > D p P
- — 1 . S jkAwr
Por consiguiente, x(1) T})n_l)lmxTO ) ilglo 5 2 X(kAw) e Aw (5.29)

k=—co

La suma del lado derecho de la ecuacién (5.29) puede visualizarse como el 4rea bajo la funcién X(w)e’”, como se
muestra en la figura 5-2. Por tanto, obtenemos

x(6) = % |7 X@e™ do (5.30)

lo cual es la representacion de Fourier de una sefal x(¢) no periddica.

X(w)el®!
_\ Area = X(kAw) e/ Aw
X(kAw)e /A0t ====nmnmmnnnnn- §
—>{Awfe
0 kAw w

Figura 5-2 Interpretacion gréfica de la ecuacién (5.29).

B. PARDE LATRANSFORMADA DE FOURIER

La funcién X(w) definida por la ecuacién (5.25) se conoce como transformada de Fourier de x(f), mientras que la
ecuacion (5.30) define la transformada de Fourier inversa de X(w). De manera simbdlica se denotan mediante

=

X@=Fxn} =] _xt)ed (5.31)

() =F " (X(w)} = if«: X(w)e! do (5.32)

y decimos que x(7) y X(w) forman un par de transformadas de Fourier denotado por

x(1) < X(w) (5.33)

C. EspPeEcTRO DE FOURIER

La transformada de Fourier X(w) de x(¢) es, en general, compleja, y puede expresarse como
X(w) = | X(w)| e/@ (5.34)

Por analogia con la terminologia utilizada para los coeficientes complejos de Fourier de una sefial periddica x(¢), la
transformada de Fourier X(w) de una sefial no periddica x(¢) es la especificacion en el dominio de la frecuencia de x(7)
y se hace referencia a ella como espectro (o espectro de Fourier) de x(t). La cantidad \X(a)) \ $€ conoce como espectro
de magnitud de x(t), mientras que ¢(w) se denomina espectro de fase de x(t).

Si x(7) es una sefal real, entonces de la ecuacion (5.31) obtenemos

oo

X(~w)= | _x)e’dr (5.35)
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Entonces se deriva que X(—w) = X*(w) (5.36a)
y |X(—w)| = [ X(w)] d(—w) = —d(w) (5.36b)

Por tanto, como en el caso de las sefiales periddicas, el espectro de amplitud \X(w)| es una funcion par y el espectro
de fase ¢(w) es una funcién par de w.

D. CONVERGENCIA DE LAS TRANSFORMADAS DE FOURIER

Del mismo modo que en el caso de las sefiales periddicas, las condiciones suficientes para la convergencia de X(w)
son las siguientes (de nueva cuenta, se hace referencia a ellas como las condiciones de Dirichlet):

1. x(f) es absolutamente integrable; es decir,
[ Jx@dr <eo (5.37)

2. x(¢) tiene un nimero finito de maximos y minimos dentro de cualquier intervalo finito.

3. x(¢) tiene un numero finito de discontinuidades dentro de cualquier intervalo finito, y cada una de estas discon-
tinuidades es finita.

Aunque las condiciones de Dirichlet anteriores garantizan la existencia de la transformada de Fourier para una sefial,
si se permiten las funciones impulso en la transformada, las sefiales que no satisfacen estas condiciones pueden tener
transformadas de Fourier (problema 5.23).

E. CONEXION ENTRE LA TRANSFORMADA DE FOURIERY LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La ecuacion (5.31) define la transformada de Fourier de x(f) como

oo

X(w)= J_wx(t)e_j‘”’dt (5.38)

La transformada de Laplace bilateral de x(¢), como se define en la ecuacién (4.3), estd dada por

oo

X(s)= ] _xyedr (5.39)

Comparando las ecuaciones (5.38) y (5.39), observamos que la transformada de Fourier es un caso especial de la
transformada de Laplace en la cual s = jw; esto es,

X(s)|S:jw =F{x(t)} (5.40)
Si establecemos s = o + jw en la ecuacion (5.39) tenemos que

oo

X(o+ jo)= J‘_wx(t)e—(u-%—jw)tdt - J:c[x(t)e—m] oI gy

0 X(o+ jo)=F{x(t)e 7"} (5.41)

lo que indica que la transformada bilateral de Laplace de x(f) puede interpretarse como la transformada de Fourier
de x(H)e™"".

Puesto que la transformada de Laplace puede considerarse una generalizacion de la transformada de Fourier en
la cual la frecuencia estd generalizada de jw a s = o + jw, la variable compleja s a menudo se conoce como frecuen-
cia compleja.

Observe que puesto que la integral en la ecuacion (5.39) estd denotada por X(s), la integral en la ecuacién (5.38)
puede denotarse como X(jw). De este modo, en el resto de este libro tanto X(w) como X(jw) significardn lo mismo si
asociamos la transformada de Fourier con la transformada de Laplace. Debido a que la transformada de Fourier es
la transformada de Laplace con s = jw, no debe suponerse automdticamente que la transformada de Fourier de una
sefial x(7) es la transformada de Laplace con s reemplazada con jw. Si x(f) es absolutamente integrable, es decir, si
x(7) satisface la condicion (5.37), la transformada de Fourier de x(¢) puede obtenerse de la transformada de Laplace
de x(#) con s = jw. Esto no es cierto en general en sefiales que no son absolutamente integrables. Los siguientes
ejemplos ilustran los enunciados anteriores.
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EJEMPLO 5.1 Considere la funcién impulso unitario &(f).
De la ecuacion (3.13), la transformada de Laplace de 6(7) es

Lo} =1 para toda s (5.42)
Por las definiciones (5.31) y (1.20), la transformada de Fourier de 6(f) es

FLaw) =] _se'di=1 (5.43)
De este modo, la transformada de Laplace y la transformada de Fourier de 6(¢) son la misma.
EJEMPLO 5.2 Considere la sefial exponencial

x(t) = e “u(r) a>0
De la ecuacion (3.8), la transformada de Laplace de x(7) estd dada por
F{x)} =X(s)= ﬁ Re(s)>—a (5.44)

Por la definicion (5.31), la transformada de Fourier de x(7) es

=
—oo

Flxn)=X(@)= | e u(ye ' dr

= [T etariong =1 (5.45)
0 atjo
De esta forma, al comparar las ecuaciones (5.44) y (5.45) tenemos
X(w) = X(5)| o (5.46)
Observe que x(f) es absolutamente integrable.
EJEMPLO 5.3 Considere la funcién escalon unitario u(z).
De la ecuacion (3.14), la transformada de Laplace de u(f) es
Plu)) =1 Re(s)> 0 (5.47)
S
La transformada de Fourier de u() estd dada por (problema 5.30)
Flu(t)} = w(w) + (5.48)
jw

De esta manera, la transformada de Fourier de u(f) no puede obtenerse a partir de su transformada de Laplace. Ob-
serve que la funcién escalén unitario u(f) no es absolutamente integrable.

5.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DE TIEMPO CONTINUO

Las propiedades basicas de la transformada de Fourier se presentan en la siguiente discusién. Muchas de estas pro-
piedades son semejantes a las correspondientes a la transformada de Laplace (véase la seccién 3.4).

A. LINEALIDAD
ax,(t) + a,x,(t) < a X, (0) + a,X,(w) (5.49)

B. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
x(t —15) = e " X (w) (5.50)

La ecuacién (5.50) muestra que el efecto de un desplazamiento en el dominio del tiempo sélo implica agregar un
término lineal —wt, al espectro de fase original f(w). Esto se conoce como desplazamiento de fase lineal de la trans-
formada de Fourier X(w).
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C. DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA
e x(t) — X(w — w,) (5.51)

En ocasiones, la multiplicacién de x(¢) por una sefial exponencial compleja e/“’ se llama modulacién compleja. De
este modo, la ecuacién (5.51) muestra que la modulacién compleja en el dominio del tiempo corresponde a un des-
plazamiento de X(w) en el dominio de la frecuencia. Observe que la propiedad de desplazamiento en la frecuencia
[ecuacidn (5.51)] es la propiedad dual de desplazamiento en el tiempo [ecuacién (5.50)].

D. ESCALAMIENTO EN EL TIEMPO

xat)— - X [2] (5.52)

|a] \a

donde a es una constante real. Esta propiedad se obtiene directamente de la definicidn de la transformada de Fourier.
La ecuacioén (5.52) indica que al escalar la variable de tiempo 7 por el factor a provoca un escalamiento inverso de la
variable de frecuencia w por 1 / a,y un escalamiento en amplitud de X(w/ a) por 1 / \ a ’ De este modo, la propiedad de
escalamiento (5.52) implica que la compresion en el tiempo de una sefial (@ > 1) produce su expansion espectral, y
la expansién en el tiempo de la sefial (@ < 1) produce su compresién espectral.

E. INVERSION DEL TIEMPO
x(—1) < X(—w) (5.53)

De este modo, la inversién del tiempo de x(f) produce una inversién semejante del eje de la frecuencia para X(w). La
ecuacion (5.53) se obtiene facilmente al establecer a = —1 en la ecuacién (5.52).

F. DUALIDAD (O SIMETRIA)
X(t) < 27mx(— ) (5.54)

La propiedad de dualidad de la transformada de Fourier tiene implicaciones significativas. Esta propiedad nos per-
mite obtener ambos pares de transformadas de Fourier a partir de una evaluacién de la ecuacion (5.31) (problemas
520y 5.22).

G. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

< joX(w) (5.55)

dx(t)
dt

La ecuacion (5.55) muestra que el efecto de la diferenciacion en el dominio del tiempo es la multiplicacién de X(w)
por jw en el dominio de la frecuencia (problema 5.28).

H. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA
. dX(w
(—jtx() - L) (5.56)
dw
La ecuacioén (5.56) es la propiedad dual de la ecuacién (5.55).

l. INTEGRACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

" xr)dr < 7X(0)5(0) + - X(w) (5.57)
. P
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Puesto que la integracién es la inversa de la diferenciacidn, la ecuacion (5.57) muestra que la operacién en el domi-
nio de la frecuencia correspondiente a la integracién en el dominio del tiempo es la multiplicacién por 1 / jw, pero se
necesita un término adicional para explicar un posible componente de cd en la salida del integrador. Por consiguiente,
a menos que X(0) = 0, se produce un componente de cd por el integrador (problema 5.33).

J. CONVOLUCION
x,(1) * x, (1) < X, () X,(w) (5.58)

La ecuacién (5.58) se conoce como teorema de convolucion del tiempo, y establece que la convolucién en el domi-
nio del tiempo se convierte en multiplicacién en el dominio de la frecuencia (problema 5.31). Como en el caso de
la transformada de Laplace, esta propiedad de convolucién juega un papel importante en el estudio de los sistemas
LIT de tiempo continuo (seccién 5.5) y también forma el fundamento para nuestra discusion de filtros (seccion 5.6).

K. MULTIPLICACION

550 < - X (@) X (@) (5.59)

La propiedad de multiplicacion (5.59) es la propiedad dual de la ecuacién (5.58) y se conoce a menudo como teo-
rema de convolucion de la frecuencia. De esta forma, la multiplicacion en el dominio del tiempo se convierte en la
convolucidén en el dominio de la frecuencia (problema 5.35).

L. PROPIEDADES ADICIONALES
Si x(7) es real, sea x(1) = x () + x (1) (5.60)
donde x,(7) y x,(¢) son las componentes par e impar de x(), respectivamente. Sea

x(1) < X(w) = A(w) + jB(w)

Entonces X(—w) = X*(w) (5.61a)
X, () < Re{X(w)} = A(w) (5.61b)
x (1) <> j Im{X(w)} = jB(w) (5.61c)

La ecuacion (5.61a) es la condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real (problema 5.39). Las ecuaciones
(5.61b) y (5.61¢c) muestran que la transformada de Fourier de una sefial par es una funcién real de w y que la trans-
formada de Fourier de una sefial impar es una funcién imaginaria pura de w.

M. RELACIONES DE PARSEVAL

J” nox,man=]" x,0x0)da (5.62)
| xox@di= i I X@X,(~w)do (5.63)
" s ar= i 7 1x@] do (5.64)

La ecuacién (5.64) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la transformada de Fourier.
Observe que la cantidad en el lado izquierdo de la ecuacién (5.64) es el contenido de energia normalizada E de x(¢)
[ecuacion (1.14)]. La identidad de Parseval nos dice que este contenido de energia E puede calcularse al integrar
‘X(a)) ‘2 sobre todas las frecuencias w. Por esta razén, a menudo se conoce a ‘X(w) 2 como espectro de densidad de
energia de x(t), y la ecuacién (5.64) también se conoce como teorema de la energia.

La tabla 5-1 contiene un resumen de las propiedades de la transformada de Fourier que se presentan en esta
seccién. En la tabla 5-2 se proporcionan algunas sefiales comunes y sus transformadas de Fourier.




5.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO CONTINUO

Tabla 5-1 Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Seial Transformada de Fourier
x(1) X(w)
x,(1) X, (w)
x,(1) X,(w)
Linealidad ax, (1) + a,x,(1) a,X,(w) + a,X,(w)

Desplazamiento en el tiempo

Desplazamiento en la frecuencia

Escalamiento en el tiempo

Inversién del tiempo

Dualidad

Diferenciacion en el tiempo

Diferenciacion en la frecuencia

Integracion
Convolucién
Multiplicacién

Seiial real

Componente par

Componente impar

Relaciones de Parseval

j;xl()\)xz(/\) dx =j:X1(A)x2(A) d\

o 1 re
[ xx,0) dr =;J‘_WX1(w)X2(—w) dw

x(t—1,)
e/t x(1)
x(at)

x(—1)
X(®)

dx(t)
dt

(=jx(t)

J; x(7) dr
X, (8) * x,(1)
x, (1) x,5(1)

x(1) = x,(0) + x,(0)

x,(1)
x,(0)

o 1 re
|7 Jxo)? dt:ZTL\X(w)P do

e~ X(w)
X(w — wy)
()
X(—w)
27 x(—w)

JjoX(w)

dX(w)
dw

7X(0) 3(w)+_iX(a))
]w
Xl(w)Xz(w)
L X (0 X, ()
2ar

X(w) = A(w) + jB(w)
X(—w) = X*(w)
Re{X(w)} = A(w)

JIm{X(w)}= jB(w)
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Tabla 5-2 Pares comunes de transformadas de Fourier

x(®) X(w)
(1) 1
8(t — 1) e e
1 27mé(w)
eloot 2mé(w — w,)
cos w1 7[8(0 — w,) +o(w + )]
sen w, ¢ —jmlo(w —w,) = 8(w + w,)]
u(t m8(@) +
jo
1
u(— 1) () ——
J
e “u(t),a>0 L
jo ta
te “u(t),a>0 B
(jo + a)2
R 24
a’* +w?
1 a
—d|o|
e
a’+¢
e*atz La> 0 \/E e—w2/4a
a
1 [t|<a
pa (t) — | | a sen wa
0 |t|>a wa
1 |w|<a
senat pa(w) :{ | |
Tt 0 |w|>a
2
sgnt —
jw
= - 2
Y b —k1) 0y 3, 8 ~kay).wy ==
k=—oo k=—eco

5.5 LA RESPUESTA EN FRECUENCIA DE LOS SISTEMAS LIT
DE TIEMPO CONTINUO
A. RESPUESTA EN FRECUENCIA

En la seccién 2.2 demostramos que la salida y(7) de un sistema LIT de tiempo continuo es igual a la convolucién de
la entrada x(f) con la respuesta al impulso A(?); es decir,

y(t) = x(t) * h(t) (5.65)
Al aplicar la propiedad de convolucién (5.58) obtenemos
Y(w) = X(w)H(w) (5.66)

donde Y(w), X(w) y H(w) son las transformadas de Fourier de y(¢), x(7) y h(f), respectivamente. De la ecuacién (5.66)
tenemos que
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1 H
H(w)=12 (5.67) ()
! !
La funcién H(w) se conoce como respuesta en frecuencia del sistema. 8(1) Sistemna h(?)
Las relaciones representadas mediante las ecuaciones (5.65) y (5.66) se X0 > T () =x(t) *' h(t)
ilustran en la figura 5-3. Sea I I
H(w) = | H(w)| e/ (5.68) X(w) Y(w)=X(@)H(w)
Entonces \H(w)| se denomina respuesta de magnitud del sistema, y Figura 5-3 Relaciones entre entradas y
0,(w) respuesta de fase del sistema. salidas en un sistema LIT.
Considere la sefial exponencial compleja
x(f) = e/t (5.69)
con transformada de Fourier (problema 5.23)
X(w) = 2m6(w — ) (5.70)

Entonces, de las ecuaciones (5.66) y (1.26) tenemos que
Y(w) = 2mH(w,) 6(w — @) (5.71)
Al tomar la transformada de Fourier inversa de Y(w) obtenemos
¥(1) = H(wy) el (5.72)

lo cual indica que la sefial exponencial compleja e/“o' es una funcién propia del sistema LIT con un valor propio
correspondiente H(w,), como se observo previamente en el capitulo 2 (seccién 2.4 y problema 2.17). Ademads, por la
propiedad de linealidad (5.49), si la entrada x(f) es periddica con la serie de Fourier

x(t)= i c, e (5.73)

k=—co

entonces la salida y(#) correspondiente también es periddica con la serie de Fourier

o

yO)= Y, e H(kwy)e (5.74)
k=—co0

Si x(#) no es periddica, entonces de la ecuacién (5.30)
_ 1 - jowt
x(t)=— J. X(w) e dw (5.75)
2 ° e
y mediante la ecuacion (5.66), la salida correspondiente y(f) puede expresarse como
_ 1 « Jjot
=5 |7 HX() e do (5.76)
PP

De este modo, el comportamiento de un sistema LIT de tiempo continuo en el dominio de la frecuencia estd comple-
tamente caracterizado por su respuesta en frecuencia H(w). Sea

X(w) = [X(w)| @ Y(w) = |V(w)] e/ (5.77)

Entonces, de la ecuacion (5.66) tenemos que
[Y(w)| = | X(w)||Hw)| (5.78a)
Oy(w) = Oy(w) + 0, (w) (5.78b)

Por consiguiente, el espectro de magnitud |X(w) | de la entrada se multiplica por la respuesta de magnitud \H(w) | del
sistema para determinar el espectro de magnitud | Y(w)| de la salida, y la respuesta de fase 6,(w) se suma al espectro
de fase 6,(w) de la entrada para producir el espectro de fase 6,(w) de la salida. La respuesta de magnitud \H(w)| se
conoce a menudo como ganancia del sistema.
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B. TRANSMISION SIN DISTORSION

Para transmitir sin distorsién a través de un sistema LIT necesitamos que la forma exacta de la sefial de entrada se
reproduzca en la salida, aunque su amplitud puede ser diferente y estar atrasada en el tiempo. Por tanto, si x(¢) es la
sefal de entrada, la salida necesaria es

y(®) = Kx(t — t,) (5.79)

donde ¢, es el atraso en el tiempo (time delay) y K (> 0) es una constante de ganancia. Esto se ilustra en la figura
5-4a) y b). Tomando la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacién (5.79) obtenemos

Y(w) = Ke /? X(w) (5.80)

De esta forma, de la ecuacién (5.66) observamos que para una transmisién sin distorsion el sistema debe tener
H(w) = |H(w)| /@) = Kejtu (5.81)
De este modo, |Hw)| =K (5.82a)
0, (w) = —jwt, (5.82b)

Es decir, la amplitud de H(w) debe ser constante sobre todo el intervalo de frecuencias, mientras que la fase de H(w)
debe ser lineal con la frecuencia. Esto se ilustra en la figura 5-4¢) y d).

x(0) | H) |
AF------
; K
0 7 ; 0 Z)
a) )
(0
s —|"
0 : 0 ®
b) &) Declive = —t 5

Figura 5-4 Transmision sin distorsion.

DISTORSION DE AMPLITUD Y DISTORSION DE FASE

Cuando el espectro de amplitud ’H(a))‘ del sistema no es constante dentro de la banda de frecuencia de interés, los
componentes de frecuencia de la sefial de entrada se transmiten con una cantidad diferente de ganancia o atenuacion.
Este efecto se denomina distorsion de amplitud. Cuando el espectro de fase 6,(w) del sistema no es lineal con la
frecuencia, la sefal de salida tiene una forma de onda diferente de la sefial de entrada debido a los diferentes retar-
dos al pasar a través del sistema por los diferentes componentes de frecuencia de la sefial de entrada. Esta forma de
distorsién se denomina distorsion de fase.

C. SisTEMAS LIT CARACTERIZADOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

Como se discuti en la seccion 2.5, muchos sistemas LIT de tiempo continuo de interés practico se describen me-
diante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de la forma

k
2 a d (t) z ) d* x(t) (5.83)
k=0 k=0
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con M = N. Cuando tomamos la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacién (5.83) y por medio de la
propiedad de linealidad (5.49) y la propiedad de diferenciacion en el tiempo (5.55), tenemos que

N M
Y @ (jo) V()= b(jo) X(w)
k=0 k=0

N M
o Y(@) Y, a(jo) = X(0) Y b (jo) (5.84)

k=0 k=0

De este modo, de la ecuacion (5.67)

M
> b(jo)
H(w)= 1) — L (5.85)
X(w) .k
2 a,(jw)
k=0

que es una funcion racional de w. El resultado (5.85) es el mismo que el de la contraparte de la transformada de La-
place H(s) = Y(s)/ X(s) con s = jw [ecuacion (3.40)]; es decir,

H(w) = H(s)| = H(jo)

s=jo

5.6 FILTRADO

Una de las operaciones fundamentales en cualquier sistema de procesamiento de sefiales es el filtrado; éste es el
proceso mediante el cual las amplitudes relativas de los componentes de frecuencia en una sefial se modifican o
quiza algunos componentes de frecuencia se suprimen. Como vimos en la seccién precedente, para los sistemas LIT
de tiempo continuo el espectro de la salida es igual al de la entrada multiplicado por la respuesta en frecuencia del
sistema. Por tanto, un sistema LIT actida como filtro sobre la sefial de entrada. Aqui la palabra “filtro” se utiliza para
denotar un sistema que exhibe alguna clase de comportamiento selectivo de frecuencias.

A. FILTROS IDEALES DE FRECUENCIA SELECTIVA

Un filtro ideal de frecuencia selectiva es aquel que permite el paso exacto de sefiales en un determinado intervalo de
frecuencias y rechaza completamente el resto. La banda de frecuencias que pasa por el filtro se conoce como banda
de paso o pasa-banda, mientras que la banda de frecuencias rechazadas por el filtro se denomina banda de rechazo
o supresora de banda.

Los tipos mas comunes de filtros de frecuencia selectiva son los siguientes:

1. FILTRO IDEAL PASA-BAJAS
Un filtro ideal pasa-bajas (LPF, low-pass filter) estd especificado por

|w|<wc

1
H = 5.86
| @ | {O | 1) | > w, ( )

el cual se muestra en la figura 5-5a). La frecuencia w, se conoce como frecuencia de corte.

2. FILTRO IDEAL PASA-ALTAS
Un filtro ideal pasa-altas (HPF, high-pass filter) esta especificado por

|| <o (5.87)
|a)|> W,

0
H =
ol-|!

el cual se muestra en la figura 5-5b).
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3. FILTRO IDEAL PASA-BANDA
Un filtro ideal pasa-banda (BPF, bandpass filter) esta especificado por

IH(w)|={] o <|e|<o, (5.88)
0 de otro modo

el cual se muestra en la figura 5-5¢).

4. FILTRO IDEAL SUPRESOR DE BANDA
Un filtro ideal supresor de banda (BSF, bandstop filter) esta especificado por

|H(w)|={0 o <|e| <o, (5.89)
1 de otro modo

el cual se muestra en la figura 5-5d).

| Hw) | | Hw) |
! 1
—o, 0 , ;) —w, 0 w, ;)
a) b)
| H(w) | | H(w) |
1
1
—w, —w 0 ® o, (:) —w, —w 0 w o, (:)
c) d)

Figura 5-5 Respuestas de magnitud de filtros ideales de frecuencia selectiva.

En la discusion anterior no mencionamos nada sobre la respuesta de fase de los filtros. Para evitar la distorsion
de fase en el proceso de filtrado, un filtro debe tener una caracteristica de fase lineal sobre la banda de paso del filtro;
esto es [ecuacion (5.82b)],

0,(0) = —wt, (5.90)
donde ¢, es una constante.

Observe que todos los filtros ideales de frecuencia selectiva son sistemas no causales.

B. FILTROS NO IDEALES DE FRECUENCIA SELECTIVA

Consideraremos el filtro RC mostrado en la figura 5-6a) como un ejemplo de un filtro simple de frecuencia selectiva
causal de tiempo continuo. La salida y(7) y la entrada x(f) estdn relacionadas mediante (problema 1.32)

RC M + y(t)=x(t)
dt

Tomando las transformadas de Fourier de ambos lados de la ecuacién anterior, la respuesta en frecuencia H(w) del

filtro RC esta dada por

_Y(w) _ 1 _ 1
X(w) 1+ joRC 1+ jwlw,

H(w) (5.91)
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donde w, = 1/RC. De esta manera, la respuesta de amplitud |H(w)| y la R

respuesta de fase 6,(w) estdn dadas por % N ANV +T
1 1

H(w)|= - = (5.92) x(1) i(?) —=C 0
@) |1+ jolo, | [1+(w/w0)2]”2 i /D £

D)
oh)

0y (w)=—tan (5.93) a)

lo que se grafica en la figura 5-6b). De la figura 5-6b) observamos que la
red RC en la figura 5-6a) actiia como un filtro pasa-bajas.

5.7 ANCHO DE BANDA

A. ANCHO DE BANDA DEL FILTRO (O SISTEMA)

v

Un concepto importante en el andlisis de sistemas es el ancho de banda wy=——
de un sistema LIT. Existen muchas definiciones diferentes del ancho de
banda del sistema.

1. ANCHO DE BANDA ABSOLUTO i

v

El ancho de banda W, de un filtro ideal pasa-bajas es igual a su frecuencia T
de corte; es decir, Wy = w, [figura 5-5a)]. En este caso W, se denomina an- @

cho de banda absoluto. El ancho de banda absoluto de un filtro pasa-bandas B

ideal estd dado por Wy = w, — w, [figura 5-5¢)]. Un filtro pasa-bandas se B
denomina de banda estrecha si Wy < w,, donde w, = 1 / 2 (w, + wyesla
frecuencia central del filtro. No se define ningtin ancho de banda para un

filtro pasa-altas o un filtro supresor de banda. Figura 5-6 Filtro RC y su respuesta en
frecuencia.

b)

2. ANCHO DE BANDA DE 3 dB (0 POTENCIA MEDIA)

Para filtros causales o practicos, una definicién comin del ancho de banda del filtro (o del sistema) es el ancho de
banda de 3 dB, W;;. En el caso de un filtro pasa-bajas, tal como el filtro RC descrito por la ecuacién (5.92) o el de la
figura 5-6b), W, se define como la frecuencia positiva a la cual el espectro de amplitud |H(w)\ cae a un valor igual
a \H(O) |/ V2, como se ilustra en la figura 5-7a). Note que |H(O)| es el valor pico de H(w) para el filtro pasa-bajas
RC. El ancho de banda de 3 dB también se conoce como ancho de banda de media potencia porque una atenuacién
de voltaje o de corriente de 3 dB es equivalente a una atenuacién de potencia por un factor de 2. En el caso de un
filtro pasa-bandas, W,y se define como la diferencia entre las frecuencias a las cuales \H(w)| cae a un valor igual a
1 / V2 veces el valor pico |H(wm) , como se ilustra en la figura 5-7b). Esta definicién de W45 es util para sistemas
con respuesta de amplitud unimodal (en el rango de frecuencias positivo) y es un criterio ampliamente aceptado para
medir el ancho de banda de un sistema, pero puede llegar a ser ambiguo y no tnico con sistemas que tengan multiples
respuestas de amplitud pico.

Observe que cada una de las definiciones precedentes de ancho de banda se definen sélo a lo largo del eje de
frecuencias positivo y siempre definen sé6lo el ancho de banda de frecuencia positiva, o de un lado.

| Hw) | | H(w) |

o
S
S
IS 4

Figura 5-7 Ancho de banda del filtro.



@ CAPITULO 5 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO

B. ANCHO DE BANDA DE LA SENAL

El ancho de banda de una sefial puede definirse como el intervalo de frecuencias positivas en el cual se encuentra “la
mayoria” de la energia o la potencia. Esta definicién es muy ambigua y estd sujeta a varias convenciones (problemas
5.57y 5.76).

ANCHO DE BANDA DE 3 dB

El ancho de banda de una sefial x(f) también puede definirse en un fundamento semejante al del ancho de banda de
un filtro tal como el ancho de banda de 3 dB, a través del espectro de magnitud |X(w)| de la sefial. En realidad,
si reemplazamos | H(w) | por |X(w)| en la figura 5-5a) a c), obtendremos gréficas en el dominio de la frecuencia de
sefales pasa-bajas, pasa-altas 'y supresora de banda.

SENAL LIMITADA EN BANDA
Una sefal x(¢) se denomina sefial de banda limitada si
| X(w)| =0 lw| > o, (5.94)

De este modo, para una sefial de banda limitada es natural definir ,, como el ancho de banda.

PROBLEMAS RESUELTOS

SERIE DE FOURIER

5.1. A un conjunto de sefales {V,(r)} se le denomina orfogonal sobre cualquier intervalo (a, b) si cualesquiera dos
sefiales en el conjunto W, (¢) y W,(¢) satisfacen la condicién

["w, @) Wiy di = {0 m7k (5.95)
¢ a

m=k

donde * denota el complejo conjugado y a # 0. Demuestre que el conjunto de exponenciales complejos
{edkeot: f=0,+1,+2,...}es ortogonal en cualquier intervalo sobre un periodo 7, donde 7,, = 277/ .

Para cualquier ¢, tenemos

t0+Tp
JtOTTOejmwot di = 1 oImoot _ 1 (&Moo +To) _ g imanto)
o jmag | mag
=L gmevngeimm _py—o w20 (5.96)

Jme,
jm2m — — Jmagt _
puesto que ¢/™*7™ = 1. Cuando m = 0, tenemos que ¢’"*? |m=O =ly
0+Ty 10+Ty
[ emenr gp = [ =1, (5.97)
to 19

De este modo, de las ecuaciones (5.96) y (5.97) concluimos que

120 i oory gy = [ gt g = {0 m#k (5.98)
0 0

T, m=k
lo que demuestra que el conjunto {e/*®": k = 0, = 1, ® 2, ...} es ortogonal sobre cualquier intervalo sobre un periodo T,

5.2. Mediante la condicién de ortogonalidad (5.98), derive la ecuacidn (5.5) para los coeficientes complejos de
Fourier.

De la ecuacién (5.4) x()= z c el wy =

k=—co

Al multiplicar ambos lados de esta ecuacién por e /" ¢ integrar el resultado desde ¢, hasta (¢, + T,) obtenemos
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to+To > . .
2‘ koot | — t
ckej @ol gmJmeo 1y

tg+Ty . .
[ xwye oo g = |
) i

fo

hd to+Ty .
-3 ¢ j[;’ 0 pitk=mant gy (5.99)

k=—o0

Entonces, por la ecuacién (5.98), la ecuacion (5.99) se reduce a
10+Ty )
Jr x(t)e " dt = ¢, T, (5.100)
0

Al cambiar el indice m a k obtenemos la ecuacion (5.5); es decir,

10+T .
o =1 O e e dy (5.101)
T, "'
Utilizaremos en su mayoria los siguientes dos casos especiales para la ecuacién (5.101): 7, =0y 1, = — U/ 2, respectiva-
mente. Esto es,
T .
e = 1 Joox(t)e_Jk'"‘Jt dt (5.102a)
Ty
— 1 o2 — jkawot
= T J.iTO/Zx(t)e dt (5.102b)
0

Derive la serie de Fourier trigonométrica de la ecuacién (5.8) a partir de la serie de Fourier exponencial com-
pleja de la ecuacién (5.4).

Reacomodamos la sumatoria en la ecuacion (5.4) como
x(t) = 2 c e =, + z (c e + ¢ e koot
k=—oo k=1
y por medio de las férmulas de Euler

e*ikot = cos kayt = j sen kot

tenemos que x(t)=cy+ 2 [(cy +c_p)cos kwyt + j(c, — c_p) sen kwyt] (5.103)
k=1
Establecemos cp = a?o ot =a Jley —c_p) =10y (5.104)

La ecuacioén (5.103) se convierte en

x(1) = G?O + Y (a cos kayt + by sen kwg)
k=1

Determine la representacién de la serie de Fourier exponencial compleja para cada una de las siguientes sefiales:

a) x(t) = cos w,t
b) x(t) = sen wt

- 1
c¢) x(t)=cos [2t+ , ]

d) x(t) = cos 4t + sen 6t
e) x(t) = sen’t

a) En vez de utilizar la ecuacion (5.5) para evaluar los coeficientes complejos de Fourier ¢, a través de la férmula de Euler,
obtenemos

1 . 1 _. 1 - ;
cos wyt = = (/0 + e Iy = —e 0 - Z 0" = c el
) 2 2 g

k=—oco



b)

<)

d)

e)
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De este modo, los coeficientes complejos de Fourier para cos w,t son

c =

1
2

o=
De manera similar tenemos que

e oot 4 /w0t =
J

De esta forma, los coeficientes complejos de Fourier para sen w,t son

1 o e 1
senw0t=7(ej o — 0y = —
J

o= o =—L
175 -1 2

La frecuencia fundamental angular w, de x(¢) es 2. De esta forma,

Z e Jkawot

k=—co

x(t)= cos[Zt +Z] 2 c el = 2 c, el

k=—oo k=—oo
Ahora X(I)ZCOS[Zt-‘rZ] %( jQurmld) g miQrtald)y

1 _.
——¢ j7T/4 j2t+2617/4612I: 2 Ce/Zkr

k=—co

De este modo, los coeficientes complejos de Fourier para cos(2¢ + 7/4) son

o= 1e”TM—l—I—FJ =£(1+j)

2 2 2 4

Por el resultado del problema 1.14, el periodo fundamental T, de x(f) es 7 y w, = 27 /T, = 2. De esta manera,

x(r)=cosdr +sendr =Y c 0 =Y it

k=—oo k=—co

De nuevo, mediante la férmula de Euler, tenemos que

x(t) = cos4t + sen 6¢ =%(ej4’ +e 4y + %(ejﬁ' —e
J

—j6t
)

| 1 a1 s 1 < 2
e A e ) Y

2j 2 2 2j e
Asi, los coeficientes complejos de Fourier para cos 47 + sen 67 son
c=—L - " = b
-3 2j 275 275 3 2

y todos los otros ¢, = 0.

Del problema 1.16¢) el periodo fundamental 7, de x(r) es 7y w, = 277'/ T, =

x(r)=sen’t = Z et = z c el

k=—oo k=—oo

Nuevamente, utilizando la férmula de Euler, obtenemos

. N2
jt _ =it _
x(f)=sen’t = e-e’ =—l(e/2’ —2+4+e
2j 4
I —jo 2kt
=——e "’ + e
4 2 2

k=—oo

2. De este modo,

j21)
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De esta forma, los coeficientes complejos de Fourier para sen® f son

c_ = —l Ccn = l c = _l
-1 2 075 1 1
mientras que todos los otros ¢, = 0.
5.5. Considere la onda cuadrada periddica x(¢) mostrada en la figura 5-8.
a) Determine la serie de Fourier exponencial comple- x(1)
ja de x(z). A
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de
x(1).
- ; =T, T, T t
a) Sea x(t)= 2 Ck elkeot wy = 27 0 _ "0 0 2o T 21,
k=—co T 2 2
Mediante la ecuacién (5.102a) tenemos que Figura 5-8
T ) To/2 )
oG = N x(1) e ' g = L _[ A ket gy
T, "0 T, "0
To/2
_ 'Le—jkwot o L o Hkolo2 _p)
—jkw,T, 0 —jkw, T,
A A
= (—emy=— [1—(—1)@
jk2m Jjk2
puesto que wyT, = 27 y e /** = (—1)*. De este modo,
¢ =0 k=2m+0
o = k=2m+1
Jkm
T, To/2
o= [ xydi=1 [ aa=4
T, "0 T, "0 2
Por consiguiente,
A A
Cy=— ¢y =0 c = 5.105
0 ) 2m 2m+1 j(2m +1)7T ( )
A A « 1 ;
obtenemos x(f)=—+-"— ——JmH et 5.106
Y ® 2w ;ﬁ 2m+1 ( )
b) De las ecuaciones (5.105), (5.10) y (5.12) tenemos
a A
70=c0=5 Ay =y, =0, m#0
a =2 Relc 1=0 b =—-2Im|c ]:L
2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 (2m + 1)77_
Si sustituimos estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos
A 24 O 1
x(t)y=—+— sen(2m + Dw,t
0=3 2; i1 i
m=0
:é—i-z—A sen wot-i-;sen3woz+;sen5w0t+~-~) (5.107)
b4

2

5.6. Considere la onda cuadrada periddica x(¢) ilustrada en la figura 5-9.

a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja de x(z).
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de x(7).
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x(1)
A
1 1 1 >
T, T, 0 T, T, 2T,
4 4
Figura 5-9
a) Sea x(t)= Z c, e wy = 2m
k=—co Ty
Mediante la ecuacién (5.102b) tenemos
To/2 ) To/4 )
G = Ly x(t) e oot gy = L j U AR gy
T, T2 T, * ol
_ A (&~ kooTlt _ pikeTol4
—JjkayT,
_ A (e~ _ giknl2) — A en| FT
—jk2m kr 2
De este modo, ¢ =0 k=2m+#0
ck=(—1)'"i k=2m+1
kar
T
¢ —Tl [ xwyai=—] " aa=2
0
Por consiguiente = A ¢y, =0,m#0 1 =" A
’ 0 ) 2m > 2m+1 (2}1’1 + 1)77
ALA < D" omtty
obtenemos que xt)==+=— e/t =T
Y d © 2 W’n§w2m+l
b) De las ecuaciones (5.108), (5.10) y (5.12) tenemos
Y
ype1 =2 Re[cy, 1= (—1) ’m b, =—21Im[c,]=0

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos

x(t)=é+% 2 1
2 7 T

)m
cos(2m + 1wyt
am 1% i

A
2 T

=—+ 2A[cos wgt —%cos&uot + %cosSwot —

(5.108)

(5.109)

(5.110)

Observe que x(#) es par; de este modo, x(¢) contiene s6lo un término de cd y términos coseno. También note que en la

figura 5-9 x(¢) puede obtenerse al desplazar x(#) en la figura 5-8 hacia la izquierda por el término TO/ 4.

5.7. Considere la onda cuadrada periddica x(#) ilustrada en la figura 5-10.

a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja de x().
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de x(7).
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Observe que x(7) puede expresarse como
x(#) = x, () — A

donde x(#) se muestra en la figura 5-11. Ahora, al comparar las figuras 5-11 y 5-8 en el problema 5.5 observamos que
x,(t) es la misma onda cuadrada de x(7) en la figura 5-8, con excepcion que A se convierte en 2A.

x(1)

v

2T,

Figura 5-10

x,()

2A

v

2T,

Figura 5-11

a) Sireemplazamos A por 2A en la ecuacidn (5.106) tenemos que

oo

2A 1 i(2m+1)wt
n(H=A+== Y — o
1 j z_m2m+1

24 < 1 /@t Doy

De esta manera, x(t)=x()—A="— 5.111
©=7O i S 2m+1 (6111)
b) De forma semejante, reemplazando A por 2A en la ecuacién (5.107) tenemos que
x(=A+ 44 Y, ! sen(2m + Dot
o 2m+1
Asi, x(t)= 44 sen(2m + Doyt
m=0
_4A senw0t+isen3w0t+Lsen5w0t+--- (5.112)
™ 3 5
Observe que x(f) es impar; de esta manera, x(f) s6lo contiene términos seno.
5.8. Considere el tren de impulsos periddicos 0, (7) mostrado en la figura 5-12 y definido por
87, (=D, 8(t—KTy) (5.113)

k=—o0
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a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja 87,0
de 5T0(t) ) ) ) . 6(0 S(I— T())
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de &, (2). I ] I
a) Sea or (1) = i s _27
T e w0 -, 0 T, 2T, t
Puesto que &(7) se encuentra involucrada, utilizaremos la Figura 5-12
ecuacion (5.102b) para determinar los coeficientes de Fourier
y obtener
To/2 )
o= [ sy ot ar =1 (5.114)
Ty =Tl Ty
Por tanto, obtenemos
S,(= Y, 6(r—kT0)=Ti Y, el w, =2Ti (5.115)
k=—oo 0 f=—co 0
b) Sea o7, ()= %o 4 2 (a;, cos kwyt + by senkwt) wy = 2m
2 4 To
Puesto que STO(I) es par, b, = 0, y por la ecuacién (5.9a), a, estd dado por
2 Tn 2
“=y Lro/ﬁ(’) cos ka di == (5.116)
De este modo, obtenemos
8y (=2 + 2 Y cos kayt w0, =27 (5.117)
! Yb 0 k=1 76

5.9. Considere la onda triangular x(¢) ilustrada en la figura 5-13a). Mediante la técnica de diferenciacién, encuentre
a) la serie de Fourier exponencial compleja de x(7), y ) la serie de Fourier trigonométrica de x(f).

Como se muestra en la figura 5-13b), la derivada x'(¢) de la onda triangular x(#) es una onda cuadrada.

a) Sea x(H)= 2 c el wy = 2m (5.118)
k=—c0 Ty
Al diferenciar de la ecuacion (5.118) obtenemos
x'(1)= 2 Jjkawyc e (5.119)

k=—oo

La ecuacion (5.119) muestra que los coeficientes complejos de Fourier de x'(7) son iguales a jkw,c,. De este modo,
podemos encontrar ¢, (k # 0) si se conocen los coeficientes de Fourier de x'(7). El término ¢, no puede determinarse
mediante la ecuacién (5.119) y debe evaluarse directamente en términos de x(#) con la ecuacién (5.6). Al comparar
la figura 5-13b) y la figura 5-10 observamos que x'(¢) en la figura 5-13b) es la misma que x(¢) en la figura 5-10 con A
reemplazada por 2A / T,. Por consiguiente, de la ecuacién (5.111), al reemplazar A por 2A / T, tenemos que

x(1) X' (1)
24
A —_ - —
TO
1 1 1 1
Ty T, 0 T, T, 27T, t Tl 7|0 % | T |2T0 t
2 2 2 2
24
TO
a) b)

Figura 5-13



b)
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X’([) — 4A i 1 ej(2m+1)w0t
jrTy, S 2m+1

Al igualar las ecuaciones (5.119) y (5.120) tenemos que

¢, =0 k=2m+#0
Jkawgcy -4 o = 22A2 k=2m+1
JmkT, Tk
De la figura 5-13a) y la ecuacién (5.6) tenemos
T

o= [ rxyar=2
T, "0 2

Al sustituir estos valores en la ecuacion (5.118) obtenemos

x(t)= A_2A X 1 I Cm Dt
2 S em+1)

De manera similar, al diferenciar la ecuacién (5.8) obtenemos

X(t) =" kwy(by cos kwyt — a; senkwgt)
k=1

(5.120)

(5.121)

(5.122)

La ecuacién (5.122) muestra que los coeficientes coseno de Fourier de x'(7) son iguales a kwyb, y que los coeficientes

seno son iguales a —kwa,. Por tanto, de la ecuacién (5.112), al reemplazar A por 2 A/ T,, tenemos que

x’(t) = 8714
N —a

oo

" sen(2m + 1) wyt

Al igualar las ecuaciones (5.122) y (5.123) tenemos que
b, =0 a, =0 k=2m+#0

8A 4A
—kwya, = —— 0 a, =—

k=2m+1
kT, w2

De las ecuaciones (5.6) y (5.10) y de la figura 5-13a) llegamos a
1 (% A
L=, =— x()dt =—
2 0o, J o M=

Al sustituir estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos

x(t)= A % %cos&m—%l) wyt
2 7 m—o 2m+1)

(5.123)

(5.124)

5.10. Considere la onda triangular x(¢) ilustrada en la figura 5-14a). Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de
x(#) por medio de la técnica de diferenciacion.

De la figura 5-14a), la derivada x'(¢) de la onda triangular x(¢) es, como se ilustra en la figura 5-14b),

(5.125)

YO =2 1A S 8- kTy)
TO k=—oco
x(1) x'(t)
A I I Ad(1) A AB(IT Ty I
~T, 0 T, 27, t ~T, 0 T, 2T, t
—AIT,
a) b)

Figura 5-14
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Mediante las ecuaciones (5.117) y (5.125) llegamos a

oo

20)=Y 2 cos kayt w0, =27 (5.126)
k=1 *0 TO
Si igualamos las ecuaciones (5.126) y (5.122) tenemos
a, =0, k#0 kwob,{:% 0 bk:i
T, k
De la figura 5-14a) y la ecuacién (5.9a) tenemos
T
1[0 par=4
2 T,°0 2
De este modo, si sustituimos estos valores en la ecuacién (5.8) obtenemos
A Axw 1 2
x(H==+=) —senkwyt W)= — 5.127
0=+ Z‘l k 0 T, ( )

Encuentre y grafique el espectro de magnitud para la sefial del tren de pulsos cuadrados periédico x(f) mostrado
en la figura 5-15a) para a) d = T,/4,y b) d = T,/8.

Mediante la ecuacion (5.102a) tenemos

— 1 To — jkwqot — A d — jkawqot
Ck_?-[o x(t) e dt—T—IOe dt

0 0
d
=A¥e‘jkw0’ — i - 1 (1 —e_jkwod)
T, — jkw, o Ty Jkey
_ L o hwod??2 (e Jkoodl2 _ = jkw[)d/Z)
—JkwoTy
_pd senkood 12) o (5.128)
T, kaod/2
x(1)
A
_r 0 d T 2T [
a)
‘Ck‘
x(1) %A
_T
A dﬁ | | I I ‘
0d T ' 0 @0y 27 v
b) d
‘ Cr ‘

x(1)

Figura 5-15



5.12.

5.13.

PROBLEMAS RESUELTOS

Observe que ¢, = 0 siempre que kwod/ 2 = mmr, es decir,

a) d=T,/4, koydl2 = kmwd/T, = kwl4,
A |sen(kw/4)

=3 | mra

El espectro de magnitud para este caso se ilustra en la figura 5-15b).
by d=T,/8,koyd/2 = kwd/T, = k/3,
_ A|sen(km/8)
o | =5 e
8 kw/8

El espectro de magnitud para este caso se ilustra en la figura 5-15¢).

Si x,(#) y x,(?) son sefiales peridédicas con un periodo fundamental 7, y sus expresiones en series complejas de

Fourier son

> . . 2
x ()= 2 dke]kwot X @)= Z ekeﬂ“”"’ Wy =—

k=—co k=—oco

demuestre que la sefial x(¢) = x,(#)x,(¢) es peridédica con el mismo periodo fundamental 7, y puede expresarse

como
- 2w
x(t)= 2 c ek wy ="
k=—co o
donde ¢, estd dada por = 2 dye,_
m=—co
Ahora x(t + Ty) = x,(t + T)xy(t + T))) = x,(Dx,(1) = x(2)
De este modo, x(7) es periddica con un periodo fundamental 7. Sea
< i 2
x()=Y, cel wy =2
k=—oo Ty
1 T2 . 1 (T2 .
Entonces = = x(t) e e gp = - J—To/z x,(1)x, (1) e 0 dy
0 0
[N ECEREEN jmaot — jk
=__ 0 Jkot
= Y dye X () e dr
0 m=—oo
> 1 Top/2 — i (k=m)oqt had
= 2 d, |:To I,ro/zxz(t) € “di|= Y, dye,
m=—oo m=—co
1 ol — kot
= 0
puesto que e 7 LTO/ZxZ(l)e dt

y el término entre corchetes es igual a e, _,.

Sean x,(7) y x,(¢) dos sefiales periddicas en el problema 5.12. Demuestre que

1 T2 >
~ JLTO/le Ox@0di=Y, de.,
0 k=—co
La ecuacion (5.130) se conoce como relacion de Parseval para sefiales periddicas.
Del problema 5.12 y la ecuacién (5.129) tenemos que

1 T2

— jkwqgt —
i Ly B OO e dr = S duei

m=—oco

Ck
Si establecemos k = 0 en la expresién anterior obtenemos

1 T2 = -
?oj—ro/le(t)x2(t)dt: 2 duey = 2 diey

m=—co k=—oco

(5.129)

(5.130)
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5.14. Verifique la identidad de Parseval (5.21) para la serie de Fourier; es decir,

5.15.

1 2 . < 2
7l lxof = 3 ol

fe=—o0
Si x(1) = Z ckejkwot
k=—o0
"
entonces r) =] Y, el | = Y et =Y et (5.131)
k=—co k=—oo0 k=—co

donde * denota el complejo conjugado. La ecuacion (5.131) indica que si los coeficientes de Fourier de x(#) son c;, entonces
los coeficientes de Fourier de x'(f) son ¢*_,. Al establecer x,(f) = x(f) y x,(f) = x'(¢) en la ecuacién (5.130) tenemos que
d,=cye =c"_,(0e_,=c"),yobtenemos

1 Tk o0 .
T—I_Tolzx(t)x*(t)dt= S e (5.132)
0

k=—co

1 T2 2 hind 5
0 TT)J.—TO/z‘x(Z)‘ dt_kgm‘ck ‘

a) La convolucién periddica f(f) = x,(f) ® x,(¢) se definid en el problema 2.8. Si d, y e, son coeficientes com-
plejos de Fourier de x,(f) y x,(#), respectivamente, entonces demuestre que los coeficientes complejos de
Fourier ¢, de f(f) estdn dados por

¢, =Tyde, (5.133)
donde T, es el periodo fundamental comun a x,(7), x,(?) y f(¢).
b) Encuentre la serie de Fourier exponencial compleja de f(#) definida en el problema 2.8c).

a) De laecuacion (2.70) (problema 2.8)

To
fO=x50@x0 =[x —rdr

Sea =Y, de Y 0= e’
k=—co k=—c0
To < jkwo(t—T)
Entonces f)= Jlo x(7) z e e’ dr
k=—oc0
al _ T, .
= 2 e el J‘OOX(T)e’*’k“’OT dr
k=—co
1 (T ik
Puesto que dy =— | "x(m)e *7 dr
T, "0
obtenemos f)= 2 Tyd,e e’ (5.134)
k=—oo

lo que demuestra que los coeficientes complejos de Fourier ¢, de f(¢) son iguales a Td,e,.

b) En el problema 2.8¢), x,(f) = x,(f) = x(¢), como se muestra en la figura 2-12, que es lo mismo que la figura 5-8 (pro-
blema 5.5). De la ecuacién (5.105) tenemos que
A 0 k=2m,m+0
dy=ey=— kTG T . _
Aljkm k=2m+1
De este modo, por la ecuacion (5.133) los coeficientes complejos de Fourier ¢, de f(#) son

2
¢y =Todyey =Ty e
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0 k=2m,m+0

% = Toe :{T A2 K2 k=2
0 T =2m+1

Observe que en el problema 2.8¢), (1) = x,(f) ® x,(t), mostrado en la figura 2-13b), es proporcional a x(f), mostrada
en la figura 5-13a). De esta manera, si reemplazamos A por AZTU/ 2 en el resultado del problema 5.9 obtenemos que

A? 0 k=2m,m#0
co=Ty— ¢, =

—T,A? | k*ar? k=2m+1
los cuales son los mismos resultados obtenidos al utilizar la ecuacion (5.133).
TRANSFORMADA DE FOURIER
5.16. a) Verifique la propiedad de desplazamiento en el tiempo (5.50); esto es,
x(t —1y) <> e/ X (w)
Por la definicion (5.31) Fixtt =1y = | xtt—1)e " dr
Mediante el cambio de variable 7 = ¢ — #, obtenemos
Fixt—1)} = | _x(mye I dr

= J@h JL x(T)e T dr = e 7 X(w)

Por consiguiente, x(t —1y) <> e 10 X (w)
5.17. Verifique la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (5.51); es decir,

x(1)e’" < X(w — w,)
Por la definicién (5.31),

F{x(t) &/} = Jf x(1)el0 eIt gt
= [ xwe T d = X (0 wy)

Por tanto, x(1)e > X(0 — wy)
5.18. Verifique la propiedad de dualidad (5.54); esto es,
X(t) < 2mx(—w)

De la definicion de la transformada de Fourier inversa (5.32) tenemos que

.[:, X(w)e'' dw = 2mx(1)
Al cambiar t a —t obtenemos J‘:QX(w)efj”' dw = 27x(—t)
Ahora, al intercambiar 7 y w obtenemos

I” xwe 7 ar=2mx(-w)
Puesto que FIX)) = J‘:GX(t)e*j“” dt
concluimos que X(t) < 2mx(—w)

5.19. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial de pulso rectangular x() [figura 5-16a)] definida por

x(1) = Pa(t)={1 1] <a (5.135)

0 |t|>a
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Por la definicién (5.31) X@)=|"_pwear=["
_ .i(ejﬂ,a _ eij“’“) -9 senwa _ 2asencua
jo ® a
Por tanto, obtenemos P()<2 SNwd_,,ened (5.136)
wa

La transformada de Fourier X(w) de x() se grafica en la figura 5-16b).

x(1) X(w)
2a

a) b)

Figura 5-16 Pulso rectangular y su transformada de Fourier.

5.20. Encuentre la transformada de Fourier de la seifial [figura 5-17a)]

sen at
x(t)=
Tt
De la ecuacion (5.136) tenemos que Pa(t) < o Senwa
w

Ahora, por la propiedad de dualidad (5.54), tenemos

2304 2 mp,(—w)
t

Si dividimos ambos lados entre 27 (y por la propiedad de linealidad) obtenemos

senar Pu(—w)=p, () (5.137)

donde p, (w) estd definida por [véanse la ecuacion (5.135) y la figura 5-17b)]

pa(w)={l ‘w‘<a
0 ‘w‘>a

X(w)

v

b)

Figura 5-17 Sen at/mrt y su transformada de Fourier.

5.21. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial [figura 5-18a)]

a1

x(t)=e a>0
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La sefal x(¢) puede volver a escribirse como

—at
x(t)= e’“\'\ _J¢ 1>0
e <0

0 ) o .
Entonces X(w)= I e/ dt + Io e ‘eI dr

0 o
_ I, Jamion g 4 J'O o @atior g

1 1 2a
- — PN R
a—jo atjo a tow

Asf obtenemos P LN 5 2a 5 (5.138)

a +tow
La transformada de Fourier X(w) de x(f) se muestra en la figura 5-18b).

x(1) X(w)
1 2/a
/l\ m
0 : 0 o
Figura 5-18 ¢ '“"y su transformada de Fourier.
5.22. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial [figura 5-19a)]
1
a* +1*
.. —d|t] 2a

De la ecuacion (5.138) tenemos que e < — 5

a t+ow
Ahora, por la propiedad de dualidad (5.54) tenemos que

22a - Zﬂ_e—a‘ —w‘ _ 27Te—a‘ w‘
a” +t
Si dividimos ambos lados entre 2a, obtenemos
L7 dol
——e (5.139)

a’ +1? a

La transformada de Fourier X(w) de x(7) se muestra en la figura 5-19b).

x(1) X(w)
1/a®
mla
\
0 ! 0 w

Figura 5-19 1 / (a* + 1)y su transformada de Fourier.

5.23. Encuentre la transformada de Fourier de las siguientes sefiales:

a) x() =1 b) x(t) = eioo



c)

a)

b)

©)

e)

CAPITULO 5 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO

x(t) = e~ Joo! d) x(t) = cos wyt
x(1) = sen w,t
Por la ecuacién (5.43) tenemos que o(t) < 1

Asi, por la propiedad de dualidad (5.54) obtenemos
1 <= 276(— w) = 27é(w)

La figura 5-20a) y b) ilustra las relaciones en las ecuaciones (5.140) y (5.141), respectivamente.

x(#) X(w)
) 1
0 : 0 »
a)
x(1) X(w)
1 278 (w)
0 : 0 o
b)

Figura 5-20 a) Impulso unitario y su transformada de Fourier; ) sefial constante
(de cd) y su transformada de Fourier.

Si aplicamos la propiedad de desplazamiento de frecuencia (5.51) a la ecuacién (5.141) obtenemos

& 27 8(w — w,)
De la ecuacion (5.142) se deriva que
eV S 27d(w + )

De la férmula de Euler tenemos que

1. )
Cos Wyt = E(EJW + /0"

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

De este modo, por medio de las ecuaciones (5.142) y (5.143) y de la propiedad de linealidad (5.49), obtenemos

cos wyt < 7[o(w — wy) + (v + w,)]

La figura 5-21 ilustra la relacién en la ecuacién (5.144).
De manera similar, tenemos que

sen wyt = i(ejw"’ — e iy
2j
y nuevamente, mediante las ecuaciones (5.142) y (5.143), obtenemos
sen ot < —jm[d(w — w)) —6(w + w,)]
x(1) X(w)

— |

0 t —w, 0

s f—>

a) b)

Figura 5-21 Seiial coseno y su transformada de Fourier.

(5.144)

(5.145)



5.24.

5.25.

5.26.

PROBLEMAS RESUELTOS

Encuentre la transformada de Fourier de una sefal periddica x(¢) con periodo 7,

Expresamos x(f) como

< ; 27
x(1)= 2 Ckejkwof wy ="
k=—co TO

Tomando la transformada de Fourier de ambos lados, y mediante la ecuacion (5.142) y la propiedad de linealidad (5.49),
obtenemos

oo

X()=27 Y, ¢, 8(w—key) (5.146)
k=—0c0

lo que indica que la transformada de Fourier de una sefial periédica se compone de una secuencia de impulsos equidistantes
localizados en las frecuencias armonicas de la senal.

Encuentre la transformada de Fourier del tren de impulsos periddicos [figura 5-22a)].

8,()= D, 8(t—KkIy)

k=—co

De la ecuaci6n (5.115) en el problema 5.8, la serie de Fourier exponencial compleja de 6r,(7) estd dada por

1 c ikwnt 21
S, (1)=— elteo W, =—
fo TO kgm 0 TO

Por medio de la ecuacién (5.146) obtenemos

F167,01=2" 3, 8w kay)
0 k=—oo

= w, 2 0w — kwy) = wOSwo(w)

k=—oo

0 Y, 8t —kT)—wy Y, 80— kwg) (5.147)
k=—eco k=—o0

De este modo, la transformada de Fourier de un tren de impulsos unitario también es un tren de impulsos similar [figura
5-22b)].

x(1) X(w)

A A A A A4

A T A A A
«—>
=T, 0 T, 2T, ; —w, 0 w, 20, ;
a) b)
Figura 5-22 Tren de impulsos unitario y su transformada de Fourier.

1 1

Demuestre que x(t) cos wyt <> 5 X(w—wy)+ 5 X(w+ wy) (5.148)
! 1

y x(t)sen wyt <> — j EX(w—(uO)—EX(w+w0) (5.149)

La ecuacion (5.148) se conoce como feorema de modulacion.
De la férmula de Euler tenemos que

1 .
cos wotzg(ef“’“’ +e /)
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Entonces, por la propiedad de desplazamiento de frecuencia (5.51) y la propiedad de linealidad (5.49) obtenemos
Flx(t) cos wyt] = %B x(t) e/ + %x(r) e‘fwof]

1 1
=—X(w—w,)+—X(w+ o
5 ( 0) 5 ( o)

- 1 1
Por consiguiente, x(t) cos wyt < EX(w —wy) + EX(w +wg)
De manera semejante, tenemos que

1 . .
sen wot = ;(e/mot —e ja)()t)
J

y Fx(t)sen wyt] = gf{lx(t) el — ix(t) e-iwof}
2j 2j

1 1
=—X(w—w)) ——X(w+ o,
2 ( 0) 2 ( 0)

Por consiguiente, x(t) sen wyt < — ][é X(w—wy) — %X(w + w, )}
5.27. La transformada de Fourier de una sefial x(7) esta dada por [figura 5-23a)]

1 1
X(w)= Epa(a) —wg)t+ Epu(w + w)
Encuentre y dibuje x(7).
De la ecuacién (5.137) y el teorema de modulacién (5.148) se deduce que

sen at

x(t)= coS Wyt
Tt
y esto se esquematiza en la figura 5-23b).
X(w)
1h
I | I I | I >
—w, 0 wy—a w0+ a
a)

b)

Figura 5-23
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Verifique la propiedad de diferenciacién (5.55); es decir,

dx(1)
dt

< joX(w)
De la ecuacion (5.32), la transformada de Fourier inversa de X(w) es

x(1) = —— | x@e do (5.150)
2 T

Entonces

dx(t) 1 d
dt 27 dt U

" X(w) e dw}

o[- 9,
=— ] X=(")d
5 K@ () do

=L 7 joX@) e do (5.151)
2 T

Al comparar la ecuacién (5.151) con la ecuacién (5.150), concluimos que dx(f) / dt es la transformada de Fourier inversa
de jo X(w). De esta forma,

E . joX(o)

Encuentre la transformada de Fourier de la funcién signo, sgn(r) (figura 5-24), la cual se define como

1 t>0
sgn(t) = (5.152)
-1 <0
La funcién signo, sgn(7), puede expresarse como sgn(?)
sgn(t) = 2u(r) — 1
1
Mediante la ecuacién (1.30) tenemos que
d 0 t
—sgn(t) =26(r) —_—
dt

Sea sgn(t) < X(w)
Figura 5-24 Funcidn signo.
Entonces, si aplicamos la propiedad de diferenciacién (5.55) tenemos que

joX(@) = FL28(0] =2 - X(@) = —

Jjo
. 2
Por consiguiente, sgn(r) <> — (5.153)
Jjo

Observe que sgn(f) es una funcién impar, y por tanto su transformada de Fourier es una funcién imaginaria pura de w
(problema 5.41).

Verifique la ecuacion (5.48); es decir,
u(t) > 8(w) + —— (5.154)
jo
Como se muestra en la figura 5-25, u(f) puede expresarse como
1.1
u(t)=—+ —sgn(t
Q) 5 tose Q)

Observe que 1 / 2 es la componente par de u(t), mientras que 1 / 2 sgn(?) es la componente impar de u(f). De esta forma,
por las ecuaciones (5.141) y (5.153) y la propiedad de (5.49) obtenemos

u(t) < mé(w)+ L
Jjw
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) 3 sen(0)

=

[«
[«RESIES
W=
I 4

Figura 5-25 Funcidn escal6n unitario y sus componentes par e impar.
Demuestre el teorema de convolucién en el tiempo (5.58); es decir,
x,(0) # x) (1) < X, (w) X,(w)

Por las definiciones (2.6) y (5.31) tenemos

oo

FLx (1) # %y (1)] = I:,[ | xamma—m d’r} eIt gt
Al modificar el orden de integracion resulta

Fn ) x,01= | x5 Dlxz(z —7) e‘f‘“’dz] dr
Mediante la propiedad de desplazamiento en el tiempo (5.50)

oo

jimx2(t —7)e Mldr = X, (w) e e

De este modo, tenemos que

T () 5,01= | _x(1)Xy@) e dr

= Uixl(r) o dT] X, (@) = X, (@)X, ()

Por consiguiente, x,(0) x x)(1) < X (w) X,(w)
Mediante el teorema de convolucion en el tiempo (5.58), encuentre la transformada de Fourier inversa de
X(w) = 1/(a + jo)
De la ecuacién (5.45) tenemos que e u(t)— (5.155)
a+tjo
Ahora X(w)= ! 5= ! - ! -
(a+ jow) at jo)\a+ jo
De este modo, mediante el teorema de convolucién en el tiempo (5.58) tenemos que
x()=e “u(t)xe “u(t)
= Jtc e u(rye Tyt — ) dr
=e Jth =te “u(t)
0
Por consiguiente, te"u(t) > ——— (5.156)
(a+ jw)

Verifique la propiedad de integracién (5.57); es decir,

[" x(r)dr < 7X(0)8() + - X(0)
. ”

t
De la ecuacion (2.60) tenemos que L x(7)dT = x(t) * u(t)

Asi, mediante el teorema de convolucién en el tiempo (5.58) y la ecuacion (5.154) obtenemos
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Flx@)=u(t)]= X(w)[ﬂ'é(w) + ]] =X (w)6(w)+ .LX(w)
Jw Jw
=7X(0)8(w) + L X(w)
Jjw
puesto que X(w)d(w) = X(0)8(w) por la ecuacion (1.25). De este modo,
Ut X(7) dT} —TXO)3 () + - X(w)
e i

Por medio de la propiedad de integracién (5.57) y la ecuacién (1.31), encuentre la transformada de Fourier de

u(r).

t
De la ecuacién (1.31) tenemos que u(t)= L o(r)dr

Ahora, de la ecuacion (5.140) tenemos que 8(t) < 1
Cuando establecemos x(7) = 8(7) en la ecuacion (5.57) llegamos a

x(0) = 8(1) < X(w) = 1 y X(0) =1
! 1
y u(t)= J (1) dT > mé(w) + —
. I
Demuestre el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59); es decir,
1
X (1)x,(t) & — X (w) * X, (w)
2T
Por las definiciones (5.31) y (5.32) tenemos que
T x01= [ xqOx@) e
=" {L [~ xm ef“d/\}x (tye i dr
1 2
| 27 T
-1 xw U” x() e_j(“’_“’dt} dA
29 T il

(- 1
. j_wxl(/\)xz(w ~ DA =X (@)+ Xy (@)

Por consiguiente, X (t)xy (1) < %Xl (w) * X, (w)
T

Por medio del teorema de convolucion en la frecuencia (5.59) derive el teorema de modulacion (5.148).
De la ecuacion (5.144) tenemos que
cos wyt < mé(w — wy)) + Té(w + W)

Por el teorema de convolucién de la frecuencia (5.59) llegamos a
x(r) cos wyt < ZLX((U) #[m8(w — wy) + (W + wy)]
T
=lX(w—w )+1X(w+w )
2 ) 0

La udltima igualdad se deduce de la ecuacion (2.59).

Verifique la relacién de Parseval (5.63); esto es,

| xoxwa= ﬁ J” %@, (o) do
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Del teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) tenemos que

FLx (), (0] = i I x0x, - 1dr

es decir, jm [x, (D) x, ()] e dt :—21 jm X, (M) X, (0 — A)dA
oo at T
Al establecer w = 0 obtenemos

° 1

J” xox@d= > I~ X x,-0dr

Al cambiar la variable muda de integracién obtenemos

| xxwdi= zL |” XX, (-0 do

T

Demuestre la identidad de Parseval [ecuacion (5.64)] o el teorema de Parseval para la transformada de Fourier;
esto es,

[ o ar="]" | x@] do
e 2m T
Por la definicién (5.31) tenemos que

Fleroy =] x*@e ' dr

= U:ax(t)ej“”dt} =X*(—w)
donde * denota el complejo conjugado. De este modo,
x*(f) < X*(—w) (5.157)

Al establecer x,(f) = x(7) y x,(#) = x*(¢) en la relacion de Parseval (5.63) obtenemos

oo

[ xwx@yai =17 X(@)X*@)do
e 2 " T

o |7 x@oPar="1[" |X@)} do

Demuestre que la ecuacién (5.61a); es decir,
X*(w) = X(—w)
es una condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real.

Por la definicién (5.31), X(w)= j ix(,) oI g

Si x(¢) es real, entonces x*(¢) = x(1) y

*

X*(w)= [I:x(r)e‘f‘"’ dti|‘ =" xrwe ar
= [ xe di = x(-0)

Asi, X*(w) = X(—w) es la condicién necesaria para que x(¢) sea real. A continuaciéon supongamos que X *(w) = X(—w). De
la definicién de la transformada de Fourier inversa (5.32)

1 = )
x(t)=— X(w)e’" dw
0=-]_x@)

Entonces (1) = [i |~ X(@)e™ dw} L7 Xt w)e  do
27 © T 27 ° T

L7 Xwe ™ do=1 7 xh)ear=x)
2 > 21 T
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lo que indica que x(7) es real. De esta manera concluimos que
X*(w) = X(—w)
es la condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real.

Encuentre las transformadas de Fourier de las siguientes sefiales:

a) x(t) = u(—1)
b) x(t) = e u(—1),a>0

De la ecuacion (5.53) tenemos que x(—1) < X(—w)
De este modo, si x(f) es real, entonces por la ecuacion (5.61a) tenemos que
x(—=1) < X(—w) = X*(w)
a) De laecuacién (5.154) u(t) < mé(w) + L
jo

Ast, por la ecuacidn (5.158) obtenemos

u(—t) <>mo(w) — i
jw

b) De la ecuacion (5.155) e “u(t) —

a+t jow

De esta forma, por la ecuacién (5.158) obtenemos que

e“u(—t)—

a— jo
Considere una sefial real x(7) y sea
X(w) = Fx®] = A(w) + jB(w)
y x(0) = x,(0) + x,(0)
donde x,(?) y x,(¢) son las respectivas componentes par e impar de x(f). Demuestre que
x (1) < A(w)
x (1) <> jB(w)

De las ecuaciones (1.5) y (1.6) tenemos que

X0 = %[x(t) + x(—1)]

5, (1) = %[x(r) — x(=0)]

Ahora, si x(¢) es real, entonces por la ecuacion (5.158) tenemos que
x(1) < X(w) = A(w) + jB(w)

x(—1) < X(—w) = X*(0) = A(w) — jBw)
De este modo concluimos que x,(1) < %X (w) + %X *(w)=A(w)

x(,<r)e%X(w)—%X*(w)= JB(w)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161a)
(5.161b)

Las ecuaciones (5.161a) y (5.161b) demuestran respectivamente que la transformada de Fourier de una sefal real par es

una funcién real de w, mientras que una sefial real impar es una funcién imaginaria de .

Mediante las ecuaciones (5.161a) y (5.155) encuentre la transformada de Fourier de e la > 0).
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De la ecuacion (5.155) tenemos que

a . w

_ 1
at
e “u(t) < = J
a+t jo a + o a + o

Por la ecuacién (1.5) la componente par de eu(r) estd dada por

| R L oa L —di
—e “u(t)t+—eu(—t)y=—e
5 () 5 (=1 5

Ast, por la ecuacion (5.161a) tenemos que

7(1‘ t‘ 2a
e <>

a* + o’
y éste es el mismo resultado obtenido en el problema 5.21 [ecuacidn (5.138)].
5.43. Encuentre la transformada de Fourier de una sefial de pulso gaussiano

x(t) = e a>0
Por la definicién (5.31) X =] e ar (5.162)

Si tomamos la derivada de ambos lados de la ecuacién (5.162) con respecto a w tenemos

dX(w) __

.J.°° tefatze*jwf dt
dw e

Ahora, por medio de la férmula de integracion por partes se obtiene

B B B
_[ udv=uv| — _[ vdu
. 2
y al dejar que u=e ' y dv=te " dt
. 2
tenemos que du=— joe*" dt y v= —zief‘”
a
I S 1 _ 2 _. |7 o [® _2 _.
te at e Jjot dl =—_ ¢ at e Jjot el e at e jot dt
Y '[*"" 2a oo / 2a "~
- ,
= —jﬂ J e e dt
2a "~
puesto que a > 0. De este modo obtenemos
dX(w) :—EX((»)
dw 2a

Al resolver la anterior ecuacion diferencial separable para X(w) obtenemos

X(w)=Ae@"Ha (5.163)

donde A es una constante arbitraria. Para evaluar A procederemos como sigue: estableciendo w = 0 en la ecuacién (5.162)
y mediante un cambio de variable tenemos que

2 2 2 2 T
XO0)=A=| e dr=2| " di=—" eAd/\:\/:
() .[700 J‘O \/Z'[O a

Si sustituimos este valor de A en la ecuacién (5.163) obtenemos

X(w)= \/E o~ Ha (5.164)
a
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2 2
Por consiguiente, llegamos a e a>0< \/Eef‘” faa (5.165)
a

Observe que la transformada de Fourier de una sefial de pulso gaussiano también es un pulso gaussiano en el dominio de
la frecuencia. La figura 5-26 ilustra la relacién en la ecuacién (5.165).

X(w)

x()

—

v
v

0 t 0

Figura 5-26 Pulso gaussiano y su transformada de Fourier.

RESPUESTA EN FRECUENCIA

5.44.

545.

Mediante la transformada de Fourier vuelva a resolver el problema 2.25.

El sistema estd descrito por V(1) + 2y(t) = x(r) + x'(¢)

Al tomar las transformadas de Fourier de la ecuacién anterior obtenemos que
joY(w) + 2Y(w) = X(w) + joX(w)

o (jo +2)Y(w)=(1+jw) X (w)

Por consiguiente, por la ecuacién (5.67) la respuesta en frecuencia H(w) es

H(w):Y(w):l+]w:2+jw—l:1_ 1

X(w) 2+ jw 2+ jo 2+ jo

Tomando la transformada de Fourier inversa de H(w), la respuesta al impulso A(?) es
h(t)=8(t)— e *'u(r)

Observe que el procedimiento es idéntico al del método de la transformada de Laplace con s reemplazada por jw (problema
3.29).

Considere un sistema LIT de tiempo continuo descrito por

% +23(0) = x(1) (5.166)

Mediante la transformada de Fourier, encuentre la salida y() para cada una de las siguientes sefiales de entrada:

a) x(1) = e 'u(r)
b) x(t) = u(r)

a) Tomando las transformadas de Fourier de la ecuacién (5.166) tenemos que

joY(w) + 2Y(w) = X(w)

Por consiguiente, H(w)= Y _ 1 :
X(w) 2+ jw
De la ecuacion (5.155) X(w)=—L1
1+ jow
1 1 1
y Y(w)=X(w)H (0) =

I+ jo)2+jo) 1+jo 2+ jo
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Por tanto, () = (e7" — e ) u(t)
b) De la ecuacion (5.154) X(w)=mé(w) + L
jow

De este modo, por la ecuacion (5.66) y mediante la técnica de expansion en fracciones parciales, tenemos que

Y(w)=X(w)H(w)= |:775(w) + 1} !

jo|2+ jo
=7é(w) ! !
2+ jo  jo2+ jow)
Tsyel L1 1
2 2jw 22+ jw
s L] oL
2 jo| 22+ jo

donde utilizamos el hecho de que f (w)d(w) = f(0)d(w) [ecuacion (1.25)]. De este modo,
1 1 —2t 1 —2t
t)y=—u(t)—— t)y=—(1- t
y(®) 2u() 7° u(t) 2( e “u(r)

Observamos que el método de la transformada de Laplace es mds facil en este caso debido a la transformada de Fourier
de u(t).

5.46. Considere el sistema LIT en el problema 5.45. Si la entrada x(¢) es la forma de onda cuadrada periédica mos-
trada en la figura 5-27, encuentre la amplitud del primer y del tercer armonicos en la salida y(z).

x(1)

Figura 5-27

Observe que x(7) es la misma x(f) mostrada en la figura 5-8 [problema 5.5]. De este modo, estableciendo que A = 10,
T, = 2y wy, = 2m/T, =  en la ecuacion (5.106) tenemos que

oo

10 1 j
xt)=5+-— ej(2m+l)7rt
® jm mzw 2m+1

A continuacién, del problema 5.45

H(w)=$%H(kw0)=H(k7T)= !
2+ jow 2+ jkm

Asi, por la ecuacion (5.74) obtenemos

y(t)zSH(0)+£ z : 1 H[(2m + 1)yme/Cn+mt
m

jm = +1
_5,.10 § ! i @mhymt (5.167)
2 jm, S @m+D2+ jQm+ ]
Sea yo)y =Y, de
k=—co

La forma armoénica de y(7) estd dada por [ecuacidn (5.15)]

y(t)= Dy + Y, Dy cos(kwyt — ;)
k=1
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donde D, es la amplitud de la k-ésima componente arménica de y(f). Por las ecuaciones (5.11) y (5.16), D, y d, estan rela-

cionadas mediante
D, =2|d,] (5.168)

De esta manera, de la ecuacion (5.167), con m = 0, obtenemos

Dlzz‘dl‘zzL =
Jm(2+ jm)
10
Con m = 1 obtenemos Dy =2|d;|=2|————|=
Jm(3)2 + j3m)

La representacion grafica mds usada de la respuesta en frecuencia H(w) es la grdfica de Bode en la cual las can-
tidades 20 log,, \H(w)| y 0,(w) se grafican contra w, con w graficada en una escala logaritmica. A la cantidad
201log,, |H(a)) | se le llama magnitud expresada en decibelios (dB), denotada como |H(w) \dB. Dibuje las graficas
de Bode para las siguientes respuestas de frecuencia:

_14 )@
a) H)=1+7—
) H(w) 0

B 1
1+ jw/100

4 .
) H(w)= 10°(1 + jw)
(10 + jw)(100 + jw)

b) H(w)

a) |H()|, =201log,o| H(w)|=201log,, 1+j%‘

Para w < 10,

|H(w)|,, =201log,,

1+j%‘—>2010g101=0 amedida que  —0
Para w > 10,

L w .
|H(w) |, =201log,, 1+15‘%20 loglo(l()] a medida que @ — 0

En una escala de frecuencias logaritmicas, 20 log,,(@/10) es una linea recta con una pendiente de 20 dB / década (una
década es un cambio de 10 a 1 en la frecuencia). Esta linea recta intercepta el eje de 0 dB en w = 10 [figura 5-28a)].
(Este valor de w se conoce como frecuencia de esquina.) En la frecuencia de esquina de w = 10

H(10)| ,, = 20log,, |1 + j1| = 2010g,,V2 ~ 3 dB
La grafica de \H(w) |dB se esquematiza en la figura 5-28a). A continuacion,

0y (w)=tan~' =

1

Entonces Oy (w)=tan~ % -0 amedidaque w — 0
Oy (w) = tanﬂ%%z amedida que w —eo

Para w = 10, 0,(10) =tan" ' 1 = 7T/ 4 radianes (rad). La grafica de 0,(w) se dibuja en la figura 5-28b). Observe que las
lineas punteadas representan la aproximacion en linea recta de las graficas de Bode.

142

b) |H(w =201o
) ‘ ( )‘dB glO 100

=—201log,

1
1+ jw/100
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Para w < 100,

|H() |, =—201ogy,

1+j%‘ﬁ—2010g101=0 a medida que @ — 0
Para w > 100,

| H(w) \dB =—20log,

w w
1-j—|[—>—2010 — a medida que w —
JIOO‘ g“’[ 100 ] e

40 v
A
v
30
20 » /
20105>’1()|]+ji| /"
8 0 d
3 10
= A
_——" ‘¢”’
0 if
—10
—-20
1 10 100 1 000
w(rad/s)
a)
/2 5
tan™ ! (/10) RPN
» %L
N et
w4
e atl
/‘4
3 _—'4"
x 0 *
>
—Trl4
—7r/2
1 10 100 1 000
w(rad/s)
b)

Figura 5-28 Gréficas de Bode.
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En una escala de frecuencia logaritmica —20 logm(w/ 100) es una linea recta con una pendiente de —20 dB/década.
Esta linea recta intercepta al eje 0-dB en la frecuencia de esquina @ = 100 [figura 5-29a)]. Para la frecuencia de esquina
o = 100

H(100)| ,; = —201og,, V2 =~ —3dB

La gréfica de \H(w) |dB se esquematiza en la figura 5-29a). A continuacidn,

0, (w)= —tan~' -2

H(w) 100
Entonces 0y (w)= —tan”! % -0 amedida que w — 0
0y (w)=7tan7'%—>f§ amedida que @ —> oo

Para w = 100, 6,(100) = —tan™' 1 = —77/4 rad. La grafica de 0,(w) se esquematiza en la figura 5-290).
¢) Primero, volvemos a escribir H(w) en la forma estandar como

H(w)= 101 + jw)
(14 jw/10)1 + jw/100)
Entonces | H(@)|,;, =201og;, 10+20 log, |1+ jo|
w w
—201og,o |1+ j—|—201log, |1+ j—
210 110‘ g10 ]100‘

Observe que existen tres frecuencias de esquina: @ = 1, @ = 10y w = 100. En la frecuencia de esquina w = 1
H(1)|g5 =20 + 20 log;yv/2 — 20 log;(v/1.01 — 20 log;,~/1.0001 ~ 23 dB
Para la frecuencia de esquina w = 10
H(10)| g5 =20 + 20 log; V101 — 20 log 4 v/2 — 20 log; v1.01 ~ 37 dB
Para la frecuencia de esquina w = 100
H(100)| g5 = 20 +20 log 0 +/10,001 — 20 log, V101 — 20 log,, v/2 =~ 37 dB

La grifica de amplitud de Bode se dibuja en la figura 5-30a). También se indica cada término que contribuye a la am-
plitud total. A continuacién,

0, (w)=tan 'o—tan 'L —tan"'
() 10 100
Entonces 0y (w)=—0—-0—-0=0 amedida que w — 0
T T T T
0y(w)=>—————=—— a medida que w — oo
(@) 5 5 3 2 q
y 6,(1) = tan"!(1) — tan~! (0.1) — tan~'(0.01) = 0.676 rad

0,(10) = tan~' (10) — tan~'(1) — tan~' (0.1) = 0.586 rad
6,,(100) = tan~'(100) — tan~!(10) — tan~' (1) = —0.696 rad

La gréfica de 0,(w) se ilustra en la figura 5-30b).

5.48. Un desplazador de fase ideal de ( —77/ 2) radianes (0 —90°) (figura 5-31) se define mediante la respuesta en
frecuencia

H(w)= e ©=0 5.169
@=1 (5.169)
e w<0
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Figura 5-29 Grificas de Bode.




| H(w) | 5

PROBLEMAS RESUELTOS
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by 1. . ....\\
—a/4 4 RER = T =
6,= tan”'(@)/10) T \"'»...
L /' L
—1r/2 3 \ e
6,= tan"!()/100)
1 10 100 1000
w(rad/s)
b)

Figura 5-30 Grificas de Bode.
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(1) ) Desplazador de @) =x(t)

fase de—r/2 rad

Figura 5-31 Desplazador de fase de —r/2 rad.

a) Encuentre la respuesta al impulso A(f) de este desplazador de fase.
b) Encuentre la salida y(#) de este desplazador de fase debida a una entrada arbitraria x(z).
c) Encuentre la salida y(#) cuando x(¢) = cos w,t.

a) Puesto que e /™2 = —jy ¢™? = j, H(w) puede volver a escribirse como
H(w) = —j sgn(w) (5.170)
>
donde sgn(w) ={ be=0 (5.171)
-1 w<0
. 2
Abhora, de la ecuacion (5.153) sgn(t) <> —
jw

y por la propiedad de dualidad (5.54) tenemos

g <21 sgn(—w) = —2m sgn(w)
Jt

o 1 sen(w) (5.172)
Tt

puesto que sgn(w) es una funcién impar de w. De esta forma, la respuesta al impulso /() estd dada por

WO =F (H@) = F = sen(@)] = (5.173)
b) Por la ecuacién (2.6) y(t) = x(t) * % :% '[_m ;(77) dr (5.174)
<=7

La sefial y(#) definida por la ecuacién (5.174) se conoce como transformada de Hilbert de x(t) y por lo general se denota

mediante £(7).
¢) Delaecuacion (5.144) cos wyt <= 78w — wy) + §(w + w)]
Entonces Y(w)=X(w)H(w) =7[0(w — wy) + 6(w + wy)][—J sgn(w)]
=— jm sgn(wg )0(w — wy) — jm sgn(—wy )d(w + w,)
=—jmd(w — wy) + jmd(w + wy)
puesto que sgn(w,) = 1y sgn(—w,) = —1. De este modo, de la ecuacién (5.145) obtenemos

y(1) = sen wt
Observe que cos(w,t — 77/ 2) = sen wyt.

5.49. Considere un sistema LIT causal de tiempo continuo con respuesta en frecuencia
H(w) = A(w) + jB(w)
Demuestre que la respuesta al impulso A(f) del sistema puede obtenerse en términos de A(w) o B(w) solos.
Puesto que el sistema es causal, por definicion
h(t) =0 <0
En consecuencia, h(—1) =0 t>0
Sea h(t) = h(t) + h (1)

donde A,(t) y h,(t) son las respectivas componentes par e impar de /(f). Entonces de las ecuaciones (1.5) y (1.6) podemos
escribir

h(r) = 2h () = 2h (1) (5.175)



PROBLEMAS RESUELTOS

De las ecuaciones (5.61b0) y (5.61c¢) tenemos que
h() < Alw) y h, (1) < jB(w)

De este modo, por la ecuacién (5.175)
h(®) = 2h(1) = 2F '[A(w)] t>0 (5.176a)
h(t) =2h () =2F '[jB(w)] t>0 (5.176b)

Las ecuaciones (5.176a) y (5.176b) indican que A(f) puede obtenerse en términos de A(w) o B(w) solos.

5.50. Considere un sistema LIT causal de tiempo continuo con respuesta en frecuencia

5.51.

H(w) = A(w) + jB(w)

Si la respuesta al impulso A(f) del sistema no contiene impulsos en el origen, entonces demuestre que A(w) y
B(w) satisfacen la siguiente ecuacion:

Aw)=L [T BXD 4y (5.177a)
Cw—A
Blwy=—+ [T AN ) (5.177b)
Cw—A
Como en el problema 5.49, sea h(t) = h,(t) + h (1)

Puesto que /(7) es causal, es decir, i(t) = 0 para t < 0, tenemos que
h,(t) = —h (1) t<0
También de la ecuacién (5.175) tenemos que
h() = h (1) t>0

De este modo, mediante la ecuacidn (5.152) podemos escribir

h(t) = h(1) sgn(?) (5.178a)

h(t) = h,() sgn(t) (5.178b)
Ahora, de las ecuaciones (5.61b), (5.61¢) y (5.153) tenemos que

h(1) = Alw)  h,(t) < jB(w)  sgn(t)< i
jo

De esta forma, por el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) obtenemos

A(w)—ijB(w)*———B( yrt=1 J B
21T Jjow w

Cw—A
. 1 2 1 1
y JB(w)=—A(w) ¥ —=—j—A(w) *—
21 jo T w
0 B(w) =~ A(w)* L =—1 f AQ) gy
T w Cw—A

Observe que A(w) es la transformada de Hilbert de B(w) [ecuacidn (5.174)] y que B(w) es el negativo de la transformada
de Hilbert de A(w).

Se sabe que la parte real de la respuesta en frecuencia H(w) de un sistema LIT causal es w6(w). Encuentre la
respuesta en frecuencia H(w) y la funcién del impulso /(f) del sistema.

Sea H(w) = A(w) + jB(w)

Mediante la ecuacion (5.177b), con A(w) = 7 6(w) obtenemos

1 (> 76(A) o 1 1
B(w)=—— —ldA=— O(A)——dA=——
(@) 77".*‘”(0—)\ J.*"“ ¢ )w—)\ w
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Por consiguiente, H(w)=m6(w)— jl =7é(w) + L
w Jjw
y con la ecuacién (5.154) h(t) = u(t)
FILTRADO

5.52. Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia

5.53.

5.54.

H(w)= 1 || <o,
0 | w | > w,
La entrada para este filtro es x(t)= senar

Tt
a) Encuentre la salida y(¢) para a < w,.
b) Encuentre la salida y(f) para a > w,.
¢) (En cudl de los casos la salida sufre distorsién?

a) De la ecuacion (5.137) (problema 5.20) tenemos que

1
x<t>=se““’e>(<w>:pa<w>={ jo]<a

0 ‘ w ‘ >aq
Entonces, cuando a < w, tenemos que

Y() = X(0)H(w) = X(w)

De este modo, (1) = x(1) = sen at
b) Cuando a > w, tenemos que V(o) = X(0)H(w) = X(w)
Asi, Y1) = h(t) = sen w,t

¢) En el inciso a), es decir, cuando w, > a, y(f) = x(¢) y el filtro no produce ninguna distorsién. En el inciso b), esto es,
cuando w. < a, y(t) = h(t) y el filtro produce distorsion.

Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia
1 | w | <4
H(w)=
0 |w|>4m
La entrada para este filtro es la onda cuadrada periddica mostrada en la figura 5-27. Encuentre la salida y(?).
Estableciendo A = 10, T, =2y w, = 277'/ T, = m en la ecuacién (5.107) (problema 5.5), obtenemos

x(t)=5 +§ senn’t+isen37rt+isen57rt+---
T 3 5

Puesto que la frecuencia de corte w, del filtro es de 47 rad, el filtro pasa todas las componentes arménicas de x(f) cuyas
frecuencias angulares sean menores de 47 rad y rechaza todos los componentes armoénicos de x(¢) cuyas frecuencias angu-
lares sean mayores de 47 rad. Por consiguiente,

y(it)y=5+ Esenﬂ't + &sen 37t
T 3

Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia

H(w)z{1 o] <@

0 |o|> o,



5.55.

PROBLEMAS RESUELTOS

La entrada para este filtro es x() = e u()

Encuentre el valor de w, de tal modo que este filtro pase exactamente una mitad de la energia normalizada de la sefial de
entrada x(7).

De la ecuacion (5.155) X(w)= !

2+ jw

1 o] <o,
Entonces Y(w)=X(w)H(w)=42+ jo

0 ‘ ) ‘ > w,

La energia normalizada de x(¢) es

EX=J7 \x(t)\ dt = J g =L

Mediante la identidad de Parseval (5.64), la energia normalizada de y(7) es

= ol a= —I ‘Y(a))‘dw——_[

—oc 4+ o°
R
0 44+ 27 2 2 8
de lo cual obtenemos %=tan§=l y o, =2rad/s

El ancho de banda equivalente de un filtro con respuesta en frecuencia H(w) se define por

Weg=———— [ | H(w) do (5.179)

eq
|Hw)|}

max

donde ’H(w) ‘méx denota el valor maximo del espectro de magnitud. Considere el filtro pasa-bajas RC ilustrado
en la figura 5-6a).

a) Encuentre su ancho de banda de 3 dB W ;.

b) Encuentre su ancho de banda equivalente W,

a) De la ecuacion (5.91), la respuesta en frecuencia H(w) del filtro RC estd dada por
(I

1+ joRC 1+ j(w/wy)

H(w)=

1

donde w, = 1/RC. Ahora Hw)|=— o
0 / ‘ ‘ 1+ (/g 2172

El espectro de amplitud \H(w)| se grafica en la figura 5-6b). Cuando w = w, = =1 / V2. De este modo,

el ancho de banda de 3 dB del filtro RC estd dado por
1
Wigg = w0y = —
3B~ @Wo T RC

b) De la figura 5-6b) vemos que ‘H(O)| = 1 es el espectro de magnitud
maximo. Al reescribir H(w) como

111

H(w)= P
@ 1+ joRC RC 1/RC + jo

y por medio de la ecuacién (5.179), el ancho de banda equivalente
del filtro RC esta dado por (figura 5-32)

v

_ 1 J” dw _ 1 T
‘4 (RC)* 70 (1/RCY* + w®>  (RC)* 2/RC  2RC Figura 5-32 Ancho de banda del filtro.
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5.56. El tiempo de subida ¢, del filtro RC pasa-bajas en la figura 5-6a) se define como el tiempo requerido para que

una respuesta al escalén unitario vaya de 10 a 90% de su valor final. Demuestre que

_ 035

r
f3dB

donde f; ;5 = W, dB/ 2 =1 / 27 RC es el ancho de banda de 3 dB (en hertz [o hertzios]) del filtro.

t

De la respuesta en frecuencia H(w) del filtro RC, la respuesta al impulso es
I _urc
h(t)=—e " u(t)
RC

Entonces, de la ecuacion (2.12) se concluye que la respuesta al es- )
calon unitario s(7) es 0.9 F-mmmmmmmm e

s()= J;h(r) dr = j(;R—ICe*T’RC dr=(1—-e"Yu()

lo cual se grafica en la figura 5-33. Por la definicién del tiempo de

subida 0.1
L=n-1 0 ' t t
donde s(t) =1 —e™WRC = 0.1 — ¢""/RC = .9 ! r
s(t,) = 1 —e RC = 0.9 — ¢ 1/RC = ] Figura 5-33

Al dividir la primera ecuacion entre la segunda del lado derecho obtenemos
o2~ 1/RC — ¢

2.197 _ 035

Tfias  fram

y t.=t,—t,=RCIn(9)=2.197RC =

r

lo que indica la relacién inversa entre el ancho de banda y el tiempo de subida.

5.57. Otra definicién de ancho de banda para una sefial x(¢) es el ancho de banda Wy, de contenido de energia al 90%,
definido por
1 Woo 2 1 Woo 2 B
> [ | X(@) o= — ], 1x@f do=09E, (5.180)

donde E, es el contenido de energia normalizada de la sefial x(7). Encuentre el W, para las siguientes sefiales:

a) x(t)=¢ “ut),a>0

b) x(t)= sen at
Tt
a) De la ecuacion (5.155) x(t)=e “u(t) - X(w)= ! -
a+ jo
De la ecuacién (1.14) E= ] Jxwfdi= [ e =2i
e a

Ahora, por la ecuacion (5.180)

W W
R e L
=0 T a

O P+ am 2a
-1l Wy |_
de lo cual obtenemos tan | —— |=0.457
a

Asi, Wy, = a tan(0.457) = 6.31a rad/s



b)

PROBLEMAS RESUELTOS

De la ecuacion (5.137)
‘w‘<a
0 ‘w‘>a

sen at

xt)=——X(w)=p,(0)= {
at

Mediante la identidad de Parseval (5.64) tenemos que

a

E, _7j | X(@)| dt——f | X(w)[ dw——_[ a

Entonces, por la ecuacion (5.180)

1 90 Woo w.
;jo | X(w )\dw——J. dw—%*09—

y asi obtenemos Woo = 0.9a rad/s

Observe que el ancho de banda absoluto de x(7) es a (en radianes/segundo).

5.58. Sea x(#) una sefial limitada en banda de valores reales especificada por [figura 5-34D)]

X(w) =0 |w|>wM

Sea x,(f) definida por x,(1) = x(D)8, (1) = x(1) i 8(t —KT,) (5.181)

k=—oo

a) Grafique x(7) para T, < 77/ w, ypara T, > 77'/ Wy
b) Encuentre y grafique el espectro de Fourier X (w) de x(f) para T, < 77/ wy, ypara T, > 77/ Wy

a)

b)

Mediante la ecuacién (1.26) tenemos que
X, ()= x(1)8; () =x(t) Y, 8t —KT,)
k=—oo0
= > x()8(t—kI,)= Y, x(kT,)8(t —KT}) (5.182)
k=—co k=—co

La sefial muestreada x(¥) se grafica en la figura 5-34c¢) para T, < 77'/ w, y en la figura 5-34i) para 7, > 77'/ Wy
La sefial x() se conoce como sefial muestreada ideal, T, se conoce como intervalo (0 periodo) de muestreo, mien-
tras f, = 1/T se conoce como tasa (o frecuencia) de muestreo.

De la ecuacién (5.147) (problema 5.25) tenemos que
S —w, ), dw—ko) o =2Tl
k=—oo0 K

Sea x (1) < X ()

Entonces, de acuerdo con el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) tenemos que

X () =F[x(1)8; (t)]—— X(w) * o, Z 8w — kw,)
k=—co

X(w)*6(w — kw,)

—oo

H MX

1
T,,
Por medio de la ecuacién (1.26) obtenemos
| <
X (@)= Y X(w— ko) (5.183)
S k=—o0

lo que demuestra que X (w) se compone de réplicas periddicamente repetidas de X(w) centradas alrededor de ko, para
toda k. El espectro de Fourier X (w) se ilustra en la figura 5-34 f) para T, < W/wM (0w, > 2 wy,), y en la figura 5-34j)
para T, > 77/ wy (0w, <2 wy,), donde w, = 2 77'/ T,. Puede apreciarse que no ocurre traslape de las réplicas X(w — kw,)
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x(t) X(w)
\_/N/_\ > /_ _\
0 I'

—wy 0 Wy ;
a) b)
o (1) Floy (]
-7, 0 T, o, ' o, 0 o, o
) d)
x,(H) X (o)
* EVAVIAVAN
| : l A\,
-7, 0 T, 2T t —og oy 0 ey w, o
e) Wy
8y, (1) F1o, (0]
-1, 0 T, 2T, ; —20, -~ 0 o, 20, o
g h)
x (1) X (@)
4 T > | | |
-7, 0 T, 2T, t 20, —wST 0 T o 20, w
Oy Oy

i) b))
Figura 5-34 Muestreo ideal.

en X,(w) para w, = 2 w,, y que se produce traslape de las réplicas espectrales para w, < 2 w,,. Este efecto se conoce
como aliasing (0 submuestreo).

5.59. Sea x() una sefial limitada en banda de valores reales especificada por
X(w)=0 |o|> wy

Demuestre que x(7) puede expresarse como

oo

x(t)=Y, x(kT})

k=—co

senwy, (t — kT)

184
w,, (t — kT,) (5.184)

donde T, = W/wM.



5.60.

PROBLEMAS RESUELTOS

Sea x(f) < X(w)
x,(0) = (18, (1) < X, (0)
De la ecuacién (5.183) tenemos que T X,(w)= 2 X(w—kw,)
k=—oc0

Entonces, bajo las siguientes dos condiciones,

O X@=0]0[>0, y @ L=—-

Wy
de la ecuacién (5.185) vemos que X(w)= iX‘Y (w) |o| <oy,
Wy

A continuacién, tomando la transformada de Fourier de la ecuacion (5.182) tenemos que

oo

X,(@)= Y x(kT,)e
k=—co0

Sustituyendo la ecuacién (5.187) en la ecuacidn (5.186) obtenemos
X(@) ==Y xkT)e 0 |o|<ao,
DOy j——oo

Tomando la transformada de Fourier inversa de la ecuacién (5.188) obtenemos que

1 (= :
x(t)=— X(w)e’”" dw
0=5-]"_x@

oo

oy .
= L™ w)e ) o
sz 7ka:7m

oo

wpr .
= 2 x(kT,) 1 J /UK 4o
2wy " oM

k=—oo

_ i x(kT‘)sean(t—kTs)
T oyt —kTy)

(5.185)

(5.186)

(5.187)

(5.188)

De los problemas 5.58 y 5.59 concluimos que una sefial limitada en banda que no tiene componentes de frecuencia mayores
de f,, hertz puede recuperarse por completo a partir de un conjunto de muestras tomadas a la tasa de f, (= 2f,,) muestras por
segundo. Esto se conoce como teorema del muestreo uniforme para sefiales pasa-bajas. Hacemos referencia a 7, = 77/ Wy
= 1/2fM (w,, = 27 f,,) como intervalo de muestreo de Nyquisty a f, = 1/TS = 2f,, como tasa de muestreo de Nyquist.

Considere el sistema mostrado en la figura 5-35a). La respuesta en frecuencia H(w) del filtro ideal pasa-bajas

estd dada por [figura 5-35b)]
H(w)=T () T, | w | <w,
w)— w) =
Spa)C O | w | > wc
Demuestre que si w, = a)s/ 2, entonces para cualquier seleccién de T,

y(mT) = x(mT,) m=0,*1,*+2,..

H(w)
x(1) ‘/><\ x(1) ‘I—lH( ) ON
'T > w » TS
8. =3 80—k o, 0 o ,
s k =—oco
a) b)

Figura 5-35
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De la ecuacidn (5.137), la respuesta al impulso A(z) del filtro ideal pasa-bajas estd dada por

senw.! _ Tiw, senw,t

h(t)=T,
T Wt

De la ecuacién (5.182) tenemos que

oo

X, (N =x(0)8; ()=, x(KT,)8(t —KT,)
k=—co

Por la ecuacién (2.6) y mediante las ecuaciones (2.7) y (1.26), la salida y(¢) estd dada por

oo

Y(6) = x,(t) = h(t) = [ > x(kT,)8(t — KT, >} *h()

=—oco

oo

= Y x(KT)[h(r)* 8(t — kT,)]
k=—o0

oo

= > x(kT)h(t —KT,)

k=—oo

Mediante la ecuacién (5.189) obtenemos

oo

v =Y x(kT,)

k=—co

T,w. senw,(t — kT,)
w (t —kTy)

Siw, = ws/ 2, entonces Tswc/ m = 1,y tenemos

- sen[w, (t — kT,)/2]
= kT,) s =220
YO= 2 kT w,(t —kT,)/2

k=—co

Estableciendo t = mT, (m = entero) y por el hecho que w, T, = 27, obtenemos

oo

y(mT,)= Z x(kT,) sen(m — k)
o m(m—k)
senr(m — k) _{0 m#k
Como —_— =
w(m—k) 0 m=k
tenemos que y(mT,) = x(mT) m=0,*1,+2, ..

lo cual demuestra que sin ninguna restriccion sobre x(f), y(mT,) = x(mT,) para cualquier valor entero de m.

(5.189)

Observe del teorema del muestreo (problemas 5.58 y 5.59) que si w, = 277/ T, es dos veces mayor a la frecuencia mas
alta presente en x(t) y . = ws/ 2, entonces y(f) = x(#). Si esta condicién sobre el ancho de banda de x(f) no se satisface,
entonces y(f) # x(t). Sin embargo, si w, = wx/ 2, entonces y(mT,) = x(mT,) para cualquier valor entero de m.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.61. Considere una seiial rectificada de onda seno x(r) defi- 5.63. Por medio del resultado del problema 5.10, encuentre la
nida como serie de Fourier trigonométrica de la sefial x(#) mostra-
x(t) = | Asen 7t da en la figura 5-36.
a) Grafique x(7) y encuentre su periodo fundamental. x(1)
b) Encuentre la serie de Fourier exponencial compleja
de x(2). A

¢) Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de x(7).

5.62. Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de una se-

fial periddica x(#) definida por -7, 0 T,

x( =1t} —w<t<mw y x(t +2m) = x(f) Figura 5-36



5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

5.70.

5.71.

5.72.

Derive la representacién en serie de Fourier en forma
armonica (5.15) a partir de la representacion de la serie
de Fourier trigonométrica (5.8).

Demuestre que el valor cuadrético medio de una sefial
periddica real x(7) es la suma de los valores cuadraticos
medios de sus arménicos.

Demuestre que si
x(1) < X(w)
entonces

()=

2O oy X(@)
dt

Mediante la técnica de diferenciacion, encuentre la
transformada de Fourier de la sefial de pulso triangular
ilustrada en la figura 5-37.

x(1)

A

i 4

—d 0 d
Figura 5-37

Encuentre la transformada de Fourier inversa de

X(w)= %
(a+ jo)
Encuentre la transformada de Fourier inversa de

1

X(w)=———
2— o’ + j3w

Verifique la propiedad de diferenciacién de la frecuen-
cia (5.56); es decir,

dX(w)

(=jnx(t) <

Encuentre la transformada de Fourier de cada una de las
siguientes sefiales:

a) x(t) = cos wytu(t)
b) x(1) = sen wtu(t)
¢) x(t) = e " cos wytu(t),a >0
d) x(t) = e”“sen wtu(t),a >0

Sea x(r) una sefal con una transformada de Fourier
X(w) dada por

1 ‘ w ‘ <1
X(w)=
(@) {0 ‘ w ‘ >1]
Considere la senal
d*x(1)

)= %

5.73.

5.74.

5.75.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Encuentre el valor de
NECIRT

Sea x(f) una sefal real con la transformada de Fourier
X(w). La sefial analitica x(t) asociada con x(f) es una
sefial compleja definida por

x, () = x(@) + j&(1)
donde £(7) es la transformada de Hilbert de x(r).

a) Encuentre la transformada de Fourier X, (w) de
x, ().

b) Encuentre la sefial analitica x_(#) asociada con cos
w,t y su transformada de Fourier X (w).

Considere un sistema LIT de tiempo continuo con res-
puesta en frecuencia H(w). Encuentre la transformada
de Fourier S(w) de la respuesta al escalon unitario s(f)
del sistema.

Considere el filtro RC mostrado en la figura 5-38. En-
cuentre la respuesta en frecuencia H(w) de este filtro y
discuta su tipo.

c
|
|

x(1) R y()
Figura 5-38
5.76. Determine el ancho de banda de contenido de energia al

5.77.

99% para la sefial
1
X(I) =
P +d?

El teorema de muestreo en el dominio de la frecuencia
establece que si una sefial real x(7) es de duracion limi-
tada, es decir,

xn=0 il >z,

entonces su transformada de Fourier X(w) puede de-
terminarse de manera univoca a partir de sus valores
X(mr/ 1)) para una serie de puntos equidistantes espa-
ciados entre si en una cantidad 77/ t- De hecho, X(w)
estd dada por

X(w) = i X[W] sen(wt,, — n)

ty wty —nm

n=—oo

Verifique el teorema de muestreo anterior en el dominio
de la frecuencia.
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.61. a) X(r) se graficaen la figura 5-39y 7, = 1.

24 <« 1
b) x(t)y=—"— —_
) T oAk -1

24 4AC 1
c) x(t)y=——F 5
T4k -1

e Jk2art

cos k2t

x(1)

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67. Ad

5.68.

-1 0 1 2 t
Figura 5-39

2 o k
T (=1
x(t)=—+4 cos kt

=" ,;:1 =

8

x(t)=

1
—senkwt Wy =—
k Ty

(SYIS
ElS

k

Sugerencia: Vuelva a escribir a; cos kwyt + b, sen kwyt
como

2 2 ay
\/ak th |l =5Tam
(a;

cos kwyt +
+ 5272

by
——F5—— senkwt
@+op)” }
y haga uso de la férmula trigonométrica cos(A — B) =

cos A cos B + sen A sen B.

Sugerencia: Use la identidad de Parseval (5.21) para la
serie de Fourier y la ecuacion (5.168).

Sugerencia: Repita la propiedad de diferenciacién en el
tiempo (5.55).

sen (wd/2) :
wd/2

Sugerencia: Haga la diferenciaciéon de la ecuacién
(5.155) N veces con respecto a a).

l‘N_l

(N—1)!

e “u(t)

5.69.

5.70.

5.71.

Sugerencia: Note que

2 -+ j3w=2+ (jw)?+j3w=(+jo)2 + jo)

y aplique la técnica de la expansién en fracciones par-
ciales.
x(t) = (e —e7u(r)

Sugerencia: Utilice la definicién (5.31) y proceda de
manera similar a la del problema 5.28.

Sugerencia: Haga uso de la propiedad de multiplica-
cién (5.59).

o T jo
a) X(w)=—=dw—-—wy)t+—0wt+w,)+—F—
) X@)= T8 =00+ 0wt ag) t gty
™ T ®
b) X(w)=—8w—wy))——o+w,)+—F"—
) X()= T80 —0g) = ot ag) t gt

a+ jo

0 Xy=— Lt

(a+jo) +wp
@y

d) X =
) K@) (a+ jw)’ + o}

. Sugerencia: Emplee la identidad de Parseval (5.64)

para la transformada de Fourier.

1/37
. @) X (w)=2X(0)u(w)= {ZX (@)  ©>0
0 w<0

b) x,(t)=e", X (w)=2m8— w,)

5.74. Sugerencia: Utilice la ecuacion (2.12) y la propiedad de
integracion (5.57).

. Hw)=

S(w) =7H(0)d(w) + (1/jw) H(w)

jo

———— filtro pasa-altas
(1/RC) + jow

. Wy = 2.3/a radianes/segundo o fy, = 0.366/a hertz.

. Sugerencia: Expanda x(f) en una serie compleja de

Fourier y proceda de manera semejante a la del proble-
ma 5.59.



Analisis de Fourier de
senales y sistemas
de tiempo discreto

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo presentamos el andlisis de Fourier en el contexto de las sefiales (secuencias) y sistemas de tiempo
discreto. El andlisis de Fourier desempefia el mismo papel fundamental tanto en tiempo discreto como en tiempo con-
tinuo. Como veremos, existen muchas similitudes entre las técnicas del andlisis de Fourier de tiempo discreto y sus
contrapartes de tiempo continuo, pero también hay algunas diferencias importantes.

6.2 SERIE DE FOURIER DISCRETA
A. SECUENCIAS PERIODICAS

En el capitulo 1 definimos una sefial (o secuencia) x[n] de tiempo discreto como periddica si existe un entero positivo
N distinto de cero, para el cual
x[n + N] = x[n] para toda n (6.1)

El periodo fundamental N, de x[n] es el entero positivo mds pequefio de N para el cual se satisface la ecuacién (6.1).
Como vimos en la seccién 1.4, la secuencia exponencial compleja

x[n] = /@7 NOM — (i (6.2)

donde Q, = 277/ N, es una secuencia periddica con periodo fundamental N,. Como discutimos en la seccién 1.4C,
una distincion muy importante entre la exponencial compleja de tiempo discreto y de tiempo continuo es que las
sefiales ¢°0' son distintas para diferentes valores de w,, pero las secuencias ¢/%", que difieren en frecuencia por un
multiplo de 27, son idénticas; es decir,

ej(QO +2mk)n _ ejQO" ej277kn — ejO'O" (6-3)
Sea W [n] = 4" 0, =" k=0+L+2.. (6.4)
k 0 N
0

Entonces, por la ecuacién (6.3) tenemos que
Y,[n]= ‘PNO [n] W, [n]= \I/NO 1] W, [n]= \IfNOH[n] (6.5)

y de manera mds general,
Wi lnl =Yy, 0] m = entero (6.6)

De este modo, las secuencias W,[n] son distintas s6lo sobre un intervalo de N, valores sucesivos de k.
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B. REPRESENTACION DE LA SERIE DE FOURIER DISCRETA

La representacion de la serie de Fourier discreta de una secuencia periddica x[n] con periodo fundamental N, estd

dad
ada por Vot

j 2
x[n]= z ¢, e Q, = =T (6.7)
k=0 Ny
donde las ¢, son los coeficientes de Fourier y estdn dados por (problema 6.2)

G =— A x[n]e on (6.8)
NO n=0

Debido a la ecuacién (6.5) [0 a la ecuacidn (6.6)], las ecuaciones (6.7) y (6.8) pueden volver a escribirse como

x[n]= 2 ¢, e Q= 2m (6.9)
k={No) No
G = NL Z x[n] e Hon (6.10)
0 11:<N0>

donde %, _ |y denota que la sumatoria es sobre k a medida que varia sobre un intervalo de N, enteros sucesivos. Al
establecer kK = 0 en la ecuacién (6.10) tenemos

co=L 2 x[n] (6.11)
No w2(vo)

que indica que ¢, es igual al valor promedio de x[n] sobre un periodo.
Los coeficientes de Fourier ¢, a menudo se conocen como los coeficientes espectrales de x[n].

C. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER DISCRETA

Puesto que la serie de Fourier discreta es finita, en contraste con el caso de tiempo continuo, no hay cuestiones de
convergencia con la serie de Fourier discreta.

D. PROPIEDADES DE LA SERIE DE FOURIER DISCRETA
1. PERIODICIDAD DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER
De las ecuaciones (6.5) y (6.7) [0 (6.9)] observamos que
Ce+ Ny~ Ck (6.12)

lo que indica que los coeficientes de la serie de Fourier ¢, son periédicos con un periodo fundamental N,,.

2. DUALIDAD

De la ecuacién (6.12) observamos que los coeficientes de Fourier ¢, forman una secuencia peridédica con periodo
fundamental N,.. De este modo, escribiendo ¢, como c[k], 1a ecuacién (6.10) puede volver a escribirse como

clkl= Y ix[n]e‘f"ﬂon (6.13)
n={Np) NO
Sean = —m en la ecuacién (6.13). Entonces
clk]= 2 Lx[—m]ejkﬂom
m:<N0> 0

Sik =nym = ken la expresion anterior, obtenemos

cln]l= Z L)c[—k]eﬂ‘ﬂ‘)" (6.14)
k=(Ng) "0



6.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Si comparamos la ecuacién (6.14) con la ecuacién (6.9), vemos que (1 / Ny)x [—k] son los coeficientes de Fourier de
c[n]. Si adoptamos la notacién
x[n]ﬁs—wk =c[k] (6.15)

para denotar el par de la serie de Fourier discreta, entonces por la ecuacion (6.14) tenemos que

PRI (6.16)
NO

La ecuacion (6.16) se conoce como propiedad de dualidad de la serie de Fourier discreta.
3. OTRAS PROPIEDADES
Cuando x[n] es real, entonces de la ecuacién (6.8) [o ecuacion (6.10)] y la ecuacién (6.12) se deduce que
C ok = Cny—k = Ck (6.17)

donde * denota el complejo conjugado.

SECUENCIAS PAR E IMPAR

Cuando x[n] es real, sea
x[n] = x,[n] + xy[n]

donde x,[n] y x,[n] son los respectivos componentes par € impar de x[n]. Sea

DF!
x[n] &S—wk

Entonces
x,[n] <255 Re[c, ] (6.18a)
x, [n] <25 jIm[c,] (6.18b)

De este modo, observamos que si x[n] es real y también par, entonces sus coeficientes de Fourier son reales; pero si
x[n] es real e impar, sus coeficientes de Fourier son imaginarios.

E. TeoREMA DE PARSEVAL

Si x[n] esta representada por la serie de Fourier discreta en la ecuacion (6.9), entonces puede demostrarse que (pro-
blema 6.10)
1 2 2
~ 2 = X o (6.19)
0 n=(Ny) k=(No)

La ecuacion (6.19) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la serie de Fourier discreta.

6.3 LATRANSFORMADA DE FOURIER

A. DE LAS SERIE DE FOURIER DISCRETA A LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Sea x[n] una secuencia no periédica de duracién finita. Es decir, para algin entero positivo N,
xnl =0  |n|>N,

La figura 6-1a) muestra una secuencia de este tipo. Sea xy [1] una secuencia periddica formada al repetir x[r] con
periodo fundamental N, como se muestra en la figura 6-1b). Si hacemos que N, — co tenemos que

lim xy [n]=x[n] (6.20)
Nog—oo
La serie de Fourier discreta de xy [n] estd dada por

Xy, [n]= 2 ckejm"” 0=— (6.21)
k=(No)
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donde Cr - 2 Xy, (1] ¢ Hon (6.22a)
No n=(No)

Puesto que xy [n] = x[n] para |n| = N, y como x[n] = 0 fuera de este intervalo, la ecuacién (6.22a) puede volver a
escribirse como

i x[n] e Hhor (6.22b)

n=-—oco

_ 1
= E JkQon _ 1

Cy x[n]e N,

Definimos X({)) como XQ)= E x[n]e (6.23)

n=-—oo

Entonces, de la ecuacién (6.22b) los coeficientes de Fourier ¢, pueden expresarse como

1
o = —X(kQy) (6.24)
Nb
x[n]

®

=N, 0 N, n
a)

xNO[n]

[ ]

-N, 0 N, N, n
b)

Figura 6-1 a) Secuencia finita no periddica x[n]; b) secuencia periddica formada por extension periddica de x[n].
Al sustituir la ecuacion (6.24) en la ecuacion (6.21) tenemos que

1

Xy nl= D, — X(kQy) "
k=(Ng) 0
0 xNO[n]zl Y X(kQy) ™m0y (6.25)
2T (o)

De la ecuacién (6.23), X({)) es periédica con un periodo 27, y de este modo es /. De esta manera, el producto
X(Q)e™™ también serd periédico con un periodo 277. Como se muestra en la figura 6-2, cada término en la suma-
toria de la ecuacién (6.25) representa el drea de un rectdngulo de altura X(k€2,)e’**" y de ancho €),. A medida que
Ny — o0, ) = 277/ N, se hace infinitesimal (), — 0), y la ecuacién (6.25) se transforma en una integral. Ademas,
puesto que la sumatoria de la ecuacién (6.25) se realiza sobre N, intervalos consecutivos de ancho (), = 27T/ Ny, el
intervalo total de integracion siempre tendrd un ancho de 2. De esta manera, a medida que N, — co y en vista de
la ecuacioén (6.20), la ecuacion (6.25) se convierte en

x[n] = j X(Q) ™™ 40 (6.26)
21 o
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Puesto que X()e™"" es periédica con un periodo 27, el intervalo de integracion en la ecuacién (6.26) puede tomarse
como cualquier intervalo de longitud 2.

X(Q)ejﬂ)l

Xk e o

oV

Figura 6-2 Interpretacién gréfica de la ecuacion (6.25).

B. PARDE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La funcién X(Q)) definida por la ecuacion (6.23) se conoce como transformada de Fourier de x[n], y la ecuacién
(6.26) define la transformada de Fourier inversa de X({}). De manera simbdlica se denotan mediante

X(Q)=F{x[n]} = i x[n]e /¥ (6.27)

x[n]=F {X(Q)) = ;_szﬂ X(Q) ™ a0 (6.28)

y decimos que x[n] y X(€)) forman un par de transformadas de Fourier denotado por
xln] < X(Q) (6.29)

Las ecuaciones (6.27) y (6.28) son las contrapartes de tiempo discreto de las ecuaciones (5.31) y (5.32).

C. EsPECTRO DE FOURIER
La transformada de Fourier X({)) de x[n] en general es compleja, y puede expresarse como
X(Q) = |X(Q) e/ (6.30)

Como en el tiempo continuo, la transformada de Fourier X({)) de una secuencia no periddica x[n] es la especifica-
cion en el dominio de la frecuencia de x[n] y se llama espectro (o espectro de Fourier) de x[n]. La cantidad ’X(Q)’
se conoce como espectro de magnitud de x[n], mientras que ¢({)) se denomina espectro de fase de x[n]. De manera
adicional, si x[n] es real, el espectro de amplitud ‘X(Q)‘ es una funcion par mientras que el espectro de fase $({2) es
una funcién impar de ().

D. CoNVERGENCIA DE X({2)

Del mismo modo que en el caso de tiempo continuo, la condicion suficiente para la convergencia de X({)) es que x[n]
sea absolutamente sumable, es decir,

Y, | x[n]|<eo (6.31)

n=—oco

E. RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA DE FOURIERY LA TRANSFORMADA Z

La ecuacion (6.27) define la transformada de Fourier de x[n] como

oo

X@Q)= Y x[n]e /™ (6.32)

n=—oo
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La transformada z de x[n], como se define en la ecuacién (4.3), estd dada por

oo

X@)= ) x[nlz" (6.33)
Al comparar las ecuaciones (6.32) y (6.33) observamos que si la ROC de X(z) contiene al circulo unitario, entonces
la transformada de Fourier X()) de x[n] es igual a la X(z) evaluada sobre el circulo unitario, esto es,

X(Q) = X@)|. - o (6.34)

Observe que puesto que la sumatoria en la ecuacion (6.33) estd denotada mediante X(z), entonces la sumatoria
en la ecuacion (6.32) puede denotarse como X(e¢/?). De este modo, en el resto de este libro, tanto X(£2) como X(e/?)
significaran lo mismo siempre que relacionemos la transformada de Fourier con la transformada z. Debido a que la
transformada de Fourier es la transformada z con z = ¢/, no deberfa suponerse autométicamente que la transfor-
mada de Fourier de una secuencia x[n] es la transformada z, con la z reemplazada por e/, Si x[n] es absolutamente
sumable, es decir, si x[n] satisface la condicion (6.31), la transformada de Fourier de x[n] puede obtenerse a partir de
la transformada z de x[n] con z = ¢/* puesto que la ROC de X(z) contendra el circulo unitario; esto es, efn‘ = 1. Por
lo general no es verdadero para las secuencias que no son absolutamente sumables. Los siguientes ejemplos ilustran
los enunciados anteriores.

EJEMPLO 6.1 Considere la secuencia del impulso unitario d[n].

De la ecuacion (4.14), 1a transformada z de 6[n] es

3{6[n]} =1 de toda z (6.35)
Por las definiciones (6.27) y (1.45), la transformada de Fourier de 6[n] es
Fdny =, dnle /™ =1 (6.36)

De este modo, la transformada z y la transformada de Fourier de 6[n] son la misma. Advierta que 6[n] es absoluta-
mente sumable y que la ROC de la transformada z de §[n] contiene al circulo unitario.

EJEMPLO 6.2 Considere la secuencia exponencial causal
x[n] = a"u[n] a real

De la ecuacion (4.9), la transformada z de x[n] estd dada por
1
X@=——  |z[>[q]
1—az

De este modo, X(¢/) existe para \a\ <1 debido a que la ROC de X(z) contiene el circulo unitario. Esto es,

X(ejﬂ):l;

o la|<1 (6.37)

A continuacion, por la definicién (6.27) y la ecuacién (1.91) la transformada de Fourier de x[n] es

oo =3

X(Q) — 2 anu[n] e—jﬂn _ 2 ane—jﬂn _ i (ae—jg)n
n=0

n=-—oo n=0
1 _i0
= — ae | =|a|<1 (6.38)

1—ae /¢ | | | |

De esta manera, al comparar las ecuaciones (6.37) y (6.38) tenemos que
X(Q) =X@) |, _ o

Observe que x[n] es absolutamente sumable.
EJEMPLO 6.3 Considere la secuencia del escalon unitario u[n].

De la ecuacion (4.16), la transformada z de u[n] es
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Slulnl} = 1—1{1 |z|>1 (6.39)

La transformada de Fourier de u[n] no puede obtenerse a partir de su transformada z debido a que la ROC de la
transformada z de u[n] no incluye al circulo unitario. Observe que la secuencia del escaldn unitario u[n] no es abso-
lutamente sumable. La transformada de Fourier de u[n] estd dada por (problema 6.28)

F{uln]) = m5(Q) + ——
1—e

= |o|== (6.40)

6.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Las propiedades bésicas de la transformada de Fourier se presentardn en los siguientes apartados. Existen muchas
similitudes y algunas diferencias con respecto al caso de tiempo continuo. Muchas de estas propiedades también son
semejantes a las correspondientes de la transformada z cuando la ROC de X(z) incluye el circulo unitario.

A. PERIODICIDAD X(Q + 27) = X(Q) (6.41)

Como una consecuencia de la ecuacion (6.41), en el caso de tiempo discreto debemos considerar valores de () (en
radianes) unicamente sobre el intervalo 0 =< () < 27 o —7 = () < 77, mientras que en el caso de tiempo continuo
tenemos que considerar valores de w (radianes / segundo) sobre todo el intervalo —oco < @ < co.

B. LINEALIDAD ax,[n] + ax,[n] < a,X,[Q] + a,X,[Q] (6.42)

C. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
x[n—ny] < e M x Q) (6.43)

D. DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA

/" x[n] > X(Q — Q) (6.44)
E. CONJUGACION x¥[n] <> X*(—Q) (6.45)
donde * denota el complejo conjugado.
F. INVERSION DEL TIEMPO x[—n]l<X(—Q) (6.46)

G. ESCALAMIENTO EN EL TIEMPO

En la seccion 5.4D, la propiedad de escalamiento de una transformada de Fourier de tiempo continuo se expresa

como [ecuacion (5.52)]

1 w

x(at) <> — X | — (6.47)
al (@

No obstante, en el caso de tiempo discreto, x[an] no es una secuencia si @ no es un entero. Por otra parte, si a es un

entero, digamos a = 2, entonces x[2n] se compone s6lo de las muestras pares de x[n]. De este modo, el escalamiento

del tiempo en tiempo discreto toma una forma algo diferente de la ecuacion (6.47).
Sea m un entero positivo y definamos la secuencia

_ x[n/m]=x[k] sin=km,k = entero 6.48
Tt o sin # km (6.48)
Entonces tenemos que Xyln] < X(m)) (6.49)

La ecuacion (6.49) es la contraparte de tiempo discreto de la ecuacion (6.47). Esta ecuacion establece otra vez la
relacién inversa entre el tiempo y la frecuencia. Esto es, a medida que la sefial se extiende en el tiempo (m > 1), su
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transformada de Fourier se comprime (problema 6.22). Observe que X(m{}) es peridédica con un periodo 27r/m puesto
que X(Q) es periddica con periodo 27r.

H. DuaLibAD

En la seccién 5.4F, la propiedad de dualidad de una transformada de Fourier de tiempo continuo se expresa como
[ecuacion (5.54)]
x() <= 21 x(—w) (6.50)

No existe contraparte de tiempo discreto de esta propiedad; sin embargo, existe una dualidad entre la transformada
de Fourier de tiempo discreto y la serie de Fourier de tiempo continuo. Sea

X[n] <> X(Q)
De las ecuaciones (6.27) y (6.41) X)) = i x[n]e /Y (6.51)
X(Q + ;W) = X(Q) (6.52)
Como () es una variable continua, si hacemos {} =ty n = —k en la ecuaci6n (6.51) tenemos
X(t)= i x[—k1 e (6.53)
k=—oo

Puesto que X(7) es periddica con periodo 7, = 27 y la frecuencia fundamental w, = 277/ T, = 1, la ecuacién (6.53)
indica que los coeficientes de la serie de Fourier de X(7) seran x[—k]. Esta relacion de dualidad se expresa mediante
X(1) <L ¢, = x[—k] (6.54)

donde SF denota la serie de Fourier y ¢, son sus coeficientes de Fourier.

l. DIFERENCIACION EN LA FRECUENCIA

. dX ()

nx[n] < j ) (6.55)

J. DIFERENCIAS x[n] — x[n — 1] < (1 — e7) X(Q) (6.56)

La secuencia x[n] — x[n — 1] se conoce como secuencia de primera diferencia. La ecuacién (6.56) se obtiene facil-
mente de la propiedad de linealidad (6.42) y de la propiedad de desplazamiento en el tiempo (6.43).

K. ACUMULACION

n

1
Y, x[k] < mX(0)8(Q) + WX(Q) Q=7 (6.57)

k=—o0

Observe que la acumulacién es la contraparte de tiempo discreto de la integracién. El término del impulso en el lado
derecho de la ecuacién (6.57) refleja el valor de cd o promedio que puede resultar de la acumulacién.

L. CONVOLUCION x,[n] * x,[n] < X,(Q) X,(Q) (6.58)

Como en el caso de la transformada z, esta propiedad de convolucidn tiene un papel importante en el estudio de los
sistemas LIT de tiempo discreto.

M. MULTIPLICACION x[n] x,[n] < zl X, (Q)®X, () (6.59)
a

donde ® denota la convolucién periddica definida por la ecuacién (2.70).
X(@®X, (@)= [ X,0)X,(Q~6)do (6.60)

La propiedad de multiplicacién (6.59) es la propiedad dual de la ecuacién (6.58).



Si x[n] es real, sea

Entonces

6.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Tabla 6-1 Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Secuencia Transformada de Fourier
x[n] X(Q)
x,[n] X, (L)
X,[n] X, (L)
Periodicidad x[n] X(Q+2m)=X(Q)
Linealidad a;x, [n] + a,x, [Vl] CZle (Q) + a2X2 (Q)
Desplazamiento en el tiempo x[n—ng] e X (Q)
Desplazamiento en la frecuencia el QO")c[n] X(Q— QO)
Conjugacion x*[n] X*(—Q)
Inversién del tiempo x[—n] X(—=Q)
Escalamiento en el tiempo x )[n] = A/ m] sin = km X(mQ)
" 0 sin# km
. . . .dX(Q)
Diferenciacion en la frecuencia nx[n] d—Q
Primera diferencia x[n]—x[n —1] 1- e X Q)
y X(0)6(Q _ X(Q
Acumulacion k_z: x[k] nX(0)0(€) + | — ¢ 2 ©
‘ Q ‘ =7
Convolucién x,[n]x,[n] X, ()X, (Q)
1
Multiplicacién x, [n]x, [n] e X, (Q)®X,(Q)

Secuencia real x[n] = x,[n] + x,[n]

Componente par x,[n]

Componente impar x,[n]

=3

Teorema de Parseval

n=—oo

i \x[n]F:i | x@Qf dq
< 2w J2n

n=-—oo

1
3, ylnllnl = [ X@x,- @ d

X(Q)=AQ) + jB(Q)
X(—Q)=X*(Q)
Re{X(Q)}=A(QQ)

J Im{X(Q)} = jB()

N. PROPIEDADES ADICIONALES

x[n] = x,[n] + x,[n]

donde x,[n] y x,(n) son los respectivos componentes par e impar de x[n]. Sea

x[n] < X(Q) = AQ) + jB(Q) = ‘X(Q)‘ oI

X(=Q) = X*()

x.[n] <> Re{X()} = A(D)
x,[n] < jIm{X(())} = jB(2)

(6.61)

(6.62)
(6.63a)
(6.63b)
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La ecuacién (6.62) es la condicién necesaria y suficiente para que x[n] sea real. De las ecuaciones (6.62) y (6.61)

tenemos
A(—Q) = A(Q) B(—Q) = —B(Q) (6.64a)

X(= )| = x| 0(—Q) = —6() (6.64b)

De las ecuaciones (6.63a), (6.63b) y (6.64a) podemos ver que si x[n] es real y par, entonces X({)) también es real y
par, pero si x[n] es real e impar, X({)) es imaginaria e impar.

O. RELACIONES DE PARSEVAL

D xl[n]xz[n]zi X,(Q) X,(— Q) dQ (6.65)
2qr 2w

= 1
S |xlnlf = ZLJ X[ a0 (6.66)

Tabla 6-2 Pares comunes de transformadas de Fourier

x[n] X(Q)
o[n] 1
8(n — ny) e /9o
x[n]=1 27w6(0), | Q=7
e jQon 278(Q — Q). | Q]| Q)| =7
cos Qyn 7[6( Q2 — Q)+ Q+Q)L| Q| Q| =7
sen ) n —jm[6(Q—=Q)) =+ Q)L Q| Q| =7
1
—ul=n—1] — &) + —.|Q|=m
1—e®
a"ulnl,|a|<1 1
1—ae /¢
—d"u[—n—1],|a|>1 L :
l—ae_jQ
(n+1a"ulnl,|a|<1 ;2
(1—aefm)
a|”|,|a|<l 1—-da°
1—2acos Q+a®
1 =N,
x[n] = [n]=m, sen|:Q(N1 +é)]
0 |n|>N1
sen ({1/2)
< <
sean’O<W<ﬂ_ X(Q) = I 0=|Q|=W
mhn 0 W<|Q|=7
- - 2
> 8ln— kN, Q, Y 8Q-kQ,).Q, :VW

k=—oo

k=—oco 0
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La ecuacién (6.66) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la transformada de Fourier
de tiempo discreto.

La tabla 6-1 contiene un resumen de las propiedades de la transformada de Fourier presentadas en esta seccion.
La tabla 6-2 proporciona algunas secuencias comunes, asi como sus transformadas de Fourier.

6.5 LA RESPUESTA EN FRECUENCIA DE LOS SISTEMAS LIT
DE TIEMPO DISCRETO
A. RESPUESTA EN FRECUENCIA

En la seccién 2.6 demostramos que la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto es igual a la convolucién de
la entrada x[n] con la respuesta al impulso i[n]; es decir,

y[n] = x[n] * hln] (6.67)
Al aplicar la propiedad de convolucién (6.58) obtenemos
Y(Q) = X(O)H() (6.68)

donde Y(Q), X(Q2) y H({)) son las respectivas transformadas de Fourier de y[n], x[n] y h[n]. De la ecuacién (6.68)
tenemos

Y(Q)
H(Q)=——+ 6.69
D=3 (6.69)
La figura 6-3 ilustra las relaciones representadas mediante las ecuaciones 5
[n] hn]
(6.67) y (6.68). Sea _y M
0 1) x[n] H(Q) y[n]=x[n] * hln]
H(Q) = |H(Q)| e H (6.70) I
Como en el caso de tiempo continuo, la funcién H({)) se denomina res- 10 Q)= RO
puesta en frecuencia del sistema, H(Q)‘ se llama respuesta de magnitud @ UD=XEHHEY
del sistema y 0,,(£}) se conoce como respuesta de fase del sistema. Figura 6-3 Relaciones entre entradas y
Considere la secuencia exponencial compleja salidas en un sistema LIT
) de tiempo discreto.
x[n] = e/ (6.71)
Entonces, al establecer z = ¢/% en la ecuacién (4.1) obtenemos
yln]= H (™) /%" = H(Q,) /" (6.72)

lo cual indica que la secuencia exponencial compleja e/ es una funcién propia del sistema LIT con valor propio
correspondiente H({),), como vimos en el capitulo 2 (seccién 2.8). Ademas, por la propiedad de linealidad (6.42), si
la entrada x[n] es periddica con la serie de Fourier discreta

j 2
x[n]= 2 ¢, e Q, = =T (6.73)
k=(No) No
entonces la salida y[n] correspondiente también es periddica con la serie de Fourier discreta
yinl= Y, cH(kQy) e (6.74)
k=(No)

Si x[n] no es periddica, entonces de las ecuaciones (6.68) y (6.28) la salida correspondiente y[n] puede expresarse
como

1 )
yinl =], H@) X(@) e a0 (6.75)

B. SistemAS LIT CARACTERIZADOS POR ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Como se discuti6 en la seccion 2.9, muchos sistemas LIT de tiempo discreto de interés practico se describen median-
te ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes de la forma
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N M
N ayln—kl1=Y bx(n—k (6.76)
k=0 k=0

con M = N. Tomando la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacion (6.76) y mediante la propiedad de
linealidad (6.42) y la de desplazamiento en el tiempo (6.43), tenemos que

M
ap e My @)=Y b e FX(Q)
0 k=0

M=

k

M o
e

Y (Q) _ k=0

by
0, de manera equivalente, HQ)= _
X I kO
a e
=0

(6.77)

k

El resultado (6.77) es el mismo que el de la contraparte de la transformada z H(z) = Y(2)/X(z) con z = e/ [ecuacién
(4.44)]; es decir, o
HQ)=H@)|_o=H")

C. NATURALEZA PERIODICA DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA

De la ecuacién (6.41) tenemos que H(Q) = HQ + 2m) (6.78)

De este modo, a diferencia de la respuesta en frecuencia de los sistemas de tiempo continuo, la de todos los sistemas
LIT de tiempo discreto es periddica con un periodo 27r. Por consiguiente, necesitamos observar la respuesta en fre-
cuencia de un sistema tinicamente sobre el intervalo de frecuencia 0 = Q) <27 o -7 = Q < 7.

6.6 RESPUESTA DEL SISTEMA A SENOIDALES
DE TIEMPO CONTINUO MUESTREADAS
A. RESPUESTAS DEL SISTEMA

Mediante y, [n], y,[n] y y[n] denotamos las respectivas respuestas del sistema a cos Qn, sen Qn 'y e (figura 6-4).
Puesto que ¢/ = cos Qn + j sen Qn, de la ecuacion (6.72) y la propiedad de linealidad del sistema se obtiene

yln] =y [n] + jy[n] = H() e/ (6.79a)
yInl = Re{ylnl} = Re{H() ¥} (6.79b) oo el IO
_ —_—> HO) —
y[n] = Im{y[n]} = Im{H(Q) e/} (6.79c) cos Qn v, [n]=Re[H(Q)e/™]
: . . sen {n ¥ ln1 = Im[H(Q)e/™"]
Cuando una senoidal cos (n se obtiene mediante el muestreo s
de una senoidal de tiempo continuo cos wt con intervalo de mues- Figura 6-4 Respuestas del sistema para ¢/,
treo 7, es decir, cos Qn 'y sen Qn.

cos (ln =cos wt |t:nT =coswl,n (6.80)
todos los resultados desarrollados en esta seccion se aplican si sustituimos w7, por )
O = ol (6.81)

Para una senoidal de tiempo continuo cos wt existe una forma de onda tnica para cada valor de w en el intervalo de 0
a co. Al incrementar w se produce una senoidal siempre creciente en frecuencia. Por otro lado, la senoidal de tiempo
discreto cos Qn tiene una forma de onda tinica solamente para los valores de () en el intervalo de 0 a 27 debido a que

cos[(Q) + 2mm)n] = cos(Qn + 2mmn) = cos On m = entero (6.82)
Ademads, este intervalo estd restringido por el hecho de que

cos(m x Q)n = cos 7n cos On ¥ sen 7n sen Qn

= (=1)"cos On (6.83)



6.7 SIMULACION

Por consiguiente, cos(m+ Q)n = cos(m— O)n (6.84)

La ecuacién (6.84) muestra que una senoidal de frecuencia (7 + (1) tiene la misma forma de onda que una con
frecuencia (7 — ()); por tanto, una senoidal con cualquier valor de () fuera del intervalo de 0 a 7 es idéntica
a una senoidal con () en el intervalo de 0 a 77. De este modo concluimos que toda senoidal de tiempo discreto
con una frecuencia en el intervalo de 0 = () < 7 tiene una forma de onda distinta, y necesitamos observar s6lo
la respuesta en frecuencia de un sistema sobre el intervalo de frecuencia 0 = Q < 7.

B. TASA DE MUESTREO
Sea w,, (= 2 f,,) la frecuencia mds alta de la senoidal de tiempo continuo. Entonces de la ecuacién (6.81) la condi-
cién para que una senoidal de tiempo discreto muestreada tenga una forma de onda tnica es

T

oy T, <T—>T,<— o f,>2fy (6.85)

Wy
donde f, = 1/T, es la tasa (o frecuencia) de muestreo. La ecuacién (6.85) indica que para procesar una senoidal de
tiempo continuo mediante un sistema de tiempo discreto, la tasa de muestreo no debe ser menor que el doble de la

frecuencia (en hertz) de la senoidal. Este resultado es un caso especial del teorema de muestreo que discutimos en
el problema 5.59.

6.7 SIMULACION

Considere un sistema LIT de tiempo continuo con una entrada x(#) y una salida y(). Deseamos encontrar un sistema
LIT de tiempo discreto con una entrada x[n] y una salida y[n] tal que

six[n] = x(nT,) entonces y[n] = y(nT ) (6.86)

donde T es el intervalo de muestreo.
Sean H (s) y H,(z) las funciones respectivas del sistema de los sistemas de tiempo continuo y de tiempo discreto
(figura 6-5). Sea
x(n)=e x[n]=x(nTy) =" (6.87)

Entonces, de las ecuaciones (3.1) y (4.1) tenemos que
y()=H_.(jo)e™ ylnl=H (/%) e/l (6.88)
De este modo, el requerimiento y[n] = y(nT,) conduce a la condicién

Hc (]w) ejan — Hd (eijs ) ejna)Ts

de lo cual se obtiene H_ (jo)=H (") (6.89)
En términos de la transformada de Fourier, la ecuacién (6.89) puede X0 30
expresarse como > H(s) .
el H (jo)e'
H(w)=H/Q) Q=oT, (6.90) .
—_—
Observe que la respuesta en frecuencia H,({)) del sistema de tiempo 3(
discreto es una funcién periddica de @ (con un periodo de 277/ T), | SN H,(2) L»
pero la respuesta en frecuencia H (w) del sistema de tiempo continuo x[n]=x(nT)) H (e/Ts)el"Ts
no lo es; por consiguiente, la ecuacién (6.90) o la ecuacion (6.89) no enTs
puede, en general, ser verdadera para toda w. Si la entrada x(¢) es de Figura 6-5 Simulacién digital de sistemas
banda limitada [ecuacién (5.94)], entonces es posible, en principio, analégicos.

satisfacer la ecuacién (6.89) para toda w en el intervalo de frecuencia

( —77/ T, 77/ T,) (figura 6-6). Sin embargo, de las ecuaciones (5.85) y (6.77) podemos ver que H (w) es una funcién
racional de w, mientras que H,({2) es una funcién racional de e/ () = wT,); por tanto, es imposible satisfacer la
ecuacion (6.89). No obstante, existen métodos para determinar un sistema de tiempo discreto de modo que satisfaga
la ecuacidén (6.89) con precision razonable para toda w en la banda de la entrada (problemas 6.43 a 6.47).
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H (o) H(e/Ts)
1 1 » 1 1 1 1 »
T 0 1 ® _2m T 0 ™ 2m
T, T T T T, T
§ s s § s s
Figura 6-6

6.8 LATRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

En esta seccién presentaremos la técnica conocida como transformada de Fourier discreta (DFT, discrete Fourier
transform) para secuencias de longitud finita. Es necesario notar que la DFT no deberia confundirse con la transfor-
mada de Fourier.

A. DEFINICION

Sea x[n] una secuencia de longitud finita con longitud N, es decir,
x[n] =0 fuera del intervalo0 =n =N — 1 (6.91)
La DFT de x[n], denotada como X[k], esta definida por

N-1
X[k1="Y x[mIWy"  k=0,1,...N—1 (6.92)
n=0
donde W, es la N-ésima raiz dada por W, = e 1@V (6.93)
La DFT inversa (IDFT) esta dada por
| N
xlnl=— S Xtkwy" n=0,1,...,N—1 (6.94)
n=0
El par DFT estd denotado por x[n] < X[k] (6.95)

Las caracteristicas importantes de la DFT son:

1. Existe una correspondencia uno a uno entre x[n] y X[k].
2. Existe un algoritmo extremadamente rdpido, conocido como transformada rapida de Fourier (FFT, fast Fourier
transform) para su cdlculo.
. La DFT esté estrechamente relacionada con la transformada de Fourier y la serie de Fourier discreta.
4. La DFT es la representacion apropiada de Fourier para su realizacion digital en computadora debido a que es
discreta y de longitud finita tanto en los dominios del tiempo como en el de frecuencia.

98]

Observe que la eleccién de N en la ecuacion (6.92) no es fija. Si x[n] tiene una longitud N; < N, asumimos que x[7]
tiene longitud N al agregar simplemente (N — N,) muestras con un valor de 0. Esta adicién de muestras de relleno se
conoce como rellenado con ceros. Entonces la x[n] resultante se conoce a menudo como secuencia de N puntos, y la
X[k] definida en la ecuacién (6.92) se conoce como DFT de N puntos. Por medio de una seleccion juiciosa de N, tal
como una eleccidn que sea una potencia de 2, puede ganarse mucha eficiencia computacional.

B. RELACION ENTRE LA DFT Y LA SERIE DE FOURIER DISCRETA

Al comparar las ecuaciones (6.94) y (6.92) con las ecuaciones (6.7) y (6.8), vemos que la X[k] de la secuencia finita
x[n] puede interpretarse como los coeficientes c, en la representacion en serie de Fourier discreta de su extension
periddica multiplicada por el periodo N, y N, = N. Esto es,
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X[K] = Ne, (6.96)

En realidad, ambas pueden hacerse idénticas al incluir el factor 1/N con la DFT en vez de hacerlo con la IDFT.

C. RELACION ENTRE LA DFT Y LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Por la definicién (6.27), la transformada de Fourier de x[n] definida mediante la ecuacién (6.91) puede expresarse

como
N-1

X(@Q)= x[n]e /™ (6.97)

n=0

Al comparar la ecuacion (6.97) con la ecuacién (6.92) podemos ver que
k2
XK1= X () = X(T”] (6.98)

De este modo, X[k] corresponde a X({)) muestreada para las frecuencias uniformemente espaciadas ) = k27/N para
k entero.

D. PRroriEDADES DE LA DFT

Debido a la relacion (6.98) entre la DFT y la transformada de Fourier, esperariamos que sus propiedades fueran muy
semejantes, excepto que X[k] de la DFT es una funcién de una variable discreta mientras que la X(€)) de la trans-
formada de Fourier es una funcién de una variable continua. Advierta que las variables n y k de la DFT deben estar
restringidas al intervalo 0 = n, kK < N, los desplazamientos de la DFT x[n — ny] o X[k — k] implican x[n — ng] .4 n
0 X[k — kgl 0q - donde la notacién del médulo [m],, 4 v significa que

[m]  n=m*+iN (6.99)
para algin entero i tal que 0=1[m] y<N (6.100)
Por ejemplo, si x[n] = 6[n — 3], entonces
x[n—4] je=0n—T] ,=06n—7+6]=0n—1]

El desplazamiento de la DFT también se conoce como un desplazamiento circular. Las propiedades basicas de la
DFT son:

1. LINEALIDAD ax,[n] + a,x, [n] < a X, [k] + a,X, [k] (6.101)
2. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO

x[n—nyleay < WA X[kl Wy =¢ /%7 (6.102)

3. DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA
Wy ¥ x[n] < X[k — ko1 poan (6.103)

4. CONJUGACION x'[n] < X" [—k]

donde * denota el complejo conjugado.

(6.104)

mod N

5. INVERSION DEL TIEMPO x[=n] 4y < X[—k] (6.105)

mod N

6. DUALIDAD X[n] <> Nx[—k]_ 4 n (6.106)

7. CONVOLUCION CIRCULAR x,[n] ® x,[n] < X, [k] X,[k] (6.107)
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N-1
donde X[ ®@x;[n]= Y x,[i1x,[1n = il poan (6.108)
i=0
La suma de convolucién en la ecuacién (6.108) se conoce como convolucion circular de x,[n] y x,[n].

8. MULTIPLICACION x[n] x,[n] < %Xl[k] ® X, [k] (6.109)
N-1
donde X,[K1® X, [k1=Y X[i1 X5k =il poan
i=1

9. PROPIEDADES ADICIONALES
Cuando x[n] es real, sea x[n] = x [n] + x [n]
donde x,[n] y x,[n] son los respectivos componentes par e impar de x[n]. Sea
x[n] < X[k] = A[k] + jBIk] = | X [K]| /oM

Entonces X[—k] oan = X" k] (6.110)
x,[n] < Re{X[k]} = A[k] (6.111a)
x [n] < j Im{X[K]} = jB [k] (6.111b)
De la ecuacion (6.110) tenemos que

Al = AIK] BI~K] ., = —BIA] (6.112a)
|X[=KI| oqn = | XIK]| Ol —k] oy = —OlK] (6.112b)

N-1 e
10. RELACION DE PARSEVAL S x|’ = ~ 2 |xm § (6.113)

n=0 n=0

La ecuacion (6.113) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la DFT.

PROBLEMAS RESUELTOS

SERIE DE FOURIER DISCRETA

6.1. Se denomina a un conjunto de secuencias {W,[n]} ortogonal sobre un intervalo [N,, N,] si cualesquiera dos
seiiales W, [n] y W,[n] en el conjunto satisfacen la condicién

N2 B 0 m%k
2, Wil =q - (6.114)
n=N;

donde * denota el complejo conjugado y o # 0. Demuestre que el conjunto de exponenciales complejas
W [n] = e /KGN k=0,1,....N—1 (6.115)
es ortogonal sobre cualquier intervalo de longitud N.

De la ecuacién (1.90) advertimos que

Vel N a=1
za": 1—aV W (6.116)
n=0 11—«

Al aplicar la ecuacién (6.116) con a = ¢/*?™™_ obtenemos
N k=0,=N,x2N,...

N-1
Z GHCTINI _ )| jk@mINN 0 . d (6.117)
fert e e otro modo



6.2.

6.3.

PROBLEMAS RESUELTOS

puesto que e*C™NVN = /2™ — 1 Como cada una de las exponenciales complejas en la sumatoria de la ecuacién (6.117) es
periddica con un periodo N, la ecuacién (6.117) permanece vélida con una sumatoria que se lleva a cabo sobre cualquier
intervalo de longitud N. Es decir,

. N k=0,=N,x2N,...
2 IK@TIN ) _{ (6.118)
ey 0 de otro modo
Ahora, por medio de la ecuacién (6.118) tenemos que
2 o [I’l]q’: [n] — 2 ejm(Zﬂ'/N)n e*jk(277/N)n

n:<N> n:<N>

= 3 ke N m=k (6.119)
=N 0 m#*k

donde m, k < N. La ecuacién (6.119) muestra que el conjunto {e*®™": k=0, 1,..., N — 1} es ortogonal sobre cualquier

intervalo de longitud N. La ecuacidn (6.114) es la contraparte de tiempo discreto de la ecuacidn (5.95) que se presentd en
el problema 5.1.
Mediante la condicién de ortogonalidad (6.119), deduzca la ecuacién (6.8) para los coeficientes de Fourier.
Al reemplazar la variable k de la sumatoria en la ecuacién (6.7) tenemos que

N-1 '

x[n] — 2 Cp e_/m(2‘n'/N())n (6.120)

m=0

Mediante la ecuacién (6.115) con N = N,, la ecuacion (6.120) puede volver a escribirse como
No-1

x[n]= z ¢, 'V, [nl (6.121)

m=0

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacion (6.121) por W% [r] y sumamos sobre n = 0 hasta (N, — 1), obtenemos

No—1 . No—1 [ Ng—1 .
Y x(nlVinl= Y | Y, ¢, V[0l |¥;ln]
n=0 n=0 \ m=0

Al intercambiar el orden de la sumatoria y mediante la ecuacion (6.119) obtenemos

No-1 No—1 No—1

Y, x(nlinl= Y, ¢, | X, ¥, [n1¥;n] |= Ny, (6.122)
n=0 m=0 n=0
1 Nt X 1 ! — k2mINg)n
De este modo, G =— 2 x[n]W¥,[n]=— 2 x[nle” 0
0 n=0 NO n=0

Determine los coeficientes de Fourier para la secuencia periddica x[n] mostrada en la figura 6-7.

De la figura 6-7 podemos observar que x[n] es la extension periddica de {0, 1, 2, 3} con periodo fundamental N, = 4. De

esta manera,
2w

4

Por la ecuacién (6.8) los coeficientes de Fourier de tiempo discreto ¢, son

-jQ —j2mi4 _ —jmi2 .
Q, y e I = g2l =el’7/=_]

1 1 3
L= =—(0+1+2+3)==
< 4gox[n1 7 ¢ =3

1< 1 1.1
==> — ) == (0= jl =2+ j3)=——+j—
A=y x[n](=j) 4( J J3) > i3

n=0

1< | 1
6= XAl =)" = 0-142-3)=——

n=0

= ix[n](— pr=Lo+ji-a—jp=—L-;1
e D=0 J 5 I3
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Advierta que ¢; = ¢, _; = c¢¥ [ecuacién (6.17)].

x[n]

®
—e
T

—4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 n
Figura 6-7
6.4. Considere la secuencia periddica x[n] que se ilustra x(n]

en la figura 6-8a). Determine los coeficientes de
Fourier ¢, y grafique el espectro de magnitud ‘ck |

De la figura 6-8a) observamos que el periodo fundamen- :
tal de x[n] es Ny, = 10y Q, = 2@/N, = /5. Mediante

la ecuacidn (6.8) y por medio de la ecuacién (1.90) ob- 0123456789 n
tenemos que a)

4 — ik
Cx -L 2 i =i71_e,j .
10 5 10 1—¢ /473

-

1 ¢ kT2 (kT2 _ ki)

10 e*]kﬂ'/l() (e_]kﬂ'/l() _ e*]kﬂ'/l())

R ]
-8

L ikoms) sen(km/2)

=—e —_— k=0,1,2,...,9 0123456789 k
10 sen(k7r/10) b)
El espectro de magnitud | ck‘ se grafica en la figura 6-8b). Figura 6-8
6.5. Considere una secuencia x[n]= z 8[n—4k]
k=—oo

a) Grafique x[n].

b) Encuentre los coeficientes de Fourier ¢, de x[n].

a) Lasecuencia x[n] se grafica en la figura 6-9a). Puede verse que x[n] es la extension periddica de la secuencia {1, 0, 0, 0}
con periodo N, = 4.

b) De las ecuaciones (6.7) y (6.8) y de la figura 6-9a) tenemos que

3 3
x[n] — 2 Ck e]k(277/4)n — 2 c ejk(ﬂ'/Z)n
k=0

k=0

3
y = 1 2 x[n]e KT = %x[O] =% para toda k
n=0

puesto que x[1] = x[2] = x[3] = 0. Los coeficientes de Fourier de x[n] se grafican en la figura 6-9b).

x[n]

L---®

---o
L---®
L---®

— —e
N —e
N )
L---®
---e

=V

—4-3-2-1012 3456738 n 0
a) b)

Figura 6-9
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6.6. Determine la representacion en serie de Fourier discreta para cada una de las siguientes secuencias:

77
a) x[n]=cos—n
) x[n] 1

b) x[n]= coszn + senzn
3 4

=cos?| ™
¢) x[n]=cos [8 J

a)

b)

c)

El periodo fundamental de x[n] es N, = 8, mientras que (), = 277/ N, = /4. En lugar de emplear la ecuacién (6.8)
para evaluar los coeficientes de Fourier ¢, utilizaremos la férmula de Euler; asi, obtenemos

T 1 _; 1 1 _.
COS —n=— (ej(ﬂ'/4)n +e j(ﬂ'/4)n) — 76]0071 +-e JjQon
2
De este modo, los coeficientes de Fourier para x[n] son ¢, = %, € =C ,q=C= %, mientras que todos los otros son
¢, = 0; por tanto, la serie de Fourier discreta de x[n] es
T 1 1 T
x[n]=cos —n=— e/M0" + — /700" Qy=—
4 2 4

Del problema 1.16i) el periodo fundamental de x[n] es N, = 24y Q, = 277/ N, = 77'/ 12. Nuevamente, por la férmula
de Euler tenemos que

1 . . 1 . .
x[n]:E(ej('n'B)n te 1(77/3)71)_’_7(61('”/4)71 —e j('rr/4)n)

:le*j4ﬂun _,’_jle*jSQOn _jlej3ﬂon +%ej400n

2

_ 1 _ 1 _ _ _1 _ _ _ o1 .
De esta forma, ¢, = 71(3),4c4 =7 c_, = c_4.+ 2 T Gy =320 3 = C gy =0y —1(3), mientras que todos los otros
son ¢, = 0; por tanto, la serie discreta de Fourier de x[n] es
.1 j3Q0n 1 j4Qon 1 j20Q0n .1 j21Q¢n ™
x[n]=—j—e/ 70" + — /TN + — /TN 4 j— /R0 Oy =—
2 2 2 2 12

Del problema 1.16)) el periodo fundamental de x[n] es N, = 8 y ), = 277'/ N, = 77'/ 4. De nuevo, por la férmula de Euler
tenemos que
x[n] _[1ej(rr/8)n +lej(w/8)n]2 L mn L1 e
2 2 4 2

= lejﬂo" + 1 + le*jﬂon

De esta forma, ¢, = %, ¢ =
de x[n] es

NN %, todos los otros son ¢, = 0; por tanto, la serie de Fourier discreta

A=

x[n]=l+lej90" +lef790” Q, =7
2 4 4 4

6.7. Sea x[n] una secuencia periddica real con periodo fundamental N, y coeficientes de Fourier ¢, = a;, + jb,,
donde tanto a, como b, son reales.

a)
b)
9)

Demuestre que a_, = a, y b_;, = —b,.
Demuestre que ¢y, es real si N es par.
Demuestre que x[n] también puede expresarse con una serie de Fourier trigonométrica discreta de la forma

(No—D12 o
x[nl=c¢y +2 Z (ay coskQon — by sen kQyn) Q= A (6.123)
k=1 0
si N, es impar o
(No—2)/2
x[nl=co +(=D"cy,p +2 2 (a coskQyn — b, senkQn) (6.124)
k=1

si N, es par.
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a) Six[n] es real, entonces de la ecuacidn (6.8) tenemos que

| Nost ‘ 1 Mo A
cu=or 2 x[n] 0" = ~ z x[n]e *om| = cx
0 n=0 0 n=0
De esta manera, c=a_,+jb_, = (a, + jb)* = a, — jb,
y tenemos que a_,=a, y b_,=—b,

b) Si N, es par, entonces de la ecuacion (6.8)

No—1 ‘ 1 Mot ‘
CN0/2 :Ni 2 x[n] e—j(NO/Z)(Zw/NO)n - 2 x[n] e—/-nn
0 n=0 0 n=0

| Mool
=— Y (—1)'x[n]=real
0 n=0

¢) Volvemos a escribir la ecuacion (6.7) como
No—1 No—1
x[n]= 2 ¢ e =) + 2 ¢, e
k=0 k=1
Si N, es par, entonces (N, — 1) es par y podremos escribir x[n] como

(Ng—Dr2 A .
xlnl=cy + Y, (ck ehon 4 Ny —k e’(N"*k)ﬂ"")
k=1

Ahora, de la ecuacién (6.17) CNg—k = Ck
y ej(No —k)Qon _ ejNOQOne—jkﬂon — ejZﬂ'ne—ijOn — e—jkﬂon
(Ng=1)12 _ _
Asi, x[n]=cy + 2 (cke/mo” + cze”m”")
k=1
(Ng—1)/2 .
=cy+ 2 2Re(c e 0m)
k=1
(Ng=1)/2
=cy+2 2 Re(ay, + jb,)(cosk Qyn + jsen jQn)
k=1
(Ng—1)/2
=cy+2 2 (ay cosk Qyn — by senkQyn)
k=1

Si N, es par, podemos escribir x[n] como
No—1
x[n]=c¢, + z c el
k=1
(No—2)/2
_ JjkQon J(Ng—k)Qon J(Ng/2)Qgn
=cy + 2 (cke ey, -ie +eyyne
k=1

Otra vez, de la ecuacion (6.17)

CNO = Clt y ej(Nofk)Qon — e*jkﬂon
y oI Mo/ _ J N/ DTN _ i _ (e
(Ng —2)2 ‘
Entonces x[nl=co +(=D'ey,n + S 2Re(c e
k=1
(No—2)2

=co+(=D'eyyp+2 Y, (a; coskQon—by senkQn)
k=1

(6.125)
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6.8. Sean x,[n] y x,[n] secuencias periddicas con periodo fundamental N, y sus series de Fourier discretas dadas por

No—1 No—1 o
— ik Qqgn _ jkQon _
x[n]= 2 dy e’ x,[n]= z e e Qo A
k=0 k=0 0
Demuestre que la secuencia x[n] = x,[n]x,[n] es periddica con el mismo periodo fundamental N, y puede
expresarse como

& ke 27
x[n]= Z ¢, el Oy =—

k=0 Ny
donde ¢, estd dado por =2 dyer (6.126)
m=0
Ahora observamos que x[n + Nyl = x,[n + Nyx,[n + Ny = x,[n]x,[n] = x[n]

De esta manera, x[n] es periédica con periodo fundamental N,. Sea

No—1

_ ik Q) _2m
x[n]= Z cp et Q, A
k=0 0
| Moot . = .
Entonces, G =— 2 x[n]e *om = —_ z xl[n]xz[n]ei’mo”
Ny n=0 Ny n=0
1 Mot (Moot . .
- Z z dme-’mQO” x[n] o KQon
NO n=0 m=0
Ny —1 Ny—1 o Ny—1
—j(k—m)Qon | _
- z dm Ni z xz[n]e o = 2 dmek,m
m=0 0 n=0 m=0
Ny —1 A
puesto que e =— Y, xy[n]e F00"
NO n=0

y el término entre paréntesis es igual a ¢,_,.

6.9. Sean x,[n] y x,[n] dos sefales periddicas del problema 6.8. Demuestre que

1 No—1 Ny—1
— Y xnlxnl= Y, doe, (6.127)
NO n=0 k=0

La ecuacion (6.127) se conoce como relacion de Parseval para secuencias periddicas.

De la ecuacién (6.126) tenemos que

No-—1 No-1
_ —jkQon _
Ck A xi[n]xy[n]e 70" = 2 d,er
0 n=0 m=0
Al establecer k = 0 en la expresion anterior obtenemos

| Mg No-1 Ny -1
Ni X1 [n]x2 [n]= 2 dme*m = 2 dke*k

0 n=0 m=0 k=0

6.10. a) Verifique la identidad de Parseval [ecuacién (6.19)] para las series de Fourier discretas; esto es,
~ 2 [ = e
No =0 k=0
b) Mediante x[n] en el problema 6.3, verifique la identidad de Parseval [ecuacién (6.19)].

No—1
a) Sea x[n]= 2 cke]mo"
k=0
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No-l
y x*[n]= z dkejkﬂon
k=0
Ny—1 | Mo )
Entonces d, N Y xrnle M= — N x[njeon | =cr, (6.128)
0 n=0 0 n=0

La ecuacidn (6.128) indica que si los coeficientes de Fourier de x[n] son ¢, entonces los coeficientes de Fourier de
x*[n] son c*,. Si establecemos que x,[n] = x[n] y x,[n] = x*[n] en la ecuacién (6.127), tenemos que d, = ¢, y ¢, = c*,
(0 e™% = ¢¥) y obtenemos

No—1 Ny —1

— 2 x[n)x*[n]= 2 el (6.129)

()nO

y —Z\x[nl\ —Z\ck\

0 n=0
b) De la figura 6-7 y los resultados del problema 6.3 tenemos que
1 Nt
— ¥ |xnlf = (o+12+22+32)
NO n=0

Ny—1 2 2 2 2 2
z‘ck‘_, l.q_l +_l+l+l =E=z
2 2 2 2 2 4 2
y la identidad de Parseval se verifica.
TRANSFORMADA DE FOURIER
6.11. Encuentre la transformada de Fourier de

x[n] = —a'u[—n — 1] a real

De la ecuacién (4.12), la transformada z de x[n] estd dada por

X(2)= |2|<lal

l1—az !
De este modo, X(e/®) existe para |a\ > 1 porque la ROC de X(z) contiene el circulo unitario. De esta forma,

1

X=X ("= — |a|>1 (6.130)
1—ae™’
6.12. Encuentre la transformada de Fourier de la secuencia del
x[n]
pulso rectangular (figura 6-10)
x[n] = uln] — uln — N]

Mediante la ecuacién (1.90), la transformada z de x[n] estd dada | I | | |
por 0123 N—1 n

N-1

1-— .
X@= X" =~ z 2]>0 (6.131) Figura 6-10
n=0 —Z

De este modo, X(¢/) existe porque la ROC de X(z) incluye el circulo unitario. Por tanto,

_e*]QN 3 e*_]QN/2 (e]QN/Z _EJQN/Z)

i 1
_ Q. _
XQ)=X("")= — i en (/2 iy
_ ooy QN /2)

132
sen({)/2) (® )
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6.13. Verifique la propiedad de desplazamiento en el tiempo (6.43); es decir,

x[n — ny)) < e /X))

Por la definicion (6.27) Fl{xln—nyl} = 2 x[n—nyl o 10n

n=—co

Mediante el cambio de variable m = n — n, obtenemos

Flxln—nyl} = i x[m]e /20ntno)

m=—oo

=¢ /0 2 x[m] eI = om0 X Q)

m=—oo
Por consiguiente, x[n—ngl< e M X ()

6.14. a) Encuentre la transformada de Fourier X({)) de la secuencia del pulso rectangular mostrado en la figura
6-11a).

x[n] x,[n]

-N, 0 N, n 0123 2N, n
a) b)
Figura 6-11
b) Grafique X(Q)) para N, =4y N, = 8.
a) De la figura 6-11 observamos que X

x[n] = x,[n + N|]

donde x,[n] se ilustra en la figura 6-11b). Si establecemos N = 2N, + 1
en la ecuacion (6.132) tenemos

sen |:Q(N Lt 1):|
x@=cim_L 2]

sen({2/2)
—1T
Abhora, de la propiedad de desplazamiento en el tiempo (6.43) obte-
nemos que a)
sen [Q (N |+ lﬂ X(Q)
jON 2
X=X = ———— = 17
sen({2/2)
b) Al establecer N, = 4 en la ecuacién (6.133) obtenemos
4.5Q
X(Q) = sen( )
sen(0.50)) 51
lo que se grafica en la figura 6-12a). De manera similar, para N; = 8
obtenemos
- 0 T
sen(8.5())
X(Q)=—7—=
sen(0.5Q) b)

lo cual se grafica en la figura 6-12b). Figura 6-12
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6.15. a) Encuentre la transformada de Fourier inversa x[n] del espectro del pulso rectangular X(£2) definido por

6.16.

6.17.

[figura 6-13a)]

1 |Q|=w
XQ)=
0 W< | Q| =7
b) Grafique x[n] para W = 77'/ 4.
X(Q)
1
1 1 1 1 >
-2 - -w 0 W T 2w QO
a)
x[n]
1
4@ ‘
—4-3-2—-101 2 3 4 10 n
b)
Figura 6-13
a) De la ecuacion (6.28)
1 ¢= ; 1w sen Wn
=—| XQe"a0=— im0 =
*lnl 277"[*77 @e 27TJ.*W6 mn
De esta manera, obtenemos
1 Ql=w
senWn_ v)= 2] (6.134)
n 0 w<|Ql=w

b) La secuencia x[n] se grafica en la figura 6-13b) para W = 7 / 4,
Verifique la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (6.44); es decir,

e/ x[n] < X(Q— Q)

Por la ecuacién (6.27) Fle! N x[n]} = 2 /My [n] e I
n=—oo

= Z x[n]e_j(“_ﬂ")"zx(ﬂ—ﬂo)

n=—oo

Por consiguiente, e x[n] < X(Q— Q)
Encuentre la transformada de Fourier inversa x[n] de
X(Q) =276(Q2 — Q) |Q|,|QO| =x

De las ecuaciones (6.28) y (1.22) tenemos que

x[n]=ij" 278(Q — Q) &M dQ = /0"
2w



De esta manera tenemos que
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M 218 -Qy) Q.| Q=7 (6.135)
6.18. Encuentre la transformada de Fourier de
x[n] =1 para toda n
Al establecer ), = 0 en la ecuacién (6.135) obtenemos
x[n] = 1 < 278(Q) Q| == (6.136)
La ecuacion (6.136) se representa en la figura 6-14.
x[n] X(Q)
® A 278(Q))
«—
> ' >
-2-10 12 n -7 0 ™ Q
Figura 6-14 Una secuencia constante y su transformada de Fourier.
6.19. Encuentre la transformada de Fourier de la secuencia senoidal
x[n] = cos Qn |QO| =7
De la férmula de Euler tenemos que
cos Qyn = % (/00 4 oI kom)y
De este modo, por medio de la ecuacién (6.135) y de la propiedad de linealidad (6.42) obtenemos
X)) =w[6(Q2 — Q) + (Q + Q)] Q] 19| ==
lo que se ilustra en la figura 6-15. De esta manera,
cos Qn < w8 Q- Q) +5Q+ Q) ol lol=n (6.137)
x[n] X(Q)
78(Q + Q) | 7SQ — Q)
le
—>
L L >
0 n -m =Q, 0 Q 7 Q

0

0

Figura 6-15 Una secuencia coseno y su transformada de Fourier.

6.20. Verifique la propiedad de conjugacion (6.45); esto es,
x*¥[n] < X*(—)

De la ecuacion (6.27)

n=—c n=-—oo

oo

*
= ZX[n]efj(fﬂ)" =x"

n=—co

*

F{x*[n]} = 2 x*[n]e /M = 2 x[n] &/

G )]
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Por consiguiente, x*[n] < X*(—=Q)
Verifique la propiedad de escalamiento en el tiempo (6.49); es decir,

Xoplnl < X(mQ)

. x[n/m]=x[k] sin = km, k = integral
De la ecuacion (6.48) X(m) [n]= .
0 sin# km
Entonces, por la ecuacion (6.27), Fi{x(m)[n]} = 2 Xmy[n] e I

Al cambiar la variable n = km en el lado derecho de la expresion anterior obtenemos

oo oo

Fxlnl} = Y, xplhkmle 7" =% x[k]e /"% = X(mQ)

k=—o0 k=—o0

Por consiguiente, x(m)[n] <~ X(m€))

6.22. Considere la secuencia x[n] definida por

(n] 1 |n|§2
x[n]=
0

de otro modo

a) Grafique x[n] y su transformada de Fourier X({}).
b) Grafique la secuencia escalada en el tiempo x,,[1] y su transformada de Fourier X ,(€2).
c¢) Grafique la secuencia escalada en el tiempo x3)[n] y su transformada de Fourier X 3,(€2).

a) Alestablecer N, = 2 en la ecuacidn (6.133) tenemos que

X(Q)= sen(2.5())
sen(0.5€))
La secuencia x[n] y su transformada de Fourier X({)) se representan en la figura 6-16a).
x[n] X(€)
5
1
®
—
N/ |\ / .
0 n -7 0 T QO
a) !
xm[n] X(z)(Q) =X(2Q)
5
1
® ¢ ¢ o o
—
00000 oo o 00000 ! A m ! >
0 n -V ViV U, 0

b)

X5,(Q) =X(30)

Fplnl

Figura 6-16

(6.138)
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b) De las ecuaciones (6.49) y (6.138) tenemos que
sen(5))
sen({))

La secuencia escalada en el tiempo x, (1] y su transformada de Fourier X, ({)) se representan en la figura 6-16b).
¢) De manera semejante obtenemos

X0y (@)= X2 =

sen(7.502)

X =XCM="""130)

La secuencia escalada en el tiempo x3[n] y su transformada de Fourier X 5(€2) se representan en la figura 6-16¢).

6.23. Verifique la propiedad de diferenciacién en frecuencia (6.55); es decir,

nx[n] AX@Y)
a0
De la definicién (6.27) X(@Q)= Y x[n]e

Si efectuamos la diferenciacién en ambos lados de la expresion anterior con respecto a () e intercambiamos el orden de
diferenciacién y sumatoria, obtenemos

dX(Q):i < —jQn | _ i —jQn
o dﬂ[,,_zf["]e J 2 alnl— (e’

=—j 2 nx[n]e /"

n=—oo

Al multiplicar ambos lados por j observamos que

= L dX(Q)
F = jan _
{nx[n]} nzwnﬂn]e =0
dX(Q)
P
or tanto, nx[n] < j 70

6.24. Verifique el teorema de convolucion (6.58); es decir,
x,[n] * x,[n] < X,(2) X,(2)
Por las definiciones (2.35) y (6.27) tenemos que

Flxlnlxxlnly= Y, [ Y xl[k]xz[n—k]J e/

k=—o0

n=—co

Al cambiar el orden de las sumatorias obtenemos

F{xi[n]*xy[n]} = z x][k][ 2 Xy[n —k] e-’ﬂ"]

k=—oco

n=—co

Mediante la propiedad de desplazamiento en el tiempo ecuacion (6.43)

Y xln—kle /" =71 X, ()

Pr—
De este modo, tenemos que

Flxnlxx[nly = Y, xlkle "X, Q)

k=—oo

= { Y k] e_jﬂk] X,(Q) = X,(Q) X,(Q)

k=—co

Por consiguiente, x,[n] * x,[n] < X () X,(£2)



6.25. Mediante el teorema de convolucion (6.58) encuentre la transformada de Fourier inversa x[n] de

6.26.

6.27.

CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

1
X(Q)= — la|<1
(1 — ae_]Q)
De la ecuacion (6.37) tenemos que
1
a"uln] < . al<1
1—ae ‘ ‘
1 1 1
Ahora X(Q)= = - -
(1 _ ae*jﬂ)z (1 - ae-’Q](l - ae-’QJ

De este modo, por el teorema de convolucidn, ecuacion (6.58), obtenemos

oo

x[n]l=a"u[n]*a"u[n]= 2 a“ulkla” *un — k]
k=—oc0

=a" ilI(n+l)a”u[n]
k=0

1

Por consiguiente, (n+1a"uln] < ‘ a ‘ <1

1—ae /¢ ’

Verifique la propiedad de multiplicacion (6.59); es decir,

1
x[nlx,[n] < %Xl D) ®X, (D)

Sea x[n] = x,[n]x,[n]. Entonces, por la definicién (6.27),

oo

X(Q)= 2 x,[nlx,[n] e /"

1 .
Por la ecuacion (6.28) ylnl=—] X,0)e™ do
2ar J2m

Entonces X(Q)= 2 {%L Xl(g)ejﬁn de} xy[n] o/
77' T

n=—oo

Al intercambiar el orden de sumatoria e integracion obtenemos

n=—oo

| = Coom
X(Q):;J‘ZW Xl(e)[ 3 gyl @ ]d(,

- -[2 X1(0) X,(Q - 0) do :LX1(9)®X2(Q)
2 27 2ar

Por consiguiente, x[nlx,[n] < ZL X ()X, ()
T

Verifique las propiedades (6.62), (6.63a) y (6.63b); es decir, si x[n] es real y
xn] = x [n] + x [n] < X(Q) = A(Q) + jB(Y)

donde x,[n] y x,[n] son los respectivos componentes par e impar de x[n], entonces

X(—Q) = X*(Q)
x[n] < Re{X((D)} = A(Q)
x [n] <= jIm{X()} = jB(Q)

(6.139)

(6.140)



6.28.

6.29

D

PROBLEMAS RESUELTOS

Si x[n] es real, entonces x*[n] = x[n], y por la ecuacién (6.45) tenemos que
x*[n] < X*(—Q)
de lo que obtenemos XQ)=X(=Q) o X(—Q) =X*)
A continuacién, mediante la ecuacion (6.46) y las ecuaciones (1.2) y (1.3) tenemos que
x[—n] = x [n] — x [n] < X(—Q) = X*(Q) = AD) — jB()
Al sumar (restar) la ecuacién (6.141) a (de) la ecuacién (6.140) obtenemos

x [n] < A(Q) = Re{X(Q)}
x,[n] < jB(Q) = jIm{X(Q)}

Demuestre que uln] < wd(Q) + 1;719 |Q| =7
—e

Sea uln] < X))

Ahora observe que S6[n] = uln] — uln — 1]

(6.141)

(6.142)

Al tomar la transformada de Fourier de ambos lados de la expresidn anterior y por las ecuaciones (6.36) y (6.43) tenemos

que
1=( — e X(Q)

Nétese que (1 — e ) = 0 para Q = 0, X(Q2) debe ser de la forma

X(Q):AS(Q)+1 |Q|=m

— e/

donde A es una constante. Para determinar A procedemos asi: de la ecuacién (1.5) la componente par de u[n] estd dada por

11
u,[n]=—+—==o[n
 [n] 51> [n]
Entonces, la componente impar de u[n] estd dada por

1
u,[nl=ulnl—u,[n]=uln]— *5 é[n]

N | =

y Flu,[n]} =A8(€) +

1

De 1la ecuacién (6.63b), la transformada de Fourier de una secuencia impar real debe ser puramente imaginaria. De este

modo, debemos tener A = 7,y
1

uln] < w6(Q)+ ]7_

.0 |Qf=m

Verifique la propiedad de acumulacién (6.57); es decir,
. 1
Y, x[kl< 7X(0) 8 (Q) + 1—ﬂ.QX(Q) |Q|=m
k=—oco —-e

De la ecuaci6n (2.132) Y x[kl=x[n]*uln]
k=—oo

De esta forma, por el teorema de convolucién (6.58) y la ecuacidn (6.142) obtenemos

n 1
Y, x[kl <—>X(Q){7T§(Q)+l_em} Q=

k=—oo0

— 7X(0)5(Q) + % X(Q)

e*/ﬂ

puesto que X(0)6()) = X(0)8(L2) por la ecuacién (1.25).
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6.30. Por medio de la propiedad de acumulacién (6.57) y la ecuacién (1.50) encuentre la transformada de Fourier de

uln].

De la ecuacion (1.50) uln]= 2 o[k]
k=—oc0

Ahora, de la ecuacién (6.36) tenemos que 8[n] <1

Al establecer que x[k] = 6[k] en la ecuacion (6.57) tenemos que

xn] =8 =X =1 y X0 =1

y uln]= i 8[k]<—>w5(9)+¥ ‘Q‘S’ﬂ

= 1— o /2

RESPUESTA EN FRECUENCIA

6.31. Un sistema LIT causal de tiempo discreto estd descrito por
3 1
y[n]—zy[n—l]+§y[n—2]=x[n] (6.143)

donde x[n] y y[n] son la respectiva entrada y salida del sistema (problema 4.32).

a) Determine la respuesta en frecuencia H({)) del sistema.
b) Encuentre la respuesta al impulso A[n] del sistema.

a) Al tomar la transformada de Fourier de la ecuacién (6.143) obtenemos

Y(Q)— %e*f“ Y(Q)+ ée*ﬂ“Y(Q) = X(Q)

0 1= 3em Lo Y(Q)=X(Q)
4 8
De este modo,
Hy= YO _ 1 _ 1
X(Q) - gef,n +ie—jzn (] B lefj()) (1 _ le—jn)
4 8 2 4

b) Por medio de expansiones por fracciones parciales tenemos que

H@)= 1 _ 2 1

1— le—jg - le—jﬂ 1— leaiﬂ 1— le*.iﬂ
2 4 2 4
Si tomamos la transformada de Fourier inversa de H({)) obtenemos
1 n 1 n
hln]=12|=| —|—| |uln
[n] [ ( 2) [ 4j } [n]

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 4.32b).

6.32. Considere un sistema LIT de tiempo discreto descrito por
1 1
y[n]—zy[n—l]=x[n]+5x[n—1] (6.144)
a) Determine la respuesta en frecuencia H({}) del sistema.
b) Encuentre la respuesta al impulso A[n] del sistema.

c) Determine su respuesta y[n] para la entrada

aw
X[n]=cCcoS—n
[n] >



PROBLEMAS RESUELTOS

a) Al tomar la transformada de Fourier de la ecuacion (6.144) obtenemos

Y(Q)— %e’jQY(ﬂ) =X(Q)+ %e’f'QX(Q)

1.
1+ - /@
Y(Q
De esta forma, HQ)= Y&y __ 2=
X(Q) l_le*jﬂ
2
1 1 e
b) H(Q)= 4o
l—lefjQ 2 l—l(fjQ
2 2

Si tomamos la transformada de Fourier inversa de H({)) obtenemos

1 n=0

1" (1)
h[n]=(2) u[n]+2(2j uln—1]= [1)”‘1 -
2

c¢) De laecuacién (6.137)
X(Q)—w[a(n—;) +5(Q+727] Q|=7

1+ /@
Entonces YO =X)HO)=n|8|0-"|+s|l+T|| 2
2 2 1_1 -ja
1+le—_/w/2 _ 1+le+-/”/2 _
=7l—2  |slo-Tl+x—2 |5l +T
l_le—jﬂ/z 2 1 | R 2
1—,% it _
= 1 ) ) +a % BQ+E
1+ 1—js
12 12

. —1 . 4
S (Q — 7;) e 2 12) | s [Q " 7;) 2t 112)

Al tomar la transformada de Fourier inversa de Y({)), y mediante la ecuacién (6.135), obtenemos

yinl= %ej(w/z)ne—jzmn’l(l/z) +le—j(7r/2) 2 a2)

=cos| Tn—2tan”" l
2 2

6.33. Considere un sistema LIT de tiempo discreto con respuesta al impulso

hn]= sen(mwn/4)
mn
Encuentre la salida y[n] si la entrada x[n] es una secuencia periddica con periodo fundamental N, = 5, como

se ilustra en la figura 6-17.

-2-1012 3435 n
Figura 6-17
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De la ecuacion (6.134) tenemos que

1 |Q|=7/4
HQ)=
0 7T/4<‘Q‘S7T

Puesto que £}, = 277/ Ny = 277/ 5 y el filtro sélo pasa frecuencias en el intervalo |Q\ = 7T/ 4, inicamente el término de cd
pasa a través del mismo. De la figura 6-17 y la ecuacién (6.11)

1 < 3
Co=*2x["]=g

5 n=0
De esta forma, la salida y[n] esta dada por
3
ylnl= g para toda n

6.34. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado en la figura 6-18.

a) Encuentre la respuesta en frecuencia H({)) del sistema.

b) Encuentre la respuesta al impulso h[n] del sistema. aldl +:® o,
c) Grafique la respuesta de magnitud \H(Q)\ y la respuesta de fase +

o).
d) Encuentre el ancho de banda de 3 dB del sistema. 1

>z
a) De la figura 6-18 tenemos que
_ Figura 6-18
yln] = x[n] + x[n — 1] (6.145)
Si tomamos la transformada de Fourier de la ecuacion (6.145) y por la ecuacién (6.77) tenemos que
H(Q)= Y () S 140 = g IO (02 mj0ry
X
—jorn Q
=2e’ COS(ZJ Q= (6.146)

b) Por la definicién de h[n] [ecuacién (2.30)] y la ecuacién (6.145) obtenemos
h[n]=06[n]+ 6[n—1]

0=n=1

hin]= {O de otro modo

¢) De la ecuacién (6.146) |HQ)|= 2COS[QJ Q=7
2 | H@)|

2
Q
y 0(Q)=—— ‘ Q ‘ =7
2
lo cual puede apreciarse en la figura 6-19. . R
d) Sea ) 45 el ancho de banda de 3 dB del sistema. Entonces, por defini- o 7% 0 g ™ Q
cidn (seccién 5.7),
! 0(Q))
m
|H @)= | H O, H
obtenemos
) NG y 3BT 5
| w
Observamos que el sistema es un filtro de respuesta al impulso finito )

(FIR, finite impulse response) pasa-bajas de banda ancha, de tiempo
discreto (seccion 2.9C). Figura 6-19



6.35.

6.36.

PROBLEMAS RESUELTOS

Considere el sistema LIT de tiempo discreto que se ilustra en la  x[n]
figura 6-20, donde a es una constante y 0 < a < 1. T

yln]
(%) >

) 4

+
a) Encuentre la respuesta en frecuencia H({}) del sistema.

b) Encuentre la respuesta al impulso A[n] del sistema.
c) Grafique la respuesta de magnitud |H(Q)\ del sistema para 1 e
a=09ya=0.5. )

a) De la figura 6-20 tenemos que Figura 6-20

yln] = ayln — 1] = x[n] (6.147)

Al tomar la transformada de Fourier de la ecuacién (6.147) y por la
ecuacion (6.77) tenemos que

1

b) Mediante la ecuacién (6.37) obtenemos

hln] = a"uln) .

1
_m
¢) De laecuacion (6.148) 2

1 1 Figura 6-21

—jQ

HQ)=
1—ae’

B I1—acosQ+ jasen()

1 1
[(1 —acos Q) + (asen 9)2]1/2 (1+a* —2acos V)"

y |H(Q)|=

(6.149)

la cual se grafica en la figura 6-21 paraa = 09y a = 0.5.
Podemos observar que el sistema es un filtro con respuesta al impulso infinita (IIR, infinite impulse response)
pasa-bajas de tiempo discreto (seccién 2.9C).

Sea hype[n] la respuesta al impulso de un filtro pasa-bajas de tiempo discreto con respuesta de frecuencia
H, p(Q)). Demuestre que un filtro de tiempo discreto cuya respuesta al impulso A[n] estd dada por

hln] = (=1)" hy peln] (6.150)
es un filtro pasa-altas con la respuesta en frecuencia
H(Q) = H, () — ) (6.151)
Puesto que — 1 = ¢/™, podemos escribir
hln] = (=1)"h peln] = e/™ hy peln] (6.152)

Tomamos la transformada de Fourier de la ecuacién (6.152) y por medio de la propiedad de desplazamiento en la frecuen-
cia (6.44) obtenemos
HQ)) = H ,.(Q —m)

la cual representa la respuesta en frecuencia de un filtro pasa-altas. Esto se ilustra en la figura 6-22.

) H(Q) = H, p(Q — )

I I S
—ar - 0 Q T QO —r —’7T+—QC 0 T—Q 7

c c

A
Dv

Figura 6-22 Transformacion de un filtro pasa-bajas a un filtro pasa-altas.
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6.37. Demuestre que si un filtro pasa-bajas de tiempo discreto se describe mediante la ecuacién en diferencias

6.38.

N M
yinl== Y ayyln—kl+ Y by x[n = k]
k=1 k=0
entonces el filtro de tiempo discreto descrito por

yln]= 2( D a, yln—k +2< D by x[n— k]
k=0
es pasa-altas.

(6.153)

(6.154)

Al tomar la transformada de Fourier de la ecuacién (6.153) obtenemos la respuesta en frecuencia H; pp(£2) del filtro pasa-

bajas como

b e k2

EEG

Y(Q) __k

Hypp ()= X(Q)

1+ Y ae %

k

Si reemplazamos () por ({0 — ) en la ecuacién (6.155), entonces tenemos que

M
Zbkefzkmﬂr) zbk( l)k — jkQ

k=0

Hypp () = Hypp (A —m) = N =
1+ 2 A 2 (— Dl a e %0
k=1 =

lo cual corresponde a la ecuacion en diferencias

N M
yinl== Y (=D a, yln—kl1+ Y, (= 1) b x[n — k]

X|n
k=1 k=0 ]

(6.155)

(6.156)

yln]
NS ELEN

Convierta el filtro pasa-bajas de tiempo discreto mostrado en la fi-
gura 6-18 (problema 6.34) a un filtro pasa-altas.

-1

Del problema 6.34, el filtro pasa-bajas de tiempo discreto mostrado en la
figura 6-18 estd descrito mediante la ecuacién (6.145)

yln] = x[n] + x[n — 1]

Mediante la ecuacién (6.154), el filtro pasa-altas convertido estd descrito
por
ylnl = x[n] — x[n — 1] (6.157)

lo cual nos lleva al diagrama de circuito en la figura 6-23. Si tomamos la
transformada de Fourier de la ecuacién (6.157) y mediante la ecuacién
(6.77) tenemos que

v

Z

Figura 6-23

|HQ) |

HQ) =1— ¢ 1% = ¢ 12 (102 _ ,=i012) \

Ll

jQnr

=j2e” nQZZej(”*m/2 sen% ‘Q‘S’ﬂ (6.158)

De la ecuacién (6.158)

|H)|=2

0(€)

[SIE]

wly

ov

sen[QJ ‘Q‘Sw
2 L 1

(m—Q)/2 0o<Q<mw

Y 9(9):{(—77—9)/2 —r=0<0

lo cual se esquematiza en la figura 6-24. Vemos que el sistema es un filtro
FIR pasa-altas de tiempo discreto.

™
2

Figura 6-24

v



6.39.

6.40.

PROBLEMAS RESUELTOS

La funcién del sistema H(z) de un sistema LIT causal de tiempo discreto estd dada por

b+z7!

—az !

H(z)= (6.159)

donde a es real y ‘a| < 1. Encuentre el valor de b de manera que la respuesta en frecuencia H({)) del sistema
satisfaga la condicion
|HQ)| =1 para toda () (6.160)

Un sistema de esta clase se denomina filtro pasa-todo.

Por la ecuacioén (6.34), la respuesta en frecuencia del sistema es

b+e
HQ)=H@)|_ 0 e (6.161)

' —ae

b+e
Entonces, por la ecuacién (6.160), ‘ H(Q) ‘ = 1%].0 =

—ae

lo que nos conduce a |b+ e = |1 — ae /9|
o |b+ cos Q —jsenQ| = |1 — acos Q + jasen()|
o 1+b+2bcosQ =1+ a*>—2acos (6.162)
y podemos apreciar que si b = —a, la ecuacién (6.162) se mantiene para toda () y la ecuacién (6.160) se satisface.

Sea h[n] la respuesta al impulso de un filtro FIR de manera que
hln] =0 n<0,n=N
Supongamos que A[n] es real y que la respuesta en frecuencia H({)) puede expresarse como
H(Q) = [H(Q)| e/

a) Encuentre la respuesta de fase 6({)) cuando h[n] satisface la condicidn [figura 6-25a)]

h[n] = h[N — 1 — n] (6.163)
b) Encuentre la respuesta de fase 6({)) cuando h[n] satisface la condicion [figura 6-25b)]
h[n] = —h[N — 1 — n] (6.164)

h[n] hln]

N impar

a)

h[n] h[n]

Figura 6-25



a)

b)

CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

Al tomar la transformada de Fourier de la ecuacién (6.163) y mediante las ecuaciones (6.43), (6.46) y (6.62) obtenemos
que
H(Q) = H*(Q) e /N~ D0

© |HQ)| e/ = |H(Q)| e 70 =i =10
De este modo, 0(Q) = — 0(Q) — (N — 1))
y o=~ (V=10 6165

lo cual indica que la respuesta de fase es lineal.
De manera similar, al tomar la transformada de Fourier de la ecuacién (6.164) obtenemos

H(Q) = —H*(Q) e~ iV~ D2

) | H(Q) | e/?D = | H(Q)| e/ T 10 g=i(N = DO
De esta manera, o) =7—60()—(N—-1)Q
y 9(9)=§—%(N—1>Q (6.166)

lo cual indica que la respuesta de fase también es lineal.

6.41. Considere un filtro de tiempo discreto de promedio movil de tres puntos descrito por la ecuacion en diferencias

b)
c)

a)

b)

©)

y[n]=%{x[n]+x[n—1]+x[n—2]} (6.167)

Encuentre y grafique la respuesta al impulso A[n] del filtro.
Encuentre la respuesta en frecuencia H({2) del filtro.
Grafique la respuesta de magnitud \H(Q) | y la respuesta de fase 0()) del filtro.

Por la definicién de A[n] [ecuacion (2.30)] tenemos que

h[n]:%{ﬁ[n]—i-8[n—l]+8[n—2]} (6.168)
l 0=n=2
0 hin]=43
0 de otro modo

la cual se grafica en la figura 6-26a). Observe que /[n] satisface la condicién (6.163) con N = 3.

Tomando la transformada de Fourier de la ecuacién (6.168) tenemos que
H(Q)= % {1+e7% +e72%)

Por la ecuacién (1.90), con & = ¢/, obtenemos

| 1—e i3 1 ¢ P30 (P32 _ 3002y

H(Q):g —. 3 o 12O _ 07y
1 _qsen(302/2) _in
_1, s/ o 6.169
3¢ en@a) rEDe (6169)
1 sen(3Q2/2)
dond H(Q)y=——-—+ 6.170
onde =S e @r2) (6:170)
De la ecuacién (6.169) ‘H(Q)‘=‘H,(Q)‘=% %9//22))
-0 donde H,(Q)>0
y S o
T donde H,(Q)<0

las cuales se representan en la figura 6-26b). Podemos apreciar que el sistema es un filtro FIR pasa-bajas con fase lineal.
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|H) |
1
hln] 1 1 1 1,
-7 27 0 27 a Q
1 3 3
3
0(Q)
L
2
0123 n .
a) L T | | \I >
- i 0 T T Q
\ 2 2
| 7
2

b)
Figura 6-26
6.42. Considere un filtro FIR causal de tiempo discreto descrito por la respuesta al impulso
hln] = {2,2,—-2, -2}

a) Grafique la respuesta al impulso A[n] del filtro.
b) Encuentre la respuesta en frecuencia H({}) del filtro.
c) Grafique la respuesta de magnitud \H(Q)\ y la respuesta de fase 0({) del filtro.

a) Larespuesta al impulso /[n] estd graficada en la figura 6-27a). Observe que h[n] satisface la condicién (6.164) con
N=4.

|HQ) |

1.54

h[n]

S}
<

|

3

|
wla b
[«
SRy
3
ov

_LA)
3

v

S 3
/ |

|

3
/
I
|

o138
3
oV

a)

Figura 6-27
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b) Por la definicién (6.27)

HQ)= 2 hn]e ™ =2 427/ =072 0,730

=2(1—e PN +2(e M —e 2

— 26_]30/2(6130/2 _ e—]}QlZ) + 26—]30/2(819/2 _ e—jQ/Z)

= je 3| sen % + sen?) =H, Q) /(M= (3072)] (6.171)
donde H,.(Q)=sen Q + sen ﬁ
2 2
¢) De la ecuacion (6.171) |HQ)|=|H,(Q)|= sen[?] + sen[?’;)]
3
m/2—=0Q H,.(Q)>0
0(Q) = 3
—77/2—59 H,(Q)<0
las cuales estdn ilustradas en la figura 6-27b). Podemos observar que el sistema es un filtro FIR pasa-banda con fase
lineal.
SIMULACION

6.43. Considere el filtro pasa-bajas RC mostrado en la figura 6-28a) con RC = 1.

a) Construya un filtro de tiempo discreto que
hy[n]=h.(t) |t:nTx =h.(nT,) (6.172)

donde h(t) es la respuesta al impulso del filtro RC, h,[n] es la respuesta al impulso del filtro de tiempo
discreto y 7, es un nimero positivo por elegir como parte de los procedimientos de disefio.

b) Grafique la respuesta de magnitud \Hc(w)| del filtro RC y la respuesta de magnitud |H d(wTs)\ del filtro de
tiempo discreto para 7, = 1 y T, = 0.1.

a) La funcién del sistema H (s) del filtro RC estd dado por (problema 3.23)

1
H. (s)=— 6.173 R
= (6.173) AV -
y la respuesta al impulso A.(7) es
h (1) = e"u() (6.174) 0 =c ()
Por la ecuacién (6.172), la hy[n] correspondiente estd dada por l _
hylnl=e "uln]=(e )" uln] (6.175) 2
Entonces, tomando la transformada z de la ecuacién (6.175), la fun-
cién del sistema H (z) del filtro de tiempo discreto estd dado por Anl ) ylnl
+
1 +
H,(2)=———
d l—eTig ! o
de lo cual obtenemos la ecuacién en diferencias que describe el filtro e
de tiempo discreto como b
y[n] — e Tsy[n — 1] = x[n] (6.176) b)
y el filtro de tiempo discreto que simula al filtro RC se muestra en la  Figura 6-28 Simulaci6n de un filtro RC

figura 6-28b). por el método invariante al impulso.
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1
b) Por la ecuacion (5.40), H, =H, .=
) (5.40) )=H ()| _, P

1
Entonces ‘ H.(w) ‘ = m
Por las ecuaciones (6.34) y (6.81)

Hd(a’Ts)sz (2)

o, = —————————
z=e/?ls l—e_TS e—]wTS

1

De la ecuacion (6.149) |H,(wT,)|=

2

1
[1 +e s =2 cos(wTs)J
DeT,=1,

|

|H,(wT,)|=
‘ [1 +e 2 =2 cos((u)T/2

Para 7, = 0.1,
1

1/2
[1 e 02 0! cos(o.lw)]

|H,(T,)|=

La respuesta de magnitud |Hc(a)) ‘ del filtro RC y la respues-
ta de magnitud |H d(wTs)‘ del filtro de tiempo discreto para
T, =1y T, = 0.1 se grafican en la figura 6-29. Observe que
las gréficas estdn escaladas de tal modo que las magnitudes en
o = 0 estdn normalizadas a 1.

El método utilizado en este problema para construir un B | H T ,
sistema de tiempo discreto a fin de simular el sistema de tiem- 0 3 10 15 >
po continuo se conoce como método invariante al impulso
(impulse-invariance). Figura 6-29

6.44. Mediante la aplicacién del método invariante al impulso, determine la respuesta en frecuencia H,({)) del siste-
ma de tiempo discreto para simular el sistema LIT de tiempo continuo con la funcién del sistema

1
s+ D(s+2)

Por medio de la expansion en fracciones parciales tenemos que

H (s)

1 1
H.(s)=———
() s+l s+2

De este modo, mediante la tabla 3-1 la respuesta al impulso del sistema continuo en el tiempo es
h(D) = (" — e *u(t) (6.177)
Sea h,[n] la respuesta al impulso del sistema de tiempo discreto. Entonces, por la ecuacién (6.177),
hy[n] = h (nT) = (e™"Ts — e~ 2"Ts)u[n]
y la funcién del sistema del sistema de tiempo discreto estd dada por

1 1
H,(2)= - 6.178
4@ l—e iyl | g 20T ( )

De esta manera, la respuesta en frecuencia H,({)) del sistema de tiempo discreto es

1 1

Hy(@)=Hy @] _ 0= l—o Tig I | — g 2Ty, 0 (6.179)
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Observe que si la funcién del sistema de un sistema LIT de tiempo continuo estd dada por

N

H.(5)=) Ay (6.180)

1S tag

entonces el método invariante al impulso proporciona el correspondiente sistema de tiempo discreto con la funcién del
sistema H ,(z) dada por
N
A
Hd(Z)—ZW (6.181)

k=1
Un diferenciador es un sistema LIT de tiempo continuo con la funcién del sistema [ecuacién (3.20)]
H(s)=s (6.182)

Un sistema LIT de tiempo discreto se construye al reemplazar s en H (s) mediante la siguiente transformacién
conocida como transformacion bilineal:
2 1-7"
§=— -
T, 1+z

(6.183)

para simular el diferenciador. De nueva cuenta, 7, en la ecuacién (6.183) es un nimero positivo que se elige
como parte del procedimiento de disefio.

a) Dibuje un diagrama para el sistema de tiempo discreto.
b) Encuentre la respuesta en frecuencia H,({)) del sistema de tiempo discreto y grafique sus respuestas de
magnitud y de fase.

a) Sea H,(z) la funcién del sistema del sistema de tiempo discreto. Entonces, de las ecuaciones (6.182) y (6.183) tenemos

que
21-z7"
Hy(z)=— 6.184
a(2) T 1tz ( )
. 2 1 1
Escribiendo H(z) como Hd(z)—[ - ](l—z )
T \1+z

entonces, de los problemas (6.35) y (6.38), el sistema de tiempo discreto puede construirse como una conexion en
cascada de dos sistemas, como se ilustra en la figura 6-30a). En esta figura puede verse que podemos reemplazar dos
elementos de atraso unitario por un elemento de atraso unitario, como se muestra en la figura 6-300).

x[n] yln]
»(3)
+
> !
a)
x[n]
»(3)
+
a \ 4
-
b)

Figura 6-30 Simulacién de un diferenciador.



PROBLEMAS RESUELTOS

b) Por la ecuacion (6.184), la respuesta en frecuencia H,({2) del sistema 2 an i)
de tiempo discreto estd dada por T, 2
. . . . QO
21— o i 002 _ —jor / o _
H,(Q)=—= - ( ) Lot

T, 1+e /@ T, ¢ 192(J%2 4 002

2snQ/2 2 Q2 Q : o
:j—isen =j—tan—=—tan—¢’™* (6.185) ' VAR
T, cosQ/2 T, 2 T, 2 : :
Advierta que cuando () < 1, tenemos que ; ; >
5 Q Q - 0 ™
H,(Q)=j—tan—=j—=] 6.186 : :
Q) Jq sy =iy =ie ( ) L ]
Si Q = oT, (figura 6-31). i
6.46. Considere el disefio de un sistema LIT de tiempo discreto con o !
Figura 6-31

funcién del sistema H,(z) obtenida al aplicar la transformacion
bilineal a un sistema LIT de tiempo continuo con una funcién del
sistema racional H (s). Esto es,

H,(2) = H(9), - QITY( — 2" +271 (6.187)

Demuestre que un sistema de tiempo continuo causal, estable, siempre llevard a un sistema de tiempo discreto
causal, estable.

Considere la transformacion bilineal de la ecuacion (6.183).

21—z
s= (6.188)
Tx 1+ Z
Cuando resolvemos la ecuacion (6.188) para z obtenemos
1+ (T, /2)s
z= 1+ @ 72)s (6.189)
1= (T, /2)s
Si establecemos que s = jw en la ecuacién (6.189) obtenemos
1+ jo(T, /2
2| =| LD, (6.190)
1= jo(T,/2)
De este modo, observamos que el eje jw del plano s se transforma en el circulo unitario del plano z. Sea
7=re/? y s=0+jo
Entonces, de la ecuacion (6.188),
_2z-1_2r 1
T, z+1 T, re/® +1
_2 rr =1 ny 2rsen ()
T, \ 1+ 7% +2rcosQ 1+ 72 +2rcos Q
L 2 k=1
Por consiguiente, o=——5"—"— (6.191a)
T, 1+r° +2rcosQ)
2 Q
w=2_ Zrsendl (6.191b)
T, 1+r- +2rcosQ

De la ecuacién (6.191a) observamos que si » < 1, entonces o < 0, y si r > 1, entonces o > 0. En consecuencia, el plano
izquierdo (LHP, left-hand plane) en s se mapea o proyecta al interior del circulo unitario en el plano z, mientras que el pla-
no derecho (RHP, right-hand plane) en s se mapea o proyecta al exterior del circulo unitario (figura 6-32). De este modo,
concluimos que un sistema de tiempo continuo causal, estable, nos llevard a un sistema de tiempo discreto causal, estable,
con una transformacion bilineal (véase la seccion 3.6B y la seccién 4.6B). Cuando r = 1, entonces o = 0y

2 sen{) 2 Q

== =" tan— .
¢ T, 1+cosQ T, ) (6.192)



CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

_1 oT,
N Q=2tan ‘% (6.193)

De la ecuacién (6.193) observamos que todo el intervalo —oo < w < oo se mapea o proyecta solamente en el intervalo
—T=Q=m.

jw Im(z)

A A

7

plano s plano z

v

o RB’(Z)

\

Circulo unitario
Izl =1

Figura 6-32 Transformacién bilineal.

6.47. Considere el filtro pasa-bajas RC en la figura 6-28a). Disefie un filtro pasa-bajas de tiempo discreto mediante

el método de transformacion bilineal de tal modo que su ancho de banda de 3 dB sea de 77/ 4.
Mediante la ecuacion (6.192), Q4 = 77/ 4 corresponde a

2 O34 2 7 0.828
— < — 2 T Y00 6.194
W34 T an 5 T an o T ( )

s s s

Del problema 5.55a), w; 45 = 1 / RC. De esta forma, la funcién del sistema H (s) del filtro RC estd dada por

0.828/T,

H, (s)=—"""35_
s+0.828/T,

(6.195)

Sea H (z) la funcién del sistema del filtro deseado de tiempo discreto. Al aplicar la transformacion bilineal (6.183) a la
ecuacion (6.195) obtenemos

0.828 /T, 0.293(1+z""
H,(z)= = ( Zfl) (6.196)
21—z n 0.828 1—-0414z
T, 1+ 7! T,
de lo cual resulta el sistema en la figura 6-33. La respuesta en frecuencia del filtro de tiempo discreto es
0.293 (1+¢
Hy=2250%e ) (6.197)

1—0.414¢
Para O =0,H(0) = 1,yaQ = w/4, |H,(w/4)| =0.707 = 1/v/2,1a cual es la respuesta deseada.

[n] 073 (n]
x[n y[n
>(3)

+ +
+ +

) 4
™M

Figura 6-33 Simulacién de un filtro RC mediante el método de transformacién bilineal.
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6.48. Si h[n] denota la respuesta al impulso de un filtro IRR deseado con respuesta en frecuencia H({)) y 4, [n] indica
la respuesta al impulso de un filtro FIR de longitud N con respuesta en frecuencia H,({}), demuestre que cuando

P hin] 0=n=N-1 6.198
nl= .
oLl 0 de otro modo ( )
el error cuadritico medio &* definido por
1 T
e =—[ |HQ)-H,O[ d0 (6.199)
2w
se minimiza.
Por la definicién (6.27)
HQ)= Y hlnle ™ y  H,Q)= Y hn]e ™™
Sea EQ)=HQ)—H, Q)= Y, (h[n]—h,[n])e /™"
=Y en]e /™ (6.200)
donde e[n] = h[n] — h,[n]. Por el teorema de Parseval (6.66) tenemos que
1 ¢m - i
2= [T |E@fa= ¥ e = 3 |hin—n0f
N-1 5 -1 , & R
=Y |hlnl=holnl|” + Y, |hInl[ + Y | hlnl| (6.201)
n=0 n=—oo n=N
Los tltimos dos términos en la ecuacién (6.201) son dos constantes positivas. Asf, &> se minimiza cuando
hln] — h [n] =0 0=n=N-1
es decir, hln] = h [n] O0=n=N-—-1
Observe que la ecuacidn (6.198) puede expresarse como
h,[n] = hln]w[n] (6.202)
donde w[n] se conoce como funcion de ventana rectangular dada por
O=n=N-1 6.203
winl= 0 de otro modo (6.203)

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA
6.49. Encuentre la DFT de N puntos de las siguientes secuencias x[n]:
a) x[n] = 6[n]
b) x[n] = u[n] — uln — N]
a) De las definiciones (6.92) y (1.45) tenemos que
N—1
X[(k)=Y 8[nlwy' =1  k=0,1,...N—1
n=0
La figura 6-34 muestra x[n] y su DFT de N puntos X[k].

b) De nuevo, de las definiciones (6.92) y (1.44), y mediante la ecuacién (1.90), obtenemos

N-1 1— Wk
X[kl= Y Wy' =—2_=0  k#0

k
n=0 lgiva
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x[n] X[k]

0O >

Figura 6-34
puesto que WiV = ¢JCTNIN = gmjk2m = 1
N—-1 N-1
X[0]=Y wy=Y 1=N
n=0 n=0

La figura 6-35 ilustra x[n] y su DFT de N puntos X[k].

x[n] X[k]
N
111 N
> 0—0—0 >
0 N—1 n 0 N—1 k
Figura 6-35

6.50. Considere dos secuencias x[n] y h[n] de longitud 4 dadas por

x[n]=cos(% ] n=0,12,3

h[n]Z(%] n=0,1,2,3

a) Calcule y[n] = x[n] ® h[n] efectuando directamente la convolucién circular.
b) Calcule y[n] por medio de la DFT.

a) Las secuencias x[n] y h[n] pueden expresarse como

Anl=41,0,-1,03 y  Alal={1,5. 55

3
Por la ecuacién (6.108), yInl=x[nI@h[n] =Y x[i1h[n = ilyos
i=0

Las secuencias x[i] y hln — i], .4 paran = 0, 1, 2, 3 se grafican en la figura 6-36a). De este modo, por la ecuacién
(6.108) obtenemos

n=0 y[01=1<1>+<—1>[i]=j

- ym:l[;]ﬂn[;]-;

n=2 y[z]:l[j1 +(—1)(1)=—%

- ym:{;]w{; )zg
y IHSE

lo cual se grafica en la figura 6-36D).
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b) Por la ecuacion (6.92),

3
X[(k1=Y x[nW " =1-w;*  k=0,1,2,3

n=0
4 kn Lo Lo 15

H{k]1=Y h[n]W, S WE W W k=0,1,2,3
n=0

Entonces, por la ecuacion (6.107), la DFT de y[n] es

YIk]= X[k]H [k]=(1 —Wfk)[l +7; W +711 w2k +T13 Wf"]
Looe 306 3,3 1ooar 1 sk
=1+ -W =Wt = 2w ——w - —w,
S e T 3 4 e 3 4

Puesto que W= (W;Hk = 1ky W3 = W@+ Dk = Wk, obtenemos

3 3 4 3 o 3 3
YIK=> 2wl 2w 2wl k=0,1,2,3
[k] g g T e g4

De este modo, por la definicién de DFT [ecuacién (6.92)], obtenemos que

m{33 .3 3
J 4’8 43
x[i] h[—i]
le 1
1 1
2 2
e , 0! I ,
01 3 i -3-2-10
71 L
h[}’l—i] mod 4 l’l[l’l—l] mod 4
1@ 1
1 n=0 1 n=1
2 2
e ! I , e ! ,
0123 i 0123
h[n—i] mod 4 h[nii]modﬁt
1 1
1 ‘ n=2 1 n=3
2 2
I * R ! I R
0123 i 0123 i
a)

v

b)
Figura 6-36
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6.51. Considere la secuencia exponencial compleja de longitud finita

M 0=p=N-1
x[n]=
0 de otro modo

a) Encuentre la transformada de Fourier X(€)) de x[n].
b) Encuentre la DFT de N puntos X[k] de x[n].

a) De laecuacion (6.27), y por medio de la ecuacién (1.90), tenemos que

) N-1 N-1
X(Q): z X[l’l] e*]Qn — z e‘/QOne*]Qn — 2 ei/(ﬂ*ﬂo)n
n=-—oco n=0 n=0

| — ¢ J(@-00N oI (Q=0Q)IN/2 (ej(Q—QO)N/z _ e—j(Q—QO)N/z)

N 1— e /@ 00) - o 1002 (ej(Q—QO)/Z _e—j(Q—QO)/Z)

— i@ V=12 5enl(@ = Q)N /2]
sen[(2— Q) /2]

b) Advierta de la ecuacién (6.98) que

X[k] = X(Q) ‘(1:]{277/1\/ - X(ki/’n-]

sen H?vk - QO] ];/}
X[k]= 2T NIk=QolI(N=1)/2]

sen [[277 k— on 1
N 2

6.52. Demuestre que si x[n] es real, entonces su DFT X[k] satisface la relacién

obtenemos

X[N — k] = X*[k] (6.204)
donde * denota el complejo conjugado.
De la ecuacién (6.92)
N-1 N-—1 )
X[N _ k] _ 2 x[n] W[s/N—k)n _ 2 X[I’l] e—j(Zﬂ/N)(N—k)n
n=0 n=0
Ahora e*j(ZW/N)(N*k)Vl :eij':rnej(Zﬂ-/N)kn :ej(Zﬂ-/N)kn

Por tanto, si x[n] es real, entonces x*[n] = x[n] y

N—1 N-1 %

X[N —k]= z x[n] ol @mIN)kn _{z x[n] ej(Zﬂ'/N)kn‘| = X *[k]
n=0 n=0

6.53. Demuestre que x[n]= IDFT{X[k]} =%[DFT{X*[k]}] * (6.205)

donde * denota el complejo conjugado y
X[k] = DFT{x[n]}

Podemos escribir la ecuacion (6.94) como

1| , = 4
x[n]:N ZX[k] oI @aINYkn :ﬁ ZX*[k] o JmINmk

n=0 n=0

Si observamos que el término entre los corchetes en el dltimo término es la DFT de X*[k], obtenemos
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x[n]=IDFT {X[k]} :%[DFT{X*[k]}]*

lo cual demuestra que el mismo algoritmo utilizado para evaluar la DFT puede emplearse para evaluar la IDFT.

6.54. La definicién de la DFT en la ecuacion (6.92) puede expresarse en forma de una operacién de matrices como

X = W,x (6.206)
donde [ x[0] X[0]
1 X[1
o] W x|
| x[N —1] X[N —1]
1 1 1
1 Wy w: oo wy !
Wy =1 w2 wy o Wy (6.207)
R W}{/\/ﬂ W[\Z/(N*l) W]\(]N*l)(N*l)_

La matriz W), de N X N se conoce como matriz DFT. Observe que W, es simétrica; es decir, W) = W, donde
W/ es la transpuesta de W,

a)

b)
a)

b)

6.55. a)
b)

a)

Demuestre que W, ' ==Ww, (6.208)

donde W' es la inversa de W, y Wy, es la compleja conjugada de W,
Encuentre W, y W, ! de manera explicita.

Si suponemos que la inversa de W, existe, entonces al multiplicar ambos lados de la ecuacién (6.206) por W' obte-
nemos

x=Wy'X (6.209)

lo cual es precisamente una expresion para la IDFT. La IDFT como estd dada por la ecuacién (6.94) puede expresarse
en forma matricial como

|-
=—W, X 6.210
x=— Wy (6.210)

Al comparar la ecuacion (6.210) con la ecuacion (6.209), concluimos que

I T
WN :NWN

Hagamos que W, ., , ., denote la entrada en el renglén (n + 1)-€simo y la columna (k + 1)-€sima de la matriz W,,.
Entonces, de la ecuacién (6.207),
w Lk :W4nk :e*j(277/4)nk :e—j(w/Z)nk — (_j)nk (6-211)
ntl,

y tenemos que

11 1 1 [ T T
1 —j -1 I L I S
W, = w, =— 6.212
Yl -1 1 -1 Y4l -1 1 -1 ( )
r j -1 —j I —j -1

Encuentre la DFT X[k] de x[n] = {0, 1, 2, 3}.
Encuentre la IDFT x[n] de la X[k] obtenida en el inciso a).

Mediante las ecuaciones (6.206) y (6.212), la DFT X[k] de x[n] est4 dada por
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x01] [t 1 1 170 6
X[ |t —j =1 1] [-2+j2
x21 (1 -1 1 =12 | -2
xi31| [t ;-1 —j||3] |-2-j2

b) Por medio de las ecuaciones (6.209) y (6.212), la IDFT x[n] de X[k] estd dada por

x[0] 1 1 1 1 6 0 0
x| 1|1 -1 —jf[—2+2| 1] 4] |1
x[21] 4t -1 1 —1|| -2 | 4|8]| |2
x[3] 1 —j -1 jll-2-j2 12] |3
6.56. Sea x[n] una secuencia de longitud finita N tal que
x[n] =0 n<0,n=N
Sea la DFT de N puntos X[k] de x[n] dada por la ecuacién (6.92)
N-1 '
X[k1=Y x[nlWy" Wy =e @M k=0,1,...,N—1
n=0
Supongamos que N sea par y sean fln] = x[2n]

g[n] = x[2n + 1]

Las secuencias f[n] y g[n] representan las respectivas muestras pares y las impares de x[n].
. N
a) Demuestre que flnl=gln]=0 al exteriorde 0 =n=——1

b) Demuestre que la DFT de N puntos X[k] de x[n] puede expresarse como

X[k]=F[k]+Wg G[k] k=0,1,...,%—1
X[k+g}:F[k]—W§G[k] k=0,1,...,%—1
(N/2)—1 N
donde Flkl= Y, flnlWy), k=01, ~1
n=0
(N/2)—1 . N
Glkl= Y, glnlWy), k=01, 1
n=0

(6.213)

(6.214)

(6.215a)
(6.215b)

(6.216)

(6.217a)

(6.217b)

(6.218a)

(6.218b)

¢) Dibuje una gréfica de flujo para ilustrar la evaluacion de X[k] a partir de las ecuaciones (6.217a) y (6.217b)

con N = 8.

d) Suponga que x[n] es compleja y que Wi¥ ha sido calculada previamente. Determine los nimeros de mul-
tiplicaciones complejas requeridas para evaluar X[k] a partir de la ecuacién (6.214) y de las ecuaciones

(6.217a) y (6.217b) y compare los resultados para una N = 29 = 1 024.
a) De la ecuacion (6.213)

fIn]=x[2n]=0,n<0 y f[ﬂ}=x[N]=O

De este modo fIn]=0 n<0,n2%



b)

c)

d)
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De manera similar

glnl=x[2n+1]=0,n<0 y g[%}xmﬂ]:o

De esta forma, g[n]=0 n<0,n Z%
Volvamos a escribir la ecuacion (6.214) como
X[k1="Y, x[nIWy" + Y x[n]Wy"
npar nimpar
(N/2)-1 (N/2)-1
= 3 xRmw™+ Y x2m+1wg
m=0 m=0
Pero ng = (e JCTINIY2 = oI 4TIN) _ = 2mINI2) =Wy,
Con esta sustitucién la ecuacién (6.219) puede expresarse como
(N12)—1 . (N72)-1 .
XK= 3, fImWyps +Wy 3, glmIWy,
m=0 m=0

=Flk]+WSGlk]  k=0,1,..,N—1

(N/2)—-1

N
donde Flk1= Y, flnlWy), k=011
n=0
(N/2)—1 N
Glkl= Y, glnlWy) k=01, 1

n=0

Notese que F[k] y Glk] son las DFT de (N/2) puntos de f[n] y g[n], respectivamente. Ahora

k+N/2
WN

—_wkywNi2 _ k
=Wy Wy = =—Wy
ya que W}\z}wz :(e—j(zn/N))w/z) —e T =

Por consiguiente, la ecuacién (6.221) puede expresarse como

(6.219)

(6.220)

(6.221)

(6.222)

(6.223)

N
X[k]=FIKI+ Wi Gkl k=0,1.., 2 —1 A[0} all — X[0]
2 01 F[1] / X[1]
N|_ X _ N Ml 4 puntos g

X{k+5}—F[k]—WNG[k] k—O,l,...,?—l (4} DFT F[2] /;/ X[2]

] ris N X
La gréfica de flujo que ilustra los pasos involucrados en la «6 GlO] > A3
determinacién de X[k] mediante las ecuaciones (6.217a) y  x[1}—— i ; X[4]
(6.217b) se muestra en la figura 6-37. (3] GU]:WS XI5]

Para evaluar un valor de X[k] a partir de la ecuacién (6.214) 4puntos| Groy Wy c!
. e . x[5} DFT > X[6]

se requieren N multiplicaciones complejas. De este modo, G W2 1
el nimero total de multiplicaciones complejas basadas en la {7} — X[7]

W -1

ecuacién (6.214) es N2 El nimero de multiplicaciones com-

plejas para evaluar F[k] o G[k] es (N/2)*. Ademis, se tienen  Figura 6-37 Grifica de flujo para un algoritmo FFT
N multiplicaciones involucradas en la evaluacién de W G[k]. con decimacién en el tiempo de 8 puntos.

De esta forma, el nimero total de multiplicaciones complejas

basadas en las ecuaciones (6.217a) y (6.217b) es 2(N/2)* + N = N*/2 + N. Para N = 2'° = 1 024 el niimero total de
multiplicaciones complejas con base en la ecuacién (6.214) es 22 = 10° y es 10(’/2 + 1024 = 10(’/2 basado en las
ecuaciones (6.217a) y (6.217b). Asi observamos que el nimero de multiplicaciones se reduce aproximadamente por un

factor 2 con base en las ecuaciones (6.217a) y (6.217b).

El método para evaluar X[k] basado en las ecuaciones (6.217a) y (6.217b) se conoce como algoritmo de la trans-

formada rdpida de Fourier (FFT, fast Fourier transform) con decimacion en el tiempo. Advierta que como N/ 2 es par,

al utilizar el mismo procedimiento, F[k] y G[k] pueden encontrarse al determinar primero las DFT de (N/ 4) puntos de

secuencias adecuadamente seleccionadas y combinarlas.



CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

6.57. Considere una secuencia x[n] ={1,1,—-1,—-1,—1,1,1, -1}
Determine la DFT X[k] de x[n] por medio del algoritmo de FFT con decimacidn en el tiempo.

De las figuras 6-38a) y 6-38b), es ficil encontrar los factores de fase Wy W% de la siguiente manera:

wi=1 o wi=—j Wis-t o wie)
1 1 1 1
wo =1 Wl=—__; W2 =— Wiee i
y 8 8 \/5 ]\/5 8 J 8 \/5 J\/E
1 1 1 1
Wy =—1 W= tj=  Wo=j Wy =—=+j—4=
8 8 \/E \/E 8 8 \/E \/E

A continuacién, de las ecuaciones (6.215a) y (6.215b)
Sflnl = x[2n] = {x[0], x[2], x[4], x[6]} = {1, =1, 1,1}
gln] = x[2n + 1] = {x[1], x[3], x[S], x[7]} = {1, — 1,1, —1}

Entonces, mediante las ecuaciones (6.206) y (6.212), tenemos que

fFIO1] M1 1 1 1] 1 0
FII| |1 —j =1 j||—-1] [2+)2
FI21l |1 =1 1 —1||-1| | o
FI31) [0 -1 =il 1] [2-42
‘Grol] [t 1 1 1 17 Jo
G| |1 —j -1 j|l-1] |0
Gl21l |1 -1 1 =1l 1] |4
G311 -1 —j|[-1] |0

y por las ecuaciones (6.217a) y (6.217b) obtenemos

X[0] = F[0] + W2G[0] = 0
X[1]=F[1] + WIG[1] =2 + j2
X[2] = F[2] + W2G[2] = —j4
X[3] = F[3] + W2G[3] =2 —j2

X[4] = F[0] — W2G[0] = 0
X[5] = F[1] — W)G[1] =2 + j2
X[6] = F[2] — W2G[2] = j4
X[7] = FI3] - W2G[3] =2 — j2

Advierta que como x[n] es real y mediante la ecuacion (6.204), X[7], X[6] y X[5] pueden obtenerse facilmente al tomar
los conjugados de X[1], X[2] y X[3], respectivamente.

Im(z) Im(z)
n=3,7 n==6,14
lzI=1 n=5,13 n=1715
lz|=1
n=2,6 n=4,12
Re(2) Re(z)
n=0,4 n=0_8
n=311 n=19
n=15 W= n=2,10 T
4 8
a) b)

Figura 6-38 Factores de fase Wj y W.



PROBLEMAS RESUELTOS

6.58. Sea x[n] una secuencia de longitud finita tal que
x[n] =0 n<0,n=N

Sea la DFT de N puntos X[k] de x[n] la cual estd dada por [ecuacion (6.92)]
N-1
X[k1=Y x[nlWy" Wy =€ /@ k=0,1,..,N—1 (6.224)
n=0

Supongamos que N es par y sean

p[n]zx[n]-i—x[n +%] OSn<% (6.225a)
qln]l= Lx[n] — x{n + %DWN” 0=n< % (6.225b)
a) Demuestre que la DFT de N puntos X[k] de x[n] puede expresarse como
N
X[2k]=P[k] k=0, 1,...,3—1 (6.226a)
N
X[2k +1]1=0Qlk] k=0, 1,...,5—1 (6.226b)
(N12)—1 N
donde PlklI= Y, plnlWy),  k=0,1,..., 5! (6.227a)
n=0
(N/2)—1 N
Olkl= Y, qlmIW§), k=0, Lo 5 =1 (6.227b)
n=0
b) Dibuje una gréfica de flujo para ilustrar la evaluacién de X[k] de las ecuaciones (6.226a) y (6.226b) con
N =8.
a) Volvamos a escribir la ecuacion (6.224) como
(N/2)-1 N-l
X[kl= Y x[mWy"+ Y x[n]wy" (6.228)
n=0 n=N/2

Cambiando la variable n = m + N/2 en el segundo término de la ecuacién (6.228) tenemos

(N/2)-1 (N/2)-1 N
X[k1= Y x[nwy" +w{e Y x{m +?} Wi (6.229)
n=0 m=0
Observe que [ecuacion (6.223)] W Nk = (=)

La ecuacién (6.229) puede expresarse como

(N/2)—1 N
X[kl= Y {x[n]+(—1)" x[n+2}} we" (6.230)

n=0
Para k par, estableciendo k = 2r en la ecuacién (6.230), tenemos que

(N/2)—1 (N/2)—1 N
X[2rl= Y, pladwy™" =Y plawy,  r=0, R (6.231)
m=0 n=0
donde se ha utilizado la relacién en la ecuacién (6.220). De manera semejante, para k impar, al establecer k = 2r + 1
en la ecuacién (6.230) obtenemos

(N/2)—1 (N/2)—1 N

X[2r+1=Y qnlWy" = Y qlnlWy), r=0.1... 51 (6.232)

m=0 n=0
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Las ecuaciones (6.231) y (6.232) representan la DFT de (N/2) puntos de p[n] y g[n], respectivamente. De esta forma,
las ecuaciones (6.231) y (6.232) pueden volver a escribirse como

N
X[2k]=P[k] k:0,1,...,3—1
N
X[2k+1]=Qlk] k=0,1,...,?—1
(N12)-1 N
donde PlkI= Y, plnlWy), k=011
n=0
(N12)-1 . N
Olkl="Y. qlnlWy), k=01~ 1
n=0

b) La gréfica de flujo que ilustra los pasos involucrados en pl0]
la determinacién de X[k] por medio de las ecuaciones 0] /;/ [ X[0]
(6.227a) y (6.227b) se muestra en la figura 6-39. x[1] > P 4 puntos X[2]
El método de evaluacién de X[k] basado en las ecua- . « pl2] prAtos X14
. K x[2] > DFT [4]

ciones (6.227a) y (6.227b) se conoce como algoritmo de ><>< / P31
la transformada rdpida de Fourier (FFT) con decimacion (31 > 0 X[6]
en frecuencia. x[4] - q10] — X[1]

. . . XXX g1 W

6.59. Por medio de la técnica FFT con decimacién en fre- 3] \Q > =Wgz 4 puntos X[3]
cuencia, vuelva a resolver el problema 6.57. x[6] N 21 7% DET X[5]

" — 1 q [3] Vu/gl
Del problema 6.57 x[7] — >
1 w3

8
xnl={1,1,-1,-1,-1,1,1, -1}

X[7]

Figura 6-39 Grifica de flujo para un algoritmo FFT con

Por las ecuaciones (6.225a) y (6.225b), y por medio de los decimacién en frecuencia de 8 puntos.

valores de W¢' obtenidos en el problema 6.57, tenemos que

pln]l=x[n]+ x{n +%}

={0-D,d+D,(—1+1),(-1-1}={0,2,0,2}

qln]= (x[n] — x[n + ZZDWS"

={A+ WY, A—D Wy, (—1—=Dwi, (—1+1) Wy}
={2,0, j2,0}

Luego, al utilizar las ecuaciones (6.206) y (6.212) tenemos que

fpro1l 1 1 1 17 o 0
PI1]| |1 —j =1 j 2| |—j4
P21l |1t -1 1 =1/l o] | o
|P[31] |1 j -1 —j||—-2 j4
fo[o1] [t 1 1 1]f2 2+ 2
oy |1 —j -1 j|[0o]| [2-j2
o1l |1 -1 1 —1||j2| |2+2
o1 |1 j -1 —jjo 2-j2
y por las ecuaciones (6.226a) y (6.226b) obtenemos

X[0] = P[0] =0 X[4]=P[2] =0

X[11=0[0] =2+ 2 X[5]1=012]=2+,2

X[2] = P[1] = —j4 X[6] = P[3] = j4

XBl=0[1=2-)2 X[71=0[B1=2-2

que son los mismos resultados obtenidos en el problema 6.57.
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6.60. Considere una sefial causal x(f) de banda limitada y de tiempo continuo con la transformada de Fourier X(w).
Sea
x[n] = Tx(nT,) (6.233)

donde T es el intervalo de muestreo en el dominio del tiempo. Sea
X[k] = X(k A w) (6.234)

donde Aw es el intervalo de muestreo en el dominio de la frecuencia conocido como resolucion de frecuencia.
Sea T, la longitud de registro de x(), y w,, la frecuencia mds alta de x(¢). Demuestre que x[n] y X[k] forman un
par de DFT de N puntos si
Tl _ 2 (l)M
=k

N

N y n=zowl (6.235)

Aw T

Puesto que x(f) = 0 para ¢ < 0, la transformada de Fourier X(w) de x(¢) estd dada por [ecuacion (5.31)]
X(@)=[" x@ye " di= j:x(t) eI dy (6.236)

Sea T el tiempo de registro total de x(f) necesario para evaluar X(w). Entonces la integral anterior puede aproximarse
mediante una serie finita como
N-1
X(w)=At 2 x(t,)e ¥

n=0
donde 7, = nAty T, = NAt. Estableciendo w = w, en la expresion anterior tenemos que
N-1

X(w)=Ar Y x(t,)e /¥ (6.237)

n=0

A continuacion, como la frecuencia mds alta de x(7) es w,,, la transformada de Fourier inversa de X(w) estd dada por [ecua-
cion (5.32)]

_ 1 * jw _ 1 “M jw
x(t)—%J_MX(w) el dw—%'[_lw X(w)e!” do (6.238)

Si dividimos el intervalo de frecuencia —w),, = w = w,, en N (par) intervalos de longitud Aw, la integral anterior puede ser

aproximada mediante
(N12)-1

x0=22"3 X(w) e

27 n
donde 2w,, = N Aw. Al establecer t = ¢, en la expresién anterior tenemos que

o (N/2)—1 A
xt)="— 2 X(w)e W (6.239)

T k=—Ni2

Puesto que la frecuencia mas alta en x(¢) es w,,, entonces del teorema del muestreo (problema 5.59) deberfamos muestrear

x(#) de manera que
2

— =2w,,
s

donde T es el intervalo de muestreo. Puesto que 7, = At, seleccionando el mayor valor de Az (el intervalo de Nyquist),
tenemos que

y Wy == (6.240)

De este modo, N es un entero par adecuado para el cual

EZMJ=N y N=-—M"L
T, Aw T

s

(6.241)
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CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

De la ecuacion (6.240) la resolucién de frecuencia Aw estd dada por

2
A =2@u _ 27N _2m (6.242)
N NI, T,
Sean t, = nAty w, = kAw. Entonces
T, 2w 2
t,w,= (nAt) (kAw) =nk -+ =—=""nk 6.243
vox= (A0 (k) =k g2 =5 (6.243)
Al sustituir la ecuacién (6.243) en las ecuaciones (6.237) y (6.239) obtenemos que
N-1 ,
X(kAw) =Y, Atx(nAr)e /TN (6.244)
n=0
o V-1
y x(mAn="= 3 X (kAw)e*"N"™* (6.245)
A

Al reescribir la ecuacion (6.245) como

Ag [ V21 . 5 |
xnAD=221"F  X(kAw)e/ N 1S X (kAw) /TN
2| o k=—N/2

Entonces, de la ecuacion (6.244) observamos que X(kAw) es periddica en k con un periodo de N. De este modo, al cambiar
la variable k = m — N en la segunda suma de la expresion anterior obtenemos

o] V21 ' N-1 _
x(nAt)=2[ 2 X(kAw)ej(ZTr/N)nk + z X(mAw)e.l(er/N)nm:l
T k=0 m=N1/2
Aw "&! ;
=== Y X(kAw)e/CTNE (6.246)
27 =

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién (6.246) por At y tomamos en cuenta que AwAz = 277/ N, tenemos

N-1

x(nAt) At :% Y X (kAw) /7N (6.247)

n=0
Ahora, si definimos x[n] = Atx(n At) = Tx(nT) (6.248)
X[k] = X(k Aw) (6.249)

entonces las ecuaciones (6.246) y (6.247) se reducen al par DFT; es decir,

N-1
X[k1= Y, x[nIWy"  k=0,1,...N—1
n=0

1 Nl e
X[ﬂ]:NZX[k]WNk n=0,1,...N—1
n=0

a) Mediante la DFT, calcule el espectro de Fourier X(w) de la sefial de tiempo continuo
x(t) = e u(r)

Suponga que el tiempo total de registro de x(f) es 7, = 10 s y la frecuencia mds alta de x(¢) es w,, = 100
rad/ S.

b) Sea X[k] la DFT de la secuencia muestreada de x(#). Compare los valores de X[0], X[1] y X[10] con los
valores de X(0), X(Aw) y X(10Aw).

wy T, _100(10)
o o

a) De la ecuacion (6.241) N= =318.3

De este modo, al seleccionar N = 320 obtenemos
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Aw=@—§=0625 rad
320 8
A —K—L—O.Oﬂs
320 32
y Wy =Wy = ¢ j(2m/230)

Entonces, de las ecuaciones (6.244), (6.249) y (1.92) tenemos que

N-1
X[k]= 2 Atx(nAt) e JGmNk
n=0
319 320(0.031
_ I z ~n(0.031),~j2m/320)mk _ 1 1 — 3200003
32 < 30 1 — ¢ 0031, j(2m/3200k

3 0.031
[1—0.969 cos(ka/160)] + j0.969 sen(k/ 160)

(6.250)

lo cual es la estimacion de X(kAw).
b) Si establecemos que k = 0, k = 1y k = 10 en la ecuacién (6.250), tenemos

xp0]= 2031 _
1-0.969
X[1]= L —0.855¢ /0547
0.0312 + j0.019
X[10]= & —(.159¢ /1314
0.0496 — j0.189
- 1
De la tabla 5-2 x(1) = ¢u(t) <> X(w) =~
Jjo +1
y X(0)=1
X(Aw) = X(0.625) = ; — (0.848¢10-5%9
1+ j0.625
X(10 Aw) = X(6.25) = —— =0.158¢ 771412
1+ j6.25

Aun cuando x(7) no es de banda limitada, observamos que X[k] ofrece una aproximacién muy buena para X(w) para el
intervalo de frecuencia que especificamos.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.62. Encuentre la serie de Fourier discreta para cada una de 6.65. Encuentre la transformada de Fourier de cada una de las
las siguientes secuencias periddicas: siguientes secuencias:
a) x[n] = cos(0, 17tn) a) x[n) =adal"l,|al <1
b) x[n] = sen(0, 1 7n) b) x[n] = sen(Qn), |QO| <

c¢) x[n] = 2cos(1.6mn) + sen(2.47mn) ¢ xnl = ul—n— 1]

6.63. Encuentre la serie de Fourier discreta para la secuencia 6.66
x[n] mostrada en la figura 6-40. :
; Fc[n] ]

i ol

3-2—-1
l L Tor2 3 n
Figura 6-40 L

-3

. Encuentre la transformada de Fourier de la secuencia
x[n] mostrada en la figura 6-41.

6.64. Encuentre la forma trigonométrica de la serie de Fourier
discreta para la secuencia periddica x[n] que se ilustra
en la figura 6-7 del problema 6.3. Figura 6-41




6.67.

6.68.

6.69.

6.70.

6.71.

6.72.

6.73.

CAPITULO 6 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

Encuentre la transformada de Fourier inversa de cada
una de las siguientes transformadas de Fourier:

a) X(Q) = cos(2Q))

b) X(Q)=jQ

. . 6.75.
Considere la secuencia y[n] dada por
x[n n par
yln] —{ 7] P
0 n impar

Exprese y({) en términos de X({2).

{1
x[n]=
0

a) Encuentre y[n] = x[n] * x[n].

‘ n ‘ =2
Sea

‘ n ‘ >2

b) Encuentre la transformada de Fourier Y({)) de y[n].

Verifique el teorema de Parseval [ecuacion (6.66)] para
la transformada de Fourier de tiempo discreto, es decir,

< 1
S |xnlf =g'[2ﬂ\ X[ d0

n=—oo

Un sistema LIT causal de tiempo discreto estd descrito
por

Y[n]—%}’[n—1]+%y[n—2]=x[n]

6.77.

donde x[n] y y[n] son la entrada y la salida respectivas
del sistema.

a) Determine la respuesta en frecuencia H({)) del sis-
tema.
b) Encuentre la respuesta al impulso /[n] del sistema.

¢) Encuentre y[n] six[n] = (3)'uln].
Considere un sistema LIT causal de tiempo discreto
con respuesta en frecuencia

H(Q) = Re{H(V)} + j Im{H())} = A()) + jB(()

a) Demuestre que la respuesta al impulso h[n] del
sistema puede obtenerse en términos solamente de
A(Q) o B(Q)).

b) Encuentre H({)) y h[n] si

Re{H(Q)} = A(Q) = 1 + cos Q

6.78.

Encuentre la respuesta al impulso A[n] del filtro pasa-
altas (HPF) ideal de tiempo discreto con frecuencia de
corte (. (0 < Q, < ) que se ilustra en la figura 6-42.

H(Y)

ov

-0, 0 Q. T
Figura 6-42

6.74.

6.76.

6.79.

Demuestre que si H; pp(z) es la funcién del sistema de
un filtro pasa-bajas de tiempo discreto, entonces el sis-
tema de tiempo discreto cuya funcién del sistema H(z)
estd dada por H(z) = Hjpp(—z) es un filtro pasa-altas.

Considere un sistema LIT de tiempo continuo con la
funcién del sistema

H.(s)

:(s+1)2

Determine la respuesta en frecuencia H,({)) del sistema
de tiempo discreto disefiado a partir de este sistema, ba-
sado en el método invariante al impulso.

Considere un sistema LIT de tiempo continuo con la
funcidn del sistema

1
H.(s)=——
¢ s+1
Determine la respuesta en frecuencia H,({2) del siste-
ma de tiempo discreto disefiado a partir de este sistema,
basado en la invarianza de la respuesta al escalon; es

decir,
s[n] = s(nT)

donde s.(t) y s,[n] son las respuestas al escalén de los
respectivos sistemas de tiempo continuo y de tiempo
discreto.

Sea H,(z) la funci6n del sistema de un filtro pasa-bajas
prototipo de tiempo discreto. Considere un nuevo filtro
pasa-bajas de tiempo discreto cuya funcién del sistema
H(z) se obtiene al reemplazar z en Hp(z) con (z — a)/
(1 — az), donde « es real.

a) Demuestre que
H,(2) |
H,()

=H(2)|,
=H()|

=1+jp =1+

Z=—1+jo 2=—1+jo

b) Sean (), y (), frecuencias especificadas (< ) del
filtro pasa-bajas prototipo y del nuevo filtro pasa-
bajas, respectivamente. Entonces demuestre que

_ sen[ (0, - 0,) /2]
sen[ (0, +0,)/2]

Considere un filtro pasa-bajas prototipo de tiempo dis-
creto con la funcién del sistema

H(2)=05(1+2z7)

a) Encuentre el ancho de banda de 3 dB del filtro pro-
totipo.

b) Disefie un filtro pasa-bajas de tiempo discreto a par-
tir de este filtro prototipo de tal manera que el ancho
de banda de 3 dB del nuevo filtro sea 277/3.

Determine la DFT de la secuencia

x[n] = a" 0=n=N-—-1



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS @

6.80. Evalie la convolucion circular 6.82. Considere una sefial x(7) de tiempo continuo que se fil-
y[n] = x[n] ® Aln] tré previamente mediante un filtro pasa-bajas con una
frecuencia de corte de 10 kHz. El espectro de x(¢) se

donde Xn] = uln] = uln — 4] calcula mediante el uso de la DFT de N puntos. La re-

h{n] = u[n] — uln — 3] solucién de frecuencia deseada es de 0.1 Hz. Determine
a) Suponga que N = 4. el valor necesario de N (suponemos una potencia de 2)
b) Suponga que N = 8. y la longitud de datos necesaria 7.

6.81. Considere las secuencias x[n] y h[n] en el problema 6.80.

a) Encuentre la DFT de 4 puntos de x[n], h[n] y y[n].
b) Encuentre y[n] a partir de la IDFT de Y[k].

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1 g . 1 jieagn _ 6.70. Sugerencia: Proceda de manera similar a como se hizo
6.62. a) x[n]= 5¢ + 5¢ -y =017 para resolver el problema 5.38.

b) x[n] ZL,eonn _ L.ejl%lon, Q,=0.17 6.71. a) H[Q]= 1
2j 2j | —ée_/n N le_2jﬂ
o) xln]=(1-j0.5) ™" +(1+ j0.5) 0", 4 8
Q, =04m ., ;
0 b) hinl= {2 [i] - [i] }t[n]
6.63. > 2

8
_ JQokn ) — 2_7T B
X[n] IE]C]( ‘ o 0 C) y[n] ) {[71] o [_;] ‘|u[n]

_ .2 2 4ar (Y
="J E[sen [T] ket 25611( 9 ] ke 3sen [T] k:| .72. a) Sugerencia: Procese de manera semejante a la del
problema 5.49.

=)

6.64. x[n]=%—coszn—senzn—%coswn b) H(Q) =1+ e hln] = 8[n] + 8[n — 1]

s 6.73. hin]=os[n]— "

1—a
1—2acosQ +a*
b) X(Q)=— jm8(Q—0)—5(Q—Qy)],
|Q][Q |=7

6.65. a) X(Q)=

6.74. Sugerencia: Utilice la ecuacion (6.156) en el problema
6.37.

= — — 7Ts ¢ ! 1
) X(Q)=m5(Q) o Q=7 6.75. HQ)=T, e AT donde T, es el inter-

6.66.  X(Q) = j2(senQ +2sen2 Q) +3sen 3 valo de muestreo de k(1)
6.76. Sugerencia: h;[n]=s,[n]— s, [n—1]

1 1
6.67. a) X[n]=§5[n—2] +§6[n+2] (l_e*Ts)eij

H,()= —
—=D"/n n#0 1—e T e /®
by x[n]=
0 n=0 o M
6.77. Sugerencia: Establezca ¢’ ' = o Y resuelva
6.68. Y(Q) = 1X(Q) +1X(Q — ) para a. I—ae
6.78. Sugerencia: Utilice el resultado del problema 6.77.
5(1—|n|/5) [n|=5
6.69. a) y[n]= T
0 |n|>5 a) QSdb=E
2
sen(2.5Q) 1+77!
b) YQ)=|———= b) H(z)=0.634————
sen(0.50)) ) @ 1402687
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1—aV 6.81. a) [X[0],X[1],X[2],X[3]] = [4,0,0,0]
6.79. X[k]—il_aﬂ(wmk k=0.1,....N—1 ([0, H[1]. H[2]. H3]] = [3. — j.1.]]
[Y10], Y[1], ¥[2], Y13]] = [12,0,0,0]
6.80. a) y[n] ={3,3,3,3} b) yln]l={3,3,3,3}

b = {1,2,3,3,2,1,0,0
) yinl = } 6.82. N=2%y T, = 13.1072s



Analisis en el espacio
de estado

7.1 INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estudiado los sistemas lineales invariantes en el tiempo basados en sus relaciones de entrada y
salida, conocidas como descripciones externas de los sistemas. En este capitulo vamos a discutir el método de las
representaciones en el espacio de estados de los sistemas, las cuales se conocen como descripciones internas de los
sistemas. Representar los sistemas de esta forma ofrece muchas ventajas:

1. Proporciona un examen dentro del comportamiento del sistema.
2. Nos permite manejar los sistemas con multiples entradas y salidas de manera unificada.
3. Puede extenderse a sistemas no lineales y variantes en el tiempo.

Puesto que la representacién en el espacio de estados se da en términos de ecuaciones matriciales, el lector
deberia tener cierta familiaridad con dlgebra lineal o matricial. En el apéndice A se proporciona un breve repaso.

7.2 EL CONCEPTO DE ESTADO

A. DEFINICION

El estado de un sistema en el tiempo #, (0 n;) se define como la minima informacién suficiente para determinar el
estado y la salida del sistema para todo tiempo t = #, (0 n = n,) cuando también se conoce la entrada al sistema
para todo tiempo ¢ = ¢, (0 n = n,). Las variables que contienen esta informacién se denominan variables de estado.
Observe que esta definicion del estado del sistema se aplica sdlo a sistemas causales.

Considere una red eléctrica LIT de una sola entrada y una sola salida cuya estructura se conoce. Entonces, todo
el conocimiento acerca de la entrada x(7) sobre el intervalo de tiempo de —oco hasta 7 es suficiente para determinar la
salida y(#) sobre el mismo intervalo de tiempo. Sin embargo, si la entrada x(f) se conoce solamente sobre el intervalo
de tiempo de 7, hasta 7, entonces la corriente a través de los inductores y el voltaje a través de los capacitores en algtin
momento #, debe conocerse a fin de determinar la salida y(¢) sobre el intervalo de tiempo que abarca desde 7, hasta
t. Estas corrientes y voltajes constituyen el “estado” de la red en el tiempo 7. En este sentido, el estado de la red se
relaciona con la memoria de la misma.

B. SELECCION DE VARIABLES DE ESTADO

Puesto que las variables de estado de un sistema pueden interpretarse como los “elementos de memoria” del sistema
para los sistemas de tiempo discreto que estdn formados por amplificadores, sumadores y elementos de atraso unitario
seleccionamos las salidas de los elementos de atraso unitario como las variables de estado del sistema (problema 7.1).
Para los sistemas de tiempo continuo que se componen de integradores, amplificadores y sumadores elegimos las sali-
das de los integradores como las variables de estado del sistema (problema 7.3). Para un sistema de tiempo continuo con
elementos fisicos de almacenamiento de energia, las salidas de estos elementos de memoria pueden seleccionarse para
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que sean las variables de estado del sistema (problemas 7.4 y 7.5). Si el sistema estd descrito por la ecuacién en dife-
rencias o ecuacién diferencial, las variables de estado pueden seleccionarse como se ilustra en las siguientes secciones.

Observe que la seleccion de las variables de estado de un sistema no es tnica. Existe un nimero infinito de se-
lecciones para cualquier sistema dado.

7.3 REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADO
DE LOS SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

A. SISTEMAS DESCRITOS MEDIANTE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Supongamos que un sistema LIT de tiempo discreto de una entrada y una salida estd descrito por una ecuacién en
diferencias de N-ésimo orden:

ylnl + ay[n — 11 + -+ + ayyln — N] = x[n] (7.1)

Por la discusién anterior sabemos que si x[n] estd dada para n = 0, la ecuacidn (7.1) requiere N condiciones iniciales
y[—11, y[—2], . .., y(—N) para determinar de manera dnica la solucién completa para n > 0. Es decir, se requieren
N valores para especificar el estado del sistema en cualquier tiempo.

Definamos N variables de estado g,[n], g,[n], . . . , g\[n] como

q[n]=y[n—N]
gr[n]=y[n—(N—D]=y[n—N +1]

gylnl=yin—1] (72)
Entonces, de las ecuaciones (7.2) y (7.1) tenemos que
q,[n + 1] = g,[n]
qln + 1] = g5n]

gyln + 11 = —ayq,[n] — ay_ | g,[n] — - — a,qyln] + x[n] (7.3a)

y ylnl = —ayqn] — ay —, qln] = — agyln] + x[n] (7.3b)
Las ecuaciones (7.3a) y (7.3b) pueden expresarse en forma matricial como
qln+1] 0 1 0 -0 q[n] 0
n+1 0 0 1 e 0 n 0
1 : I =l . : . . . qz:[ : + . |xln] (7.4a)
gyln+11] | —ay —ay-y —ay— - —a | |gyln] 1
q,[n]
g>[n]
vin=[~ay —ay; ~ —a]| 2" |+ Mxin] (7.4b)
CIN[”]
Ahora definamos una matriz de N X 1 (o vector N-dimensional) q[#], al cual llamaremos vector de estado:
q,[n]
g>[n]
qlnl=| " (7.5)
qan [n]
Entonces las ecuaciones (7.4a) y (7.4b) pueden volver a escribirse de manera mas compacta como
q[n + 1] = Aq[n] + bx[n] (7.6a)

yln] = cq[n] + dx[n] (7.6b)
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0 0 -0 0
0 0 1 - 0 0
donde A=l . . . . . b=
—day Tay-p Tday, T4 1
C:[—aN —ay_; —aJ d=1

Las ecuaciones (7.6a) y (7.6b) se conocen como representacion en el espacio de estado N-dimensional (0 ecua-
ciones de estado) del sistema, mientras que la matriz A de N X N se denomina matriz del sistema. En la seccién 7.5
se discute la solucién de las ecuaciones (7.6a) y (7.6b) para un estado inicial dado.

B. TRANSFORMACION DE SIMILITUD

Como se menciond antes, la seleccién de las variables de estado no es tnica y existe un nimero infinito de seleccio-
nes de las variables de estado para cualquier sistema dado. Sea T cualquier matriz no singular de N X N (apéndice
A) y definamos un nuevo vector de estado

v[n] = Tq[n] (7.7)

donde q[n] es el antiguo vector de estado que satisface las ecuaciones (7.6a) y (7.6b). Puesto que T es no singular,
esto es, T™! existe, tenemos que

q[n] = T~ 'v[n] (7.8)

Ahora vin + 1] = Tq[n + 1] = T(Aq[n] + bx[n])
= TAq[n] + Tbx[n] = TAT ! v[n] + Tbx[n] (7.9a)
yln]l = eq[n] + dx{n] = ¢T~'v[n] + dx[n] (7.9b)
De este modo, si hacemos que A =TAT! (7.10a)
b="Tb ¢=cT! d=d (7.10b)

entonces las ecuaciones (7.9a) y (7.9b) se convierten en

v[n + 1] = Av[n] + bx[n] (7Z11a)
yln] = ev[n] + dx[n] (711b)

Las ecuaciones (7.11a) y (7.11b) producen la misma salida y[n] para una entrada dada x[n] con diferentes ecuaciones
de estado. En dlgebra de matrices, la ecuacién (7.10a) se conoce como transformacion de similitud, mientras que las
matrices A y A se denominan matrices similares (apéndice A).

C. SISTEMAS DE MULTIPLES ENTRADAS Y MULTIPLES SALIDAS

Si un sistema LIT de tiempo discreto tiene m entradas, p salidas y N variables de estado, entonces una representacion
en el espacio de estado del sistema puede expresarse como

q[n + 1] = Aq[n] + Bx[n] (7.12a)
yln] = Cq[n] + Dx|[n] (7.12b)
qiln] xi[n] wlnl
donde q[n]= qz:[n] X[n]= xz:[n] yln]= yz:[n]
qnln] Xp[n] yplnl
app dpp o iy by by, - by,
y N A B T R

ayi Ay ANy sy byi byy o by NXm
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‘i1 S22 o On dy dyp - 4y,
C C Y C d d “ee d
21 C» 2N 21 2 2m
C=| ° . . D=| . B .
Cpl ap2 e CpN pXN dpl dp2 e dpm -

7.4 REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADO
DE SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

A. SISTEMAS DESCRITOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

Supongamos que un sistema LIT de tiempo continuo de una entrada y una salida estd descrito por medio de una

ecuacion diferencial de N-ésimo orden

d"y()

N—1
= +a1d y(@)
1

dtN_]

+oFayy()=x(1)

(7.13)

Un posible conjunto de condiciones iniciales es y(0), y™(0), . . ., y™~Y(0), donde y¥(r) = d*y(r)/dt*. De este modo,

definamos las N variables de estado g,(7), g,(?), . . . , g,(f) como

g (1) = y(1)
g =y" ()

ay @ =y""")
Entonces de las ecuaciones (7.14) y (7.13) tenemos que

él(t)=q2(t)
G, (1) = q5(1)

Gy @)= —ayq (1) —ay_1g, () =+ — ayqy (1) + x(7)
y (1) = q,(1)
donde q,(r) = dq,(t)/dt.

Las ecuaciones (7.15a) y (7.15b) pueden expresarse en forma matricial como

(1) 0 1 0 0 fa®m] [0
5]2‘(0 _ 0 0 1 O 6]2.(f) n 0 ()
gv(@®] |[Tay Tay-1 Tay— o T a | gy () 1
9 (t)_
o=l 0~ of 2
an (1)
Ahora definamos una matriz de N X 1 (o vector N-dimensional) q(#) que llamaremos vector de estado:
q(0)

q() = qut)

qn (1)

(7.14)

(7.15a)
(7.15b)

(7.16a)

(7.16b)

(717)
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La derivada de una matriz se obtiene al tomar la derivada de cada elemento de la matriz. De esta manera,

G, (1)
dq(t) _ . 7, (1)
4@ _ 41 =| (7.18)
dt :
qy (1)
Entonces las ecuaciones (7.16a) y (7.16b) pueden volver a escribirse de manera compacta como
q(?) = Aq(?) + bx(?) (7.19a)
y(@) = eq(t) (7.19b)
0 1 0 0 0
0 0 1 -+ 0 0
donde A=l . . . . , b=|. c=[1 0 - 0]
—day Tay-y TAay, T4 1

Como en el caso de tiempo discreto, las ecuaciones (7.19a) y (7.19b) se conocen como una representacion en el
espacio del estado N-dimensional (o ecuaciones de estado) del sistema, y la matriz A de N X N se denomina matriz
del sistema. En general, las ecuaciones de estado de un sistema LIT de tiempo continuo de una entrada y una salida
estan dadas por

q(n = Aq(») + bx(r) (7.20a)
Y1) = ¢q() + dx(1) (7.20b)
Como en el caso de tiempo discreto, existe un nimero infinito de selecciones de las variables de estado para cualquier

sistema dado. En la seccidn 7.6 se discute la solucién de las ecuaciones (7.20a) y (7.20b) para un estado inicial dado.

B. SISTEMAS DE MULTIPLES ENTRADAS Y MULTIPLES SALIDAS

Si un sistema LIT de tiempo continuo tiene m entradas, p salidas y N variables de estado, entonces una representacion
en el espacio de estado del sistema puede expresarse como

q(r) = Aq(?) + Bx(?) (7.21a)
y(@) = Cq(r) + Dx(r) (7.21b)
q,(1) x; (1) » (@)
t t t
donde q(t): ‘12:( ) X(t): 'xZ:( ) y(l): yZZ( )
qn (1) X (1) Y, ()
ayp dp o 4y byy by - by,
y I B B e
Ladnr  Ay2 0 Ay dywn by by o by N X m
€1 G2 vt Oy dy dyp - d,
c c ec d d e d
c| @ 2 e p|d dn - du
_CPI aPZ CpN XN _dpl dp2 dpm X m
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7.5 SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO
PARA SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

A. SOLUCION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
Considere una representacion de estado N-dimensional
q[n + 1] = Aq[n] + bx[n] (7.22a)
yln] = eq[n] + dx[n] (7.22b)
donde A, b, ¢ y d son matricesde N X N, N X 1,1 X Ny 1 X 1, respectivamente. Un método para encontrar q[n],
dado el estado inicial q[0], es resolver la ecuacién (7.22a) de manera iterativa. De este modo,
q[1] = Aq[0] + bx[0]
q[2] = Aq[1] + bx[1] = A{Aq[0] + bx[0]} + bx[1]
= A’q[0] + Abx[0] + bx[1]
Al continuar este proceso obtenemos
q(n]=A"q[0]+ A" "bx[0]+--- +bx[n —1]

n—1
=A"q[0]+ Y, A" "Fbx[k]  n>0 (7.23)
k=0
Si el estado inicial es q[n,] y x[n] estd definido para n = n,, entonces, al proceder de manera similar, obtenemos que
n—1
q[n]=A"""q[n,]+ ZA"_l_kbx[nO + k] n>n, (7.24)
k=0
La matriz A" es el producto de A multiplicado n veces
A" =AA---A
—

n

y se conoce como matriz de transicion de estado del sistema de tiempo discreto. Al sustituir la ecuacién (7.23) en la
ecuacion (7.22b) obtenemos
n—1
yln]1=cA"q[01+ D, cA" "Fbx[k]+dx[n] n>0 (7.25)
k=0

El primer término cA"q[0] es la respuesta de entrada cero, mientras que los t€rminos segundo y tercero forman en
conjunto la respuesta de estado cero.

B. DETERMINACION DE A"
Método 1. Sea A una matriz de N X N. La ecuacion caracteristica de A esta definida como (apéndice A)
cA) =M —A|l=0 (7.26)

donde |AT — A significa el determinante de AI — A e I es la matriz identidad (o matriz unitaria)
de N-ésimo orden. Las raices de c(A) = 0, A, (k = 1, 2, ..., N), se conocen como valores carac-
teristicos o valores propios de A. Por el teorema de Cayley-Hamilton, A" puede expresarse como
[apéndice A, ecuacion (A.57)]

A"=bJI+bA+-+by,_ AV "! (7.27)

Cuando todos los valores propios A, son distintos, los coeficientes by, by, ..., by _ | pueden encon-
trarse a partir de las condiciones

by +bA, +-+by A '=A' k=1,2,...,N (7.28)

Véase el problema 7.25 para el caso de valores propios repetidos.



7.5 SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO PARA SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

Método 2.

Método 3.

Método 4.

El segundo método para encontrar A" se basa en la diagonalizacion de una matriz A. Si todos los
valores propios A, de A son distintos, entonces A" puede expresarse como [apéndice A, ecuacion
(A.53)]

)\1" 0 0
0 A~ 0 -

A"=pP| 2 T p (7.29)
0 0 )\1’\']

donde la matriz P se conoce como matriz de diagonalizacion y estd dada por [apéndice A, ecuacién
(A.36)]

P =[x X Xyl (7.30)
yx(k =1,2,...,N) son los vectores propios de A definidos por
Ax, = A X, k=1,2,....N (7.31)

El tercer método para encontrar A" se basa en la descomposicion espectral de una matriz A. Cuan-
do todos los valores propios de A son distintos, entonces A puede expresarse como

N
A=ME +AE, ++ N Ey =Y LE, (7.32)
k=1

donde A, = (k= 1,2, ..., N) son los distintos valores propiosde Ay E, (k =1, 2, ..., N) se llaman
matrices constituyentes, las cuales pueden evaluarse como [apéndice A, ecuacién (A.67)]

N
1‘[ (A=A,D)
m=1
m+*k
E =" (7.33)
[T =20
m=1
m+*k
Entonces, tenemos que
A"=\N'E, +ME, ++AE, (7.34)

El cuarto método para encontrar A" se basa en la transformada z
A" =3 @ -A) (7.35)

lo cual se deriva en la siguiente seccién [ecuacién (7.41)].

C. LA SOLUCION CON LA TRANSFORMADA Z

Al tomar la transformada z unilateral de las ecuaciones (7.22a) y (7.22b), y mediante la ecuacion (4.51), obtenemos

z2Q(z) — zq(0) = AQ(z) + bX(z) (7.36a)
Y(z) = ¢Q(z) + dX(z) (7.36b)

donde X(z) = 3,{x[nl}, Y(z) = 3,{yInl}. y

0,(2)

2@

Q) =23, {qlnl} donde 0, (2) =3, {q:[n1}

Oy (@)
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Si reacomodamos la ecuacién (7.36a) tenemos que

(zI = A)Q(z) = zq(0) + bX(z) (7.37)
Al multiplicar previamente ambos lados de la ecuacién (7.37) por (zI — A)~! llegamos a
Q@z)=@EI—A)'zq0) + zI — A)"'bX(2) (7.38)
Por consiguiente, si tomamos la transformada z unilateral de la ecuacién (7.38) obtenemos
alnl= 37" {1-4)"efqO + 37 {1 - 4)'bx(0)} (7:39)
Al sustituir la ecuacién (7.39) en la ecuacién (7.22b) obtenemos que
yint=e37 {1 A) "2} +e37 {@ — A)bX(0)} + dx[n] (740)
Una comparacién de la ecuacion (7.39) con la ecuacién (7.23) muestra que
A"=3{d-A) "4} (7.41)

D. FUNCION DEL SISTEMA H(z)

En la seccién 4.6, 1a funcién del sistema H(z) de un sistema LIT de tiempo discreto estd definida por H(z) = Y(z) / X(2)
con condiciones iniciales cero. De este modo, al establecer q[0] = 0 en la ecuacién (7.38) tenemos que

Q@) = (zI — A)"'bX(z) (7.42)
La sustitucion de la ecuacion (7.42) en la ecuacion (7.36b) nos conduce a que
Y(z) = [czI = A)7'b + d] X(z) (7.43)
De este modo,
H(z) = [c(zI = A)"'b + d] (7.44)

E. ESTABILIDAD

De las ecuaciones (7.25) y (7.29) o (7.34) observamos que si las magnitudes de todos los valores propios A, de la
matriz del sistema A son menores que la unidad, es decir,

\/\k| <1 para toda k (7.45)

entonces se dice que el sistema es asintoticamente estable; es decir, si no es excitado, su estado tiende a cero a partir
de cualquier estado inicial finito q,. Se puede demostrar que si todos los valores propios de A son distintos y satisfa-
cen la condicion (7.45), entonces el sistema también es estable en sentido BIBO.

7.6 SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO
PARA SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

A. METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Considere una representacion en el espacio de estado N-dimensional
q(1) = Aq(?) + bx(7) (7.46a)
Y1) = eq(r) + dx(r) (7.46b)

donde A, b, ¢ y d son matrices de N X N, N X 1,1 X Ny 1 X 1, respectivamente. A continuacién resolveremos
las ecuaciones (7.46a) y (7.46b) con algun estado inicial q(0) por medio de la transformada de Laplace bilateral. Al
tomar la transformada de Laplace unilateral de las ecuaciones (7.46a) y (7.46b), y si utilizamos la ecuacion (3.44),
obtenemos

sQ(s) — q(0) = AQ(s) + bX(s) (7.47a)

Y(s) = cQ(s) + dX(s) (7.47b)
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donde X(s) = £,{x(0)}, Y(s) = L,{y(®},y

O, (s )
0 (s)
Q) =%, {an}=| donde 0, (s) = £, {g, (1)}
Oy (s)
Al reacomodar la ecuacién (7.47a) tenemos que
(sI — A)Q(s) = q(0) + bX(s) (7.48)
Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (7.48) por (sI — A)~! llegamos a
Q(s) = (sT — A)~1q(0) + (sT — A)"'bX(s) (7.49)
Al sustituir la ecuacion (7.49) en la ecuacion (7.47b) obtenemos
Y(s) = c(sI — A1 q(0) + [c(sT — A)~'b + d] X(s) (7.50)

Al tomar la transformada de Laplace inversa de la ecuacién (7.50) obtenemos la salida y(¢). Observe que ¢(sI — A)'q(0)
corresponde a la respuesta de entrada cero y que el segundo término corresponde a la respuesta de estado cero.

B. FUNCION DEL SISTEMA H(s)

Como en el caso de tiempo discreto, la funcién del sistema H(s) de un sistema LIT de tiempo continuo estd defini-
da mediante H(s) = Y(s)/ X(s) con condiciones iniciales cero. De este modo, al establecer (0) = 0 en la ecuacién
(7.50), tenemos que

Y(s) = [e(sT — A)"'b + d] X(s) (7.51)

De este modo, H(s) =c(sI —A)'b+d (7.52)

C. SOLUCION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

2 k
Seguimos e =14ar+ L+
2! k!
A’ A*
definimos eAt=I+At+7t2 +---+Ftk+-~~ (7.53)
donde k! = k(k — 1) --- 2 - 1. Sit = 0, entonces la ecuacion (7.53) se reduce a
=1 (7.54)
donde 0 es una matriz cero de N X Ny todas sus entradas son cero. Como en e¢“(t — 7) = e“e™ " = ¢~ “"¢", podemos
demostrar que
eA(tf T) — eAte*AT — e*AteAt (755)
Al establecer 7 = ¢ en la ecuacién (7.55) tenemos que
eAte—At — e—AteAt — eO =1 (756)
De este modo, e A= (eA)! (7.57)

lo que indica que e’ es la inversa de e*’.
La diferenciacion de la ecuacién (7.53) con respecto a ¢ nos lleva a que

2 k
DA gy A+ DA g p A
dt 21 k!

2
=A{I+At+%t2 +}

2
={I+At+%t2 +~~}A



CAPITULO 7 ANALISIS EN EL ESPACIO DE ESTADO

lo cual implica ieAt =A™ =MA
dt
Ahora, mediante la relacion [apéndice A, ecuacion (A.70)]
4 apy—dAp, 4 9B
dt dt dt

y la ecuacién (7.58), tenemos que
dr —a [ d At:| —Ar
—le H)|=|—e r)+e t
dt[ q()] o q() q()
=—¢MAq()+e M)
Al multiplicar ahora ambos lados de la ecuacién (7.46a) por e *' obtenemos
e A qt) = e MAq(r) + e Abx()
0 e Aq(t) — e MAq(t) = e Abx(r)

De la ecuacioén (7.59), la ecuacién (7.60) puede volver a escribirse como

%[e*‘*’q(z)] = ¢ Abx(r)

Si integramos ambos lados de la ecuacién (7.61) desde O hasta ¢ obtenemos
_ t AT

e A’q(t)|0 = [i e A bx(r) dr

N ¢ M) — q(0)= f; ¢ Abx(r) dr

Por consiguiente,

e My =qO0)+ | ; ¢ Abx(t)dr

(7.58)

(7.59)

(7.60)

(761)

(7.62)

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (7.62) por A"y por medio de las ecuaciones (7.55) y (7.56), obtenemos

a(=eVqO)+ [ X Vbx(r)dr
Si el estado inicial es q(#,) y tenemos que x(f) para t = t,, entonces

a0 =g+ [ M Obx(r)ar
0

(7.63)

(7.64)

lo cual se obtiene con facilidad al integrar ambos lados de la ecuacién (7.61) desde ¢, hasta 7. La funcién matricial
€A’ se conoce como matriz de transicién de estado del sistema de tiempo continuo. Si sustituimos la ecuacién (7.63)

en la ecuacion (7.46b) obtenemos

Y(t) = ce*q(0) + j(; ceA Dby (1) dT + dx(t)

D. EVALUACION DE et

Método 1. Como en la evaluacién de A", por medio del teorema de Cayley-Hamilton tenemos que

AM=pbIl+bA+ - +b, AV

Cuando todos los valores propios A, de A son distintos, los coeficientes by, by, ...

encontrarse a partir de las condiciones

AV = phu k=1,2,...,N

by+bA, + -+ by A,

1

Para el caso de valores propios repetidos véase el problema 7.45.

(7.65)

(7.66)

, by _, pueden

(7.67)



E.

Método 2.

Método 3.

Método 4.

PROBLEMAS RESUELTOS @

Nuevamente, como en la evaluacién de A", también podemos evaluar e con base en la diagonali-
zacion de A. Si todos los valores propios A, de A son distintos, tenemos que

M0 e 0
N 0 ¢ . 0 | -
e’ =P : : - : P (7.68)
0 0 M

donde P estd dada por la ecuacion (7.30).

También podriamos evaluar e*’ mediante la descomposicién espectral de A, es decir, al encontrar
las matrices constituyentes E, (k = 1, 2, ..., N) para las cuales

A=AE, + L E, + -+ \E, (7.69)

donde A, (k =1, 2,..., N) son los distintos valores propios de A. Entonces, cuando todos los
valores propios A, de A son distintos, tenemos que

oAl = e/\ltEl + e)\zth 4 e 4 e)thN (7.70)

Mediante la transformada de Laplace podemos calcular e*’. Al comparar las ecuaciones (7.63) y
(7.49), podemos ver que

M= sr-ay"} (771)

ESTABILIDAD

De las ecuaciones (7.63) y (7.68) o (7.70) vemos que si todos los valores propios A, de la matriz del sistema A tienen
partes reales negativas, esto es,

Re{A,} <O para toda k (7.72)

entonces se dice que el sistema es asintoticamente estable. Como en el caso de tiempo discreto, si todos los valores
propios de A son distintos y satisfacen la condicion (7.72), entonces el sistema también es estable en sentido BIBO.

PROBLEMAS RESUELTOS

REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADO

7.1. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado en la figura 7-1. Encuentre la representacion en el espa-
cio de estado del sistema al seleccionar las salidas de los elementos de atraso unitario 1 y 2 como las respecti-
vas variables de estado q,[n] y ¢,[n].

De la figura 7-1 tenemos que q,[n + 1] = g,[n]

g,[n + 11 = 2q,[n] + 3q,[n] + x[n]
ylnl = 2q,[n] + 3q,[n] + x[n]

x[n] yln]
s »(>) >
+ +
+ +
3
A
1 2
Z*l : Z_l 4—
q,[n] q,[n+1] q,[n] q,[n+1]

Figura 7-1
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En forma matricial |:‘11[” + 1]} _ |:O ]:| {ql[n]} + {O}x[n]

¢ [n+1] 2 3| gln] 1
q[n]
ylnl=[2 3] +x[n] (7.73a)
q[n]
0 q[n + 1] = Aq[n] + bx[n]
ylnl = eq[n] + dx[n] (7.73b)
| ailn] |01 10 _ _
donde q[n]—[qz[n]] A—[z 3} b—m c=[2 3] d=1

Vuelva a resolver el problema 7.1 seleccionando las salidas de los elementos de atraso unitario 2 'y 1 como las
respectivas variables de estado v,[n] y v,[n] y verifique las relaciones en las ecuaciones (7.10a) y (7.10D).

Volvemos a dibujar la figura 7-1 con las nuevas variables de estado como se muestra en la figura 7-2, de la cual tenemos que

v [n + 11 = 3v,[n] + 2v,[n] + x[n]
vln + 1] = v, [n]
yln] = 3v,[n] + 2v,[n] + x[n]

x[n] yln]

Z71 < Z*l 4_

vz[n] vz[n+1] vl[n] v][n+1]

Figura 7-2

o |:v1[n+1]} {3 2}?@]} {1}

En forma matricial = + x[n]
vy[n+1] 1 0| wln] 0

v[n]

} + x[n] (7.74a)

0 v[n + 1] = Av[n] + bxln]

ylnl= &vin] +dx[n] (7.74b)

|:V1 [n] :| A |:3 2:| : |: 1 :| A
donde v[n]= A= b= c
v,y[n] 1 0 0

Observe que v,[n] = g,[n] y v,[n] = q,[n]. De este modo tenemos que

Il
—
w
)
e
QU
Il
—

B CHE N I
vinl=| o |alr1=Taln]

Ahora, mediante los resultados del problema 7.1, tenemos que



PR

w1 {;H? i B B

T '=[2 3]{0 ]}—[3 2]=¢  d=1=d

— O
O =
[E—
—
—_ O
[—
Il
—
O =
[ I
Il
=

1 0

lo cual equivale a las relaciones en las ecuaciones (7.10a) y (7.10b).

7.3. Considere el sistema LIT de tiempo continuo mostrado en la figura 7-3. E
espacio de estado del sistema.

OBLEMAS RESUELTOS

3 2] .
=A
10}

ncuentre una representacion en el

—

Figura 7-3

ST G [T o)
—/ | > / —»{z
FRUY S P

4
(m
¥

Seleccionamos las salidas de los integradores como las variables de estado g,(?), ¢,(f) y ¢5(f) como se muestra en la figura

7-3. Entonces de la figura 7-3 obtenemos que
4,(t) = 2q,(t) = 3q,(t) + gq,(1) + x(2)
4,(1) = q,(1)
4;(1) = q,(1)
y(t) = —q,(1) + 2q5(1)

2 =31 1
En forma matricial qn) =1 0 Olq@)+|0|x()
0 1 0 0

yn=[=1 0 2]q@)

7.4. Considere el sistema mecdnico mostrado en la figura 7-4, el cual
consiste en un bloque con masa m conectado a una pared mediante
un resorte. Sean k, la constante del resorte, k, el coeficiente de fric-
cién viscosa, la salida y(#) el desplazamiento del bloque y la entrada
x(f) la fuerza aplicada. Encuentre una representacion en espacio de

(7.75)

ky X0

estado del sistema.

Por la ley de Newton tenemos que

my(t) = —ky(t) — k,y(t) + x(t)
0 my(t) + k,y(t) + ky@) = x(1)

()

Figura 7-4 Sistema mecdnico.
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La energia potencial y la energia cinética de una masa estdn almacenadas en su posicién y su velocidad. De este modo,
seleccionamos las variables de estado ¢,(7) y ¢,(f) como

q,(t) = y()
q,(t) =y(t)
Entonces tenemos que q,(t)=q,(t)
. k k 1
4 () =="Lq (1) = =2gy(1) + —x(1)
m m m
y()=q,(1)
0 1 0
En forma matricial an= & _k[@®OF 1 @x0 (7.76)
m m m

y@®)=[1 0]q()

7.5. Considere el circuito RLC mostrado en la figura 7-5. Sea la salida '\/\I/{ﬁ . L
¥(t) la corriente del circuito. Encuentre una representacion en es- ,'L'(;)
pacio de estado del circuito. +
z)() Lo

Seleccionamos las variables de estado g,(f) = i,(?) y ¢,(t) = v.(t). En- X T_¢
tonces, por las leyes de Kirchhoff, obtenemos

Lqg\(t) + Rq,(1) + ¢,(1) = x() Figura 7-5 Circuito RLC.

Cq,(1) = q,(t)

(@) = q,(0)

Al reacomodar y escribir en forma matricial obtenemos que

_k _1 |
an=| ¢ Flao+| Lo 77)
E 0 0

y»=[1 0]a®

7.6. Encuentre una representacion en espacio de estado para el circuito mostrado en la figura 7-6, suponiendo que
las salidas son las corrientes que fluyen en R, y R,.

R] L R2
N VN—p /550 NN —>
i) i, i1
+ + +
v,(®) <> c Z:jr“) <> V(1)
Figura 7-6

Elegimos las variables de estado ¢,(f) = i,(¢) y g,(t) = v (#). Existen dos fuentes de voltaje y dejemos que x,() = v,(#) y x,(t)
= v,(1). Sean y, (1) = i,(t) y y,(t) = i,(¢). Al aplicar las leyes de Kirchhoff para cada circuito obtenemos

Lg, (1) + Rig,(0) + 4,(1) = x,(0)
q,(1) — [q,(t) = Cq, (DI R, = x,(1)
(@ = q,(0)
(0 = R%z [45(D) — %,(1)]
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Al reacomodar y reescribir en forma matricial obtenemos

_R_1 1y
L L L
q(n)= [ q(r)+ , L x(t)
| C R,C | R,C (7.78)
1 0 [0 0
yO=|, LjaO+, _1 x®
L R L R,
|a® __xl(t) @
donde q(z)—[%m} X(’)__xzm} ' (t)[)b(f)}

ECUACIONES DE ESTADO DE SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO
DESCRITOS POR ECUACIONES EN DIFERENCIAS

7.7. Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema de tiempo discreto descrito por
3 1
y[n]—Zy[n—1]+§y[n—2]=)C[n] (7.79)

Seleccione las variables de estado ¢,[n] y g,[n] como

q,[nl = yln — 2]
g,Inl = yln — 1] (7.80)

Entonces, de las ecuaciones (7.79) y (7.80), tenemos que
qln+1]=g,[n]

1
¢Gn+1]= —gql[n] + %qz[n] + x[n]
1 3
ylnl= *gql['l] + ZCIz[n] +x[n]

1

0
En forma matricial qrn+11=| 1 3|q[a]+ {ﬂx[n] (7.81)
8 4
yinl= [—% ﬂq[n] +x[n]

7.8. Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema de tiempo discreto descrito por

1] =2y~ 11+ yln =21 =[] + 2 xln — 1] (782)

Debido a la existencia del término 1/2 x[n — 1] en el lado derecho de la ecuacion (7.82), seleccionar y[n — 2]y y[n — 1]
como variables de estado no produce las ecuaciones de estado deseadas del sistema. De este modo, con el fin de hallar las
variables de estado adecuadas, construyamos un diagrama de simulacién de la ecuacién (7.82) por medio de elementos
de atraso unitario, amplificadores y sumadores. Al tomar las transformadas z de ambos lados de la ecuacién (7.82) y al
reacomodar términos obtenemos

3 _ | - | -

Y(@)==2 Y@~z Y@+ X(@)+=-z 'X(2)
4 8 2

de lo cual (observe que z ¥ corresponde a k atrasos de tiempo unitarios) puede dibujarse el diagrama de simulacién en la

figura 7-7. Si seleccionamos las salidas de los elementos de atraso unitario como variables de estado, como se ilustra en la

figura 7-7, obtenemos
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x[n]
v v
1 1
+ +
1 + - + yln]
p ! > > » ! :@/ >
q,ln+1] = q,[n] +ql[n+1] [ q,[n]
3
S :k
Figura 7-7
ylnl= q,[n]+ x[n]
3 1
ql[n+l]=q2[n]+zy[n]+§x[n]
=%q1[n]+q2[n]+§xm]
[n+ 1=~ Lyln] =~ L q,ln]— < xln]
q> 8}’ 8‘11 g
3 5
En forma matricial qn+1]= 1 q[n]+ Zi x[n]
—_ 0 ——
8 8
yIn1=[1 0]qln]+ x[n] (7.83)

7.9. Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema LIT de tiempo discreto con funcién del sistema

by +bz ' +byz?
- 2

H(2) (7.84)

1+ alzfl +a,z
De la definicién de funcion del sistema [ecuacion (4.41)]

_Y(@) _bytbz  +bz
X)) 1+ al[l + a2172

H(z)

tenemos que (A+az '+ a,z)Y @ =0, +bz"+ bz HX{)
Al reacomodar la ecuacién anterior obtenemos
Y(z) = —a,z 'Y(2) — a2z ?Y(2) + bX(2) + bz 'X(2) + bz *X(2)

de la cual puede dibujarse el diagrama de simulacién de la figura 7-8. Si seleccionamos las salidas de los elementos de atraso
unitario como variables de estado, como se ilustra en la figura 7-8, obtenemos que

ylnl= g [n]+ byx[n]
q[n+11=—ayyln]+ g, [n] + byx[n]
=—aq[n]+ q,[n]+ (b — a;by)x[n]
g [n+11=—a,y[n]+ byx[n]
=—a,q[n]+ (b, — a,by)x[n]

. —a; 1 b, —ab,
En forma matricial qn+1]= q[n]+ x[n] (7.85)
—a, 0 b, —a,b,

yin]=[1 0]qln]+ byx[n]
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Observe que en el diagrama de simulacion de la figura 7-8 el nimero de elementos de atraso unitario es 2 (el orden del
sistema) y es el nimero minimo requerido. De este modo, la figura 7-8 se conoce como simulacion canonica de la primera
forma y la ecuacion (7.85) se conoce como representacion de estado candnica de la primera forma.

x[n]

+ +
> ! NG p
g ln+11 = g [n] q,ln+11 B g [n]

N/ %

yinl

v

&)

Figura 7-8 Simulacion canénica de la primera forma.
7.10. Vuelva a resolver el problema 7.9 de manera que H(z) se exprese como

H(z) = H\(2)Hx(2)

1 -1 -2
donde H,(2)= — — H,(2)=by, +bz  +bz
: 1+az 'y arz 2 : 0 : :
W(z) 1
S H (z2)= = 7.86
. 1@ X(z) 1+ 611271 + a2z72 (786)
Y(z) - -
H,(z)= et by + bz ' +byz? (7.87)
Entonces tenemos que W(z) + a2 'W(2) + a,z *W(2) = X(z) (7.88)
Y(z) = b,W(z) + bz 'W(z) + b,z *W(z) (7.89)
Al reacomodar la ecuacion (7.88) obtenemos
W) = —az ' W) — a,2 2 W) + X(z) (7.90)

De las ecuaciones (7.89) y (7.90) puede dibujarse el diagrama de simulacién en la figura 7-9. Al seleccionar las salidas de
los elementos de atraso unitario como las variables de estado, como se ilustra en la figura 7-9, tenemos que
vi[n+1]=v,[n]
Vy[n+1]=—a,v[n] — av,[n] + x[n]
y[nl=byv,[n]+ by, [n]+byv,[n +1]
=(by, — bya, )v|[n] + (b, — bya,)v,[n]+ byx[n]

yln]
NG »(2) >
4 4
YADN b AN
*win *win—1] *win—2]
x[n] - il
Z » Z
+ L vylnt1] sz[n] v n+1] =y [n]
+
v v
& &
(D

Figura 7-9 Simulacién canénica de la segunda forma.
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En forma matricial vin+1]= |: 0 ! }v[n] + {O}x[n]
—a, —aq 1
y[n]= [b2 —byay, b —bya ]V[n] +byx[n] (7.91)

La simulacién en la figura 7-9 se conoce como simulacion candnica de la segunda forma, y a la ecuacion (7.91) se le
llama representacion de estado canonica de la segunda forma.

Considere un sistema LIT de tiempo discreto con funcién del sistema

4

H(z)=—— (7.92)
27 =3z+1

Encuentre una representacion de estado del sistema.

I

EZ
Al reescribir H(z) como H(z)= < = 3 1 (7.93)

P e I e L e
2z (1 > z  + 2 z ] > z 2 z

Al comparar la ecuacién (7.93) con la ecuacidn (7.84) en el problema 7.9, podemos observar que

3 1
a1=—5 GZZE

Al sustituir estos valores en la ecuacion (7.85) en el problema 7.9 obtenemos

1 I
qln]+| 2 |x[n] (7.94)
0 0

qn+1]=

= N w

yinl=[1 0]qln]
Considere un sistema LIT de tiempo discreto con funcién del sistema

z _ Z
272 —3z+1 1
2Dz

Encuentre una representacion de estado del sistema de forma que su matriz del sistema A sea diagonal.

H(z)= (7.95)

En primer lugar, expandimos H(z) en fracciones parciales como

Z Z Z
H = = —_
(2) ! 1 1
2(Z - 1) - 7 2
1
= - =H(2)+H,(2)
1 —Z 1 _ 72—
2
donde H(2)= — H,(2) !
1 —Z 1 _ l -1
Z
2
o Y, (2)
Sea H, (7)=—k — ="k 7.96
k 1— Pz 1 X(Z) ( )
Entonces (1= pz Y, (2) =y X(2)

0 Yi(2)=piz Y, (2) T o4 X(2)
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x[n] b y,[nl
b >
+
+

pk| 7!
Figura 7-10
>(3)
+
+
xln] 1|: R X o
—> | gn] g,[n+1] CO—
+AL
>(3)
+
i': e
A" gl g[n+1]
Figura 7-11

de lo cual puede dibujarse el diagrama de simulacién en la figura 7-10. De esta manera, H(z) = H,(z) + H,(z) puede si-
mularse mediante el diagrama en la figura 7-11 obtenido por conexidén en paralelo de ambos sistemas. Al seleccionar las
salidas de los elementos de atraso unitario como variables de estado, como se ilustra en la figura 7-11, tenemos que

q[n+1]=gq,[n]+ x[n]

1
@ln+1]= qu[n] —x[n]

1
ylnl=qn+1]+ g,[n +1]=¢q[n] + qu[n]

1 0
1
En forma matricial qn+1]= 0 1 qn]+ [_ 1:|x[n]
2
1
ylnl= {1 ﬂq[n] (7.97)

Observe que la matriz del sistema A es diagonal y sus elementos diagonales se componen de los polos de H(z).
7.13. Dibuje un diagrama de bloques de un sistema de tiempo discreto con la representacion de estado

0 1

0
aln+11=|1 2 q[n]+mx[n]
2 3
y[nl=[3 —2]q[n] (7.98)

Volvemos a escribir la ecuacion (7.98) como
gi[n+11=g,[n]
1 2
g[n+1]= qu [n]+ §q2[n] + x[n]

y[nl=3q[n]—2¢q,[n] (7.99)
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de la cual dibujamos el diagrama de bloques en la figura 7-12.

> 2
|
5 o 1] N KIIEN »(O—1s
tF a1l g0 [q, i+ 11— | +
T)e |:
+ |
+
.
2|‘
Figura 7-12

ECUACIONES DE ESTADO DE SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO
DESCRITOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

7.14. Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema LIT de tiempo continuo descrito por

7.15.

V(@) + 3y@) + 2y(0) = x(1)

Seleccione las variables de estado como q,(t) = y(0)
q,(H) = y()

Entonces, de las ecuaciones (7.100) y (7.101), tenemos que

q,(0) = q,(t)
q,(1) = —2q,(t) — 3q,(1) + x(1)
¥ = q,@1)

En forma matricial

oo Lo
an=|_ a0+ |[x©

y»=[1 0]a®

Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema LIT de tiempo continuo descrito por

J(t) + 39(r) + 2y(1) = 4x(t) + x(1)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

Debido a la existencia del término 4x(¢) en el lado derecho de la ecuacion (7.103), seleccionar y(f) y y(f) como variables de
estado no conducird a las ecuaciones de estado deseadas del sistema. De este modo, a fin de encontrar las variables de esta-
do adecuadas, construiremos un diagrama de simulacién de la ecuacién (7.103) por medio de integradores, amplificadores

y sumadores. Si tomamos la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuacién (7.103) obtenemos

$2Y(s) + 3sY(s) + 2Y(s) = 45X(s) + X(s)

Al dividir ambos lados de la expresién anterior entre s> y reacomo- (1)

dar los términos obtenemos
Y(s) = —3s~1¥(s) — 25 2 ¥(s) + 45~ X(s) + 52 X(s) V4 V4
de lo cual puede dibujarse el diagrama de simulacién en la figura i i
7-13 (observe que s * corresponde a k veces la integracién). Si se- ('2'\ 1 ;r‘):'\ T Y1)
. . . . -/ 'I_I +r\/ " 'l_l »
leccionamos las salidas de los integradores para que sean variables ¥ 9,0 q5(1) 5 9,0 —q,0
de estado, como se ilustra en la figura 7-13, obtenemos B
G,() = =3q,(t) + q,(t) + 4x(0) L3N LN
q,(t) = —2q,(t) + x()
y(@® = q,@)

Figura 7-13
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En forma matricial

o[ L[
an=| |+, o

y@)=[1 0]q@) (7.104)
Encuentre las ecuaciones de estado de un sistema LIT de tiempo continuo con funcién del sistema
3 2
+bs* +bys +
H(s) = bys” +b;s” +bys + by (7:105)

§3 + als2 tas +ay
De la definicion de funcidn del sistema [ecuacion (3.37)]

Y(s) _ bys® + bys* + bys + by

HO=%

57+ a1s2 +aystas
tenemos que (8% + a,8? + a,s + a)Y(s) = (bys® + bys> + bys + b)) X(s)
Al dividir ambos lados de la expresién anterior entre s° y reacomodar términos obtenemos
Y(s)=— alsle(s) — azssz(s) - a3s73Y(s)
+byX(s) + bys ' X(s) + bys 2 X(s5) + bys 2 X(s)

de donde puede trazarse el diagrama de simulacién en la figura 7-14 (se observa que s~ * corresponde a k veces la integra-
cién). Al seleccionar las salidas de los integradores como variables de estado, como se ilustra en la figura 7-14, obtenemos

y()=qy(t) + byx(t)
Gi(1)=—ay(t) + g, (t) + byx (1)
=—aqy(t) + g, (t) + (b, — aby )x (1)
G () =—ayy () + q;3(t) + byx(1)
=—ayq,(t) + q5(t) + (by —ayby)x(t)
G3(1) = —azy(t) + byx (1)
=—a3q,(t) + (by — azby)x (1)

En forma matricial

—a 1 0 b, —a,b,
qt)=|—a, 0 1|q@)+|b, —aby |x(t)
—ay; 0 O by — asb,

y») =[1 0 0]q(®)+byx(t) (7.106)

Como en el caso de tiempo discreto, la simulacién de H(s) mostrada en la figura 7-14 se conoce como simulacién candnica
de la primera forma, mientras que a la ecuacién (7.106) se le llama representacion de estado canénica de la primera forma.

x(1)

. 2 . 2 S 2 . 2
b3 b2 bl bO
.y X . ¥ L X0
O—[—0—{—c—]/] »(2) >
_ A q3(t) %(07 A qz(t) qz(t) R ql(t) ql(t)

AN
A

-~ A

Figura 7-14 Simulacion candnica de la primera forma.
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7.17. Vuelva a realizar el problema 7.16 expresando H(s) como
H(s)=H,(s)H,(s)
1
5%+ a1s2 +a,s +a

H,(s)=bys’ +b;s*> +bys + b,

donde H(s)=

w 1
Sea PO PAC e — (107)
X(s) 57 +ta;s” +as ta,
Y(s) 3 2
H,(s)= =bys” +bis” +bys+b
2(9) W) ° 1 p) 3
Entonces tenemos que (s*+ als2 +a,s +ay)W(s)= X(s)

Y(s)=(bys® + bys> + bys + by)W(s)
Al reacomodar las ecuaciones anteriores obtenemos
S W(s)=— QISZW(X) —a,sW(s)—a;W(s)+ X(s)
Y(5)=bys W (s)+ bys* W(s)+ bysW (s) + bW (s)
de donde, al observar la relacién mostrada en la figura 7-15, puede dibujarse el diagrama de simulacion en la figura 7-16.
Al seleccionar las salidas de los integradores como variables de estado, como se muestra en la figura 7-16, tenemos que
V() =v,(1)
vy (1) = v5(1)
V3(t) = —azv (1) — a,v,y (1) — avs(t) + x(t)
Y(t) =Db3v(t) + byv, (1) + Dyvs(t) + byv5(1)
= (b3 — azby)v(t) + (b, — a,by)v, (1)
+(by — ayby)vs(t) + byx (1) (7.108)

1

+ + + y(0)
G »©) y(O—»
+

x(1)

W(t)‘l—| wi(t) Rl w(t) T
by B v [0 = vof o o

A4 A4 A 4

+wv
2®)

sW(s) W(s) L ;\
+ p—
W) > f w(t) > ()< ()
Figura 7-15 Figura 7-16 Simulacién canénica de la segunda forma.
0 1 0 0
En forma matricial vit)=| 0 0 1 |v(@)+|0 [x(t) (7.109)
—ay; —a, —a 1

y(t)=[bs—ashy by —aby by —aby|v(t)+byx(t)
Como en el caso de tiempo discreto, 1a simulacion de H(s) que se muestra en la figura 7-16 se conoce como simulacién canéni-
ca de la segunda forma, mientras que a la ecuacion (7.109) se le llama representacién de estado candnica de la segunda forma.

7.18. Considere un sistema LIT de tiempo continuo con funcién del sistema

3s+7

H(s)=
(s+D(s+2)(s+5)

(7.110)
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Encuentre una representacion de estado del sistema.

3s+7 3s+7

Vuelva a escribir H(s) como  H(s)= = > (7111)
(s+D(s+2)(s+5) s +8s"+17s+10
Comparando la ecuacion (7.111) con la ecuacién (7.105) en el problema 7.16, podemos observar que
a, =8 a, =17 a; =10 by=0b,=0 b,=3 by =1
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (7.106) en el problema 7.16 obtenemos
-8 1 0 0
q@)=|—17 0 1 |q@)+]|3|x(®) (7.112)
—-10 0 O 7
y»=[1 0 0]g@®
7.19. Considere un sistema LIT de tiempo continuo con funcién del sistema
3s+7
H(s)= il (7.113)
s+D(s+2)(s+5)

Encuentre una representacion de estado del sistema de tal modo que su matriz del sistema A sea diagonal.

En primer lugar, expandimos H(s) en fracciones parciales como

1 2
H(s)= 3s+7 _ L3 3
s+D(s+2)(s+5) s+1 s+2 s+5
=H,(s)+ H,(s)+ H;(s)
1 2
1 3 3
dond H,(s)= Hy(s)=— Hy(s)=—
onde (= H)=-s Hy=- 2
Sea Hy(s)= % = 1(s) (7114)
s—pr  X(s)
Entonces (s = p Y, ()=, X(s)
0 Y ()= ps Y (s)+os T X(s)

de donde puede dibujarse el diagrama de simulacion en la figura 7-17 (pdgina siguiente). De este modo, puede simularse
H(s) = H\(s) + H,(s) + H,(s) mediante el diagrama en la figura 7-18 obtenida por conexidn en paralelo de los tres siste-
mas. Al seleccionar las salidas de los integradores como variables de estado, como se muestra en la figura 7-18, obtenemos

G (t)=—q,(t) + x(t)
QZ(I):_ZCIz(f)_%x(l)
. 2
B(0==54,0 = 2x(0)

y(@&)=q,(t) + g, (1) + q5(1)

-1 0 0 ]1

En forma matricial q@)=| 0 =2 0|q()+ —g x(t) (7115)
0 0 -5 _%
3

y=[1 1 1]q@)

Observe que la matriz del sistema A es diagonal y sus elementos diagonales se componen de los polos de H(s).
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J ) NI
> 1 (3 —b
| T 4, gl q,®
1 i:
+
x@ 0k — 7l N Yo
ylg (2 p— > V\Z/ »
T 3,0 7,) 5
ZI:
(0
e Pa©® — LN so—T
; B _T a0 = g0
4 5 I:
Figura 7-17 Figura 7-18
SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO PARA LOS SISTEMAS LIT
DE TIEMPO DISCRETO
7.20. Encuentre A" para
0 1
A=l_1 3
8§ 4
por el método del teorema de Cayley-Hamilton.
En primer lugar, encontramos el polinomio caracteristico c(A) de A.
A -1
c(A)=|AI-A|= 1,3
8 4
e 3yt adja b
4 8 2 4
. 1 1 .
De este modo, los valores propios de A son A, = B YA = s Por tanto, de las ecuaciones (7.27) y (7.28) tenemos que
by b,
A" =b I+ b A=
Lo R A
8 4
. 1) (1Y)
y by y b, son las soluciones de by + b, [2] = [2]

de donde obtenemos by =— [;] +2 [ij b =4 [;J —4 [i]
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B I U ) Y L Y O
2 4 2 4
An_ n n n n
S D I B Y R
2l 2) 2|4 2 4
R AR A
=|— 4+ —
2] -1 [4] LI
2 2

Repita el problema 7.20 mediante el método de diagonalizacién.

Por consiguiente,

Sea x un vector propio de A asociado con A. Entonces

[AI-Alx=0

R NN

Las soluciones de este sistema estdn dadas por x; = 2x,. De este modo, los vectores propios asociados con A, son aquellos

vectores de la forma
2
X, = a{ } a#0

o

Las soluciones de este sistema estdn dadas por x; = 4x,. De esta forma, los vectores propios asociados con A, son aquellos
vectores de la forma

L R

1
ParaA = A, = 5 tenemos que

1
ParaA = A, = 1 tenemos que

o= ~|=

4

e

X, = B|:
Sea a = B = 1 en las expresiones anteriores y sea

P=[x x2]=ﬁ ﬂ

_ [ 1 —4 N
Entonces Pl=— =
21 -1 2

y por la ecuacion (7.29) obtenemos
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7.22. Repita el problema 7.20 mediante el método de descomposicién espectral.

Puesto que todos los valores propios de A son distintos, por la ecuacion (7.33) tenemos que

| | | f% 1 [-1 4
E = A-ALD=— |A——1|=4 =
1 )‘1_)\2( 2D 1_1( 4) 1 1 )
2 4 8 2 2
I 1 1 3 1 2 -
E, = A-AD=—|A——1|=—4] 2 |=|;
A=A 1_1 2 B
4 2 g 4] 2

Entonces, por la ecuacién (7.34) obtenemos
| n 1 n | n|l—1 4 | n
2 4 2) (—= 2 4
2
() o 2) W)
2 4 2 4
L L PR 0 Y L B B
2( 2 2| 4 2 4

7.23. Resuelva de nuevo el problema 7.20 por medio del método de la transformada z.

o= N

En primer lugar, debemos encontrar (zI — A)~'.

(ZI-A)"!

Il
T
=
IS
|
Nlw —
Il
2~
|
0 [ —
~—
2~
|
N
~—
|
o0 |
™

V4

1 1 1 1

- — - I — 1T — —
L 2 4 2 4 ]

i 1 1 1 1
B T N R
_ V4 > Z 4 V4 ) Z 4

1 1 1 1 1 1
B T s R
Z ) Z 4 Z ) Z 4

Entonces, por la ecuacién (7.35), obtenemos

A" =3 -A) 'z

Z
1+2 1 4 4 1
Zfa Z*Z Z*E Z*Z
,:71
S 1 z 1 z z z
I T R
22—— 7—— z—— z——
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AT
ECREOIORC!
RG]

De los resultados anteriores observamos que cuando todos los valores propios de A son distintos, el método de
descomposicion espectral es el mds eficiente para evaluar A” en términos computacionales.

= N

7.24. Encuentre A" para

0 1
A= 1 4
33
El polinomio caracteristico ¢(A) de A es
A -l
C(/\):‘/\I—A‘:l )\—ﬂ
3 3

e -hlogopla-L
3703 3

1
De esta manera, los valores propios de A son A, = 1y A, = 3 y por la ecuacién (7.33) tenemos que

N I
E = 1 (A—AD= 1 (A—ll)zg 3 | 2 2
A=A _1 37 2] 1 1 3
JE—— 1 —— =
3 3 2 2
1 1 [0 % _%
E,=——A-AD="—A-D)=—= =
2 )\z—)\l( 1D 1_1( ) 2_%% I
3 2 2
De este modo, por la ecuacion (7.34) obtenemos
" _13 J3 -3
A”=(1)”E1+i E, = 2 2 +i 2 2
3 133 1
2 2 2 2
31 3_31L
2 23 2 203
1ty 31t
2 203 2 203
7.25. Encuentre A" para
2 1
A=
0 2
El polinomio caracteristico c¢(A) de A es
=1 A\—)‘_z s
cM)= o I RO
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De esta forma, los valores propios de A son A, = A, = 2. Utilizaremos el teorema de Cayley-Hamilton para evaluar A”".
Por la ecuacién (7.27) tenemos que

by+2b, b
A" =bI+bA=
0 by +2b

donde b, y b, estan determinadas al establecer A = 2 en las siguientes ecuaciones [apéndice A, ecuaciones (A.59) y (A.60)]:

by + bA = A"
by =nA""!
De este modo, by + 2b, =2"
b, =n2"""!
de donde obtenemos by =(1—n)2" by =n2""
. |2 n2r!
y A=
0 2"

7.26. Considere la matriz A en el problema 7.25. Se descompone A como
2 1| ]2 0| |0 1
A= = + =D+N
0 2 [0 2] [0 O

2 0 0 1
donde D :{ } y N :{ }
0 2 0 0

a) Demuestre que N> = 0.
b) Demuestre que D y N conmutan, es decir, DN = ND.
¢) Mediante los resultados de los incisos a) y b), encuentre A”.

a) Por multiplicacién simple podemos observar que

, |0 1]j0 1 00
N = = =0
0 0|0 O 00
b) Puesto que la matriz diagonal D puede expresarse como 21, tenemos que

DN = 2IN = 2N = 2NI = N(2I) = ND

es decir, D y N conmutan.

¢) Por medio de la expansién binomial y el resultado del inciso b) podemos escribir

(D+ N =D 4D N+ 2D N N

Puesto que N = 0, entonces N* = 0 para k = 2, y tenemos que
A'=D+N)'=D"+nD"" N

De este modo [véase el apéndice A, ecuacion (A.43)],
L 207 2 o '[o 1
A" = +n
10 2 0 2 00
2" 0 2t {0 1}
= +n
_0 2n 0 2)1*1 00
_271 0 0 2n—1 2;1 n2n*|
= —+ n =
L 0 2" 0 0 0 2"

que es el mismo resultado obtenido en el problema 7.25.

Observe que una matriz cuadrada N se denomina nilpotente de indice rsiN" ' # 0y N" = 0.
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7.27. El polinomio minimo m(A) de A es el polinomio de orden minimo que tiene 1 como coeficiente principal de
modo que m(A) = 0. Considere la matriz

a) Encuentre el polinomio minimo m(A) de A.
b) Por medio del resultado del inciso a) encuentre A”.

a) El polinomio caracteristico c(A) de A es
A=2 0 0
c)=AI-Al=| 0 A+2 —1|=(A+3)(A-2)
0 -4 A-1

De este modo, los valores propios de A son A, = =3 y A, = A; = 2. Considere

mAD)=A+3)A—=2)=A+21-6

2 00 [2 0 0 100

Ahora mA)=A2+A—6I={0 —2 1| +/0 =2 1]|—-6/0 1 0
0 4 1 0 4 1 00 1

4 0 0] 2 oo0]f600] 7000

=lo 8 —1]|+l0 =2 1]|—-|0 6 0|=|0 0 0|=0
006|000

0 -4 5 0 4 1

De esta forma, el polinomio minimo de A es
mAD=A+3)A=2)=A+21-6

b) Del resultado del inciso a) observamos que A" puede expresarse como una combinacion lineal sélo de I'y A, aun
cuando el orden de A es 3. Asi, de manera semejante al resultado del teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que

by b,
A"=pl+DbA=| |
A L 43,
8 4
donde b, y b, se determinan al establecer A = —3 y A = 2 en la ecuacién
by + bA = A"
De esta manera, by — 3b, = (—3)"
by + 2b, =2"
2 ny 3oy 1 wo Lo
de donde obtenemos by==(=3"+=(2) b=—=(=3)"+=(2)
5 5 5 5
Q) 0 0
4 1 1 1
A"=| 0 —(=3)"+=2)" =3 +=2)
y 5( ) 5( ) 5( ) 5( )

4 anAon Lo 4w
0 —g(—3)+5(2) 5( 3)+5(2)

0 0 0 10 0

4 1 11
=30 = ——|+@"0 = -
(=3) 55() b
o -4 1 o 2 4

5 5 55

7.28. Por medio del método de descomposicion espectral, evalie A" para la matriz A en el problema 7.27.
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Puesto que el polinomio minimo de A es
mA) =A+3)A—-2)=A—-A)A— Ay

lo que contiene Unicamente factores simples, podemos aplicar el método de descomposicién espectral para evaluar A”. De
esta manera, por la ecuacion (7.33) tenemos que

1

1
E = A-AND)=—(A-21
: )\1—)\2( A )
ool
=——|0 —4 1{=10 - —=
> 0 4 1 > 5
o 4 1
5 5
1
E, = A—-AND)=—(A+31
T AT AT A
15 0 0 ! (1) (1)
=—|0 1 1|=|0 = =
> 0 4 4 >3
0 44
55
Asi, por la ecuacion (7.34) obtenemos
A"=(=3)"E, +(2)"E,
0 0 0 1 0 0
4 1 1 1
=(—3)"0 - ——[+@" 0 = =
=3 5 s (2) 5 3
0 _4 1 0 44
5 5 55
) 0 0

4 1 1 1

0 —(=3)"+=2)" —==3)"+=Q)
5( ) 5() 5( ) 5()
4 4 1 4

0 ——C=3)"+=-Q2)" =C=3)"+=2)
5( ) 5() 5( ) 5()

que es el mismo resultado obtenido en el problema 7.27b).

7.29. Considere el sistema de tiempo discreto en el problema 7.7. Supongamos que el sistema estd inicialmente
relajado.

a) Mediante la representacion en el espacio de estado encuentre la respuesta al escalon unitario del sistema.
b) Encuentre la funcién del sistema H(z).

a) Del resultado del problema 7.7 tenemos que
q[n +1]=Aq[n] + bx[n]
y[n]=cq[n] +dx[n]

] 5 e

Al establecer q[0] = 0y x[n] = u[n] en la ecuacién (7.25), la respuesta al escal6n unitario s[n] estd dada por

donde A=

0
I

Bl =

8

n—1
sin]="Y, ¢A""""*bulk] + du[n] (7.116)

k=0
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Ahora, del problema 7.20 tenemos que

o= N

«

<
>

=

L

|

~

=2

Il

|

0 | —
B w
e
TN
N | =
L
T

|
~
1
| |
| — =
[\ B
[ |

n—1 n—k n—k
De este modo, sln]= 2 2 L — L +1
=0 2 4
1 npn—1 1 np—1
=2[j Y 2t —[J Y 4k +1
2 k=0 4 k=0

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 4.32¢).
b) Por la ecuacidn (7.44), la funcidn del sistema H(z) estd dada por
Hz) =czZl—A)'b+d

z -1 - | Z—é 1
Ahora @A-A)"={1 3| T/~ 14
g ° 4 o= M= Y| -5 =
2 4 8
3
z—= 1
0
As{ H(z)= ! [_l, é] 4 41
1 1 8 4l 1 . 1
)5 4 8
1,3
——+t-—z 2
— 8 4 _ 4

) )

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 4.32a).
7.30. Considere el sistema LIT de tiempo discreto descrito por
q[n + 1] = Aq[n] + bx[n]
yln] = eqn] + dx[n]
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a) Demuestre que la respuesta al impulso unitario /[n] del sistema estd dada por

d n=0
hin]=1cA"'b  n>0 (7117)
0 n<0

b) Por medio de la ecuacién (7.117), encuentre la respuesta al impulso unitario h[n] del sistema en el proble-
ma 7.29.

a) Al establecer que q[0] = 0, x[k] = 6[k] y x[n] = d[n] en la ecuacién (7.25) obtenemos

n—1
hlnl= Y, cA" " '""*bS[k]+dS[n] (7.118)
k=0
Observe que la suma en la ecuacién (7.118) no tiene términos para n = 0 y que el primer término es cA" ~ 'b para n > 0.
El segundo término del lado derecho de la ecuacién (7.118) es igual a d paran = 0y cero de otra manera. De esta forma,
concluimos que

d n=0
h[n]={cA" b >0
0 n<0

b) Del resultado del problema 7.29 tenemos que

0 1
0
2 1 8 4

1
8

n—l1 n—1
, URTN EN 1) IR
2 4\ 4

Asf, por la ecuacion (7.117), h[n] es

1 n=0
| n—1 | n—1
hln]=1|—= —| = n=1
0 n<0

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 4.32b).
7.31. Utilice el método de espacio de estado para resolver la ecuacion en diferencias [problema 4.38b)].

3y[n] — dyln — 1] + yln — 2] = 2ln] (7119)
con x[n] = (1/2)" u[n] y y[—1] = 1, y[—2] = 2.
Si reescribimos la ecuacién (7.119), tenemos que
Y= Sy0n =11+ yin=21= L aln]
Sean ¢,[n] = yln — 2]y q,ln] = yln — 1]. Entonces
qn+1]1=q,[n]

1 4 1
¢[n+1]= —g%[n] + 542[’1] +§x[n]

1 4 1
yln]= —gql[n] + ng[n] +EX[n]
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En forma matricial q,[n+1]=Aq[n]+ bx[n]

yn]=cq[n] +dx[n]
e[-1 4] u-d
3 3 3
3

alo1] =211 [2
0= = =
Y a0l |:‘12[0]:| [y[—l]} H

Entonces, por la ecuacién (7.25)

0
b=|1

0
donde A= |
3

S C

n—1
yln]=cA"q[0]+ Y cA" " Fbx[k]+dx[n] n>0
k=0

Ahora, del resultado del problema 7.24 tenemos que

n

0 1
ATSI L 4=
33

W N w
+
/N
W=
~—

=
D= N w
|

y cA"q[0]= [—

W | =
SN
| AN
—
|
N~ N =
N N w

N|w N w
+
VY
|-
Ne—

=
L
|
~
= ] w
|
= W
W= o

oY oS YT Y oy
De este modo, yln]l==—+—|=| + ———|= Zl 22
2 6(3) ~Zl2 23 2) 302

que es el mismo resultado obtenido en el problema 4.38b).
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7.32. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado en la figura 7-19.

a) (Es el sistema asintéticamente estable?
b) Encuentre la funcién del sistema H(z).
¢) (Es estable el sistema en el sentido BIBO?

x[n]  +
»(T) > !
g,In+11 L1 g 1n]
+
3
2
A
| Ty yinl
171 < 3 J——p
g,nl " g+ 'y

Figura 7-19
a) De lafigura 7-19, y al seleccionar las variables de estado ¢,[n] y ¢,[n] como se muestra, obtenemos
3
qiln+1]= qu[n] +x[n]

1
¢ n+1]= —qu [n]+2q,[n]

ylnl=q,[n]—qg,[n]

En forma matricial q[n + 1] = Aq[n] + bx[n]
yln] = eq[n]
0o 3 1
donde A= 2l b= =1 —1]
1 0
-— 2
2
Ao 3 1 3
Ahora c()=|A1 - A|= Zl=aa-+2={a-= |[a-2
1 2 2
— A2
2

. 1 3 . s
De este modo, los valores propios de A son A, = 2 YA, = 7 Puesto que \)\2\ > 1, el sistema no es asintoticamente
estable.

b) Por la ecuacion (7.44), la funcion del sistema H(z) estd dada por

r -1

3
. .3

H@) = cd—A) 'b=[1 —1] 2 m
z—2
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¢) Observe que existe cancelacion de polo-cero en H(z) paraz = 3 / 2. De esta manera, el tinico polo de H(z) es 1 / 2,¢el
cual reside dentro del circulo unitario del plano z. Por consiguiente, el sistema es estable en el sentido BIBO.
Observe que aun cuando el sistema es estable en el sentido BIBO, es esencialmente inestable si no se encuentra
relajado de manera inicial.

Considere un sistema LIT de tiempo discreto de N-ésimo orden con la ecuacién de estado
q[n + 1] = Aq[n] + bx[n]

Se dice que este sistema es controlable si es posible encontrar una sucesion de N muestras de entrada x[n,],
x[ny + 11, . . ., x[ny, + N — 1] tales que llevaran al sistema desde q[n,] = q, a q[n, + N] = q,, mientras que
qo Y q; son cualquier estado finito. Demuestre que el sistema es controlable si la matriz de controlabilidad

definida por
M.=[b Ab - AV 'p] (7.120)

tiene rango N.

Supongamos que n, = 0y q[0] = 0. Entonces, por la ecuacién (7.23), tenemos que

N-1
q[N1= Y AV bx[k] (7121)
k=0
lo que puede volver a escribirse como
x[N —1]
N-—1
qINI=b Ab - ANV (7122)
x[0]

De esta forma, si q[V] se define como un vector N-dimensional arbitrario y también tiene una sucesién de entrada distinta
de cero, como se requiere para la controlabilidad, 1a matriz de coeficientes en la ecuacion (7.122) debe ser no singular; es
decir, la matriz

M.=[b Ab - AV 'b]
debe tener rango N.

Considere un sistema LIT de tiempo discreto de N-€simo orden con una representacion en el espacio de estado
q[n + 1] = Aq[n] + bx[n]
yln] = cq[n]

Se dice que el sistema es observable si, al comenzar con un indice de tiempo arbitrario n,, es posible determi-
nar el estado q[n,] = q, a partir de la secuencia de salida y[n,], y[n, + 1], ..., y[n, + N — 1]. Demuestre que
el sistema es observable si la matriz de observabilidad definida por

c
cA
M, = . (7.123)
cAN-!
tiene rango N.
Supongamos que n, = 0y x[n] = 0. Entonces, por la ecuacién (7.25), la salida y[n] paran =0, 1,...,N—1, con x[n] = 0,

estd dada por
y[n] = cA"q[0] n=0,1,...N—1 (7.124)
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y[0] = ¢q[0]
Y11 = cAq[0]

YIN — 11 = cA¥~ 'q[0]

Al reescribir la ecuacion (7.125) como una ecuacién matricial obtenemos

y[0] c
1 cA
=] ao

YIN=11] |cA"!

(7.125)

(7.126)

De esta forma, para encontrar una solucién tnica para ¢[0], la matriz de coeficientes de la ecuacion (7.126) debe ser no
singular; es decir, la matriz

debe tener rango N.

7.35. Considere el sistema en el problema 7.7.

a)
b)
)

a)

b)

)

(El sistema es controlable?
(El sistema es observable?
Encuentre la funcién del sistema H(z).

Del resultado del problema 7.7 tenemos que

0 1 0 1
Ahora Ab = 1 3 |: } =3
8 4 4

y por la ecuacién (7.120), la matriz de controlabilidad es

0 1
M, =[b Ab]= 3
4
y \ML. = —1#0. De este modo, su rango es 2, y, por consiguiente, el sistema es controlable.
0 1
. 1 3 3 7
De manera semejante, CA=|—— = 1 3l=l-= =
8 41| —— n 32 16

y, por la ecuacién (7.123), la matriz de observabilidad es

1 - .
= ————#0. De este modo, su rango es 2, y, por consiguiente, el sistema es observable.

yM, o

Por la ecuacion (7.44), la funcién del sistema H(z) estd dada por
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_ 1 [_1 3} 4
1 1 8 4 1
I — — Zz
3.1
=__ 4 1= 2
1 1 1 1
= —|lz—— = —|lz— —
2 4 2 4
SR S
1- ézilJrl -2
4 8

7.36. Considere el sistema en el problema 7.7. Suponga que

[0] =H
4 1

Encuentre x[0] y x[1] tales que q[2] = 0.

De la ecuacién (7.23) tenemos que

2 2 x[1]
q[2]1=A~q[0]+ Abx[0] +bx[1]=A q[0]+[b Ab] (0]
D : 0 __ ! O 0 x[1]
e este modo, ol™ 3 { 2[0]
4
x[O]
x[1]+ x[O]

7.37. Considere el sistema en el problema 7.7. Observamos que y[0] = 1y que y[1] = 0 con x[0] = x[1] = 0. En-
cuentre el estado inicial q[0].

oo\~ [
Bl =

0\‘\‘ -b\u.)

3
de lo cual obtenemos x[0] = 1 yx[1] = ry

. > y[0] c |
Mediante la ecuacion (7.125) tenemos que = q[0]

vl CA |
137
1 3 4 0
Asf, _| 8 4 |al0l]
o] |_3 7 |lat0
32 16
Cuando resolvemos para ¢,[0] y ¢,[0], obtenemos
1 3]
(0] 8 4| [1]_[28
qlor=| " - 8 =
q,10] 37 0 6
32 16
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7.38. Considere el sistema en el problema 7.32.

a) (El sistema es controlable?
b) (El sistema es observable?

a) Del resultado del problema 7.32 tenemos que

N -
2 1
A=l b=|, c=[1 —1]
— 2 L4
2
0 3 R 0
Ahora Ab = 2 = 1
_1 2 0] |—3
> 2

y, por la ecuacién (7.120), la matriz de controlabilidad es

10
M,=[b Ab]= o 1
2

1
y \Mc = ) # 0. De este modo, su rango es 2, y, por consiguiente, el sistema es controlable.
0 % 1 1
b) De modo similar, cA=[1 —1] = [f - f}
1 2 2
-——= 2
2

y, por la ecuacién (7.123), la matriz de observabilidad es

1 -1

M = ¢ = 1

A
2

2

y \MO = 0. De esta forma, su rango es menor que 2, y, por consiguiente, el sistema es no observable.
Observe que, del resultado del problema 7.32b), 1a funcién del sistema H(z) tiene cancelacién de polo-cero. Si H(z)
tiene cancelacion de polo-cero, entonces el sistema no puede ser controlable ni observable.

SOLUCIONES DE ECUACIONES DE ESTADO PARA SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO
Ar 0 1
7.39. Encuentre ¢?' para A= 6 5

por medio del método del teorema de Cayley-Hamilton.

En primer lugar, encontramos el polinomio caracteristico c(A) de A.

6 A+5
=22 +5A4+6=(A+2)(A+3)

A1
cA)=|M-A|=

De esta forma, los valores propios de A son A, = —2y A, = —3. Por consiguiente, por las ecuaciones (7.66) y (7.67)
tenemos que

b b
AN =pI+bA=| :
—6b, by —5b,

y by 'y b, son las soluciones de by — 2b, = ¥

by —3b, = e
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de donde obtenemos by =3e 2 —2e7¥ by=e M —e¥

o 36—2r _ 26—3[ e—2r _ e—St
M=
—6e M +6e Y —2e7H 4307

3 1 -2 -1
:e—zr +e*3t
-6 -2 6 3

Repita el problema 7.39 por medio del método de diagonalizacion.

Por consiguiente,

Sea x un vector propio de A asociado con A. Entonces

[AI-Alx=0
Para A — A 5 -2 —1||x 0
= = —21t =
ara | enemos que 6 3|, 0
Las soluciones de este sistema estdn dadas por x, = —2x,. De este modo, los vectores propios asociados con A, son aquellos

vectores de la forma

1
Xlza[ ] con a #0
-2

Para A — A — 3 =3 —1{[x]|_|0
ara A = A, = tenemos que 6 2| x, =lo

Las soluciones de este sistema estdn dadas por x, = —3x,. De este modo, los vectores propios asociados con A, son aquellos
vectores de la forma

X2=B|:_;:| con B#0

Sea @ = B = 1 en las expresiones anteriores y sea

-3 -1 3 1
E Pl=— =
ntonces |: 2 1:| |:_ 2 — 1:|

y por la ecuacion (7.68) obtenemos

w [0 1] e o3 1] | 32 e -e?
- -2 -3] 0 e |-2 —1 - —6e M +6e Y —2e7H +3e7Y

I B I
-6 -2 6 3

Repita el problema 7.39 por medio del método de descomposicion espectral.

Puesto que todos los valores propios de A son diferentes, por la ecuacién (7.33) tenemos

31
E = (A-AD=A+30=

A — A —6 —2
E, = (A—AD=—(A+2I)= -2 !
ey ! [6 3]

Entonces por la ecuacion (7.70) obtenemos
3 1 -2 —1
eAt = ZzEl +e 3[E2 — 272l +e 3t
-6 —2 6 3

-2 -3 -2 -
3¢ —2e7" e - }

—6e M4+ 6e N —2e7H 437
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7.42. Repita el problema 7.39 mediante el método de la transformada de Laplace.

En primer lugar, debemos hallar (s — A)™".

r -l
ciear |’ 1] I {s-ﬁ-S 1}

|6 s+5 :(s+2)(s+3) -6
s+5 1 1
] +2)(s+3) (s+2)(s+3)
- _ 6 K
| (+2)(s+3) (s+2)(s+3) ]
32 11
_ s+2 s+3 s+2 s+3
| 6 6 2 3
+ +

| s+2 s+3  s+2 s+3]

Entonces, por la ecuacion (7.71) obtenemos
B B 3672t _ 26’73’ 672[ _ e*3t
M=Z l{(SI_A) l}: -2 -3 -2 -3
—6e ' +6e —2e 37
De nuevo notamos que cuando todos los valores propios de A son distintos, el método de descomposicion espectral es el

mds eficiente para evaluar a ¢’ en términos computacionales.

-2 1
7.43. Encuentre e’ para A= L o
El polinomio caracteristico c(A) de A es
A+2 —1
c(M)=[A—A|=
-1 A+2

=N HAN+3=(A+D)(A+3)

De esta manera, los valores propios de A son A; = —1 y A, = —3. Puesto que todos los valores propios de A son distin-
tos, por la ecuacion (7.33) tenemos que

E :—1(A+31):ll
L) 211

H
[R—
Il
= =
[—= =

2
11
1 -1 1 2 2
E,=——A+D=—— =
2T 2{11} 1o
2 2
Entonces, por la ecuacién (7.70) obtenemos
11 1 _1
eAt:e—r 2 2 te 3t 2 2
11 _11
2 2 2 2
leit‘FieiSt le*’ l =3t
_|2 2 2 2
le—t_l —3t le_t-i-f -3t
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7.44. Dada la matriz A=|0

a) Demuestre que A es nilpotente de indice 3.
b) Mediante el resultado del inciso a) encuentre ¢*'.

a) Por multiplicacién directa tenemos que

De este modo, A es nilpotente de indice 3.
b) Por la definicién (7.53) y el resultado del inciso a)

12

3 2
eA’=I+zA+—A2+%A3+,..:1+tA+%A2

2!
1 0oo0] [o -2 1] ,[00 —6] [1 —2t =3
=lo 1 oj+fo 0 3{+Z0 0 ol=l0 1
00 1] [0 00 00 o] [0 0 1

7.45. Encuentre A para la matriz A en el problema 7.44 mediante el método del teorema de Cayley-Hamilton.

En primer lugar, encontramos el polinomio caracteristico c(A) de A.

A2 -1
cCM=]A—Al=|0 A =3|=A
00 A

De esta manera, A = 0 son los valores propios de A con multiplicidad 3. Por la ecuacién (7.66) tenemos que
eAt = byl + b,A + b,A*
donde by, b, y b, estan determinados al establecer A = 0 en las siguientes ecuaciones [apéndice A, ecuaciones (A.59) y (A.60)]:

by + bA + bz/\2 = M

b, + 2b,\ = 1
2b, = 26
2
De esta forma, by, =1 b =t b, = >
2
Por consiguiente, A =T+1A+ > A?

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 7.44b).

7.46. Demuestre que e B = AP
suponiendo que A y B conmuten; es decir, AB = BA.

Por la ecuacion (7.53)
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1 <
k=0 m=0

—[I+A+1A2+-~-J[I+B+1B2 +J
2! 2!

1

B +...
2!

:I+A+B+%A2+AB+
AP =I+(A+B)+%(A+B)2+m

—I1+A+B+1A2+1AB+ 1A+ L2+
2! 2 2 2!

AB_ A+ _ 1
— =—(AB—BA)+---
y ee e 2( )
De este modo, si AB = BA, entonces AT = ACB
2 1 0
7.47. Considere la matriz A=|0 2 1
0 0 2
Ahora descomponemos A como A=A+N
2 0 0 01 0
donde A={0 2 O y N=(0 O
0O 0 2 0 0 O

a) Demuestre que la matriz N es nilpotente de indice 3.
b) Demuestre que A y N conmutan; esto es, AN = NA.
¢) Mediante los resultados de los incisos a) y b) encuentre e*'.

a) Por multiplicacién directa tenemos que

De esta forma, N es nilpotente de indice 3.

b) Puesto que la matriz diagonal A puede expresarse como 2I, tenemos que
AN = 2IN = 2N = 2NI = N(2I) = NA
es decir, A y N conmutan.

¢) Puesto que A y N conmutan, entonces por el resultado del problema 7.46

Ar e(A + Nyt At Nt

e =ee

Ahora [véase el apéndice A, ecuacién (A.49)]
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y por medio de una justificaciéon semejante a la del problema 7.44b), tenemos que

[2
N :I+tN+5N2

2 2
1tool ool (O0F] |V S
=10 1 O|+(0 O ¢t|+|0 O O |=|0 1
0 0 1 0 0 O 00 O 0 0 1
2
1 =
2
De este modo, AT = NN = 2N =M N =2 ) 1
0 0 1

7.48. Mediante el método de variables de estado, resuelva la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
Y'(t) + 5y'(t) + 6y(t) = x(1) (7127)
con las condiciones iniciales dadas por y(0) = 2, y'(0) = 1y x(¢) = ¢ " u(t) (problema 3.38).
Sean las variables de estado q,(f) y g,() q,(t) = y(1) 41 =y'(®)

Entonces la representacion en el espacio de estado de la ecuacién (7.127) estd dada por [ecuacién (7.19)]

40 = Aq(®) + bx(?)
y(?) = cq(?)

o7 o w02

y(t) = ceq(0) + L; ce® " Dbx(r)dr

0 1
con A=
o]

De esta forma, por la ecuacién (7.65)

con d = 0. Ahora, del resultado del problema 7.39,

eAt:eZt|: 3 1]+e3’{_2 _1}
-6 -2 6 3

At _ —21 3 1 —3 -2 ] 2
y ceq(0)=[1 0]{9 {—6 —2}”‘ [ 6 3]}{1}

- -3
=7 —5¢ %

ceA(:—r)b:[l O] o 20T 3 1 43D -2 —L0
-6 —2 6 3|1

:e—z(t—r) *673071)

t
Asf, y)y=Te 2 —5¢ ¥ + Jo(e_z(’_T) —e e T

_ _ _ t _ t
=7 =50 +e 2’JOerT—e 3tjoeszT

=leﬂ +6e % —2[3’ t>0
2 2

se obtiene el mismo resultado que en el problema 3.38.

7.49. Considere la red del circuito mostrada en la figura 7-20. Los voltajes iniciales a través de los capacitores C, y
C,sonde 1 / 2V yde 1V, respectivamente. Mediante el método de variables de estado, encuentre los voltajes
a través de estos capacitores para ¢ > 0. Supongaque R, =R, =R;=1QyC, =C,=1FE
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1 2 2
AN
+ +
vcl(t) _:: C, §R1 R3§ c, == ch(t)
Figura 7-20

Sean las variables de estado q,() y g,(?) q,) = Vcl(f) q,(H) = ch(f)

Cuando aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en los nodos 1 y 2 obtenemos

. 4 1) —q,(
Clql(thlT(l)Jrql( )quz( ) _o

9,0 4 g (1) — g, (1) ~0
R, R,

Cyg, (1) +
Al sustituir los valores de R, R,, R;, C, y C,, y al reacomodar, obtenemos que

4,() = —2q,(t) + q,(1)
4,(1) = q,(1) — 2q,(n)

En forma matricial q() = Aq()
A= . ! 0)= ;
n
co | 5 y q X

Entonces, por la ecuacion (7.63) con x(f) = 0 y por medio del resultado del problema 7.43, obtenemos

L L
an=c¥qo=1c’|? TlreT| 2 2RI
1 _b iy
2 2 2 2
é b le*:;[
|4 4
Ee—z + l =3t
4 4
3, 1 - 3,1 =
De esta forma, vcl(t):Ze ’—Ze 3 y VCz(t):Ze Ty ¥
Considere el sistema LIT de tiempo continuo mostrado en la figura 7-21.
a) (El sistema es asintéticamente estable?
b) Encuentre la funcion del sistema H(s).
¢) (Elsistema es estable en el sentido BIBO?
M
| - .
x(t) + y(0)
(= — :E » 2 NE . :E »(2) >
+ 4,(0) q,(t) | (1) o0 -
+

Figura 7-21
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a) De la figura 7-21 y cuando seleccionamos las variables de estado ¢,(f) y ¢g,(f) como se muestra, obtenemos
4,(1) = g,(n) + x(n)

§,(0) = 2¢,() + q,(1) — x(0)
y(@) = q,(t) — q,(0)

En forma matricial q(r) = Aq(r) + bx(¢)
y(@) = cq()
dond A=} b=| | =[1 —1]
onde =1, =1 c=
A —1 N
Ahora c()\)—)\I—A—[_Z )\—1]_)‘ —A—2=AA+DH(A—2)
De este modo, los valores propios de A son A; = —1y A, = 2. Puesto que Re{A,} > 0, el sistema no es asint6ticamente
estable.

b) Por la ecuacion (7.52) la funcion del sistema H(s) estd dada por
Hy=csI-Ay b= —1]| . [
-2 s—1 -1

et e

2(s—2) 2
(s+1)(s—2) s+1

¢) Observe que hay cancelacion de polo-cero en H(s) para s = 2. De esta forma, el tinico polo de H(s) es —1, el cual estd
localizado a la izquierda del plano s. Por consiguiente, el sistema es estable en el sentido BIBO.
Otra vez se observa que el sistema es esencialmente inestable si el mismo sistema no se encuentra relajado al inicio.

7.51. Considere un sistema LIT de tiempo continuo de N-ésimo orden con la ecuacién de estado

q(1) = Aq(n) + bx(1)

Se dice que el sistema es controlable si es posible encontrar una entrada x(f) que lleve al sistema desde
q(ty) = q, hasta q(¢,) = q;, en un tiempo finito especificado y si q, y q, son vectores de estado finitos. De-
muestre que el sistema es controlable si la matriz de controlabilidad definida por

M, =[b Ab .- AV"'b] (7.128)
tiene rango V.

Supongamos que #, = 0y que q[0] = 0. Entonces, por la ecuacién (7.63), tenemos que

4 =q@)=e I;‘ ¢ Ahbx(r)dr (7.129)
Ahora, por el teorema de Cayley-Hamilton podemos expresar e ™ como
N-1
A= N (At (7.130)

=0
Si sustituimos la ecuacién (7.130) en la ecuacién (7.129) y reacomodamos los términos obtenemos

N—1
q=c=| 3 A% f;‘ a, (1) x(T)dr (7.131)
k=0

Sea [l aymxmar =,
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Entonces la ecuacion (7.131) puede volver a escribirse como

N-1
e Mg =y A'bB,
=0
Bo
_ - B
N e Mg =[b Ab - AYp]| " (7132)
By-1
Para cualquier estado q, dado podemos determinar de la ecuacién (7.132) 8, (k =0, 1,. . . , N — 1) tnicas, y, por consi-
guiente, x(¢), si la matriz de coeficientes de la ecuacion (7.132) es no singular, es decir, la matriz
M, =[b Ab <o+ AV 1p]

tiene rango N.
Considere un sistema LIT de tiempo continuo de N-ésimo orden, con una representacion en el espacio de estado

q(0) = Aq() + bx(1)
y(®) = cq(1)
Se dice que el sistema es observable si cualquier estado inicial q(,) puede determinarse al examinar la salida
del sistema y(#) sobre algin periodo finito de tiempo desde ¢, hasta ¢,. Demuestre que el sistema es observable
si la matriz de observabilidad definida por
c

cA
M = . (7.133)
tiene rango N.

Demostramos esto por contradiccién. Supongamos que el rango de M, es menor que N. Entonces existe un estado inicial
q[0] = q, # 0 tal que

M,q, =0
0 eq,=cAq, =" =cA¥ !q, =0 (7.134)
Ahora en la ecuacion (7.65), parax(t) = 0y ¢, = 0,
W) = ceV, (7.135)
Sin embargo, por el teorema de Cayley-Hamilton, e*' puede expresarse como
N-1
A= 2 ak(I)Ak (7.136)
k=0

Si sustituimos la ecuacién (7.136) en la ecuacion (7.135) obtenemos

N—1

Y1) =Y, a(t)eAqy =0 (7137)
k=0

en vista de la ecuacién (7.134). De este modo, q, es indistinguible del estado cero, y por consiguiente el sistema es no
observable. Por tanto, si el sistema se hara observable, entonces M, debe tener rango N.

Considere el sistema en el problema 7.50.

a) (El sistema es controlable?
b) (El sistema es observable?

a) Del resultado del problema 7.50 tenemos que

A:B ﬂ b:{_ﬂ c=[1 —1]
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01 1 -1
Ahora Ab = =
2 1|—1 1
y por la ecuacién (7.128) la matriz de controlabilidad es
M, =[b ab]=| = !
< B!
y \MC\ = (. De esta forma, se tiene un rango menor a 2 y, por consiguiente, el sistema es no controlable.

. 01
b) De manera semejante, cA = [1 — 1] {2 ]} = [_ 2 0]

y por la ecuacion (7.133) la matriz de observabilidad es

[ 1 -1
M, = =
cA -2 0
y \MO\ = —2 #0. De esta forma, su rango es 2 y, por consiguiente, el sistema es observable.

Observe del resultado del problema 7.50b) que la funcién del sistema H(s) tiene cancelacion de polo-cero. Como
en el caso de tiempo discreto, si H(s) tiene cancelacion de polo-cero, entonces el sistema no puede ser controlable ni
observable.

7.54. Considere el sistema mostrado en la figura 7-22.

a) (Elsistema es controlable?
b) (El sistema es observable?
c¢) Encuentre la funcion del sistema H(s).

+

»>(: <l
q,(n d q,(1)

x(1) y(®)

+
qZ(t) qz(t)

Figura 7-22
a) De la figura 7-22 y seleccionando las variables de estado g,(f) y g,(f) como se muestra, tenemos que

q,(t) = q,(t) + 2q,(1) + x(2)
4,(t) = 3q,(H) + x(t)
(1) = q,(5) — q,(0)

En forma matricial q,(t)=Aq(t)+bx(t)

y(@)=cq(t)

donde A=Ll) ﬂ b=m c=[1 —1]
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w3

y, por la ecuacién (7.128), la matriz de controlabilidad es

13
M, =[b Ab]=

1 3

y \MC| = 0. De este modo, su rango es menor de 2 y, por consiguiente, el sistema es no controlable.
. 1 2
b) De modo semejante, cA = [1 - 1] 0 3 = [1 - 1]
y, por la ecuacién (7.133), la matriz de observabilidad es
[ 1 -1
M, = =
R

y \MO\ = 0. De esta manera, su rango es menor que 2 y, por consiguiente, el sistema es no observable.

¢) Porlaecuacion (7.52), la funcidn del sistema H(s) estd dada por

H(s)=c(sI—A)'b
s—1 =27
-’y
e i
(s—D(s—3) 0 s—1||1

Observe que el sistema es tanto no controlable como no observable.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7.55. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado

ylnl
en la figura 7-23. Encuentre la representacion en el es- P@ >| 77! >
pacio de estado del sistema con las variables de estado + . a,1n]

q,[n]'y q,[n] como se muestra.

x[n] {
_» 3
»é y,[n]
z 7z 1 »
+ 4y [n]

Figura 7-24

7.57. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado

Figura 7-23 en la figura 7-25.
7.56. Considere el sistema LIT de tiempo discreto mostrado a) Encuentre la representacion en el espacio de estado
en la figura 7-24. Encuentre la representacion del es- del sistema con las variables de estado g,[n] y g,[n]
pacio de estado del sistema con las variables de estado como se muestra.

q,[n]'y g,[n] como se muestra. b) Encuentre la funcion del sistema H(z).



x[n]

¢) Encuentre la ecuacion en diferencias que relacione
x[n]y yln].

7.58.

7.59.

7.60.

7.61.

7.62.

Figura 7-25

Un sistema LIT de tiempo discreto estd especificado
mediante la ecuacion en diferencias

yln] + yln — 1] — 6y[n — 2] = 2x[n — 1] + x[n — 2]

Escriba las dos formas candnicas de representacion de
estado para el sistema.

Encuentre A" para

0 1
A=l 1 5
6 6
a) Mediante el método del teorema de Cayley-Hamil-

ton.
b) Por medio del método de diagonalizacidn.

Encuentre A" para

300
A=|0 -2 1
0 4 1

a) Mediante el método de descomposicion espectral.
b) Con el método de la transformada z.

Dada una matriz

—1 2 2
A=| 2 -1 2
2 2 -1

a) Encuentre el polinomio minimo m(A) de A.
b) Mediante el resultado para el inciso a), encuentre A”.

Considere el sistema LIT de tiempo discreto con la si-
guiente representacion en el espacio de estado:

0o 10 1
qn+1]=|0 0 1|q[n]+]|0|x[n]
0o -1 2 1

yln]1=[0 1 0]q[n]

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

a) Encuentre la funcién del sistema H(z).
b) (El sistema es controlable?
¢) (El sistema es observable?

7.63. Considere el sistema LIT de tiempo discreto en el pro-

blema 7.55.

a) (Es el sistema asintéticamente estable?
b) (El sistema es estable en sentido BIBO?
¢) (El sistema es controlable?

d) (El sistema es observable?

7.64. La controlabilidad y observabilidad de un sistema LIT
pueden investigarse al diagonalizar la matriz A del sis-
tema. Un sistema con una representacion en el espacio

de estado
v[n+1]= Av[n]+ bx[n]

yln]=¢vin]

(donde A es una matriz diagonal) es controlable si el
vector b no tiene elementos cero, y es observable si
el vector € no tiene elementos cero. Considere el siste-
ma LIT de tiempo discreto en el problema 7.55.

a) Seav[n] = Tq[n]. Encuentre la matriz T tal que la
nueva representacion en el espacio de estado tenga
una matriz del sistema diagonal.

b) Escriba la nueva representacién en el espacio de
estado del sistema.

¢) Por medio del resultado del inciso b), investigue la
controlabilidad y la observabilidad del sistema.

7.65. Considere la red del circuito mostrado en la figura 7-26.
Encuentre una representacion en el espacio de estado
para la red con las variables de estado g,(7) = i,(?), g,(t)
= v(t) y las salidas y,(t) = i,(¢), y,(t) = v(t), supo-
niendoque R, =R, =1Q,L=1HyC=1F

R,
WW

i 1('t) iy ()

n
x(t)() C=vdD)

Figura 7-26

7.66. Considere el sistema LIT de tiempo continuo mostrado
en la figura 7-27.

a) Encuentre la representacién en el espacio de estado
del sistema con las variables de estado ¢,(¢) y g,(t)
como se muestra.

b) (Para qué valores de « serd el sistema asintdtica-
mente estable?
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x(1) y(@®)
+ > 41%&) Jr‘g ml%”

* 9

o<

Figura 7-27

7.67. Un sistema LIT de tiempo continuo estd descrito por

Escriba dos formas canénicas de la representacion de
estado para el sistema.

7.68. Considere el sistema LIT de tiempo continuo mostrado
en la figura 7-28.

a) Encuentre la representacion en el espacio de estado
del sistema con las variables de estado q,(f) y ¢,(7)
como se muestra.

b) (El sistema es asintéticamente estable?

¢) Encuentre la funcién del sistema H(s).

d) (Elsistema es estable en el sentido BIBO?

+
x(@) R é y®
+ oy qz(t) +
+

7.69. Encuentre e para

Figura 7-28

)

a) Mediante el método del teorema de Cayley-Ha-
milton.

1
7.55. q[n+1]= B é q[n]+|:(1):|x[n]
6

D= O

ylnl=[-1 2]q[n]

7.56. q[n+1]= q[n]-i{ﬂx[n]

10
ylnl= }q[n]

7.70.

7.71.

7.72.

7.73.

7.74.

7.57.

b) Por medio del método de descomposicién espec-
tral.

Considere la matriz A en el problema 7.69. Encuentre
e My demuestre que e A = [eM] 7.

Encuentre ¢ para

S

a) Por medio del método de diagonalizacién.
b) Con el método de la transformada de Laplace.

Considere la red de circuito en el problema 7.65 (figura
7-26). Encuentre v(f) si x(f) = u() bajo una condicién
inicialmente relajada.

Mediante el método del espacio de estado, resuelva la
ecuacion diferencial lineal

V') + 3y (@) + 29(1) =0

con las condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1.

Como en el caso de tiempo discreto, la controlabilidad
y la observabilidad de un sistema LIT de tiempo conti-
nuo pueden investigarse al diagonalizar la matriz A del
sistema. Un sistema con la representacion en el espacio
de estado

V(1) = Av(?) + bx(y)
y(1) = ¢&v(2)

donde A es una matriz diagonal, es controlable si el vec-
tor b no tiene elementos cero, y es observable si el vector
¢ no tiene elementos cero. Considere el sistema de tiem-
po continuo en el problema 7.50.

a) Encuentre en una nueva representacion en el espa-
cio de estado del sistema al diagonalizar la matriz
A del sistema.

b) (El sistema es controlable?

¢) (El sistema es observable?

1 —l 1
a) q[nt+1]= 2 q[n]+{0}c[n]

1 0
yInl= % ﬂq[n]—éx[n]
1722 —4z—1
b) H(z)=--"7%
6zz—z+l
2

1
o) ylnl—yln—1] +§y[n —2]

__1 2 =t ie—
= 6x[n]+3x[n 1]+6x[n 2]



7.58.

7.59. A . ; . .
(Y (1) (1) [t
2 3 2 3
3" 0 0
1 4 1 1
760. A"=| 0 —-Q2)"+=(—3)" =-Q)"—--
5( ) 5( ) 5( ) 5(
4 4 4 1
0 =-2)"—=F3)" =QQ)"—-=
5( ) 5( ) 5( ) 5
7.61. @) m(A)=A-3)A+3)=A*-9
3" +2(=3)" 3"—=(=3)" 3" —-(=3)"
b) A" :% 3/1 _ (_ 3)}1 3;1 + 2(_ 3)n 3/7 _ (_ 3)/1
3 —(=3)" 3"—(=3)" 3"+2(—3)
7.62. a) H (z):#
o (=17
b) El sistema es controlable.
c) El sistema es no observable.
7.63. a) El sistema es asintticamente estable.
b) El sistema es estable en el sentido BIBO.
¢) El sistema es controlable.
d) El sistema es no observable.
1 =2
7.64. a) T=
-1 3
30 2
b) vin+l1]= v[n]+ x[n]
1 3
0 -
2
ylnl=[-1 0]v[n]
¢) Elsistema es controlable, pero no observable.
-1 1 0
7.65. q(1) _{1 J q(t)+[1}(t)

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1 T 4|2
(1) qn+1]= 6 0q[n] 1X[n]

yln]=[1 0]q[n]

2 =[] +|°
@ vintll=) o fvial+] jxin]

ylnl=[1 2]vin]

A A

[0 -1 N 1
y@) = 0 1 q(r) 0 x(1)

3)"

(=3)"

7.66.

7.67.

7.68.

7.69.

7.70.

7.71.

7.72.

7.73.

7.74.

-3 1 0
a) fl(l){ }I(l)v{ }C(Z)
—a 1 1
y@»)=[1 0]q()

b) a=4
=3 1 0] [ 3

() aoy=| 1 0 1[lg®)+| 0[x@®)
| 2 0 0] -1

y®)=[1 0 0]q()

! 0] K

2) vit)={0 0 1|v()+]0|x()
12 1 —3] |1

y=[-1 0 3]v@)

, -2 -3 0
a) q)= 0 1 q@)+ ! x(1)

yo) =[1 1]q@)
b) El sistema no es asintoticamente estable.

1
C) H(S):m

d) El sistema es estable en el sentido BIBO.

Af 1 cost sent
e =e
—sent cost

_ cost —sent
e Ar _ et
sen t cos ¢t

1 _ _
vC(t):E(l-i-e "sent—e 'cost), t>0
yE)=e'—e X t>0

) -1 0 1
a) V(t)={ 0 z}v(t){o}x(t)

yn=[2 —1]v@)

b) El sistema es no controlable.
c) Elsistema es observable.






APENDICE A

Repaso de teoria
de matrices

A.1 NOTACIONY OPERACIONES DE MATRICES

A. DEFINICIONES

1. Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de elementos con m renglones (o filas) y n columnas, y se
denota como

ayp ap ar,
ayp Ay ot Ay,

A= : : . : =[aij]an (A1)
A1 A2 D

Cuando m = n, A se denomina matriz cuadrada de orden n.
2. Una matriz de 1 X n se llama vector renglon n-dimensional.

la, a, a,] (A.2)
Una matriz de m X 1 se denomina vector columna m-dimensional.
ap
a
2! (A.3)
aml

3. Una matriz cero [0] tiene todos sus elementos iguales a cero.
4. Una matriz diagonal D es cuadrada y todos sus elementos, excepto los de la diagonal principal, son iguales a

cero:
d 0 - 0
D= . . (A.4)

n
En ocasiones la matriz diagonal D en la ecuacién (A.4) se expresa como

D = diagd, d, - d) (A.5)
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5. La matriz identidad (o unitaria) I es diagonal y todos los elementos de su diagonal principal son iguales a 1.

1 0 --- 0
01 --- 0
= .. . (A.6)
0 0 1
B. OPERACIONES
Sea A = [Cl ]m><n’ = [bij]an’ y C= [cij]mx'
a) Igualdad de dos matrices: A=B= a; = bij (A.7)
b) Adicion: C=A+B=> c;=a;tb, (A.8)
¢) Multiplicaci6n por un escalar: B=aA=b,= aa; (A.9)
Sia = —1, entonces B = —A se denomina negativa de A.
1 2 3 2 0 —1
EJEMPLO A.1 Sea A= B=
-1 0 4 -2
1+2 2+0 3-1 32 2
Entonces A+B=
—1+4 0+1

-2 0 1
—-B=(—-1)B=
-4 -1 2
1-2 2—-0 3+1 -1 2 4
A-B= =
[—1—4 0—1 4+2} [—5 -1 6}
Notas:

A=ByB=C=A=C

A+B=B+A

.A+B)+C=A+B+C)

A+0=0+A=A (A.10)
A-A=A+(-A)=0

(x+ B)A = aA + oB

. a(A+B)=aA + aB

- a(BA) = (aP)A = B(aA)

d) Multiplicacién:

Sea A = [q, ]an, =[b.]

ij"nXp

I T R

yC=

[Cij] mXp °
C=AB=c; =Y ayb; (A.11)
k=1
La matriz del producto AB estd definida sélo cuando el nimero de columnas de A es igual a la cantidad de renglones

de B. En este caso se dice que A y B son conformables.

0 -1
EJEMPLOA.2 Sea A=|1 2 B= {1 2}
2 -3



0 —1 L o om+(=Dn3
Entonces AB=|1 2 L’ 3 1} = I(1)+203)
2 -3 2()+(—=3)3

pero BA no esta definido.

A.2 TRANSPUESTA E INVERSA

02)+(=D(=Dn] [-3 1
12)+2(=1) |=| 7
2+ (=3-1| |-7 7

Adicionalmente, incluso si tanto AB como BA estan definidos, en general
AB # BA (A.12)
[0 —1] 1 2
EJEMPLO A.3 Sea A= B=
R 2| 3 -1
[0 —17[1 2 -3 1
Entonces AB = =
| 1 2_{3 - 1} [ 7 0}
(1 270 —1 2 3
BA = = #AB
13 —1j|r 2 -1 =5
Como ejemplo del caso donde AB = BA.
EJEMPLO A4 Seca |10 B= 20
0 3 0 4
0
Entonces AB=BA = { 12}
Notas:
1. AO=0A=0
2. AT=T1A=A
3. (A+B)C =AC + BC (A.13)
4. AB+ C)=AB + AC
5. (AB)C = A(BC) = ABC

6. o (AB) = (@A)B = A(aB)

Es importante advertir que AB = 0 no implica necesariamente
EJEMPLO A.5 Sea

1
Entonces

A.2 TRANSPUESTA E INVERSA

A. TRANSPUESTA

|
|

que A=0oqueB =0.

|
|

1
-2

|

1
-2

0 0
0 0

Sea A una matriz de n X m. La transpuesta de A, denotada por A”, es una matriz de m X n que se forma al intercam-

biar los renglones y las columnas de A.

1 2 3
-1 0 4

B=AT=b. =a,
ij Ji

_ 1

EJEMPLO A.6

o]

2 3"
-1 0 4

Si AT = A, entonces se dice que A es simétrica, y si AT = —A,

(A.14)

1
2
3

se dice que A es antisimétrica.
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1 2 3 0 I -2
EJEMPLO A.7 Sea A=|2 4 -1 B=|-1 0 3
3 -1 5 2 -3 0

Entonces A es una matriz simétrica y B es una matriz antisimétrica.

Observe que si una matriz es antisimétrica, entonces todos sus elementos diagonales son iguales a cero.

Notas:
1. A=A
2. (A+B)7=A"+B" (A.15)
3. (@A) = AT

4. (AB) = BTA”

B. INVERSAS

Se dice que una matriz A es invertible si existe una matriz B tal que cumpla con

BA=AB =1 (A.16a)
La matriz B se denomina inversa de A y es denotada mediante A~ De este modo,
ATTA=AA'=1 (A.16b)
2 1 1 -1 I —1(2 1 10
EJEMPLO A.8 = =
1 1 —-1 2 -1 21 1 0 1
0 | I I R
De este modo, =
11 -1 2
Notas:
. ATHT=A
2. AHI'=(AN)! (A.17)

3. (aA) ' =1 A7
4. (AB) '=B1A!
Observe que si A es invertible, entonces AB = 0 implica que B = 0 puesto que

AT'TAB=IB=B=A"10=0

A.3 INDEPENDENCIA LINEALY RANGO

A. INDEPENDENCIA LINEAL

Sea A =[a; a, --- a,],donde a;denota el i-€simo vector columna de A. Se dice que un conjunto de vectores
columna a;(i = 1, 2, .. ., n) es linealmente dependiente si existen nimeros «,(i = 1, 2, . . ., n), no todos iguales a
cero, tales que

aa +a,a,+--+aa =0 (A.18)

Si la ecuacion (A.18) se cumple s6lo para toda «;; = 0, entonces se dice que el conjunto es linealmente independiente.

1 2
EJEMPLOA.9 Sca a =[-1| a,=| 1 a,=
0 —1 -3

Puesto que 2a, + (—3)a, + a; = 0, a,, a, y a, son linealmente dependientes. Sea



A.4 DETERMINANTES

1 0 0

d =0 d,=|1 d;=|0

0 0 1
a, 0
Entonces ozld1 + a2d2 +a3d3 =la, |= 0
o 0

3

implica que a; = o, = a3 = 0. De este modo, d,, d, y d; son linealmente independientes.

B. RANGO DE UNA MATRIZ

El niimero de vectores columna linealmente independientes en una matriz A se denomina rango de columna de A,y
el numero de vectores renglén linealmente independientes en una matriz A se conoce como rango de renglon de A.
Puede demostrarse que

Rango de A = rango columna de A = rango renglén de A (A.19)
Nota:

Si el rango de una matriz A de N X N es N, entonces A es invertible y A~! existe.

A.4 DETERMINANTES

A. DEFINICIONES

Sea A = [a;] una matriz cuadrada de orden N. Asociamos A con un nimero establecido, conocido como determi-
nante, denotado como det A o como |A|. Sea M;; la matriz cuadrada de orden (N — 1) obtenida de A al eliminar el
i-ésimo renglon y la j-€sima columna. El nimero A;; definido por

A, = (_1)i+]'|Mij| (A.20)
se conoce como cofactor de a;. Entonces det A se obtiene por medio de
N
detA=[A|=Y aA;,  i=L2,..N (A.21a)
k=1
N
0 detA=[A|=Y a4,  j=12,...N (A.21b)

k=1

La ecuacion (A.21a) se conoce como expansion de Laplace de ‘A| a lo largo del i-ésimo renglén, y la ecuacion
(A.21b) se denomina expansion de Laplace de ‘A’ a lo largo de la j-é€sima columna.

EJEMPLO A.10 Para una matrizde 1 X 1,

A=la,1—> Al =q, (A.22)
Para una matriz de 2 X 2,

a a a a
1 9 1 12
A:[ }—>|A|: = a1y ~ Aoy (A.23)
ayp dxp ayp dp
a4 4y
Para una matriz de 3 X 3, A= Ay, Ay Gy,
a a

32 933
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Mediante las ecuaciones (A.21a) y (A.23), obtenemos

a4y 43

Al= _ dyy A3 | dy; Ay n ay Ay
| |_ ayp Ay dy3 | = dyp ap aps
dszp ds3 aszp dsz3 azp  dz
aszy dzp  dsz
= ayanazy T apayasy T a3aya3 — aay3a3 — djpdy Az T dp3dds) (A.24)

B. RANGO DEL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

El rango del determinante de una matriz A se define como el orden de la submatriz cuadrada mas grande M de A tal
que det M # 0. Puede demostrarse que el rango de A es igual al rango determinante de A.

1 2 4
EJEMPLO A.11 Sea A=|-1 1 5
0 -1 -3

Observe que \A| = (. Una de las submatrices mds grandes cuyo determinante no es igual a cero es
1 2
-1 1
Por consiguiente, el rango de la matriz A es 2. (Véase el ejemplo A.9.)

C. INVERSA DE UNA MATRIZ

Por medio de los determinantes, la inversa de una matriz A de N X N puede calcularse como

A=t adj A (A.25)
det A
All A21 ANI
y adjA=[4,,]" = AJZ A? N Af“ (A.26)
Ay Ay o Ay

donde A; es el cofactor de a;; definido en la ecuacion (A.20) y “adj” quiere decir adjunta. La férmula (A.25) se utiliza
principalmente para N = 2y N = 3.

1 0 -3
EJEMPLO A.12 Sea A=|1 2 0
3 -1 =2
2 0 1 2
Entonces |A|= -3 =—4-3-7=17
-1 =2 3 —1
' 2 0 0 -3 0 —3|]
-1 =2 -1 =2 2 0
-4 3 6
) 1 0 1 =3 1 =3
adjA=| — — = 2 7 =3
3 -2 3 =2 1 0
-7 1 2
1 2 1 0 10
|3 1 3 —1 1 2 |




A.5 VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

-4 3 6
De este modo, Ail:ﬁ 2 7 =3
-7 1 2
-1
Para una matriz de 2 X 2, {a” au} =;[ 2 _a12} (A.27)
ayp Ay Ay Gy — Applsy |~ Ay, ap

De la ecuacién (A.25) observamos que si el det A = 0, entonces A~ ! no existe. La matriz A se denomina singu-
lar siel det A = 0, y no singular si el det A # 0. De este modo, si una matriz es no singular, entonces es invertible
1.
y A7 existe.

A.5 VALORES PROPIOS (VALORES CARACTERISTICOS)Y VECTORES
PROPIOS (VECTORES CARACTERISTICOS)

A. DEFINICIONES

Sea A una matriz de N X N. Si
Ax = Ax (A.28)

para algtin escalar A y vector columna distinto de cero X, entonces A se conoce como valor propio (o valor caracte-
ristico) de A, mientras que X se conoce como vector propio (0 vector caracteristico) asociado con A.
B. ECUACION CARACTERISTICA
La ecuacion (A.28) puede volver a escribirse como
AM—-A)x=0 (A.29)

donde I es la matriz identidad de N-ésimo orden. La ecuacion (A.29) tendrd un vector propio x distinto de cero s6lo
si AI — A es singular, es decir,

N —A|l=0 (A.30)
la cual se denomina ecuacion caracteristica de A. El polinomio c¢(A) definido por
cA)=[AI=A| =A"+ ¢, A1+ + A+ (A.31)
se conoce como polinomio caracteristico de A. Ahora bien, si A}, A,, . . ., A; son valores propios distintos de A,
entonces tenemos que
cA) = A = AD™MA = A)" (A =A™ (A.32)
donde m; + m, + - - - + m; = N'y m; se denomina multiplicidad algebraica de A..
TEOREMA A.1
Sean A, (k = 1,2, ..., i) los distintos valores propios de A y sean x, los vectores propios asociados con los valores
propios A,. Entonces el conjunto de vectores propios X, X, . . . , X; es linealmente independiente.
PRUEBA La prueba se realiza por contradiccién. Suponga que X;, X,, . . . , X;son linealmente dependientes.
Entonces existen «, a,, . . . , «; distintas de cero tal que
i
ax; tayx, +o-tax, = E ax, =0 (A.33)
K=1

Si suponemos que «; # 0, entonces por la ecuacion (A.33) tenemos que

AT =AY AT = A) - (AT - A)

i akxk}=0 (A.34)
K=l



APENDICE A REPASO DE TEORIA DE MATRICES

Ahora, de la ecuacion (A.28) ()\jI —A)x, = ()\j — A)X, jFk
y AJ—-Ax =0
Entonces la ecuacion (A.34) puede escribirse como

aA, = A)A; = A) (A, —ADx, =0 (A.35)
Puesto que A, (k = 1,2, ..., i) son distintos. La ecuacién (A.35) implica que a; = 0, lo cual es una contradiccidn.
De este modo, el conjunto de vectores propios X;, X,, . . . , X; son linealmente independientes.

A.6 DIAGONALIZACIONY TRANSFORMACION DE SIMILITUD
A. DIAGONALIZACION

Supongamos que todos los valores propios de una matriz A de N X N son distintos. Sean X;, X,, . . . , Xy los vectores
propios asociados con los valores propios A, A, . . ., Ay. Sea
P=[x, x, X, ] (A.36)
Entonces AP = A[x1 X, o XN]
=[Ax1 Ax, - AXN]
=[/\1x1 AX, oo /\NXN]
A O 0
0 A - 0
=[x1 X, - XN] .. . . [=PA (A.37)
0 0 Ay
. 0 0
0 A, -« 0
donde A=|. . . (A.38)
0 0 Ay

Por el teorema A.1, P tiene N vectores columna linealmente independientes. De este modo, P es no singular y P!
existe, y por consiguiente

A 0 o 0

. 0 A - 0

P 'AP=A=|. 7 . ) (A.39)
0 0 - Ay

Denominamos a P matriz de diagonalizacion o matriz de vectores propios, y a A la matriz de valores propios.
Notas:

1. Una condicién suficiente (pero no necesaria) para que una matriz A de N X N sea diagonalizable es que A tenga
N valores propios distintos.

2. Si A no tiene N vectores propios independientes, entonces A es no diagonalizable.

3. La matriz de diagonalizacién P no es tnica. Al reordenar las columnas de P o al multiplicarlas por escalares
distintos de cero se producird una nueva matriz de diagonalizacion.

B. TRANSFORMACION DE SIMILITUD
Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. Si existe una matriz no singular Q tal que
B=Q 'AQ (A.40)

entonces decimos que B es similar o semejante a A 'y la ecuacion (A.40) se conoce como transformacion de similitud.
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Notas:

. Si B es similar a A, entonces A es similar a B.

. Si A es similar a B y B es similar a C, entonces A es similar a C.

. Si A y B son similares, entonces A y B tienen los mismos valores propios.

. Una matriz A de N X N es similar a una matriz diagonal D si y sélo si existen N vectores propios linealmente
independientes de A.

SN =

A.7 FUNCIONES DE UNA MATRIZ

A. POTENCIAS DE UNA MATRIZ

Definimos las potencias de una matriz A de N X N como

A"=AA---A
[ —

A'=T1 (A.41)

Puede verificarse facilmente por multiplicacion directa que si

d 0 - 0
0 d, - 0
D=| ] (A.42)
0 0 dy
d' 0 0
0 d 0
entonces D" = 2 (A.43)
0 0 - dp
Notas:
1. Si los valores propios de A son A, A,, . . ., A, entonces los valores propios de A" son A}, AJ, ..., AL
2. Cada vector propio de A sigue siéndolo de A".
3. Si P diagonaliza A, es decir,
A O 0
-1 & 0 A.44
P 'AP=A= : (A.44)
0 0 Ay
entonces también diagonaliza A", es decir,
A0 0
A}’l
pap=A =" 2 0 (A.45)
0 0 - Ay
puesto que (P~'AP) (P~ 'AP) = P 1A?P = A?

(P~'A?P) (P~'AP) = P 'AP = A’ (A.46)
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B. FUNCION DE UNA MATRIZ

Considere una funcién de A definida por

f(/\)=a0 +a1)\+a2/\2 +...= E ak)\k
£=0

Con cualquier funcién de este tipo podemos asociar una funcién de una matriz A de N X N:

fA) =al+aA+a,A>+-= a A
k=0

Si A es una matriz diagonal D en la ecuacién (A.42), entonces por medio de la ecuacion (A.43) tenemos que

fMD)=al+aD+a,D’+--=) aqD*
k=0

Y a,df 0o - 0
k=0
} fd) 0
|0 Yady - 0 || 0 fd)
= k=0 =l . :
’ 0 0
k
0 0 - Y ad,
. k:o -
Si P diagonaliza A, es decir [ecuacién (A.44)],
P 'AP=A
entonces tenemos que A = PAP!
y A% = (PAP7) (PAP™!) = PA?P!

A3 = (PA’P~!) (PAP"!) = PAP

De este modo, obtenemos f(A) =Pf(AP!

Al reemplazar D y A en la ecuacién (A.49) obtenemos que

F) 0 0
say=p| O TR0 e
0 0 e fA)

donde A, son los valores propios de A.

C. ELTEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Sea el polinomio caracteristico c¢(A) de una matriz A de N X N de la forma dada por [ecuacién (A.31)]

c)=|M=A]=A+c, A+ +cA+g

fdy)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

El teorema de Cayley-Hamilton establece que la matriz A satisface su propia ecuacion caracteristica; es decir,

c(A)=A¥+c, AV T+t A+cl=0

EJEMPLO A.13 Sea A= {2 1}

(A.54)
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Entonces su polinomio caracteristico es

A—

) 2 1T 2 1 10
y c(A)=A" —5A +6lI= -5 +6
0 3 0 3 0 1
|45 10 5 N 6 0
o 9] |0 15] |0 6
o o
= :0
0 0
Al reescribir la ecuacion (A.54) tenemos que

AV=—l—-cA—- —c

A-2 -1
c(/\)=|/\I—A|=‘ 3‘=(/\—2)()\—3)=/\2—5)\+6

AN (A.55)

N—1

Al multiplicar por A y después sustituir la expresion (A.55) por A" en el lado derecho y reordenar términos, obte-
nemos

AN+]:aOI_i_alA_}_..._l_aN_lAN*l (A.56)

Al continuar este proceso podemos expresar cualquier potencia entera positiva de A como una combinacién lineal de
LA, ..., A" ! Deeste modo, f(A) definida por la ecuacién (A.48) puede representarse mediante

FA)=bI+bA++b, AN7'= Zb A" (A.57)

De manera similar, si A es un valor propio de A, entonces f (A) también puede expresarse como

F)=by +bA+ - +by AN = 2 b, A" (A.58)

De este modo, si todos los valores propios de A son distintos, los coeficientes b,, (im = 0, 1, ..., N — 1) pueden
determinarse mediante las siguientes N ecuaciones:

FAY =by+bA + - +by Ay k=1,2,...,N (A.59)

Si todos los valores propios de A no son distintos, entonces la ecuacién (A.59) no producird N ecuaciones. Suponga-
mos que un valor propio A, tiene multiplicidad r y que todos los demds valores propios son distintos. En este caso, al
diferenciar ambos lados de la ecuacién (A.58) r veces con respecto a A y establecer A = A;, obtenemos r ecuaciones
correspondientes a A;:

dﬂ—]
d)\l’l*l

d}’l 1 B
I 1[Eb J n=12,...r (A.60)
A=A

i

A=A;

i

Al combinar las ecuaciones (A.59) y (A.60), podemos determinar todos los coeficientes b,, en la ecuacion (A.57).

D. PoLiNomIO MiNIMO DE A

El polinomio minimo m(A) de una matriz A de N X N es el de menor grado con 1 como su coeficiente principal, de
modo que m(A) = 0. Puesto que A satisface su ecuacion caracteristica, el grado de m(\) no es mayor que N.

0
EJEMPLO A.14 Sea A:{g }
o

El polinomio caracteristico es

A—a 0

c(/\)=|)\I—A|=‘ e

‘=()\—a)2=)t2—2a/\+a2
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mientras que el polinomio minimo es cA)=A—a

a 0 1 0 00
uesto que m(A)=A—al= —a = =0
pso R R
Notas:

1. Todo valor propio de A es un cero de m(A).

2. Si todos los valores propios de A son distintos, entonces c(A) = m(A).

3. ¢(A) es divisible entre m(A).

4. m(A) puede utilizarse de la misma manera que c(A) para expresar las potencias mds altas de A en términos de un
ndmero limitado de potencias de A.

Es posible demostrar que m(A) puede determinarse por

A
m() = <X (A.61)
d(A)
donde d(A) es el maximo comun divisor (mcd) de todos los elementos de adj(AI — A).
5 -6 —6
EJEMPLO A.15 Sea A=|—-1 4 2
3 -6 —4
A—=5 6 6
Entonces cM=AI-A=| 1 A-4 =2
-3 6 A+4
=AY =502 +8A—4=(A —1)(A—2)
[ A-4 -2 6 6 6 6
6 A+4 6 A+4 A—4 =2
d'[/\I A]— 1 -2 A=35 6 A=5 6
aJ -3 A+4 ~3 A+4 1 -2
1 A—4 A=5 6 A=35 6
| |—3 6 -3 6 1 A—4] ]
[(A+2)A=2) —6(A—2) —6(A—2)
= —(A—=2) A+DA—2) 2(A—2)
3(A—2) —6(A—=2) A=2)A=T7)
De este modo, d(A) = A — 2y asi
my =Y _ A na—2)=A2—30+2
d()
4 -6 —6 3 -6 —6 0 00
y mA)=A-IA-2D)=|—1 3 21|—1 2 2|=10 0 O
3 -6 —5 3 -6 —6 0 00
E. DESCOMPOSICION ESPECTRAL
Puede demostrarse que si el polinomio minimo m(A) de una matriz A de N X N tiene la forma
mA)=A—=A)A—A) - (A—A) (A.62)

entonces A puede representarse mediante

A=\E, + LE, + = + AE, (A.63)
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donde E; (j = 1, 2, ..., i) se denominan matrices constifuyentes y tienen las siguientes propiedades:
I.I=E +E,+ - +E,
2.EE =0m+k (A.64)
3.E =E,

4. AE,=EA = \E,

Cualquier matriz B para la cual B> = B se conoce como idempotente. De este modo, las matrices constituyentes E;
son matrices idempotentes. El conjunto de valores propios de A se denomina espectro de A, y la ecuacion (A.63) se
conoce como descomposicion espectral de A. Mediante las propiedades de la ecuacion (A.64) tenemos que

A2 =\’E, + AJE, +---+ A’E,

A"=MNE, +AME, +---+ A'E; (A.65)
y FAA) = FODE, + FA)E, + - + A, (A.66)
Las matrices constituyentes E; pueden evaluarse como sigue. La expansion en fracciones parciales de
1 1
mA)  A=A)A=A) (A= X)
k, k, k;
= + + .ot
1
conduce a kj =—
H (A;=A)
Entonces 1 kgi(M)+ kg (M) +---+ kigi(A)
mA) A= ADA=A) (A=A
donde g; (M= n A=A,)
m=1

m# j

Sea ej(A) = k;g;(A). Entonces las matrices constituyentes E; pueden evaluarse como

ﬂ (A=A, I)
m=1

E =¢A)="01 (A.67)
[T =20

EJEMPLO A.16 Considere la matriz A en el ejemplo A.15:

5 -6 —6
A=|—-1 4 2
3 -6 —4
Del ejemplo A.15, tenemos que m(A)=(A—1)(A—2)

1 1 N .
mAd) A-DA—-2) A—1 A—2
y gM)==(A=2) eAN)=ArA-1

Entonces
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-3 6 6
Entonces E =¢A)=—(A-2D=| 1 -2 -2
-3 6 6
4 -6 —6
E,=¢A)=A-1=|-1 3 2
3 -6 —5
A=ME +\ME, =E, +2E,
-3 6 6 4 —6 —6 5 -6 —6
= 1 =2 —=2|+2|—-1 3 2(=|—-1 4 2
-3 6 6 3 -6 —5 3 -6 —4

A.8 DIFERENCIACION E INTEGRACION DE MATRICES

A. DEFINICIONES

La derivada de una matriz A(f) de m X n esta definida como la matriz de m X n, cada elemento de la cual es la deri-
vada del elemento correspondiente de A; esto es,

d [ d
—Al)=| —a;(t
dt ® | dt 4 )Lm
[ d d d i
Eall(t) Ealz(t) e Zaln(t)
d d d (A.68)
_ EGZI(Z‘) 5022(1‘) Eazn(z‘)
d d
— t) — t — t
_dlaml( ) dtam2( ) dtamn( )_
De manera similar, la integral de una matriz A(¢) de m X n estd definida como
[awdr=|[a;0rar]
_[a”(t)dt J-alz(t)dt Jaln(t)dt
| Jan@adr Jay@de [ay, @) a (A.69)
_[aml(t) dt jamz(t) dt Jamn(t) dt

EJEMPLO A.17 Sea

Entonces

—t —t 1
e dt | _

d iﬁ

dt dt

_J.Jl dt _[;P dt

2t
0 3t

_I;zdt J(itz dr B %

A= W[~
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B. DIFERENCIACION DEL PRODUCTO DE DOS MATRICES
Si las matrices A(¢) y B(7) pueden diferenciarse con respecto a t, entonces

d =dA(t) dB(r)
0 [A(®)B(1)] 0 B(t)+A(t)—dt (A.70)



Propiedades de los

sistemas lineales invariantes
en el tiempo y diversas
transformadas

B.1 SISTEMAS LIT DE TIEMPO CONTINUO

Respuesta al impulso unitario: A(f)

Convolucion: y(r) = x(f) = h(t) = J:g x(T)h(t — 1)dT
Causalidad: i(r) = 0,1 <0

Estabilidad: [~ [ h()| dr < oo

B.2 LATRANSFORMADA DE LAPLACE

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE BILATERAL (O DE DOS LADOS)

DEFINICION:
x(t) 2 X (s)

X(s) = f x(t)e ™ dt
_ 1 c+ joo st
x(f) = Er j(_ij(s)e ds

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE BILATERAL
Linealidad: a x,(t) + a,x, (1) <> a, X,(s) + a,X, (5),R" DR NR,
Desplazamiento en el tiempo: x(f — #,) <> e~ X(s), R =R

Desplazamiento en s: e x(t) < X(s — s,), R* = R + Re(s)
1

Escalamiento en el tiempo: x(at) <> HX (s), R”=aR
a

Inversion en el tiempo: x(—1) <> X(—s), R" = —R

dx(1)
dt

Diferenciacion en < sX(s),R"DOR



dX(s)
s b

Diferenciacion en s: — tx(7) < R'=R

Integracion: j’ w7 dr < L X(s). R D RN (Re(s)> 0)
e s
Convolucion: x, (1) # x,(t) <> X,(5)X,(s), R D R, NR,

ALGUNOS PARES DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE
0(t) < 1, paratoda s

u(t) < l Re(s)>0
S
—u(—1t) < l Re(s)<0
s
1
u(r) < —,Re(s) >0
S
x k!
tu(t) < ey Re(s)>0
S
e “u(t) — L, Re(s) > —Re(a)
st+a

— ef‘”u(— t) < L, Re(s) < —Re(a)
sta

te “u(t) <

a)2 , Re(s) > —Re(a)

—te “u(—1) - ﬁ, Re(s) < —Re(a)

cos wlu(t) < % Re(s) >0

w
sen wyfu(t) <> ——>—, Re(s) >0
g

s2 +
—at st+a
e © cos wytu(t) < — Re(s) > —Re(a)
(s+a) +w;
_ ,
e “"sen wytu(t) < %, Re(s) > —Re(a)
(s +a) + w;

B.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE @

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE UNILATERAL (O DE UN LADO)

DEFINICION

x() L X, (s)

X,(s)= j; x(t)e dt

ALGUNAS PROPIEDADES ESPECIALES
DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

d);(tt) X, ()= x(07)

2
dd’zy) 52X, () — sx(07) = x’(07)
4" x(t)

dr"

0" =1im©0—e)

£—>o0

= "X (5)— 5" X0 )= 5" 20 )= —x"TD07)
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INTEGRACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

[\ xmydres éX,(s)

[" xtmydrLx,0+L Joi x()dr
. ; S

Teorema de valor inicial: x(0+) = lim sX,(s)
§—> 00

Teorema de valor final: lim x(¢) = lim sX, (s)
t—o0 s—0

B.3 LATRANSFORMADA DE FOURIER

Definicion: _
x(t) <L X(w)

oo

X(w)= J‘iwx(t)efj“”dt

2= [7 X(w)e do
2 "

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Linealidad: a,x,(t) + a,x, (t) < a; X, (w)+ a, X, (w)
Desplazamiento en el tiempo: x(t — ;) < e /ol x (w)
Desplazamiento en la frecuencia: 0 x(1) < X(w — )

. . 1 w
Escalamiento en el tiempo: x(at) < H X|—

a a
Inversién en el tiempo: x(—1) < X(— w)
Dualidad: X(t) <> 27x(— w)
dx(t)

Diferenciacion en el tiempo: 0 — joX(w)
t

Diferenciacion en la frecuencia: (—jt)x(z) < @
w
Integracion: '[t x(1)dT < m7X(0)0(w)+ L X(w)
o o
Convolucién: x;(t)*x,(t) < X;(w) X, (w)

1
Multiplicacién: x;(#)x,(t) < 2— X|(w)* X, (w)
T

Sefial real: x(f) = x,(t) + x,(t) < X(w) =A(w) + jB(w)
X(—w)=X*(w)
Componente par: x,(t) < Re{X(w)} =A(w)
Componente impar: x,(¢) < jIm{X(w)} = jB(w)
RELACIONES DE PARSEVAL
j:xl (MX,(A)dA = jlxl (M)x,(A) dA

o 1 oo
J._wxl ()x, () dt = %Lﬁ X(0)X,(— ) do

o 1 oo
Lo (o) dt = - L, 1X(o) do



PARES COMUNES DE TRANSFORMADAS DE FOURIER
8(t) 1
8t —1y) <> e 10
1 <> 278(w)
eI S 28 (w — )
cos wyt <> m[0(w— wy) + 8w+ w)]
sen wyt < jr[d(w —wy) — 8(w +wg)]
() <> (@) + -
Jjo

u(—t)<>md(w)— L
Jjw

e “u(t)— a>0

jo+a
te” “u(t) e;z’ a>0
(jo+a)

~al1| 2a
e <«

,a>0
a2+w2

—d|o|

<~ e

a’ +12

—at? f77_2
e ar Lo Au’ a>0
a

1 t|<a sen wa
p“(t)_{o |t|>a(_)2a wa

sen at 1 |o|<a

2
sgnt <> —
Jw

Y, 8t —kT) —w, Y, 8(w—kay), wo=2777

k=—oco k=—oco

B.4 SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO

Respuesta a la muestra unitaria: h[n]

Convolucién: y[n]=x[n]*hln]= Y, x{klhln—k]

k=—oc0

Causalidad: h[n] = 0,n <0

Estabilidad: i | Aln]|<eo

n=—oo

B.4 SISTEMAS LIT DE TIEMPO DISCRETO @
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B.5 LATRANSFORMADA Z

LA TRANSFORMADA Z BILATERAL (O DE DOS LADOS)

DEFINICION 3
x[n] «—— X(2)

=3

X(@)= Y, x[nlz™"

1 _
Mnl=—— § X(@)2"" dz
2mj ¢

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z
Linealidad: a,x,[n]+ a,x,[n] < a,X,(z) + a,X,(z), R DR NR,
Desplazamiento en el tiempo: x[n —ny] <>z " X(z), R D RN{0<|z|<eo}

Multiplicacién por zg: zgx[n] < X (Z—] R'=|z|R
)

Multiplicacién por LG ejQO"X[n] -~ X(eijﬂo 2), R"=R
1

Inversién en el tiempo: x[—n] < X (L} R = E
z

dX(z)

,R'=R
dz

Multiplicacién por n: nx[n] < —z

n
Acumulacion: z x[n] <
k=—co
Convolucién: x,[n]*x,[n] < X,(2)X,(z), R DR NR,

T X@. R'DORN{|z|>1}
-z

ALGUNOS PARES COMUNES DE TRANSFORMADAS Z
6[n] <=1, paratoda z

:L

uln] < ,
-7 z-1

2[>1

—u[-n—1]< :ﬁ, |z|<1

m

6[n—m] <z ™, paratoda z excepto O sim > 0,000 sim <0

a'uln) = |z[>[a]
—az z—a
—a"u[—n—l]e%z < ,|z|<|a|
1—az z—a
-1
na"uln] < —% =_* ,|z|>|a|

(1-az'yY (z—a)
n az az
—na'u[—n—1]< = Jdzl1<la
e L[]

2
(n-i-l)a"u[n]e>(1 11)2:[ 2 } ’|z|>|a|
—az z—a

72 —(cos ) z
2 —(Q2cosQy)z+1

(cos Qyn)u[n] < |z]>1
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(sen Q) z | |

(sen Qon)u[n] < ,lz|>1
0 22 —(2c0s Q) z +1
2
— QO
(r"COSQOn)u[n]e 2Z (rcos O)Z 2,|Z|>r
= —=Q2rcosQy)z+r
Q
(r" sen Qyn)u[n] < — (rsen {l)z 2,|z|>r
"= Q2rcosQy)z+r
" 0=n=N-1 1-d"7"
a n ea—{l,|z|>0
0  de otro modo 1—az

LA TRANSFORMADA Z UNILATERAL (O DE UN LADO)

n] <2 X, (2)

X (@)=Y, an]z™"

n=0

ALGUNAS PROPIEDADES ESPECIALES
PROPIEDAD DE DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO

xn—ml <z "X, (2)+ 2 "1+ 2" 2= 2] + o+ x[—m]

xn+m] < 2" X,(2) = 2"x[0] = 2" x[1] = - — zx[m — 1]

Teorema de valor inicial: x[0]= lim X(z)
z—>o0

Teorema de valor final: lim x[N]=lim(1 —z )X(z)
N—co z—1

B.6 LATRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO DISCRETO

DEFINICION F
x[n] «<—— X(Q)

X)) = i x[nle /M

n=-—oo

— 1 JjQn
x[n] —EL#X(Q)e aQ

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO DISCRETO
Periodicidad: x[n] <= X(Q) = X(Q +2m)
Linealidad: a,x,[n] + a,x,[n] <> a, X,(Q) + a, X, ()

Desplazamiento en el tiempo: x[n —ny] < PRALD'¢ Q)

Desplazamiento en la frecuencia: el QO"x[n] - X(Q—Q,)
Conjugacion: x*[n] < X *(— )
Inversion en el tiempo: x[—n] <> X(— Q)

x[n/m] sin=km

Escalamient 1 ti : = <~ X(m{)
scalamiento en el tiempo: x,,[7] { 0 sin % km (m&))

dx(Q)

Diferenciacion en frecuencia: nx[n] < j
dQy)
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Primera diferencia: x[n]— x[n —1]<> (1 — e_'iﬂ)X(Q)

L 1
Acumulacién: Y x[k]<> 7X(0)8(Q) + — = X(Q)

—e

k=—oo

Convolucién: x,[n]*x,[n] < X;(Q) X, ()
Multiplicacién: x,[n]x,[n] < ZLX1 @) X,
T

Secuencia real: x[n] = x,[n] + x,[n] < X(Q) = A(Q) + jB())
X(=Q) = X *(Q)

Componente par: x,[n]<> Re{x())} = A(Q)

Componente impar: x,[n] < j Im{X(Q)} = jB(Q))

RELACIONES DE PARSEVAL

=3

Y xinlnin == [, X @)X 0a0

n=-—co

< 2 1 2

,,;J Anlf = ﬁJzJ X[ d0
ALGUNOS PARES COMUNES DE TRANSFORMADAS DE FOURIER
o[n] 1
oln—nyl<e
Anl=1<278Q), |Q|=7
N 2w 8- Q) | Q| Q=7
cos Qun>m[6(Q — Q) +8(Q+ Q) |Q],|Q|=7
sen Qyn <> — jm[d(Q — Q) =8 Q +QYl, |Q[,|Qg| =7

1

=jQng

—u[—n—1]<—>—775(Q)+1 ! |Q|S7T

— 0
n 1
a u[n]<—>—7.ﬂ,|a|<1
1—ae ™’

—ad"u[—n—1]<
(n+1a"uln]<
1-d°
1—2acos Q + a*

sen | Q| N, -I—i
{1 |n|=N, 2
x[n]= SRS S N——

0 |n|>N; sen()/2)

a‘”‘ <«

,|a|<1

1 0=|Q|=wW
senW 0 < W < ) < X(Q) = |
0 W<|Ql=7

mn

Y Sln—kNgl=Qy Y, 8(Q—kQy), QO:@
k=—co k=—co No



B.8 SERIES DE FOURIER

B.7 TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

DEFINICION
x[n]=0 fuera del intervalo0 =n=N —1
x[n] 2T X[k]
N-1 )
X(kl= Y xnWy' k=0,1,...,N -1 Wy = e /3TN
n=0
x[n]=— ZX[k] Wyt n=0,1,..N—1

PROPIEDADES DE LA TFD (TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA)

Linealidad: a,x,[n]+ a,x,[n] < a, X,[k] + a, X, [k]

Desplazamiento en el tiempo: x[1n — 1 oy <> Wa'® X[£]

Desplazamiento en la frecuencia: W 0 x(n] < X[k = ko Tmod v

Conjugacion: x*[n] < X *[— k] 0q N

Inversién en el tiempo: x[—7n]0qn <= X[—K]nodn

Dualidad: X[n] <> Nx[—k]oq n

Convolucién circular: x[n]&) x,[n] < X [k]1X,[k]

Multiplicacién: x;[n]x,[n] < % X [k1® X, [k]

Secuencia real: x[n]=x,[n]+ x,[n] < X[k]=A[k] + jB[k]
X[— klmoa v = X *[K]

Componente par: x,[n] < Re{X[k]} = A[k]

Componente impar: x,[n] <> j Im{X[k]} = jB[k]

RELACION DE PARSEVAL

le[nl __z|xm|2

n=0 nO

N—1
Noétese que x,[n] ®x,[n] 2 x, iy [n =il qn
i=0

B.8 SERIES DE FOURIER
x(t + T, = x(1)

SERIE DE FOURIER EXPONENCIAL COMPLEJA

x(1)= z c e Wy =—
k=—oo

1 ¢7p/2
ck = —_—

x(t)e kot gy
T, '-To/2
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SERIE DE FOURIER TRIGONOMETRICA

_% N
xO=-"+ > (a, cos kwyt + b, sen kwyt)
k=1

2 (T2

%= j_Tolzx(t) cos ka,t dt
2 (T2

b, = T JLTO/zx(t) sen kw,t dt

SERIE DE FOURIER DE FORMA ARMONICA

< 2
x(=Cy+ Y C, costkwy —6,)  w,=—
k=1 T()
RELACIONES ENTRE VARIOS COEFICIENTES DE FOURIER
CZO .
— = a,=c, tc_, bk=](ck—c7k)

5 ‘0
1 . 1 .
C _E(ak —jb,) c_y _E(ak +jb,)

_9 _[2, 2 _.oab
Co_? C, = ak-l-bk 0, =tan = —

a
TEOREMA DE PARSEVAL PARA LA SERIE DE FOURIER

1 :
lsof a= 3 af

=—o0

B.9 SERIE DE FOURIER DISCRETA
x[n+ Ny]=x[n]

Not o
x[n]= z cperon Oy =—
k=0

Nofl

Cr x[n]e o

NO n=0

TEOREMA DE PARSEVAL PARA LA SERIE DE FOURIER DISCRETA

1 Mot , Mool 5
~ 2 [l = X e
k=0

0 n=0



Repaso de nimeros

complejos

C.1 REPRESENTACION DE NUMEROS COMPLEJOS

El nimero complejo z puede expresarse de varias formas.

Forma cartesiana o rectangular: z=a+jb

(C.1)

donde j = V—1, asi como a y b son nimeros reales que hacen referencia a la parte real y a la parte imaginaria de z.

Tanto a como b se expresan a menudo como

a = Re{z} b =Im{z}

(C2)

donde “Re” denota la “parte real de” e “Im” denota la “parte imaginaria de”.

Forma polar: z=rel?

donde r > 0 es la magnitud de z y 0 es el dngulo o fase de z. Estas
cantidades por lo general se escriben como

r=z| 0=~z (C.4)

La figura C-1 es la representacion gréfica de z. Mediante la férmula
de Euler,
e/ = cos 0+ jsen 6 (C.5)

o de la figura C-1, las relaciones entre las representaciones cartesiana
y polar de z son

a=rcos 6 b=rsenf (C.6a)
r=Jai +b2  O=tan '’ (C.6b)
a

C.2 ADICION, MULTIPLICACIONY DIVISION
Siz =a, +jb yz,=a,+ jb,, entonces

z +t 2 =(a tay)+ jb +b,)

712, = (@yay —=byby) + j(ab, + bia,)

(C.3)

» Re {z}

Figura C-1

(c.7)
(C.8)

7, aytjb, (ay+ jby)(a, — jby)

_ (aya, +biby) + j(—aby +biay)

ag +b22

(C.9)
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. j ; i(0) +0
Si z, = rei® y z, = r,e/%, entonces 22y =(1)e/ @t 0%)

z n i —
2L 1L ,i(01=6)
2 n

C.3 EL COMPLEJO CONJUGADO

El complejo conjugado de z se denota por medio de z* y estd dado por
F=a—jb=rel?
Relaciones ttiles:
1. zz*=r?
26

N

z
¢
-
z+z7"=2Re{z}
z—2z7" = j2Im{z}
(73+z)' =z +2

(2122)" =225
* *
a1 4
| T 7%
% [

C.4 POTENCIASY RAICES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

AN

=~

La n-ésima potencia del nimero complejo z = re/ es
7' = r"e/ = r"(cos n@ + j sennf)
de lo cual tenemos la relacién de De Moivre
(cos 0+ jsen0)' = cosnf + jsennf

La n-ésima raiz de un complejo z es el nimero w tal que

wh =z = rel?
De este modo, para encontrar la n-ésima raiz de un nimero complejo z debemos resolver

w' — rel? =0
la cual es una ecuacién de grado n y por consiguiente tiene n raices. Estas estdn dadas por

w, = Flingil0 + 2k = Dyl k=1,2,...n

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)



APENDICE D

Formulas matematicas utiles

D.1 FORMULAS DE SUMATORIAS

N‘la,,_ 11_“N a#l
- -
n=0 N a=1
- |
Za =1—a |a|<1
n=0
oo . ak
a :l—a |a|<1
n=k
- N
%na =(1—a)2 |a|<1
< a’ +a
Ez)nza”=(1_a)3 |a|<1
n=
D.2 FORMULAS DE EULER
+j6

e/’ =cosf=* jsenf

cosf Z%(ejo + e

1. »
sen 6 :?(6’]0 —e 10

D.3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

sen’ 0 +cos’ =1

sen’ 6= %(1 —c0s20)

cos’ 6 :%(1 + cos26)

sen26 =2sen 6 cos O

08260 =cos> 0 —sen” =2 cos’ § —1=1—2sen’6
sen(a * B)=senacosB * cosasen
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cos(a = B) = cosa cos B+ sen asen B

senasen 3= %[cos(a —B)— cos(a + B)]
cosacosf3 = %[COS(OI —B) + cos(a + B)]
sena cos 3 = % [sen(a — B)+ sen(a + B)]

o+ a—
sena + senB=25en—Bcos—B

2 2
+ —
cosa+cosB=ZCosa Bcosa B
2 2
acosa +bsena= \/az +b? cos [a —tan”! 2]
a

D.4 EXPANSIONES EN SERIE DE POTENCIAS

Za—= ta+ a2y laig
“ 2103l

(1+a) =1+na+—n(n271)a2 +--~+(n]ak+--~+a”
! k

In(1 + a)=a—la2 PRI B
2 3

D.5 FUNCIONES EXPONENCIALESY LOGARITMICAS

e%eP = tP
& _ b
B

In(@B)=Ina+InfB

mnE=Ina—-mg

Ina? =BIna
log, N =log, N log, a _log, N
log, b
D.6 ALGUNAS INTEGRALES DEFINIDAS
J‘ x"e_”xdx=’n1—i1 a>0
a
—ax? 1 /77
J e dx=—,[— a>20
0 2\Na
_ 2 1
j xe =— a>0
0 2a



A

Acumulacion, 122
Aditividad, 11
Alias o submuestreo, 204
Ancho de banda:
absoluto, 167
contenido de energia, 202
de 3 dB (de media potencia), 168
equivalente, 201
filtro (o sistema), 167
sefial, 168
Ancho de banda absoluto, 167
Ancho de banda de 3 dB, 167
Ancho de banda de contenido de ener-
gfa, 202
Ancho de banda de la senal, 167
Ancho de banda equivalente, 201
Avance, unitario, 121

Cc

Causalidad, 33, 40, 42, 44, 68, 86, 125
descritos por ecuaciones diferencia-
les, 41, 165
estabilidad, 40
funcion del sistema (o de transferen-
cia), 86
funciones propias, 41
propiedades, 40
representacion en el espacio de
estado, 270
respuesta, 38
respuesta al escal6n, 39
respuesta al impulso, 38
respuesta en frecuencia, 164
Ceros, 79
Circuitos degenerativos, 114
Circuitos transformados, 89
Circulo unitario, 118
Coeficientes espectrales, 209
Cofactor, A-5
Componente armonico, 154
Compresor, 32
Condicion de reposo inicial (véase
Reposo inicial)
Condiciones de Dirichlet:
para las series de Fourier, 154
para transformadas de Fourier, 156
Condicion inicial, 42
Conexion entre:
la transformada de Fourier (de tiem-
po continuo) y la transformada
de Laplace

INDICE

ANALITICO

la transformada de Fourier (de tiem-
po discreto) y la transformada
7,214
Conjunto de indices, 318
Contenido de energia, 4
normalizado, 4
Contenido de energia normalizado, 4
Convolucion:
circular, 223
de tiempo continuo, 39
de tiempo discreto, 43
en frecuencia, 159
integral de, 39
periddica, 52, 66
propiedades de la, 39, 44
suma de, 43
Convolucion circular, 223
Convolucién periddica:
de tiempo continuo, 52
de tiempo discreto, 66

D

Decimacidn en frecuencia, 260

Decimacién en tiempo, 257

Derivadas generalizadas, 6

Descomposicion espectral, 273, 277,
A-12

Desplazador de fase, 198

Desplazamiento circular, 223

Desplazamiento de frecuencia, 159,
176, 215, 223

Desplazamiento en el dominio s, 82

Desplazamiento en el tiempo, 82, 122,
158, 215, 223

Determinantes, A-5

expansion de Laplace, A-5

DFES (véase Serie de Fourier discreta)

DFT (véase Transformada de Fourier
discreta)

Distorsion de amplitud, 164

Distorsion de fase, 169

E

Ecuacion caracteristica, 272, A-7
Ecuaciones de estado:
de tiempo continuo, 271, 274
de tiempo discreto, 269, 272
Ecuaciones de estado N dimension,
269
Ecuaciones diferenciales, 41
solucién homogénea, 41
solucién particular, 41

Ecuaciones en diferencias, 45
recursivas, 46
Ecuacién no recursiva, 46
Ecuacién recursiva, 45
Elemento de retraso unitario, 31
Escalamiento en el tiempo, 83, 158,
215
Espacio de estado, 267
Espacio muestral, 318
Espectro de amplitud, 154
Espectro de densidad de energia, 160
Espectro de fase, 154, 156
Espectro de Fourier, 156, 213
Espectro de lineas, 154
Espectro de magnitud, 154, 156
Espectro discreto de frecuencias (o
lineas), 154
Espectro (o espectros), 154
amplitud, 154
de Fourier, 157, 213
densidad de energia, 160
frase, 154, 157
frecuencia discreta, 154
linea, 154
magnitud, 154, 157
plano s, 78
Estabilidad:
asintdtica, 274, 277
de entrada acotada/salida acotada
(BIBO, bounded-input/boun-
ded-output), 12, 41, 45, 55, 69,
86, 103, 143, 274, 277
Estabilidad de Entrada Acotada/Sali-
da Acotada (Bounded-Input/
Bounded-Output o BIBO), 12,
40, 45, 55, 69, 86, 103, 143,
274,277
Estado, 267
Estado inicial, 312
Expansion en fracciones parciales, 85,
125
Expansién en serie de potencias, 124

F

FFT (véase Fast Fourier Transform)
Filtrado, 166
Filtro:

ancho de banda, 167

de banda estrecha, 166

pasaaltas ideal, 165

pasabajas ideal, 165

pasabandas ideal, 166

selectivo en frecuencia ideal, 165
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selectivo en frecuencia no ideal, 165
supresor de banda ideal, 166
Filtro pasa todo, 243
Filtro selectivo en frecuencia, 165
FIR (véase Respuesta al impulso finita)
Frecuencia:
angular, 152
fundamental, 152
compleja, 156
en radianes. 7
fundamental, 7, 152
teorema de convolucion, 160
Frecuencia compleja, 157
Funcion caracteristica (véase funcion
propia)
Funcién de escalén unitario, 4, 25
Funcién de impulso unitario, 4
Funcién de prueba, 5
Funcién de rampa unitaria, 30
Funcioén de transferencia, 86
Funcioén del sistema:
sistemas LIT de tiempo continuo, 86,
102, 275
sistemas LIT de tiempo discreto,
125, 139, 274
Funcion delta de Dirac (funcién 8) (véa-
se Funcién impulso unitario)
Funcién muestral, 318
Funcién signo (signum), 205
Funciones generalizadas, 5
Funciones propias (o funcién caracte-
ristica), 34
de sistemas LIT de tiempo continuo,
40
de sistemas LIT de tiempo discreto,
45

G

Ganancia, 164
Graficas de Bode, 193

H
Homogeneidad, 11

Identidad de Parseval (véase Teorema
de Parseval)

IIR (véase Respuesta al impulso
infinita)

Interconexién de sistemas, 55, 87

Intervalo de muestreo de Nyquist, 205

Invariante al desplazamiento, 12

Invarianza en el tiempo, 42

Inversién del tiempo, 92, 122, 158, 215,
223

L
Linealidad, 11, 42, 81

M

Matriz adjunta (o adyugado), A-6
Matriz constitutiva, 273, 277, A-13
Matriz de controlabilidad, 301, 311
Matriz de observabilidad, 301, 312
Matriz de transicién de estado, 272
Matriz DFT, 255
Matriz diagonal, A-1
Matriz diagonalizada, A-8
Matriz identidad, 272, A-2
Matriz (o matrices):
antisimétrica (skew-symmetric),
A-4
conformable, A-2
constitutiva, 273, 277, A-13
controlabilidad, 301, 311
descomposicién espectral, 273, 277,
A-12
diagonal, A-1
diagonalizacién, A-8
diferenciacion, A-14
ecuacion caracteristica, A-7
espectro, A-12
funcion de, A-9
idempotente, A-13
identidad (o unitario), 272, A-2
integracion, A-14
inversa, A-3, A-6
nilpotente, 294
no singular, 269, A-7
observabilidad, 301, 312
polinomio caracteristico, A-7
polinomios minimos, 295,
A-11
potencia, A-9
rango, A-5
singular, A-7
simétrica, A-3
similar, 269, A-8
sistema, 269
transicion de estado, 273
transpuesta, A-3
valores propios, A-7
vectores propios, A-7
Matriz singular, A-7
Matrices similares, 269, A-9
Meétodo invariante al impulso, 247
Muestras, 2
Muestreo, 1
de Nyquist, 205
intervalo de, 2
Nyquist, 205
tasa (o frecuencia) de, 203, 221

N

Nilpotente, 294

No ideal, filtro selectivo en frecuencia,
167

No lineal, sistema, 11

No periddica (o aperiddica), secuencia, 4

sefiales, 3
No singular, matriz, 269, A-7
N puntos, DFT, 223
secuencia, 223
Nimeros complejos, A-25

(o)

Operador de adelanto unitario, 121
Operador de retraso unitario, 121
Ortogonal, variables aleatorias
secuencia, 224
sefiales, 168

P

Pasabandas, 165
Periodo, 3
fundamental, 3
Plano z, 118
Polinomio caracteristico, A-7
Polos, 79
Potencia, 4
promedio, 4
Potencia promedio, 4
normalizada, 4
Procesos aleatorios (o estocasticos),
318
realizacion, 318
Propiedad de dualidad:
serie de Fourier discreta, 210
transformada de Fourier discreta, 223
Propiedad de equivalencia, 26
Propiedad de superposicién, 11
Pulso gaussiano, 190

R

Regién de convergencia (ROC, Region
of Convergence): 1-5
transformada de Laplace, 78
Relacién de Parseval, 160
secuencias periddicas, 229
sefiales periddicas, 177
serie de Fourier, 178
serie de Fourier discreta (DFS, Dis-
crete Fourier Series), 229
transformada de Fourier (de tiempo
continuo), 161, 187, 188
transformada de Fourier (de tiempo
discreto), 218
transformada de Fourier discreta
(DFT, Discrete Fourier Trans-
form), 224
Relacion entre:
la DFT y la DFS, 223
la DFT y la transformada de Fourier
de tiempo discreto, 223
Relleno con ceros, 223
Reposo inicial, 42
Representacion de Estado Canénico:
la primera forma, 283, 288
la segunda forma, 284, 289



Representacion del espacio de estado:
canénico:
la primera forma, 283
la segunda forma, 284
sistemas LIT de tiempo continuo,
270
sistemas LIT de tiempo discreto,
269, 272
Representacion del sistema, 10
Respuesta:
a entrada cero, 42
de estado cero, 42
escalon, 39, 44
fase, 1634, 219
frecuencia, 162, 191, 219, 238
impulso, 38, 42
magnitud, 163, 219
sistema, 220
Respuesta a la muestra unitaria, 42
(Véase también Respuesta al impulso)
Respuesta al escalén, 39, 44
Respuesta al impulso:
sistemas LIT de tiempo continuo, 38
sistemas LIT de tiempo discreto, 42
Respuesta al impulso infinita (IIR, Infi-
nite Impulse Response), 46
Respuesta de entrada cero, 42
Respuesta de estado cero, 42
Respuesta de fase, 163, 219
Respuesta de magnitud, 163, 272
Respuesta del sistema, 220
Respuesta en frecuencia:
sistemas LIT de tiempo continuo,
162, 191
sistemas LIT de tiempo discreto,
219,238
Retardo, unitario, 31, 121
Retraso en el tiempo, 164

S

Secuencia, 1

de dos lados, 119

exponencial, 9

exponencial compleja, 9

finita, 119

N puntos, 223

no periddica (o aperiddica), 4

ortogonal, 225

periddica, 4

por la derecha, 119

por la izquierda, 119

primera diferencia, 216

senoidal, 10
Secuencia causal, 44
Secuencia de escaldn unitario, 8
Secuencia de impulso unitario, 8
Secuencia de muestra unitaria (véase

Secuencia de impulso unitario)

Secuencia de primera diferencia, 217
Secuencia finita, 119
Secuencia no causal, 44

Secuencias aperiddicas (véase Secuen-
cias no periddicas)
Secuencias exponenciales:
complejas, 9
reales, 9
Secuencias periddicas, 209
Secuencias senoidales, 10
Seifial analitica, 207
Senal causal, 40
Senial de banda limitada, 168, 203
Senal de dos lados, 80
Senal de duracion finita, 80
Senal de duracion limitada, 207
Sefial de energfa, 4
Sefial impar, 3
Sefial muestreada, ideal, 203
Sefial par, 2
Senal pasa-banda, 168
Sefial por la derecha, 80
Seiial por la izquierda, 80
Sefiales:
aleatoria, 2, 318
analitica, 207
no causal, 40
analdgicas, 2
causal, 40
compleja, 2
de banda limitada, 167, 203, 204
de dos lados, 80, I-5
de duracion finita, 80
de duracion limitada, 207
de potencia, 4
de tiempo continuo, 1
de tiempo discreto, 1
deterministica, 2
digital, 2
energia, 4
exponencial compleja, 6
impar, 2
limitada en tiempo, 80
muestreada de manera ideal, 203
no periddica (o aperiddica), 3
par, 2
pasa-altas, 168
pasa-bajas, 167
pasabandas, 168
periddica, 3
por la derecha, 80
por la izquierda, 80
pulso gaussiano, 190
real, 2
senoidal, 7
Senales aleatorias, 2
Seiiales analdgicas, 2
Seiiales aperiddicas (véase Sefiales no
periddicas)
Sefiales complejas, 2
Sefiales de potencia, 4
Seiiales de tiempo continuo, 1
Seifiales de tiempo discreto, 1
Senales deterministicas, 3
Sefiales digitales, 2
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Sefiales exponenciales:
complejas, 6
reales, 7
Seifiales no causales, 40
Senales periddicas, 3
Senales reales, 2
Seiiales senoidales, 7
Serie de Fourier:
coeficientes, 153
convergencia, 154
discreta (DFS), 209, 224
exponencial compleja, 153
forma armonica, 154
trigonométrica, 153
Serie de Fourier discreta (DFS), 209,
224
propiedades, 210
Simulacién, 221, 246
canodnica, 283, 284
método de invarianza al impulso, 247
por transformacion bilineal, 248
Simulacion candnica:
la primera forma, 283, 288
la segunda forma, 284, 289
Simulacién digital de sefiales anal6gi-
cas, 221
Sistema causal, 11
Sistema invertible, 36
Sistema lineal, 11
Sistema lineal invariante en el tiempo
(LIT), 12
de tiempo continuo, 38
de tiempo discreto, 42
Sistema no causal, 11
Sistema observable, 301, 312
Sistemas:
causal y no causal, 11
controlable, 301
con y sin memoria, 10
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