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EROFOGO

Como consecuencia del gran avance experimentado por la computacion digital
practicamente todos los sistemas de control construidos hoy en dia se basan en
microprocesadores y sofisticados microcontroladores. La utilizacion de los
sistemas de control basados en computador permiten satisfacer especificaciones
mas exigentes que las que se pueden lograr con los sistemas analdgicos asi

como posibilitar nuevas funcionalidades.

Desde esta perspectiva, el objetivo central el control digital consiste en
proporcionar el conocimiento y las capacidades minimas necesarias para analizar

y disefar de una manera efectiva sistemas controlados por computador.

En estos sistemas el computador, conectado a un proceso fisico determinado del
que recibe informacion, calcula las acciones adecuadas y actua a lo largo del
tiempo para que dicho proceso evolucione de acuerdo con las especificaciones de
diseno.

El desarrollo industrial ha traido consigo la aparicibn de nuevos procesos y la
necesaria optimizacién de los ya existentes con el fin de lograr productos de alta
calidad, utilizando tecnologias avanzadas que precisan de sistemas de control de
alto rendimiento y confiabilidad. Este libro pretende dar una respuesta a esta
necesidad abordando el problema desde el punto de vista del control digital

Para su desarrollo el texto se ha dividido en nueve capitulos, a través de los
cuales se lleva al lector desde los conceptos bésicos del control digital, hasta el
diseno de sistemas de control digital no convencionales utilizando técnicas de
realimentacién del estado y asignacién de polos.
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El primer capitulo presenta una introduccion a los sistemas de control digital y en
él se definen los elementos basicos que intervienen en un lazo de control,

incluyendo diferentes criterios para la adecuada seleccion del tiempo de muestreo.

En el capitulo dos se plantean los principios fundamentales de la transformada Z,
herramienta indispensable en el tratamiento matematico de los sistemas discretos.
Acé se define la transformada z, la transformada z inversa y sus propiedades y

aplicaciones especificas.

En el capitulo tres se presenta la teoria correspondiente a la discretizaciéon de
sistemas continuos, se define el concepto de funcién de transferencia de pulso en
lazo abierto y en lazo cerrado y se presentan los métodos mas utilizados para

obtenerlas.

En el capitulo cuatro se presentan los métodos de analisis para sistemas de
control de tiempo discreto. Se estudia la estabilidad de los sistemas discretos, su
respuesta transitoria y el error de estado estable. Asi mismo, en este capitulo se
analiza la respuesta en frecuencia y el método del lugar geométrico de las raices,

ilustrados con ejemplos practicos.

En el capitulo cinco se analizan algunas técnicas de identificacién tanto
paramétricas como no paramétricas. Se incluyen técnicas de identificacion
utilizando la respuesta del sistema al escaldn y técnicas de identificacion utilizando

minimos cuadrados y minimos cuadrados recursivos.

El capitulo seis presenta en detalle el disefio de algoritmos de control digital. El
desarrollo de este capitulo incluye desde la aproximacion discreta de los modos de
control convencional P, Pl y PID hasta el disefio de controladores por asignacion
de polos y el disefio de controladores no convencionales como los controladores
tipo Dalhin, Deadbeat, etc.

El capitulo siete se refiere al disefio de compensadores, incluyendo
compensadores de adelanto, de atraso y de atraso-adelanto. Se disefian utilizando
técnicas de respuesta en frecuencia y técnicas del lugar geométrico de las raices.

El capitulo ocho presenta un andlisis de los sistemas de control en el espacio de
estado en tiempo discreto, en este capitulo se plantean los fundamentos
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matematicos necesarios para realizar disefio de sistemas de control en dicho

espacio.

Finalmente, en el capitulo nueve se plantea la parte correspondiente al disefio de
sistemas de control en el espacio de estado, utilizando la técnica de asignacion de
polos. Aca se manejan los conceptos de observabilidad y controlabilidad y, por
ultimo, se disefia el sistema de control apropiado para el proceso.

El contenido del texto va acompanado de una buena cantidad de ejemplos
resueltos con el fin de afianzar la parte tedrica expuesta. Al final de cada capitulo
se plantean algunos problemas practicos a través de los cuales se resume, en su
totalidad, la aplicacién de la teoria desarrollada a lo largo del capitulo.

Gran parte de los temas que se presentan en el texto se ha trabajado durante
varios semestres en cursos de ingenieria en instrumentacion y control a nivel de
pregrado y de especializacién en automatizacion industrial a nivel de posgrado,

con muy buenos resultados.

El contenido del libro, a nivel de pregrado, se puede cubrir en dos semestres. En
un curso de un semestre es posible cubrir la mayoria de los temas involucrados en
los seis primeros capitulos, material con el cual el estudiante estara en capacidad
de analizar, disefiar e implementar un sistema de control digital para un

determinado proceso.

Luis Eduardo Garcia Jaimes
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A la memoria de Martha y de mi padre.
Dedico a mi madre a Gloria y a mis hijos.
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CAPXITULO URO

INTRODUECCION A LOS SISTEMAS
DE CONTROL DIGITAL

En los ultimos 20 anos, la tecnologia de los sistemas de control automéatico se ha
caracterizado por la sustitucion de los lazos de control analogo por sistemas de

control digital.

La utilizacién del computador en el control de procesos permite resolver problemas
especificos de regulacion y de seguimiento de consignas con una mejor relacion
de funciones de supervision, monitoreo y tratamiento de datos con un reducido

costo adicional.

El empleo del computador como elemento de control ofrece, con respecto al
control analégico, la ventaja de la posibilidad de cambio en la estrategia de control
con solo modificar algunas instrucciones en el programa ademas, el computador
puede controlar varios procesos simultdneamente y, dependiendo de sus
caracteristicas, puede realizar a la vez las funciones de procesamiento de datos,

supervision y monitoreo como se mencion6 anteriormente.



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 2

1.1 SISTEMAS DE TIEMPO DISCRETO

Los sistemas de tiempo discreto, son sistemas dinamicos en los cuales una o0 mas
variables pueden variar Unicamente en ciertos instantes. Estos instantes, llamados
de muestreo y que se indican por kT (k=0,1,2...) pueden especificar el
momento en el cual se realiza una medicién fisica o el tiempo en el cual se lee la

memoria del computador.

A diferencia de los sistemas de tiempo continuo, cuyo comportamiento se describe
o modela mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales, los sistemas de
tiempo discreto se describen mediante un conjunto de ecuaciones de diferencias.
El analisis de sistemas continuos lineales e invariantes en el tiempo se realiza
utilizando la transformada de Laplace, mientras que para los sistemas discretos se

utiliza la transformada z.

Al igual que en los sistemas continuos, la modelacion de los sistemas discretos se
puede realizar tomando como base el concepto de funcion de transferencia o el

concepto de variables de estado [1.1]

Computador
| _________ A

Algoritmo de| | Salida
Control h| DiA EFC H| Proceso £

AlD Medicion

Figura 1.1 Lazo de control digital basico

La figura 1.1 muestra el diagrama en bloques de un sistema de control digital
basico. Para realizar el control, se mide la variable controlada (salida del proceso)
mediante el sensor adecuado. La salida del sensor, previamente convertida en
senal eléctrica estandar se aplica al convertidor de analogo a digital (A/D) a través
de un circuito de muestreo y retencion (S/H). El valor de la sefal discreta
producida por el convertidor A/D se compara con el valor discreto prefijado en el
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Set-Point (SP), el computador establece la diferencia (error) entre éstos valores y
ejecuta un programa en el cual se ha establecido el algoritmo de control deseado.
De acuerdo con el algoritmo de control, el computador proporciona una sefal de
salida discreta que es convertida en una sefal eléctrica continua mediante un
convertidor de digital a analogo (D/A). Finalmente, la salida del convertidor D/A,
previamente acondicionada es aplicada al elemento final de control (valvula de
control), cuya accién sobre la variable manipulada, realiza la correccidén del error
llevandolo a cero 0 a un valor minimo aceptable. La estrategia de control se repite
constantemente y con una frecuencia determinada, realizando asi el computador,

el control del proceso.

En la actualidad, el control por computador se utiliza ampliamente en la regulacion
de procesos quimicos, en el control de maquinas y herramientas, en aviones y en

muchos otros procesos industriales y de servicios.

La figura 1.2 muestra la disposicion de los diferentes elementos que intervienen en
el control digital de la presion de un tanque con descarga a la atmésfera regulando
la entrada de aire mediante la valvula de control PCV. Se deduce facilmente que el
diagrama en bloques de la figura 1.1 corresponde a este sistema de control

Computador

e

Algoritmo
de Control

\_/

Figura 1.2 Control de presion
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1.2 DEFINICION DE TERMINOS

A continuacion se presenta la definicibn de algunos términos utilizados con
frecuencia en instrumentacién de procesos y en el andlisis de los sistemas de
control digital [1.2]

1.2.1 Planta y Proceso: En términos generales, una planta es cualquier objeto
fisico que se va a controlar. Como ejemplos de planta se pueden citar: un
intercambiador de calor, un reactor quimico, una caldera, una torre de destilacion.
Un proceso se puede entender como una operacion progresiva en la cual se
presenta una serie de cambios que se suceden uno a otro de manera
relativamente fija y que conducen a un resultado determinado. Los procesos
pueden ser quimicos, biolégicos, econémicos etc.

1.2.2 Elemento sensor primario: Es el elemento que esta en contacto con la
variable que se mide y utiliza o absorbe energia de ella para dar al sistema de
medicion una indicacién que depende de la cantidad medida. La salida de este
elemento es una variable fisica que puede ser un desplazamiento, una corriente,

un voltaje etc.

1.2.3 Transmisor: Es un dispositivo que capta la variable del proceso a través del
elemento sensor primario y la transmite en forma de senal estandar. Esta senal
puede ser neumatica (3 a 15 PSI) o electrénica (4 a 20 mA). También se utilizan
sefales electronicas de 1 a5 mA, de 10 a 50 mA, de 0 a 20 mA y de 0 a 5 Voltios.
Algunos transmisores inteligentes utilizan senales digitales que pueden procesarse
directamente en el computador.

1.2.4 Transductor: Es un instrumento que convierte una sefal de entrada en una
sefnal de salida cuya naturaleza puede ser o0 no ser diferente de la correspondiente
a la senal de entrada. Son transductores: un elemento sensor primario, un
transmisor, un convertidor de PP/l (Presién de proceso a corriente), un convertidor
de PP/P (Presion de proceso a sefial neumatica) etc.

1.2.5 Convertidor: Es un dispositivo que recibe una sefnal de entrada neumética
(3-15 PSI) o electrénica (4-20 mA), procedente de un instrumento y, después de

modificarla, genera una sefal de salida estandar. Ejemplo: un convertidor P/I
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(Senal de entrada neumatica a sefal de salida electrdnica), un convertidor I/P
(Senal de entrada electronica a sefal de salida neumatica).

1.2.6 Controlador: Es el dispositivo que compara el valor de la variable controlada
(presién, temperatura, nivel, velocidad, Ph) con el valor deseado (Set-Point o
referencia) y utiliza la diferencia entre ellos (error) para ejercer, automaticamente,
la acciéon correctiva con el fin de reducir el error a cero 0 a un valor minimo
aceptable. El controlador produce la accidn correctora para enviarla al elemento
final de control.

1.2.7 Elemento final de control: Recibe la sefial del controlador y modifica el
caudal del agente o fluido de control. En sistemas de control neumatico, el
elemento final de control es una valvula neumatica que efectia su carrera
completa cuando la presién cambia de 3 a 15 PSI. En sistemas de control
electrénico o sistemas de control digital la valvula es accionada a través de un
convertidor de senal electronica o digital a presiébn que convierte la senal
electronica de 4 a 20 mA o la sefnal digital, en una sefial neumatica de 3 a 15
PSI.

En ciertas aplicaciones, el elemento final de control esta constituido por
elementos de estado sélido los cuales reciben, previamente acondicionada, la

senal proveniente del controlador.

1.3 MUESTREADORES

El muestreador es el elemento fundamental en un sistema de control de tiempo
discreto. Consiste simplemente en un interruptor que se cierra cada T segundos
para admitir una sefal de entrada. En la practica, la duracién del muestreo debe
ser mucho menor que la constante de tiempo mas significativa de la planta o
proceso. La funcién del muestreador es convertir una sefal continua en el
tiempo (analoga) en un tren de pulsos en los instantes de muestreo 0, T, 2T... en
donde T es el periodo de muestreo. Entre dos instantes de muestreo no se

transmite informacién. La figura 1.3a muestra el diagrama en bloques de un
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muestreador y la figura 1.3b representa la forma de la sefial a la entrada y a la
salida del muestreador.

i)

o g L]

=1 I | N4 N 1Y N | I N

i

A a4

0 4 I I 1 ) N I
Figura 1.3 a) Muestreador b) Senales de entrada y salida del muestreador

Teniendo en cuenta que la salida del muestreador es un tren de pulsos
ponderado, es posible relacionar la sefal continua x(t) con la salida del
muestreador mediante la ecuacion:

x*(t) = x(t)6(t) 1.1

En donde 6(t) representa un tren de pulsos unitarios como se indica en la figura
1.3.a. Si la senal continua es muestreada en forma periddica, la senal de salida

del muestreador se puede expresar como:

[ee)

() = Z x(D6(t — kT) 1.2
k=—o0

X () = z x(kT)S(t — kT) 1.3
k=—o0

En la practica, las senales o funciones temporales que se consideran en los
sistemas de control son cero para t < 0, en estas condiciones, las ecuaciones 1.2
y 1.3 se pueden escribir asi:
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o

x*(t) = x(t)6(t — kT) 1.4
x*(t) = x(kT)5(t — kT) 1.5

De la ecuacién 1.5 se obtiene:

x*(t) = x(0)6(t) + x(T)§(t —T) + x(2T)6(t — 2T) + - 1.6
La transformada de Laplace de la ecuacion anterior es:

X*(S) =x(0) + x(T)e 5T + x(2T)e 25T 4+ x(3T)e 35T + ...

Es decir:

o

X*(S) = z x(kT)e kTS 1.6

k=0
La ecuacion 1.6 resulta poco practica para aplicarla en el analisis de sistemas de
control pues genera una serie infinita. Si se quiere expresar X*(S) en forma
cerrada, se puede utilizar la integral de convolucién [1.4] a partir de la cual se

obtiene como resultado:

1.7

1
X*(8) = Z [Residuos de x(A —]
2 1—e AT A=polos de x(1)

1.4 RETENEDORES

En la practica, la sefal en forma muestreada no se debe aplicar directamente a la
planta por lo tanto es necesario incluir, después del muestreador, un dispositivo
que reconstruya la sefial. Este dispositivo se conoce con el nombre de retenedor y
su finalidad es convertir la sefial muestreada en una sefal continua de tal forma
que sea igual o lo mas aproximada posible a la sefal aplicada al muestreador.

El retenedor mas elemental convierte la sefial muestreada en una sefnal que es
constante entre dos instantes de muestreo consecutivos, este tipo de retenedor se
conoce como “retenedor de orden cero” y es comunmente el mas utilizado. La
exactitud del retenedor de orden cero en la reconstruccion de la senal depende de

la magnitud del periodo de muestreo T. La figura 1.4a muestra un diagrama en
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bloques del conjunto muestreador-retenedor y la figura 1.4b da las formas de la

senal de entrada y de salida en cada uno de estos dispositivos.

%(1) : KE) -oh m E’[]

Muestreador Fetenedor

o X0 0 o)

T I 3 & 5 81 7 T I 3 & 5 61 7 T 3 & 5T BT W

Figura 1.4 a) Conjunto muestreador-retenedor b) Senales entrada-salida en
el muestreador y en el retenedor

Existen otros retenedores mas sofisticados que el de orden cero. Estos se
conocen como retenedores de orden superior y entre ellos estan los retenedores
de primer orden y segundo orden. Estos dispositivos reconstruyen la senal en
forma mas exacta que los retenedores de orden cero pero, por su misma
configuracion, introducen un retardo adicional al sistema que no es recomendable

en aplicaciones de control.

La funcién de transferencia H(S) de un retenedor de orden cero se puede deducir
teniendo en cuenta que la entrada al retenedor es el tren de pulsos:

o)

X () = z x(kT)S(t — kT)

k=0

La transformada de Laplace de la ecuacion anterior es, segun la ecuacién 1.6

co

X*(S) = z x(kT)e kTS

k=0

La salida del muestreador se puede expresar como:
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o)

m(t) = Z x(KT)[u(t = kT) — u(t — (k + DT]

k=0

La transformada de Laplace de la ecuacion anterior es:
_ 1 S
M(S) = S(1- e=ST) Z x(KT)ekTs
k=0

Pero:

oo

Z x(KT)ekTs = x*(5)

k=0

Entonces:

_ 1

M(S) = 5 (1—e=5T)X*(S)
De la ecuacion anterior se obtiene la funcién de transferencia del retenedor de
orden cero asi:
M©S) 1-e™
X<s) S
En la figura 1.5 se observa el diagrama basico de un circuito de muestreo y

H(S) = 1.8

retencion. Todos los componentes estan dentro de un circuito integrado excepto el
condensador C que se conecta externamente.

El funcionamiento del circuito es el siguiente: cuando el interruptor de estado
sélido (S) se cierra, por efecto de una sefal alta en la entrada ldgica, el
condensador C se carga al voltaje de entrada V4, debido a que el amplificador
operacional Ay estd configurado como un seguidor de voltaje. ElI amplificador A,
tiene una alta impedancia de entrada y baja impedancia de salida lo cual permite
que el condensador C se cargue y descargue rapidamente, de tal forma que
mientras el interruptor de estado sélido (S) permanezca cerrado, el voltaje a través
del condensador C sigue al voltaje de entrada V4. Al desactivar la sefal légica de
muestreo, el interruptor de estado sélido se abre pero, el condensador sigue
cargado al voltaje existente en el momento de la apertura puesto que la
impedancia de entrada al amplificador operacional A, es muy elevada. Como el
amplificador A, esta configurado como un seguidor de voltaje, su tension de salida



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 10

también sigue fija en el valor que tenia el voltaje del condensador en el momento

que reprodujo el muestreo

Entrada

Andloga 5 Sefal
Andl

b —‘r +A¢;- Aniloga
| p Vi

Entrada |

Légica

;ﬁ;para

Muestreo

Figura 1.5 Circuito basico para muestreo y retencion

EJEMPLO 1.1

La funcion f(t) = e ?'+3 se muestrea cada 0.5seg. Calcular: a) La funcién
muestreada f*(t) b) La transformada de Laplace F*(S) de f*(t) c) Si f*(t) se
hace pasar por un retenedor de orden cero, obtenga una expresion para la sefal

de salida del retenedor.

SOLUCION:
a) Utilizando la ecuacién 1.5:

£ = Z FUTYS(t — KT) FOT) = e 2T 3= ¢k 43
k=0

fF)=61)+e?T6(t—=T)+e *T6(t—2T)+-38() +35(t—T) +38(t — 2T) + -
b) Tomando la transformada de Laplace a cada término de la ecuacién anterior:

F*(S) =1+e2Te ST + 7 4Te=25T 4 g7 6To=ST 4 ...3 + 35T 4+ 3725T 4 37357 4 ...
F*(S) — 1 + e—T(5+2) + e—ZT(S+2) + e—3T(S+2) + Ve 3(1 + e—ST + e—ZST + e—SST + “_)
La expresion anterior se puede escribir en la forma:

1 3
1 — e-T(5+2) + 1—e-ST

F*(S) =

Utilizando la ecuacién 1.7 para calcular F*(S) se obtiene:
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1 3 45 +6

F = -2t = —_— — F = —_

) =Lle "+ =55 +5 ) =557

FO) = —2+6 Raices:  A=0  A=-2
= A(A{- 2) alces. = =

41+ 6 ]|

F*(S) = Z [Residuos de 24+ 2)(1 — eT6-D)

A=polos de x(A)
42+ 6 42+ 6

F*(S) = A1 — e + (A+2)(1—eT6-M)],

Es decir:

3
— e-T(5+2) + 1 — e—ST

F7($) =7

c) Utilizando la ecuacion:

co

Fo) = Z x(KT)[u(t = kT) — u(t — (k + DT]

k=0
Se obtiene:
@) =[e’+3lu@) —ut—"T)]+[e* +3][u(t = T) —u(t — 2T)]
+ [e72 + 3][u(t — 2T) —u(t — 3T)] + -

Simplificando resulta:

11

F(t) = 4u(t) — 0.632u(t — T) — 0.2325u(t — 2T) — 0.0855u(t — 3T) + ---

1.5 CONVERTIDOR DIGITAL A ANALOGO (D/A)

Las operaciones mas importantes relacionadas con el proceso de entrada y salida
de datos en un computador, son la conversién analoga a digital (A/D) y la

conversion digital a analoga (D/A)

La conversion de una senal digital a su correspondiente analoga consiste en

transformar la informacion contenida en codigo digital (binario) en una sefal

equivalente de voltaje 6 de corriente proporcional al valor digital.

Un convertidor de digital analégico (D/A) es un dispositivo que convierte datos

digitales en senales de corriente o de tensién analdgica.


http://es.wikipedia.org/wiki/Digital_%28se%C3%B1al%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Diferencia_de_potencial
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En figura 1.6 se muestran los componentes basicos de un convertidor D/A. La
funcion del circuito de conmutacién es controlar la conexion de la fuente de voltaje
utilizada como referencia, con los terminales de entrada apropiados de la red
resistiva de acuerdo al valor digital de cada bit de entrada.

Re
M
o v
Entradas Circuito de Circuito o
Digitales conmutacion Resistivo } Sallida
Analoga
Voltaje de =
Referencia

Figura 1.6 Elementos basicos de un convertidor D/A

La figura 1.7 muestra el circuito basico para un convertidor D/A de 3 bits. El
amplificador operacional se emplea como un amplificador sumador. Las
resistencias de la red estan ponderadas en forma binaria y cada una se conecta
mediante un interruptor electrénico al voltaje de referencia o a tierra asi: cuando
aparece un uno binario en el circuito de conmutacion la resistencia queda
conectada al voltaje de referencia y cuando aparece un cero queda conectada a
tierra. Si la resistencia que corresponde a la rama del bit menos significativo
(LSB) esta conectada al voltaje de referencia -V, y las otros dos lo estan a tierra,
lo que corresponde al nimero binario 001, asumiendo que Ry = R, el voltaje de

salida sera:

Si a la entrada del convertidor se aplica el niumero binario 011, el circuito de
conmutacion conecta las resistencias correspondientes a los dos bits menos

significativos al voltaje de referencia, en este caso el voltaje de salida sera:

4 1.10
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El maximo voltaje de salida se obtiene cuando las tres resistencias estan
conectadas al voltaje de referencia lo que corresponde al nimero binario 111, en

este caso su valor sera:

V—[R+—+ v, 1.10

ot

R¢

MV

MSE

v j? 2R —

§:u

LSB /I

Figura 1.7 Convertidor D/A de tres bits

En la tabla 1.1 se dan los voltajes de salida del convertidor D/A mostrado en la
figura 1.7 y correspondientes a las combinaciones posibles de los valores digitales
de los tres bits de la entrada para un valor de escala plena (PE) de 10 V y un

voltaje de referencia . =5V

Si el convertidor D/A es de n bits y la resistencia correspondiente al MSB es R,
entonces la resistencia correspondiente al LSB serd 2" *R. El voltaje de salida se

calcula con la ecuacion:

_ 1, A2 An-1
v, = [R+ﬁ+ﬁ+---2n_1R]Rer 1.12

En donde ap, aj...an.q, toman el valor de uno 6 cero segun la entrada digital
presente en el D/A.

Los parametros mas importantes en la operacién de un convertidor D/A son: la

resolucién, la precisidn, y el tiempo de establecimiento.

Resolucién: Se define como el menor cambio que puede ocurrir en la salida
analoga como resultado de un cambio en la entrada digital. Haciendo referencia

a la tabla 1.1 se aprecia que la resolucion es de 1.25 V.
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Precision: La precision relaciona la salida real obtenida con la salida esperada
y se especifica generalmente como un porcentaje de la salida a plena escala
(PE).

Tiempo de establecimiento: se define como el tiempo que emplea la salida para
alcanzar el 95% de su nuevo valor. Valores tipicos de tiempo de establecimiento

estan en el rango de 50 ns y 100 us.

Tabla 1.1 Entrada binaria y Voltaje de salida para el convertidor D/A de 3 bits

Entrada Digital | Voltaje de salidaV, | V, Para PE = 10V

000 0.00 0.00
R

001 Ly 1.25
4R
R

010 v 2.50
2R
3R

011 °7 3.75
R
R

100 EfVT 5.00

101 2R a 6.25
4R
6R

110 7 7.50
R
7R

111 i 8.75
R

1.6 CONVERTIDOR ANALOGO A DIGITAL (A/D)

El convertidor A/D transforma una senal analoga de voltaje o de corriente en una
senal digital o una palabra codificada numéricamente. El convertidor A/D realiza
sobre la sefnal de entrada operaciones de muestreo y retencién, cuantificacion y
codificacion.

En la operacion de muestreo el dispositivo toma muestras de la sefnal cada T

segundos, luego retiene el valor muestreado hasta que la conversion se complete.
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El nivel de cuantificacion corresponde al valor del bit menos significativo y esta

dado por:

EP
Q=LSB =" 1.13

En donde EP es el valor de voltaje a plena escala.

Existen diferentes tipos de convertidores A/D, los mas utilizados son:

e Convertidor por A/D por aproximaciones sucesivas.
e Convertidores A/D de rampa digital
e Convertidores A/D de tipo paralelo.

En la figura 1.8 se muestra un diagrama del convertidor A/D del tipo

aproximaciones sucesivas.

Convertidor Referencia
DiA analoga
' EE——
: o Salida
: reeernnno.. digital

O
O

* \ Registro de
Entrada . Aproxlmz:clo nes Reloj
anialoga - N sucesivas

Comparador l

Inicio de
conversion

Figura 1.8 Diagrama de un convertidor A/D de aproximaciones sucesivas.

El principio de operacion del convertidor A/D por aproximaciones sucesivas es el
siguiente: inicialmente el registro de aproximaciones sucesivas pone en alto el
MSB esto produce una salida con un valor igual a la mitad del voltaje maximo el
cual es comparado con la entrada analoga. Como resultado de esta comparacién
el bit puede quedar en alto 6 cambiar a bajo. Si el voltaje en la entrada andloga es

mayor, el bit mas significativo permanece en alto. A continuacién se pone en alto
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el bit dos y el voltaje de entrada analoga se compara ahora con los tres cuartos del
voltaje maximo de salida del D/A. Se continGa asi hasta que se completan las n
comparaciones. La salida digital del registro de aproximaciones sucesivas indica
los bits que se quedan en alto generando el cédigo digital correspondiente a la

entrada analoga aplicada al convertidor A/D.

1.7 SELECCION DEL PERIODO DE MUESTREO

El periodo de muestreo T es un parametro de disefio muy importante que debe

seleccionarse en funcion de un compromiso entre varios factores:

e El tiempo de calculo del procesador: Cuanto menor sea el periodo mas
potente debe ser el procesador, y por lo tanto mas caro.

e Precision numérica en la implementacién: Cuanto menor sea el periodo
mas problemas de precision y redondeo aparecen en la implementacion,
especialmente si se utiliza un procesador de coma fija. En ese caso no es
conveniente tomar un periodo demasiado bajo comparado con la dinamica
del proceso.

e Pérdida de informacién en el muestreo: Si el periodo es demasiado elevado
comparado con la dinamica del proceso, se pierde mucha informacién de la
sefal muestreada, por lo que el comportamiento del sistema puede ser
malo.

e Respuesta a perturbaciones: Entre una medicion de la salida y la siguiente
el proceso funciona en bucle abierto (v constante). Si actia una
perturbacién su efecto no se podra compensar hasta que se vuelva a medir
la salida. Debido a esto, para compensar perturbaciones es mejor un
periodo de muestreo bajo.

En resumen, el periodo de muestreo debe seleccionarse para satisfacer un
compromiso entre el deterioro de la calidad del control que puede producir un alto
valor de T y la cantidad de calculos necesaria para ejecutar el algoritmo de control

con valores pequenos de T.
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Existe un buen nimero de estudios sobre la eleccion del periodo de muestreo en
el campo del procesamiento digital de sefales. Esta eleccion depende de las
caracteristicas de la sefal. Si se desea muestrear y reconstruir una sefal
x(t) puede aplicarse el Teorema de Shannon, segun el cual, si la frecuencia de
muestreo es suficientemente alta, comparada con la componente de mas alta
frecuencia que se incluye en la senal de tiempo continuo, las caracteristicas de
amplitud de la senal de tiempo continuo se pueden preservar en la envolvente de
la sefal muestreada. Para reconstruir la sefal original, a partir de una sefal
muestreada, existe una frecuencia minima que la operacion de muestreo debe

satisfacer. Esta frecuencia minima se especifica en el Teorema del Muestreo.

1.7.1 Teorema del Muestreo de Shannon: Si la frecuencia de muestreo wg
definida como 2n/T, en donde T es el periodo de muestreo, es mayor que 2w, es
decir, si:

wg = 2w, 1.14
En donde w, es la componente de mas alta frecuencia presente en la sefal de
tiempo continuo x(t) dicha senal se puede reconstruir completamente a partir de la

senal muestreada x*(t). Se asume que la senal x(t) no contiene componentes de

frecuencia superiores a w, como se indica en la figura 1.9 [1.5]

W,
Figura 1.9 Un espectro de frecuencia. Ancho de banda (-w., w)

En la préactica, el periodo de muestreo se puede estimar tomando como base el
ancho de banda del sistema en lazo cerrado o el tiempo de crecimiento o el tiempo

de establecimiento requerido para la respuesta transitoria.
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Como regla general, el sistema debe ser muestreado entre 8 y 12 veces durante
un ciclo de la frecuencia amortiguada de la respuesta transitoria si el sistema es
subamortiguado o entre 8 y 12 veces durante el tiempo de establecimiento de la
respuesta si el sistema es sobreamortiguado. También, la frecuencia de muestreo
puede estar entre 8 y 12 veces el ancho de banda del sistema en lazo cerrado.
Es importante tener presente que en lazo cerrado los procesos son normalmente
mas rapidos que en lazo abierto por lo tanto, se recomienda estimar el periodo de
muestreo a partir de las caracteristicas del sistema continuo en lazo cerrado.

Para estimar el periodo de muestreo se puede aplicar uno de los siguientes
criterios:

e Si w, es el ancho de banda del sistema en lazo cerrado, la frecuencia de

muestreo se puede estimar dentro del intervalo:

2m
8w, < wg < 2w, T=— 1.15
WS

e El periodo de muestreo se puede evaluar a partir de la constante de tiempo
equivalente del sistema en lazo cerrado tomando como base el criterio:
027, < T < 0.67,4 1.16

e Sit, es el tiempo de establecimiento del sistema en lazo cerrado el periodo de

muestreo puede seleccionarse dentro del intervalo:
0.05t;, < T < 0.15¢; 1.17

e Finalmente, se sugiere que el periodo de muestreo esté dentro del intervalo
dado por:

0.0625T,, < T0.125T, 1.18

En donde T,es el periodo de oscilacion del sistema en condiciones de estabilidad
critica. Para mas detalles ver la seccion 6.2.1. Como valor tipico se puede tomar
T = 0.1T, [1.6]

1.7.2 Aliasing o confusion de frecuencia: El fenébmeno de aliasing o confusion
de frecuencia se produce cuando se muestrea una sefial sin tener en cuenta la

condicidon del Teorema de Shannon, es decir, cuando se muestrea una senal a
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una frecuencia menor que el doble de la mas alta contenida en ella. Al intentar
reconstruir la sefal original se pueden obtener frecuencias que no contenia la
senal original, es decir, se confunde una frecuencia f; con otra f5, por ello a f> se

le llama el alias de f;.

fatias = |Multiplo entero frec.de muestreo- frecuencia de la seial| 1.19

Esta situacién se hace visible en la figura 1.10, en la cual una sefial de frecuencia
fi = 0.1Hz y otra de frecuencia f, = 0.9Hz se muestrean a una frecuencia
fs = 1Hz. Como puede verse de la figura, ambas sefiales tienen los mismos
valores a esta frecuencia de muestreo, es decir f; es un alias de f,a dicha

frecuencia.

0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10

Figura 1.10 Aliasing

Si la sefal que se muestrea tiene un ruido de alta frecuencia, el proceso de
muestreo traslada esta componente de alta frecuencia a la zona de frecuencias
bajas. El resultado es que la sefial muestreada tiene un ruido de baja frecuencia
que se debe al ruido de alta frecuencia de la sefnal continua original. Para evitar
este efecto negativo es necesario interponer entre la sefial continua (sensor) y el
muestreador, un filtro analogo llamado filtro “antialiasing”. Este filtro elimina el
ruido de alta frecuencia evitando el problema. En la mayoria de los casos basta
con un filtro de primer orden, como un circuito RC como se muestra en la figura

1.11. La funcién de transferencia del filtro es:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 20

Gr(S) = RCS1+1 1.19
R
AVAYAY,
Sensor Convertidor
y @ Cos ¥ ik

Figura 1.11 Filtro antialiasing

El polo del filtro (w; = 1/RC) debe ser suficientemente mayor que los polos

dominantes en bucle cerrado, pero suficientemente menor que la frecuencia del

ruido. Una orientacion puede ser:

W .
5wge < wy < —= 1.19

En donde wg. es frecuencia angular de los polos dominantes de lazo cerrado y

Wuido €S la frecuencia del ruido.

EJEMPLO 1.2

Para el sistema de control de la figura 1.10 con K = 1, determine a) El ancho de
banda del sistema en lazo cerrado b) El rango dentro del cual se puede
seleccionar el periodo de muestreo utilice dos métodos diferentes. c) Elabore un
programa en Matlab que resuelva el problema planteado. Los tiempos en s.

| g Cis)
K zoh - £
T S{S+10)

Figura 1.10 Sistema de control para el ejemplo 1.2

R(S)

SOLUCION:

a) La funcién de transferencia del sistema continuo en lazo cerrado es:
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G(S) 8

W =176 @) =57 105+ 8

Haciendo S = jw se obtiene, después de simplificar:
8 8

. Gy, GW)| =
(8 —w?) +j10w wiw) J (8 —w?)Z + 100w?2

Gw (]W) =

Paraw = 0 se obtiene: |G, (jw)| =1

El ancho de banda se w, calcula haciendo |G,,(jw.)| = 0.707|G,,(0)|

8
= 0.707
V(8 —w2)2 + 100w?
wi+84w2 —64=0 w, = 0.869 rad/s

b) Segun la ecuacién 1.15 la frecuencia de muestreo w,debe estar en el

intervalo:
8w, < wg <12 6.95 <w, <1042rad/s
2T
T =— 0.602 <T <0.903s.
WS

Utilizando el criterio de la constante de tiempo equivalente en lazo cerrado:
0.27,4 < T < 0.67,,

La funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado corresponde a la de un

sistema de segundo orden para el cual:

w2 = w, = 2.82rad/s
2§

28w, = 10 £=177 Tog =—=1255.
Wn

El rango para el periodo de muestreo es, entonces: 0.25 < T < 0.75 s.

c) Programa en Matlab

% Programa para calcular el periodo de muestreo utilizando el criterio del ancho
% de banda a partir de la funcién de transferencia del proceso en lazo abierto.

clc

n=input('ENTRE EL NUMERADOR DEL SISTEMA=');

d=input('ENTRE EL DENOMINADOR DEL SISTEMA=");
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[nw,dw]=cloop(n,d,-1);

[mag,fase,w]=bode(nw,dw);

mag1=mag(1,1);

mag2=0.707"mag1; %Calcula el valor de la magnitud para wc
wc=interp1(mag,w,mag2,'spline’);

wmin=8*wc;

wmax=12*wc;

Tmin=2*pi/wmax;

Tmax=2*pi/wmin;

fprintf(' RANGO PARA EL PERIODO : Tmin=%3.2f Tmax=%3.2f", Tmin, Tmax)

EJEMPLO 1.3

Suponiendo que una senal de 25 Hz con componentes de ruidos en 60, 150 y 510
Hz, se muestrea a una frecuencia de 100 Hz. Que frecuencias alias se producen
en el proceso de muestreo?

SOLUCION: Segln el teorema de Shannon la minima frecuencia de muestreo
para la senal es de 50 Hz, por lo que las componentes inferiores a esta frecuencia
se muestrean correctamente desde el punto de vista frecuencial. Pero las
frecuencias superiores a 50 Hz producen frecuencias alias de valor:(Ver ecuacion
1.19)

Para 60 Hz:  faigs = | 100- 60| = 40 Hz

Para 150 Hz:  fujiqs = | 2 (100)-150| = 50 Hz

Para 510 Hz:  fuias = |5 (100) - 510 | = 10 Hz

PROBLEMAS PROPUESTOS

1.1 Las funciones que se dan a continuacibn son muestreadas cada T s.
Determine la salida del muestreador x*(t) para cada una de ellas.

a) x(t) =2t T =0.5s. d) x(t) = e ?tsen(4t) T=02s.

b) x(t) =sen(4t) T =mn/10s. e) x(t) =3te 2 T =0.2s.

c) x(t) =tsen(2t) T =0.5s. ) x®=e Dyt —-T) T=02s.
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1.2 Asuma que la entrada x(t) al sistema de la figura 1.11 estd dada por las

funciones del problema 1.1. Obtenga y grafique la salida y(t) del retenedor.

x(t)  x*t) y(t)

zoh

-

Figura 1.11 Sistema para el problema 1.2

1.3 Las funciones de transferencia de lazo abierto de ciertos sistemas de control

con realimentacion unitaria, estan dadas por:

) ) . oy SH08
Q) GS) = g5 ) 6 =55508) 9 GO =557
—-0.5S
b) Gp(S) =457 e) Gp(S) = (S+2)(S+5) B 6 =357
1 B 0.55
©) Gp(8) =< N &S =5 DE+02)

Determine el ancho de banda de cada uno de los sistemas en lazo cerrado y
estime, a partir del resultado obtenido, el intervalo dentro del cual se puede
seleccionar el periodo de muestreo. Resuelva el mismo problema tomando como

base el tiempo de establecimiento del sistema en lazo cerrado.

1.4 La figura 1.12 representa el diagrama de flujo tecnolégico de instrumentacién
de un sistema de control de nivel de liquido. Se utiliza un controlador proporcional
con ganancia K,. La valvula tiene ganancia 2 y constante de tiempo de 0.1 min. El
sistema de mediciéon del nivel tiene ganancia unitaria y constante de tiempo de
0.05 min. El proceso de nivel, una vez linealizado, se puede aproximar a un
sistema de primer orden con ganancia 0.8 y constante de tiempo igual a 0.6 min.
a) Dibuje el diagrama de bloques correspondiente al sistema. b) Estime el ancho
de banda del sistema en lazo cerrado con K. =1, K. =2 y K.=4. Que

conclusiones se pueden sacar al respecto?
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Figura 1.12 Control de nivel

1.5 Para cada una de las funciones que se dan a continuacion, determinar a) f*(t)

b) F*(s).

a) f(t) =e * —4t T=01s. d) f(t)=e 2 —e% T =0.2s.
b) f(t) = e tcos(2t) T =0.2s. e) f(t) =sen(2t) + cos(2t) T =0.2s.
) f(t)=et—sen(2t) T=02s. ) fO)=t>2—t—4 T=1s.

1.6 Para cada uno de los sistemas de control que se dan en la figura 1.13 con
D(z) =1, calcular: a) el ancho de banda del sistema en lazo cerrado. b) El

intervalo dentro del cual puede seleccionarse el periodo de muestreo.

R(S)

~—— D(z) zoh

 J

038 C(s)
105+1

s _
RS) o D(z) | DIA 2e7 c
2\ | (5S+1){25+1)

AD |e 02 fw

Figura 1.13 Sistemas de control para el problema 1.6
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1.7 Para los sistemas de control de la figura 1.13 calcular: a) La constante de
tiempo y el tiempo de establecimiento del sistema continuo en lazo cerrado. b)
Con los resultados obtenidos en el literal anterior, estime el rango dentro del cual
puede seleccionarse el periodo de muestreo.

1.8 Un generador de sefales produce un voltaje v = A.sen(wt). Si la sefal se
muestrea cada T seg y se observa un valor constante, cual es el valor mas

pequeino de T para que esto sea posible?

1.9 A un convertidor D/A de 12 bits de aproximaciones sucesivas y con escala
plena de 10 V se le aplican a su entrada las senales digitales que se dan en la
tabla 1.2. Calcule para cada una de ellas el valor del voltaje que se obtiene en la

salida del convertidor.

Tabla 1.2 Senales de entrada digitales para el convertidor D/A

Entrada Binaria | Salida Anidloga | Entrada Binaria | Salida Aniloga
000000000001 100001000110
000000000010 100000000011
000000000100 111100000000
000000001000 101010101010
111000010101 111010111011
111111100111 100000000000
1.10 La senal:

x(t) = x,(t) sin(2mt) + x,(t)sin (207t)
Se hace pasar por el sistema muestreador-retenedor de la figura 1.14. Si el
periodo de muestreo es T =0.2s. a) Obtenga y grafique la salida x*(t) del
muestreador. b) Obtenga y grafique la salida y(t) del sistema. c) Cual es la

frecuencia de la sefal a la salida del muestreador? d) Resuelva el problema si el
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periodo de muestreo es T = 1 5. Que conclusiones se pueden obtener a partir de

los resultados?

xt)  _ x(t) yi(t)

zoh

-

Figura 1.14 Sistema muestreador-retenedor para el problema 1.11

1.11 Un disco marcado con un punto, situado a una distancia R de su centro, gira
a razéon de 512 Rev/s y es iluminado por un estroboscopio que produce
2N destellos por segundo. Cual es el menor valor entero de N que muestra que el

disco esta girando?

1.12 Cuales son las principales razones para que se presente pérdida de
informacién y se generen errores en la reconstruccion de una sefial continua que

ha sido previamente muestreada?
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CAPXILO 2

TTRODUCETON A LA
TRANSEORMADA 2

La transformada z, en sistemas discretos en el tiempo, desempefia un papel muy
similar al de la transformada de Laplace en los sistemas continuos en el tiempo.
La transformada de Laplace de una funcion x(t), esta definida como:

co

X(S)=F(S)=f x(t)e St dt 2.1
0

Cualquier funcién continua x(t), muestreada peridédicamente, se puede expresar

matematicamente, para t> 0, mediante la ecuacion:

[ee)

X (6) = Z x(kT)5(t — kT) 2.2
k=0
Si se desarrolla la sumatoria planteada en la ecuacién anterior se obtiene:
x*(t) =x(0)8(t) + x(T)§(t —T) + x(2T)6(t — 2T) + -+ 2.3

Al tomar la transformada de Laplace a la ultima expresion resulta:

X*(8) = x(0) + x(T)e ™S + x(2T)e 2T + ---
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Es decir:

co

X*(S) = Z x(kT)e=¥Ts 2.4

k=0

Si se introduce ahora una nueva variable z definida como [2.1]:

1
z=e¢e 0 S=Tln(z)

La ecuacién 2.4 se puede escribir en la siguiente forma:

o

X)) = > x(keryz 2.5

k=0

Haciendo ahora:
X (S)|S=%1n(z) = X(2)

Se obtiene:

(o]

X(2) = S[x(0)] = Z x(kT)z* 2.6

k=0
La ecuacién 2.6 se define como la transformada z de la funcién continua x(t).

Asi mismo, para una secuencia de numeros x(k), la transformada z es:

(0]

X(2) = S[x(k)] = Z x(k)z* 2.7

k=0

2.1 TRANSFORMADA Z DE FUNCIONES SENCILLAS
2.1.1 Transformada z de la funcion escalon unitario: Esta funcién se define

como.:
1 t=0
x(0) = {0 t<0
Por definicién:
X(2) = S[x(0)] = z x(kT)z* Pero:  x(kT) =1
k=0

co

X(2) = zz‘k =1+z1+z2%2+2z3+-
k=0
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X(2) = —— =
z T 1—z1 gz

I
[E=y

2.1.2 Transformada z de la funcién rampa: Esta funcion se define como:
_ (At t=0

0 ={7g (2,

En este caso: x(kT) = AkT para k =0,1,2 ..., entonces:

[0e]

X(2) = z x(kT)z™F = AkTz™* = ATZ kz™k
k=0 k=0

k=0
X(z2)=AT(z7 '+ 2z72+3z 3+ )=ATz'(1+ 2z +3z7%2+ )

ATz~ 1 ATz

X = (1—2z71)2 - (z—-1)2

2.1.3 Transformada z de la funcién exponencial: Esta funcién se define como:

x(t) = {g

—at >0
t<0

[o2] o

X(z) = z x(kT)z™* = Z e kT 7=k

X(2)=1+e *z71 4 g 20T7z72 4 g=30T 773 4 ...

1 z
—e-aTz-1 - 7 — e—aT

X(z) = T

2.1.4 Transformada z de la funcién polinomial: Esta funcion se define como:

kK k=012
x(k) ={a0 k<0

Aplicando la ecuacion 2.7:

oo [ee]

X(2) = Z x(k)zk = Z akzk

k=0 k=0

X(z)=14az'+a?z72+a’z7 2+

X(2) = 1 _z
z T 1—az' z-—a
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Tabla 2.1 Transformada z de funciones practicas

o [70) f(kT) F(S) F(z)
F. Continua F. Discreta T. de Laplace Transformada z
1 5(0) 5(kT) 1 1
1 Z
2 t kT =
u( ) u( ) S z—1
Tz
3 t kT E
S2 (Z - 1)2
2 T?z(z + 1)
4 t2 kT)? e
( ) S3 (Z - 1)3
5 t3 (kT)? 6 2" +4z+ 1)
S* (z—-1)*
1 Z
—at —akT - T
6 € ¢ S+a z—e o
1 Te T
—at —akT - I —
7 te kTe (S + a)? (z —e—aT)2
8 t2e—at (kT)%e kT # Tze_aTZ(Z + e_aT)
(S+a)s (z —e—aT)3
. b zsin(bT)
bt in(bkT -
9 sin(bt) sin(bkT) S2 4 p2 z2 —2zcos(bT) + 1
B z? — zcos(bT)
10 cos(bt cos(bkT -0
(bt) (bkT) S2 4 p2 z2 —2zcos(bT) + 1
b ze T sinbT
—at ~: —akT .: -
11 e™Fsin(bt) | e™*sin(bkT) (S+a)? + b2 z2 — 2ze~%TcosbT + e~2aT
S+a z? — ze % cosbT
—at —akT e —
12| e cos(bt) | e cos(bkT) (S+a)?+ b2 z2 — 2ze~%TcosbT + e~2aT
a (1-e 9z
1 1-— —at 1— —akT
3 e e S(S+a) (z — 1)(2 _ e—aT)
a? 7z z aTe Tz
14 | 1- (A +at)e™ | 1—(1+akT)e 9T ISV - -
(1+at)e (1 +akT)e S+ a)? z=1 z—e @ (z-e0T)2
—aT _ ,—bT
15 | e—at _ p=bt | p—akT _ ,-bkT __b-a (™ —e™7)z
(S+a)(S+b) (z—e™®T)(z—e~"T)
—aT —bT
16 | po-ti— ag-tt | poobiT _ ggoait (b—-a)s [(b—a)z — (be T — ae~bT)]z

S+a)(S +b)

(z—e 9T)(z — e~PT)
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Tabla 2.1 Transformada z de Funciones Practicas (Continuacion)

e f@® f(KT) F(S) F(z)
F. Continua F. Discreta T. de Laplace Transformada z
S [z— (1 +aT)e %]z
_ —-aT _ —akT -
17 | (1-at)e (1- akT)e STy o gmary?
a’ [(aT — 1+ e~T)z + (1 — e~ — qTe=9T)]
18 t—1 —-at _ —akT
a +e akT —1+e 2GS+ a) =Dz ==
Z
19 ak
zZ—a
_ 1
20 ak=l k>1
zZ—a
k-1 z
21 ka Z—a)?
z(z + a)
22 2 k-1
k“a CIE
2+ 4az + a?)
23 k3ak-1 2z
‘ -
Z
_ Nk
24 (—a) Tt a
VA
25 akcos(km)
z+a
26 k(k _ 1) k-2 L
¢ @ - a)
o7 . ) z(m —1)!
k(k—1)--(k—m+2) W
1 (Az + B)z
S(S+a)S+b) (z—1)(z — e-9T)(z — e~PT)
28 _b(1—e ) —a(l—-eT) ae=T(1 — e~PT) — he T (1 — e~9T)
ab(b — a) B = ab(b — a)
a
1 — e~ *(cosbt + —sinbt 2 4 p2
29 ( A ) a’+b (Az + B)z

S[(S + a)? + b?]

(z — 1)(z? — 2ze~%TcosbT + e~2aT)

a a
A=1—-eTcoshT — Ee_aTsian B =e72%aT 4 Ee_aTsian — e TcoshT
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EJEMPLO 2.1
Aplicando la definicion de transformada z, hallar la transformada z de la funcion

descrita por:

x(t) = te ™ t=>0
SOLUCION:
X(2) = 2 kTe 9kT z=k =T Z Ke kT 7=k
k=0 k=0
X(2) =T(e %Tz71 4+ 27247772 4 37307773 4 ...)
X(2)=Te ¥z 1 (1+2e7%Tz71 +3e724Tz72 4 ...)
Te %Tz71 Te 9Tz
X(z) = — 5 = -
(1—e-aTz-1)2 (7 — e-aT)2
EJEMPLO 2.2

Hallar la transformada z de:

G

SOLUCION: Cuando se da una funcién en términos de S y se desea evaluar su
transformada z, se puede transformar X(S) en x(t) y hallar la transformada z de
x(t). Ahora bien, si se dispone de una tabla de transformada z, se puede expandir
X(S) en fracciones parciales y utilizando la tabla se evalta X (z).

Para el ejemplo propuesto:

4 1 1
XS =55Fm =5 5+a
De tablas:
~(1 VA (1 VA
J{E}zz—l J{S+4}=z—e‘”
Es decir:
X(2) = z .z _ (1—e*)z
z—1 z—e*T (z—1)(z—e™*T)

La ubicacion del polo z — e~*T, depende del valor del periodo de muestreo.
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2.2 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z
El uso de las propiedades de la transformada z facilita la evaluacion de la
transformada z de una funcidon asi como el andlisis de sistemas de control en

tiempo discreto [2.2].

2.2.1 Multiplicacién por una constante: Si X(z) es la transformada z de x(t),

entonces:
J{ax(t)} = a3{x(t)} = aX(2) 2.8
Demostracion:
S{ax(t)} = Z ax(kT)z ™% = az x(kT)z™* = aX(2)
k=0 k=0

222 Propiedad de Linealidad: Si X(z) es la transformada z de
x(t) e Y(z) es la transformada z de y(t), entonces:
J{ax(t) + by(t)} = aX(z) + bY(2) 2.9

Demostracion:

[ee]

S{ax(t) + by(t)} = Z{ax(kT) + by(kT)}x~* = az x(kT)z™ + b Z y(kT)z*
k=0

k=0 k=0

S{ax(t) + by(t)} = aX(z) + bY (2)

2.2.3 Multiplicacion por a*: Si X(z) es la transformada z de x(t), entonces:

S{ax(D} = X (2) 2.10

Demostracion:

co

J{akx(®)} = i akx(kT)z ™% = Z x(kT) (Z)_k =X (f)
k=0

a
k=0

2.2.4 Propiedad de Traslacion: Si se tiene que X(z) es la transformada zde
x(t) y que x(t) = 0 para t < 0, entonces:

Sx(t —nD)} = z7"X(2) 2.11
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S{x(k + n)} = z"X(z) — z"x(0) — z" 1x(T) — ---Zx((n — 1)T) 2.12

n—-1

X(2) - Z x(kT)z™*

k=0

3{x(t + nT)} = z" 2.13

Siendon=1,2,3 ...

Demostracion:
Para demostrar 2.11 se tiene:

(0]

S{x(t —nT)} = Z x(kT —nT)z ™k =z™" z x[T(k —n)]z=¢™

k=0 k=0
Haciendo k — n = m resulta qué:

o)

J{x(t—nT}=2z" Z x[(mT)]z™™ = z7"X(2)

k=0
EJEMPLO 2.3
Hallar la transformada z de la funcion: x(t) = 4u(t — 3T)
SOLUCION: En este caso se aplica la propiedad de traslacién y la propiedad de

multiplicacién por una constante.
X(Z) = S{‘l’”(f — 3T)} = 4S{u(t _ 3T)} — 4Z—3¢~{1}

4
z2(z—1)

X(2) = 427 - o) =

EJEMPLO 2.4
Hallar la transformada z de la funcion: x(t) = tu(t + 3T)

SOLUCION: De acuerdo con la ecuacion 2.12 se tiene:

S{tu(t + 3T)} = 23 {S[t] - Z sz"‘}
k=0

(z—-1)?% =z 72
2.2.5 Propiedad de la Traslacion Compleja: Si X(z) es la transformada z de

Tz T 2T
S{tu(t +37)} = 23 [ ]

x(t) , entonces:

S{e *x()} = X(ze?) 2.14
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Demostracion:

S{e ¥x(t)} = ) e *Tx(kT)z™%* = » x(kT)[ze*T]*
Por lo tanto:
S{e *x(t)} = X(ze)
EJEMPLO 2.5

Hallar la transformada z de la funcién: x(t) = t?e™3¢
SOLUCION: Utilizando la tabla de transformada z se obtiene:
T?z(z+ 1)

(z—1)°
3{t%e73} = X(ze?T) = X(ze3")

Reemplazando a z por ze3T resulta:

3{t?} =

T2e3Tz(ze3T + 1)

S{tte™} = (ze3T — 1)3

226 Teorema del Valor Inicial: Si X(z) es la transformada z de x(t), el valor inicial,
x(0) dex(t) 6 de x(k) esta dado por:
x(0) = ltin(}x(t) = lim X(2) 2.15

Demostracion: De acuerdo con la definiciéon de transformada z:

(o]

X(z) = Z x(kT)z™* = x(0) + x(T)z™* + x(2T)z ™% + -~
k=0

Tomando el limite cuando z — o se obtiene:

x(0) = Zh_)ncr}o X(z) = ltl_I)I(} x(t)

2.2.7 Teorema del Valor Final: Si X(z) es la transformada z de x(t), el valor
x(o0) de x(t) esta dado por:
x(o0) = tlim x(t) = lirr%(z - 1X(2) 2.16
—00 Z—>

Demostracion: Por definicién, la transformada z de x(k) y de x(k + 1) son:
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[o9] (o8]

Sx(} = ) x(0z Sk + 1) = Y x(k+ Dz

k=0 k=0

Restando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

Sk + 1)) - S} = lim [2 x(k + 1)z7% — 2 x(k)z‘k]
k== k=0
S{x(k + 1) — x(k)}
=x(D)+x@)zt+x(n+ 1)z —x(0) —x(Dz"t —x(2)z7% - —x(n)z™"
S{x(k +1) —x(k)}
= lim[—x(0) + (1 - zDxD)+z71(1-z"Y)x@2) + - z7z — Dx(n)
+z"x(n+ 1)]

Tomando el limite de la ecuacidon anterior cuando z — 1 se obtiene:
lirr%[s{x(k +1) —x(}] = lirr}[x(n + 1) —x(0)]
VA VA

Teniendo en cuenta el teorema de la translacion real:
S{x(k+ 1)} —3{x(k)} = zX(z) — zx(0) — X(2) = (z — 1)X(z) — zx(0)
De las dos ultimas ecuaciones se obtiene:

lim x(n) = lin}(z - 1X(2)
n—-oo VA

EJEMPLO 2.6
Determinar el valor inicial y el valor final de la funciéon cuya transformada z esta
dada por:
(1—e37)z
(z—1)(z—e37)

SOLUCION: a) Para el valor inicial se tiene:

X(z) =

0) = Tim X(2) = Ii 1-e3Nz
X( ) - zl—g}o (Z) - zl—>r2> 7 — 1)(2—3‘3T) -

b) Para el valor final se tiene:

(1—-e37)z

Z-Dz—e31) *

x(o0) = lZi_r)r}(z -DX(2) = lZi_r)r}(z -1)
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En efecto, la funcion x(t) correspondiente a la funcién X(z) es: x(t) =1 — e3¢ por

lo tanto:

x(0) = ltirrg(l —e3) =0 x() = tlim(l —e3) =1

En la tabla 2.2 se dan algunas de las propiedades fundamentales de la

transformada z.

Tabla 2.2 Propiedades de la Transformada z

N2 x(t) 6 x(kT) Transformada z

1 ax(t) aX(z)

2 ax(t) + by(t) aX(z) + bY(2)

3 | x(t+T) 6 x(k+1) zX(z) — zx(0)

4 x(t + 2T) z2X(z) — z*x(0) — zx(T)

5 x(k + 2) z2X(z) — z?x(0) — zx(1)

6 x(t + KkT) z8X(z) — zFx(0) — 2% x(T) — - zx (kT = T)
7 x(t—k) z %X (2)

8 x(n+k) 28X (2) — z%x(0) — zF"1x(1) — -+ zx(k — 1)
9 x(n—k) z %X (2)

10 e %x(t) X(ze™T)

11 e~ *x (k) X(ze?)

12 akx (k) X(z/a)

13 tx(t) _pdx@l

dz

14 x(0) lim X(z)
15 x(00) lim[(z - 1)X(2)]

2.3 TRANSFORMADA Z INVERSA

La transformada z inversa de una funcién X(z) da como resultado la funcién

muestreada x*(t) y no la funcién continua x(t).
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Al evaluar la transformada z inversa se obtienen los valores de la funcién x(k) en
los instantes de muestreo para k=0,1,2--- .En consecuencia, la funcion
muestreada x(k) obtenida a partir de la transformada z inversa es Unica pero, es
posible que exista mas de una funcion continua x(t) a partir de la cual se pueda
derivar la misma funcién x(k) [2.3].

La notacion para la transformada z inversa de una funcién X(z) es:
x(k) = 37X (2)} 2.17

Existen diferentes métodos para evaluar la transformada z inversa, entre ellos
estan:

e Método de la divisidén larga o método directo.

e Método de la expansién en fracciones parciales.

e Método de la integral de inversién.

e Método computacional.

2.3.1 Método de la division larga: Con éste método se obtiene la transformada z
inversa expandiendo a X(z) en una serie infinita de potencias en z~!. El
coeficiente del término en z™" corresponde al valor de la funcién x(k) en el
enésimo instante de muestreo, este hecho se puede ver claramente si se escribe
la ecuacion que define a la transformada z como una serie de potencias como se

indica a continuacion:

oo

X(z) = 3{x(t)} = Z x(kT)x™® = x(0) + x(£)z7* + x(2T)z™2 + x(3T)z~3 + --- 2.18
k=0

EJEMPLO 2.7
Hallar la transformada z inversa de:
z+2)(z—-1)
(z+1)(z+3)(z—-2)
SOLUCION: X(z) se debe escribir en la forma:
z7l+z72-2z73
142z71—-5z72—-62z73

X(z) =

X(z) =
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La divisidn se realiza asi:

14+2z71—-5z72—-6273

-1 -2 -3
z 4z —=2z
z71—77245273—-9z74 437275

—z1—2z724+5273+627*
—z7243z34+6z7%
27242273 —-527%—6z7°
52734+ z*—62z7°
—52z73 —10z"*+ 252z7> 4+ 30z7°
—9z7%+ 19275+ 30z°°
9z7% + 182> — 45276 — 54777
37275 — 15276 —54z77 ...

X(z)=z1=—2z724523-927"*%+37z°
La transformada z inversa es, entonces:

x(0)=0 x(3)=5
x()=1 x(4) = -9
x(2)=-1 x(5) = 37...

2.3.2 Método de expansién en fracciones parciales: Este método requiere que
todos los términos de la expansidn en fracciones parciales se puedan encontrar en
una tabla de pares de transformada z.
El método consiste en expandir la funcion X(z) en fracciones parciales si X(z) no
tiene ceros en el origen 6 X(z)/z si X(z) tiene ceros en el origen, de modo que a
cada una de ellas se le pueda evaluar su transformada z inversa, a partir de una
tabla de transformada z.
Sea:

X(2) = boz™ + by z™t + - b,_1z + by, 219

(z=p)(Zz—p2) (2 —pn)

Si b,,, = 0 la funcién se puede expandir en fracciones parciales asi:

X(2) o a an

+ .-
z Z—Pp1 Z7DP2 Z = Pn
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En donde:
_ X(2)
a; = (z-p;) Z lyep,
EJEMPLO 2.8
Hallar la transformada z inversa de:
(z+2)(z-1)

X(z) =

(z+1)(z+3)(z—-2)
SOLUCION: Como X(z) no tiene ceros en el origen, se expande X(z) en
fracciones parciales.

B z+2)(z-1) oo a, as
XD =i D+ 9e-2 z+1i z+377-2
@ = (24 DX@les = 3

2

a; = (z+3)X(2)|z=—3 = T
_ 4

az = (z—=2)X(2)|z=2 = 15

1/3 2/5 4/15
/ N / N /
z+1 z+3 z-2
Utilizando tablas de transformada z se encuentra que:

X(2) =

x(k) = 3 (1)< 4 £ (-3 4 ()4
Para diferentes valores de k se obtiene:
x(0)=0 x(3) =5
x(1) =1 x(4) = -9
x(2) = -1 x(5) = 37

EJEMPLO 2.9
Hallar la transformada z inversa de:

z(z+ 0.5)(z+ 0.8)

X = o8-
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SOLUCION: En este caso X(z) tiene un cero en el origen. Entonces se expande
X(z)/z en fracciones parciales.

X(z)  z(z+05)(z+08) a a, as
z (z—-02)(z-08)(z—1) (z—-10.2) + (z—0.8) + (z—1)

x(2) _ 35 x(2) _ 52
al_(Z_OZ)_Fo.z_ﬁ az—(z—08)—2=0.8— 3
X(z) 35 135
z  24l(z-o. 2)] [(z - 0.8)] [(z - 1)]

135
X(z) ==, z—0. 2)] [(z — 0.8)] 8 (z -1

Utilizando la tabla de transformada z se obtiene:

(k)—35 0.2)K 52 08"+1351" k>0
Entonces:
x(0) = 0.00 x(2) = 3.30 x(4) = 8.012 x(6) = 11.195
x(1) = 1.00 x(3) = 5.84 x(5) =9.777 x(0) = 16.875

NOTA: Si X(z) tiene un polo de multiplicidad r es decir, si X(z) es de la forma:

X(2) N@) 2.20
Z) = .
(z—p)(z—p)"
Su expansion en fracciones parciales se puede escribir como:
a; azq azz Ay
X(2) = + + + oo 2.21
z—p1 z—p2 (Z-p)* (z2—p)”
En donde:
a; = (z = p)X(2)|1=p, 2.22
1 dr-f



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 42

EJEMPLO 2.10

Hallar la transformada z inversa de:
1
z3(z —1)2

SOLUCION: La expansién en fracciones parciales de X (z) es de la forma:

X(2) =

a1 Qg2 Qg3 arq az;
X()——+—+ +Z_1+(Z_1)2
1 d? 1 d 2
a1 =( “Didz — [2°X(2)],=0 =3 a1 =—( 1)1 dz [(z - 1D)*X(2)]z=1 = -3
1 d 1
W2 = o X(2)];=0 =2 G2 =Gt~ 12X (2)],=1 =1

a3 = m[fX(Z)]z:o =1

Por lo tanto:

X()—3+2+1 3 4 1
e I R | (z—1)2

Tomando la transformada z a cada término se obtiene:

wl[:l_gc\' 1[z71] = {3 k=1

0 k#1
2 2 k=2

1| 2| — ox—11,-27 —
> [ZZ] 2371z {0 k%2
R 1[ ] - —3 {1 k=3
73 0 k+3

~—1 — 21 — 3 k=21
> [2—1_3‘5 [2—1]_{0 k<0
0 k<0

cv—ll: 1 :|_¢~—1 z %
S le-pAd T -
De las expresiones anteriores se deduce que:
x(0)=0+0+0-0+0=0
x(1)=3+0+0-3+0=0
x(2)=0+2+0-3+1=0

x(3)=0+0+1-3+2=0
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x(4)=04+04+40-34+3=0
x(5)=04040-3+4=1
x(6)=04+0+0-3+k—-1=k—-4=2
Es decir:

(k-4 k>5
x(k)‘{ 0 k=1,234

2.3.3 Método de la Integral de Inversién: La técnica més general para obtener la
transformada z inversa es la de la integral de inversion. Esta integral, deducida a

partir de la teoria de la variable compleja, estd dada por [2.4]:
1
S HX(2)}=x(k) = —'(f X(2)z*t dz 2.24
j2m ),

En donde C representa una trayectoria circular con centro en el origen del plano z

y que encierra a todos los polos de X (z)z** .

La integral dada en la ecuacion 2.24 se puede evaluar utilizando el teorema de los

residuos:

n
x(k) = Z[Residuos de X(2)z* 1 en el polo z = p;] 2.25

i=1
x(k)=C,+C, +C3+-C, 2.26
En donde C,+C,+Cs5+--C, son los residuos en los polos pi,p,, P3,.Pn

respectivamente.

Para evaluar los residuos se debe tener en cuenta lo siguiente:
e Si el denominador de X(z)z*~! contiene un polo simple en z = p;, el residuo

correspondiente es:

C; = Zli_)rg(z —p)X(2)zk 1 2.27

e Si el denominador de X(z)z*~! tiene un polo mdltiple p; de orden r, el residuo

C, esta dado por:
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1 dr—l

Cr= (r—1)! zli—g)lj dzr-1 [(z~

p;) X(2)z*1] 2.28

e Si X(z) tiene un cero de orden q en el origen entonces X(z)z*~* en la ecuacion
2.25 tendra un cero de orden g + k — 1 en el origen.

e Si X(2)z*! tiene un polo simple ¢ un polo multiple en el origen en z =0, la
evaluacion de los residuos se puede hacer muy laboriosa. En este caso, se
recomienda utilizar el método de fracciones parciales para obtener la

transformada z inversa.

EJEMPLO 2.11

Hallar la transformada z inversa de:

VA
(z-2)z-3)(z-4)

SOLUCION: Para comenzar, se debe calcular G(z)z*!

G(z) =

K
G(z)zk 1 = z

T (z-2(z-3)(z-1

Para k=0,1,2,3.., G(z)z*! tiene tres polos simples en z=2,z=3yz=1

entonces:
gk)=C,+C,+Cs
En donde:
k
GElnC- D e ae-Dn " &
z* 3k
C=lInE=3) e -D 2
k 1
G=lmz =) G- 2
Por lo tanto:

1 3k
=——2k [
g(k) > +5
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EJEMPLO 2.12

Hallar la transformada z inversa de:

Z2

(z—-1)%(z—-0.5)
SOLUCION: Al utilizar la integral de inversién se obtiene:

X(z) =

Zk+1
X(2)z*7 = (z—1)?(z—-0.5)
x(k)=C{+C,
1 k+1
R I TEL i 1* Z-Dz—05) 2k~ 2
k+1
Co = lim (2 = 0.5) vz, =gy = 209"

x(k) = 2(0.5)% + 2k — 2

2.3.4 Método Computacional: Este método utiliza software mediante el cual es
posible obtener la transformada z inversa bien sea en forma de serie infinita de
potencias 6 en forma de una expresidn matematica especifica. En el caso del
MATLAB; la transformada z inversa se evalUa obteniendo la respuesta del sistema

al impulso unitario. En este caso la entrada esta dada por:
u = [1zeros(1,N)] 2.29

En donde N corresponde al ultimo periodo de muestreo deseado para la
observacion de la respuesta. A continuacion se presenta un programa en MATLAB

que permite evaluar la transformada z inversa.

EJEMPLO 2.13

Utilizando el MATLAB, determinar la transformada z inversa de:

2273
1-z1H(1-05z"1

G(z) =

SOLUCION: G (z) se puede escribir como:
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2

G(z) = z3—1.52z2+ 0.5z

El programa en MATLAB para evaluar la transformada z inversa es:
% Transformada z inversa

% Introducir el numerador y el denominador

n=[0 0 0 2];

d=[1-1.50.50];

u=[1 zeros(1,20)];

y=filter(n,d,u)

Al ejecutar el programa se obtiene el siguiente resultado:

9(0)=0.0000 9(5)=3.5000 9(10)=3.9844
9(1)=0.0000 9(6)=3.7500 .. .. ..
9(2)=0.0000 9(7)=3.8750 . .....
9(3)=2.0000 9(8)=3.9375 9(19)=4.0000
9(4)=3.0000 9(9)=3.9688 9(20)=4.0000

Para obtener la respuesta correcta, es necesario que el numerador n, y el
denominador d, se introduzcan al MATLAB con el mismo numero de coeficientes,
por esta razén se introdujo n = [0 0 0 2] y no n = [2] como seria lo mas facil.

Si se desea graficar la respuesta al impulso unitario se puede utilizar el siguiente

programa:

% Transformada z inversa.

% Grafica de la respuesta al impulso unitario.
clc

n=[0002],

d=[1-1.50.5 0];
u=[1 zeros(1,20)];
k=0:20;
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y=filter(n,d,u);

plot(k,y,™)

titte(RESPUESTA AL IMPULSO UNITARIO’)
xlabel(‘k’)

ylabel('y(k)’)

La figura 2.1 muestra el resultado que se obtiene al graficar la transformada z

inversa de la funcién dada.

T T T T T T T T T
T e,
. i
3 _______ Lo _45_ _____________ [ Lo J: ______ T Lo —
gik) 2 f------i-- R B .
U SN U SO SO NSO OSSO SOOI i
D_* —k 1 1 1 ] H 1 1 1
0 2 4 G o 10 12 14 115] 15 20
k

Figura 2.1 Respuesta al impulso unitario

EJEMPLO 2.14

Hallar la transformada z inversa de la funcion:

2
(z—0.5)(z—0.4)(z—-0.2)

Utilizando tres métodos diferentes.
SOLUCION:
a) Utilizando el método de expansion en fracciones parciales.

X(2) =

Como no hay ceros en z = 0, se expande X(z) en fracciones parciales:

X(2) = a N b N c
T z—-05 z—-04 z-0.2
: 66.666 b . 100
a= = . = =
(z—0.4)(z—0.2)| _ . (z=0.5)(z=0.2)1,_,,

2

T Z-05)(z-04) = —33.333

z=0.2
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66.666 100 33.333

X(z) = _
@)= 5 704 7-02

x(k) = 66.666(0.5)"1 —100(0.4)** + 33.333(0.2)%1
b) Utilizando la integral de inversion:

27k-1 27K

X(z)z" " = (z—05)(z-04)(z—02) z(z—-05)(z—0.4)(z—02)

Para k = 0 la funcion X(z)z*~* es:

X(Z)Zk = 2(z—0.5)(z— 0.4)(z— 0.2)

En este caso X(z)z*~! tiene cuatro polos, por lo tanto, para k = 0:
x(O)=C1+C2+C3+C4,
En donde:

—50

2
=z 09— 0Dz =02)

. 2
= = 0 - DG —02)

2
2(z—05)(z—04)(z—0.2)
x(0)=C,+Cy+C3 +C, x(0) =0

Para k = 1,2,3...La funcion X(z)z*"! es:

—250

C; = Zlirg.l‘}(z —0.4) *

sz—l

(z—0.5)(z—0.4)(z—-0.2)

X(z)zk 1 =
En este caso X(z)z*1 tiene tres polos, entonces:

sz—l
= i - = k-1
= = 0 G o =02y~ 066660

sz—l
im0, = —100(0.4)*1
C, le)r&(z 0.4) * (z—0.5)(z—0.4)(z—-0.2) 04

ZZk—l
(z=0.5)(z-04)(z—0.2)

Asi, la transformada z inversa de X (z) se puede escribir como:

€3 = lim (z-0.2) = = 33.333(0.2)%1
Z—0.
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x(k) = {66.666(0.5)"‘1 —100(0.4)*"1 4+ 33.333(0.2)* ! k>1
0 k=0
c) Programa en MATLAB
% Calculo de la transformada inversa
n=[000 2];
d=conv(conv([1 -0.5],[1 -0.4]),[1 -0.2]);
u=[1 zeros(1,20)];
Y=filter(n,d,u)

Al ejecutar el programa se obtiene:

y(0)=0.00 y(3)=2.00 y(6)=1.07 y(8)=0.3574
y(1)=0.00 y(4)=1.56 y(7)=0.6342  .........
y(2)=0.00 y(5)=1.66 y(8)=0.3574 y( )=0.00

2.4 LA TRANSFORMADA Z MODIFICADA
La transformada z modificada se utiliza cuando la funcién de transferencia de un
sistema que se analiza, presenta un determinado tiempo muerto 6 retardo 6'.
Asumiendo que la funcién de transferencia del sistema esta dada por:

G,S) = G(S)e 'S 2.30
En donde G(S) no contiene tiempo muerto y & es el tiempo muerto, el
procedimiento para evaluar la transformada z de esta funcién es el siguiente:
Sea:

0'=NT +6 2.31
En donde T es el periodo de muestreo y N es la parte entera del cociente:

vl 2.32
= _
Sustituyendo la ecuacion 2.31 en la ecuacion 2.30 se obtiene:
G,S) = G(S)e~WNT+6)S 2.33

Tomando la transformada z a la ecuaciéon 2.33:

Gy(2) = I{G(S)e~(NT+0)s}

Es decir:
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G,(z) = z7V3{G(S)e %} 2.34

El término S{G(S)e‘“} se define como la transformada z modificada de G(S) y se

denota por: 3,,{G(S)} = G(z,m). Entonces:

Gy(2) = z7 V3, {G(S)} =z7"G(z,m) 2.35
En donde:
198 2.36
m = T .

En la tabla 2.3 se da la transformada z modificada de algunas funciones practicas.

EJEMPLO 2.15
Hallar la transformada z de la funcién:

56_1'35

&) =532

Asumir que el periodo de muestreoes T = 1 s.
SOLUCION: Utilizando las ecuaciones 2.31, 2.32 y 2.36 se obtiene:

6 13

T I 1 (Se toma sélo la parte entera del cociente)

0=0"-NT=13-1=0.3

_, 0 03
m= 7= =0

Utilizando la tabla 2.3 se encuentra que:

N{ 1 } _Te™®™[e™ + m(z —e™*")]
s+ o) (z—e )2
Utilizando la ecuacion 2.34 con N = 1y con G(S) = 5/(S + 3)? se obtiene:

5 } _ 5%0.12245[0.04978 + 0.7(z — 0.04978)]
(S+3)2 (z — 0.04978)>2

Go(2) = 273

Simplificando:

0.42857(z + 0.02133)
(z — 0.04978)2

Gy(S) =
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Tabla 2.3 Transformada z modificada

N° £(t) F(kT) F(S) F(z) Modificada
1 1
1 u(t U(kT -
® (kT) . -
2 ¢ kT ! L —
S2 z—1 (z—-1)?
2 m? 2m+1 2
2 T 2 - TZ
° ‘ (kT) S3 [Z—1+(Z—1)2+(Z—1)3]
-1 —amT
et - (n—1)! R e
4 t (kT) sn }zlir(l)( D dan1|z—eaT
5 e—at e—akT 1 e—amT
S+a z—e T
1 Te *T[e~T + m(z — e~ %T)]
—at —akT
6 te (kT)e (s + a)? (z — e~aT)?2
a 1 e—amT
7 1—e @ 1 — e~akT o < R
S(S+a) z—1 z—e™ o
a? aT amT —1 e 9mT
-1 —at _ —akT -
8 at +e akT —1+e S5t a) (Z—1)2+ ~ 1 P
a2 1 1+ amT aTe™ T
9 | 1-A+at)e ™ | 1—(1+akT)e — -
(1+ane (1+akDe S(S+a)? z—1 |[z—e 9T (z—e79T)2
10 e~at _ e—bt e—akT _ e—ka b—a e—amT _ e_me
(S+a)(S+b) z—e 4T z—ebT
b z.sin(bmT) + sin(1 — m)bT
11 in(bt in(bkT —_
sin(bt) sin(bkT) SZ + h2 z2 —2zcos(bT) + 1
S z.cos(bmT) — cos(1 — m)bT
12 cos(bt cos(bkT —_—
(b6) (bKT) 52 + b? z%2 — 2zcos(bT) + 1
b [z.sin(bmT) + e~ sin(1 — m)bT]e ™"
13 e sin(bt e T sin(bkT —_—
(bt) (bKT) (S +a)?+ b? z2 — 2ze~Tcos(bT) + e~2aT
14 ecos(bi) e~k cos (bKT) S+a [z.cos(bmT) + e~ sin(1 — m)bT]e "

(S +a)? + b2

z2 — 2ze T cos(bT) + e~2aT
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2.5 APLICACION DE LA TRANSFORMADA Z EN LA SOLUCION DE
ECUACIONES EN DIFERENCIAS.

Una ecuacién en diferencias representa la relacion entre la salida del sistema y
sus retardos y la entrada al mismo y sus retardos. Usualmente se escribe como
una ecuacion recurrente de modo que la salida del sistema se pueda calcular a
partir de sus valores anteriores y de la senal de entrada y sus valores anteriores.
La transformada z y la transformada 2z inversa, representan una buena
herramienta para resolver ecuaciones en diferencias. El método consiste en tomar
primero la transformada z de la ecuacién, despejar la variable dependiente vy,
finalmente, tomar la transformada inversa z a la expresion resultante. Para dar

claridad se explica el método mediante la solucién de algunos ejemplos practicos.

EJEMPLO 2.16
Resolver la ecuacion:
4x(k) —4x(k — 1) + 2x(k — 2) = u(k)

1 k=0

x(k)=0 Para k<0 u(k)={0 k<0

SOLUCION: Tomando la transformada z a cada uno de los términos de la

ecuacién dada, se obtiene:

z
4X(z) —4z7X(2) + 2z7%X(2) = p—
z
212 -2z +2z7%)X(2) = ——
z—1
0.5z 0.5z3

X(z) =

Z—-1D2-221+%22) (z-12z22-2z+1)

Expandiendo X(z)/z en fracciones parciales:

X(@z)_ 05 05-05z _ 05 025(z—1)
z z—1 2z22—-2z+1 z—1 z2—2z+40.5
0.5z 0.25(z% —2)
X(Z)_z—l_zz—z+0.5




Control Digital. Luis Edo Garcia J. 53

Como puede verse, los polos del segundo término del lado derecho de la ecuacion
son complejos conjugados, entonces, la transformada inversa z de éste término es
de la forma e~*Tcos(bT) y/o e *Tsen(bT).
Haciendo uso de la tabla 2.1 se encuentra que:
ze~Tsin (bT)

z2 — 2ze= 9T cos(bT) + 2e—2aT

z% — ze “Tcos (bT)
z%2 — 2ze%T cos(bT) + 2e~2aT

Comparando estas ecuaciones, con el segundo término del lado derecho de

S{e %Tsin (bT)} =

I{e % cos (bT)} =

X(z)/z se obtiene:

e~2aT =05 e T =0.707
2e T cos(bT) = 1 cos(bT) = 0.707 bT = %
Sen(bT) = 0.707 e “Tsin(bT) = 0.5 e *Tcos(bT) = 0.5
Con los valores anteriores se obtiene:
z2 —z z? — 0.5z 0.5z

zz—z+0.5zzz—z+0.5_zz—z+0.5
Por lo tanto:

X(2) = z 025 z?> — 0.5z 0.5z
z) = —=—0.

22—2+405 2z2—2z+05
Tomando la transformada inversa z resulia:
km - (kn
x(k) = 0.5 —=0.25(0.707)% cos (T) + 0.25(0.707)*sin (T)

Solucion utilizando el MATLAB
Si de la ecuacion se despeja x(k) se obtiene:
x(k) =x(k—1) —0.5x(k — 2) + 0.25u(k)
Teniendo en cuenta que x(k) =0 para k <0, se puede escribir el siguiente
programa en MATLAB para resolver la ecuacion en diferencias dada:

clc % Programa para calcular los valores de x(k)

xk=0;
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xk1=0;

xk2=0;

uk=1;

for k=0:20;

xk1=xk;
xk=xk1-0.5*xk2+0.25%uk;
xk2=xk1;

[k, xk]

Al ejecutar el programa, se obtiene el siguiente resultado:

x(0)=0.2500 x(6)=0.4688 x(12)=0.5039
x(1)=0.5000 x(7)=0.4688 x(13)=0.5000
x(2)=0.6250 x(8)=0.4844 .. ...
x(3)=0.6250 x(9)=0.5000 ...,
x(4)=0.5625 x(10)=0.5078 ... ...
x(5)=0.5000 x(11)=0.5078 x(20)=0.5000

EJEMPLO 2.17
Resolver la ecuacion:
x(k +2) —3x(k+1) + 2x(k) = u(k)

1 k=0
0 k+0

SOLUCION: Tomando la transformada z a la ecuacion dada, se obtiene:

Endonde: x(k)=0 para k <0 y u(k) = {

22X (z) — z?x(0) — zx(1) — 3[zX(2) — zx(0)] + 2X(2) = 1

(z2 = 3z+2)X(2) = z%x(0) + zx(1) + 3zx(0) + 1
Segun las condiciones dadas: x(0) = 0. Con este dato se puede calcular x(1),

haciendo k = —1 en la ecuacioén original asi:

x(1) = 3x(0) + 2x(—1) =0 x(1)=0
Reemplazando x(0) y x(1) se obtiene:
1 1 1

22—3z+2 z—-2 z-1

(z?-3z+2)X(2) =1 X(2) =
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Tomando la transformada inversa z resulta:

) = (D O k21

EJEMPLO 2.18

Resolver la ecuacion:
y(k+2)+yk) =u(k)

En donde: y(k) =0 para k<0 y u(k) — {1 k=0

0 k<O
SOLUCION: Tomando la transformada z a la ecuacion dada se obtiene:

z
z%Y(2) — z%y(0) —zy(1) + Y(2) = P

z
(z2+ 1Y (2) = 2%y(0) + zy(1) + P

Para evaluar los valores de y(0) e y(1) se procede asi:

Haciendo k = —2 en la ecuacioén original: y(0) + y(—2) = u(—2) es decir: y(0) =0
Haciendo k = —1 en la ecuacion original: y(1) + y(—1) = u(-—1) es decir: y(1) =0

Por lo tanto:
VA

, _z _
(z°+1DY(2) = —— Y(z) = (z-1(z?+1)

z—1

Expandiendo Y (z)/z en fracciones parciales:

Y(z)_l[ 1 1+z 1] z z2+z
z—1

= - —_ Y ——p— —_
Zz 2 722 +1 @ =77 771

Tomando la transformada inversa z se obtiene:

=215 (5) oo ()

y(k) también se puede dar en la forma:

y(0)=0 y(4) =0 y@8)=0
y(1) =0 y(5)=0 y(9) =0
y(2)=1 y(6) =1 y(10) =1

y(3)=1 y(7) =1 y(11) =1
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PROBLEMAS PROPUESTOS

2.1 Hallar la transformada z correspondiente a las siguientes funciones:

a)X(S)=ﬁ T=01s d) G(s)=(s+1)(522+45+20) T=01s
—-2S

b) X(S) 25(53;(52;(511r 3y [=0ls € G =g +%.518)(5+0.2) r=2s
e s

c)Y(S)=m T=05s f)G(S)=205+1 T=5s

2.2 Hallar la Transformada z correspondiente a las siguientes funciones:

a) x(t) =1—e7t T=05s fy®)=3t—4+et T=1s

b) x(t) =5e t+8e % T=02s g9) v(©) =e Dyt -T) T=04s

) x() =e 5D y(t -5 T=1s h) y(t) = 3e *'sen(4t) +t* T =05s

d) x(t) = 5u(t — 4T) T=1s i) y(k) = kak?

e) x(t) = 4+ 2te™3t T=05s N y(k) =9k(2)k1 -2k +3

2.3 Hallar la transformada inversa z para cada una de las siguientes funciones
utiizando dos métodos diferentes. Compare los valores de x(k) para k=

0,1,2,3y4 en cada caso.

02706 W xip - 02527
a) X(Z)—m ) (Z)—m
10z + 5 24272
b) X(2) = 7= 1)Z(z+ ~02) ) X&) =7z z—Z)J(r1Z— 0.5z-1)
Z+0.2 0.36822 + 0.478z + 0.154
c) X(Z)—m f) X(z) = 72(z — 1)2

2.4 Resolver las siguientes ecuaciones de diferencias:
a) 2x(k) —2x(k — 1) + x(k — 2) = u(k)

1 k=0

x(k) =0 para k<0 u(k)={0 k<0
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b) x(k+2)=x(k+1)+x(k) x(0)=0 x(1) =1
c) x(k+2)—x(k+1)+025x(k) =u(k+2) wu(k)=1 para k=0,1,2,3..
d) y(k) —y(k—1) +0.24y(k —2) = x(k) + x(k — 1)

1 k>0
0 k<0

En donde x(k) es la entrada e y(k) la salida del sistema.

y(k)=0 para k<0 y x(k):{

2.5 Dada la ecuacion en diferencias:
x(k+3)—22x(k+2)+1.57x(k + 1) — 0.36x(k) = u(k)

Endonde:u(k) =1 para k>0, x(0)=x(1)=x(2)=0
a) Resolver la ecuacion y calcular los valores de x(k) para 0 < k <10 b) Escribir

un programa en MATLAB que permita resolver numéricamente la ecuacion.

2.6 Latransformada z de una funcién f(t) con T = 1 s, esta dada por:

z(z—0.4)

F&) = 09 @=-08)

Calcular: a) La secuencia f(kT) parak = 0,1,2,... 6 b) El valor final de f(kT)

2.7 Determinar la transformada z de las secuencias que se dan a continuacién. En

lo posible, exprese el resultado mediante un término general.

_ (0 k=0,1,35.. _(cos (km) k=12,4,6,8..
W x0={] Iy ren &) 900 ={"§ k=1357.
1 k=0135 .
b)y(k)={_1 AP d) g(kT) = kTe " k>0

2.8 Hallar la transformada z de las siguientes funciones:
a) x(k) = (0.4)*u(k) + 0.2k (0.4)*u(k)
b) f(k) = (0.4)%u(k) + 0.2k(0.4)* *u(k — 1)

2.9 El comportamiento dindmico de cierto sistema discreto se describe mediante

la secuencia:
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_ {0.2(0.8)k - 0.1(0.4)* k=0
gl = { 0 k<0

a) Determinar la funcién de transferencia G(z) = Y(z)/X(z) del sistema. b) Si la
entrada al sistema x(k) es un escalon unitario, calcular su salida y(k). c) Utilice el
resultado obtenido en la parte b y grafique la respuesta del sistema para el
intervalo 0 < k <10 d) A qué valor tiende y(k) cuando k — o ?

2.10 Resuelva el problema anterior si el comportamiento dindmico del sistema se
describe mediante la secuencia:

k _ _ k =
(k) = {1.75(0.9) 0.75(=0.6)F k=>1
0 k<1

2.11 Para cada una de las funciones dadas a continuacién evaluar a) f(0)
utilizando el teorema del valor inicial. b) f(o0) utilizando el teorema del valor final.
c) Hallar la transformada inversa z de cada una de las funciones y a partir de ella,
comprobar los resultados obtenidos en a) y en b).

z z(z+1)

b) F(z) =

(z—08)(z— 0.4) VF@A ==+ 02)

2(z+ 0.5 + 0.5

@ 20) d) F@@) =~

(z—1)(z—-0.7)(z—-0.8) z—0.5

a) F(z) =

b) F(z) =

2.12 Dada la ecuacion en diferencias:
y(k+2)+3y(k+ 1)+ 2y(k) = x(k)

1 k=0
x(k)‘{o k%0

a) Calcular y(0),y(1),y(2),y(3) e y(4) recursivamente. b) Comprobar el resultado

x(0)=1 x(1) =-1

obtenido en a) resolviendo la ecuacién en diferencias.

2.13 Latransformada z de cierta funcién y(t) es:

7% — 0.4z

Y& = o mz =00 @=08)
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2.14 Utilizando las propiedades de la transformada z calcular la transformada z de:
a) y(t —3T) c) y(t+2T)
b) y(t —3T) xu(t — 3T) d) y(t+2T)u(t)

2.15 Para cada uno de los sistemas discretos cuya funcién de transferencia de
pulso G(Z)se da a continuacion, obtenga la secuencia de salida y(k)

correspondiente a la secuencia de entrada r(k) dada para k = 0 (ver figura 2.2).

a) G(z) = (z + 0.5)2(2 ¥ 0.8) r(k) = 2u(k)
b) G(z) = % r(k) = (0.5)*
&) G(2) =~ _ZO_ - r(k) = sin (k)
d) G(z) = p _'3.8 r(k) = tu(t)
r(k) o ¥

Figura 2.2 Sistema para el problema 2.14

2.16 Obtenga la transformada z de la funcion y(t) cuya grafica se muestra en la

figura 2.3

wit)

16

12

v 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 t

Figura 2.3 Grafica para el problema 2.16
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2.17 Dada la ecuacién en diferencias:
m(k) —3m(k — 1) + 2m(k — 2) = e(k)
En donde:

(05  k=0,1
e(k)‘{o k> 2

Resolver la ecuacion utilizando a) EI método recursivo. b) EI método de la

m(—2)=m(-1) =0

transformada z. c) Utilice el teorema del calor final y calcule el valor de m(k)

cuando k —» o

2.18 Dada la ecuacién en diferencias:
m(k + 3) — 1.5m(k + 2) + 0.66m(k + 1) — 0.08m(k) = e(k)
En donde:

1 k=0
e(k)‘{o k<0

a) Obtenga la solucion de la ecuacidn utilizando el método de la transformada z y

m(0) = m(1)=m(2)=0

calcule los valores de m(k) para el intervalo: 0 < k < 5. b) Utilice el método de la

divisién y calcule los valores de m(k) para el intervalo: 0 < k < 5.
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CAPXILO 3

FUNCION DE TRANSHERENCIA
DE PULSO

La forma clasica para modelar sistemas de control lineales es utilizar el concepto
de funcién de transferencia para representar la relacion entrada-salida entre

variables.

Para un sistema continuo, lineal e invariante en el tiempo, la funcién de
transferencia se define como la relacién entre la Transformada de Laplace de la
salida y la Transformada de Laplace de la entrada, asumiendo las condiciones

iniciales iguales a cero.

La funcion de transferencia de un sistema en tiempo continuo se expresa sélo
como funcion de la variable compleja S y no es funcién de la variable real, el
tiempo 6 cualquier otra variable que se utilice como la variable independiente [3.1].
De acuerdo con la definicién, la funcién de transferencia del sistema mostrado en

el diagrama de bloques de la figura 3.1 es:
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G(S) = es) 3.1
XS '
Y5
X(s) n| G(S) {':}
Entrada Salida

Figura 3.1 Funcién de transferencia para sistemas continuos.

Por analogia con los sistemas continuos, en un sistema discreto, la funcion de
transferencia de pulso relaciona la salida pulsante con la entrada pulsante del
sistema. Como se ha visto, las sefiales muestreadas (pulsantes) se trabajan
convenientemente utilizando la transformada z. Si se considera a X(z) como la
transformada z de la entrada al sistema y a Y(z) como la transformada z de la

salida del mismo, la funcién de transferencia de pulso del sistema es:

6(z) = 22 3.2
Z) = X(Z) .
. t
x(t) LX) _I &(s) y(t)
X(S) T X'(S) Y(S)
Figura 3.2 Sistema continuo con muestreador a la entrada.
Para el sistema de la figura 3.2, la salida Y (S) esta dada por:
Y(S) =G6(SX(S) 3.3
En donde:
X*(S) = z x(kT)e kTS 3.4

k=0

La respuesta y(t) del sistema, se obtiene aplicando la transformada inversa de

Laplace a la ecuacion 3.3, es decir:
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y() = L7HG(S)X*(S)] 3.5

Si se utiliza el teorema de la convoluciéon en la ecuacién 3.5 resulta:

t
or f gt — Wx* (Wdu 36
0

t (o]
y(t) = f gt —u) Z x(u)8(u — kT)du
0 k=0

y(t) = Z J- gt —uwx(u)d(u— kT)du
k=0"9

y(t) = ) g(t—kT)x(kT) 3.7

Al tomar la transformada z a la ecuacion 3.7 se obtiene:

(o]

(OERVOIERGCIEDY

Z g(nT — kT)x(kT) |z
k=0
Haciendo n — k = j resulta:

Y(z) = z Z g(T)x(kT)z=U+0
=0 k=0

o)

Y(z) = z gz~ z x(kT)z™*
7=0

k=0

De la definicién de transformada z se obtiene que: Y (z) = G(z)X(z) es decir:

Y(2)

X@) 3.8

G(z) =

3.1 PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DE
PULSO

La funcién de transferencia de pulso de un sistema, se puede obtener utilizando
diferentes métodos [3.2] asi:

e Si se tiene una tabla con las expresiones de X(z) y de X(S) para una x(t)

dada, el procedimiento para obtener la funcion de transferencia de pulso es
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sencillo: primero se obtiene la funcién de transferencia G(S) del sistema, luego
se expande G (S) en fracciones parciales de modo que, en la tabla, se pueda
encontrar la transformada z de cada uno de los términos obtenidos en la
expansion de las fracciones parciales. La suma algebraica de los términos de
la transformada z hallados, da la funcion de transferencia de pulso.

e Un segundo método consiste en utilizar la respuesta del sistema a la funcidén
Delta de Kronecker, en este caso:

Como la entrada es x(t) = 6(t) y 3{5(t)} = 1, se obtiene que G(z) = Y (2).

Por lo tanto, G(z) se puede obtener a partir de G(S) o a partir de y(t) utilizando

la definicion de transformada z, es decir:

G(z)= ) g(kT)z* 3.9

e Un tercer método es el computacional, el cual con un software especializado
permite, mediante la utilizacion de comandos sencillos, la obtenciéon de la
funcion de transferencia de pulso G(z) a partir de la funcién de transferencia
G(S). En este caso pueden citarse programas como el MATLAB, el ACS, el CC

entre otros.

EJEMPLO 3.1

Hallar la funcion de transferencia de pulso del sistema mostrado en la figura 3.3,

utilizando los dos primeros métodos expuestos.

X(S) _ X%(S) 6 Y(S)
T (S+1)(S+4) !

Figura 3.3 Sistema para el ejemplo 3.1

SOLUCION: La funcién de transferencia para el sistema continuo es:
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Y (S) 6

XS S+DE+4
a) Expandiendo en fracciones parciales resulta:

Y(S) 2 2
X(S) S+1 S+4

G(S) =

G(S) =

De tablas se obtiene:

o 2 } _ 2z N{ 2 } _ 2z
°{5+1 = Z— 0.60653 SIs+45 T 72— 013533
Asi, la funcién de transferencia de pulso para el sistema es:

Y(z) 2z 2z 0.94239z

G(z) = X(z)  z-0.60653 z—0.13533 (z— 0.60653)(z — 0.13533)

b) Asumiendo que la entrada x(t) es la funcion Delta de Kronecker §(t) entonces:

6 2 2
S+D(ES+4) TS+1 S+4

De tablas, la transformada inversa de Laplace para la expresion anterior es:

GES)=Y(S) =

gt) =2e7t—2e™*

Aplicando la definicion de transformada z:

G(z) = 3{g(kT))} = z[ze-O-Sk — 2e2k] 7k
k=0

G(Z) = 2[2 ~0.5k ,~k ie_Zk —k]

k=0 k=0

G2)=2[1+e %z e lz72 4+ )—(1+e 2z +e 4272+ )]
2 2 0.94239z

G(z) = 1—e 05,1 1—eg 271 (z —0.60653)(z — 0.13533)

3.2 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSO DE UN SISTEMA CON
RETENEDOR DE ORDEN CERO.
La figura 3.4 muestra un sistema en el cual se incluye, ademas del muestreador,

un retenedor de orden cero precediendo a la funcién continua G(S). De acuerdo
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con la ecuacién 3.8, la funcién de transferencia de pulso para el sistema de la

figura 3.3 esta dada por:

HG(z) = ) _ S{H(S)G,(5)} 3.10
X(2) P
X(s) :I_"' XXs) # H(S) » Gp(S) “:E]
Retenedor Planta

Figura 3.4 Sistema con retenedor de orden cero

Segun la ecuacion 1.8 la funcidén de transferencia del retenedor de orden cero es:

1-— e—ST
S

Reemplazando esta ecuacion en la 3.10 se obtiene:

H(S) =

1_ =ST G S
HG(Z)=§§2=S{ ; Gp(S)}=s{(1—e-ST)%}
G ON (G o) @ N (Gr(S)
HG(Z)_"{ 3 }_"{ 3 es}_"{ S } z "{ 3 }
Es decir:
HG(z) = (1-2z"1)3 {G”T(S)} 3.11
EJEMPLO 3.2

a) Hallar la funcién de transferencia de pulso para el sistema de la figura 3.5.
Asuma que el periodo de muestreo es T = 1 s y que el retenedor H(S) es de orden

cero. b) Comprobar el resultado obtenido utilizando el MATLAB.

X8) . xe) [T 3 ¥(S)
T il S({S+2) .
Retenedor Planta

Figura 3.5 Sistema para el ejemplo 3.2
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SOLUCION: a) La funcién de transferencia de pulso para un sistema con
retenedor de orden cero, esta dada por la ecuacion 3.11:

HG(z) =(1-2z"1H3 {@} con G(S)

3 S5 +2)

HG(z) = (1 - 2_1)3{52(53—4-2)}

Utilizando tablas se encuentra que:

o~

N)

a? [T —1+e * )z+ (1 —e % —aTe )]z
{SZ(S + a)}

- (z—-1)%(z—e™9T)
Cona=2yT=1s resulta, después de simplificar:

0.75(1.13533z + 0.59401) _ 0.8549(z + 0.5232)
(z—1)(z—0.13533)  (z—1)(z—0.13533)

HG(z) =

b) Para hallar la funcién de transferencia de pulso utilizando el MATLAB se puede
utilizar el siguiente programa:

% Programa para hallar la funcion de transferencia de pulso para sistemas con

% retenedor de orden cero sin retardo.

n=[3];

d=[1 2 0];

[nd,dd]=c2dm(n,d,1,’zoh’);

printsys(nd,dd, z’)

3.3 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSO DE UN SISTEMA CON
ELEMENTOS EN CASCADA
Considerando el sistema que se muestra en la figura 3.6a en el cual cada una de
las funciones G,(S) y G,(S) estan precedidas por un muestreador y, asumiendo
que estos trabajan en forma sincronizada y que tienen el mismo periodo de
muestreo, resulta:

U(S) = G1(S)X™(S)

Y(S) = G,(HU(S)

De las ecuaciones anteriores se obtiene:
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Us($) = Gi(S)X*(S)
Y*(8) = Gz (SHU™(S)
Por lo tanto:

Y*(8) = G2(S)G1(SHX™(S)

Entonces, la funcion de transferencia de pulso que relaciona la salida y*(t) con la
entrada x*(t) es:
Y(z)

G(z) = 57— = G1(2)G2(2) = 3{G1(S)} = 3{G2(S)} 3.12
(2)
X(S) _  X48) G(S) U(s) _ u*s) G4(S) Y(S) ‘l’*{fl
d.
X(S) xS | cys) u(s) G4(S) Y(S) _ Y‘{fl
b.

Figura 3.6 a) Sistema muestreado con muestreador entre dos elementos en

cascada b) Sistema muestreado sin muestreador entre los elementos

Ahora bien, si se considera el sistema de la figura 3.6b, en la cual los elementos
en cascada G,(S) y G,(S) no presentan muestreador entre ellos, se obtiene:

Y($) = G1(8)G2(S)X™(S) = G1G2(SX™(S)

En donde:
G1G,(S) = G1(5)G,(S)

De la ecuacién anterior se obtiene:
Y*(S) = [G1G()]"X™(S)

Escribiendo la ultima ecuacion en términos de la transformada z resulta:
Y(2) = G1G,(2)X(2)

Finalmente, la funcion de transferencia de pulso que relaciona la salida y*(t) con

la entrada x*(t) es:
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G(z) = % = G,G,(2) = 3[6,6,(5)] 3.13

De las ecuaciones 3.12 y 3.13 se concluye que:
G1(2)G3(2) # G1G,(2)

EJEMPLO 3.3
Determinar la respuesta b(kT) del sistema discreto de la figura 3.7. Asuma que
m(t) es un escaldn unitario y que el periodo de muestreo es T = 0.5s. H(S) es un

retenedor de orden cero.

my__ e 16 05 ot
T © 25+1 15+1

b*(t) b(t)

1.25

Figura 3.7 Sistema para el ejemplo 3.3

SOLUCION: Debido a la presencia del retenedor de orden cero, la funcién de

transferencia de pulso del sistema esta dada por:

G(S) cs) = 1
T} ()= 2S+ DS+ 1)

HG(z) = (1 - z—l)S{

G(S) se puede escribir como:

0.125

() =57 0.5)(S + 0.25)

0.125 }

HG(z) = (1-2z7)3 {5(5 +0.5)(S + 0.25)

Expandiendo en fracciones parciales se obtiene:

HO(@) = (1293 {5 +ooe— o]
=T ST S Y05 S+025

Utilizando las tablas de transformada z y teniendo en cuenta que el periodo de

muestreo es T = 0.5 s, resulta:
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He _z- 11 z z 2z
(2) = [z— 117207788 2= 08825
Pero:

HG(z) =% B(z) = HG(z).M(2)

Dado que la entrada m(t) es un escaldn unitario, se tiene que M(z) = z/(z—1) ,
entonces:

4 z z
1 z-0.7788 z—0.8825

Z
B(z) =
Z —
Tomando la transformada inversa z a la expresion anterior se obtiene:
b(kT) = 1+ (0.7788)% — 2(0.8825) k=0,1,2..

Si se utiliza MATLAB, el programa que resuelve el problema es el siguiente:
% Respuesta al escal6én unitario

n=[0.125];

d1=[1 0.5];

d2=[1 0.25];

d=conv(d1,d2); % Multiplica dos polinomios
[nd,dd]=c2dm(n,d,0.5,'zoh’); % Conversidon de continuo a discreto
r=ones(1,20); % Genera un escalén unitario
y=filter(nd,dd,r);

b=y’ % Salida b(kT)

Al ejecutar el programa se obtiene:

b(0)=0.0000 b(6)=0.2784 b(12)=0.6035
b(1)=0.0138 b(7)=0.3400 b(13)=0.6435
b(2)=0.0489 b(8)=0.3996 b(14)=0.6826
b(3)=0.0978 b(9)=0.4561

b(4)=0.1548 b(10)=0.5091

b(5)=0.2160 b(11)=0.5582 b(19)=0.8226

Si en la respuesta obtenida utilizando tablas, se reemplaza k = 0, 1, 2. ..se obtienen

los valores para b(kT) generados en el programa de MATLAB.
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EJEMPLO 3.4
Hallar la salida x(kT) para el sistema mostrado en la figura 3.8. Asuma un periodo
de muestreo T = 1 s y que la entrada e(t) es un escaldn unitario.

3

G1(S) = 65 + 1

G(S) =

5§ +1

E(S) A(S) _ A(S)

XS X*(8
Gy(S) Ga(S) = l:'.::l

T T

Figura 3.8 Sistema para el ejemplo 3.4

SOLUCION: Para el sistema de la figura 3.8 se cumple:
X($) = G2(S)A™(S)
A(S) = G1(SE(S) = G,E(S)
A°(S) = [GES)I
Por lo tanto:
X(S) = Gz(IGEI
X*(8) = Gz(O[GES)I
Es decir:

X(2) = G,(2)G,E(2)

En este caso no es posible hallar la funcién de transferencia X(z)/Y(z), puesto

que E(z) no se puede sacar como factor comun.

Entonces:
1E(2) = 3{GE(S)} =3 S5S+ 1))~ (z—1)(z— 0.81873)
6:0) = 560 = 3 fzrog) = o
2(2) = 365} = S5 1) = 7= 0.84648
0.5z 1.45z 0.725z2
X(z) =

(z — 0.84648) (z—1)(z— 0.81873)  (z— 1)(z — 0.84648)(z — 0.81873)

Expandiendo X(z)/z en fracciones parciales, se obtiene:
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X(2) = 26.05z + 118z 144.05z
277771 77081873 z— 0.84648

Finalmente, la transformada inversa z, permite obtener la salida x(kT) del sistema:
x(kT) = 26.05 + 118(0.81873)% — 144.05(0.84648)* k=0,1,23..

Al evaluar x(kT) para algunos valores de k se obtiene:

x(0) = 0.00000 x(5) = 6.85870 x(10) = 14.81630
x(1) = 0.72523 x(6) = 8.60107

x(2) = 1.93275 x(7) = 10.29432

x(3) = 3.44091 x(8) = 11.90643

x(4) = 5.11545 x(9) = 13.41792 x() = 26.0555

3.4 SISTEMAS DE LAZO ABIERTO CON FILTROS DIGITALES INCLUIDOS

La figura 3.9a representa un sistema de lazo abierto en el cual, el convertidor A/D
convierte la senal de tiempo continuo e(t) en un secuencia de numeros e(kT), el
filtro digital procesa esa secuencia de numeros y genera otra secuencia de
numeros m(kT), la cual es convertida en una sefal continua m(t) en el convertidor
D/A [3.3]

Planta

a) &b A/D F'ilt'ro D/A I\_II(S) Gp(S) —C(Sl
e(t) ekt) | Digital | ey m() c(t)
_ Planta
by £ E@ ) o, L M@ e | MO ) g6 | SO
e(t) T e(kT) m(KkT) m(t) c(t)

o HG(z) —]

Figura 3.9 a) Sistema en lazo abierto con un filtro digital b) Modelo
equivalente de la figura 3.9a

Un filtro digital que resuelve una ecuacién de diferencias lineal y con coeficientes
constantes, se puede representar por una funcién de transferencia de pulso D(z)

tal que:
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M(z) = D(z2)E(z) 3.14

De 3.14 se obtiene:

M*(S) = D*(S)E*(S) 3.15
Usualmente el convertidor D/A tiene, a la salida, la caracteristica de un retenedor

de orden cero por lo tanto:

_ 1—e5T
(S) = (T) M*(S)

Entonces:
_ 1—e 5T
C(S) = G,(SYM(S) = G,(S) (T) M*(S)
Teniendo en cuenta la ecuacion 3.15 resulta:
1—e 5T
c(S) = KT> Gp(S)l D*(S)E*(S) 3.16
Tomando la transformada z a la ecuacién 3.16:

C(z)=(1-z"H3

GPT(S)]D<Z>E(2) — GDDE) 3.17

En donde:

G(z) =(1-2z"13 [ (S)l

La figura 3.9b muestra el sistema equivalente del correspondiente a la figura 3.9 a

EJEMPLO 3.5
Determinar la respuesta del sistema de la figura 3.9 ante una entrada en escaldn
unitario. Asumir que el periodo de muestreo es T = 0.2 s, que el filtro digital esta

descrito por la ecuacién de diferencias:
1

m(k) =2e(k) —e(k=1)  yaue G(S) =5

SOLUCION: De acuerdo con la figura 3.9a D(z) = M(z)/E(z). Tomando la

transformada z a la ecuacion que describe el filtro:
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M(z)=2-z1YHE(2)

M 2z—1
D(z) = E((ZZ)) =2-z1= ZZ
Ahora bien:
G(z)=(1- z-l)s{—Gpés)}
Es decir:

1 } _0.18127

G(2)=(1-273 {5(5 +1J " z-081873

Como la entrada es un escalén unitario:

Z
E@) ==

Reemplazando D(z),G(2) y E(z) en la ecuacion 3.17 se obtiene:

22—z 018127 7z
C(z) =D(z)G(2)E(z) = 7  z-081873 z—1

0.18127(2z — 1)
(z—1)(z—0.81873)

Expandiendo C(z) en fracciones parciales resulta:

C(z) =

1 0.63746

€)= —7-7"081873

Tomando la transformada inversa z a la expresion anterior se obtiene:

1—0.6376(0.81873)k1 =1,273..
c(kT)={O 0.6376(0.81873) 1]§=0' )3

A continuacién se presentan valores de c¢(kT) para 0 <k <10, obtenidos
utilizando MATLAB.

¢(0) = 0.0000 ¢(3) = 0.6500 c(6) = 0.8079 c(9) = 0.8946
c(1) = 0.4779 c(4) = 0.7135 c(7) = 0.8427 ¢(10) = 0.9137
c(2) = 0.5726 c(5) = 0.7654 c(8) = 0.8712 ¢(0) = 1.000

La ganancia DC del sistema esta dada por:
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Kpe = 121_1)1} D(z) * lsii’% Gy (S)

2z—1 Y 1 1
E3 —
z Sl—r}(l)S+1

KDC = llm
z-1

3.5 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSO PARA UN SISTEMA EN LAZO
CERRADO.

La figura 3.10a muestra el diagrama en bloques de un sistema de control digital en
lazo cerrado, en el cual se asume que la dindmica de todos los elementos es
significativa. Sin embargo, a éste sistema se le pueden efectuar algunas
simplificaciones. Por ejemplo, si el modelo del sistema fue obtenido
experimentalmente, la funcion de transferencia del proceso G,(S)incluye la
dinamica del elemento final de control y la del sistema de mediciéon. En este caso,
el diagrama de bloques de la figura 3.10a se reduce al dado en la figura 3.10b.

R(S) E(S) = fics) on
e Digital DA —H EFC GplS) >
r(t) ; e(kT) m(kT) mift}
cit)
Medicion j+
Planta
M*{S uis C(s)
D*(S) ) H(S) ) Gp(S) >
c(t)
|-— HG(S) —4

Figura 3.10 a) Sistema de control con todas las dinamicas incluidas.
b) Sistema simplificado

Para obtener la funcién de transferencia de pulso en lazo cerrado de un sistema
de control digital como el que se muestra en la figura 3.10b, se utiliza un
procedimiento analogo al empleado para obtener la funcién de transferencia de

lazo cerrado de un sistema continuo.
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Es decir:

HG(S) = H(S)Gy(S)

C(S) = HG(S)D*(S)E*(S)

C*(S) = HG*(S)D*(S)E*(S)
Tomando la transformada z:

C(z) = HG(z)D(2)E(2)

E(z) =R(z) — C(2)

C(z) = HG(2)D(2)[R(2) — C(2)]

Por lo tanto, la funcién de transferencia de pulso de lazo cerrado, para el sistema
de la figura 3.10b es:
C(z)  D(z)HG(2)

W@ =) ST+ D@DHCD) 3.18
En donde:

HG(z)=(1-z"H3 {GPT(S)} 3.19
Cuando el retenedor es de orden cero y:

HG(z) = (1—-2z"YHz Vg, {G”S(S)} 3.20

Cuando Gp(S) presenta retardo o tiempo muerto. En este caso, para evaluar la

transformada z modificada, se utiliza el procedimiento expuesto en la seccion 2.4

EJEMPLO 3.6

Para el sistema de control discreto mostrado en la figura 3.11, hallar a) La funcion
de transferencia de pulso en lazo cerrado. b) La respuesta c(kT) si r(t) es un
escalon unitario. Asuma que el periodo de muestreo es T =15, que H(S) es un
retenedor de orden cero y que D(z) es un controlador digital con funcion de

transferencia:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 77

Retenedor Planta
L ﬂ‘| HIS) 5{52+4} et
——— HEE) ——

Figura 3.11 Sistema de control para el ejemplo 3.6

a) SOLUCION ANALITICA: La funcién de transferencia de pulso para el sistema
planta-retenedor esta dada por la ecuacion 3.19:

HG(z) = (1-2z"HS {G”T(S)}

HG(z) = (1- 2_1)3{52(52—4-4)}

De tablas se encuentra que:

5[ @ [(aT =1+ ez + (1 — e~ — aTe™")]z
> S2(S+a) (z — 1)%(z — e—T)
ConT =15y a =4 se obtiene, después de simplificar:

0.37728(z + 0.30096)
(z—1)(z — 0.01831)

HG(z) =

La funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado es:

C(z)  D(z2)HG(2)
R(z) 1+ D(2)HG(2)

Gw(z) =

0.37728(z + 0.30096) (1.5z—1.2)
C(z)  (z-1(z-0.01831) zZ—1

Gw(2) =gy = |, 037728(z + 0.30096) (152—12)
(z-1(z-001831) = z—1
6y = L) __037728(2+ 0.30096)(1.52 ~ 1.2)
Wi = R(z) T 2% — 1.4523822 + 0.75421z — 0.15457
C(2) 0.37728(z + 0.30096) (1.5z — 1.2)
GW(Z) = =

R(z)  (z—0.67298)(z2 — 0.77939z + 0.22969)

Si r(t) es un escaldn unitario, R(z) = z/(z — 1), por lo tanto:
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0.37728z(z + 0.30096)(1.5z — 1.2)

C(2) = Gu(2)R(2) = (z—1)(z — 0.67298) (22 — 0.77939z + 0.22969)

Al expandir C(z)/z en fracciones parciales se obtiene:

Cz) 1 23542 - 048948 13544
z z—1 2z2—-077939z+ 0.22969 ' z— 0.67298

Utilizando tablas se obtiene la transformada inversa z de C(z) asi:

c(kT) = 1 + 1.3544(0.67298) — [2.3542 cos(0.621k) + 1.5339 sin(0.621k)](0.4792)*

b) Solucién utilizando MATLAB:

% Entrar la planta continua

n=[2];

d=[1 4 0];

% Discretizar la planta continua
[nd,dd]=c2dm(n,d,1,’zoh’);

% Entrar el controlador discreto

nc=[1.5-1.2];

de=[1 -1];

% Multiplicar planta discreta por el controlador
[ns,ds]=series(nc,dc,nd,dd);

% Funcién de transferencia de lazo cerrado
[nw,dw]=cloop(ns,ds,-1);

% Mostrar funcién de transferencia de pulso en lazo cerrado
printsys(nw,dw,’z’)

pause

% Evaluar la respuesta del sistema

k=0:39;

r=ones(1,40);

y=filter(nw,dw,r);

)

c=y
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Al ejecutar el programa se obtiene:

c(0) = 0.0000
c(1) = 0.5659
c(2) = 1.1055
c(3) = 1.3260
c(4) = 1.2421
c(5) = 1.1599
c(6) = 1.0979

c(7) = 1.0594
c(8) = 1.0372
c(9) = 1.0244

¢(10) = 1.0165
¢(11) = 1.0113
c(12) = 1.0078
¢(13) = 1.0053

c(14) = 1.0036
c(15) = 1.0024
c(16) = 1.0016
c(17) = 1.0011
c(18) = 1.0007

c(40) = 1.0000

79

3.6 PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DE
PULSO EN LAZO CERRADO
La determinacion de la funcién de transferencia de pulso de lazo cerrado, en

sistemas de datos muestreados, es compleja pues no existe una funcién de

transferencia para el muestreador. Un procedimiento util para determinar la

funcion de transferencia de pulso en lazo cerrado, consiste en elaborar su

diagrama de flujo de senales original omitiendo en él la representacion del

muestreador como se indica en las figuras 3.12a y 3.12b.

G(S)

H(S)

Gis)

R(S)
b)

E{3) E*5)
G(S)

-H(S)

c(s)

Figura 3.12 a) Sistema de control de datos muestreados. b) Diagrama de

flujo equivalente del sistema.

La sefnal de salida muestreada C*(S) se puede obtener siguiendo paso a paso el

procedimiento que se presenta a continuacion [3.4]

1. Construir el diagrama original de flujo de sefiales del sistema. Inicialmente se

considera que los muestreadores estan abiertos.
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2. Asignar una variable a la entrada de cada muestreador. La salida del
muestreador sera la misma variable con asterisco. [E(S) y E*(S)]-

3. Considerar la salida de cada muestreador como un nodo fuente (Nodo de
entrada) y expresar la entrada a cada muestreador y la salida del sistema en
funcidn de la salida de cada muestreador. Para el sistema de la figura 3.12 b
se tiene:

E(S) = R(S) — GH(S)E*(S) 3.21

C(S) = G(S)E*(S) 3.22
Se hace notar que en la ecuacién 3.21

GH(S) = G(S). H(S)

4. Tomar la “transformada asterisco” a las ecuaciones obtenidas y resolverlas por
el método conveniente con el fin de evaluar C*(S). Para el ejemplo que se

analiza resulta:
E*(S) = R*(S) — GH*(S)E*(S) 3.23
C*(S) = G*(S)E*(S) 3.24
De la ecuacién 3.23 se obtiene:

E*(S) = R'S) 3.25
O =1rear® |

Reemplazando la ecuacién 3.25 en la 3.24 se obtiene:

eren _ GT(SORY(S)
)= 1+ GH*(S)
e CTS)  GT(S)
) =35 T T 6H©) 3.26
En términos de la transformada z resulta:
C G
=B @ 3.27

" R(z) 1+GH(2)

La ecuacién 3.27 corresponde entonces, a la funcion de transferencia en lazo

cerrado del sistema discreto.
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EJEMPLO 3.7

Para el sistema que se da en la figura 3.13, determinar la salida C(z) en funcién

de la entrada y las funciones de transferencia dadas [3.5]

R(S) C(s)
Gq(3) — G2(S) >
+ T + T

H(S) je

Figura 3.13 sistema de control para el ejemplo 3.7

SOLUCION: La figura 3.14 muestra el diagrama de flujo original correspondiente
al sistema dado en la figura 3.13:

RIS) E(S) E (3 ExS) Ea(S) cis)

-

Figura 3.14 diagrama de flujo para el sistema de la figura 3.13

Del diagrama de la figura 3.14 se obtiene:
E1(S) = R(S) — G(S)EZ(S)

E; () = G1(S)EL(S) — GH(S)EZ(S)

C(S) = G2(S)EZ(S)
De las ecuaciones anteriores resulta que:
E1(S) = R*(S) — G3(S)E3(S)

E3(S) = G1(S)E{(S) — G H"(S)E(S)

C*(8) = Gz (SHEZ (S)
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A partir de estas ecuaciones, se puede obtener el diagrama de flujo de las sefiales
muestreadas como se indica en la figura 3.15. Para hallar la funciéon de

transferencia de pulso se utiliza, en este caso, la férmula de ganancia de Mason.

—G,H (S)

R'(S) _ E1(5)

/6,8 c'ps)

—G»(S)

L

!

Figura 3.15 Diagrama de flujo de sehales muestreadas para el ejemplo 3.6

Utilizando la férmula de ganancia de Mason:
Lazos directos:

Ly = G{($)G3(5)

A1= 1
Ganancias de lazo:

M; = —G{(5)G3(S)
M, = —G,H*(S)
A= 1+ GI(S)GL(S) + GoH*(S)

1
Gy (S) = ZZ L; A

En términos de la transformada z resulta:

G (2) = C(z) G1(2)Gy(2)
WA R(2) T 14 G1(2)Gy(2) + GyH(2)

PROBLEMAS PROPUESTOS

3.1 Demostrar la validez de las siguientes relaciones:
[F(S)G™ (D] = F*($)G(S)
[F(S)GS)]" # F* (G (S)

3.2 Un proceso tiene como funcién de transferencia:
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1
G(S) = —— T=02
) =573 5

a) Obtener la funcién de transferencia de pulso G(z). b) Si se asume que el
proceso esta precedido por un retenedor de orden cero, hallar la funcién de
transferencia de pulso HG (z).

3.3 Un proceso tiene por funcion de transferencia:

10

R

El proceso estd precedido por un retenedor de orden cero y el periodo de
muestreo es 0.2 s. Determinar la funcion de transferencia de pulso HG(z) para el
sistema. Genere un programa en MATLAB que permita calcular la respuesta del
sistema a un escalon unitario. Se puede evidenciar que cuando T - 0, la

respuesta de HG(z) se aproxima a la respuesta de G(S) ?

3.4 Hallar la funcién de transferencia de pulso para el sistema mostrado en la
figura 3.16, H(S) es un retenedor de orden cero y T se especifica para cada G, (S)

asi:
S+2 5e~S
G (S) = —— T =02 d) G,(S) = T =08
4 GO =555 s ) 6p(9) = 3577 s
b) G,(S) = STH5S+6 o4 G, (S) = 267 r 08
) GO = 55T pErg [0S ) ) =miygys T=05s
206_0'15 -0.45
- T =0.2 -2 r=p,
S e S [ T A A A S Y 0o
Y(5)

Gi(s)

g —i| H(S)
T M(5)

Figura 3.16 Sistema para los problemas 3.4y 3.5
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3.5 La planta G,(S) del sistema mostrado en la figura 3.16 se puede describir

mediante la ecuacion diferencial:

y(t) + 0.05y(t) = 0.1m(t)
Asumiendo que el periodo de muestreo es T =2s. a) Hallar la funcién de
transferencia Y(z)/E(z). b) Elaborar el diagrama de flujo de senales para el
sistema y obtener, a partir de él, la funcion de transferencia Y (z)/E(z). c) Hallar la
respuesta y(kT) del sistema cuando la entrada e(t) es el delta de Kronecker. d)

Escribir un programa en MATLAB para resolver las partes a) y c) del sistema.

3.6 En el sistema de la figura 3.17, el filtro digital esta descrito por la ecuacion:
m(k) = 1.8e(k) — 1.5e(k — 1) + 0.5m(k — 1)

El periodo de muestreo es T = 0.6 s y la funcion de transferencia de la planta esta

dada por:
-0.6S
3§+1
a) Hallar la funcién de transferencia de pulso C(z)/E(z) para el sistema. b)

Gp(S) =

Evaluar la ganancia DC a partir del resultado obtenido en a). c) Verificar la
respuesta hallada en b) evaluando separadamente la ganancia DC del filtro digital
D(z) y la de la planta G,(S). d) Calcular la salida c(kT) del sistema si e(t) es un
escalén unitario. e) Utilice el teorema del valor final y calcule el valor de c(kT)

cuando t —» o

Filtro Planta
E(5 1] Cis
“_.. AlD Diz) D/A M(S) Gpl(S) _Irt )
e(t) e(kT) m(kT) mit) cit)

Figura 3.17 Sistema para los problemas 3.6 y 3.8

3.7 La figura 3.18 representa el diagrama en bloques de un sistema de
calefaccion de una habitacion. La salida c(t) es la temperatura de la habitacién en

grados centigrados y la senal de voltaje m(t) maneja una valvula colocada en la
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linea de vapor, el sensor es un termopar tipo J. La perturbacion d(t) se presenta
cuando se abre la puerta de la habitacién. Con la puerta cerrada d(t) = 0 pero, si
la puerta se abre en t =t, entonces d(t) =u(t—t,). a) Si el muestreador y el
retenedor (de orden cero), se implementan con un convertidor A/D y con un
convertidor D/A respectivamente, dibuje el sistema resultante incluyendo los dos
convertidores. b) Deduzca la funcion de transferencia C(z)/E(z). c) Si se aplica
un voltaje constante e(t) = 10V durante un largo periodo de tiempo, cual sera la
temperatura de estado estable en la habitacién cuando la puerta esta cerrada? d)
Estime el efecto que produce, sobre la temperatura de estado estable, la apertura

permanente de la puerta. [3.6]

Sensor

Tic | pRqeVapor
\ Habitacidén E

Puerta

Condensado
I 1
[ I
D(s) | 2.5 :
dit) I S+0.5 I
I |
I = |
Ci5
E(S) | i) |- 2 + ul | (S)
e(t) T=0.5 min | SHLE | ct)
I | Temperatura {"C)
mit
i 0.04
Voltaje

Figura 3.18 Sistema de calefaccion problema 3.7

3.8 Repetir el problema 3.6 si el filtro digital se describe mediante la ecuacion de
diferencias:

m(k) = 2e(k) — 1.8e(k — 1) + 0.5e(k — 2) + 0.4m(k — 1)
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El periodo de muestreo es T = 0.1 s y la funcion de transferencia de la planta esta

dada por:
4
S+2)(S+4)

Gp(S) =

3.9 Determinar: a) la funcion de transferencia de pulso o la relacion entre la
entrada y la salida para cada uno de los sistemas que se muestran en la figura

3.19. b) Aplicar el resultado obtenido en a) cuando:

0.5 G(S)_z
55 + 1 2T

H(S) = H(S) = H(S) =1

G1(S) =

R(S) C(s)
by G1:5] i GQ{S} |
H(S)
a)
R(S) C(S)
> GqI8) |——— Ga(S) i
H(S)
R(S) C(s)
> G4(S) —-{+ i—- Go(S) ——T1—*
b) Hz(S)
H1(8)
R(S) C(s)
> —  G4(S) b — Gz(S) —"—T—>
)
H1(8) Hz(8)

Figura 3.19 Sistemas para el problema 3.9
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3.10 La figura 3.20 representa el sistema de control para una de las articulaciones
de un robot. a) Si la entrada al sensor es el angulo 6, en grados y el movimiento
de la articulacion estd restringido de 0° a 270%, determinar el rango de la salida del
sensor. Que rango de voltaje debe tener el convertidor A/D? b) Si G,(S) es la
funcion de transferencia del servomotor y los engranajes y la ganancia del sensor
es 0.07, determinar la funcion de transferencia del sistema en funcion de K, G, (S)
etc. c¢) Evaluar la funcién de transferencia del sistema cuando K = 2.4,D(z) =1y
T =0.1s. d) Obtener 6,(kT) cuando la entrada es 6._5 V. Cual seréa el valor final
de 6,7

Control Retenedor Servomotor Engranajes
E, 200 o, [ 1 2
Dz H(s K £ — >
(=) Y S{0.5S +1) 1040

Sensor

Vs
0.07

Figura 3.20 Sistema de control para el problema 3.10

3.11 Para el sistema de control mostrado en la figura 3.21 determinar a) La
funcion de transferencia de pulso C(z)/R(z). b) La respuesta c(kT) cuando la
senal aplicada en la referencia es un escal6n unitario. c¢) La respuesta c(kT)
cuando la senal de referencia es la secuencia r(k) = [01110...0]. Asuma que el

periodo de muestreo es T = 0.5 s.

RN DIA o 1 clkT)
7-1 ¥ s
D(z) G,(S) !

AID

Figura 3.21 Sistema de control para los problemas 3.11 y 3.12
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3.12 Resolver el problema 3.11 si el filtro digital D(z) toma la forma:

3.13 En la figura 3.22 se da el diagrama de control digital de un sistema en
cascada de flujo-presion. El flujo es la variable principal y la presion es la variable
secundaria. Para identificar el sistema se le aplicd un escaldén en la valvula de
control FCV.

El analisis de los resultados obtenidos arroj6 las siguientes caracteristicas para el

proceso:

e Flujo G¢(S): Sistema de primer orden con retardo con constante de tiempo igual
a 10 seg, ganancia 1.25 y retardo de 2 seg.

e Presion G,(S): Sistema de primer orden con retardo con constante de tiempo
igual a 60 seg, ganancia 0.8 y retardo de 8 seg.

e Valvula de control G,(S): Lineal con ganancia 1

e Medidor de flujo: Ganancia 0.1
e Medidor de presion G, (S): Ganancia 0.2

Para controlar el proceso se tomé como periodo de muestreo T=8s y se

ajustaron los controladores asi:

e Controlador de presion D, (z): proporcional con ganancia 5

e Controlador de flujo D¢(z): proporcional con ganancia 2

a) Represente el sistema mediante un diagrama en bloques incluyendo todas las
dinamicas del mismo. b) Obtenga la funcién de transferencia de pulso del sistema
F(z)/R(z) en donde F(z) es el flujo a la salida del tanque y R(z) es el valor
deseado para el flujo (SPF), cuales son las raices de la ecuacién caracteristica del
sistema? c) Obtenga la respuesta f(kT) cuando r(t) es un escalon unitario d)

Cual es el valor del flujo cuando k - «?
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Computador

Figura 3.22 Sistema en cascada flujo-presion
3.14 Para cada uno de los diagramas de bloques de la figura 3.23 a) Obtener la

respuesta y(kT) si la entrada r(t) es un escalén unitario. b) Comprobar el

resultado obtenido en la parte a) utilizando SIMULINK. Asumaque T = 1.

R(S) BiA 0.6 AD Y(S)
+_? S4+02 i

R(S) | oA 0.1 ap LTS
) '|5{5+03_}
o k 0.2
S5+0.1

Figura 3.23 Sistemas para el problema 3.14

3.15 La figura 3.24 corresponde al diagrama de control digital de temperatura de
un reactor encamisado. El sistema se muestreo cada 0.5 min. Un estudio de la

dinamica del sistema arrojé los siguientes resultados:
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a) Elaborar el diagrama de bloques del sistema incluyendo todas sus dinamicas.
b) Obtener la funcion de transferencia de pulso 8,(z)/6r(z), en donde 6,(z)es la
temperatura del producto en el tanque y 6z(z) es la temperatura de referencia
(SP1). c¢) Calcular el valor de la temperatura de salida en estado estable si
Or(t) = 90u(t). d) Comprobar la respuesta obtenida en el literal ¢ utilizando

Tanque: G,(S): Primer orden, ganancia 2, constante de tiempo 10 min.
Pared: G,,(S): Primer orden, ganancia 0.5, constante de tiempo 2 min.
Camisa: G.(S): Primer orden, ganancia 0.2, constante de tiempo 4 min.
TT1: H1(S): Primer orden, ganancia 0.5, constante de tiempo 0.2 min.
TT2: H2(S): Primer orden, ganancia 0.5, constante de tiempo 0.2 min.
TIC1: D1(Z). Control proporcional con ganancia 5.

TIC2: D2(z). Control proporcional con ganancia 2.

TCV: G,(S). Valvula de control, lineal con ganancia 1.

v /P: Conversor de voltaje a presién, ganancia unitaria.

SIMULINK.
Entrada

Producto 0.
1

Pared m——

Camisa C
R Tan
Condensado
-y

Figura 3.24 Reactor encamisado para el problema 3.15
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3.16 Para los sistemas de control de la figura 3.25 hallar la funcién de transferencia en
lazo cerrado C(z)/R(z). Asuma que el periodo de muestreo es 2 s.

R(S) 4z - C(S)
| 4z-3 el Z0h 0.5 _ 05 | . 0

+ z—-1 105 +1 105 +1
R(S) v Cis)
| 4z-3 sl 20h 0.5 05 | . O

+ -1 105 +1 105 +1

Figura 3.25 Sistemas de control para el problema 3.16

3.17 Para el sistema de control de la figura 3.26 a) Obtenga la funcién de
transferencia de lazo abierto G(z) =Y (z)/E(z) y la funcion de transferencia de
lazo cerrado G, (z) =Y (z)/R(z) en funcidén del periodo de muestreo T. b) Si se
eliminan los retenedores y los muestreadores se obtiene el sistema analogo
correspondiente al sistema digital dado. Obtenga las funciones de transferencia de
lazo abierto y de lazo cerrado del sistema continuo tomando el limite de G(z) y

G, (z) cuando T tiende a cero.

0.4(558 + 1) 0.1 0.8
G (S) =———7F7— G,(S) = G,(S) =——
c(S) S 1) =5702 2(8) =537
zoh —QIG.,[S} ’ T—-I zoh [—» G4(5) GalS) EE]

0.1

Figura 3.26 Sistema para el problema 3.17
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3.18 Para los sistemas de control digital dados en la figura 3.27 hallar la respuesta

c(kT) al delta de Kronecker
+_+é C(S)

R{S) B 1—e T8 . 1
+ T s s
C(s R(S
sl —m 5 — zZoh i E B 1 ’—LJ
+hy T +> T 5 5 T
0.1

Figura 3.27 Sistemas de control para el problema 3.18
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CAPITULO CUATRO

METODOS DE ANALTSS
DARA STSTEMAS DE CONTROL
2N TIEMRO DISCRETO

En este capitulo se presentan los métodos béasicos para el analisis de sistemas de
control en tiempo discreto. Se esboza, inicialmente, la correspondencia entre el
plano S y el plano z, luego se plantea el analisis de estabilidad de los sistemas de
control en lazo cerrado en el plano z asi como las caracteristicas de respuesta
transitoria y de estado permanente y por ultimo, se exponen los temas
correspondientes al método del lugar geométrico de las raices, utilizando
configuraciones de polos y ceros en el plano z y al método de respuesta en

frecuencia en el plano w.

4.1 EL PLANO Z Y SU RELACION CON EL PLANO S
En los sistemas de control en tiempo continuo, la localizacién de los polos y de los
ceros en el plano S permite establecer el comportamiento dinamico del sistema.
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Por analogia, en los sistemas discretos, la ubicacion de los polos y de los ceros en
el plano z posibilita analizar el desempefio del sistema discreto.

Cuando en el proceso se involucra un muestreo por impulsos, las variables
complejas z y S se relacionan, como se vio en el capitulo dos, mediante la

ecuacion:

z=e5T 4.1

La ecuacion 4.1 significa que un polo en el plano S se puede ubicar en el plano z
utilizando la transformacion z = esT [4.1].
Teniendo en cuenta que la variable compleja S esta formada por una parte real y

una parte imaginaria, es decir: S = g + jw, la ecuacion 4.1 se puede escribir como:
z = eT(0+IW) = 0T gjwT 4.2
Pero:
e/WT = cos(wT) + jsin(wT) 4.3

Reemplazando la ecuacién 4.3 en la 4.2 se obtiene:

z = e’T(coswT + jsinwT) 4.4
De la ecuacién 4.4 resulta que:

z=eT2wT 4.5

Dado que ¢ es negativo en el semiplano izquierdo del plano S, el plano izquierdo
del semiplano S corresponde a:

|z| = e’T <1 4.6
El eje imaginario jw en el plano S corresponde a |z| = 1. Es decir, el eje imaginario
en el plano S (la linea o = 0), corresponde al contorno del circulo unitario en el
plano z y el interior del circulo unitario en el plano z corresponde al semiplano
izquierdo del plano S.
Para un sistema de segundo orden, con funcion de transferencia dada por:

Wit

G(S) = 4.7
5 S§2 4+ 28w, S + w?

Las raices de la ecuacién caracteristica: S + 2éw,,S + w2 = 0 son:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 95

51,2 = —$wy T jwp/1 - EZ 4.8

En donde ¢ es el coeficiente de amortiguamiento y w,, es la frecuencia natural del
sistema. Utilizando la ecuacién 4.1 se obtiene:

z=e T+ w,TJ1—-¢2=|z|2+ 0 4.9
Haciendo w; = w,,4/1 — &2, la ecuacion 4.9 se transforma en:
z=eWnTz2 +w,T 4.10

El angulo w,T estd dado en radianes. Si se quiere expresar en grados, la
ecuacion 4.9 se puede reescribir como:

|z| = e=¢"nT
6 = 57.3w,Ty/1 - &2 411

En resumen: La relacion z = 57 se puede utilizar para obtener la funcion discreta
G(z) a partir de la funcién continua G(S). La unica dificultad se presenta con los
ceros de G(S) y con la ganancia DC de G(z). Pero, esta dificultad se puede obviar
asi: sea G(S) = P(5)/Q(S) y supdngase que el orden de los polinomios P(S) y
Q(S) son m y n respectivamente. El sistema es realizable fisicamente si m<n. Si
m < n se puede asumir que G(S) tiene n —m ceros en el infinito. Para obtener
G(z) se debe tener en cuenta que cada cero de G(S) en el infinito, representa un
cero en z = —1 en G(z). La ganancia DC necesaria para G(z) se puede determinar

haciendo cumplir la ecuacion [4.2]:

}gl_r)r(l) G(S) = KZ'IJ{H G(2) 4.12

EJEMPLO 4.1
Dada la funcion de transferencia:

S+1

()= ¥ G +3E +5)

Determinar la funcién discreta equivalente G(z) utilizando la trasformacion z = 57

con T=0.1s.
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SOLUCION: En este caso, m = 1y n = 3 pues G(S) tiene un ceroen S = —1y tres
polosen § = -2, S =-3y S =-5. Por lo tanto, G(S) tiene n —m = 2 ceros en el

infinito y G(z) tendra dos ceros en z = —1.
Entonces:

(z+ 1)?%(z—e " (z+ 1)%(z — 0.9048)

G2) = D)z e 9 (z —e95) ~ (z=08187)(z — 0.7408) (z — 0.6065)

El valor de K necesario para ajustar la ganancia DC de G(z) se obtiene a partir de

la ecuacién 4.12:

y S+1 el (z + 1)%(z — 0.9048)

SO +2)(S+3)(S+5) i1 (z— 0.8187)(z — 0.7408) (z — 0.6065)
1
=5 = 20.593K K = 0.001618

Asi, la funcion de transferencia discreta es, en definitiva:

0.001618(z + 1)%(z — 0.9048)
(z — 0.8187)(z — 0.7408)(z — 0.6065)

G(z) =

La figura 4.1 muestra las respuestas de G(S) y de G(z) a un escalén unitario.
Como puede verse, las dos respuestas son similares. Este hecho da una idea de
lo util de éste método para obtener G (z) a partir de G(S).

0.05 . , 0.05
Iy [ R -
ﬁ 1
: 1 1
= [T |rommcféamonbonamnnnnsdosnnassd
Q 1 1
= : :
<002 }--f------ fomennnes foeeeennnes
0.01 ff---me-- beeoooaes besosnons
0 i
0 1 2 3

t (seq) t (seq)

Figura 4.1 a) Respuesta de G(S) al escalon unitario b) Respuesta de G(z) al

escalon unitario
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4.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD DE SISTEMAS DISCRETOS

Para el sistema de control en tiempo discreto que se muestra en la figura 4.2, la

funcién de transferencia de pulso en lazo cerrado est4 dada por:

02 G2
" R(z) 1+GH(2)

R(S) B — c(s)
+ T ‘

H(S)

Gy (2) 4.13

Figura 4.2 Sistema de control discreto

La estabilidad del sistema discreto definido por la ecuacion 4.13 se puede
determinar mediante la ubicacion de los polos de lazo cerrado en el plano z es

decir, por las raices de la ecuacidn caracteristica:
Q(z)=1+GH(z) =0 4.14

En la siguiente forma:

e El sistema es estable si todos sus polos de lazo cerrado es decir, si todas las
raices de su ecuacidn caracteristica estdn ubicados dentro del circulo unitario
del plano z. Cualquier polo de lazo cerrado localizado fuera del circulo unitario

genera un sistema inestable.

e Un polo simple localizado sobre el circulo unitario (z = 1), hace que el sistema
sea criticamente estable, igual cosa sucede si existe un solo par de polos
complejos conjugados ubicados sobre el circulo unitario. Cualquier polo
multiple ubicado sobre el circulo unitario hace que el sistema sea inestable.

e Los ceros de lazo cerrado no afectan la estabilidad del sistema y, por lo tanto,

pueden estar localizados en cualquier parte del plano z.
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La estabilidad absoluta de un sistema discreto se puede determinar por diferentes
métodos aplicables a la ecuacién caracteristica del sistema sin necesidad de
encontrar sus raices. Dos de estos métodos son la prueba de estabilidad de Jury y
el criterio de estabilidad de Routh, basado en la transformacion bilineal.

La figura 4.3 representa las regiones de estabilidad y de inestabilidad de un
sistema discreto tomando como referencia la ubicacién de sus polos con respecto

al circulo unitario.

Zz
Inestable Inestable

Estable Estable

+ Re

-1 1
Estable Estable

Inestable Inestable

Figura 4.3 El circulo unitario y la estabilidad de sistemas discretos

4.2.1 Prueba de estabilidad de Jury: Para aplicar esta prueba a la ecuacion
caracteristica Q(z) =0, se construye una tabla cuyos elementos estan

determinados por los coeficientes de Q(z).

Para iniciar la prueba, se debe escribir la ecuacién caracteristica en la forma:
Q) =apz"+an_1z" T+ a,_,z2" %+ a;z+ay,=0 4.15

Endonde: a, >0

El arreglo de Jury se construye como se indica en la tabla 4.1: los coeficientes de
la primera fila del arreglo son los coeficientes de Q(z) dispuestos en orden de
potencias ascendentes de z. Los elementos de la segunda fila son los coeficientes
de Q(z) dispuestos en orden de potencias descendentes de z. Los elementos
correspondientes a las filas 3 hasta 2n—3 se obtienen mediante los

determinantes dados en la ecuacion 4.16
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Tabla 4.1 Forma general del arreglo de Jury

j Fila 70 7zt 72 = 2 1 on
0 1 ag a, a, Ap_j Ay ayy a,
2 an An-1 n-> a; a, a, a,
1 3 by by b, b,_; b,_, b,_1
4 | buy | bua | bus by b | b
5 5 Co ¢ 2 Cn—j Cn-2
6 Cn—2 Cn-3 Cn-4 Cj—2 Co
W3 2n=5| po 2 P2 Ps
2n—4 | p; 2 P1 Po
n—2|2n-3 do 41 qz

by_1-;j Po DP3-j

A b=lp '

0 | 416
Para que Q(z) = 0 no tenga raices fuera o sobre el circulo unitario en el plano z,
es decir, para que el sistema sea estable, se requiere el cumplimiento de n+ 1
condiciones, en donde n es el orden de la ecuacion caracteristica. Dichas
condiciones se pueden resumir asi [4.5]:

1. Q(1)>0
-D"R(=1) >0
lag| < a,

|bo| > [bp-1]

RN WN

lcol > lep-2l

n+1. |qo| > g
El procedimiento para efectuar la prueba es el siguiente:
Paso1: Determinar si se cumplen las condiciones 1, 2 y 3. Si no se cumplen, el
sistema es inestable, si se cumplen se efectua el paso 2

Paso 2: Determinar el maximo valor de j, asi:

oy =1 — 2 418
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Si jmax = 0, N0 se continta el procedimiento pues la informacién del paso 1 es
suficiente para determinar la estabilidad del sistema.
Paso 3: El maximo namero de filas que ha de tener el arreglo esta dado por:

Fnax = 2jmax +1=2n—-13 4.19

Paso 4: Se completa el arreglo. A cada fila se le aplica la restriccion. Si ésta no se

cumple, no se continda y el sistema es inestable.

EJEMPLO 4.2
Determinar la estabilidad del sistema de control discreto cuya funcién de

transferencia en lazo cerrado es:

C(z) _ z%(z + 0.5)
R(z) z*—0.823+052z2+0.2z—0.1

SOLUCION: La ecuacion caracteristica del sistema es:

Gy(z) =

z*—0.8234+0522+0.2z—-0.1=0
a, =1 a;=-08 a,=05 a; =0.2 a, =—0.1
Para evaluar la estabilidad el procedimiento se inicia asi:

Paso 1: Verificacion de las condiciones 1, 2 y 3.

1. Q1) >0 Q(1)=1-08+05+02—-01=0.8>0
2. (-D*Q(-1)>0 Q(-1)=1408+05-02-01=2>0
3. layl <a, [-0.1| <1

Las condiciones 1, 2y 3 se cumplen.

Paso 2. Maximo valor de j
jmax =n—2=4—-2=2

Paso 3: Maximo numero de filas del arreglo:
Frax = 2jmax +1=2n—-3 =5

Paso 4: Se completa el arreglo de Jury chequeando para cada etapa las

condiciones respectivas. (Ver tabla 4.2)
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Tabla 4.2 Arreglo de Jury para el ejemplo 4.2

3 4

j | Fila z° z! z? z z
1 —-0.1 0.2 0.5 -0.8 1
0 2 1 -0.8 0.5 0.2 —-0.1
3 —0.99 0.78 —0.55 | —0.12
! 4 —-0.12 —0.55 0.78 —0.99
2 5 0.9657 | —0.8382 | 0.6831

_1-01 1 3 _1-0.1 —0.81 _
bO‘[1 —01] 0.99 bl‘[1 o.z]‘0'78
=0 03]=-0ss =[O 02 =-012
|bg| > |bsl |—0.99| > |—0.12| Cumple
_1-0.99 —0.12] _ —0.99 —0.55
|—o 12 —0.991 0.9657 | 012 0.78 —0.8382
_1-0.99 0.78 | _
- |—o.12 —0.55| = 06381
lcol > eyl |0.9657| > |0.6381]| Cumple

Dado que se cumplen todas las condiciones el sistema es estable.

EJEMPLO 4.3

Para el sistema de control discreto de la figura 4.4, determinar el valor o valores de
la ganancia K para los cuales el sistema es estable. Asumir como periodo de
muestreo T=1 s y que H(S) es un retenedor de orden cero.

RIS) o~ .|K J Hs) NE cs)

:T T S{5 +5)

Figura 4.4 Sistema de control para el ejemplo 4.3

SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso para el sistema esta dada por la

ecuacién 3.11
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G(S 3
HG(z)=(1-z"H3 {(T)} =(1-zH3 {m}

Con un periodo de muestreo T = 1 s se obtiene:

0.4808(z + 0.2394)

HG(2) = G-z = 0.00673)

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

C(z)  K.HG(2)
R(z) 1+K.HG(z2)

Gy (z) =

(2) 0.4808K (z + 0.2394)

C(z
Gw(2) = R(z) (z—1)(z—0.00673) + 0.4808K(z + 0.2394)

La ecuacion caracteristica del sistema es:
(z—1)(z— 0.00673) + 0.4808K (z + 0.2394) = 0
Reorganizando términos:
z? — (1.00673 — 0.4808K)z + 0.00673 + 0.1151K = 0
Aplicando las condiciones de la prueba de Jury se obtiene:

1. Q(1) =1 — (1.00673 — 0.4808K) + 0.00673 + 0.1151K > 0

102

0.5959K > 0 K>0
2. (-1)2Q(~1) = 1 — (1.00673 — 0.4808K)(—1) + 0.00673 + 0.1151K > 0
2.01346 — 0.3657K > 0 K <55
3. laol < layl 10.00673 + 0.1151K| < 1

8.7446 < K < 8.6296

Los resultados obtenidos indican que el sistema es estable si: 0 < K < 5.5

4.2.2 Criterio de estabilidad de Routh para sistemas discretos: Un método
muy utilizado en el analisis de estabilidad de sistemas discretos es el uso de la
transformacion bilineal junto con el criterio de Routh. El método consiste en

transformar el plano z en otro plano complejo, el plano W y aplicar, a la ecuacion

caracteristica resultante, el criterio de estabilidad de Routh.

La transformacion bilineal esta definida por:
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7 = 4.20
1_Tw
2
_2[2—1 421
W_T z+1 '

La transformacion bilineal permite obtener la ecuacidn caracteristica en la forma:
QW) = apaw™ + ap W+ aqw + 4.22
Asi, el arreglo de Routh toma la forma:

n n An-2 On-—a

w
wht 1| -1 Ap-3 Qn-s
WTL—Z b1 bz b3
WTL—3 C.l C.Z C.3 4 23
P1 D2
w q1
wl l
En donde:
b, = (an-1)(an_z) — (ay)(an_3) o = (b1)(an—3) — (by)(an-1)
1 Oln_l 1 bl
b, = (an—l)(an—4) - (“n) (an—s) c, = (bl) (an—s) - (b3)(an—1)
2 Apn—1 z bl
ba = (an—l)(an—6) B (an)(an—7)
3 -_—-—-— """ "

An-1

Una vez terminado el arreglo, el criterio de Routh-Hurwist establece que: “El
namero de raices de la ecuacién caracteristica con parte real positiva es igual al
namero de cambios de signo que se presentan en los coeficientes de la primera
columna del arreglo”. Es decir, el sistema es estable si y solo si todos los

coeficientes de la primera columna del arreglo son positivos.

EJEMPLO 4.4

Determinar el valor de K para el cual el sistema de control discreto de la figura 4.5

es estable. H(S) es un retenedor de orden cero. Periodo de muestreo T = 2 s.
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R(S) [ s c(s)
+ T 5 'IE " 10S+1 >

Proceso

Figura 4.5 Sistema de control para el ejemplo 4.4

SOLUCION: Como la funcién de transferencia del proceso presenta retardo, es

necesario trabajar con la transformada z modificada. Por lo tanto:

G,(S) 538
— _ ,—1},—Ne p —
Utilizando las ecuaciones 2.31, 2.32 y 2.36 resulta:
N—gl—3 N=1 (Parte entera)
=5 =3 = arte entera
0 =60"—NT=3-2 =1
=1 6 =1 ! =0.5
m= T > m = 0.
5 5(z—-1) 0.1
— — -1y, 1 — ~
HG(z) = A =27)7" 3 {5(105 n 1)} 72 om {S(S n 0.1)}
De tablas:
a 1 e—amT
Jm{S(S+a)}=z— 1 z—e
5z-1D71 1 0.9048
HG() =—2 [2—1_2—0.8187
Simplificando:
0.476(z + 0.9044
HG(z) = ( )

z%(z —0.8187)
Utilizando la transformacién bilineal con T = 2 s, se obtiene:

0.476 [jf—x + 0.9044]
() [

HG(w) =

- 0.8187]
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0.025(1 — w)2(w + 19.9205)

HG(w) = (1 +w)2(w + 0.09968)

La funcion de transferencia de lazo cerrado para el sistema es:

K.HG(w)

G = T G W)

La ecuacion caracteristicaes: 1+ K.HG(w) =0

0.025(1 — w)?(w + 19.9205) _
(14+w)2(w +0.09968)

Es decir:
(1+ 0.025K)W3 + (2.0996 + 0.4481()W2 + (1.1993 — 0.971K)w + 0.0996 + 0.498K = 0

El arreglo de Routh para la ecuacién anterior es:

w3 1+ 0.025K 1.1993 — 0.971K
w? 2.0996 + 0.448K 0.0996 + 0.498K
wt|2.4184 — 2.006K — 0.446K? 0
2.0996 + 0.448K
w? 0.0996 + 0.498K
Para que el sistema sea estable, se debe cumplir:
1+ 0.025K >0 K > —40
2.0996 + 0.448K > 0 K > —4.686
2.4184 — 2.006K — 0.446K? >0 K < 0.998
2.0996 + 0.448K '
0.0996 + 0.498K >0 K > —0.2

Considerando los resultados anteriores, se deduce que el sistema es estable si:

—0.2 <K <0.988

La frecuencia de oscilacion para K = 0.988 se puede determinar a partir de la fila
de w? en el arreglo. En esta fila, se reemplaza K y se resuelve la ecuacion

resultante para w,,, cuyo valor corresponde a la parte imaginaria de w.

Para el caso del ejemplo que se analiza, la ecuacion para evaluar a w,, es:

[2.0996 + 0.448(0.988)]w2 + 0.0996 + 0.498(0.988) = 0
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2.542w2 + 0.591 = 0 w,, = +j0.482

Si se desea hallar la frecuencia real w en el plano S se debe utilizar la ecuacién:

2 wT
w,, = =tan (—)

T 2
Es decir:
_Zt _1(WWT) —Zt _1<0.482*2) — 0.449 rad
w = -tan > w = -tan 5 w = 0. rad/s

4.3 ANALISIS DE RESPUESTA TRANSITORIA Y DE ESTADO ESTABLE

En gran numero de casos practicos las caracteristicas de funcionamiento
deseadas para un sistema de control se especifican en términos de parametros en
el dominio del tiempo. Con frecuencia, las caracteristicas de funcionamiento del
sistema se especifican en términos de su respuesta transitoria ante una entrada
en escaldn unitario, ya que éste tipo de entrada es facil de generar y resulta muy
adecuada para obtener informacion Gtil, tanto de las caracteristicas de respuesta
transitoria como de respuesta de estado estable del sistema.

4.3.1 Especificaciones de respuesta transitoria: Asi como en los sistemas
continuos, la respuesta transitoria de un sistema en tiempo discreto se caracteriza
por el tiempo de pico, el tiempo de crecimiento, el tiempo de establecimiento y el
maximo sobreimpulso. Las especificaciones de respuesta anteriores, se relacionan
directamente con el factor é coeficiente de amortiguamiento y con la frecuencia

natural del sistema.

La figura 4.6 muestra las especificaciones de respuesta transitoria, de un sistema

de segundo orden subamortiguado, ante una entrada en escalon unitario.

A continuacién se definen las especificaciones de la respuesta transitoria ante una

entrada en escaldn unitario [4.6]:

Tiempo de retardo (t,;): Es el tiempo necesario para que la respuesta del sistema
alcance por primera vez, el 50% de su valor final. Para un sistema de segundo

orden subamortiguado, el tiempo de retardo esta dado por:
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140.7¢
ty = —— 0<é<1 4.24
W.
n
1.1+ 0.125¢ + 0.46¢2

Wn

ty 0<é<1 4.25

La ecuacién 4.25 da una mejor aproximacion para el tiempo de retardo.

2%

ts

Figura 4.6 Respuesta al escaldn unitario y especificaciones de respuesta
transitoria

Tiempo de crecimiento (t,): Es el tiempo que requiere la respuesta al escalon
para pasar del 10% al 90% de su valor final. Para un sistema de segundo orden

subamortiguado, el tiempo de crecimiento esta dado por:

_0.8+25¢

t, =——— 0<é<l1 4.26
= ;

1—0.4167¢ + 2.9¢2
t, = 0<é<1 4.26a
Wn

La ecuacién 4.26a da una mejor aproximacion para el tiempo de crecimiento.
Tiempo de pico (t,): Es el tiempo necesario para que la respuesta al escalon
alcance su maximo sobreimpulso.

Para un sistema de segundo orden subamortiguado, el tiempo de pico se calcula

mediante la ecuacion:
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T
t, = ——— 0<é<1 4.27

> =
Wpy/1 — &2
Maximo sobreimpulso (M,): Es el valor maximo de la curva de respuesta al

escalon medido partir del valor de estado estable.

c(tp) — ()
c()

En donde c(t,) representa el valor maximo alcanzado por la respuesta y c()

Maximo sobreimpulso = * 100% 4.28

representa el valor de estado estable de la misma. En términos de ¢ y w,, el valor

del maximo sobreimpulso esta dado por:

M, = e ™/N1-8 0<é<1 4.29
Y, en forma porcentual:

M,% = 100e~™/V1-8 0<é<1 4.30

Tiempo de establecimiento (t;): Es el tiempo requerido para que la curva de
respuesta al escaldén alcance y se quede variando, alrededor de su valor final
dentro de un rango especificado en funcidén de un porcentaje absoluto de su valor
final. Este valor es por lo general el 5% 6 el 2%.

Para establecimiento al 5%:

3
ty = — 0<é<1 431
T Sy
Para establecimiento al 2%:
ty = * 0<é<1 4.32
T Sy '
Para sistemas con ¢ > 1, el tiempo de establecimiento esta dado por:
8¢
t, = — E>1 4.33
Wn

4.3.2 Analisis de error en estado permanente en sistemas discretos: Teniendo
en cuenta que las sefnales de entrada y salida de un sistema de control en tiempo
discreto son funciones en tiempo continuo, como se muestra en el diagrama de

bloques la figura 4.7, la sefal de error actuante e(t), esta dada por:
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e(t) =r(t) —c(t) 4.34
En donde r(t) es la sefal de entrada y c(t) es la sefal de salida.
Si se toma la transformada z a la ecuacién 4.34 se obtiene:

E(z) =R(z) — C(2) 4.35

b 4-| H(S) GplS) ::{1]
T
|17 HG(S) —»

r(t)

Figura 4.7 Diagrama en bloques de un sistema de control en tiempo discreto

La funcion de transferencia de pulso de lazo cerrado para el sistema de la figura
4.7 es:

C(z)  HG(2)
R(z) 1+ HG(2)

Al despejar C(z) de la ecuacién 4.36 y llevar el resultado a la ecuacién 4.35 se

Gy(z) = 4.36

obtiene:
HG(z).R(z
E(z) =R(z) — HTG((Z))
E(z) = _R@ 4.37
1+ HG(2)
El error actuante en estado estable se puede evaluar aplicando el teorema del
valor final:
: . R(z)
e (kT) = lzl_r)r%(z —1E(2) = lzl_r)r}(z -1) HTG(Z) 4.38

A continuacién se deducen las ecuaciones para calcular el error de estado estable
de un sistema en tiempo discreto ante entradas de prueba tipicas: la entrada en
escalon, la entrada en rampa y la entrada en parabola.

Entrada escaldn: Para una entrada en escalon r(t) = A se tiene:

Az
R(z) = p—
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Entonces:
Az — i A
(z— 11+ HG(Z)] ~ [1 n HG(Z)]

Si se define la Constante de error de posicion estatica como:

ess(kT) = IZI_I}} (z—-1

k, = lim HG(z) = lim(FTPLA) 4.39
z-1 z-1

En donde FTPLA es la funcidén de transferencia de lazo abierto, el error actuante

en estado permanente ante una entrada en escalén es:

A

= 4.40
T T4 ky

Entrada rampa: Para una entrada rampa r(t) = At se tiene:
R(z) = ATz
(z—-1)?
Entonces:
ATz ]  lim [ AT ]
(z—1)?[1+HG(2)] z-11(z — 1)HG(2)

Si se define la Constante de error de velocidad estatica como:

e (KT) =lim | (2 = 1)

1 1
k,==lim(z—1)HG(z) = =lim(z—1).FTPLA 4,41
T z-1 T z-1

El error actuante en estado permanente ante una entrada en rampa es:

A
ess(KT) = 1= 4.42

v

Entrada parabola: Para una entrada de aceleracién o parabola r(t) = At?/2, se
tiene:

AT?(z + 1)
R =551

Entonces:

_ AT?z(z+ 1) AT?
ess(kT) =lim|(z —1)

= li
2(z—1)3[1 + HG(Z)]] Pk l(z — 1)2[HG(2)]
Si se define la Constante de error de aceleracion estatica como:

1 1
= —lj —1)2 _ T N2
ko = 771iml(z = 1)°HG(2)] = 77 1im[(z — 1)°. FTPLA] 4.43
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El error actuante en estado permanente ante una entrada de aceleracién es:

A
ess(kT) = 1~ 4.44
a

NOTA: La funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo abierto HG(z) se

puede escribir en la forma:

_ kIl(z—2z)
160 = DV - p) 40

El valor de N indica el tipo del sistema y representa el nimero de integradores.

Asi, si N = 0 el sistema es tipo cero, si N =1 el sistema es tipo 1, para N = 2 el

sistema es tipo 2, etc.

El error de estado estable ante diferentes entradas se resume en la tabla 4.3

Tabla 4.3 Error de estado estable de acuerdo al tipo de sistema

Tipo | Escalén | Rampa | Parabola
A
O | Tk, @ «
1 0 4
—_ [o )
ky
2 0 0 4
kq

EJEMPLO 4.5

Considerando el sistema de control de lazo cerrado que se muestra en la figura
4.8. a) Calcular y dibujar la respuesta c(kT) del sistema ante una entrada en
escalon unitario con D(z) =1y T = 0.5s. b) Calcular y dibujar sobre la misma
grafica, la respuesta c(t) del sistema continlo al escalén unitario (es decir,
removiendo el muestreador, el controlador digital y el retenedor). c) Calcular el
error de estado estable del sistema discreto ante entradas escalon, rampa vy

parabola unitarias.
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0.5

Gp(S) = 5

+
e
tn

R(S C(s
) ——n D[z) His) G(5) :::J

| HG(S) |

Figura 4.8 Sistema de control para los ejemplos 4.5y 4.6

SOLUCION: a) La funcién de transferencia de pulso para la planta es:

G(S)

HG(z) =(1-2z"1H)3 {T} =(1- 2_1)3{

0.5 }_ 0.2212
S(S+0.5) z-10.7788

La funcion de transferencia de pulso de lazo cerrado es:

C(z)  D(z2HG(z)  0.2212
R(z) 1+ D(2)HG(z) z-—0.5576

Gy (2z) =

Si la entrada es un escaldén unitario:

R@D=——= y C@)=06,().RE@)

Es decir:
0.2212z
(z—-1)(z—0.5576)
Si se expande C(z)/z en fracciones parciales se obtiene, al despejar C(z):

C(z) =

C(z) = 0.5z 0.5z
= 17 2-05576

De tablas se obtiene:
c(kT) = 0.5 — 0.5(0.5576)%
b) La funcion de transferencia de lazo cerrado para el sistema continuo es:

CS)  GES) _ 05
R(S) 1+G(S) S+1

GW(S) =

Si la entrada es un escal6n unitario R(S) = 1/Sy C(S) = G,,(5).R(S) es decir:
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0.5 0.5 05

SS+1) S S+1

C(S) = Gw(SR(S) =
Al evaluar la transformada inversa de Laplace resulta:
c(t) =0.5—0.5¢e7¢

En la tabla 4.4 se dan las respuestas del sistema continuo y del sistema discreto

para diferentes valores de t y su correspondiente instante de muestreo kT

En la figura 4.9 se muestra la respuesta del sistema discreto y del sistema
continuo al escaldn unitario (ver programa en MATLAB al final del ejemplo).

Tabla 4.4 Valores de la respuesta c(t) y c(KT)

t 0 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 6.0 10.0
kT 0 1 2 4 6 8 12 20
c(t) 0 0.1967 0.3160 0.4323 0.4751 0.4908 0.4987 0.4999

c(kT) 0 0.2211 0.3445 0.4516 0.4849 0.4953 0.4995 0.4999
Ok

0 ] 10
t (seq) k (MN® de muestrea)

Figura 4.9 Respuesta del sistema del ejemplo 4.5 al escalén unitario

c) El error actuante de estado estable ante una entrada en escalén es:

= ky = lim(FTPLA)

k, = lim

z-1

[ 0.2212 7 _
z—0.7788]
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1
€5 = 1+—1 €gs = 0.5

El error actuante de estado estable para una entrada rampa es:
1.
€gs = — k, ==lim(z—1) FTPLA
T z-1

02212 ) _
Zz—0.7788] Css

= 0

1
k, = ﬁhm (z—-1)

El error actuante de estado estable para una entrada parabola es:

A 1 ,
egs = k_a k, = ﬁlzl_r)r}(z —1)“FTPLA
) y e 02212 1
—_ _ | = = 00
a=0. 25 am [(Z ) 7 =0.7788 Css

A continuacién se lista el programa en MATLAB que permite discretizar el sistema
y graficar sus respuestas, continua y discreta, ante una entrada en escalon

unitario.

% Programa para resolver el ejemplo 4.5

clc

n=0.5;

d=[1 0.5];

[nd,dd]=c2dm(n,d,0.5,'zoh"); % Discretizacion del sistema.
printsys(nd,dd,'z")

[nwc,dwc]=cloop(n,d,-1); % Lazo cerrado sist. continuo.
[nwd,dwd]=cloop(nd,dd,-1); % Lazo cerrado sist. discreto.
printsys(nwd,dwd,'z")

subplot(2,2,1)

step(nwc,dwc) % Respuesta sist. continuo.
axis([0 6 0 0.6])

grid

subplot(2,2,2)
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dstep(nwd,dwd); % Respuesta sist. discreto.
axis([0 12 0 0.6])

grid

pause

1=0:0.5:12;

u=ones(1,25);

y1=Isim(nwc,dwc,u,t); % Valores de la respuesta cont.
y2=dlsim(nwd,dwd,u); % Valores de la respuesta disc.
datos=[t' y1 y2]

EJEMPLO 4.6

Para el sistema de control discreto de lazo cerrado mostrado en la figura 4.8
hallar: a) La constante de tiempo para T = 0.5 s b) El tiempo requerido para que la
respuesta del sistema, a una entrada en escalén, alcance el 98% de su valor final.
c) Repita las partes ay b para T = 1s d) Repita las partes a y b para el sistema

continuo, es decir, si se remueven el retenedor, y el controlador digital.

SOLUCION: de acuerdo con la ecuacién 4.11, la ubicacién de un polo en el plano

z esta dada por:

|z| = e7s¥nT

0 = 57.3w,T\/1 — &2
De las ecuaciones anteriores se obtiene:

In|z|

S = ———

La constante de tiempo equivalente = de un polo en el plano z se define como:

1 T

T Ew, Inlz

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el ejemplo 4.5, el sistema en lazo

cerrado tiene un polo en z = 0.5576, entonces:
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0.5

_ = (0.856 s.
In[0.5576| t 5

T =

b) El sistema alcanza el 98% del valor final de la respuesta al escal6n cuando el
tiempo transcurrido es t = 41, en este caso t = 3.42 s.

c) ParaT = 1s, la funcidn de transferencia de pulso de la planta es:

0.5 0.3934

HG(z) = (1-2z"93 [5(5 +05)]  z—0.6065

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

C(z)  0.3934

Gw(2) = gy = 7= 02130
Entonces:
= ! = 0.646
b= Tin]0.2130] t=RoAhs

El tiempo para alcanzar el 98% de la respuesta al escalén es t = 4t = 2.584 s.
d) La funcién de transferencia de lazo cerrado para el sistema continuo es:

G(S) 05
1+G(S) G(S) =577

Asi T =1s por lo tanto, el tiempo para alcanzar el 98% del valor final de la

GW(S) =

respuesta es t = 41, es decir: t = 4s.

Considerando la planta discreta en lazo abierto se tiene:

0.5
Para T=0.5s T In[0.7788] T s
ParaT = 1 = ! =2
aral =21s U= T 1n]0.6065] t=2s
P | sist tinuo: G(S) = 05 =2
ara el sistema continuo: = ST 05 T=1LS.

Como puede verse, la constante de tiempo de la planta en lazo abierto es la

misma en todos los casos.
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4.3.3 Raices dominantes: Como se ha visto, la ubicacion de las raices de la
ecuacion caracteristica en el plano z incide directamente en la respuesta
transitoria de los sistemas discretos. En general, algunas de las raices, dada su
ubicacion en el plano z, afectan mas la respuesta transitoria del sistema que otras.
Estas raices son llamadas “Raices dominantes”

En el plano S, las raices mas cercanas al eje imaginario en el semiplano izquierdo
son las raices dominantes, pues generan respuestas que decaen lentamente en el
tiempo. Las raices que estdn mas alejadas del eje imaginario corresponden a
raices no dominantes y generan respuestas que decaen rapidamente en el tiempo.
En el plano z las raices dominantes estan dentro del circulo unitario y mas
cercanas a eéste. Las raices cercanas al origen del plano z son raices no
dominantes.

Para el disefio se recomienda seleccionar las raices dominantes con coeficiente
de amortiguamiento ¢ = 0.707. La ubicacién de raices dominantes dentro de la
regidn izquierda del circulo unitario debe evitarse en lo posible pues la respuesta
temporal correspondiente a dichas raices es oscilatoria y con alternancia de signo.
La figura 4.10 muestra las regiones en las que se recomienda ubicar las raices
dominantes y las no dominantes para el disefio de sistemas continuos y de
sistemas discretos.

im lm

Raices
a) E dominant b)

Raices

» z
Q 5 dominantes

Re
— 1 ; » .
Raices no Iy Re -1 Raices no 7 1
i . dominanteq O
dominantes :5

Figura 4.10 Ubicacion de raices dominantes: a) En el plano S b) En el plano z
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4.4 EL METODO DEL LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES

El método del lugar geométrico de las raices permite encontrar los polos de la
funcion de transferencia de lazo cerrado de un sistema de control a partir de la
funcién de transferencia de lazo abierto del sistema.

La aplicacion del método del lugar geométrico de las raices en el disefio de
sistemas de control es muy Util, ya que indica la forma en que se debe modificar la
posicion de los ceros y de los polos de lazo abierto para que la respuesta de lazo
cerrado cumpla con las especificaciones de comportamiento establecidas para el
sistema. (Coeficiente de amortiguamiento, frecuencia natural no amortiguada,

maximo sobreimpulso etc.).

El método del lugar geométrico de las raices desarrollado para los sistemas
continuos, se puede extender al diseno de sistemas discretos sin modificaciones
fundamentales, excepto que en el analisis de estabilidad se cambia del eje

imaginario en el plano S al circulo unitario en el plano z.

4.4.1 Condicion de angulo y condicion de médulo: Para un sistema de control
discreto invariante en el tiempo, como el que se muestra en la figura 4.11, la

ecuacion caracteristica puede tomar una de las siguientes formas:

1+G6G(z)=0
1+GH(z) =0 4.47
Riz) Ciz)
| G{z) *
4
Hiz) =

Figura 4.11 Sistema de control discreto en lazo cerrado
Para generalizar, se asume que la ecuacion caracteristica es:
1+F(z)=0 448

En donde F(z) = G(z) 6 F(z) = GH(z). Siendo, por lo tanto F(z) la funcién de

transferencia de lazo abierto del sistema.
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La ecuacién caracteristica dada por 4.48 se puede escribir en la forma:
F(z) =-1 4.49

Dado que F(z) es una cantidad compleja, la ecuacién 4.49 debe cumplir dos
condiciones a saber:
Condicion de angulo: se utiliza para determinar las trayectorias del lugar

geométrico en el plano z.
4F(z) =6 = +180(29 + 1) g=0,1,2,- 4.50

Condicion de médulo: permite calcular la ganancia asociada a los polos de lazo
cerrado especificados.

IF(2)| = 1 451

Los valores de z que cumplen simultaneamente las dos condiciones anteriores,
son las raices de la ecuacién caracteristica, es decir, son los polos de lazo cerrado
del sistema.

4.4.2 Reglas para construir el lugar de las raices en sistemas discretos: Para
trazar el lugar de las raices de un sistema discreto se obtiene primero la ecuacion
caracteristica 0 sea: 1+ F(z) = 0 y se reescribe esta ecuacion de modo que el
parametro de interés (la ganancia K por lo general), aparezca como un factor de
multiplicacion en la forma:

K(z+2z)(z+2zy) - (z+ z,,)

(z+p1)(Z+Dp2) - (z2+ pn)
A continuacién se ubican los polos y ceros de F(z) en el plano z y se procede a la

4,52

aplicacién de las siguientes reglas que permiten, de manera relativamente facil,
construir el lugar de las raices de un sistema discreto.

Regla 1: El lugar geométrico de las raices comienza en los polos de F(z) para
K = 0y termina en los ceros de F(z) para K = co.

Regla 2: El numero de ramas del lugar geométrico de las raices es igual al mayor
entre P y Z siendo P el numero de polos y Z el nUmero de ceros de F(z).

Regla 3: El lugar geométrico de las raices es simétrico con respecto al eje real del

plano z.
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Regla 4: El numero de asintotas que presenta el lugar geométrico de las raices de
una ecuacion es N =P —Z. Las asintotas convergen en un punto localizado
sobre el eje real, este punto se denomina “centro de gravedad” y su localizacién

esta dada por:

B Y.coord.de polos — ). coord.de ceros

. 4.53
C.G P_7
Regla 5: El &ngulo que cada asintota forma con el eje real, esta dado por:
180(2q + 1)
- ¢ 4.54
Ya="p 7 >

Regla 6: El lugar geométrico de las raices sobre el eje real, s6lo existe a la
izquierda de un numero impar de raices ubicadas sobre dicho eje.

Regla 7: Cuando se presentan raices complejas conjugadas, es necesario
calcular el angulo de partida del polo 6 el angulo de llegada al cero. Asi

¢ Angulo de partida del polo (ver figura 4.12)
@ =180° — Z 4de los otros polos + Z 4 de los ceros 4.55
¢ Angulo de llegada al cero (ver figura 4.13)

B =180° + Z 4de los polos — z Ade los otros ceros 4.56

Im(z)
k

e e » Refz)

Figura 4.12 Calculo del angulo de partida del polo.
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Imi{z)
k

B, a, \91

»Re|z)

B:
NI

Figura 4.13 Calculo del angulo de llegada al cero

Regla 8: Si existen dos polos adyacentes sobre el eje real, el lugar geométrico de
las raices abandona el eje, si existen dos ceros adyacentes sobre el eje real, el
lugar geométrico de las raices converge en el eje. El punto en el cual el lugar
geomeétrico de las raices abandona o converge en el eje real se denomina “punto
de ruptura” o “punto de silla” y su ubicacion se puede determinar resolviendo la
ecuacion:

dK dGH(z)
- =0 0 — =0 4.57

Regla 9: Los puntos en los cuales el lugar geométrico de las raices corta al eje
imaginario se determinan haciendo z = jv en la ecuacién caracteristica, igualando
la parte real y la parte imaginaria a cero y resolviendo las ecuaciones resultantes
para v y K. Los valores obtenidos, dan la localizacién del punto de corte con el eje

imaginario y la ganancia K en dicho punto.

Regla 10: El valor de la ganancia K en cualquier punto z, ubicado sobre el lugar

geomeétrico de las raices se obtiene al resolver la ecuacion:

IKGH (zo)| = 1

EJEMPLO 4.7

Para el sistema de control discreto mostrado en la figura 4.14, trazar el lugar

geomeétrico de las raices para tiempos de muestreo T=1s, T=2sy T =3s. A
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partir de los resultados obtenidos, que se puede concluir con respecto a la
ganancia critica y al tiempo de muestreo?

D(z)=1 o HiS) o K L

5{5+0.5)

Figura 4.14 Sistema de control para el ejemplo 4.7

SOLUCION: Primero que todo se debe obtener la funcién de transferencia de
pulso del sistema.

K
HG(z) = (1-2z7H)3 {m}

ParaT =1s.

0.4261K (z + 0.8467)
(z—-1)(z — 0.6065)

HG(z) =

La ecuacién caracteristica del sistema es: 1 + HG(z) = 0 es decir:

0.4261K(z + 0.8467) _
(z—1)(z - 0.6065)

1+F(z2)=1+

Regla 1: Polosde F(z): P =2 ubicadosen z=1y z=0.6065
Cerosde F(z) Z=1 ubicado en z = —0.8467

Regla 2: El nimero de ramas del lugar es igual al mayor entre P y Z. Ramas=2

Regla 3: El lugar geométrico de las raices es simétrico respecto al eje real.

Regla 4: El nimero de asintotasesN=P—-Z N=1

C G Y. coord. de polos — Y. coord.de ceros

P-Z
(1 + 0.6065) — (—0.8467)
C.G = C.G =245
2—-1
Regla 5: Angulo de las asintotas con el eje real
180°(2q + 1) 180° .
ba="p-z  PTz-1 710
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Regla 6: El lugar geométrico de las raices solo existe a la izquierda de un numero

impar de raices ubicadas sobre dicho eje (ver figura 4.15)

Regla 7: No se aplica pues no existen polos ni ceros complejos conjugados

Regla 8: Existen polos adyacentes sobre el eje real, el lugar geométrico de las
raices abandona el eje real en el punto que cumple la condicion:

dK_O
dz

De la ecuacion caracteristica:

_ (z=1)(z-0.6065)
©0.4261(z + 0.8467)

dK 1 z2+1.6934z — 1.9667
—_ = — * =
dz  0.4261 (z + 0.8467)2

Es decir: z? +1.6934z — 1.9667 = 0

Resolviendo para z se obtiene: z = 0.791 y z = —2.48. Como los polos adyacentes
son z=1Yy z = 0.6065, el lugar abandona el eje en z = 0.791 que corresponde a
un punto localizado entre los polos adyacentes. (El punto z = —2.48 puede

considerarse como punto de convergencia en el eje real).

Regla 9: Para determinar los puntos en los cuales el lugar geométrico de las
raices corta al eje imaginario, se hace z = jv en la ecuacién caracteristica se
igualan a cero la parte real y la parte imaginaria y se resuelven las ecuaciones
resultantes para vy K

N 0.4261K(z + 0.8467)
(z—1)(z - 0.6065)

con z=jv

(jv — 1)(jv — 0.6065) + 0.4261K (jv + 0.8467) = 0

lgualando parte real y parte imaginaria a cero se obtiene:
0.360K + 0.6065 — v2 =0
0.4261Kv — 1.6065v = 0

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene: K =3.77 v = +41.4.
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Es decir, el lugar geométrico de las raices corta al eje imaginario en z = +j1.4
cuando K = 3.77

La figura 4.15a muestra el lugar geométrico de las raices del sistema para T = 1 s.
La parte punteada corresponde al circulo unitario y se da como referencia para

obtener el valor de la ganancia critica.

El valor de la ganancia critica se obtiene haciendo |KHG(z)| = 1. De la figura

4.15a se deduce que |[KHG(z)| = 1 para z = 0.54 £ j0.86, entonces:

0.4261K (0.54 + j0.86 + 0.8467) 4
(0.54 + j0.86 — 1)(0.54 + j0.86 — 0.6065)|

0.4261K (1.3867 + j0.86)

= 1 . 2 K = 1
(j0.86 — 0.46)(j0.86 — 0.66) 08265

Por lo tanto, la ganancia critica es K = 1.21
b) ParaT =25

1.4715K(z + 0.7182)

HG(2) = 1)(z — 0.3678)

La ecuacion caracteristica 1 + HG(z) = 0 es:

1.4715K (z + 0.7182) _
(z—-1)(z—0.3678)

1+F(z) =1+

Regla 1: Polosde F(z): P=2 en z=1y z=0.3678

Cerosde F(z): Z=1 en z=-0.7182
Regla 2: Numero de ramas del lugar, el mayor entre Py Z. Ramas=2.
Regla 3: El lugar geométrico de las raices es simétrico respecto al eje real.
Regla 4: El nimero de asintotasesN=P—-Z N =1
Regla 5: Angulo de las asintotas con el eje real:

~180°
(p0_2_1

@, = 180°

Regla 6: El lugar geométrico de las raices sobre el eje real solo existe a la
izquierda de un numero impar de raices ubicadas sobre dicho eje.
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Regla 7: No se aplica pues no existen polos ni ceros complejos.
Regla 8: Existen polos adyacentes sobre el eje real, el lugar geométrico de las

raices abandona el eje en el punto que cumple con la ecuacion:

dK _
dz
De la ecuacion caracteristica:
(z-1)(z—-0.3678) dK 1 z? + 1.4364z — 1.3501
= — _— = * =
1.4715(z + 0.7182) dz 1.4715 (z 4+ 0.7182)2

Es decir:
7% 4+ 1.4354z —1.3501 =0

Resolviendo se obtiene: z=0.64 y z=—-2.08

Por lo tanto, el lugar geométrico de las raices abandona el eje real en z = 0.64
(punto entre los polos adyacentes). El punto z = —2.08 puede considerarse como
punto de convergencia en el eje real.

Regla 9: Para determinar las intersecciones del lugar geométrico de las raices con
el eje imaginario, se hace z = jv en la ecuacion caracteristica, es decir:

1.4715K (jv + 0.7182) _
(jv —1)(jv — 0.3678)

De la ecuacion anterior se obtiene:
0.3678 + 1.0568K —v? =0

1.4715Kv — 1.3678v =0

Al resolver las ecuaciones anteriores se obtiene: K = 0.929 v = t1.16.

Es decir, el lugar geométrico de las raices corta al eje imaginario en z = +j1.16
cuando K = 0.929.

La figura 4.15b muestra el lugar geométrico de las raices para T= 2 s.

El valor de la ganancia critica se obtiene haciendo |KHG(z)| = 1. De la figura
4.15b se deduce que |KHG(z)| = 1 para z = 0.28 + j0.96, entonces:

1.4715K(j0.96 + 0.9982)

=1 1.7617K =1
(j0.96 — 0.72)(j0.96 — 0.087)
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Por lo tanto, la ganancia critica es K = 0.567

c)ParaT =5s
6.383K (z + 0.4504)
(z—1)(z — 0.0821)

HG(z) =

Para este caso se utiliza un procedimiento semejante al desarrollado en los

literales a) y b).

La figura 4.15¢c muestra el lugar geométrico de las raices del sistema con T = 5s.

El lugar abandona el eje real en z = 0.423 y converge en el eje real en z = —1.32.

El punto de corte con el eje imaginario esta en z = +j0.756 y la ganancia critica es
K = 0.323.

FHe

T=5zeqg E
45 - 05 0 0.5 1 Re

-1.5

Figura 4.15 Diagramas del L.G.R. para el ejemplo 4.7
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Al analizar los valores de la ganancia critica del sistema, para diferentes valores
del periodo de muestreo, se concluye que “al aumentar el periodo de muestreo
disminuye el valor de la ganancia critica”.

A continuacién se da un programa en Matlab® que permite obtener el lugar
geométrico de las raices para el ejemplo 4.7

% Programa para obtener el LGR del ejemplo 4.7

clc

n=[1];

d=[1 0.5 0]; Y%Planta continua
[nd,dd]=c2dm(n,d,1,'zoh’); %Discretizaciéon con T=1 seg
[nd1,dd1]=c2dm(n,d,2,'zoh"); %Discretizacion con T=2 seg
[nd2,dd2]=c2dm(n,d,5,'zoh"); %Discretizacion con T=5 seg
x=0:0.2:2*pi;

figure(1)

plot(sin(x),cos(x),".") %Dibuja el circulo unitario
hold

rlocus(nd,dd) %Grafica del lugar geométrico de las raices
axis([-3 1.5 -2 2)) %Escala para los ejes

pause

figure(2)

plot(sin(x),cos(x),".")
hold

rlocus(nd1,dd1)
axis([-2.5 1.5 -1.5 1.5])
pause

figure(3)
plot(sin(x),cos(x),".")
hold

rlocus(nd2,dd2)

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5])
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EJEMPLO 4.8
Suponiendo que en el sistema de control discreto de la figura 4.16 la funcién de
transferencia de pulso en lazo abierto HG(z) esta dada por:

0.5K(z + 0.5)

HG(z) = 7(z— 0.8)(z2 — 0.8z + 0.41)

Trazar el lugar geométrico de las raices al variar K desde 0 hasta co.

SOLUCION: Al aplicar las reglas para la construccién del L.G.R se tiene:

Rz .‘ HG(z) Et:’
+

Figura 4.16 Sistema de control discreto para el ejemplo 4.8

Regla 1: NUomerodeceros Z=1 en z=-05
Numerodepolos P=4 en z=0, z=08, z=04+1j05
Regla 2: NUmero de ramas del lugar: el mayorentre Py Z : 4
Regla 3: El lugar geométrico de las raices es simétrico con respecto al eje real.
Regla 4: Numero de asintotas P —Z = 3

(0 +0.8+ 0.4 + 0.5 + 0.4 — j0.5) — (—0.5)

. .G =0.7
C.G 3 C
Regla 5: Angulo de las asintotas
180° 180° * 3 180° * 5
Po=—73—= 60° pr=—F3 = 180° Po=——F = 300°

Regla 6: El lugar geométrico de las raices sobre el eje real sélo existe a la

izquierda de un numero impar de raices ubicadas sobre dicho eje.

Regla 7: Existen polos complejos conjugados, por lo tanto, se debe calcular el

angulo de partida del polo (ver figura 4.17 para el calculo).

Segun la ecuacion 4.55:
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@ =180° — Z 4de los otros polos + Z 4 de los ceros

¢=1800_(91+92+03)+B

0.5

6, = 180° — tan™! (ﬁ) = 128.6° 0, = 90°

6, = tan~1 (0'5) = 51.3° B = tan"! (0'5) = 290
2 =0 \0a) T2 - 09/ T

¢ = 180° — (128.6° + 51.3° + 90°) +29°
¢ = —69°

Regla 8: Existen polos adyacentes sobre el eje real, por lo tanto, el lugar

geomeétrico de las raices abandona el eje en el punto que cumple con:

Im
b

B 2 . Re

T T LI S N BN LI ] T 1 L

Figura 4.17 Calculo del angulo de partida del polo

dK 0.5K(z + 0.5)

ak _ 1+ HG(2) = -
0 + HG(2) z(z— 0.8)(z2 — 0.8z + 0.41)

dz 0

Entonces:

2z(z —0.8)(z% — 0.8z + 0.41)
z+0.5

K =

dz (z — 0.5)2

dK 3z% —1.223 — 1.35z% 4+ 1.05z — 0.164 _o
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Es decir:
3z% —1.223 — 1.352% 4+ 1.052 - 0.164 =0

Resolviendo para z se obtiene:
z=-—0.8047,z=0.2303,z =0.4872 £ j0.24

Es decir, el lugar geométrico de las raices abandona el eje en z = 0.2303 (punto

entre los dos polos adyacentes).
Regla 9: Interseccion del lugar geométrico de las raices con el eje imaginario.

0.5K(jv + 0.5)

=0
+jv(jv —0.8)(—v? —j0.8v + 0.41)

jv(jv — 0.8)(—v? — j0.8v + 0.41) + 0.5K(jv + 0.5) = 0
Igualando parte real y parte imaginaria a cero:
v* —1.05v2 + 0.25K = 0
1.6v3 — 0.328v + 0.5Kv = 0
Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtiene:

K = 0.358, v =40.305

Es decir, el lugar geométrico de las raices corta al eje imaginario en z = +;0.305
con K = 0.358. El valor de la ganancia critica se obtiene haciendo |KHG(z)| = 1.

De la figura 4.18 se deduce que |KHG(z)| =1 para z = 0.81 + j0.58, por lo tanto:

0.5K(1.31 + j0.58) _.
(0.81 + j0.58)(0.01 + j0.58)(0.1249 + j0.4756)|

252K =1
Es decir, la ganancia critica es K = 0.396

La figura 4.18 representa el lugar geométrico de las raices para el sistema del
ejemplo 4.8.
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1.5

-1.5

Figura 4.18 Lugar geométrico de las raices para el ejemplo 4.8

4.5 METODO DE RESPUESTA EN FRECUENCIA

Al igual que en los sistemas continuos, el método de respuesta en frecuencia
representa una herramienta muy util en el disefio de sistemas de control en tiempo

discreto.

Al realizar pruebas de respuesta en frecuencia en un sistema discreto, se
recomienda que el sistema tenga un filtro pasa-bajo antes del muestreador, con el
fin de que las bandas laterales estén centradas. Asi, el sistema lineal e invariante
en el tiempo, modifica solamente la amplitud y la fase de la sefial de entrada

senoidal, conservando su frecuencia.

A continuacién se analiza la respuesta de un sistema discreto, lineal e invariante

en el tiempo, ante una entrada senoidal, como se muestra en la figura 4.19.

G(z) »
U(z) C(z)

Figura 4.19 sistema de tiempo discreto lineal e invariante en el tiempo

De la figura 4.19 se obtiene:
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C(z) =G(2).U(z) 4.58

Si se asume que la senal de entrada es la sefial muestreada u(kT) = sin(kwT)
resulta:

z.sin(wT)
(z—eMT)(z — e I"T)

U(z) = 3{sin(wt)} = 3{sin (kwT)} =

La respuesta del sistema es:

G(z)zsin (WT) kiz k,z
C(Z) = - - = - + —
(z—eWh)(z—e W) z—eWT  z—e W

+Cy(2) 459

En donde C,(z) corresponde a las componentes de C(z) originadas por los polos

de G(z). Si el sistema es estable, dichas componentes en c(kT) tienden a cero a

medida que el tiempo se incrementa. Asi, la respuesta de estado estable del

sistema es:
k1Z k2Z
Css(2) = —mr + st 4.60
De 4.59 se deduce que el valor de k, esta dado por:
G(e/Msin (wt)  G(e/T
ki = (e )1_.(W)= (.) 4.61
e]WT —e JjwT 2]
Expresando a G (e/*T) como: G(e/*T) = |G(e/*T)|e/® se obtiene:
|G(e/T)]e”
= 7 4.62
ky %
Como k, es el complejo conjugado de k,, resulta que:
G(e/wT) e G(e/wT) e
M (G| i req

2(=J) 2]
Reemplazando las ecuaciones 4.62 y 4.63 en la 4.60 se obtiene:

6(eM)[ze®  |G(eMT)|ze "

(o) = . |
#O = =) 2 e
|G(e/"T)|[ ze’® ze /9
CSS(Z) = 2] Z_ejWT_Z_e—jWT

Tomando la transformada inversa z a esta ultima expresion resulta:
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o J(WKT+8) _ ,—j(WKT+0)

2j

Css = |G(ejWT)|

Css = |G(e/T)| sin(kwT + 6) 4,64

Como puede verse, si la entrada a un sistema discreto estable es una senal
senoidal de frecuencia w, la respuesta de estado estable del sistema es también
senoidal con la misma frecuencia. La amplitud de la respuesta es igual a la
amplitud de la entrada multiplicada por |G(e/*T)| y el angulo de fase de la
respuesta es igual al angulo de fase de la entrada més el angulo de G(e/*T). Por
lo tanto, para obtener la respuesta en frecuencia de G(z), solo es necesario

reemplazar a z por e/*T en G (2).

La funcidn G(e/*T) se conoce comlnmente con el nombre de “Funcién de

transferencia de pulso senoidal’.

Dado que el reemplazo de z por e/*T en G(z), presenta algunos inconvenientes
para el andlisis de la respuesta en frecuencia se prefiere, para ello, transformar la
funcion de transferencia de pulso en el plano z en la correspondiente en el plano w

utilizando la “Transformacion bilineal” definida por:

Z =—7F= 4.65
1_Iw
2

En donde T es el periodo de muestreo del sistema.

Una vez que la funcién de transferencia de pulso G(z) se haya transformado en
G(w) mediante la transformacion bilineal, podra tratarse como un funcién de
transferencia convencional en w, es decir, se le podran aplicar las técnicas de

diseno establecidas para los sistemas continuos.

4.5.1 Diagramas de Bode: un diagrama de Bode consta de dos trazados, uno es
el diagrama del logaritmo del médulo de la funcién de transferencia senoidal y el
otro, es el diagrama del angulo de fase. Los dos diagramas se representan en

funcién de la frecuencia en la escala logaritmica.
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En la representacién logaritmica se dibujan las curvas en papel semilogaritmico,
utilizando la escala logaritmica para la frecuencia y la escala lineal para la

amplitud en decibeles (db) y para el angulo de fase en grados.

Los diagramas de Bode juegan un papel importante en el disefio de sistemas de
control digital aplicando técnicas convencionales y su analisis, indica qué
modificaciones son necesarias en la funcién de transferencia de lazo abierto para

obtener las caracteristicas de respuesta transitoria deseadas.

R(S) C(s)
——» Diz) | H(S) G(S) -
+ T

Figura 4.20 Sistema de control digital

Haciendo referencia al sistema de control digital de la figura 4.20, el procedimiento
para obtener su respectivo diagrama de Bode es el siguiente [4.9]:
1. Obtener la funcion de transferencia de pulso de lazo abierto G (z) del sistema.

2. Transformar G(z) en una funciéon G(w), utilizando la transformacion bilineal

dada por:
Tw
1+ 2 z-1
Z_l_T_W YET T
2

3. Reemplazar w por jv en G(w) y trazar el diagrama de Bode tal como se

procede en los sistemas continuos.

La frecuencia ficticia v y la frecuencia real w se relacionan en la siguiente forma:

N 2z-1 2 e -1
B B

2 eIWT/2 _ p-jwT/2 o wT

Wlw:jv =Jjv= T eij/Z + e—jWT/Z = T.]tan (7)

Es decir:
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=24 WT) 4.66
U_Tan(T '

4.5.2 Margen de ganancia y Margen de fase: Estas dos magnitudes constituyen
una medida de la estabilidad relativa de un sistema de control.
Margen de ganancia (MG): Se define como la magnitud del reciproco de la
funcién de transferencia de lazo abierto, calculada a la frecuencia de cruce de fase
(Vr)

1
]

MG(db) = 20log

MG 4.67

1
- 4.68
G (va)l

El Margen de ganancia es el negativo del valor en db de la funcion de
transferencia en lazo abierto evaluada a la frecuencia de cruce de fase y mide que
tanto se puede incrementar la ganancia de lazo abierto, antes de que el sistema
se haga inestable.
Frecuencia de cruce de fase (v,;): Es la frecuencia a la cual el angulo de fase de
la funcion de transferencia de lazo abierto alcanza —1802, es decir:

0, = 4G(jv,) = —180° 4.69
Margen de fase (¢p)): Se define como la suma de 180° al angulo 6., medido a la
frecuencia de cruce de ganancia.

bpy = 180° + 6, 4.70
Frecuencia de cruce de ganancia (v.): Se define como la frecuencia a la cual la
magnitud de la funcion de transferencia de lazo abierto es igual a 1 es decir 0 db.

1G(v)l =1 4.71

201log|G (jv,)| =0 4.72
La figura 4.21 representa la forma de determinar, a partir del diagrama de Bode, el
margen de ganancia y el margen de fase.

Para lograr un funcionamiento satisfactorio del sistema de control, el margen de
ganancia debe ser superior a 6 db y el margen de fase debe estar comprendido
entre 30° y 60°.
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Figura 4.21 a) Margenes de ganancia y de fase positivos: sistema estable.
b) Margenes de ganancia y de fase negativos: sistema inestable

Es importante tener presente que ni el margen de ganancia solo, ni el margen de
fase solo dan indicacion suficiente de la estabilidad relativa. Deben especificarse
ambos para poder determinar la estabilidad relativa.

Para un sistema de control, tanto el margen de ganancia como el margen de fase
deben ser positivos para que el sistema sea estable. Margenes negativos indican

inestabilidad.

EJEMPLO 4.9

Para el sistema de control digital de la figura 4.22, con T = 0.8 s, obtener el
diagrama de Bode correspondiente para K = 1y determinar: a) El margen de
ganancia y el margen de fase. b) El valor critico de K para estabilidad del sistema.
c) El valor de K para el cual el margen de ganancia es igual a 5 db, cual es el
margen de fase en este caso? d) El valor de K para el cual el margen de fase es

de 609, cual es el margen de ganancia en este caso?

-0.85 cis
— K | zoh -ze I:';)
4S5 +1

R(S)

Figura 4.22 Sistema de control digital para el ejemplo 4.9
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SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso para el sistema se obtiene

utilizando la transformada z modificada.

Gp(S)}

HG(z)=(1- Z‘l)Z_NSm{ S

En donde:

Entonces:

l=20-22, {L}

HG(z) = (1 - Z_l)Z_lsm{ S(S+0.2)

S(55 + 1)

De tablas se obtiene:

~ z(z—0.8521)

Para obtener el diagrama de Bode se transforma HG(z) en HG(w) utilizando la

transformacién bilineal.

Tw
1+—2 1+ 0.4w
Z: =

1_Iw 1-04w
2
Es decir:
HC(w) = 0.2957
W) =3 0.4w] T+04w 521]
1—04wllT=04w ™ ™~
2(1 - 0.4w)? _0.1597(2.5 —w)?

HEW) = A 0 aw) (1 + 5.008w) — (2.5 + w)(0.1996 + w)

Ahora se reemplaza w por jv en la expresion correspondiente a HG(w) y se

obtiene:

0.1597(2.5 — jv)?
(2.5 4+ jv)(0.1996 + jv)

HG(jv) =

Por lo tanto:
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, 0.15976.25 + v? 6.25 + v?
|HG(jv)| = =0.1597 |——r——
V(6.25 + 1v2)(0.03984 + v2) 0.03984 + v

0 = 4HG(jv) = —3tan™" (;—5) ~tan™ (0.1:96)

Los valores de 20log|HG (jv)| y de 08 para diferentes valores de la frecuencia v se

dan en la tabla que se muestra a continuacion.

v 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 1.0 1.5 1.7 3 rad/s
20log|HG(jv)| | 5.05 | 3.03 | 0.95 | -0.87 | -3.75 -7.5 |-10.23 | -10.99 | -13.66 | db
0 -33.4 | -58.7 | -76.9 | -90.7 | -112.0 | -144.1 | -175.3 | -185.9 | -236.7 | deg

La figura 4.23 muestra el diagrama de Bode del sistema y de él se puede obtener
que el margen de ganancia es MG = 10.58 db, el margen de fase es ¢py = 95.8°
y las frecuencias de cruce de ganancia y de cruce de fase son v, = 0.347 rad/s y
v, = 1.58 rad /s respectivamente. Si se utilizan los valores dados en la tabla se
pueden obtener los datos de margen de ganancia y de margen de fase en forma

aproximada sin incurrir en errores significativos.

MG=10.58 db v =1.58) MF=05.8° (v =0.347)

Rad/seq

Fase (Grados)

[un]
=
o

-300 " " ; 'u
10 10 10 Radiseq

Figura 4.23 Diagrama de bode para el ejemplo 4.9
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SOLUCION ANALITICA: se obtiene aplicando directamente las ecuaciones y las
definiciones de margen de ganancia y de margen de fase.
a) El margen de ganancia se calcula con la ecuacién 4.68 siendo v, la frecuencia

a la cual el angulo de fase es igual a —180°

1

—180° = —3tan™?! (;—”5) —tan™ (o_fg96)

Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene: v, = 1.58 rad/s

Por lo tanto:
|HG (jvr)| = 0.1597 625V _ 1507 |02 IS8 5065
Gvn)l = 0. 0.03984 + vz 0.03984 + 1.582
MG = 201 [ ! MG = 10.58 db
= V18192965 =0

El margen de fase se calcula con la ecuacién 4.70 siendo v, la frecuencia a la cual

la magnitud de la funcion de transferencia senoidal es igual a uno.

¢PM - 1800 + QC

|HG (jv,)| = 0.1597 625 +vi _ 1
o)l = 0. 0.03984 + vZ _

Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene v, = 0.35 rad/s.

Por lo tanto:
0 = —3tan-1 (0.35) . _1( 0.35 )_ 84.20
c =72 {55 ) T 01996/ T T
¢PM = 1800 — 84‘20 ¢PM = 9580

b) El valor critico de K para estabilidad del sistema se obtiene a partir del margen
de ganancia asi:

1 MG

MG = 20log o~ Kmax = TG G001 10
T
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10.58/20

Koy = 10 Komax = 3.38

c) El margen de ganancia del sistema con un valor especifico de K se puede

calcular mediante la ecuacién:

MGK = 20log MGK = 20log —20logK

1
|KHG (jvg)| |HG (jvn)|

MGK = MG — 201logK
En donde MGK es el margen de ganancia para el valor especifico de K y MG es el

margen de ganancia con K = 1.
Por lo tanto:
5 =10.58 — 20log K K = 10(10:58=5)/20 K=109
El margen de fase se calcula con 6, cuando |KHG(jv.)|=1 , entonces con

K = 1.9 se obtiene:

01597 » 19 |22 +ve _ 0.768 rad
. 19 |————— = = 0.
0.03984 + 12 Ve rad/s

El &ngulo de fase para esta frecuencia es:

P (0.768) can-1 ( 0.768 ) C 126.66°
c = T2 {5 M 01996/ = '
Entonces:
¢py = 180° + 6, ¢py = 180° — 126.66° = 53.34°

d) Para un margen de fase de 60° se tiene:
0, = ¢ppy — 180° = —120°

La frecuencia para la cual el angulo de fase es de —120° se calcula a partir de la

ecuacion:

—120° = —3tan™! (Zv—cs) —tan~! (ﬁ) v, = 0.689 rad/s

A esta frecuencia la magnitud de la funciéon de transferencia senoidal debe ser
igual a 1 (0 db), es decir:
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0.1597K 625+ 0.689° _ 1 K =1.73
' 0.03984 + 0.6892 o

El margen de ganancia con K = 1.73 es:
MGK = MG — 201logK

MGK = 10.58 — 201o0g(1.73) MGK = 5.81db
A continuacién se presenta un programa en MATLAB® que permite obtener el
diagrama de Bode y los margenes de ganancia y de fase para el sistema del
ejemplo 4.9

% Programa para obtener diagrama de Bode.

clc

n=[2];

d=[5 1];

[a,b,c,d]=tf2ss(n,d); % Obtencidén de variables de estado
[ad,bd,cd,dd]=c2dt(a,b,c,0.8,0.8); % Discretiza sistemas con retardo
[nd1,dd1]=ss2tf(ad,bd,cd,dd); % Funcién de transferecia de pulso
printsys(ndi,dd1,'z");

pause

w=0.01:0.05:3;

[mag,fase,w]=dbode(nd1,dd1,0.8,w);

imargin(mag,fase,w)

PROBLEMAS PROPUESTOS

4.1 La ecuacion caracteristica de ciertos sistemas discretos con T = 0.5 s son:

a) (z=0.3)(z—-0.6)(z2—1)=0 ¢) (z—05)(z—0.4)(z>2—-08z+2)=0
b) (z—04)(z—08)(z?—19z+1)=0 d) (z2—0.52+0.8)(z2—0.6z—0.4) =0

a) Obtenga las raices de la ecuacién caracteristica y ubiquelas en el plano z. b)

ldentifique en cada caso, si el sistema es estable, inestable o marginalmente
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estable. c) Si el sistema es estable encuentre los términos correspondientes a la

respuesta natural del sistema.

4.2 Las ecuaciones caracteristicas de ciertos sistemas de control digital estan

dadas por:

a) z2-11z4+03=0 e) 1—1.9244z71 41204272 - 028273 =0
b) 22— 0.1z—-03 =0 f) 1—1.895z"1 +1.302z°% — 0.4073 =
¢) z3—-22z>+15z—-035=0 g) 1—-zHA+2z1+03775272) =0

d) z2—=2z+099=0 h) z2—z+036=0

e)z2—036=0 i) (z2—0.8) (z2— 0.4z + 0.1)

j) z*—0.9232z3 + 0.921z% — 0.516z — 0.382 = 0

a) Obtenga las raices de la ecuacién caracteristica y ubiquelas en el plano z. b)
Utilice el criterio de Jury para determinar la estabilidad de cada uno de los
sistemas. c¢) Para cada uno de los sistemas que en la parte a sean estables,
calcule los términos correspondientes a la respuesta natural del sistema cuando
T=1s.

4.3 Considere el sistema de control de la figura 4.24, asuma que T = 1seg y
D(z) = K. a) Determine la funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo
cerrado. b) Ultilice el criterio de Routh-Hurwist para determinar el rango de K
dentro del cual el sistema es estable. Cual es la frecuencia de oscilacion del
sistema con la ganancia critica? c¢) Utilice el criterio de Jury para corroborar el
resultado obtenido en la parte b. d) Si K = 0.6K,,,,, obtenga la respuesta del
sistema en lazo cerrado cuando la entrada es r(t) = u(t)

-5
_| soh 0.5e c(s)
55 +1

Gpls)

Figura 4.24 Sistema para el problema 4.3
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4.4 Considere el sistema de control de la figura 4.25 con D(z) = K. a) Escriba la
ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado en funcién del periodo de
muestreo T. b) Halle el rango de K > 0 para el cual el sistema es estable con
T=1s,T=01syT=0.05s. Que se puede concluir? c) Si el muestreador y el

retenedor se eliminan, encuentre el rango de K para el cual el sistema continuo es

Ul () -| Diz) -| zoh —-I 3 GLSJ
S T S({5+0.2)

estable.

Figura 4.25 sistema para el ejemplo 4.4

4.5 Para el sistema de control de temperatura mostrado en la figura 4.26, con
D(z)=1,d(t)=0y T =0.5s. a) Obtenga la respuesta del sistema 6(kT) si la
senal de entrada r(t) produce un cambio de 15° C en la senal de salida (la
entrada debe ser escaléon de 1.2 V por qué?). b) Cual sera el error de estado
estable del sistema si la sefial de entrada es un escalon r(t) = 2u(t)? c) Si se
hace r(t) = 2u(t) y d(t) = 0.2u(t) obtenga el valor de la temperatura del sistema
055 (kT) en estado estable. d) Calcule el valor de la temperatura 655(kT) en estado
estable cuando r(t) = 2u(t) d(t) = 0.2u(t) y

D(2) 0.3z —0.25
z)=———
-1
D(S) 3
e
S+0.2
R(S) M(S) 5 + B(S)
Volt  + % T ] o " [Voit S+02 o
0.04
Volt
Sensor

Figura 4.26 Sistema para el problema 4.5
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4.6 Para el sistema de control de la figura 4.27 asumaque T=1s y D(z) =1 a)
Calcule el coeficiente de amortiguamiento ¢, la frecuencia natural no amortiguada
wy,, Y la constante de tiempo del sistema discreto en lazo abierto. Si la ecuacién
caracteristica del sistema tiene ceros reales, evalie sus constantes de tiempo. b)
Repita la parte a para el sistema en lazo cerrado. c) Repita las partes a y b para
el sistema continuo obtenido al remover el muestreador, el controlador digital y el
retenedor. d) Analice la estabilidad para el sistema discreto y para el sistema
continuo en lazo cerrado. e) Resuelva también el problema si la funcién de
transferencia original se cambia por:

0.5
(S+0.2)(S+0.1)

Gp(S) =

R(S Cis
©) = AD s Diz) o DiA + Ll t:rl

Gp(S)

0.02

Figura 4.27 Sistema para el problema 4.6

4.7 Cierto sistema de control digital tiene como ecuacién caracteristica:

a) z—08=0 e) z+098=0

b) z2—1.4z+4+05=0 f) z2—-12z+08=0

) 72— 0.4z+09 =0 g) 722 —27+0.99 =0

d) z2-1=0 h) z3-13z2+z-03=0

a) Que se puede decir sobre las caracteristicas de la respuesta natural del sistema
cuando el periodo de muestreo es T = 0.2s5.? b) Repita la parte a para T = 1.5 s.
c) Para una ecuacién caracteristica determinada, que parametros de la respuesta
temporal se afectan al variar el periodo de muestreo Ty cuales son

independientes de T?
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4.8 Considere el sistema de la figura 4.28 con T = 1s. El controlador digital D(z)

esta descrito por la ecuacion en diferencias:
m(k) = 2e(k) — 1.5e(k — 1) + m(k — 1)

a) Determine el tipo de sistema. b) Calcule el valor en estado estable del error y el
de la respuesta del sistema en lazo cerrado ante una entrada en escalén unitario,
sin hallar la expresién para C(z). c) Calcule el tiempo aproximado para el cual el
sistema alcanza su estado estable. d) Calcule la respuesta c(kT) del sistema. e)

Repita las partes b, c y d si la entrada es una rampa unitaria.

S5+04
Gp(S)

R(3 C(s
Ll s A/D -|D{I} i| DIA h| ] EIJ

Figura 4.28 Sistema de control para el problema 4.8

4.9 a) Si en el sistema de control de la figura 4.28 D(z) = K y T = 1s, determinar
el maximo valor de K que asegura la estabilidad del sistema. b) Repita la parte a
si la funcion de transferencia del proceso es G,(S) = 1/S(S + 0.1) ¢) Construir el

lugar geométrico de las raices para cada uno de los casos a y b.

4.10 Para el sistema de control digital mostrado en la figura 4.29, construya el
L.G.R para el sistema discreto, determine el valor maximo de K que asegure la
estabilidad del sistema y determine las coordenadas del punto en donde el lugar
geométrico de las raices corta al circulo unitario. Asuma que el periodo de
muestreoes:a) T =0.2sb) T = 0.4sy que:

—-0.2S

S+ 1S +2)

a) G,(S) = ) G, =

S(S+0.5)

0.5S D) G(S) = e 018
(S+1)(S+0.5) ) Gy )_S(O.8S+1)

b) G,(S) =
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C(3)

R(S) ‘|
—m K zoh Gp(S)

Figura 4.29 Sistema de control para el problema 4.10

4.11 Considere el sistema control digital que se muestra en la figura 4.30. a) Trace
el lugar geométrico de las raices al variar K desde cero hasta infinito. b) Determine
el valor de la ganancia K para estabilidad critica. c) Existe algun valor de K para el
cual el sistema tenga polos de lazo cerrado ubicados en z = 0.5 £+ j0.57 d) Cuales
son el coeficiente de amortiguamiento y la frecuencia natural correspondientes a

ese polo?

R(z) Kiz+1) clz)
+ {z-1){z-0.7) -

Figura 4.30 Sistema para el problema 4.11

4.12 La funcién de transferencia de lazo abierto de un sistema de control digital

con realimentacion unitaria esta dada por:

~ k(z+1) _ kz

DG = 082 = 1.62 4 0.89) D) &) = D= oz - 08)
_ k(z +0.5) _ k(z®-162+0.89)

) 6@ = 08 @-08) DD = DE- 008G -05)

a) Trace, para cada caso, el lugar geométrico de las raices, determine su
intercepto con el circulo unitario y establezca las coordenadas del punto en el cual
se da dicha interseccion. b) Escriba un programa en MATLAB que le permita
resolver el problema. c¢) Calcule el rango de valores de k dentro del cual el

sistema es estable.
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4.13 La figura 4.31a muestra un sistema discreto y la 4.31b un sistema continuo.
Determine la funcién de transferencia de pulso G(z) para el sistema discreto
asumiendo que los muestreadores trabajan sincronizadamente y con un periodo
de muestreo T = 0.2 s. Determine la ganancia de cada uno de los sistemas cuando
la entrada es una onda senoidal de frecuencia 1, 10, 100,1000 y 10000 rad/s.

Explique brevemente los resultados.

a} .~ 4l zoh 100 ) -

T 545 T

b) 100
S+5

Figura 4.31 sistemas a) Discreto b) Continuo para el problema 4.13

4.14 Para el sistema de control discreto mostrado en la figura4.32con T =1s, y
K =1, a) Trace el diagrama de Bode. b) Determine el margen de ganancia y el
margen de fase. c) Determine el valor de K que dé un margen de fase de 45°, cual
es el margen de ganancia en este caso? d) A partir del diagrama de Bode

obtenga el valor de K que hace marginalmente estable al sistema.

B_(S) oS B_(S)
-| AD -I K » zoh *
+ 58 +1

GplS)

0.05

Figura 4.32 Sistema discreto para el problema 4.14

4.15 Considere el sistema de la figura 4.33 con periodos de muestreo T =15y
T=2s. a) Con K =1 trace el diagrama de Bode para cada caso y calcule el
margen de ganancia y el margen de fase. Cudl es el valor critico de K en cada

caso? Qué conclusiones puede sacar con estos resultados? b) Calcule el valor de
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K para que el margen de ganancia sea de 10 db. Cudl es el margen de fase con
ese valor de K? c) Calcule el valor de K para obtener un margen de fase de 45°.
Cual es el margen de ganancia en este caso? d) Si K = 0.5 cuales son el margen

de ganancia y el margen de fase del sistema?

g K zoh 4
+ T S(S +5)

v

Figura 4.33 Sistema de control para el problema 4.15

4.16 Considere el sistema de control dado en el problema 4.10 (figura 4.29), con
K =1. a) Trace, para cada caso, el diagrama de Bode del sistema y analice su
estabilidad relativa a partir del margen de ganancia y del margen de fase. b) Si el
sistema es estable, determine el valor de K que suministre un margen de ganancia
de 10 db. c) Determine, para cada caso, el valor critico de K para estabilidad del

sistema.

4.17 Un sistema discreto estd modelado por la ecuacion en diferencias:
y(k + 2) —1.3205y(k + 1) + 0.49659y (k) = 0.098327x(k + 1) + 0.077779x (k)

En donde x(k) es la entrada e y(k) es la salida. a) Determine y dibuje la
respuesta del sistema cuando la entrada es un escaldén unitario. Asuma que
y(k) = 0 para k < 0. b) Trace el diagrama de Bode para el sistema y determine el

margen de ganancia, el margen de fase y analice su estabilidad.

4.18 Para el sistema de la figura 4.34 con K =1y T = 0.2s. a) Dibuje el lugar
geométrico de las raices y determine el rango de K para el cual el sistema es
estable. b) Calcule y dibuje la localizacién de los polos del sistema discreto en
lazo cerrado para K =1, K=291 y K =5. c¢) Utilice el criterio de Jury para

corroborar el resultado obtenido en la parte a.
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R(S
) —— K —nl zoh -| 1 EEEJ
) SIS +1

Gp(S)

+
-

Figura 4.34 Sistema para el problema 4.18

4.19 La figura 4.35 corresponde al diagrama en bloques del sistema de control de
la velocidad en vacio de un motor a gasolina. Si T =0.02s, a) Obtenga la
respuesta de la velocidad w(kT) ante un escalén unitario. Cudl es la velocidad
maxima? b) Cual es el margen de ganancia y el margen de fase del sistema? c)
Repita el problema para T = 0.05 s.

R(S) .| 1250 W(S)
——» zoh -
S(S + 20){S +50)

Figura 4.35 Sistema de control para el problema 4.19

4.20 La figura 4.36 muestra el diagrama de instrumentacidn para el control digital

de la temperatura de un horno. El sistema se muestreé cada 0.1 min.

La dinamica de los elementos componentes del sistema se puede modelar asi:
Horno: sistema de segundo orden. Ganancia 0.6, constantes de tiempo de 0.5 min
y 1.25 min y retardo de 0.1 min. Valvula: Sistema de primer orden. Ganancia 1 y
constante de tiempo 0.2 min. Medicidén: sistema de primer orden (sensor vy
transmisor de temperatura): ganancia 0.1 y constante de tiempo 0.2 min. Se utiliza
un controlador proporcional con ganancia K. para regular el sistema. a) Calcular la
ganancia K, maxima que se le puede dar al controlador para obtener estabilidad
critica. b) Determinar el valor de K, para que el sistema tenga un margen de
ganancia de 6 db, cual es el margen de fase en este caso? c¢) Determinar el error
de estado estable del sistema ante una entrada en escalén unitario cuando el valor
de K. es igual al obtenido en el literal b.
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Salida de
gases
Producto
caliente
Producto
™)
Horno % Sp
PC —
S (vP)

Quemador

Fov Combustible

Figura 4.36 Sistema de control para la temperatura del horno

4.21 La figura 4.37a representa el modelo simplificado de un motor de DC
controlado por armadura y la figura 4.37b el diagrama de bloques para el control
del mismo. R, y L, representan la resistencia y la inductancia de la misma y V,(t)
la fuerza contraelectromotriz inducida, w(t) corresponde a la velocidad del motor y
T,(t) el torque generado por el mismo. T((t), Tj(t), y T.,(t) son los torques
correspondientes a la friccion, a la inercia del motor y a la carga respectivamente.

V¢ (t) es constante.

El circuito de la armadura se modela mediante la ecuacion:

dig(t)
dt

vi(t) = Raia(t) + La + vg (t)

La fuerza contraelectromotriz inducida en la armadura es proporcional a la
velocidad de giro del motor.

vy (6) = Kew(t)

El torque generado por el motor T,(t) es proporcional a la corriente en la
armadura.

Ty(t) = Kiig(t)
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En cualquier instante, el torque desarrollado por el motor es igual a la suma de los
torques correspondientes a la friccién, la inercia y la carga.

dw(t)
dt

T,(6) =Tp(t) + T,(0) +] + Bw(t)

En donde J es el momento de inercia del rotor y B el coeficiente de friccion
viscosa. a) Obtenga la funcion de transferencia del motor W(S)/V;(S) utilizando
las ecuaciones dadas. Asuma que T;(t) = T, (t) = 0. b) Suponga que el periodo
de muestreo es T =0.05s y obtenga la funcion de transferencia de pulso
W (z)/V;(z) c) Calcule el valor de K para estabilidad critica del sistema discreto. d)
Con K =0.5K,,4, cual es el margen de ganancia del sistema? e) Con K =
0.5K,.x cual es el error de estado estable del sistema cuando la velocidad de

referencia es wyp = 570 rad/s?

Los parametros para el motor son: R, =3Q, L, =5mH, K, =5 X 1072 N X m/A,
Ke=54x%x10"2V xs/Rad, ] =5x 10> Kgxm?, B=3x10">Kg x m?/s.

& &
wk( ) —D{z)=K zoh Moo “:,( )
> T
b)
1

Tacomeatro

Figura 4.37 Modelo de motor DC para el problema 4.21

4.22 | a figura 4.38 muestra el diagrama de un tanque en el que se realiza una
reaccidon quimica exotérmica a la cual se le debe controlar la temperatura

manipulando el flujo de agua fria a través del serpentin. Un analisis de la dinamica
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y de las caracteristicas de los elementos del sistema arroj6 los siguientes
resultados:

Transmisor de temperatura: rango de 0 °C a 100 °C, ganancia unitaria.

Flujo méaximo del agua de enfriamiento: 200 GPM

Valvula: Sistema de primer orden, ganancia 1.25 y constante de tiempo 0.1 min.

Tanque: Un incremento de 10 GPM en el flujo de agua de enfriamiento produjo
una caida de temperatura de 5 °C después de un tiempo considerable. Esa misma
prueba permitié establecer que la constante de tiempo y el retardo del tanque eran

2.5 min y 0.5 min respectivamente. El sistema se muestreo cada 0.5 min.

a) Complete el diagrama de instrumentacion necesario para realizar el control
digital del sistema. b) Si se utiliza un controlador proporcional para realizar el
control se recomienda ajustar su ganancia tal que K, = 0.5K,,,, utilice el criterio de
Jury para calcular K. ¢) Con K,=0.5K,, cuales son el coeficiente de
amortiguamiento del sistema en lazo cerrado y el tiempo de establecimiento
aproximado del mismo? Cual es el error de estado estable ante un cambio en

escalon unitario aplicado en la referencia?

W
Alimentacién ‘hf?i”a
o
(,. TCV

Producto

Figura 4.38 Tanque de reaccion para el problema 4.22

4.23 La presién de un sistema de almacenamiento de un cierto gas se regula por
medio de un sistema como el que se muestra en la figura 4.39 manipulando la

linea de salida de gas. El sistema opera normalmente a una presién de 40 PSl en
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el depésito de almacenamiento y con una apertura de la valvula del 40%. Para
determinar el modelo del proceso se aplicé un escalén del 5% en la apertura de la
valvula, la dinamica del sistema se aproximé a un modelo de primer orden con

retardo y se diseidé para el mismo un controlador Pl los resultados obtenidos

fueron:
Dinamica del sistema: G (S)_Z.Se‘35
inamica del sistema: G, (S) = 7 ——
o 1.7z —-1.2
Controlador Pl disefiado: D(z) = — 1

Los tiempos estan en s. El sistema se muestreo cada 5 s.

a) Obtenga el diagrama de bloques del sistema. b) Trace el diagrama de Bode
para el sistema discreto y calcule el margen de ganancia y el margen de fase. c)
Cuales son el tiempo de establecimiento, el tiempo de pico y el maximo
sobreimpulso del sistema en lazo cerrado? d) Calcule el error de estado estable

del sistema cuando se aplica a la referencia un cambio en escaldn unitario.

PC

sP

Algoritmo
de control

Entrada gas

Figura 4.39 Sistema de almacenamiento de gas

4.24 La figura 4.40 corresponde a la respuesta en lazo abierto de un sistema de
segundo orden a un escalén r(t) = 10u(t). Calcular para el sistema: a) El maximo
sobreimpulso. b) El tiempo de pico. c) La frecuencia natural, el coeficiente de

amortiguamiento y la ganancia DC. d) El error en estado estable.
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Figura 4.40 Respuesta del sistema para el problema 4.24
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CAPITULO CICO

TDENTTRICACION DE SISTEMAS

La identificacion de sistemas tiene por objeto obtener el modelo de un sistema

dinamico a partir de datos experimentales.

La figura 5.1 es una representacion conceptual de un sistema dinamico. El sistema
es comandado por variables de entrada u(t) y por perturbaciones v(t). El usuario
puede controlar las variables de entrada u(t), pero no las perturbaciones v(t). Las
senales de salida y(t) son variables que suministran informacion util acerca del

sistema.
v(t)

u(t) y(t)
—_— SISTEMA |———m>

Figura 5.1 Representaciéon de un sistema dinamico.
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5.1 TIPOS DE MODELOS

Los modelos de los sistemas dinamicos pueden ser de varias clases, incluyendo

los siguientes [5.1]:

Modelos Mentales, Intuitivos o Verbales: éste es el tipo de modelo que se forma
por ejemplo cuando se maneja un carro (pisando el freno decrece la velocidad,
girando la cabrilla el carro voltea en determinada direccion, etc.)

Modelos Graficos: En este caso el modelo del sistema estd dado mediante una
grafica. Un diagrama de Bode de un servo sistema es un ejemplo de un modelo
dado en forma grafica. La respuesta de un sistema ante una entrada en escalén

es otro tipo de modelo grafico.

Modelos Matematicos: Son aquellos que describen el comportamiento del
sistema a partir de ecuaciones diferenciales (sistemas continuos) o de ecuaciones
en diferencias (sistemas discretos). Estos modelos son muy utilizados para el
analisis, prediccién y disefo de sistemas dinamicos, controladores vy filtros.

Existen dos formas bésicas para obtener el modelo matematico de un sistema
dinamico:
Matematicamente: Es un método analitico en el cual se utilizan leyes fisicas,

tales como las leyes de Newton y ecuaciones de balance para describir el

comportamiento dindmico de un fenémeno o de un proceso.

Identificacion del Sistema: Es un método experimental en el cual se realizan
algunas pruebas sobre el sistema que permiten obtener los datos necesarios para
estimar el valor de los parametros del modelo representativo del sistema.

5.2 PROCEDIMIENTO PARA LA IDENTIFICACION.

La obtencién de un modelo a partir de datos experimentales conlleva las
siguientes etapas fundamentales: la recoleccion de datos, la selecciéon del modelo
y la validacién del modelo.
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5.2.1 Recoleccion de datos: Los datos de entrada y salida se pueden obtener
mediante un experimento disefado especificamente para la identificacién del
sistema. En este caso, el usuario puede determinar que sefales va a medir,
cuando y como las va a medir y también puede escoger las sefales de entrada. El
objetivo del disenio del experimento es entonces, seleccionar los datos que
proporcionen la maxima informacién posible. En otros casos, el usuario no tiene la
posibilidad de realizar el experimento pero puede utilizar los datos obtenidos a
partir de la operacion normal del sistema y llevar a cabo con ellos la identificacion

del mismo.

5.2.2 La Seleccion del Modelo: Esta se realiza a partir de un grupo de modelos,
eligiendo el mas adecuado y representativo del sistema. Este paso es sin duda, el
mas importante y al mismo tiempo constituye la etapa mas dificil en el
procedimiento de la identificacion. Es aca en donde el conocimiento previo del
sistema y el de las caracteristicas de cada modelo deben combinarse para obtener
resultados satisfactorios. Algunas veces el modelo apropiado so6lo se obtiene

después de un cuidadoso proceso de modelado.

5.2.3 Validacion del Modelo: La evaluacién de la calidad del modelo se basa en
determinar cdmo se desemperia el modelo cuando se trata de reproducir con él
los datos obtenidos en la medicidén experimental. Un comportamiento deficiente del
modelo en este aspecto hace que el modelo sea rechazado, mientras que un buen

desempefo, proporcionara cierta confianza en el modelo.

Un modelo no se puede aceptar como la ultima y verdadera descripcion del
sistema; por el contrario, es mejor mirarlo sbélo como wuna descripcidn
suficientemente buena de ciertos aspectos que son de interés particular para un
fin determinado.

La figura 5.2 representa un diagrama de flujo basico del proceso de identificacion.

5.3 TECNICAS DE IDENTIFICACION

Pueden subdividirse en dos grandes clases:
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5.3.1 Identificacion fuera de linea (Off-Line): En este caso los datos son
recogidos tomando medidas durante la experimentacién y, una vez terminada
ésta, se procesan para producir el modelo. Entre la gran variedad de algoritmos de
identificacion fuera de linea pueden citarse los siguientes:

Conocimiento
inicial del Sistema

Adquisicion
de los datos
Filtrado Seleccion
de los datos del Modelo
Datos Criterios de —
calculo
Calculo del Modelo
Validacion o
del Modelo Modelo no valido

l revisar

Modelo valido
usar

Figura 5.2 Proceso para la identificacion

e Métodos no paramétricos: Estos métodos de identificacidbn se caracterizan
porque los modelos resultantes son funciones o curvas y no pueden ser
expresados en funcién de un vector de parametros de dimension finita. Dentro de
este grupo pueden citarse:

o Analisis transitorio

o Analisis frecuencial

o Analisis de correlacion

o Analisis espectral
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e Métodos paramétricos: A diferencia del grupo anterior, los modelos
resultantes del proceso de identificacion contienen la informacién relevante acerca
de la dinamica del proceso real en un vector de pardmetros de dimensién finita.
Pueden destacarse los siguientes métodos:
o Regresion lineal
o Métodos de prediccidn del error
. Minimos cuadrados
" Minimos cuadrados generalizados
o Métodos basados en la estimacion de maxima verosimilitud de los
parametros.
o Meétodos de variable instrumental

o Meétodos de identificacién paramétrica basados en analisis frecuencial

5.3.2 Identificacion en linea (On-Line): En este caso se emplea un algoritmo o
método de actualizacién de parametros de tipo recursivo que procesa los datos tal
como son producidos por el sistema real. Este método se caracteriza por llevar a
cabo la adquisicibn de datos y el procesamiento de los mismos de forma
simultanea por tal razén esta técnica se emplea, principalmente, en control
adaptativo y en aplicaciones de tiempo real cuando la dinamica del proceso debe

ser monitoreada en forma continua. Entre ellos destacan:

e Método recursivo de minimos cuadrados
e Método recursivo de prediccion del error

e Método recursivo de la variable instrumental

5.4 METODOS DE IDENTIFICACION NO PARAMETRICOS

En el desarrollo de esta seccidn se aplica método el andlisis transitorio y se utiliza
como modelo el correspondiente a la respuesta del sistema ante una entrada en
escalén.

5.4.1 Modelo: Planta de primer orden con retardo (Modelo POR). La funcién
de transferencia correspondiente a este tipo de planta esta dada por:
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Y(S) Ke ™S
Uil) 15+1

En donde K =ganancia de la planta, T =constante de tiempo, 6’ =retardo o tiempo

G(S) = 5.1

muerto, y(t) es la salida del sistema y u(t) es la entrada.

El procedimiento experimental para estimar el modelo consiste en abrir el lazo de
control (llevando el controlador a manual) antes del elemento final de control y
crear un pequefio y rapido cambio en escaldén en el proceso. La respuesta del
sistema se grafica y sobre la curva obtenida se hace el analisis para estimar los
valores de la ganancia (K), de la constante de tiempo (7) y el de el retardo (6) del
proceso. Para lograr lo anterior se procede asi:

Se determina el punto de operacion del proceso y se aplica al sistema en lazo
abierto, un cambio en escalon de magnitud apropiada (ver figura 5.3). Esta
operacién se debe realizar varias veces cubriendo toda la zona lineal del proceso,

luego se promedian los valores obteniendo asi una informacién confiable.

UESJ_I_
L o

Y(S)

R(S)

{Controlador |—» Valvula # Proceso

Figura 5.3 Forma de aplicar el escalon para obtener la curva de reaccion

En las curvas obtenidas como respuesta, se eligen dos puntos representativos.
Por lo general, estos puntos son aquellos para los cuales la respuesta alcanza el
28.3% y el 63.2% de su valor final, estos puntos se presentan cuando los tiempos
transcurridos a partir del momento de la aplicaciéon del escalén, al elemento final

de control, son respectivamente 8’ + t/3y 8 + t (ver figura 5.4).

Con los datos obtenidos de la gréafica se plantean las siguientes ecuaciones:

T
91+§=t1 52
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9’+T=t2 53

Los valores de t; y de t, se calculan directamente de las cartas que dan las
graficas o de la base de datos obtenida. Resolviendo simultaneamente las

ecuaciones 5.2y 5.3 se estiman los valoresde 6’ y

Si al resolver las ecuaciones el valor de 8’ es negativo, se asume que el sistema

no tiene retardo es decir, se hace 8’ = 0 y por lo tanto t = t,.

El valor de la ganancia K se obtiene mediante el cociente AY /AU que se interpreta
como el cociente entre el cambio de la variable de salida y el cambio en la variable

de entrada (valor del escalon de entrada).

_AY
AU
El modelo de la planta se obtiene reemplazando los valores de K, Ty 8'en la

K 5.4

ecuacioén 5.1

yit)

63.2%

28.3%

u(t)4

=

Figura 5. Curva de reaccion para el modelo POR

5.4.2 Modelo: Planta de segundo orden con retardo (Modelo SOR). La funcion
de transferencia correspondiente a una planta de segundo orden con retardo esta
dada por:

Kw2e®'s
S2 + 28w, S + w?

G,(S) = E<1 5.5
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Ke—GIS
G,(S) = >1 5.6
p(S) (1S + D (1,5 + 1) ¢=
En donde:
_§Eyér-1 _AY
fi2 = Wy, K= AU
Siendo: K =Ganancia de la planta.

w,, =Frecuencia natural.
¢ = Coeficiente de amortiguamiento.
0’ = Tiempo muerto de la planta.

7, y T, =Constantes de tiempo.

El procedimiento experimental para estimar el modelo consiste en obtener la curva
de reaccién o la base de datos del proceso a partir de la aplicaciéon de escalones

dentro de la zona de trabajo como se indicé anteriormente.

En la curva obtenida o en la base datos se eligen tres puntos representativos.
Estos puntos corresponden a aquellos para los cuales la respuesta del sistema ha
alcanzado el 15%, el 45% y el 75% del valor total del cambio experimentado por el

sistema ante la aplicacion del escalon, como se indica en la figura 5.5.
y()]
75%

45%

15%

¥

uft)4

¥

Figura 5.5 Curva de reaccion para modelo SOR
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De la figura 5.5 se obtienen los siguientes parametros:

AY =Cambio total en la salida de la planta.

AU =Magnitud del escaldn aplicado.

t; =Tiempo requerido para que la respuesta alcance el 15% del cambio total.
t, =Tiempo requerido para que la respuesta alcance el 45% del cambio total.
t; =Tiempo requerido para que la respuesta alcance el 75% del cambio total.

Con los valores estimados a partir de la curva de respuesta, para AY, AU, t; t, Yy
t;, se calculan los parametros del modelo experimental de la planta utilizando las

siguientes ecuaciones:

t, —t
x =2 ! 5.7
t3 —

_0.0805 — 5.547(0.475 — x)? ca
¢ = x —0.356 '
F()_{ 26§—06 &>1 .

2(8) = 0.708(2.811)¢ ¢&<1 '
_ ) : 10

ot -ty .

F3(8) = 0.922(1.66)¢ 5.11
F
n

Si al aplicar la ecuacién 5.12 se obtiene un valor negativo para 6', se asume que
el modelo de la planta no tiene retardo. Los valores de los parametros estimados
con las ecuaciones 5.8, 510y 5.12 se reemplazan en la ecuacién 5.5 o en la
ecuacion 5.6 y asi se obtiene el modelo experimental de la planta.

EJEMPLO 5.1
La figura 5.6 muestra la respuesta de la presidén de un tanque ante una entrada en

escalén aplicada en el elemento final de control. a) Aproxime la dinamica del
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sistema a un modelo de primer orden con retardo. b) Aproxime la dinamica del

sistema a un modelo de segundo orden con retardo.

SOLUCION: De la figura 5.6 se obtiene:
Cambio total en la senal de entrada: AU = 14% — 9% = 5%
Cambio total en la senal de salida: AY = 17.5% — 10% = 7.5%

Los tiempos se miden a partir de la aplicacion del escaldn, en este caso a partir de
t =10s.

%P
13

0 10 20 30 40 ol =] 70 a0 an 100
t (seq)

Figura 5.6 Respuesta del sistema para el ejemplo 5.1

a) Para aproximar el modelo a un sistema de primer orden con retardo (POR):
El 28.3% del cambio en la salida corresponde a: 10% + 0.283 * 7.5% = 12.12%
El 63.2% del cambio en la salida corresponde a: 10% + 0.632 * 7.5% = 14.74%
Con los valores anteriores se obtiene (ver figura 5.6):

Tiempo para alcanzar el 28.3% del cambio total: t; =9 s.

Tiempo para alcanzar el 63.2% del cambio total: t, = 19 s.

Utilizando las ecuaciones 5.2 y 5.3 resulta:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 165

6 +==9
5=
' +17=19

Esdecir: t=15s y68' =4s.
La ganancia del sistema se estima con la ecuacion 5.4:

_m{_7.5%_15
TAUT 5%

Entonces, el modelo POR para el sistema es:

Ke0's 3 1.5¢~ %
S+1 155+1

Gp(S) =

b) Para aproximar el modelo a un sistema de segundo orden con retardo (SOR):
El 15% del cambio total en la salida corresponde a: 10% + 0.15 * 7.5% = 11.12%
El 45% del cambio total en la salida corresponde a: 10% + 0.45 * 7.5% = 13.37%
El 75% del cambio total en la salida corresponde a: 10% + 0.75 * 7.5% = 15.62%
Con los valores anteriores se obtiene (ver figura 5.6):

Tiempo para alcanzar el 15% del cambio total: t; = 6.7 s.

Tiempo para alcanzar el 45% del cambio total: t, = 14.3 s.

Tiempo para alcanzar el 75% del cambio total: t, = 24.9 s.

Utilizando las ecuaciones 5.7 a 5.12 se obtiene:

ts—t; 249-6.7

_0.0805 — 5.547(0.475 — 0.417)?
¢= 0.417 — 0.356

X = = 0417

=1.013

F,(§) =2.6+1.013 - 0.6 = 2.033

2.033

= —F=0.1117
249 - 6.7 0

Wn

F3(&) = 0.922(1.66)1013 = 1,54
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Entonces el modelo SOR para el sistema es:

1.5(0.1117)2¢ 05135
SZ + 2(1.013)(0.1117)S + 0.11172

G,(5) =

0.01871e-05135 15705135
T S2+0.22635 + 0.01247 _ (10.535 + 1)(7.63S + 1)

GpS)
La figura 5.7 muestra las respuestas de los modelos estimados POR y SOR ante
una entrada en escal6n similar a la aplicada al sistema bajo prueba. Se observa
que los dos modelos reproducen con buena exactitud los datos del sistema

original.

%P

] 10 20 30 40 a0 B0 70 a0 50 100
t (sey)

Figura 5.7 Respuesta de los modelos estimados

5.4.3 Modelo: planta puramente capacitiva. Un elemento capacitivo es aquel
en donde se almacena masa 6 energia. La capacitancia puede presentarse en
diferentes formas pero sus propiedades son universales en cuanto al control

automatico se refiere.
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Un sistema capacitivo tipico es el de un tanque como el de la figura 5.8 en el cual,
los flujos de entrada y de salida son independientes del nivel del liquido. Si se
supone que en determinado momento el sistema esta en equilibrio
(flujo de entrada = flujo de salida) y se aplica un cambio en escalon a
cualquiera de los flujos, el nivel empieza a cambiar a una velocidad constante
(responde en forma de rampa), nunca alcanza un nuevo estado de equilibrio y el

tanque se llena o se desocupa totalmente [5.3].

Figura 5.8 Sistema puramente capacitivo: Tanque con flujos de entrada y
salida independientes del nivel

La funcién de transferencia de un sistema puramente capacitivo o integrador puro,
se estima mediante un procedimiento similar al expuesto en la secciéon 5.4.1. La
entrada al sistema es el escalén u(t) = AU y la salida es la rampa y(t) = Bt.

La figura 5.9a muestra la respuesta del integrador puro a una entrada en escalén y
de ella se deduce qué:

AU
Entrada: u(t) = AU es decir: Uues) = -
L AY . (AY/At)
Salida: y(t) = (E)t es decir: Y(S) = <z
La funcion de transferencia es entonces:

Y(s) % _AY/(AU * At)

S - A 5 5.13
S

G(S) =
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Haciendo K = AY /(AU = At) se obtiene:

K
=— 14
G(S) 5 5

Si el sistema presenta retardo, éste se puede obtener directamente de la grafica y,
en este caso, la funcién de transferencia es:
-0's

G(S) = 5

5.15

yit) 4

At u(s)

a) > b) —_—

Y(S)
—

w|=

u(t) |

Figura 5.9 Sistema capacitivo puro: a) Respuesta al escaléon b) Funcion de

transferencia

5.4.4 Modelo: Planta de segundo orden (Lazo cerrado). La funcion de
transferencia correspondiente a una planta de segundo orden se puede dar en la

forma:

2

Why

Para un sistema de segundo orden como el de la figura 5.10, la funcién de

transferencia de lazo cerrado es:

¢S _ Wi

= 5.17
R(S) S?+42¢w,S+w?

GW(S) =

w,, = Frecuencia natural del sistema

¢ =Coeficiente de amortiguamiento.
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w? c(s)
S{S+28W,)

R(S)  —~

Figura 5.10 Sistema de segundo orden

El procedimiento experimental para estimar el modelo consiste en aplicar un
escalén en la referencia con el sistema en lazo cerrado, habiendo eliminado
previamente las acciones integral y derivativa del controlador, es decir, tomandolo
como controlador proporcional. Se recomienda realizar varias veces la prueba y
variar la ganancia del controlador hasta obtener una o varias curvas en las cuales

el sistema se comporte como un sistema subamortiguado.

Al analizar las caracteristicas de respuesta transitoria de un sistema de segundo
orden a un entrada en escalon se deben tener en cuenta, para su identificacion,
los siguientes elementos: el tiempo de retardo (t,;), el tiempo de crecimiento (t,), el
tiempo de pico (t,), el tiempo de establecimiento (ts) y el maximo sobreimpulso
(My). Por lo general, el conocimiento de dos de ellos permite determinar el modelo

del sistema. En la figura 5.11 se definen tales elementos.

2%

tg

Figura 5.11 Respuesta de un sistema de segundo orden subamortiguado
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Las relaciones entre los elementos de la respuesta transitoria y los parametros w,
y ¢& del sistema son:
_ 1.1+ 0.125¢ + 0.46¢2

ta " 5.18
n

1—0.416¢ + 2.9¢2

t, = Wf : 5.19
n
/A

ty = ———= 5.20

Wpy1— &2

4

$Wn,

M, = e"™/V1=¢* 5.22

De las graficas de respuesta del sistema se pueden determinar los parametros

trts,ty tg Y M, y con las ecuaciones 5.18 a 5.22 se estiman los valores de
¢ y w, . La ganancia de la planta esta dada por la ecuacién 5.4.

Si al realizar la prueba, el controlador tiene ganancia (K.) diferente de la unitaria,

es necesario realizar correcciones en los valores de ¢ y de w,, estimados asi:

w.
W, = \/1% £=¢. K. 5.23

Siendo w,,. y &, los pardmetros evaluados para el sistema con ganancia del

controlador igual a K. y w,, y & los parametros reales de la planta.

5.5 IDENTIFICACION PARAMETRICA

Algunas técnicas de disefio de sistemas de control, incluyendo el método del lugar
geométrico de las raices y el de asignacion de polos, requieren de un modelo
paramétrico del sistema. Este tipo de modelo es particularmente importante en
sistemas de control adaptativo, en los cuales, los parametros de la planta deben
ser estimados en linea para calcular el controlador correspondiente. Para dar una
idea de la identificacion paramétrica se consideran a continuaciéon el método de

minimos cuadrados no recursivo y el método de minimos cuadrados recursivos.
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5.5.1 Identificacion por el método de minimos cuadrados no recursivo. Se
asume que la funcion de transferencia de pulso del modelo es de la forma [5.4]:
Y(2) biz" '+ byz" %+ by

= = 5.24
6@ U(z) zZ"+az" 1t +a,
En donde U(z) es la entrada e Y (z) es la salida.
El sistema dado por 5.24 queda descrito por la ecuacion en diferencias:
y(k) = —ayy(k — 1) —apy(k = 2) -+ — any(k —n) + byu(k — 1) + byu(k — 2) -
+ bu(k —n) 5.25

Este modelo se conoce como “MODELO ARMAX” (Auto regressive moving

average) y en él se debe estimar el vector de parametros dado por:
0=[a, a, - a, by by, - by]" 5.26

A partir de un conjunto de N + 1 pares de mediciones de entrada—salida del
sistema:

{u(0),y(0)} {u@,y@®)} {u@),y@} - {umym} 527
Debido al error que se puede introducir en la medicion, la ecuacion 5.25 se puede

escribir en la forma:

y(k) = —ayy(k — 1) —azy(k — 2) -+ — apy(k —n) + byu(k — 1) + byu(k — 2) -
+ bu(k —n) + e(k) 5.28

El primer error es funcion solamente de las mediciones conocidas. Entonces, para

periodos de muestreo n, n+ 1, -+ N, se tendra:
y(m) = fT(n)6 +e(n)
yn+1D)=fTn+1)0+e(n+1) 5.29

y(N) = fT(N)6 + e(N)
En donde 6 es el vector de parametros definido en la ecuacion 5.26 y:

fT(k)
=[-yk-1) —-yk-2) - —yk-n) utk—-1) utk-2) - utk—n)] 5.30
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Para facilitar el tratamiento matematico, se definen las siguientes ecuaciones:
y(n)
Y(N) =[y(n) y(n+1) - yWN)]" = y(n:-l— 1)
y(N)
T
FN =70 ffa+n) - ffoor =7 @D s
fT(N)
e(n)
e(N) =[e(n) e(n+1) - eN)]"= e(n:-l- 1)

e(N)
0=[a, a, -+ a, by b, - by]T

Asi, las ecuaciones dadas en 5.29 se pueden escribir en forma matricial como:

Y(N) = F(N)6 + €(N) 5.32
En donde:

Y(N) esdeorden (N—n+1) x1.

F(N) esdeorden (N—n+1) X 2n

e(N) esdeorden (N —-n+1)x1

0 esdeorden2nx1

Al utilizar el método de minimos cuadrados para estimar Y (N), el vector 8 debe ser
tal que minimice la suma de los cuadrados del error, es decir, que minimice la
funcién:

N

J(0) = Z €2 (k) = €7 (k)e(k) 5.33

k=n

Si se despeja €(N) de la ecuacion 5.32 y se reemplaza en la ecuacion 5.33 se
obtiene:

J(0) = [Y(N) = F(N)B]"[Y(N) — F(N)6] 5.34
J(8) = YT(N)Y(N) = YT(N)F(N)8 — 8TFT(N)Y(N) + 6TFT(N)F(N)8
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J(0) =YT(N)Y(N) — 28TFT(N)Y(N) + OTFT(N)F(N)6 5.35

El valor de 6 que minimiza a J(6) debe cumplir con la ecuacién:

aly(0)]

o5 = —2FT(NY(N) + 2FT(N)F(N)8 = 0

Por lo tanto, el valor estimado de 6 es:

0 =[FT(N)F(N)][FT(N)Y(N)] 5.36

EJEMPLO 5.2

Los datos que se dan a continuacién corresponden a la respuesta de un sistema
de control ante una entrada en escal6n unitario. Obtener, a partir de ellos, un

modelo de segundo orden que describa la dinamica del sistema.

k 0 1 2 3 4 5
u(k) 0 1 1 1 1 1
y(k) | 000 073|126 155|173 | 184

SOLUCION: El modelo pedido es:

Y(Z) . b1Z + b2

G(2) = U(z) z2+a,z+a,

El vector de parametros a estimares: 6 = [a; a, by b,]

Para ello se utiliza la ecuaciéon: 8 = [FT(N)F(N)][FT(N)Y(N)]
El nimero de pares de medidas es N + 1 = 6, entonces:
Ordende F(N): (N —n + 1)x2n = 4x4

Ordende Y(N): (N —n+ 1)x1 = 4x1

-y(2) -y(1) u(2) u()f_|-1.26 -0.73
-y(3) -y() u(3) u@)| |-155 -1.26
—y(4) —-y(3) u(4) u(3) -1.73 -=1.55

Y(M =@ yB) y® y®I]"=[126 155 173 1.84]

-y(1) —y(0) u(l) u(0) —-0.73 0

[ S Y
RO
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7.5159  5.5543 =527 —4.54
5.5543 4.5230 —-3.54 -3.54
—5.270 —-3.5400 4.00 3.00
—4.540 —3.540 3.00 4.00

FT(N)F(N) =

8124.4 —4630.7 5930.8 899.8

T -1 _ |—4630.7 2642.3 —3380.4 -—509.5
[FENFNIIT = 5930.8 —3380.4 4330.5 655.9
899.8 —509.5 655.9 105.0

0 —0.73 —1 26 —1.55[|1.55| _ |—6.1633
1 1 1.73
0 1 1.84

[FT(N)Y(N)] = 6.3800

-0.73 -1.26 —-1.55 -1. 73‘ ll 26‘ I—8.7375
5.1200

Con los resultados anteriores se obtiene:

_ |—4630.7 26423 —3380.4 -509.5(|—-6.1633
5930.8 —3380.4 4330.5 655.9 6.3800
899.8 —509.5 655.9 105.0 5.1200

8124.4 —4630.7 5930.8 899.8 ‘ l—S .7375
6 =[-0.5398 —0.0442 0.8659 —0.0284]
El modelo estimado es, entonces:

0.8659z — 0.0284
2 —0.5398z — 0.0442

G(z) = -

A continuacién se presenta un programa en MATLAB que permite realizar la
identificacion de un sistema utilizando el método de minimos cuadrados no

recursivo.

% Programa para ldentificacién paramétrica no recursiva
clc

u=input('entre el vector de entrada u=");

y=input('entre los datos de salida y=");

n=input('entre el orden del sistema n=");

% u=u+0.09*rand(1,length(y)); % Utilizar cuando n>2
N=length(u); % Numero de datos
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f=N-n;

c=2"n;

s=0;

d=n;

t=d,;

for i=0:n-1
S=S+1;
t=d,;
for k=1:f

y1=-y();
ul=u(t);

t=t+1;

u2(s,k)=

% Orden de filas

% QOrden de columnas

% Calculo de la matriz F(N)

ut;

y2(s,k)=y1;

end
uf=u2";
yf=y2';
d=d-1;
end
uf
yf
F=lyf uf];
FT=F";
A=FT*F;
B=inv(A);

% Decrementar una posicion para crear una fila

% Matriz F(N)

175
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k=n;
for i=1:f % Calculo del vector Y(N)
k=k+1
y3=y(k) %y3(k)
yn(i)=y3
end
YN=yn';
C=FT*YN;
th=B*C
for p=1:n
numi=th(p+n);
num2(p)=numt;
deni=th(p);
den2(p)=deni;
end
num=num?2
den=[1 den2]
printsys(num,den,'z’)
j=0:N-1;
subplot(2,1,1);
r=u;
y4=filter(num,den,r);
plot(j,y4)
ys=[y' y41;
hold
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plot(j,y,™)
grid
En la tabla adjunta se comparan los valores de la salida real del sistema y los

correspondientes a la salida estimada para diferentes instantes de muestreo. Los
datos se obtuvieron con el programa propuesto.

k 0 1 2 3 4 5

y(k) | 0.00 [0.73]1.26 [ 1.55 | 1.73 | 1.84
y(est) | 0.00 [ 0.86 | 1.30 | 1.58 | 1.74 | 1.85

La figura 5.12 corresponde a una representacién grafica de los datos reales y de

los datos estimados, éstos ultimos se dan como una funcién en linea continua.

2 i i i =
-] S oo b S oo
(IR T formenananaes s T
T
° : : ; p :

kT

Figura 5.12 Respuesta del modelo estimado a la sefial de entrada u(k)

5.5.2 Identificacion por el método de minimos cuadrados recursivos: En el
método no recursivo, el vector de parametros 6 se calcula utilizando toda la
informacién disponible, siendo esta pequena en los primeros instantes, pero
aumenta a medida que transcurre el tiempo, lo que genera un alto costo
computacional al procesar la informacion. En el método recursivo el vector de
parametros se calcula a partir de los resultados obtenidos en el instante anterior

(n — 1) y de los datos de entrada y salida actuales (instante N).
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Si la funcién de costo J(8) dada en la ecuacion 5.33 se asume de modo que los

datos mas recientes tengan mayor peso, se hace:

N
J(0) = Z w(k)e? (k) = T (N)w(N)e(N) 5.37
k=n

En donde w(N) es una matriz diagonal, La ecuacion 5.36 se transforma en:

0 = [FT(N)w(N)F(N)] HFT(N)w(N)Y(N)] 5.38
El factor de peso w(k) puede tomar la forma:

w(k) = aANt1-k A<1 5.39

Si a se selecciona de modo que a=1- 24, el factor de peso se denomina
“‘exponencial”. Para A pequeiio comparado con la unidad, predominan los datos
mas recientes en la estimacién, a medida que A se aproxima a la unidad, los datos
mas antiguos empiezan a tener mayor influencia en la estimacion. Sia =1 =1, se
obtiene el algoritmo de minimos cuadrados no recursivo dado en la ecuacion 5.36
[5.5].
De las ecuaciones 5.29 y 5.30 se obtiene:

y(k) = fT (k)6 + e(k)

yk)=[-yk-1) —-yk-2) - utk—1) utk—2) --]0+e(k) 540

De la ecuacién 5.31 se obtiene:

FT(N)=[f(n) f(n+1) - f(N) f(N+1)] 5.41

Se asume que el factor de peso es de la forma:

w(k) = aAN*t1-k A<1 5.42
El primer factor de la ecuacion 5.38 se puede escribir como:
N+1

FT(N + Dw(N + )F(N + 1) = Z FUOaAN Ik £T (ko)

k=n

N
FT(N + Dw(N + DF(N + 1) = Z FUAANKFT (k) + F(N + DafT(N + 1)

k=n
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FT(N+ Dw(N + 1D)F(N + 1) = AFT(N)w(N)F(N) + f(N + DafT(N +1)  5.43
Si se define ahora una matriz cuadrada P (k) de orden 2n X 2n como:

P(k) = [FT(k)w(k)F(k)]™? 5.44
La ecuacién 5.43 se transforma en:

PYN+1) =P Y (N) + fF(N+ DafT(N+1) 5.45
En la inversion de matrices se cumple que:

[A+BCD] *=A"1—A'B[C1+ DA 'B]"1DA? 5.46
Haciendo en la ecuacion 5.45 las siguientes asignaciones:

A= 2AP71(N) B=f(N+1) C=a D=fT(N+1)

Se obtiene [5.6]:

P(N +1) = %P(N)

-1

1 1 1 1
—=P(Nf(N +1) [E +2fTN+ DPNFN +D)| TN +1)7P(N) 547

Teniendo en cuenta que w(N) es una matriz diagonal, el segundo factor de la

ecuacion 5.38 se puede reescribir en la siguiente forma:

aaVttmoo o o][ YW

FFOwmWYW) = [f() fet) - fov+n)| 9 00 0
0 w0 adlyv+1)
F(N)w(N)Y(N) = AFT(N)w(N)Y(N) + fF(N + Day(N + 1) 5.48

Reemplazando las ecuaciones 5.44, 5.47 y 5.48 en la ecuacion 5.38, se obtiene,

después de simplificar:

P(N) = [FT(N)w(N)F(N)]* 5.49

1 1 1 -1
LN +1) = PO F(N + 1) [E +2f TN+ DPIDF(N + 1)] 5.50

OIN+1D) =0(N)+LIN+Dy(n+1) — fT(N+1DHN)] 551
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P(N +1) = %[1 — LN + DfT(N + D]P(N) 5.52

Las ecuaciones 5.49 a 5.52 se aplican para N > n.

Al reemplazar N por k se obtienen las ecuaciones en diferencias recursivas que

dan la solucién al problema de identificacion con minimos cuadrados recursivos.

La identificacion debe comenzar asignando ciertas condiciones iniciales a 8(N) y

P(N). Para este propadsito se tienen dos posibilidades:

e Tomar una serie de datos con N > 2n datos, obtener los valores de
P(N),O(N)yL(N +1) y utilizar a continuacion estos valores para calcular
8(N +1)yP(N +1).

e Hacer 9(N) =0y P(N) =al. En donde a es un escalar de valor elevado
(1000 < @ < 10000), luego obtener los valores estimados para8(N +1) y
P(N +1).

En caso de elegir la segunda opcién, el procedimiento completo es el siguiente:

1. Seleccionar 6(k) =[0]"y P(k) = al. 1000 < a < 10000
2. Conformar el vector: fT(k + 1)

3. Calcular L(k + 1) mediante la ecuacién:

Pk)f(k+1)
A+ fTk+1DPk)f(k+1)

Ltk+1) =

4. Obtener los nuevos valores de y(k+ 1) yde u(k + 1)

5. Calcular el error en la estimacion:
e(k+1)=yk+1)—fT(k+1)0(k)

6. Calcular los nuevos parametros estimados:
O(k+1)=0(k)+Lk+Dek+1)

7. Actualizar la matriz de covarianza:
1
Pk+1) = 7 [I—Lk+1fT(k+ 1)]Pk)

8. Actualizar el vector de medidas: f(k + 2)
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9. Hacerk =k +1 yregresar al paso 3.

EJEMPLO 5.3

Los datos que se dan a continuacion corresponden a la respuesta de un sistema
de control a un escaldn unitario. Obtener a partir de ellos, un modelo de segundo
orden que describa la dinamica del sistema. Asumir a = A = 1 y utilizar minimos

cuadrados recursivos.

K 0 1 2 3 4 5 6
u(k) 0 1 1 1 1 1 1
y(k) | 00 | 073 | 126 | 1.55 | 1.73 | 1.84 | 1.91

SOLUCION: el modelo pedido es:

b,z + b,
G2 = z2+a,z+a,
El vector a estimares: 0 = [a, a, b; b,]T
Ordende P(k): 2nx2n=4x 4

Elordende fT(k)es:1x2n=1x4
1. Setoma:8(k)=60(1)=[0 0 0 0]"y:

1000 0 0 0
0 1000 0O 0

Py =P =] 4 0 1000 0O
0 0 0 1000

2. Se conforma el vector: fT(k+1) = fT(n). Conn =2 resulta:

ff@)=[-y@ -y u@® uw0)]=[-073 0 1 0]

3. Calcular L(k +1):

—0.4759
L(2) = P(1)f(2) B 0
T 14 fT(QP()f(2) | 0.6519
0

Nuevos valores de y(k) y de u(k) :
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yk+1)=y2) =126 uk+1)=u@)=1
4. Calcular el error: e(k + 1)
e(k+1)=e2)=y(2)-fT(2)0(1) = 1.26
5. Calcular los nuevos pardmetros estimados 0 (k + 1)

—0.5996
_ _ 0
0(2) =0(1)+L(2)e(2) = 0.8214
0
6. Actualizar la matriz de covarianza:
652.584 0 475.911 0
1 0 1 0 0
e T —
P(2) = A [ =L@ (21PM) 475911 0 348.067 0
0 0 0 1000

7. Actualizar el vector de medidas: f7(2)

fT(3) = [-y(2) —y(1) u@) u()]=[-1.26 —-073 1 1]

—0.2015
L(3) = P(2)f(3) _|-0.4247
1+ fTRPR)F(R2)  |-0.1463
0.5818
Nuevos valores de y(k) y de u(k): y(3) =155 uB) =1

e(3) =vy(3) - fT(3)6(2) = —0.027

—0.5942
0.0114
0.8253

—0.0157

8(3) = 6(2) + L(e(3) =

582.791 —147.105 425.213 201.514
—147.105 689.942 —106.855 424.735
425.213 —106.855 311.241 146.377
201.514 424.735 146.377 418.169

ff(4) =[-y3) —-y2) u@B) u@)]=[-155 -126 1 1]

—0.4558

P(3)f(4) _|-1.6158

1+ fT(4)P(3)f(4) |-0.3338
—1.4136

1
PB3) =11 =LA 3)NP(2) =

L(4) =
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Nuevos valores de y(k) y de u(k): y(4) = 1.73 u(4) =1
e(4) = y(4) — fT(4)6(3) = 0.01373

—0.6004
—0.0107
0.8207
—0.0351

0(4) =0(3)+L(4)e(4) =

541.197 —294.543 394.751 72.523

1 —294.543 167.324 —214.834 —32.495
— 17 _ T =
P(4)_)I[I L& ®IPE3) 394,751 —214.834 288.931  51.908
72.523  —32.495 51908  18.145
) =[-y4 -y@B) u@® u@)]=[-173 -155 1 1]
—0.4558
B P(4)f(5) _|-1.6158
L(5) = — ="
1+ fT(5)P(4)f(5) 0.3338
—1.4136
Nuevos valores de y(k) y de u(k): y(5) = 1.84 u(5) =1

e(5) = y(5) — fT(5)0(4) = —0.00113

—0.5969
—0.0115
0.8233
—0.0336

0(5) = 6(4) + L(5)e(5) =

501.954 —285.475 366.120 56.630
—285.475 165.228 —208.217 -—28.822

1
— 207 — T =
PG) _A[I LEFEIPM) 366.120 —208.217 268.040 40.311

56.630  —28.822  40.311 11.707
fr6)=[-y5) -y® u®) u@)]=[-184 -173 1 1]
—3.0346
L(6) = P(5)f(6) _ | 1.0386
14+ fT(6)P(5)f(6) |—2.2140
—1.0074
Nuevos valores de y(k) y de u(k): y(6) =191 u(6) =1

e(6) = y(6) — fT(6)0(5) = 0.00197
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—0.6029
—0.0095
0.8190
—0.0356

0(6) =0(5) + L(6)e(6) =

El modelo del sistema es:

0.819z — 0.03567
z2 —0.6029z — 0.00951
A continuacién se presenta una comparacion entre los valores de la salida real del

G(z) =

sistema y los de la salida estimada para diferentes instantes de muestreo.

k 0 1 2 3 4 5 6
y(k) | 00 | 073 | 1.26 | 155 | 1.73 | 1.84 | 1.91
y(est)| 0.0 | 0819 [ 1.277 | 1.561 | 1.736 | 1.845 | 1.912

La figura 5.13 corresponde a una representacién grafica de los datos reales y de
los estimados, éstos ultimos se presentan como una funcién en linea continua.

Obsérvese la correspondencia entre los valores reales y los valores estimados.

2

] S S— AU =t S A ]

(LR S S SR SR B ]

V] S R— ISR SRS S S !

Figura 5.13 Respuesta del modelo estimado a la senhal de entrada u(k)

Programa en Matlab para identificacidon recursiva con modelo de segundo orden.
% ldentificacion recursiva modelo de segundo orden

clc

u=s0111111]; % Vector de entradas

y=[00.73 1.26 1.551.73 1.84 1.91]; % Vector de salidas

t=[0123456];

r=[ty’];
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n=input('Entre el orden del sistema n=');

lamda=input('Entre el factor de olvido lamda=');

p=1000*eye(2*n);

th=[zeros(1,2"n)]’;

phit=[-y(n) -y(n-1) u(n) u(n-1)]

for k=n+1:length(y)
|=(p*phit")/(lamda+phit*p*phit')
e=y(k)-phit*th
th=th+I*e
p=(1/lamda)*(eye(2*n)-I"phit)*p
phit=[-y(k) -y(k-1) u(k) u(k-1)]
end

ul=[1111111];

n=[th(3) th(4)];

d=[1 th(1) th(2)];

printsys(n,d,'z")

y1=dIsim(n,d,ut)

plot(t,y1)

hold

plot(t,y,™)

grid

PROBLEMAS PROPUESTOS

5.1 Las graficas que se dan en la figura 5.14 corresponden a las respuestas, en
lazo abierto, de diferentes procesos a una entrada en forma de escalén. Obtenga
sus modelos matematicos correspondientes aproximandolos a un sistema de
primer orden con retardo (POR)y a un sistema de segundo orden con retardo
(SOR).
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a0
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Yo 42

40

35

Figura 5.14 Respuesta de los procesos para el problema 5.1
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5.2 Las graficas que se dan en la figura 5.15 corresponden a la respuesta, en lazo
cerrado, de diferentes procesos. Para obtenerlas se suprimieron en el controlador
la accidén integral y la accion derivativa. Se ajustd la ganancia con K =1y se le
aplicé un cambio en escalon al set-point. Calcular en cada caso el modelo

matematico del sistema.
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Figura 5.15 Graficas para los problemas 5.2 y 5.3
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5.3 Resolver el problema anterior asumiendo que el controlador se ajusté con
ganancias de: a) K, = 1.69. b) K, = 4. ¢) K; = 0.64

5.4 Los datos que se dan a continuacion corresponden a la respuesta en grados
centigrados de la temperatura del agua de un intercambiador de calor al variar la
apertura de la valvula de control del flujo de vapor del 30% al 40%. La temperatura
se midié con un termémetro calibrado de 0 °C a 100 °C. Utilice el método de
minimos cuadrados no recursivos y obtenga el modelo matematico del

intercambiador. Aproxime el modelo a un sistema de segundo orden.

t (seg) 0 | 30 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180

%ApValv | 30 | 40 | 40 | 40 | 40 | 40 | 40

Temp (°C) | 20.0 | 45.9 | 56.9 | 61.5 | 63.5 | 64.4 | 64.6

5.5 Resolver el problema 5.4 aproximando el modelo del intercambiador a un

sistema de primer orden. Utilice minimos cuadrados no recursivos.

5.6 Los datos que se dan a continuacién corresponden a la respuesta en PSI, del
cambio de presidén en un tanque al variar la apertura de la valvula de suministro de
aire del 45% al 55%. Utilice el método de minimos cuadrados recursivos y obtenga
un modelo de segundo orden que describa adecuadamente la dindmica del
tanque. La presion del tanque se mide con un manometro calibrado de 0 a 15 PSI.

t (min) 0 2 4 6 8 | 10 | 12

% Ap Valv. | 45 55 55 55 55 55 55

P (PSI) 40 | 730 (878|945 | 9.75 | 9.89 | 9.95
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5.7 Cierta planta se puede modelar como un sistema de primer orden con funcién

de transferencia de pulso dada por:

Y(z) 03625
U(z) z-0.8187

G(z) = T =0.1s.

a) Obtenga la salida y(kT)del sistema cuando u(t) =1. b) Con los datos
obtenidos en la parte a vy, utilizando el método de minimos cuadrados recursivos,
aproxime el sistema aun modelo de segundo orden. c) Obtenga la salida y(kT)
del modelo obtenido con u(t) =1 y comparela con la modelo original. Que

conclusiones puede sacar?

5.8 Resuelva el problema 5.7 si la planta se modela con la funcién de
transferencia de pulso dada por:

Y(z)  0.185
T U(z)  z(z—0.9048)

T =0.2s.

5.9 Cierto sistema se puede modelar mediante la ecuacién en diferencias:
y(k) =y(k—1) —0.16y(k — 2) + 0.8u(k — 1)

Calcular la salida y(k) del sistema si la entrada u(k) es: a) Un escaldon unitario
u(k) =1. b) Una rampa u(k) =k. c) Una senal senoidal u(k) = sin(kmr/10)
k =0,1,2,3..d) Con los datos obtenidos en los literales anteriores y, suponiendo

que el sistema se puede aproximar al modelo:

Y(z) b

Estime, para cada sefal de entrada, los parametros a y b utilizando el método de

minimos cuadrados no recursivos. Que conclusiones se pueden obtener?

5.10 Para modelar la respuesta de la temperatura de una torre de destilacion se
implemento el sistema que se muestra en la figura 5.16a. Se utilizaron elementos

continuos para la toma de datos y los resultados obtenidos se muestran en la
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figura 5.16b. a) Aproxime la dinamica de la torre a un modelo POR. b) Asuma
T = 20s, discretice el modelo obtenido y determine a partir del mismo, la
respuesta de la temperatura si se le aplica al sistema un cambio en escal6n igual
al utilizado en el procedimiento de identificacion inicial. Qué conclusiones se
pueden obtener con este experimento? c) Repita los pasos anteriores si la

dinamica del sistema se aproxima a un modelo SOR.

4 : : : : : : : :
] 200 400 wOO 800 1000 1200 1400 1600 1800
t (seq)

Figura 5.16 Sistema para el problema 5.10

5.11 Cierto sistema de primer orden se modela mediante la ecuacion en

diferencias:
y(k) =ay(k—1) + bu(k — 1)

En la tabla que se da a continuacion se muestran los valores de la respuesta del

sistema a un escalon unitario.

uk) | 1 1 1 1 1
y(k)| 00 | 1.0 | 1.5 [ 1.75 ] 1.85
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a) Utilice el método de minimos cuadrados no recursivos y obtenga el valor de los
parametros a y b. b) Resuelva el problema utilizando el método de minimos
cuadrados recursivos. ¢) Demuestre que para este sistema, el valor de la salida en
el instante k esta dada por:

y(k) =b(1+a+a®+--ak™?)

5.12 El tanque de la figura 5.17 tiene 0.4 m de radio y 1.6 m de altura. En t =
t, el nivel del agua alcanza el 25% de su valor maximo, la bomba extrae un flujo
constante de agua de 100 I/min y la apertura de la valvula de entrada esta
calibrada para suministrar al tanque un flujo igual. Subitamente el flujo de entrada
se aumenta en un 10% y el nivel del agua en el tanque empieza a variar de
acuerdo con la tabla adjunta. Con los datos dados obtenga la dindmica del sistema
aproximandola al modelo apropiado.

t(min) [0 [5 [10 [15 [25 [35 [45 |60
h(m) |04]05]06]07[09[1.1[13]16

& 100 Umin

1.6 m Max
h

0.4 m
0 Min

gl § [ ]1ll{llfmin

Figura 5.17 Tanque para el problema 5.12
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CAPITULO SEIS

AGORITVOSIDE
SONTROL IGTrAL

Las técnicas de disefo de controladores convencionales basadas en el método del
lugar geométrico de las raices, el método de respuesta en frecuencia, el método
de la curva de reaccion propuesto por Ziegler-Nichols, etc., se pueden utilizar en el
disefio de controladores digitales tomando como punto de partida el modelo
continuo correspondiente a los controladores P, Pl y PID vy, aplicando a ellos
técnicas de discretizacion utilizando la transformada z o trabajando con las
ecuaciones en diferencias que los describen. Indudablemente, esta técnica de
diseno es la mas utilizada en la actualidad para los sistemas de control basados
en computadores digitales o microprocesadores.

Otra alternativa consiste en disefar los controladores digitales directamente en el
dominio del tiempo discreto. En este caso, el proceso a controlar se discretiza
previamente y el modelo obtenido se toma como base para disefiar el controlador
deseado de modo que el proceso cumpla con las especificaciones de respuesta
exigidas.
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Los controladores analogos tienen limitaciones fisicas debido a sus componentes
de caracter neumatico o electrénico. En el disefio de controladores digitales no es
necesario tener en cuenta dichas limitantes y por esa razén un gran numero de
técnicas de control que no se pueden implementar con controladores analogos
resultan posibles con los controladores digitales.

Ziegler y Nichols (1942) fueron los primeros en establecer un procedimiento
sistematizado para la sintonia de los controladores, a partir de ese momento se ha
desarrollado un gran numero de métodos de ajuste, basados en diversos criterios
de funcionamiento de los lazos de control. El desarrollo de los métodos de sintonia
de controladores es un tema actual de investigacién en todo el mundo, ya que
diversos aspectos sobre su parametrizacion y sobre el comportamiento y la
estabilidad de los lazos de control no estan completamente resueltos.

Los procedimientos de sintonia de controladores requieren del conocimiento de la
dinamica del proceso la cual se obtiene generalmente por medio de un modelo
identificado mediante métodos experimentales. A partir del modelo estimado para
el proceso, se determinan los valores requeridos para los parametros del
controlador. En adicién a lo anterior, es necesario conocer también cual es la
ecuacion o funcion de transferencia del controlador que se desea sintonizar y

cudles son los parametros necesarios para la sintonia del controlador empleado.

Los pasos requeridos para la puesta en servicio del lazo de control se pueden
resumir asi:

e Identificar el proceso a controlar (modelado).

e Establecer las caracteristicas de comportamiento deseadas para el sistema

de control realimentado (criterio de disefo).

e Seleccionar el método de sintonia de controlador.

e Calcular los parametros del controlador.

e Analizar el comportamiento del lazo de control con el modelo (simulacién).

¢ verificar la funcién de transferencia del controlador a sintonizar.

e ajustar el controlador (parametrizacion).

e verificar el comportamiento del controlador en el proceso real.
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6.1 APROXIMACION DISCRETA DE LOS MODOS DE CONTROL P, Pl Y PID
CONVENCIONALES.

6.1.1 Control Proporcional (P): Este tipo de controlador genera una salida que es
proporcional al error actuante. En el control proporcional existe una relacién lineal
entre el valor de la variable controlada y la posicién del elemento final de control.
Es decir, la valvula se mueve la misma cantidad por cada unidad de desviacién
(error), entre el valor deseado o valor de referencia y el valor actual de la variable
controlada.

La ecuacién de un controlador proporcional continuo esta dada por:
m(t) = K.e(t) + M, 6.1

En donde:

m(t) = Salida del controlador.

e(t) = Senal de error actuante.

K. =Ganancia del controlador. (Parametro de ajuste).
M, = Salida del controlador para error nulo.

La forma discreta de la ecuacién 6.1 es:

m(k) = K.e(k) + M, 6.2
La salida del controlador en el instante (k — 1) se puede dar como:
m(k —1) = K.e(k —1) + M, 6.3

De las ecuaciones 6.2 y 6.3 se obtiene:
m(k) —m(k —1) = K.[e(k) —e(k — 1)]
m(k) = K.e(k) — K.e(k—1) + m(k—1) 6.4
La ecuacion 6.4 representa el algoritmo de control digital para un controlador
proporcional. Tomando la transformada z a la ecuacion 6.4 se obtiene:
(1-2z")M(2) = K.(1—2z7")E(2)
M(z) _

D(z) = E(2) do

6.5

En donde q, = K,

La ecuacién 6.5 es la funcion de transferencia de pulso del controlador
proporcional.
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6.1.2 Control Proporcional mas Integral (Pl): En este tipo de controlador, la
senal de salida experimenta un salto inicial proporcional al error actuante y a
continuacion presenta una variacion gradual a una velocidad proporcional al error.
La ecuacién de un controlador proporcional mas integral continuo esta dada por:

m(t) = K, [e(t) + Tl f e(t)dt] + M, 6.6

L

En donde:

m(t) = Salida del controlador.

e(t) = Senal de error actuante.

K. = Ganancia del controlador. (Parametro de ajuste).

7; =Tiempo Integral en min/repeticidn o repeticiones/min. (Parametro de ajuste).
M, = Salida del controlador para error nulo.

Para tiempos de muestreo T pequerios, la ecuacion 6.6 se puede llevar a una
ecuacion en diferencias por discretizacién, reemplazando la parte integral por una
suma. La integracién continua se puede aproximar utilizando integracién
rectangular o integracién trapezoidal. Utilizando el método de integracion
trapezoidal (ver figura 6.1) se obtiene:

El area del trapecio es:

[e(k) + ;(k — 1)] T

e(k)

ek) b o o

efk-1) oo

L 4

et

Figura 6.1 Método de integracion trapezoidal
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El &rea total bajo la curva del error es igual a la suma de las areas de todos los
trapecios en que se pueda subdividir dicha area, es decir:

jedt _ Z le(k) + cze(k - 1)] .

Reemplazando esta ultima expresion en la ecuacion 6.6 y tomando los valores de

m(t) y e(t) en el instante de muestreo k se obtiene:

m(k) = K, [e(k) + —Z e(k) + e(k 1)]] 6.7
Asi mismo, para el instante (k — 1) resulta que:
m(k —1) = K, [e(k) + —Z le(k — 1) + e(k — 2)]] 6.8
Restando la ecuacion 6.8 de la ecuacion 6.7 se llega a:
m(k) —m(k —1) = K, [e(k) —e(k—1)+ —Z [e(k) — e(k — 2)]]
Pero:

Z[e(k) —e(k—2)] = e(k) +e(k —1)

Por lo tanto:

m(k) —m(k — 1) = [(1 + 21) e(k) — (1 - 21) ek — 1)]

Esta dltima ecuacién se puede escribir como:
m(k) = q,e(k) + ge(k— 1) + m(k — 1) 6.9
En donde:

T
=K. |[1+— =—K |1—— a
o ¢ [ + ZTL' N [ 6.10
La ecuacién 6.9 es el algoritmo de control digital para el controlador PI.

Al tomar la transformada z a la ecuacion 6.9 se obtiene:

M(z) qo+q:1z7" qoz+qy
D(z2) = = = 6.11
(2) E(2) 1—2z71 z—1

La ecuacion 6.11 corresponde a la funcibn de transferencia de pulso del
controlador PI.
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6.1.3 Control Proporcional mas Integral mas Derivativo (PID): Con frecuencia
se anade otro modo de control al controlador Pl, este nuevo modo de control es la
accion derivativa y tiene como finalidad “anticipar hacia dénde va el proceso”,
mediante la observacion de la rapidez en el cambio del error. La ecuacion de un
controlador PID continuo es:

de(t)
dt

m(t) = K, [e(t) + Tlf e(t)dt + 14 +M, 6.12

L

m(t) = Salida del controlador.

e(t) = Senal de error actuante.

K. = Ganancia del controlador. (Parametro de ajuste)

7, =Tiempo integral en min/repeticion o repeticiones/min. (Parametro de ajuste).

T4 =Tiempo derivativo en min. (Parametro de ajuste).

M, = Salida del controlador para error nulo.

El controlador PID tiene tres pardmetros que se deben ajustar convenientemente
segun el proceso para un adecuado control del mismo.

Para tiempos de muestreo T pequefios, la ecuacién 6.12 se puede llevar a una
ecuacion de diferencias por discretizacion, reemplazando la parte derivativa por
una diferencia y la parte integral por una suma. Utilizando el método de integracién

trapezoidal y evaluando la diferencia m(k) — m(k — 1) se obtiene: [6.1]

m(k) = K,

e(k) + Z%Z[e(k) +e(k—1)]+ %d [e(k) — e(k — 1)]]

m(k—1) =K,

ek —1) + Z%Z[e(k — 1) +elk—2)]+ %d[e(k —1) —e(k - 2)]]

m(k) —m(k — 1)

:KC

e(k) —e(k — 1) + Z%Z[e(k) —e(k —2)] +%"’ le(k) — 2e(k — 1) + e(k — 2)]]

Entonces:
m(k) —m(k —1) = q,e(k) + ge(k — 1) + qye(k — 2) 6.13

m(k) = q,e(k) + ge(k — 1) + g,e(k — 2) —m(k — 1) 6.14
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La ecuacién 6.14 es el algoritmo de control discreto para el controlador PID.

Tomando la transformada z a la ecuacion 6.13 se obtiene:

M@) _ Qo+ @z + 027" _ 42’ + 012+ 4y

D(z) = E(z) 1—-2z71 z(z—1)

6.15

La ecuacién 6.15 es la funcion de transferencia de pulso del controlador PID.
En las ecuaciones 6.14 y 6.15 los parametros q,, q; ¥ q, se calculan con las

siguientes ecuaciones:

ZTd _ KCTd

—K[1+T+Td] - K[l -

6.16
T

6.1.4 Factor de peso: El controlador genera una sefal de control como respuesta
a un error. Es posible manipular el valor del error introduciendo un factor de
peso con el fin de mejorar la respuesta del sistema de manera que tenga menor
sobreimpulso ante los cambios en el valor de la referencia sacrificando en parte su
velocidad de respuesta, pero obteniendo mas flexibilidad para satisfacer los
compromisos de disefio. El factor es un valor positivo 0 < K, < 1, asi la senal de
error toma la forma e(t) = K,(SP — y(t)). Lo anterior equivale a multiplicar la
ganancia del controlador K, por el factor K,. Para casos practicos se recomienda

considerar los siguientes valores para K; = K, * K;:

K: = K¢ Para controladores rapidos
K. = 0.75 = K,  Para controladores moderados

K: = 0.5 * K, Para controladores lentos

6.2 AJUSTE DE LOS CONTROLADORES P, Pl Y PID

En el lazo de control las acciones proporcional, integral y derivativa poseen

caracteristicas muy especificas que es necesario tener en cuenta al seleccionar y

ajustar el controlador que ha de regular el proceso:

e La accion proporcional modifica la posicion del elemento final de control en
forma proporcional a la desviacién de la variable controlada con respecto al
set-point (al error).
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e La accion integral mueve al elemento final de control a una velocidad

proporcional a la desviacion de la variable controlada con respecto al set-point.

e La accion derivativa modifica la posicion del elemento final de control en forma
proporcional a la velocidad de cambio de la desviacidon de la variable
controlada con respecto al set-point.

Para el diseno de controladores digitales P, Pl y PID se pueden utilizar las mismas

técnicas que se aplican en el diserio de los controladores analogos.

6.2.1 Método de la Ganancia Limite: Para determinar los parametros de ajuste
del controlador utilizando este método se trabaja con el sistema en lazo cerrado es

decir, con el controlador en automatico y se procede experimentalmente asi:

a) Eliminar las acciones integral y derivativa del controlador, es decir trabajar
con el controlador como proporcional Unicamente.

b) Con el controlador en automatico, colocar una ganancia pequefa e irla
incrementando paso a paso hasta que el sistema empiece a oscilar con
amplitud constante. Se anota el valor de la ganancia K, con la cual se
produce la oscilacion. Esta ganancia se denomina ganancia ultima. Los
incrementos de la ganancia deben ser cada vez menores a medida que
ésta se aproxima a la ganancia ultima y deben ir acompafados de
pequenos cambios en el set-point a uno y otro lado del punto de operacion
normal del proceso.

c) Enla grafica que se obtiene de la variable con el registrador o con los datos
adquiridos en el proceso, se mide el periodo de oscilacion, este es el
periodo ultimo T, (ver figura 6.2).

La frecuencia de oscilacion del sistema corresponde a la frecuencia a la cual el
proceso en lazo abierto tiene un retraso de fase de —180°. Fisicamente la
ganancia K,, corresponde a la ganancia que lleva al sistema a estabilidad critica y
se puede estimar matematicamente a partir del margen de ganancia del sistema

en lazo abierto.
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Figura 6.2 Respuesta del sistema cuando la ganancia del controlador es
igual a la ganancia ultima K, y el periodo ultimo es T,

Una vez estimados la ganancia ultima (K,) y el periodo ultimo (T;,), se utiliza la
tabla 6.1 para calcular los pardmetros de ajuste del controlador con los cuales se
produce la razdén de asentamiento de un cuarto [6.2].

Durante el experimento disefiado para el célculo de K,, y de T, se debe calcular la
ganancia estatica K del proceso. El producto K.K, puede utilizarse para
determinar si el método de ganancia limite es adecuado para el ajuste del
controlador. Si 2 < KK,, < 20 el método se puede utilizar. Si K.K,, < 2 se necesita
disefar un controlador con compensacion de tiempo muerto. Si K.K,, > 20 debe

utilizarse un algoritmo de control mas complejo.

Tabla 6.1 Ajuste de controladores por el método de ganancia limite

Controlador K, T; Tq
P 0.5K, - -
PI 0.45K, | 0.83T, -

PID 0.6K, | 0.5T, | 0.125T,

Una vez calculados K., t; y 14 se utilizan las ecuaciones 6.5, 6.10 6 6.16 con el
fin de obtener los parametros del controlador digital.
La sintonia de controladores por ganancia limite presenta algunos inconvenientes:

es un método fundamentalmente de ensayo y error, puede requerir mucho tiempo
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y existe el peligro de desestabilizar el sistema. Por otro lado, no siempre es
posible lograr la oscilacién sostenida siguiendo el procedimiento propuesto ya que
este procedimiento considera implicitamente que los procesos industriales son al
menos de tercer orden (debido a la constante de tiempo del actuador, del proceso,
y del sensor). Mientras que sistemas estables en lazo abierto, pero de érdenes
inferiores, no se pueden llevar a estabilidad critica con un simple control

proporcional.

Los controladores estimados utilizando el método de ganancia limite dan un
sistema en lazo cerrado con un coeficiente de amortiguamiento bajo. Para obtener
mejores resultados se pueden introducir ligeras modificaciones en los valores

obtenidos para los parametros del controlador como se indica en la seccién 6.1.4.

6.2.2 Método de la Curva de Reaccion. Ademas de las férmulas para ajuste de
controladores en linea, es decir, por el método de ganancia limite, Ziegler y
Nichols propusieron otro método de ajuste de controladores asumiendo que la
funcion de transferencia de lazo abierto de la planta se puede aproximar a un
modelo de primer orden con retardo, obtenido a partir de la respuesta del sistema

ante una entrada en escalon, tal como se analizé en la seccién 5.3.1.

Entonces, dada la funcion de transferencia en lazo abierto:

Ke—B'S
S+1
En donde K es la ganancia, t la constante de tiempo y 8’ es el retardo.

G,(S) = 6.17

Los pardmetros de ajuste del controlador se estiman a partir de la tabla 6.2
haciendo en ella 6=6"+T/2, en donde T/2 es una aproximacion
correspondiente al retardo introducido por el muestreador y el retenedor y T es el

periodo de muestreo.

El método de Ziegler-Nichols es aplicable si 0.1 < 8'/7 < 1. Para valores mayores
de 0'/t se recomienda utilizar controladores con compensacién de tiempo muerto

y para valores menores se recomienda utilizar controladores de orden mayor.
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Una vez calculados K., t; y 74 Sse puede obtener el algoritmo de control requerido

utilizando las ecuaciones 6.5, 6.10 0 6.16 segun el caso.

Tabla 6.2 Ajustes de Ziegler-Nichols para el controlador (6 =6’ +T/2)

Controlador K, T; Tq
p T
Ko
PI ﬁ 3.336 -
Ko
PID Lz 20 0.50
Ko

6.2.3 Ajustes mediante Criterios de Error Minimo: Una de las exigencias que
debe cumplir un sistema de control es la exactitud. Esto implica que el error, es
decir, la diferencia entre el Set-point y el valor de la variable controlada se debe
minimizar.

Como los sistemas de control son dinamicos, las especificaciones de su
comportamiento se pueden dar en términos de la respuesta transitoria ante
entradas especificadas, como el escalén, la rampa, etc. o se pueden dar en

términos de un indice de desempenio.

El indice de desempefio es un nimero que indica la “calidad” del comportamiento
de un sistema. Se dice que el sistema es dptimo, si los valores de los pardmetros
se disenan de modo que el indice de desempefno sea minimo 0 maximo segun el
caso. Para que un indice desempeno sea Uutil, debe ser una funcién de los

parametros del sistema y debe presentar un maximo o un minimo [6.3].

A continuacién se presentan algunos indices de desempefio basados en integrales
del error y utilizados ampliamente en el disefio de sistemas de control. El sistema

Optimo sera el que minimice esa integral.

Integral del valor absoluto del error:

1AE=f le(t)|dt 6.18
0
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Integral del cuadrado del error:
ICEzf e?(t)dt 6.19
0

Integral del error absoluto del error por el tiempo:

[0

IAET=J- tle(t)| dt 6.20
0

Integral del cuadrado del error por el tiempo:

ICETzf te? (t)dt 6.21
0

Las ecuaciones 6.18 a 6.21 constituyen las cuatro integrales basicas de error que
se pueden minimizar para un lazo de control particular, mediante el ajuste de los
parametros del controlador.

Si se considera que el sistema se puede aproximar a un modelo de primer orden
con retardo, como el representado por la ecuaciéon 6.17, el ajuste para los

controladores se puede resumir asi [6.4]:

Tabla 6.3 Ajustes para el controladorP. (6 =0'+T/2)

Control P ICE IAE ITAET

arg? | a=1411 0.902 0.940
-3

© Klr b=-0917 —-0.985 —1.084

Tabla 6.4 Ajustes para el controlador Pl. (6 =0'+T/2)

Control PI ICE IAE IAET

arg | a= 1305 0.984 0.859
=5

¢ Klr b =-0.959 —0.986 —-0.977

Ciop | a=0492 0.608 0.674
= ZH b =0739 0.707 0.680
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Tabla 6.5 Ajustes para el controlador PID. (6 =6'+T/2)

Control PID ICE IAE IAET
P a = 1495 1.435 1.357

K =—|=
Tk [T] b = —0.945 ~0.921 —0.947
0 a=1101 0.878 0.842
Ty H b=0771 0.749 0.738
Y 4= 0560 0.482 0381

Td = art [-:I
T b =1.006 1.137 0.995

Los valores obtenidos para K., t; ¥ 74 se aplican, segun el caso, a las ecuaciones

6.5, 6.10 0 6.16 con el fin de obtener el algoritmo de control digital requerido.

EJEMPLO 6.1
La funcion de transferencia de lazo abierto de un sistema térmico resulto ser:

2.38 045

)= T305 71
Obtener para este sistema: a) Un controlador Pl por ganancia limite. b) Un
controlador Pl utilizando el método de Ziegler-Nichols. c¢) Un controlador Pl a

partir del método de la integral IAE. (Los tiempos estan en min.)

SOLUCION: Para calcular los controladores es necesario estimar, inicialmente, el
periodo de muestreo adecuado. Prescindiendo del tiempo de retardo, el ancho de
banda del sistema, en lazo cerrado, se puede calcular en la siguiente forma:

G,(S)  0.704

Gw($) =17 G,(S) 04115 +1

Ahora se hace S = jw y se calcula la magnitud de G, (jw) cuandow = 0

0.704 G )| 0.704
. W =
j0.411w + 1 v V0.1689w2 + 1

Gy (jw) =

G, (jO)| = 0.704

Finalmente, se calcula el valor de w, correspondiente a la frecuencia para la cual

la magnitud |G,,(jw)| ha caido en 3db:
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0.704
J0.1689w2 + 1

= 0.707 * 0.704 w, = 2.43 rad/min

El ancho de banda es 2.43 rad/min. Utilizando las ecuaciones 1.13 se obtiene:
21
8w, < w, < 12w, T =—
WS
19.44 < w, < 29.16 con ws = 19.44 rad/ min T = 0.32 min
Sisetoma T = 0.32 min, para discretizar el sistema se obtiene:

G,(S)) _ 0.3041(z + 0.6095)
S | z2(z-0.7944)

HG(z) = (1 - Z"l)z_NSm{

a) Control Pl por ganancia limite: Los parametros K,, y T,, se pueden evaluar a
partir del diagrama de Bode del sistema continuo en lazo abierto o calculando en
forma analitica el margen de ganancia y la frecuencia de cruce de fase del mismo.
Las expresiones para evaluar la magnitud y el angulo de fase del sistema continuo

son respectivamente:

|G, Gw)| 238 6 = —25.8w — tan"1(1.39w)
w)|l = = —Zo.0Ww — an DIW
P V1.932w? + 1
El margen de ganancia se calcula con w, cuando 8 = —180° es decir:
—180° = —25.8w,, — tan"1(1.39w,,) w, = 3.89 rad /min
1 2.38
MG=——= MG = 0.432
|G,(wz)|  V1.932%3.892 + 1
K = 1 _ 21
v MG Yy,
Por lo tanto:
K, = = 2.31 T, = 2n =1.61mi
Y0432 7 “ =389 rad/min "

Con los resultados obtenidos, los parametros para el ajuste del controlador Pl son,
segun la tabla 6.1:
K. = 0.45K, = 1.0395 7; = 0.83T, = 1.336 min

Los parametros del controlador Pl discreto se obtienen aplicando la ecuacién 6.10:

T T
_ 2121164 = K. |[1-—|=-0915
o KC [1 + ZTi] 116 1 ¢ [ ZTi]
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Entonces:

M(z) 1.164-0.915z"" 1164z — 0.915
E(z) 1-2z1 B z—1

b) Controlador PI utilizando el método de Ziegler- Nichols (curva de reaccion)
de la expresion dada para la funcion de transferencia del sistema térmico se
encuentra que: ¢ = 1.39 min, ' = 0.45min y K = 2.38. Entonces, segun la tabla
6.2ycon @ = 6" + T/2 = 0.61 min.

0.97 .
K. = X9 = 0.8616 7; = 3.3360 = 2.031 min

Entonces:

T T
=K.|[1+—|=0.9294 =—K.|1—-——|=-0.7937
o C[ + ZTi] 0.929 N C[ ZTi] 0.793

El controlador Pl segun este método es:

M(z) 09294 — 0.7937z71 09294z — 0.7937

D(Z)ZE(Z)_ 1—2z71 z—1

c) Controlador PI utilizando el criterio de la Integral IAE: de la tabla 6.4, y con
T =1.39min, 8’ = 045min ,K =238y 0 =60"+T/2 = 0.61 min:

P [9]” 0984 [0.61 0986 K — 09313
¢ Kltl — 238 11.39 ¢
7191 1.39 10.617%7% ,
Ti=a[?] =m[m T = 1.277 min
—K[1+T]—10479 = K[l T]— 0.8146
QO_ c ZTi - 4 Q1_ c 2’[1’ - -

El controlador Pl segun este método es:

M(z) 1.0479 —0.8146z™"  1.0479z — 0.8146

D(Z)zE(Z)_ 1—-z71 z—1

La funcion de transferencia de pulso en lazo cerrado del sistema con cada uno de
los controladores disefiados es:

_ D(2)HG(2)
6 (@) = T D HG )
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0.3592(z — 0.7861)(z + 0.6095)
7% — 1.79473 + 1.1482% — 0.062482 — 0.1696

Con ganancia limite: Gy (2) =

0.2826(z — 0.8539)(z + 0.6065)
z* — 1.79423 + 1.0772% — 0.00698z — 0.1471

Con curva de reacciéon: G, (z) =

0.3186(z — 0.7774)(z + 0.6065)

Con criterio IAE: Gw (2) = 3 7792,3 1 111327 — 0.05477 — 0.151

En la figura 6.4 se muestra la respuesta del sistema en lazo abierto y la respuesta
del mismo, en lazo cerrado, con cada uno de los controladores disefiados. Como
puede observarse, los controladores calculados a partir del método de ganancia
limite (figura 6.4b) y del criterio de la integral IAE (figura 6.4d) presentan un
sobreimpulso muy alto comparados con el estimado a partir del método de Ziegler-
Nichols.

Figura 6.4 Respuesta del sistema al escalon unitario: a) en lazo abierto b)
Con Pl utilizando ganancia limite ¢) Con PI utilizando el método de la
curva de reaccion d) Con Pl utilizando el criterio integral IAE.
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6.3 DISENO DE CONTROLADORES DIGITALES

6.3.1 Diseno de Controladores Pl y PID por cancelacion de Ceros y Polos:
Este método consiste en obtener los parametros del controlador cancelando ceros
del controlador con polos de la planta. Para llevar a cabo el disefio, se asume que

las funciones de transferencia de los controladores son:

K.T — 2K
Mz KT +2K]|z+ RT T 21<‘Z]
@ =50 2(z— 1)
Para el controlador PI, y:
5 ,  K;T? —2K.T — 4K, 2K,
b 2 M@ _ [KiT* + 2Kq + 2K.T] [Z Y RTT ¥ 2K, T 2K.T T K77+ 2K, ¥+ 2K.T 23

E(z) 2Tz(z — 1)
Para el controlador PID.

En donde: K. =ganancia proporcional, K; =ganancia integral (1/1;), K; =tiempo

derivativoy T = periodo de muestreo.

El procedimiento para el disefio del controlador es el siguiente:

a) Seleccionar inicialmente un error de estado estable e, adecuado. Esto
permite calcular el parametro K;

b) Controlador PI: se cancela el cero del controlador con un polo de la planta.
Esto permite calcular el parametro K.

c) Controlador PID: Se cancelan los dos ceros del controlador con dos polos

de la planta. Esto permite calcular los pardametros K. y Kj;.

Los errores de estado estable para entradas escalén, rampa y parabola unitarias,
se analizaron en la seccién 4.3.2 y se resumen a continuacién:

e Para entrada escalén:

= K, = lzl_r)r} D(z)HG(2) 6.24

K, = Coeficiente de error de posicion

e Para entrada rampa:
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1.
ess = X, K, = ?lzl_r)r}(z —1)D(2)HG(z) 6.25

K, = Coeficiente de error de velocidad
e Para entrada parabola:

1
s = X K, = ﬁlzi_r)r%(z —1)2D(2)HG(2) 6.25a

K, = Coeficiente de error de aceleracion.

6.3.2 Controlador por cancelacion de Ceros y Polos: La figura 6.5 muestra un
sistema de control digital en lazo cerrado. EIl objetivo es disefnar el controlador
D(z), de modo que se obtenga la accion de control deseada de acuerdo con las

caracteristicas y condiciones de funcionamiento especificadas por el sistema.

R(S) Elz) M(z)

C(s
D(z} '.E :

zoh Gy(S)

Figura 6.5 Sistema de control digital en lazo cerrado

La funcion de transferencia de pulso de lazo cerrado para el sistema de la figura
6.5 es:

_C(2) _ D(2)HG(z)

" R(z) 1+ D(2)HG(2) 6.26

Gy (2)

En donde: HG(z) es la funcién de transferencia de pulso de la planta, precedida

por el retenedor de orden cero (zoh).

Si se especifica cual debe ser el comportamiento de la planta en lazo cerrado, es
decir, si se especifica G,,(z), el controlador D(z) resultante a partir de la ecuacién
6.26 es:

Mz 1 Gw(2)

E(z) HG(z) 1-G,(2) 6.27

D(z) =
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Asi, la funcién de transferencia de pulso del controlador esta formada por el
inverso de la funcién de transferencia de pulso de la planta y un término adicional
qgue depende de la funcidn de transferencia de lazo cerrado especificada. En esta
forma, una parte del controlador cancela polos y ceros de la planta.

Si se asume que la respuesta C(z), ante una entrada en escaldn unitario en el set-
point, debe tener un error de cero en todos los instantes de muestreo después del

primero, entonces:

-1

VA
Cz)=z14z2+..z7k= 6.28
@ 1—-2z71
Como el cambio en la referencia es un escaldn unitario se tiene que:
-1
R(z) = 6.29

1—2z1
Utilizando las ecuaciones 6.28 y 6.29, la funcidén de transferencia de lazo cerrado
es:

@ _
R@

Llevando la ecuacion 6.30 a la ecuacion 6.27, que corresponde a la ecuacion de

G,(2) = 6.30

diseno del controlador se obtiene:

M(2) 1 1
= k

E(z) HG(z) z-1

D(z) = 6.31

El algoritmo de control dado por la ecuacién 6.31 se conoce como Algoritmo de
un paso o algoritmo de Kalman y tiene la ventaja de la simplicidad en su disefio
pero, no es recomendable para controlar procesos que tengan polos o ceros fuera
o cerca del contorno del circulo unitario en el plazo z, es decir, esta restringido a

procesos suficientemente amortiguados y asintéticamente estables.

EJEMPLO 6.2
En el sistema de control de la figura 6.5, la funcion de transferencia de la planta
es:
0.5
(S+0.1)(S+0.4)

Gp(S) =
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Disenar para esta planta: a) un controlador PI por cancelacion de ceros y polos b)
un controlador utilizando el algoritmo de un paso. Los tiempos estén en s.

SOLUCION: El disefio debe comenzar con la seleccién adecuada del tiempo de
muestreo para discretizar la planta.

La constante de tiempo del sistema continuo en lazo cerrado es 7., = 4s. El
periodo de muestreo se puede seleccionar utilizando el criterio de la constante de
tiempo: 0.2(7,,) < T < 0.6(t.,). Haciendo T =2s. se obtiene, al discretizar el

sistema:

_ e (GO e 0.5
HG(z) =1~z )"{ S } ==z )“{5(5 0.0 + 0.4)}
0.7267z + 0.5211 0.7267(z + 0.717)

H = =
() 72 + 1.268z + 0.3679 ~ (z — 0.8185)(z — 0.4494)

a) Disefio del controlador Pl por cancelacién de ceros y polos: asumiendo un error

de estado estable e, = 2 se obtiene:

1 1 1
e = K_v K, = e—ss K, = ?lzl_r)r%(z —1)D(z)HG(2)

K.T — 2K,
[K,T + 2K,] [z + m] % 0.7267(z + 0.717)

2(z — 1)(z — 0.8185)(z — 0.4494)

1.
0.5 = lel_r)r}(z -1)

Tomando el limite con T = 2 s resulta que K; = 0.04. Si se asume que el cero del

controlador cancela el polo z = 0.8185 de la planta, se debe cumplir que:

KT —2K. _ 0.8185 0.08 — 2K, _ 0.8185
KT +2K. 0.08 + 2K,

Resolviendo se obtiene que K, = 0.4007

Con los valores obtenidos para K; y K, v, utilizando la ecuacion 6.22, se obtiene:

M(z) 0.4407(z — 0.8185)

D(z) = E(z) z—1

b) Al utilizar el algoritmo de un paso, el controlador toma la forma dada en la

ecuacioén 6.31, es decir:
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M(z) 1 1

M(z) 1.376(z — 0.8185)(z — 0.4494)
E(z) (z—1)(z + 0.717)

D(z) =

La funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo cerrado, con cada uno de
los controladores disenados es:

D(2)HG(Z)
1+ D(z)HG(2)

Gy (z) =

0.3203(z + 0.717)
72 — 11292z + 0.679

Con el controlador PI: G, (z) =

1
Con el algoritmo de un paso: G, (z) = ~

Las figuras 6.6a y 6.6c muestran la respuesta del sistema ante un cambio en
escalén unitario aplicado en la referencia y las figuras 6.6b y 6.6d muestran la
accion del controlador sobre el elemento final de control (valvula), utilizando el
controlador Pl por cancelacién de polos y ceros y el algoritmo de un paso

respectivamente.

Efecto Timbre: Al observar la forma de la respuesta del sistema en lazo cerrado
con el algoritmo de un paso, dada en la figura 6.6¢, se podria decir que es
satisfactoria y que cumple con los requerimientos establecidos en el disefio. Sin
embargo, si se analiza la figura 6.6d se observa que la accion del controlador
sobre el elemento final de control es inaceptable dada la alta cantidad de
oscilaciones a que es sometido al principio, las cuales producen un trabajo
innecesario en el mismo. Estas oscilaciones son caracteristicas en los
controladores de cancelacién en los que el periodo de muestreo es demasiado alto
para las especificaciones que se pretenden cumplir.

Este fendmeno se conoce con el nombre de “efecto timbre” o de “oscilaciones
ocultas” y se debe a que, en la etapa de disefio, no fue considerado el
comportamiento de la sefal actuante y sélo se prestd atencién a la forma global de
la funcién de transferencia deseada para la planta bajo control.
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RESPUESTA CON EL PI ACCION SOBRE ELEF.C
: : 06 : :

-0.2 : :

0 10 20 a0
ACCION SOBRE ELE.F.C
i o c
1 [ E 1
(] | —— I— L BUR—

0 : 5 2 : :

0 10 20 ad a 10 20 ad

Figura 6.6 Respuesta del sistema: a) Con el control Pl ¢) Con el algoritmo de un
paso. Accion sobre el E.F.C: b) Con el control Pl d) Con el algoritmo de un paso.

La causa de las oscilaciones en el elemento final de control, esta en los polos del
controlador con parte real negativa y se puede obviar reemplazando dichos polos

por una ganancia que se obtiene haciendo z = 1 en ellos [6.5].

Con la observacién anterior, en el algoritmo de un paso, el polo ubicado en
z = —0.717 es el que produce el efecto timbre, si en este polo se reemplaza z por
1y luego se simplifica el resultado, se obtiene:

M(z) 1.376(z - 0.8185)(z — 0.4494) _1.376(1 — 0.8185z1)(1 — 0.4494z™")

D(z) = E(z) (z—-1)(z +0.717) - (1-z"1)1+0717z71)

Haciendo z = 1 en el polo z = —0.717:
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M(z) 1.376(1 - 0.8185z71)(1 — 0.4494z%)

P& =Fy = (1-z1D(1+0.717)

Simplificando resulta:

M(z) _ 0.80139(z — 0.8185)(z — 0.4494)

P& =%y = 2(z— 1)

La figura 6.7a representa la respuesta del sistema en lazo cerrado ante un escalén
unitario con el algoritmo de un paso y la figura 6.7b, corresponde a su accion
sobre el elemento final de control una vez suprimido el efecto timbre
reemplazando, por su ganancia correspondiente, los polos del controlador que lo

producian.

1 RESPUEETA SN EFECTO TIMEBRE ACCION SOBRE ELEF.C SIMEFECTOT.
. T T 1 T T

0.5

: s " "
20 a0 a 10 20 an

Figura 6.7 Supresion del efecto timbre a) Respuesta del sistema ante un
escaldn unitario b) Accion del controlador sobre el E.F.C.

6.3.3 Controlador Deadbeat de Orden Normal DB(m): También llamado de
“oscilaciones muertas”, se caracteriza porque con él, ante un cambio en escalén
en la variable de referencia, la salida del sistema alcanza un nuevo estado de
equilibrio al cabo de un tiempo de establecimiento finito definido, con error de
estado estable igual a cero.

Si en el sistema de control de la figura 6.5, la funcion de transferencia de pulso
esta dada por:

B(z™") bz '+ bzt bpz ™

= xz™" 632
Az™Y) 1+az7'+az 2+ +apz™

HG(z) =
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y se asume que el cambio en la entrada es:

r(k) =1 k=012 - 6.33
Se tiene:
6.3.3.1 Para sistemas sin tiempo muerto (n = 6'/T = 0): El requisito para
tiempo de establecimiento minimo es:

c(k) =r(k) Para k>=m

m(k) = m(m) Para k=m 6.34
La transformada z de la sefal de referencia r(k), la variable controlada c(k) y la

variable manipulada m(k) son respectivamente:

R(z) = 6.35

1—-2z71
C(z)=c(Vz 1 +c(Qz 2+ 1[Z—m 4 z—(m+1) 4 ] 6.36
M(z) = m(0) + m(1)z™* + - m(m)[z~™ + z—(m+1) 4 o] 6.37

Dividiendo la ecuacién 6.36 entre la ecuacion 6.35 se obtiene:

C(2) 1 2 m

R(@) =Pz APzt + o ppz™ = P(2) 6.38
En donde:

p; =c(1) p,=c2) - pp=1—-cim-1) 6.39
Dividiendo la ecuacion 6.37 entre la ecuacién 6.35 se obtiene:

M(2) 1 —_—

R@) =q,+q:1z7"+ - qnz ™ =0Q(2) 6.40
En donde:
q, = m(0) qg.=m(1)—-m(0) - gp=m(m)—m(m-1) 6.41
Se debe tener en cuenta que:

p1t+pzt+ - pm=1 6.42

1 1
QO+Q1+“‘Qm=m(m)=E=m 6.43

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema es:

_C(2) _ D(2)HG(z)

" R(z) 1+ D(2)HG(2) 644

Gy (2)

Teniendo en cuenta la ecuacién 6.27 el controlador D(z) es:
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M@ 1 6@
E(z) HG(Z) 1-G,(2)

Comparando las ecuaciones 6.44 y 6.38 se concluye que:

D(z) =

Gy(z) = P(2) 6.46
Ademas, de las ecuaciones 6.38 y 6.40 se deduce que:
C(z) P(2)
HG(2) = = 6.47
M(z) Q(2)
Por lo tanto, la ecuacién del controlador Deadbeat de orden normal es:
_M(z)  Q(2)
D(z) = D - 1-P) 6.48
Dy =M@ _ G0tz + Gzt gz ™ 6.49
E(z) 1-—piz7t—pz72— ppz ™
En donde:
_ 1 _ 1
9= 5b, " by + by + by
qi1 = a1qp p1 = b1qy
q2 = azqo P2 = byqo 6.50
dm = AmYo Pm = meO

Teniendo en cuenta las ecuaciones 6.49 y 6.50, la ecuacion del controlador

Deadbeat de orden normal se puede escribir asi:

M@ qAEY)
“E@ " 1-qBGD 651

D(z)

Con este tipo de controlador, la funcién de transferencia de lazo cerrado del

sistema bajo control estd dada por:

Gw(2) =P(2) =p1z7 +pz7% + - Pz ™
p1z™t + ppz™ i 4 Dy
Gy (z) = e 6.52

La ecuacién caracteristica es, por lo tanto:

14+ D(z)HG(z)=2z"=0 6.53
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6.3.3.2 Para sistemas con tiempo muerto (n=0"/T =1, 2, 3,...): la ecuaciéon 6.32

se puede escribir en la forma:

HG(Z) _ blz—(1+n) + bzz—(2+n) + "'me_(m+n) 654
1+a,z7'+a,z7%2+a,z™ '

En estas condiciones, el requisito para tiempo de establecimiento minimo es:
ck)y=rk)=1 Para k=m+n

m(k) = m(m) Para k=m

Se puede demostrar [6.6], que este requisito se cumple con un controlador tipo
Deadbeat de la forma:

M(z + 771 + .. g—m
D(z) = @) _ o T mZ 65
E(z) 1—pjnz-@tm —.p . z=(nin)
En donde:
1
qo=ﬁ p1=p2=...pn=0
q1 = a1qo P1+n = b1,
qz; = azqp Pa+n = b2qp 6.56
dm = AmYo Pm+n = bmQo

A partir de las ecuaciones 6.55 y 6.56 e incluyendo el tiempo muerto en B(z™1) se
puede reescribir la ecuacién del controlador Deadbeat para sistemas con tiempo
muerto, en la siguiente forma:

M(z) _ qlAz™")

P@=Fw) “ 1= qBGD

6.57

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema con el controlador

representado por la ecuacién 6.57 es:

Gy (z) = LZ) =qoB(z 1)z = q05'(2)

R =~ 6.58

La ecuacion caracteristica del sistema es:

1+ D(2)HG(2) =z =0 6.59
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6.3.4 Controlador Deadbeat de Orden Incrementado DB(m+1): Si el tiempo
de establecimiento se incrementa de m a m + 1, es posible elegir un valor inicial
para la variable manipulada. Como m(0) generalmente es el valor mayor, este
valor puede reducirse asumiendo un valor adecuado para m(0), con el fin de evitar
sefnales de actuacion muy altas sobre el elemento final de control.
6.3.4.1 Para sistemas sin tiempo muerto (n=0): Si en las ecuaciones 6.38 y
6.40, el tiempo de establecimiento se lleva de m a m + 1, ellas toman la forma:
P(2) = p1z7  + pz 2 4 - pppprz” ™MD 6.60
Q(2) = qo + @127 + -+ gz Y 6.61
Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la seccién 6.3.3.1, se puede
demostrar [6.7] que la ecuacidn del controlador de orden incrementado para

sistemas sin tiempo muerto esta dado por:

M(2)  qo+ 1z "+ quz % + - Gygz” Y

D = = 6.62
@ =7 (z2) 1=pz7t—pyz7% — - Ppyrz” MY
En donde
1
= Sel [ bl =—— (R dad 6.63
qo eleccionable qo A= a)5h, (Recomendado)
1
q1 = qo(a; — 1 + b, P1 = qoby
a, by
QZ = qO(aZ - al) + Zbl pz = qO(bZ_bl) + Zbl
am—l bm—l

qm = QO(am - am—l) +

Xb;

1
dm+1 = Am (ﬁ - QO)

Pm = QO(bm_bm—l) + Yh;

1
Pm+1 = _bm (QO - ﬁ)

6.64

Al disenar el controlador DB(m + 1) el valor de g0 = m(0) no se debe elegir
demasiado pequefio pues resultaria que m(1)>m(0), lo que es inadecuado para
realizar un buen control. En términos generales se recomienda, como se preciso

en la ecuacion 6.63 que:
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1
qo =m(0) < A=a)35h 6.63

Combinando las ecuaciones 6.62, 6.63 y 6.64 se obtiene, para el controlador

Deadbeat de orden incrementado sin tiempo muerto:
_M@2) _ qoAz)[1-z""/a]

P& = 5@ = T- quB@ D1 - z-1/a] 6.66
_ qoXb;
a= m 6.67

6.3.4.2 Para Sistemas con Tiempo Muerto (n = 1, 2, 3...): En este caso, la
funciobn de transferencia del controlador Deadbeat de orden incrementado
DB(m + 1), toma la forma [6.8].

D(z) = M(z) [q0 + 127" + ez 2 + - gz ™][1 — 27" /a] 663
= E(z)  1—[pramz @D + pyymz= D 4 op o z=mdm][1 — z71/q]
En donde:
qoX.b;
o0Q=——- 6.69
qox.bi — 1

Los parametros q; y p; se evaluan utilizando la ecuacién 6.64.
Si el retardo se incluye en el polinomio B(z™1) la ecuacién 6.68 se puede escribir
en la forma:

_M@) _ qAE)[1-2z""/a]

E(z) 1—qoB(z Y)[1-2z"1/qa] 670

D(z)

EJEMPLO 6.3

La figura 6.8 representa una marmita en la cual, el sistema de control, debe
mantener la temperatura del producto en el valor deseado manipulando el flujo de
vapor hacia la camisa. El proceso se puede modelar como un sistema de
segundo orden con retardo (tiempos en minutos), asi:

0.5¢9-55
225+ D(28S+ 1)

Disenar para el sistema, un controlador a) Deadbeat de orden normal b) Deadbeat

G,(S) =

de orden incrementado.
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Condensado

Figura 6.8 Sistema de control de temperatura para el ejemplo 6.3

SOLUCION: Para discretizar el modelo del proceso se debe estimar, inicialmente,
el periodo de muestreo adecuado. Prescindiendo del retardo, la funcién de
transferencia de lazo cerrado del sistema continuo es:

0.008117
§2 +0.40259S + 0.02435

Gy (S) =

De esta expresién se obtiene que: w, = 0.156 rad/miny & = 1.29. Para & > 1,
la constante de tiempo equivalente del sistema es 1., = 2¢/w,, = 16.53 min.
Para estimar el periodo de muestreo se utiliza el criterio:

0.2(Teq) < T < 0.6(teq) 3.3 <T <99 min.
Si se toma T = 5min, y se aplica la transformada z modificada, la funcién de
transferencia de pulso del proceso es:

G(S) (S = 0.5
T} ()= (225 + 1)(2.85 + 1)

HG(z2)=(1-2z"Yz7"g,, {

0.04768(z + 0.7674)(z + 0.004) _ 0.04768z" + 00367822 + 0.00014523
2(z — 0.7967)(z — 0.1677) 1—0.9644z1 + 0.133622

Por lo tanto:

HG(Z) =

a; = —0.9644 a, =0.1336 b, =0.0004768 b, =0.03678 b3 = 0.000145
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a) Para el controlador Deadbeat de orden normal: }'b; = 0.08460.

Entonces, segun la ecuacién 6.51: g, = 11.8196.

_M@) _ qlAzT)

D = =
W =F@ " T-qbG
D(x) = M(z) 11.8196(1 — 0.9644z~* + 0.13362z72)
2 = E@) T 1—11.8196(0.047682-1 + 0.036782-2 + 0.0001452-3)
M(z2) 11.8196 — 11.3988z~ " + 1.5791z72
D(z) = =

E(z) 1-0.56355z"1—0.43472z72 — 0.00171z3

M(z) 11.8196(z — 0.7967)(z — 0.1677)

E(z)  (z—1)(z+ 0.4325)(z + 0.004)

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema incluido el controlador es:

0.56355z% + 0.43472z + 0.00171 _ 0.56355(z + 0.7674)(2 + 0.004)
z3 N 73

D(z) =

Gy(2) =

b) Para el controlador Deadbeat de orden incrementado, utilizando las ecuaciones
6.69y 6.70 se obtiene:

M(z) _ qoA(z H)[1-2z""/a]

P& = ) =T 4B D7z /a]

1 1
do = 77—~V o =
(1—a,)Yb; (1 + 0.9644) * 0.084605
g Boxbi 1 _ 1
qozbi - 1 a1 09644‘
Con estos parametros el controlador es:

o = 6.0172

6.0172(1 — 0.96447z71 + 0.13362"2)(1 + 0.9644z1)

D =
() 1—6.0172(0.04768z1 + 0.03678z~2 + 0.000145z3) (1 + 0.9644z1)
D(z) = M(z) 6.0172 — 4.792262z7% + 0.77524z3
2 = E(@) T 1—0.286882-1—0.497972z-%2 — 0.214292-3 — 0.0008427*
D) M(z) 6.0172z(z + 0.9644)(z — 0.7967)(z — 0.1677)
z) = =

E(z) (z—1)(z + 0.004)(z% + 0.7092z + 0.21235)

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema incluido el controlador es:

0.2869z2 + 0.4979z + 0.2142
73

Gw(z) =
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La figura 6.9a y 6.9c representan las respuestas del sistema ante un escalén
unitario aplicado en la referencia y las figuras 6.9b y 6.9d representan la accién del
controlador sobre el elemento final de control utilizando el controlador DB(m) y el

controlador DB(m+1) respectivamente.

15 ,
2. Db(rm)! b. Db(rr)
5 10 15 20 5 10 15 20
i : : 'd. Db(m+1)
v Dbim+1)y | B SRt poosmste 1mSmmmnee
. . . 0 i ; i
5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 6.9 Respuesta del sistema a) Con Db(m) ¢) Con Db(m+1). Accidén
sobre el E.F.C b) Con Db(m) d) Con Db(m+1)

6.3.5 Algoritmo de Dalhin. Para el disefio de este algoritmo de control se asume
que el sistema, en lazo cerrado, se comporta como un sistema de primer orden

con retardo, es decir:

-0’
G () = ) _2e

R(S) S+ 6.71

En donde: 6’ es el retardo del proceso y 1/4 corresponde a la constante de
tiempo del sistema deseado en lazo cerrado y se puede utilizar como parametro
de ajuste. El tiempo muerto de la ecuacion 6.71 debe ser igual al del modelo del
proceso ya que si se asume menor, el controlador podria requerir valores futuros

del error para calcular la salida hacia el elemento final de control.
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La funcion de transferencia de pulso del sistema dado por la ecuacién 6.71 es:
C(z) _ (1—e )z N2

G = = 6.72
w(2) R(z) 1—eATz-N-1
De acuerdo con la ecuacion 6.27, el controlador por cancelacién de polos es:
M(z 1 Gy (z
D(z) = (@) w(z) 6.73

“E()  HG@ 1-G,(2)
Reemplazando la ecuacién 6.72 en la 6.73, se obtiene el algoritmo de Dalhin para
el controlador asi:
Mz 1 . (1—e*Tz=N-1
E(z) HG(z) [1—e Mz 71— (1—e AT)z~N-1]
Siendo T el tiempo de muestreoy N = 6'/T = 0,1,2,3..

D(z) = 6.74

La forma mas simple de modelar un proceso es aproximarlo a un modelo de
primer orden con retardo o a un modelo de segundo orden con retardo. En este
caso, el controlador de Dalhin toma las siguientes formas:
6.3.5.1 Sistema de primer orden con retardo: El modelo de la planta toma la
forma:

Ke™?'s

6.75
S+1

Gp(2) =

La funcién de transferencia de pulso de la ecuacién 6.75, incluyendo un retenedor
de orden cero es:

_K(Ci+ Gz )z
HG(2) = =57 = 6.76

Llevando la expresion hallada para HG(z) a la ecuacidon 6.74 se obtiene:

M(2) [1—e*T][1— e T/7z71]
D(z) = = — — — — 6.77
E(z) K[1—e Mz 71— (1—-e )z N-1][(C, + C,z71)]
En donde:
Ci=1—e ™/t
CZ —e mT/T e—T/‘L'

En este punto, es necesario tener presente la seccion 2.4 en la cual se trabajé la

transformada z modificada y se plantearon las siguientes ecuaciones:
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el
N = T (Parte entera del cociente)
0
6 =6"—NT m=1——=

T
6.3.5.2 Modelo de segundo orden con retardo: Caracterizado por la funcién de

transferencia:
Ke—GIS
G,(S) = 6.78
p(S) (1S + 1D (1,5 + 1)

La funcidén de transferencia de pulso de la ecuacién 6.78, incluyendo el retenedor

de orden cero es:

3 K(Cy+ Cyz7Hz7 N1 679
HG(z) = (1—e T/miz71)(1 — e T/12271) '

Reemplazando la ecuacién 6.79 en la ecuacion 6.74 resulta:

M(z) [1-eT][1— e T/mz7[1 - e /72771
D(z) = = — — —— — 6.80
E(z) K[1—e Mz 71— (1—eT)z"N-1][C, + C,z71]
En donde:
1,7 T/T — 1,07 T/
C,=1+— 2

T, — 17

-T/T1 _ —T/T2
C, = e TW/Ta+1/72) 4 1€ f2¢

T,— T
La seleccién del parametro de ajuste A debe hacerse cuidadosamente, de modo
gue el sistema sea fisicamente realizable.
Para ello se recomienda que el sistema, en lazo cerrado, tenga una constante de
tiempo entre 1.25 y 4 veces mas pequena que la del sistema en lazo abierto. Es
decir que:

1.25 4
<A<— 6.81

Teq Teq
EJEMPLO 6.4

La figura 6.10 representa un intercambiador de calor. El objetivo es mantener la

temperatura de salida T, (t) en el valor deseado, en presencia de variaciones en el
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flujo del fluido que se procesa, F(t) y de la temperatura de entrada T;(t). La
variable que se manipula para controlar la temperatura de salida es el flujo de
vapor F;(t). El modelo que describe la dinamica del intercambiador puede
representarse por la funcion de transferencia:

To(S) 0.8¢7055
F(S) (B0S+1(S+1)(25+1)

Gp(S) =

Disefar un controlador tipo Dalhin para el intercambiador.

Computador

Fit)
Tift)

Condensado

Figura 6.10 Sistema de control de temperatura para el intercambiador de

calor del ejemplo 6.4

SOLUCION: El ancho de banda del sistema en lazo cerrado es w, = 0.0681
rad/min. El tiempo de muestreo se puede estimar teniendo en cuenta el criterio:
8w, < wy, <12w,. Si se asume que w, = 8w, = 0.544 rad/min, el periodo de
muestreo es T = 2n/w; = 11.5 min. Se asume, T = 11 min. Asi, la funcién de
transferencia de pulso para el sistema, en lazo abierto es:

Gp(S)) _ e 0.8
3 } =1 =27)3m {5(305 + 1S+ 1)(25 + 1)}

HG(z) = (1 - z‘l)z_NSm{
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0.1076(z + 0.9609)(z + 0.0303)
(z— 0.693)(z — 0.1108)(z — 0.0041)

La constante de tiempo equivalente del sistema en lazo abierto es 7., = 37 min.

HG(z) =

Se puede asumir para el sistema, en lazo cerrado, una constante de tiempo igual a
la tercera parte de la constante de tiempo de lazo abierto, es decir t = 12.33 min.
Con N =6'/T =0, A =1/t = 0.0811 y utilizando la ecuaciéon 6.74, el controlador
de Dalhin es:

M(z) _ (z —0.693)(z — 0.1108)(z — 0.0041) 0.5902z71

*

E(z)  0.1076(z + 0.9609)(z + 0.0303)  [1 — 0.4098z~1 — 0.5902z 1]

M(z) _ 6.485(z — 0.693)(z — 0.1108)(z — 0.0041)
E(z) (z—1)(z + 0.9609)(z + 0.0303)

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema incluido el controlador es:

To(z) _ 05902
F(z) z-0.4098

La figura 6.11 muestra la respuesta del sistema ante un escalén unitario aplicado

D(z) =

D(z) =

Gy (z) =

en el set-point y, la figura 6.11b, da la accién del controlador sobre el elemento
final de control. Como puede verse, el sistema de control presenta un marcado
efecto timbre debido, especialmente, al polo ubicado en z = —0.9609. Para
eliminar este efecto, se reemplazan los polos del controlador, con parte real
negativa, por una ganancia equivalente obtenida al hacer en ellos z = 1. Asi el
controlador de Dalhin toma la forma:

M(z) _ 2.7149(z — 0.693)(z — 0.1108)(z — 0.0041)
E(z) z2(z —1)

En la figura 6.11c y 6.11d se dan respectivamente, la respuesta del sistema y la

D(z) =

accion del controlador sobre el elemento final de control, una vez suprimido el
efecto timbre.

6.3.6 Diseno de controladores digitales por asignaciéon de polos: Con el
método de asignacion de polos se busca que el sistema en lazo cerrado posea un
comportamiento dindmico especifico. Esto exige que la ecuacion caracteristica del
sistema sea igual a un polinomio Q(z) propuesto segun especificaciones de

diseno.
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o 10 20 30 41

Figura 6.11. Controlador de Dalhin: a y b respuestas sin suprimir el efecto

timbre. ¢ y d respuestas una vez suprimido el efecto timbre.

La técnica consiste en determinar los polos de lazo cerrados deseados, tomando

como base los requisitos de respuesta transitoria y/o de frecuencia tales como:

velocidad de respuesta, coeficiente de amortiguamiento, maximo sobreimpulso,

tiempo de establecimiento, ancho de banda, etc.

6.3.6.1 Diseio por asignacion de polos (Primer método): Considerando el

sistema de la figura 6.12, su funcién de transferencia de lazo cerrado es:
B(z7Y)N(z Hz ¢

A(zOM(z™) + B(z~D)R(z 1)z 4 6.82

Gy(2z) =

En donde:

Az =1+az7 ' +az72+ -+ a,z ™
B(Z_l) = blz_l + sz_Z + ...an—TL
M(Z_l) =1 + m12_1 + mzz_z

Rz YD=r+rzl+rz72.

Se desea que G, (z) tenga la forma:
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o B,

= 6.83
ATV Te
[ NE) AZ") 5 >
Ruiz) * M(z") B(z") C(z)
R(z™)
N(z")

Figura 6.12 Controlador por asignacion de polos

En la funcion de transferencia propuesta no se incluyen ceros adicionales a los del
proceso ni se cancelan ceros del sistema original, por lo tanto esta técnica de
diseno se puede aplicar aun si el sistema tiene ceros inestables.
Comparando las ecuaciones 6.82 y 6.83 se obtiene:

AZOYMGEZ D +B(Ez HR(z DNz ¢=0(=z™") 6.84
Q(z™1) es la ecuacion caracteristica deseada para el sistema en lazo cerrado por
lo tanto, los polinomios M(z7') y R(z™') se obtienen al resolver la ecuacién
polinbmica dada en 6.84
Para que la ganancia del sistema sea unitaria, se debe cumplir que:

B(1)N(1)

A(MM(D) + B(DR(A) 6.85
Lo anterior significa que para el polinomio N(z™) se cumple:
N(1) = Q(1) A()M(1) + B(1)R(1) o

B(1) B(1)
Para determinar el polinomio Q(z~!) se deben tener en cuenta las caracteristicas
de respuesta temporal y/o de frecuencia deseadas para el sistema en lazo
cerrado.
Para que la ecuacién 6.84 tenga solucion Unica, es necesario que los grados de
los polinomios R(z™1), M(z™1) y Q(z™1) sean:

grad(R) = grad(A) — 1

grad(M) = grad(B) +d — 1 6.87

grad(Q) = Max[grad(A) + grad(M) ,grad(B) + grad(R) + d |
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6.3.6.2 Diseio por asignacion de polos (Segundo método): Para disefar un
controlador digital por asignacién de polos utilizando este método se procede asi:
a) Se conforma la ecuacidn caracteristica del sistema incluyendo el controlador a
disenar:
1+ D(2)HG(z) =0 6.88

b) Se conforma la ecuaciéon caracteristica deseada seleccionando los polos
dentro del circulo unitario, de acuerdo a los requisitos del disefio especificados.
Esta ecuacion debe ser del mismo orden que la del sistema planta-controlador.

(z+p)@+p) - (2+p) =0 6.89

En donde p4, p,...p, son los polos deseados para el sistema en lazo cerrado
c) Se comparan uno a uno los coeficientes de igual potencia en z en las
ecuaciones 6.88 y 6.89, de esta comparacién resultan n ecuaciones

simultaneas cuya solucion, genera los parametros del controlador.

Al aplicar esta técnica, es muy importante la seleccién adecuada del periodo de
muestreo de modo que el sistema deseado no requiera sefales de control
excesivamente grandes las cuales lo puedan llevar a saturacién. Si el sistema
entra en saturacion, se vuelve no lineal, y el método de asignacién de polos ya no
sera aplicable, pues solamente lo es para sistemas lineales e invariantes en el

tiempo [6.9]

EJEMPLO 6.5

La figura 6.13 muestra un sistema de control de flujo. Utilizando el método de la
curva de reaccion se encontré experimentalmente que la funcion de transferencia

del proceso en lazo abierto es:

0.45¢701S

6p(S) = 08511

Disefar un controlador Pl por asignacion de polos de modo que el sistema, en
lazo cerrado, tenga un coeficiente de amortiguamiento de 0.8 y tiempo de

establecimiento de 2 s.
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ki
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e i{?—?— Diz) o zoh ¥ Gi(S) It:'a[':]'
+

Figura 6.13 Sistema de control para el ejemplo 6.5

SOLUCION: Sin tener en cuenta el retardo, la constante de tiempo del sistema
continuo en lazo cerrado es 7., = 0.551s. De acuerdo con el criterio de la
constante de tiempo: 0.2(t.,) < T < 0.6(7.,) el periodo de muestreo esta en el
rango: 0.11 < T < 0.33s. Haciendo 7= 0.2 s, la funcidn de transferencia de pulso

del sistema en lazo abierto es:

0.05288z + 0.04666  0.05288(z + 0.8824)

H = =
6@ 22— 0.77882 2(z — 0.7788)

La ecuacién caracteristica del sistema planta-controlador, en lazo cerrado, es:
1+ D(z)HG(z) =0

q,Z+ q1 0.05288(z + 0.8824)
k =
z—1 z(z—0.7788)

1+

73 4 (0.05288q, — 1.7788)z% + (0.04666q, + 0.05288¢, + 0.7788)z + 0.04666q, = 0
La ecuacion caracteristica deseada debe ser de tercer orden y satisfacer los

requerimientos de funcionamiento especificados para el sistema en lazo cerrado:
§=08Yy t,=2s.
4 4 4

t.=—— w, = — =
S an n

w, = 2.5rad/s
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La ubicacién del polo dominante en lazo cerrado es:
|z| = e=$WnT 0 = 57.3w,Ty1 — &2

|Z| — e—(0.8*2.5*0.2) = 0.6703

0 =57.3%2.5%0.2,/1— (0.8)2 = 17.19°
Es decir, el polo dominante de lazo cerrado es:
z=0.6703417.19° = 0.6403 +0.1981
Asi, la ecuacién caracteristica deseada sera:
(z — 0.6403 — j0.1981)(z — 0.6403 + j0.1981)(z + a) = 0
z3 + (a — 1.2806)z% + (0.4492 — 1.2806a)z + 0.4492a = 0
Comparando término a término las dos ecuaciones caracteristicas se obtiene:

0.05288q, — 1.7788 = a — 1.2806
0.04666q, + 0.05288¢, + 0.7788 = 0.4492 — 1.2806a
0.04666q, = 0.4492a
Resolviendo las ecuaciones anteriores resulta que:
g, =3.977 q, = —2.7713 a = —0.2878

Para el controlador Pl se debe cumplir que q, >0 y g, < 0 y para estabilidad se
debe cumplir que |a| < 1
Con los valores obtenidos para q, y q; €l controlador pedido es:

M(z) 3.977z—2.7713 3.977(z — 0.6968)
E(z) z—1 B z—1

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema toma la forma:

C(z)  0.2103(z + 0.8824)(z — 0.6968)
R(z)  (z— 0.2878)(z% — 1.2806z + 0.4492)

Gy(z) =

En la figura 6.14a se da la respuesta del sistema en lazo cerrado ante un escalon
unitario y en la figura 6.14b la accién del controlador sobre la valvula.
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..................................................

----------------------------------------------

.................................................
.................................................

.................................................

.................................................

................................................

_________________________________________________

7 3 1 2 3 4
t[s] t[s]

Figura 6.14 a) Respuesta del sistema al escalén unitario b) Accion del

controlador sobre la valvula

6.3.7 Diseiio de un controlador Pl por asignacion y cancelacion de polos
para un sistema de primer orden (POR): Si la dinamica del sistema se aproxima

a la de un sistema de primer orden con retardo de la forma:

o)< K’ 6.90
PYI TS+ 1 '
Los modelos discretos correspondientes a dicho sistema y al controlador Pl son:
_(bo+byz7)z" _M@) _q.(z—K)
HG(2) = —r— y D(z) = D - 21 6.91

El cero del controlador debe cancelar el polo de la planta, es decir, haciendo K =
a, la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado es:

Q(z) =z —z"+ q,b,z+ q,by =0 6.92
Si al sistema en lazo cerrado se le condiciona a que tenga un polo estable en
z = p, entonces, al evaluar Q(z) en z = p se obtiene:

p"tl —p" + q,b,p + q,b; =0 6.93
Despejando q, resulta:
n
1-—
) cos
b,p + b;

Resolviendo Q(z) se puede determinar la ubicacion de los n polos restantes,
comprobandose que corresponden a polos no dominantes que decaen
rapidamente y que el polo z = p es efectivamente el polo dominante.
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Este método de disefio de controladores Pl se recomienda especialmente cuando

4

0<=<2
ST s

En donde T es el periodo de muestreo del sistema.

EJEMPLO 6.6

Para el sistema de control de flujo del ejemplo 6.5 disefiar: a) Un controlador por

asignacion de polos de modo que el sistema en lazo cerrado tenga coeficiente de

amortiguamiento de 0.8 y tiempo de establecimiento de 2 s. b) Un controlador PI

utilizando el método de cancelacion y asignacién de polos de modo que el sistema

tenga un polo dominante de lazo cerrado en z = 0.8.
SOLUCION: En el ejemplo 6.5 se obtuvo, con T = 0.2 s:

0.05288(z + 0.8824) 0.05288z7 1 + 0.04666z 2

HG@) =— o788 1-0.77882°1

a) Con &¢=08yt;=2s, los polos deseados estdn ubicados
z =0.6403 £+ ;0.1981
A(z™H) =1-10.7788z"1
B(z™1) = 0.05288z71 + 0.04666z2
grad(A) =1, grad(B)=2, d=0
De la ecuacion 6.84:
AzYOM(EZD) +BE YRz DNz 4=Q(z™YH)
De la ecuacioén 6.87:
grad(R) = grad(A) —1=0
grad(M) =grad(B) +d—-1=1
grad(Q) = Max[grad(A) + grad(M) ,grad(B) + grad(R) +d | = 2
Por lo tanto:
R(zYH=r,
Mz H)=1+mz?

La ecuacién caracteristica deseada para el sistema en lazo cerrado es:

Q(z) = (z—0.6403 — j0.1981)(z — 0.6403 + j0.1981) = z* — 1.2806z + 0.4492
J J

en
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Q(z1) =1-1.2806z"1 + 0.4492z2
Reemplazando los polinomios:
(1-0.7788z"1)(1 + myz~1) + (0.05288z71 + 0.04666z )1y = 1 — 1.2806z 1 + 0.4492z2
1+ (my —0.7788 + 0.052887,)z~t + (0.046667, — 0.7788m,) = 1 — 1.2806z"* + 0.4492z 2
Comparando término a término:

m,; — 0.7788 + 0.05288r, = —1.2806

0.046661, — 0.7788m, = 0.4492

Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtiene: m; = —0.5369, r, = 0.6648.

El valor de N(1) se obtiene con la ecuacion:

Q(1) _ 0.1686

N = 535 = 009954

= 1.6938

Por lo tanto:
Mz YH)=1+mz1=1-0.5369z"1
R(z™Y) =1, = 0.6648
N(z™1) = 1.6938
N(z™') 16938 R(z™H

= ————==0.3924
M(z7') 1-0.5369z71 N(z™1) 0.39

En la figura 6.15 se da el diagrama en bloques del sistema con el controlador
disenado y la figura 6.16a muestra la respuesta del mismo ante un escalén unitario

aplicado en la referencia.

1.6938 0.0528(2+0.8824)
R@) z-0.5369 2(z-0.7788) c

Eﬁ

0.3924

Figura 6.15 Sistema con el controlador por asignhacion de polos

b) Para disefar el controlador Pl por el método de asignacién y cancelacion de
polos se tiene:

0.05288(z + 0.8824) _ 0.05288 + 0.046662~*
z(z—0.7788) 1-0.7788z1

HG(z) = -1

*Z
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a=0.7788 b, = 0.05288 by = 0.04666 n=1

El controlador Pl toma la forma:

M(z) _ q,(z=K)
E(z) z-1

D(z) =

Si se asume que el cero del controlador cancela el polo de la planta, entonces

K = 0.7788.
El polo dominante deseado es p = 0.8 por lo tanto:

_p"(1-p) 0.8(1-10.8)

_ _ = 1.7984
Qo= )+ b,  0.05288 0.8 + 0.04666 o

El controlador pedido es:
M(z) 1.7984(z — 0.7788)

D(Z)ZE(Z)_ z—1

La figura 6.16 b muestra la respuesta del sistema con el controlador Pl calculado.

.................................................

Flujo

Flujo

..................................................

..................................................

t[s] t[s]
Figura 6.16 a) Respuesta con el controlador por asignacion de polos. b)
Respuesta con el controlador Pl por cancelacion y asignacion de polos.

6.3.8 Método de Ciancone-Marlin: Este método de sintonia para controladores
Pl y PID, se aplica cuando el modelo del proceso se aproxima a un sistema de
primer orden con retardo (Sistema POR). Los parametros para la sintonia se

obtienen utilizando procedimientos de optimizacién basados en criterios de la
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integral del error como el IAE o el ICE, teniendo en cuenta el desempeno y la
robustez del algoritmo de control y los problemas de saturacién de la variable
manipulada. Los controladores obtenidos con este método muestran un mejor
desempeno que los estimados utilizando el método de Ziegler Nichols y el de
ganancia limite y presentan buena estabilidad, bajo sobreimpulso y velocidad de
respuesta adecuada. [6.10]

Sea el sistema de primer orden con retardo:

Ke=0's

6.95
$+1

Gp(S) =

Para obtener los pardmetros del controlador mediante la técnica de Ciancone y

Marlin se utiliza como parametro la relacion:

9/
F= I 6.96
A partir de la cual se estiman los valores de K., t; ¥y 74 del controlador, asi:
Ti Ta
X=KK Y=9+T Z=9+r 6.97

T
Para sistemas discretos: 0 =9’ + 5

En la tabla 6.6 se dan los valores de F y los correspondientes valores de

X,Y y Z que permiten obtener los parametros del controlador: K., t; ¥y 74

Tabla 6.6 Método de Ciancone-Marlin

PID (perturb) PID (Set — Point) | PI (Perturb) | PI (Set — Point)
F X Y Z X Y Z X Y X Y
0.0 | 1.392 | 0.245 | 0.0 1.520 | 0.732 | 0.0 1.259 | 0.241 | 1.417 0.748
0.1 | 1.392 | 0.245 | 0.0 1.520 | 0.732 | 0.0 1.259 | 0.235 | 1.417 0.748
0.2 | 1.823 | 0.513 | 0.0 1.430 | 0.941 | 0.017 | 1.626 | 0.518 | 1.193 0.964
0.3 | 1.423 | 0.714 | 0.008 | 1.110 | 0.864 | 0.035 | 1.377 | 0.789 | 1.032 0.881
0.4 | 1.130 | 0.691 | 0.036 | 0.862 | 0.773 | 0.060 | 1.000 | 0.746 | 0.918 0.818
0.5 | 0.859 | 0.641 | 0.070 | 0.687 | 0.672 | 0.087 | 0.858 | 0.702 | 0.861 0.756
0.6 | 0.670 | 0.600 | 0.107 | 0.545 | 0.596 | 0.118 | 0.599 | 0.659 | 0.722 0.693
0.7 | 0.521 | 0.550 | 0.148 | 0.460 | 0.545 | 0.155 | 0.464 | 0.615 | 0.648 0.631
0.8 | 0.406 | 0.505 | 0.203 | 0.398 | 0.505 | 0.215 | 0.383 | 0.572 | 0.608 0.568
0.9 | 0.335 | 0.468 | 0.132 | 0.370 | 0.468 | 0.139 | 0.359 | 0.528 | 0.594 0.506
1.0 | 0.284 | 0.432 | 0.050 | 0.370 | 0.432 | 0.047 | 0.316 | 0.485 | 0.558 0.443
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6.3.9 Método de Cohen-Coon: El ajuste de Ziegler y Nichols para sistemas de
primer orden con retardo es muy sensible a variaciones en la relacion de X = 8’ /r,
Cohen y Coon desarrollaron una tabla modificada para mejorar esta limitacion
usando el mismo modelo, obteniendo buenos resultados en el desempeio del
sistema. Si el retardo es muy pequeno comparado con el valor de la constante de
tiempo, se obtienen para el controlador ganancias elevadas y el método no es
apropiado para obtener un buen resultado en el desempenfo del sistema. [6.11]

Para el modelo:

Ke9'S

G(S) =577

6.98

Los ajustes para controladores P, Pl y PID propuestos por Cohen-Coon se dan en
la tabla 6.7

Tabla 6.7 Ajustes de controladores segin Cohen-Coon 0 =6’ + ;

Control K. T; Tgq
P ! [1 + 2 - -
K6 3t
T 6 0[301 + 36]
PI —I[09 4+ —| | ——— -
K6 [ + 12t 9t + 2060
4
PID i[_+i] 0[321 + 60] 401
K613 4t 137 + 86 117 + 26

EJEMPLO 6.7

El modelo dinamico de cierta secadora de papel se puede aproximar a un sistema
de primer orden con retardo asi:

Obtenga un controlador PI digital a partir de a) El método de Ciancone-Marlin. b)
El método de Cohen-Coon. c¢) Obtenga la respuesta del sistema al escaldén unitario
con cada controlador y compare los resultados. Asuma como periodo de muestreo

T = 1 min.
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SOLUCION. a) Método de Ciancone-Marlin: Utilizando la ecuacién 6.96 se
obtiene:

e 0’ e 125
T+ 0 54125

0.2

De la tabla 6.6 y con F = 0.2 se obtiene, para un controlador Pl para cambios en
el set-point: X = 1.193,Y = 0.964.

Utilizando la ecuacion 6.97:

X=KK y =4 9—y+T
- e I B 2
o X _ 1193 K = 15
€T K 075 ¢
7, =Y(0+1) =0.964(1.75 +5) 7; = 6.504 min
El controlador Pl tiene como ecuacion:
M(z) qoz+q [ T ] [ T
M(z) 1712z —1.467
D(Z) = —
E(z) z—1

b) Método de Cohen-Coon. Utilizando la tabla 6.7 para el controlador Pl se

obtiene:
K. = T[09+ 9]-— > [09+ 175] K. = 3.539
T Kel 7 12t 0.75%1.7507 " 125 ¢
_ 0[30t+36] _ 1.75[30 5+ 3 % 1.75] — 3306 mi
T 79,1200 0 9+5+20+1.75 ti = 2.27bmin
El controlador Pl tiene como ecuacion:
M(z) q,z+q [ T ] [ T
(2) E(2) Z—1 4o |1+ 21, 4o c 21,
M 4.06z — 3.017
D(z) = (2) _ VA
E(z) z—1

La figura 6.17 muestra la respuesta del proceso con los dos controladores. Se
observa que con el controlador calculado con el método de Ciancone-Marlin el
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proceso tiene una velocidad de respuesta adecuada, sin sobreimpulso y error de
estado estable igual a cero presentando, en general, un mejor desempefo que el
controlador calculado por el método de Cohen-Coon.

1.8

!
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Figura 6.17 Respuesta del sistema con los controladores estimados

6.3.10 Control con modelo interno: Los meétodos de control basados en
modelos, incorporan dentro del controlador un modelo del proceso. Este tipo de
control es conocido como control con modelo interno o IMC, por sus siglas en

inglés.

Cis

c(S)
o GS) >

Figura 6.18 a) Sistema de control realimentado. b) Estructura IMC basica
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La figura 6.18a muestra un sistema de control realimentado en donde G, (S) es el
modelo de la planta y G.(S) es el controlador del sistema. La figura 6.18b muestra
el diagrama de bloques basico del sistema de control basado en modelo, en donde
GP(S) es un modelo de la planta G,(S), en la practica se hace Gp(S) =Gp(S) Yy
G.(S) es el modelo del controlador con modelo interno IMC. Comparando las
Figuras 6.18a y 6.18b, se observa como el controlador G.(S) equivalente esta

dado por:

G.(S) = GC’(S) 6.99
1= GUSG(S) '

La ecuacion 6.99 es la base para el disefio de los controladores del tipo PID
cuyos parametros se calculan aplicando alguna de las técnicas de control con
modelo interno.

Tomando como base la estructura IMC general, Rivera, Morari y Stogestad
demostraron que para modelos simples esta estructura conduce a controladores
del tipo PID y desarrollaron un procedimiento para obtener los controladores y
lograr un cierto desempefio deseado. Para lograr la solucion redefinieron el
controlador IMC como:

G.(S) = Gp‘l(S)F(S) 6.100

Donde F(s) es un filtro pasa bajo, que debe seleccionarse de manera que
garantice que la funcion de transferencia del controlador IMC sea propia. El filtro

es de la forma:

1
F(S) = wED" 6.101

EJEMPLO 6.8
Se desea disefar un controlador Pl con modelo interno para un sistema de primer
orden sin retardo. Obtener los parametros K, y t; del controlador.

SOLUCION: El modelo del sistema de primer orden sin retardo es:

Gp(S) = S+ 1

La ecuacion del controlador Pl ideal es:
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1 KC TiS +1

GC(S)_KC[l-I-Ti_S]_T_L’[ S ]

Se elige la ecuacién del filtro F(S) como:
F) =377
Con G, (S) = G,(S) Se obtiene:
e e _ i$+1

6(S) = 6" ) = w57

Reemplazando en la ecuacién 6.99 resulta:
S$+1
_ K(S+1) _tS+1 1 1S+1
Ge(8) = S+1 K~ Kis K1 S

1

TKAS+D) TGS+ 1D

Comparando las dos ecuaciones obtenidas para el controlador G¢(S) se obtiene:

K. [r;S+1 1 §+1
—_— = — %k
T; S KA S

Es decir: KC:KL/’L Yy T;,=1

Con un procedimiento similar al anterior, Rivera et al [6.12] dedujeron, para
diferentes modelos de la planta, los parametros para los controladores como se
indica en la tablas 6.8 y 6.9. Es necesario tener en cuenta que la ganancia del
controlador varia inversamente con el valor del parametro 1 es decir, si 1 es
pequeino la ganancia del controlador es alta y la respuesta del sistema en lazo
cerrado es rapida y si A es grande la ganancia del controlador es pequefa y la
respuesta del sistema en lazo cerrado es lenta.

La tabla 6.8 se aplica a un modelo de primer orden con retardo:
Ke—@’S

) =571

Para obtener los parametros de dicha tabla, Rivera, Morari y Stogestad utilizan
una aproximaciéon de Padé de primer orden para el retardo asi:

_1-050'S
T 1+40.50'S

e—OS
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Tabla 6.8 Parametros del IMC para un modelo POR

Control K, T; Tq A(Recomendado)
T A=>170'
PI — T -
KA A=>027
20+ 6’ 1 ' A =>0.86'
PID 2t+60 70
K[21+ 6] 2 21+ 6’ A=021

Tabla 6.9 Parametros del IMC para diferentes modelos

Planta Filtro Control K. T; T4 2
K 1 1
S P = - — 12021
S AS+1 KA
K 21+1 2
S Pl - 22 — 1>0.2
S (AS + 1)? K = 0.27
K(1-pBS) 1-pSs1 1
— s P PR — —~ 1202
S AS+1 KB +2) = et
- : Pl — 2>0.2
S +1 AS+1 KA T > 0.2t
K(1 - BS) 1-BS T
Pl GBI -~ 1>0.2
(tS+1) AS+1 KB +2) T = 0.2t
- - PD ! 2>0.2
S(S+1) AS+1 K T = 0.27
K A+1 20+ 2T
PYATIEY PID i 21 1>0.2
S@ES+1) (S +1)* K22 YT e = et
K(1-pS) 1-8S D 1 - ] oo
S@Es+1) AS+1 KB +2) =Y
K 1 T, + 1, T,T,
> 0.
(T S+DES+1) | 25+1 PID ) T+t | oo | Az02r
K 1 28T T
st - > 0.
T2S24 285 +1 | aS+1 PID a 28t 2 1> 027
K1 -BS) 1- 851 28t
PID —_— 2 = 1>0.2
1252+ 28tS + 1 AS +1 KA+ p) $T 28 =027

EJEMPLO 6.9
El modelo de cierto sistema de flujo puede aproximarse al de un sistema de

segundo orden sin retardo con funcion de transferencia:
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12.5
S§2 465+ 25
Obtenga para el sistema un controlador PID con modelo interno. Asuma como

G, (S) =

periodo de muestreo T = 0.05 s. Resuelva el problemapara1 =04ty 1=0.87 y
grafique las respuestas ante una entrada en escaldn unitario.
SOLUCION: La funcién de transferencia del sistema se puede escribir en la forma:

0.5

G,(S) = =
p(S) 1252+ 28tS+1  0.0452+0.245+1

Por comparacién se obtiene:
K =05 T=02s §=0.6

a) Los parametros del controlador con A = 0.47 = 0.08 s son:

26t 2%0.6%0.2 T 0.2
C=ﬁ=m=6 7, =26t1=2%x06%02=0.24 rd=§=2*06=0.166
El controlador PID discreto tiene por ecuacion:
Qoz” + @12+ ¢
D) = z(z—1)
T 14 0.05  0.166
9, = K, [1+2_n+7] = 6[1+2*0_24+ o | = 26545
2ty T 2x0.166 0.05
= ke [1 T T T [1 005 Zoza) T 4215
K.ty 6%1.66

4z = T = 0.05 = 19.992

La ecuacién del controlador es, entonces:
26.5452z2% — 45.215z + 19.992
D@ = z(z—1)
b) Los parametros del controlador con A = 0.8t = 0.16 son:
Kczz—&zmz T, =281 =2%0.6%02=0.24 rdziz 0.2 = 0.166
KA 0.5%0.16 2 2%0.6

Los parametros del controlador son:

T 14 0.05  0.166

q, = K. [1+2—Ti+7] = 3[1+2*0_24+ Tog| = 13272
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2t, T 2%0.166  0.05
0=~k [1 LA Rl [1 t 005 " Zwo024] = 22607
K.ty 3%*1.66
4, = =% = == = 9.9%

La ecuacion del controlador es, entonces:

13.272z% — 22.607z + 9.996
z(z—1)

D(z) =

La figura 6.19 muestra la respuesta del sistema de flujo a un escalén unitario.
Como puede verse, para A = 0.4t = 0.08 la respuesta del sistema es mas rapida
que para el sistema con 1=0.8t=0.16 pero presenta un sobreimpulso
considerable (18%). Por lo tanto, cuando se disefian controladores por el método
de control con modelo interno es necesario seleccionar el valor de A adecuado

para que el sistema en lazo cerrado tenga un buen desempeno.

1.2

1

0.8 f----

06 -

0.4}

0.2

t [ségj

Figura 6.19 Respuesta del sistema con el controlador PID-IMC

ROBLEMAS PROPUESTOS
6.1 En el sistema de la figura 6.20, G,(S) representa la funcion de transferencia

de un motor de DC controlado por campo. a) Estime el periodo de muestreo
adecuado para discretizar el sistema. b) Disefie un controlador Pl y un controlador
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PID discreto utilizando el método de ganancia limite. ¢) Disefie un controlador Ply
un controlador PID utilizando el método de Ziegler-Nichols d) Obtenga las
respuestas del sistema, con los controladores disefiados, ante un cambio en
escalon unitario aplicado en el set-point.

2684e—O.OZS
52 41008 + 950

RS Ci(s
EL (F -_i_"'—ll Diz) zoh Gpis) ['.-1

Figura 6.20 Sistema de control para los problemas 6.1 y 6.5

Gp(S) =

6.2 Un reactor quimico se puede modelar como un sistema de primer orden con

retardo y funcién de transferencia:

0.28¢7%5

Gp(8) = Te571

Disefie para el reactor, un controlador Pl y un controlador PID digital. Utilice la
técnica de Ziegler-Nichols para el disefio y obtenga la respuesta del sistema al

escaldn unitario con los controladores disenados. (Tiempos en minutos).

6.3 La temperatura de cierto secador se mide con un sensor cuya escala esta
graduada de 0 a 150°C. La temperatura normal de trabajo es 105°C y se controla
manipulando el flujo de vapor mediante una valvula neumatica que requiere aire
para abrir (3 a 15 PSI). Los datos que se dan a continuacidn representan la forma
como varia la temperatura del secador cuando la presion de aire en el actuador de
la valvula se cambia de 8 a 10 PSI. a) Aproxime el modelo del secador a un
sistema de primer orden con retardo y determine su funcion de transferencia de
pulso con el periodo de muestreo adecuado. b) Disefie un controlador Pl digital de
modo que el sistema en lazo cerrado tenga coeficiente de amortiguamiento

¢ = 0.8y tiempo de establecimiento t; = 20 min.
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t(min) | 0 1 2 3 4 6 8 10 12

T (2C) 100 100 100 101 | 101.8 | 103.3 | 104.5 | 105.5 | 106.3

t (min) 14 16 18 20 25 30 50 60 70

T (eC) | 107.0 | 107.5 | 108.0 | 108.3 | 109.0 | 109.4 | 110 110 110

6.4 Para el secador del problema anterior, disefie un controlador Pl por
cancelacion de ceros y polos de modo que su error de estado estable ante una

entrada en rampa sea e, = 257 1.

6.5 Para el sistema de control del motor dado en la figura 6.20 disefie un
controlador a) Deadbeat de orden normal. b) Deadbeat de orden incrementado.
Obtenga en cada caso la respuesta del sistema en lazo cerrado al escalén
unitario. Analice la accidén del controlador sobre la valvula y corrija si existe, el

efecto timbre.

6.6 Repita el problema anterior si la planta a controlar es el reactor quimico
descrito en el problema 6.2

6.7 El sistema del intercambiador de calor mostrado en la figura 6.10 tiene las
siguientes caracteristicas: la respuesta del intercambiador a un cambio en escalén
en el flujo de vapor tiene una ganancia de 5 y una constante de tiempo de 60 seg.
La valvula de control es lineal, con ganancia de 0. 1 y constante de tiempo de 4
seg. Se desea implementar un sistema de control digital para el intercambiador a)
Dibuje un diagrama de bloques indicando las componentes que debe tener el
sistema de control b) Diserie, para el sistema, un controlador Pl de modo que el
sistema en lazo cerrado tenga un sobreimpulso maximo del 10% y tiempo de

establecimiento de 2 min.

6.8 Para el intercambiador descrito en el problema 6.7, disefie un controlador

Deadbeat de orden normal. Grafique la respuesta del sistema en lazo cerrado
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ante un cambio en escalén unitario en la referencia. Presenta el controlador
efecto timbre sobre el elemento final de control? Si lo presenta, corrija este efecto
y obtenga la respuesta del sistema y la accién sobre el elemento final de control,
ahora sin efecto timbre.

6.9 El sistema que se muestra en la figura 6.21, se utiliza para refrigerar y

controlar la temperatura del producto dentro del tanque, manipulando el flujo de

agua fria que pasa por el serpentin. Las condiciones de trabajo del sistema son:

temperatura del producto en el tanque 90°C, flujo del agua de enfriamiento 1200

It/min, rango del transmisor de temperatura 50°C a 150°C, rango del transmisor de

flujo 0 a 1400 It/min. Para disefiar un controlador Pl y un controlador PID se

realizaron sobre el proceso las siguientes pruebas:

e Con un controlador proporcional convencional con ganancia 5 la temperatura
oscila con amplitud constante y periodo de 10 min.

e Con un incremento de 35 Its/min en el flujo de agua de refrigeracion la
temperatura desciende 6°C, después de un tiempo largo.

Con los datos anteriores obtenga los parametros para los controladores digitales

pedidos. Asuma que T = 0.1T,.

Producto Producto

caliente frio
C e
!

Agua fria

Figura 6.21 Sistema para el problema 6.9

6.10 La funcién de transferencia de cierto proceso es:
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1
55§+1
El proceso esta en serie con un sensor G,,(S) como se indica en la figura 6.22.

Gp(S) =

Existe la posibilidad de seleccionar la funcién de transferencia del sensor asi:

1 -0.18
a) Gp(S) =e 0% b) Gn(S) =57 €) Gn(S) =577

Disefie para cada caso: a) un controlador PI por cancelacién de ceros y polos b)
Un controlador Pl de modo que el sistema en lazo cerrado tenga polos ubicados
enz=05yz=02

C(s)
T—- D{z) —.| zoh —-| Gp(S) Gn(S) »

R(S}

Figura 6.22 Sistema los problemas 6.10 y 6.11

6.11 Suponga que en el sistema de la figura 6.22:
0.08¢72%5
S
Disefie un controlador Pl discreto de modo que el sistema tenga polos dominantes

G (S) =0.5 y G,(S) =

de lazo cerrado en z = 0.5 y z = 0.4. Grafique la respuesta del sistema y la

acciéon del controlador sobre el elemento final de control.

6.12 Un proceso tiene como funcién de transferencia:

El proceso esta precedido por un retenedor de orden cero y un controlador digital
D(Z). a) Se requiere que el sistema, en lazo cerrado, tenga como funcion de
transferencia H(Z). Deduzca la funcion de transferencia del controlador para lograr

este objetivo. b) Suponga que se necesita que el sistema, en lazo cerrado, tenga
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respuesta con oscilaciones muertas (tipo Deadbeat), deduzca una expresion para
el controlador con el cual se satisfaga dicha condicion.

6.13 La figura 6.23 representa la respuesta, en lazo abierto, de un sistema de
control de presidn ante un escalon aplicado en la valvula de control. a) Aproxime el
modelo del proceso a un sistema de primer orden con retardo. b) Aproxime el
modelo del proceso a un sistema de segundo orden con retardo. ¢) Disefie un
controlador tipo Deadbeat para los modelos obtenidos en los literales a y b. d)
Utilice el algoritmo de Dalhin para disefar el controlador correspondiente a los dos
modelos estimados. €) Con qué controlador y con cual de los dos modelos se

genera un mejor trabajo sobre el elemento final de control en lazo cerrado?

a0 T T ' i |

45 |-

Fresian{%)

a5 H H 1 H 1

o 10 20 - 30 40 50 B0
Tiempo (Seq)

Figura 6.23 Respuesta del sistema para el problema 6.13

6.14 La funcién de transferencia para el proceso del sistema de control que se

muestra en la figura 6.24 est4 dada por:

Ke—BS
(.S + (5,5 + 1)

Gp(S) =
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En donde la ganancia, las constantes de tiempo y el retardo del proceso son:
K =1.25%/% ,7, = 2min, 7, = 0.8 min y 6 = 0.4 min. a) Discretice el sistema
con T = 0.5min. b) Disefie un controlador Pl utilizando el método de ganancia
limite c) Disefie un controlador tipo Deadbeat de orden normal. d) Obtenga los
parametros para un controlador tipo Dalhin de modo que el sistema en lazo
cerrado tenga una constante de tiempo igual al 60% de su constante de tiempo
equivalente en lazo abierto. e) Obtenga la funcion de transferencia del sistema en
lazo cerrado con cada uno de los controladores disefados y estime su respuesta
ante una entrada en escalén aplicada en el set point. Asuma que al momento de
aplicar el escaldn el sistema estd bajo condiciones de estado estable al 50% del
valor maximo de la variable controlada y que el escaldén se genera cambiando el
set-point del 50% al 60%.

u(s)

c(s
i, | A/D —.| D(z) of DA | GplS) A

Figura 6.24 Sistema de control para los problemas 6.14y 6.17

6.15 La figura 6.25 corresponde a la respuesta de un sistema de control de flujo
en lazo cerrado. Para obtenerla, se utilizo un controlador PID electronico con sus
acciones integral y derivativa suprimidas y con ganancia proporcional igual a 1.6
a) Estime el modelo SOR correspondiente al sistema b) Disefie un controlador
PI digital por asignacién de polos de modo que el sistema, en lazo cerrado tenga
un maximo sobreimpulso del 12% y tiempo de establecimiento de 1.2 s. ¢)
Disefie para el sistema, un controlador tipo Deadbeat d) Simule la respuesta del
sistema con cada uno de los controladores disefiados y elimine el efecto timbre si
se presenta.
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A0 : : : : :

Flujo (%)

- . . .

n s S R S

a5 H H H H H
a 05 1 14 2 25 3
Tiempo (Seq)

Figura 6.25 Respuesta del sistema para el problema 6.14

6.16 Utilice el modelo que describe la dinamica del sistema de flujo dado en el
problema 6.15 y disefie: a) Un controlador Pl y un controlador PID a partir del
método de ganancia limite. b) Un controlador Pl y un controlador PID utilizando el
método de cancelacion de ceros y polos. ¢) Simule las respuestas del sistema con
cada uno de los controladores disenados y obtenga, por simulacién, la accién de

cada controlador sobre el elemento final de control.

6.17 Considere el sistema de control presentado en el problema 6.14. a) Obtenga
la respuesta del proceso en lazo abierto ante una entrada en escalén unitario y a
partir de ella, aproximelo a un sistema de primer orden con retardo. b) Con el
modelo obtenido disefie un controlador PI utilizando la técnica de Ziegler-Nichols
c) Obtenga los parametros de un controlador Pl por el método de ganancia limite

d) Calcule un controlador tipo Deadbeat.

6.18 La figura 6.26 corresponde a un sistema de control en cascada. Se desea
disenar los controladores digitales D, (z) y D,(z) de modo que el sistema global en

lazo cerrado sea estable, que tenga una constante de tiempo igual o menor que el
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70% de la suma de las constantes de tiempo correspondientes a G,(z) y a G,(2) ¥y
error cero ante entradas en escalén. Se sugiere que el controlador D,(z) sea un
controlador Pl y que el controlador D,(z) sea un controlador proporcional. Utilice el
método que estime conveniente para el disefio de los controladores con el fin de
lograr el cumplimiento de las especificaciones dadas. Asuma T = 1 s.

0.5 0.4
Gz (2) = z—0.5

Gu(2) = z(z—0.8)

R(z) Clz)
- D1(2) —;(P—~ D2(z) G2(z) Galz) »

Figura 6.26 Sistema de control en cascada.

6.19 La figura 6.27 representa el diagrama en bloques del sistema de control de
velocidad de un motor de DC. La dindmica del motor se puede modelar mediante
la funcion de transferencia:

250

im(S) = ST 10 S +50)

El sistema se muestrea cada 0.03 s y la funcidén de transferencia del controlador Pl
se puede dar como:

M(z) (KT +2K)z + (KT — 2K,)

P& =5y = 2(z— 1)

Calcular los valores de K. y de K; de modo que el sistema cumpla con las
siguientes especificaciones: tiempo de establecimiento menor o igual a 0.3 seg,
maximo sobreimpulso menor o igual al 8%, ademas, el cero del controlador debe
cancelar un polo de la planta.

R(S) W(S)
ﬁ)—‘ AID D(z) DIA Gm(S) >

Figura 6.27 Diagrama para el problema 6.19
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6.20 El sistema de la figura 6.28 representa un intercambiador de calor con un
sistema de calefaccion interno no manipulable que calienta un flujo g de agua

desde una temperatura T;(t) a una temperatura T (t).

m(t)]

q Ti {0 T(t)

Figura 6.28 Intercambiador para el problema 6.20

Para este sistema se sabe que la relacion entre la sefial de control aplicada a la
valvula de entrada m(t) en % y la temperatura de salida T(t) en °C (tiempo en

minutos) viene dada por:

dT(t)
37 = —6T(t) + 12m(t) + 2T,

Para el andlisis del sistema se considera un periodo de muestreo de 0.1 minuto.

a) Dibuje sobre el esquema dado, el sistema de control de temperatura adecuado.
b) Suponga que el regulador es de tipo PI, dibuje un diagrama de bloques y
calcule la funcidén de transferencia en lazo cerrado despreciando la dinamica del
transmisor. c) Disefie el controlador Pl por asignacion de polos de modo que el
sistema, en lazo cerrado tenga coeficiente de amortiguamiento menor o igual a 0.7
y tiempo de establecimiento de 1.2 min. d) Calcule el error de estado estable

frente a un cambio de 0.2 °C en la temperatura de entrada de liquido.

6.21 La figura 6.29 representa el diagrama en bloques del sistema de control de
un motor de DC. Utilizado para controlar la velocidad de una carga. Las
ecuaciones que describen la dinamica del motor se pueden resumir asi:

_ R L dig(t)
eq(t) = Riy(t) + aT-l'eb(t)

ep(t) = Kpw(t)
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Tm(t) = Kmiq(t)

() =] da;it) + 1,
En donde:
e, (t): Voltaje aplicado al motor R, = 2.5Q : Resistencia de la armadura
e, (t): Fuerza contraelectromotriz L, = 2mH : Inductancia de la armadura
i, (t): Corriente de la armadura K, =7.2x%x103Kg.m/A: Constante de
w(t): Velocidad angular del motor torque del motor
T, (t): Torque del motor K, = 0.04V.s/rad :Constante de fcem
17.: Perturbacion en torque de lacarga |/ = 7.2 x 107°Kg.m.s?/rad:Inercia del motor

a) Obtenga la funcion de transferencia G,,(S) = w(S)/E,(S). b) Asuma para el
sistema un periodo de muestreo T = 0.02 s y disefie para el mismo un controlador

tipo Deadbeat y un controlador PI por cancelacion de ceros y polos de modo que

Ris) AID D(z) pia 22 G, s — S

la constante de error de velocidad sea igual a 0.2.

Figura 6.29 Sistema para el problema 6.21

6.22 La figura 6.30 muestra el diagrama de instrumentacion para el control digital
de la temperatura de un horno. El sistema se muestre6 cada 0.1 min. La dinamica
de los elementos componentes del sistema se puede modelar asi: Horno: sistema
de segundo orden. Ganancia 0.6, constantes de tiempo de 0.5 miny 1.25 min y
retardo de 0.2 min. Valvula: Sistema de primer orden. Ganancia 1 y constante de
tiempo 0.2 min. Medicion: sistema con ganancia unitaria. Disefie para el sistema:
a) Un controlador Deadbeat b) Un controlador PI por asignacién de polos de modo
que el sistema en lazo cerrado tenga maximo sobreimpulso menor o igual al 10%

y tiempo de establecimiento de 1.5 min.
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Salida de
gases

Producto
caliente

Producto
@

Horno

EN

sP
PC ¢—

AN

AW @

Quemador

ECV Combustible

Figura 6.30 Sistema de control para la temperatura del horno

6.23 La dinamica de un intercambiador de calor se puede describir mediante un
modelo de segundo orden de la forma:

5a
(aS+1)(bS+1)

G,(S) =

Asumiendo a=60s, b =10s, periodo de muestreo T =5s, y que el sistema
esta precedido por un retenedor de orden cero obtener: a) La funcién de
transferencia de pulso del intercambiador b) Un controlador Pl por cancelacion de
ceros y polos de modo que el error de estado estable del sistema en lazo cerrado,
ante una rampa unitaria sea < 2. ¢) Un controlador PI utilizando el método de
ganancia limite. d) Un controlador tipo Dalhin de modo que el sistema en lazo
cerrado tenga constante de tiempo igual a 40 s. e) Un controlador Deadbeat de

orden normal.

6.24 Considere el sistema de control digital dado en la figura 6.31. La planta
corresponde a la dindmica de un sistema de calentamiento de un horno para
coccion de ceramica. Seleccione el periodo de muestreo adecuado y disefie a) Un
controlador Pl utilizando el método de asignacion y cancelacion de polos, de modo

que el sistema, en lazo cerrado, tenga un polo dominante en z = 0.6. b) Un
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controlador Pl por el método de Ziegler- Nichols. c¢) Un controlador Pl por
asignacion de polos de modo que el sistema tenga tiempo de establecimiento de

15 min y coeficiente de amortiguamiento de 0.7.

R(S —0.65 C(s
(s} Diz) 20h 0.50 (s)

5541

+
-

Figura 6.31 Sistema de Control para el problema 6.24

6.25 Para el sistema del problema 6.24 asuma que el periodo de muestreo es de
0.6 min. y disefie un controlador PI utilizando a) EI método de Ciancone-Marlin. b)
El método de Cohen-Coon. c) El método de control con modelo interno con
A =0.57.

6.26 En el sistema de control mostrado en la figura 6.32 la funcion de
transferencia del proceso G,(S) se obtuvo mediante identificacion no parametrica
aproximando su dinamica a un sistema de primer orden y a un sistema de

segundo orden respectivamente. Los resultados obtenidos fueron:

1.25¢7155 0.05

125 + 1 »(8) = ST 0485 7 0.02 5

Gp(S) =

Disefie para cada uno de los modelos un control PID utilizando a) El método de
Ciancone-Marlin. b) EI método de Cohen-Coon. c) EI método de control con
modelo interno para este caso seleccione el valor de A adecuado.

Cis
RE) | A/D D(z) D/A Gp(S) {-.=}

+

Figura 6.32 Sistema para el problema 6.26
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6.27 Asuma que la dinamica de un determinado proceso industrial se puede

modelar mediante la funcién de transferencia:

K
1252+ 28tS+ 1

Gy(S) =

El proceso se va a controlar con un controlador PID ideal con funcién de

transferencia:

1 K. [1;t48%+ 1,5+ 1
G.(S) =K. |1+ —+1,5|==5
C() C[ +TiS+Td] Ti[ S

a) Utilice el procedimiento de disefio propuesto para un controlador con modelo
interno y obtenga los parametros K. ,t; y 74, del controlador en funciéon de los
parametros K, ¢ y t del proceso y A del filtro F(S). De que orden seleccionaria el
filtro F(S)?. b) Si 7=5min, {¢ =08y K =15 obtenga la ecuacién del
controlador PID discreto y la respuesta del sistema a un escalén unitario con
A=05tyi=r1

6.28 Sea el tanque con agitador representado en la figura 6.33.

gt 6

Fluido g —_ l —

Frio

o8 P2

(P7) el Fluido T,
& /\/\/\, Caliente

Qi

Vapor EeV r I

Figura 6.33 Tanque para el problema 6.28 y 629

El objetivo es controlar la temperatura T, del fluido de salida f,, manipulando el

caudal de vapor g; que pasa a través del serpentin. Se debe controlar también el
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nivel del tanque manipulando el flujo de entrada f; . Se dispone de sensores para
medir el nivel, el flujo de entrada y el flujo de salida del tanque y las temperaturas
de entrada y de salida del fluido. Se ha observado gran variabilidad en la

temperatura del fluido de entrada.

Mediante una serie de experiencias llevadas a cabo en el entorno de las
condiciones nominales de operacion, se han obtenido las funciones de

transferencia que se presentan a continuacién (tiempo en segundos):

Temperatura del tanque (%) _ 2.5e72%%°
Flujo de vapor (%) 7545 +1

Nivel del tanque (%) _ 1.25e™*%°
Flujo de entrada (%)  37.45 +1

a) Obtenga un diagrama de instrumentacion para el proceso incluyendo todos los
componentes necesarios para realizar el control del mismo. b) Dibuje un diagrama
de bloques del proceso completo identificando todas las variables significativas
(manipuladas, controladas y perturbaciones a la entrada y a la salida). b) Utilice el
método IMC y disefie controladores Pl para regular el nivel y la temperatura del
tanque. ¢) Que solucidén se podria dar para que las variaciones de la temperatura
en el flujo de entrada no afecten la temperatura de salida del fluido?

6.29 Para el tanque con agitador representado en la figura 6.33 disefie un
controlador Pl por asignacion y cancelacion de ceros y polos de modo que tanto el
sistema de temperatura como el sistema de nivel tengan constante de tiempo de
lazo cerrado igual al 75% de las correspondientes en lazo abierto. Asuma que el
sistema se muestreo cada 10 s.
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CAPITULO SIETLE

DISENO DE COMPENSADORES
DRGITALES

Un sistema de control se disefia para que cumpla con funciones especificas
determinadas por las condiciones propias del proceso a controlar. Las
condiciones exigidas a un sistema de control, se denominan especificaciones de
funcionamiento.  Estas especificaciones son Unicas para cada proceso en
particular y en términos generales se refieren a exactitud, estabilidad relativa y
velocidad de respuesta.

Si las especificaciones de funcionamiento se expresan en términos de parametros
en el dominio del tiempo, como tiempo de establecimiento, tiempo de pico,
maximo sobreimpulso etc. Se utiliza el método del lugar geométrico de las raices
para realizar el disefo.

Si las especificaciones de funcionamiento se expresan en términos de condiciones
en el dominio de la frecuencia, como margen de fase, ancho de banda, pico de
resonancia etc., se utiliza el método de respuesta en frecuencia para realizar el

diseno.
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Finalmente, si el disefio se realiza a partir de un indice de comportamiento y
restricciones impuestas al sistema con el fin de obtener un sistema de control
optimo con respecto al indice considerado, es necesario utilizar métodos de
disefno en el espacio de estado o técnicas de control éptimo.

La mayoria de los métodos de disenio de compensadores se basan en el disefio
de una configuracién fija, en este caso, el disefiador decide la configuracidén béasica
del sistema completo y el lugar en donde estard colocado el compensador en
relacion con el proceso controlado. [7.1]

De acuerdo a la posicién del compensador, la compensacion puede ser:
Compensacion en serie: En este caso, el compensador D(z) se coloca en serie
con el proceso G, (S) que se desea controlar como se indica en la figura 7.1a.
Compensacion de realimentacion: En este caso, el compensador D(z) se ubica

en la trayectoria menor de realimentacion como se indica en la figura 7.1b

R{S) C(s)
— D(z) zoh GylS)
Fy
a)
H(S)
R(S C(s)
} Gi(S) Ga(S) >
+5 + N
b)
D{z) ——
H(S)

Figura 7.1 a) Compensacion en serie. b) Compensacion de realimentacion

Para el sistema de la figura 7.1a, la funcién de transferencia de pulso en lazo
cerrado es:

C(z) _  D@2)G,(2)

W) =3~ 13 D(z)G,H(z)

7.1

La ecuacion caracteristica es:
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1+ D(Z)GpH(z) =0 7.2
Para el sistema de la figura 7.1b se obtiene:
RG,G
C(z) = 162(2) 7.3

1+ G,G,H(z) + G,G,(2)D(2)

La ecuacion caracteristica de este sistema es:
1+ G,G,H(2) + G,G,(2)D(z) =0 7.4
El compensador mas sencillo es el representado por un sistema de primer orden y

su funcion de transferencia de pulso se puede expresar como:
D(z) =—— 7.5

En donde k,ay b son los pardmetros a disenar.

Si se precisa de un compensador, para que el sistema cumpla con las
especificaciones de comportamiento, el disefador debe implementar un dispositivo
fisico que tenga la misma funcién de transferencia del compensador (en el caso de
sistemas continuos) o generar el software que resuelva correctamente la ecuacién
de diferencias que describe al compensador (en el caso de sistemas discretos).
Entre los tipos de compensadores mas utilizados estan: compensadores de
adelanto, compensadores de atraso, compensadores de atraso-adelanto vy
compensadores con realimentacion de velocidad (tacometros).

Compensador de Adelanto: Este tipo de compensador tiene la caracteristica de
que, para una entrada senoidal x(t), la salida del compensador y(t), también es
senoidal pero con adelanto en el angulo de fase. La compensacion en adelanto
permite una mejora considerable en la respuesta transitoria y una pequena
modificacién en la exactitud del sistema pero, puede acentuar los efectos del ruido
a alta frecuencia.

Compensador de Atraso. Este tipo de compensador tiene la caracteristica de
que, para una entrada senoidal x(t), la salida del compensador y(t), también es
senoidal pero con atraso en el angulo de fase. La compensacion de atraso
permite una mejora considerable en la exactitud del sistema, suprime los efectos

del ruido a altas frecuencias pero, hace mas lenta la respuesta del sistema.
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Compensacion de Atraso-Adelanto. Este tipo de compensador combina las
caracteristicas de los compensadores de adelanto y las de los compensadores de
atraso, es decir, aumenta el ancho de banda y mejora la velocidad de respuesta y
la exactitud del sistema.

7.1 DISENO DE COMPENSADORES DIGITALES UTILIZANDO TECNICAS DE
RESPUESTA DE FRECUENCIA

Para utilizar esta técnica, las especificaciones de funcionamiento del sistema se
deben dar en términos de margen de fase, margen de ganancia, amplitud del pico
de resonancia, ancho de banda y constantes de error estatico.

Para disefiar el compensador en el domino de la frecuencia se utilizan,
basicamente, los diagramas de Bode, por lo tanto, la funcién de transferencia del
compensador se debe trabajar en el plano w.

Para transformar D(z) en D(w) se utiliza la transformacién bilineal:

D(w) = D(Z)|Z_1+Tw/2 7.6
“1-Tw/2

Como se indic6 anteriormente, D(z) es de primer orden, entonces D (w) también lo

sera y se puede asumir que es de la forma:

K.w, (w+w,)

D(w) = 7.7

W, (W + Wp)
En donde w, es la ubicacion del cero y w,, es la ubicacion del polo en el plano w.
La ganancia DC del controlador, se calcula haciendo z = 1 en la ecuaciéon 7.5 o

haciendo w = 0 en la ecuacion 7.7.

K(z+a) chp(w+wo)_K(1+a)_K _
— - =K, _

Ky = lim = =
bc z»1 z+b w-0 WO(W+Wp) 1+5b

Para realizar el compensador, su funcion de transferencia debe expresarse en

funcion de z como en la ecuacion 7.5, es decir:

KCWp(W +w,) 79

D(z) =
wo(w +w,) w=2.2-1
T z+1

Comparando las ecuaciones 7.5y 7.9 se obtiene:
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_ Kcw, (2 +Tw,) Tw, — 2 Twy, — 2

Wo (2 +Twyp) 4 Tw, + 2 Tw, + 2

El compensador dado por la ecuacion 7.7 se clasifica segun la posicidon relativa
que ocupen el cero y el polo asi: si w, < w,, el compensador es de adelanto pero,
siw, > w, el compensador es de atraso. [7.2]

7.1.1 Diseno de un Compensador de Adelanto utilizando Diagramas de
Bode: La funcion de transferencia en el plano w de este tipo de compensador
corresponde a la dada en la ecuacion 7.7, con la condicion de que w, < w, . De la
ecuacion 7.7 se obtiene:

Kewy (0 +wo) _ Ke(1+ jv/w,)

Wo(jv + Wp) - (1 +jv/wp)

El angulo de fase para el compensador esta dado por:

v v
@ =tan?! (—) —tan~?! (—) 7.12
W, W,

La frecuencia v,, a la cual se presenta el maximo adelanto de fase se obtiene a

7.11

D(jv) =

partir de la ecuacién 7. 12 asi:

L1
de wo Wy, 0
P 2 2 =
LS TFRUAR ik

w2 w3

Al resolver la ecuacién anterior, se obtiene que v, =.,/w,w, . Por lo tanto, el

desfase maximo que produce el compensador es:

W. w,
0,, = tan | |[Z| —tan"1| | = 7.13
w, wp
Tomando tangente a lado y lado de la ecuacién 7.13, se obtiene:

w, — W W, — W
tan(6,,) = —— sin(6,,) = —¢ 2

2./w,w, wp + W,

Utilizando la ecuacion 7.11 resulta:

1+w,/w, w.
D(j =K /—”:K /—p 7.14
| (_]vm)l Cc 1+WO/Wp C WO



Control Digital. Luis Edo Garcia J.

266

La figura 7.2 muestra las caracteristicas de repuesta de frecuencia del

compensador de adelanto.

k
20log{

cWp
w

(=
O
20logik )

Figura 7.2 Respuesta de frecuencia del compensador de adelanto

La figura 7.3 muestra la relacién entre el angulo 6, del compensador de adelanto y

la raiz del cociente w,/w,.

il
7d
60
50
40
30
20
10

Angulo del compensador

Figura 7.3 Variacion del angulo de fase en el compensador de adelanto

La ecuacién caracteristica del sistema dado en la figura 7.1a con H(S) = 1 es:

1+ D(2)G,(2) =0

La misma ecuacion caracteristica en el plano w es:

7.15
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1+ D(W)Gp(w) =0 7.16
Para alguna frecuencia v, la magnitud y el angulo de la ecuacién 7.16 deben

cumplir con:
1
|Gp(iv)|
AD(jv)G,(jv) = —180° + ppy 7.18

7.17

D) G, (v)| = 1 IDGv)| =

En donde ¢, es el margen de fase deseado para el disefio del sistema.

De la ecuacién 7.18, el angulo de fase correspondiente al compensador es:
AD(jv) = 6, = —180° + ¢py — 4G, (jV) 7.19

Para el compensador de adelanto, se puede tomar como funcién de transferencia

[7.3]

K[1+ (a/K)w]
1+ bw
Esta ecuacion corresponde a la ecuacion 7.7 en donde K, representa la ganancia

D(w) = 7.20

DC del controlador y:
K. 1
w, = 7 w, = 5 7.21
En la ecuacion 7.20 existen tres parametros desconocidos: K.,a y b. Resolviendo
las ecuaciones 7.17 y 7.19 para a y para b en funcién de K, y v se obtiene:
1 - K:|G(v)lcos(6,)
- v|G(jv)|sin(6,)
_ cos(0) — Kc|GGv)|
vsin(6,)

7.22

7.23

En el caso de que la realimentacion H(S) no sea unitaria, |G (jv)| se reemplaza por
|GH(jv)| en las ecuaciones 7.17,7.22 y 7.283.

El disefio del compensador requiere que se asuma el margen de fase deseado
para el sistema y un valor adecuado para la ganancia K.. El valor de K, se
determina, por lo general, a partir del error de estado estable permitido para el
sistema.

Como el compensador es de adelanto, el angulo de fase 6, proporcionado por él

debe ser positivo, ademas, para asegurar estabilidad, el parametro b debe ser
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positivo. Teniendo en cuenta estas restricciones, los parametros del compensador

deben estimarse de modo que se cumplan las siguientes restricciones:

a) 4G(jv) < —180° + ¢py Paraque 6.>0  (Ecuaciéon 7.19)
1

b) |G(jv)| < a De la ecuacién 7.17 y figura 7.2
c

c) cos(6,) > K. |G(jv)| Paraque b >0 (Ecuacién 7.23)

En las ecuaciones 7.17, 7.18, 7.19, 7.22 y 7.23, la frecuencia v tiene la misma

connotacion que en la ecuacidn 4.66 es decir:

—zt wT 7.24
v=rtan— .

EJEMPLO 7.1

La figura 7.4a representa el sistema de control de dos tanques en cascada y la
figura 7.4b su diagrama de bloques correspondiente. Disefnar para el sistema, un
compensador de adelanto D(z), de modo que el margen de fase del sistema sea
de 502 y que el coeficiente de error estatico de velocidad sea 0.1 seg”. Que
margen de ganancia se obtiene con el compensador disefiado? Asuma que los

tiempos estan en minutos y que:

0.1

G,(S) =

p(S) S(10S + 1)(55 + 1)
VIP

a. | |, R I
& (=1 =0—feH-{=1=
. b.
|
s
hz

s

Figura 7.4 Sistema de control para dos tanques en cascada
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SOLUCION: El ancho de banda del sistema en lazo cerrado es w, = 0.126
rad/min. Para el periodo de muestreo se toma el criterio: 8w, < wy < 12w,
Haciendo w; = 12w, = 1.512 rad/min, resulta: T = 2rn/w, = 4.15 Para simplificar
se puede tomar T = 4 min con lo cual se obtiene:

0.1
S(10S + 1)(5S + 1)

0.01598(z2 + 2.99567 + 0.5488)
(z—1)(z — 0.6703)(z — 0.4493)

Para satisfacer el requerimiento de coeficiente estatico de error se sabe que:

HG(z2) =(1-2z"H)3 {G”T(S)} G,(S) =

HG(z) =

K, = %lzi_r)r}(z —1)D(2)HG(2)

Con K, = 0.1, T = 4min , utilizando la ecuacion 7.10 para D(z) y con el HG(z)
estimado, se obtiene que K, = 1.
La respuesta en frecuencia de HG(jv) se da a continuacién. Para establecer la

relacion entre vy w ver la ecuacion 7.24

w 0.01 0.06 0.08 0.10 0.12 0.16 0.20 0.26 0.3 0.4 0.6
v 0.01 [0.0603]0.0807(0.1014|0.1224 | 0.1657 [ 0.2114 | 0.286 | 0.342 | 0.5148 | 1.286
|HG(jv)| 9.937 | 1.365 | 0.902 [0.6282|0.4531|0.2543 | 0.154 | 0.080 | 0.552 | 0.0246 | 0.0076
20log|HG(jv)| | 19.945 | 2.706 | -0.892 | -4.037 | -6.876 | -11.89 | -16.25 | -21.88 | -25.16 | -32.18 | -42.43
0. -99.7 | -144.5 | -159.6 | -173.0 |- 184.9 | -205.0 | -221.4 | -241.3 |-252.5| -276.0 |- 316.6

La figura 7.5 muestra el diagrama de Bode del sistema sin compensar. De él se
deduce que MG = 5.7db, ¢ppy = 24°, w, = 0.074 rad/miny w, = 0.111 rad/min.
Teniendo en cuenta que el margen de fase pedido es ¢py = 50° y que K, = 1,

para el disefio del compensador se deben cumplir las siguientes condiciones:

a) 2HG(jv) < —180° + ¢py 4HG(jv) < —130°
b) |[HG(jv)| < Ki |HG(jv)| < 1
c
Las dos condiciones anteriores se satisfacen al seleccionar v = 0.1014 rad/min
en la tabla de respuesta de frecuencia del sistema discreto. Para este valor de v
se tiene: HG(jv) = 0.682 £4(—173°).
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MG=5.7 dB {0.111 radisec) MF=24°(0.074 radisec)
i H T H

Magnitude (dB)

-135

Phase (deq)
N
[}
(4}

0.05 041 0.4
Freguency (radfsec)

Figura 7.5 Diagrama de Bode del sistema sin compensar

El angulo de fase correspondiente al compensador es, segun la ecuacion 7.19:
0, = —180° + 50° + 173° 0, = 43°
c) Latercera condicidn que se debe cumplir es:
cos(8,) > K. |HG(jv)| cos(43°) > 0.6282 0.7313 > 0.628
Una vez cumplidas las tres condiciones, se evallan los parametros a y b,

utilizando las ecuaciones 7.22 y 7.23 asi:

_1-K|G(v)|cos(6:) ~ 1—0.6282 * cos(43°)

= = 12.443
v|G(jv)|sin(6,) 0.1014 % 0.6282 * sin(43°) ¢
6.)—K.|G( 43°) — 0.6282
_ c0s(8) = KG()| _ cos(43”) - s 1aoie
vsin(6,) 0.1014 = sin(43°)
K, 1
Wy =—= 0.0803 wp == 0.6704

Reemplazando en la ecuacién 7.10 los valores estimados para w, y w;, se obtiene:

4.1393(z — 0.7232)
Z + 0.14559

D(z) =

D(2)HG(2) = 0.06614(z — 0.7232) (22 + 2.9956z + 0.5488)
2R = "1z - 0.6703)(z — 0.4493)(z + 0.14559)
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1
K, = Zlim(z - DD(2)HG(2) = 0.1 (K, pedido)
zZ—

La figura 7.6 representa el diagrama de Bode del sistema compensado. De él se
obtiene: MG = 9.51dB, ¢py = 50°, v, = 0.1 rad/min y v, = 0.23 rad/min, con

estos valores se satisfacen las especificaciones dadas

MG=9.51dB {0.23 radisec) MF=50° (0.1 radisec)
10 T

-10

Magnitude (dB)

-20

-30
-80

-135

-180

Phase (deg)

-225

-270

0.05 0.1 0.5
Frequency (radisec)

Figura 7.6 Diagrama de Bode para el sistema compensado

La figura 7.7 representa la respuesta del sistema compensado ante un cambio en

escalon unitario aplicado en la referencia.

1.4 T
2 NS NN N S —
| e :

= : . : :

= 08F--------4--- dooooooooooooo fooooooooooood LT dlocoaoaoaoooo .

[ '

= :

e s .
O04p-----f------ Smmmmmmmmmm-- Tommmmmmmmmme i ------------- qmmmmmmmmmm- -
[ L =T, CECRERISEe, R L REEEEEEE 4

o H
0 & 10 14 20 25

Figura 7.7 Respuesta del sistema compensado ante un escaldn unitario.



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 272

Método alternativo: a continuacion se presenta un método alternativo para
disenar el compensador de adelanto utilizando técnicas de respuesta de
frecuencia:
a) Obtener la funcidbn de transferencia de pulso HG(z) de la planta y
transformar HG (z) en una funcién HG (w), utilizando la transformada bilineal:

HG(W) = HG(Z)|2_1+TW/2 7.25
T1-Tw/2

En donde T es el tiempo de muestreo.

b) Determinar el valor de la ganancia K que satisfaga los requerimientos del
coeficiente de error estatico dado.

c) Con la ganancia K obtenida, trazar el diagrama de Bode y calcular, a partir
de él, el margen de ganancia y el margen de fase del sistema.

d) Asumir para el compensador una funcion de transferencia unitaria para el
rango de baja frecuencia y utilizar las técnicas de diseno convencional,
aplicadas a los sistemas continuos, para determinar el polo y el cero del

compensador.

Para el disefo, la funcion de transferencia del compensador se puede

tomar como:
w
—+1
w+w
D(w) = K, —"] = K |go— 7.26
W+ w,/a aw | 4
WO
En donde K = K_.a y el angulo de fase maximo es:
1—-«a
in(8,,) = 7.27
sin(6,,) T+ 2

(Ver ecuaciones 7.7y 7.14)
e) Transformar la funcién de transferencia del controlador D(w) en D(z)
utilizando la transformada bilineal:
D(z) = D(W”W:Z*ﬂ 7.28

T z+1

Con la cual se obtiene que:
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74 Tw, —2
K(Tw, + 2 T 2
D(z) = T( 0ot 2) - W°_+2 7.29
w, + 2a 7+ Wo a
Tw, + 2a

EJEMPLO 7.2

La figura 7.8 representa el diagrama en bloques de un sistema de control de
posicion del eje de un motor. La entrada al sensor es en grados y su salida es en
voltios. El movimiento del eje esta restringido a +150°. Disefar el compensador
D(z) de modo que el sistema controlado tenga: margen de fase minimo de 509,
margen de ganancia mayor de 8 db y error de estado estable debido a una
entrada rampa unitaria igual a 0.2°. Grafique la respuesta del sistema si el valor

de la referencia pasa bruscamente de 2.5V a 3.5V. Asuma T = 0.1 seg.

VS s
r(S) o) _— R 1.5 Bmi }
P T '| S(0.45+1)

0.06
Volt Grados

Figura 7.8 Sistema de control para el ejemplo 7.2

SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso del sistemacon T = 0.1s es:

G(S)

HG(Z) = (1-2z"1)3 {T} HG(z) =

0.0173(z + 0.9201)
(z—-1)(z—-0.7788)

La funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo abierto esta dada por
G(z) = 0.06 * HG(z), es decir:

0.001038(z + 0.9201)
(z—-1)(z—0.7788)

G(z) =

Utilizando la transformacién bilineal con z = (1 + 0.05w)/(1 — 0.05w) se obtiene:

0.00002331(w + 480.625)(20 — w)

Gw) = w(w + 2.487)
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El valor de la ganancia K que satisface los requerimientos de error estatico, se
obtiene utilizando la definicion del coeficiente estatico de error de velocidad.
Para una entrada rampa se tiene:

= — K, =1limS - FTLA = lim wD(w)G(w)
s—0 w-0
En donde G(w) es la funcién de transferencia de lazo abierto del sistema.

LA
wy, ¥110.00002331(w + 480.625)(20 — w)

K, = — = lim wK

L a1 w(w + 2.487)
WO
Al tomar el limite se obtiene:
1
K, =55 = 009K K =55.5
Por lo tanto:
0.001293(w + 480.625)(20 — w
KGOw) = ( )(20 - w)
w(w + 2.487)
0.001293(jv + 480.625)(20 — jv
KG (jw) = U )(20 — jv)

Jjv(jv + 2.487)
La tabla que se da a continuacién muestra los valores de |KG(jv)| y de AKG(jv)

para diferentes valores de v.

w 1.000 | 2.000 | 3.000 | 3.100 | 3.200 | 4.000 | 5.000 | 6.900 | 7.000 | 8.000 | 10.00

v 1.000 | 2.006 | 3.022 | 3.125 | 3.227 | 4.054 | 5.106 | 7.187 | 7.300 | 8.415 | 10.926
|KG(v)| 4.635 | 1.947 | 1.062 | 1.007 | 0.956 | 0.657 | 0.442 | 0.241 | 0.2349| 0.181 | 0.115
20log|KG(jv)| | 13.322| 5.787 | 0.521 | 0.0642 | -0.383 | -3.643 | -7.091 | -12.34 | -12.58 | -14.84 | -18.73
6° -114.6 | -134.4 | -148.8 | -150.0 | -151.1 | -159.4 | -167.7 | -179.8 | -180.3 | -185.5 | -194.5

La figura 7.9 corresponde al diagrama de Bode del sistema sin compensar y de él
se obtiene: MG = 12.4db, ¢py =29.8°,v, = 7.22rad/sy v, = 3.14rad/s

Se asume para el compensador la funciéon de transferencia dada en la ecuacion
7.26
w
w+w, ] w, +1
wHw,/al (AW,
w

o

D(w) =K,
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Como el margen de fase pedido es de 50° y el sistema solo tiene 29.8°, el
compensador debe suministrar un adelanto de fase de 50° - 29.8° = 20.2°. Para
asegurar las condiciones de diseno se hace 8,, = 32°. (se recomienda adicionar
entre 82y 12°). Conocido el valor de 6,, el valor de a se obtiene asi:

- 1—«a

a
sin(Qm) = 1+—a sin(320) = 1+a

Al resolver la ecuaciéon anterior resulta: « = 0.307

MG=12.4 dB (7.22 radisec) MF=29.8 deg (3.14 radisec)

20

Magnitude (dB)

Phase (deg)

. . : : ] : v& 8
0 Frec [radfsec] 10'

Figura 7.9 Diagrama de Bode para el sistema discreto sin compensador

El angulo de fase maximo 6,, del compensador se presenta a la frecuencia
v = /w,w, , es decir: v = Jw,w,/a = w,/Va (ver deduccion de la ecuacioén 7.13

y ecuacion 7.26 en la cual w, = w,/a ) entonces:

Ahora se determina la frecuencia para la cual la magnitud del sistema no
compensado es igual a: —20log(1/va) = —201log(1/+40.307) = —=5.12db. De la
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figura 7.9 se obtiene que dicha frecuencia es, aproximadamente, v = 4,5rad/s.
Por lo tanto:
w,
v= \/—i w, = vWa = 4.5v0.307 w, = 2.4933 rad/s
a

Reemplazando los valores de a, K y w, en las ecuaciones 7.26 y 7.29 se obtiene:
_ 55.5(1+0.40107w) _ 180.823(w + 2.4933)
W) == 0131w = w+81234
144.6(z — 0.7788)
z—0.4224

D(z) =

Con el D(w) evaluado, se obtiene:
180.823(w + 2.4933) 0.00002331(w + 480.625)(20 — w)
ES

K, =1
v WY T w8234 w(w + 2.487)
1
K,=5 es decir: e =—=20.2
K,

La funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado toma la forma:

6y = fn(@) __2501( +09201)
Wi =) T 22— 1.27222 + 0.5605

La figura 7.10 muestra el diagrama de Bode del sistema compensado. De ella se

obtiene que: MG = 12.4db, ¢ppy = 49.1°, v, = 11.6rad/s ¥y v, = 4.4rad/s.

MG=12.4dB {13.1 radisec) MF=49.1 deqg (4.4 radisec)
20 . . y—————r—— .

Magnitude (dB)

-135

Phase (deg)

-180

-225

10° Frec [radisec]  1o0'

Figura 7.10 Diagrama de Bode para el sistema compensado
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La figura 7.11 da la respuesta del sistema cuando la referencia cambia
bruscamente de 2.5v a 3.5v.

1] g 10 15 20 25 30 35 40 45
t=0.1*Lectura

Figura 7.11 Respuesta del sistema compensado al aplicarle un cambio en la
referencia de 2.5 a 3.5 voltios

7.1.2 Diseno de un compensador de atraso utilizando diagramas Bode: La
funcion de transferencia en el plano w de este tipo de compensador corresponde a

la dada en la ecuacion 7.7 con la condicion de que w, > w,,, es decir:

Kw,(w+w
D(w) = — il o) 7.30
wo(w + wp)

La ganancia de este compensador, a alta frecuencia es:

. Kch
(Ganancia alta frec) = e 7.31
0
. Kch
(Ganancia alta frec)y, = 20log " 7.32

0
La figura 7.12 da las caracteristicas de respuesta en frecuencia del compensador

de atraso. El maximo desfase correspondiente a ¢,,, tiene un valor entre 0 y

—90° y su valor depende del cociente w, /w,,.
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dbjl
2010 gk ;)
I Wm Wo -
I : : Iaaw
k-w
log(—P) b-——-— o= S~
Wo
Ok

Figura 7.12 Caracteristica de respuesta de frecuencia del compensador de
atraso.

La funcidon primaria de un compensador de atraso es atenuar en el rango de alta
frecuencia, para dar al sistema un margen de fase suficiente. Como, en general,
el atraso de fase tiende a desestabilizar el sistema, las frecuencias de corte w, y
w,, del compensador de atraso deben disenarse de modo que el atraso de fase no
se presente en las vecindades de la frecuencia de cruce de fase w, de la
respuesta de frecuencia de la planta ¢ (jv). Por lo tanto, w, y w, deben ser mucho
mas pequenas que wy,.
A continuacion se presenta un procedimiento que permite estimar los parametros
w, Y w, del compensador de atraso. Se asume que la ganancia K. se puede
determinar a partir de las especificaciones de respuesta transitoria del sistema y
que se especifica el margen de fase ¢py deseado. El disefo involucra las
siguientes etapas [7.4]:

a) Determinar la ganancia K, que satisfaga las caracteristicas de error estatico

establecidas.
b) Si el sistema no compensado HG(jv) no satisface las especificaciones de

margen de fase y de ganancia, determinar la frecuencia v, a la cual el
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angulo de fase del sistema en lazo abierto, es aproximadamente 6 =
—180° + ¢pppy + 5° y elegir esta como la nueva frecuencia de cruce de
ganancia (la adicion de 5° a 12° compensa el atraso de fase del
compensador).

c) Seleccionar el cero del compensador como:

w, = 0.1, 7.33

Con el fin de asegurar un atraso de fase pequeno (entre 5%y 12°9).

d) A lafrecuencia v, se debe cumplir que: |D(jv,)HG(jv,)| = 1.

Como la ganancia del compensador a alta frecuencia es K.w,/w,,

entonces:

K.w, K.w, 1
-HG(j =1 =
Wo (1171) Wo |HG(]171)|

Es decir:

w, 0.1y,
w, = p = p
P K JHG(v,)| K |HG(jvy)l

7.34

Una vez calculados K., w, y w, la funcion de transferencia de pulso del

controlador se obtiene reemplazando estos valores en la ecuaciéon 7.10y 7.9

EJEMPLO 7.3

La figura 7.13 representa el diagrama en bloques de un sistema de control de
cierto proceso industrial. Disefie un compensador de atraso de modo que el
coeficiente de error estatico de velocidad sea K, = 100 y el sistema tenga margen
de ganancia al menos de 10 db y margen de fase de 50°. Los tiempos se miden

en segundos.

R{S})

— Diz)

1000 c(s)
'| zoh S(S+50) >

Figura 7.13 Sistema de control para el ejemplo 7.3
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SOLUCION: Considerando solamente el sistema continuo, su funciéon de

transferencia de lazo cerrado es:

4000
524508 + 4000

Gy (s) =

La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado tiene w,, = 63.24rad/s y
coeficiente de amortiguamiento ¢ = 0.395, entonces 71, =1/éw, =0.04s.
Utilizando la ecuacion 0.2(7.,) < T < 0.6(7.4), €l tiempo de muestreo se puede

asumircomo T = 0.01s.

Por lo tanto:

4000 } _0.1704(z + 0.8467)

HG(z)=(1-2"1)3 {52(5 +50)) (z—1)(z—0.6065)

Para satisfacer el requerimiento del coeficiente de error estatico de velocidad, se

sabe que:
1
K, = =lim(z — 1)D(z)HG(z) = lim wD(W)HG (w)
T z-1 w—0
Haciendo:
_14+Tw/2  1+0.005w
=1 Tw/2 _ 1—0.005w
Se obtiene:
0.008127(w + 2410.83)(200 — w)
HG(w) = w(w + 49)
Con w = jv resulta:
0.008127(jv + 2410.83)(200 — jv
HG (i) = U )( Jv)

jv(jv + 49)

Utilizando la ecuacion 7.30 y el HG(w) calculado se obtiene, al tomar el limite con
K, = 100, que K, = 0.125.

La tabla que se da a continuaciéon muestra los valores de |HG(jv)| y 4HG(jv) para
diferentes valores de v. La figura 7.14 corresponde al diagrama de Bode del
sistema sin compensar y de él se obtiene que: MG = 8.71db y que ¢py = 27.5° . El

sistema, por ahora, no cumple con las especificaciones exigidas.
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w 20.00 | 25.00 | 30.00 | 55.00 | 60.00 |{ 90.00 | 100.0 { 105.0 | 110.0 | 120.0
v 20.06 | 25.13 | 30.22 | 56.42 | 61.86 | 96.61 | 109.2 | 115.8 | 122.6 | 136.8
|HG (jv)| 3.72 | 287 | 2.30 |[1.003| 0.88 [0.466 | 0.393 | 0.364 | 0.338 | 0.294

20log|HG(jv| 11.41 | 9.16 | 7.23 |0.029 |-1.10|—6.62|—8.09 | —8.77 | —=9.42 | —10.64
0° —117.4-123.-129.31-152.3-156.0 —173.3—-178.0 —180.1 —182.4 —185.9

MG=8.71 db (105 radisec) MF=27.5 deg (55.1 radfsec)

20

Magnitude (dB)

-135

Phase (deg)

-225
I
10 Frec [radisec]

Figura 7.14 Diagrama de Bode para el sistema del ejemplo 7.2 sin
compensar

La frecuencia v; a la cual el angulo de fase del sistema sin compensar es 6 =
—180° + ¢ppy + 5° = —125° es, aproximadamente v; = 26.14 rad/s y la magnitud
de la respuesta a esa frecuencia es |HG (jv,)| = 2.72.

Ahora se estima el cero del compensador utilizando la ecuacién 7.33:

w, = 0.1v; w, = 2.614
De la ecuacién 7.34 se obtiene:
_w, 2614

P T K|G@vy)| ~ 1.25%2.72
Utilizando las ecuaciones 7.9 y 7.10 la funcién de transferencia del controlador es:

w, = 0.7688

w.
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0.371(z — 0.9742)
z—0.9923

D(z) =

Con la ecuacion 7.30 se obtiene:

0.3676(w + 2.614)
w + 0.7688

D(w) =

Por lo tanto:

K, = JVILI‘}) wD(wW)HG(w) = 100 (Cumple con K,)

El valor del coeficiente de error de velocidad K, también se puede evaluar

utilizando la ecuacién:

1
K, ==lim(z — 1)D(z)HG(z) = 100
T z-1

La figura 7.15 corresponde al diagrama de Bode del sistema compensado. De él
se obtiene que MG = 17.1db, ¢py =51°, v, =94.3rad/s (w, = 102rad/s)y

v, = 26.1rad/s (w. = 26.3rad/s). La relaciéon entre v y w se obtiene utilizando la

ecuacion 7.24

MG=17.1 db {102 radisec) MF=51deq (26.3 radisec)
10 T N e e e T T T

-10

Magnitude (dB)

-20

-30
-90

-135

Phase (deg)

-180

-225

10! 107

107
Frec {radisec)

Figura 7.15 Diagrama de Bode para el sistema compensado.
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La figura 7.16 da la respuesta del sistema ante un escal6n unitario aplicado a la

referencia.

1.4

Posician

Figura 7.16 Respuesta del sistema compensado ante un escalon unitario.

7.2 DISENO DE COMPENSADORES UTILIZANDO EL METODO DEL LUGAR
GEOMETRICO DE LAS RAICES.

Este método se puede utilizar ventajosamente en el diseno de compensadores
discretos cuando se desea localizar los polos dominantes de lazo cerrado en una
determinada posicion en el plano z y las especificaciones de funcionamiento del
sistema estan dadas en términos de la respuesta transitoria tales como: maximo
sobreimpulso, frecuencia natural no amortiguada coeficiente de amortiguamiento,
tiempo de establecimiento, etc.

7.2.1 Diseno de un compensador de adelanto utilizando el método del lugar
de las raices: Existen diferentes procedimientos que permiten disenar
compensadores utilizando el método del lugar geométrico de las raices. A
continuacién se enumeran los pasos a seguir utilizando uno de ellos:

a) Determinar la funcion de transferencia de pulso del sistema, seleccionando

previamente el tiempo de muestreo adecuado.
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b. Determinar la ubicacion de los polos dominantes de lazo cerrado deseados,
de acuerdo con las especificaciones de funcionamiento requeridas.

c. Determinar el angulo de fase que debe aportar el compensador para que el
sistema cumpla con la condicion de angulo en el polo de lazo cerrado
deseado y asumir que el cero del controlador cancela un polo de la planta.

Esto permite calcular el polo del controlador.
£D(2)HG(2)|,=,, = —180° 7.35
d. La ganancia del controlador se calcula utilizando la condicién de médulo:
|D(Z)HG(Z)|Z=ZO =1 7.36

La funcion de transferencia del compensador se asume como:

7.37

Z+Wol

D(z) = K. [z +w,

Para ilustrar el método anterior, se propone a continuacién un ejemplo de disefio
de un compensador utilizando el método del lugar geométrico de las raices.

EJEMPLO 7.4

La figura 7.17a muestra el sistema de control de nivel de agua de una caldera y la
figura 7.11b da el diagrama de bloques correspondiente. W, es el flujo masico de
agua de alimentacién y W, es el flujo masico de vapor que sale de la caldera.
D(Z) es la funcion de transferencia del compensador. La valvula tiene ganancia
10 y constante de tiempo 0.1 min. La funcién de transferencia del domo de la
caldera es G(S) = 0.5/S. Las variaciones en el flujo de vapor W, debidas a
cambios en la apertura en la valvula de control de flujo de vapor, constituyen la

perturbacién principal del sistema.

Disefiar un compensador de modo que el sistema en lazo cerrado tenga
coeficiente de amortiguamiento de 0.8 y tiempo de establecimiento de 1 min.
Asuma un tiempo de muestreo T = 0.2 min. Obtenga la respuesta del sistema

cuando se aplica un cambio en escalén en L,.
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0=

& m

@ LT

Wi

LdS) . L(s)
3 D) zoh .IGU:SJ i Gp(S) .

Figura 7.17 Control de nivel del domo de una caldera

SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso del sistema con T = 0.2 min y,
asumiendo W, = 0 es:

Gy (S)Gp(S)

HG(z) =(1 - 2_1)3{ S

5
} HG(z) = (1 =273 {52(0.25 + 1)}

0.05677z +0.0297 _ 0.05677(z + 0.5231)
z2 —1.1353z + 0.1353  (z—1)(z — 0.1353)

HG(z) =

De acuerdo a las especificaciones de funcionamiento dadas, la ubicacién de los

polos de lazo cerrado deseados se determina asi:

|z| = e~$wnT 4z = 57.3w,T1 — &2
4 4 4
ty, =— W, =—=— w, = 5rad/min
Ewy, &, 0.8

|z| = e 08"5*02 = 0 4493 Az =57.3%5x0.2y/1 — 0.8 = 34.4°
Es decir, los polos dominantes deseados, para el sistema en lazo cerrado, deben
estar ubicados en z, = 0.3707 + j0.2538 yen z, = 0.3707 — j0.2538.
La suma de los angulos en el polo deseado debe ser igual a —180°. Asi, para el
sistema dado:
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005677z +0.523D)) 0.05677(0.8938 + j0.2538)
(z—1)(z—01353)| __  ~ (—0.6293 + j0.2538)(0.2353 + j0.2538)

= —189.3°

0.2538) _1( 0.2538) 1 (0.2538)

— -1 —
6 = tan (0.8938 0.6293 0.2353

El compensador debe suministrar un angulo 6, tal que:
6. +6 =—-180° 6, = —180° — 6 = —180° + 189.3° = 9.3°

Si se asume que el cero del controlador cancela el polo z = 0.1353 del sistema se

obtiene:

z+wol D) = K.(z - 0.1353)

D(z) =K, l

V4 +'LVp VA +'pr

Entonces:

K.(z — 0.1353)
4 Z+ Wp

K.(0.1354 + j0.2538) _
0.3707 + w, + 0.2538

(o]

=9.3°

z=2z,

La ecuacion anterior se cumple para W, = —0.044. Por lo tanto, el compensador

toma la forma:

K.(z — 0.1353)
z—0.044
La ganancia K, se obtiene a partir de la condicién de médulo:

|D(2)HG(2) 2=z, = 1

D(z) =

Reemplazando:

K.(z—0.1353) 0.05677(z + 0.5231)
*k
(z—0.044) (z—-1)(z—-0.1353)

z=2,

| 0.05677(0.8938 + j0.2538)K,
(0.3267 + j0.2538)(—0.6293 + j0.2538)

Resolviendo para K, se obtiene:

=1

K, = 5.321
Con el valor de K; estimado resulta:

5.321(z — 0.1353)

D(z) =— —0aa

La funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo cerrado es:
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D(2)HG(2)
1+ D(z)HG(2)

Gy(z) =

Es decir:

L(z) _ 03021(z+05232) _ 0.3021(z + 0.5232)
L.(z) z%—0.7414z+ 02018 (z - 0.3707 — j0.2538)(z — 0.3707 + j0.2538)

Gy(2) =

La figura 7.18 representa la respuesta del sistema cuando se aplica un escalén

unitario en la referencia L,.

1.1 : : : :

t{min)=0.2*lectura

Figura 7.18 Respuesta del sistema ante un cambio en escalén unitario

aplicado en la referencia.

7.2.2 Diseino de un compensador de atraso utilizando el método del lugar de
las raices: Para el sistema de control en tiempo discreto mostrado en la figura
7.19, la ecuacion caracteristica esta dada por:

14+ KD(2)HG(z) =0 7.38

R(S) C(S)
—a  D(z) » zoh Gp(S) =

Figura 7.19 Sistema de control en tiempo discreto.
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En donde K es la ganancia que se toma como parametro variable para generar el
lugar geométrico de las raices.
Un punto z, ubicado sobre el lugar geométrico de las raices debe cumplir, como
se vio en la seccion 4.4.1, con la condicién de angulo y con la condicién de
maodulo, es decir:

4KD(z,)HG(z,) = +180° 7.39

IKD(z,)HG (2,)| = 1 7.40

Si D(z) = 1, la ganancia K,, que ubica al polo en z = z, esta dada por:

1
K, =—— 7.41
Y |HG(z,)
Para el disefio se puede asumir que la funcién de transferencia del compensador
es:
Ki(z—w
D(z) = Ka(z = wo) 7.42
zZ — Wp

Si w, >w,y K4 < 1:elcompensador es de atraso.
Si w, >w, y K; > 1:elcompensador es de adelanto.
Para que la ganancia del compensador sea unitaria se debe cumplir qué:

_1—Wp

K, = 7.43

1-w,
Si K, es la ganancia adicional que se debe introducir al sistema para satisfacer las
condiciones de disefio, la funcién de transferencia de pulso del sistema en lazo

abierto es:

K.K;(z—w,)HG(z
K.D(2)HG(z) = —< d(z_mf) 2) 7.43a
14

Para ubicar el polo en z = z, sobre el lugar geométrico de las raices, se debe
cumplir qué:
1+ K.D(z,)HG(z,) =0

Kch(Z - Wo)HG(Zo) =0
Zo — Wp

1+ 7.44
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Si el cero y el polo del compensador en atraso se colocan muy cerca entre si, es
decir si se logra que w, =w,, las magnitudes de |z, —w,| Yy |z, —w,| son
aproximadamente iguales. Esto implica que si K; = 1 las caracteristicas de
respuesta transitoria del sistema no se alteran. Se recomienda que el cero y el
polo del controlador estén muy cerca de z = 1 con el fin de que el lugar de las
raices del sistema no compensado y el del sistema compensado sean muy
similares. Con las consideraciones anteriores y, utilizando la ecuacién 7.44 se

obtiene:
Zy — Wp 1
K. = = 7.45
¢ Kd(Z - WO)HG(ZO) KdHG(Zo)
Teniendo en cuenta la ecuacion 7.41 se obtiene:
Ky
K. =— 7.46
(o Kd

A partir de las consideraciones anteriores, el procedimiento para disenar el

compensador de atraso, utilizando el método del lugar geométrico de las raices es

el siguiente:

a) Seleccionar el polo de lazo cerrado deseado z, y calcular la ganancia K,, que
sea requerida para ubicar a z, en el lugar geométrico de las raices del sistema

sin compensar.

7.47

1
K, =|——
* ’HG(ZO)
b) Determinar, a partir de las especificaciones de disefio, la ganancia
K, requerida.
c) Calcular la ganancia K; del compensador a partir de la ecuacion 7.46:

Ku

Ky =2
d KC

K; <1 7.48

d) Ubicar el polo w, del compensador suficientemente cerca de z = 1 para

satisfacer la ecuacion 7.45.
e) Calcular el cero del compensador w,, a partir de la ecuacién 7.43:
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Wo = 1=~ d 7.49
EJEMPLO 7.5
En el sistema de control mostrado en la figura 7.19:
0.8
Gp(S) = S(S+0.5)

a) Trace el lugar geométrico de las raices del sistema y determine el valor de K,
de modo que la ecuacion caracteristica del mismo tenga dos raices reales e
iguales (Sistema criticamente amortiguado). b) Determine las dos constantes de
tiempo de los polos hallados en a. c¢) Se desea que la ganancia obtenida en la
parte a se multiplique por 2 sin modificar considerablemente las raices de la
ecuacion caracteristica. Disefie un compensador de atraso que satisfaga las
especificaciones dadas. Asumaque T = 0.2 s.

SOLUCION: Con T = 0.2 s la funcién de transferencia de pulso del sistema es:

0.8 0.01548(z + 0.9368)
— HG(z) =
S2(S+0.5) (z—1)(z — 0.9029)

HG(z) = (1 — z~ )3 [

a) En la figura 7.20 se da el lugar geométrico de las raices del sistema sin
compensatr.

La ecuacion caracteristica del sistema, en lazo cerrado es:

0.01548(z + 0.9368)
(z—1)(z—0.9029)

z% — (1.9029 — 0.01548K)z + 0.9029 + 0.0145K = 0
Esta ecuacion tendra dos raices reales e iguales cuando K = 0.08 es decir, en

z, = 0.95. Por lo tanto:

(z—-1)(z—-0.9029)
0.01548(z + 0.9368)| _ .

K, = 0.08

1
K. =
“ |HG(ZO)

b) La constante de tiempo equivalente para el polo ubicado en z = 0.95 se

obtiene utilizando la ecuacion:
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Eje Imag.

15

-0.5 ] 05 1
Eje Real

Figura 7.20 Lugar de las raices para el sistema sin compensar

|Z| — e_SWnT — e_T/‘L'

Despejando 1 se obtiene:

T 02 a0
T Thalzl T T in(0.95) =S

c) De acuerdo con las especificaciones del problema, el nuevo valor de K, esta

dado por:
K/ = 2K, =2+%0.08 =0.16

De la ecuacién 7.48 resulta:

K,
Ky =2

Si se asume que K. = 2 entonces: K; = 0.08:

Ahora se ubica el polo del compensador en w, = 0.9999, el cero del mismo estara

ubicado en:

=1 1 1—09999 K, = 0.9987
Wo = K, 0.08 a ="




Control Digital. Luis Edo Garcia J. 292

Asi, la funcién de transferencia de pulso del compensador es:

Ky(z — zy) _0.08(z —0.9987)

D(z) = 2= ~% D(z) =
@ === @) == —0.9999

La funcion de transferencia de lazo abierto del sistema compensado es:

0.00123(z — 0.9987)(z + 0.9368)
(z—1)(z — 0.9029)(z — 0.9999)

G(z) =D(2)HG(z) =

La funcion de transferencia de lazo cerrado, con el controlador incluido es:

Go(2) = 0.00123(z — 0.9987)(z +0.9368)  0.00123(z + 0.9368)
w2 =2 0.9987)(z — 0.9524) (z—0.9524)  (z—0.9524)(z — 0.9524)

Como puede verse, las raices de la ecuacion caracteristica son z = 0.9524 y

z = 0.9524. Esto indica que el compensador no modifica, en forma considerable,

las raices de la ecuacion caracteristica.

La figura 7.21 corresponde al lugar geométrico de las raices del sistema

compensado.

15 . : :

D&}

______________________________________

Eje Imag
=

05+

Eie Real

Figura 7.21 Lugar geométrico de las raices para el sistema compensado.
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La figura 7.22 representa la respuesta del mismo ante una entrada en escalon
unitario aplicada en el set-point.

U5 : : . : :

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 a0 100 150 200 250 300

Figura 7.22 Respuesta del sistema compensado al escalén unitario.

7.2.3 Controlador PI: Este tipo de controlador es, realmente, un compensador de
atraso. Por lo tanto, para su disefio se puede aplicar la técnica del lugar
geomeétrico de las raices expuesta en la seccidén anterior. Para mayor claridad se

explica su disefio mediante un ejemplo practico

EJEMPLO 7.6
Para el sistema de control mostrado en la figura, 7.19:
0.56_0'15
G ) =557

Disenar un controlador Pl de modo que los polos dominantes de lazo cerrado del
sistema tengan: coeficiente de amortiguamiento de 0.8 y tiempo de
establecimiento de 8 seg.

SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso del controlador Pl es:

o2+ 1 _ 90(Z2+q1/9)

_q
D(z) = z—1 z—1

Asumiendo como tiempo de muestreo T = 0.5 s se obtiene:
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HG(z) = (1 — 2~ D)2V, {Gp(s)} 0.03844(z + 0.2377)

3 HG(2) = — " 09048)

Segun las especificaciones del problema, la ubicacion de los polos de lazo
cerrado se obtiene asi:

ty = i wy, = i = ! w, = 0.625rad/s
$Wn £ty 0.8+x8
|z| = e~$wnT = (.7788 6 = 57.3w,T+/1 — &2 = 10.75°
Por lo tanto:
z =0.7788410.75° z = 0.765 £ j0.145

La suma de los angulos en el polo dominante deseado debe ser igual a -180°.
Para el sistema dado:

0.03844(z + 0.2377)

z(z — 0.9048) 2=0.765+j0.145
”_ 0.03844(1.0027 + j0.145)
(0 765 + j0.145)(—0.1398 + j0.145)
Es decir:
A 0.145 - 0.145 - 0.145
= 700270 T " lo7es) T ™ 1T 0.1398

0 =8.22° —10.73° — 133.95° 0 = —136.46°

Entonces, el controlador debe suministrar un angulo:

6, =—-180—0 6, = —180° 4+ 136.45° = —43.57°
Por lo tanto:
Z+
6, = 530 q1/90) 43570
z—1 )
z=0.765+j0.145
0.765 + j0.145 +
= qo( J q1/40) 43570
—0.235 + j0.145
- 0.145 ] - 0.145 43,570
a = —43.
" 10765 + 1 /4, T 0235
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o[ 0145 ]_ Lo4750 0145 _ o
M 0765 + g1 /q,0 0.765 + q,/q5

Resolviendo se obtiene:

9 _0.8032

4o
El valor de g, se obtiene a partir de la condicion de modulo:
|D(Z)HG(Z)|Z=ZO =1

o (z — 0.8032) 0.03844(z + 0.2377)

=1
z—1 z(z — 0.9048)

2z=0.765+j0.145
Es decir:

0.03844¢,(—0.0382 + j0.145)(1.0027 + j0.145) | _
(—0.235 + j0.145)(0.765 + j0.145)(—0.1398 + j0.145)|

De la ecuacién anterior se obtiene:
0.13488¢q, = 1 q, = 7.414
Por lo tanto, el controlador Pl pedido es:

M(z) _7.414(z - 0.8032)

D(Z)ZE(Z)_ z—1

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema disefado es:

D(z)HG(2)

Gw(Z) =17 D(2)HG(2)

Conel D(z) y el HG(z) calculados se obtiene:

0.285(z — 0.8032)(z + 0.2377)
(z —0.0898)(z? — 1.53z + 0.60625)

Las raices del término cuadratico en el denominador son: z = 0.765%+ 0.145 que

Gy (2) =

corresponden a los polos dominantes de lazo cerrado deseados.

La figura 7.23 representa el diagrama del lugar geométrico de las raices del
sistema compensado y la figura 7.24 da la respuesta del mismo a un escalén
unitario aplicado en el set-point.
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Figura 7.23 Lugar geométrico de las raices para el sistema con el
controlador PI

14 A

1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Figura 7.24 Respuesta del sistema a un escalén unitario con el control PI

7.3 DISENO DE COMPENSADORES POR EL METODO DE RAGAZZINI

Para el sistema de control discreto mostrado en la figura 7.25, la funcion de
transferencia de lazo cerrado es:
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C(z)  D(2)HG(2)
R(z) 1+ D(2)HG(2)

Si se especifica cual debe ser el comportamiento de la planta en lazo cerrado, es

7.50

Gy(2z) =

decir, si se especifica G,,(z), el compensador D(z) resultante a partir de la

ecuacioéon 7.50 es:
1 Gw(2)
HG(z) 1-G,(2)

C(s)
D(z) zoh 'IGpl:S] L

7.51

D(z) =

Figura 7.25 Sistema de control digital

Como puede verse, a partir de la ecuacién 7.51, una parte del controlador cancela
los polos y ceros de la planta. El problema consiste en establecer e implementar
restricciones especificas sobre G,,(z) de modo que el controlador sea realizable y
que el sistema, en lazo cerrado, tenga un comportamiento adecuado. Dichas
restricciones se pueden resumir en las siguientes:

1. Restriccion de causalidad: un sistema causal o realizable es aquel que no
responde antes de ser excitado. Para que D(z) en la ecuacidén 7.51 sea causal,
es necesario que HG(z) y G,,(z) tengan ceros del mismo orden en el infinito es
decir, si HG(z) se expande en potencias de z71, el término mas significativo de
G,,(z) en potencias de z~* debe ser al menos tan grande como el de HG (z).

Si G,,(2) es de la forma:

b,z" + byz" 1 + - b,
Gu(z) = —— P Sr—. 7.52

En donde:
z"+a;z" '+ a, =0

Es la ecuacion caracteristica deseada.
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La restriccion de causalidad implica qué:
Gw(2)]1=00 = 0 7.53

2. Restriccion de estabilidad: Si HG(z) tiene polos fuera del circulo unitario, el
sistema es inestable. El controlador D(z) no debe cancelar dichos polos pues
cualquier error en la cancelacion entre ceros y polos hara que con el tiempo, el
sistema se haga inestable. Entonces, para que los polos inestables se
cancelen, se deben cumplir las siguientes condiciones:

e 1- G,(2) debe tener como ceros todos los polos de HG(z) que estén
fuera del circulo unitario.

e G, (2) debe tener como ceros todos los ceros de HG(z) que estén fuera del
circulo unitario.

3. Restriccion de exactitud: Como G, (z) es la funciéon de transferencia del
sistema en lazo cerrado, entonces:

E(z) =[1-G,(2)]R(z) 7.54
Si el sistema es tipo 1, con constante de error de velocidad K,,, debe tener un
error de estado estable igual a cero ante una entrada en escalon unitario y
1/K, de error de estado estable ante una entrada en rampa unitaria, es decir:
e Para un escalén unitario :

1
ess = lim(z — D[1 - G, (2)] ;=10
G,(1) =1 7.55

e Para una rampa unitaria:

- Tz 1
ess =M@= D= 6@ =37 = 1

Utilizando el teorema de L'Hopital se obtiene:

dlGw()] _ 1

7.56

dz " TK,

La aplicacion de las restricciones anteriores y el cumplimiento de las

especificaciones impuestas al sistema, permiten el disefio del compensador.
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EJEMPLO 7.7

La figura 7.26 representa el esquema de una antena disefiada para rastrear un
satélite. La dinamica del sistema que describe el movimiento de la antena se
puede aproximar mediante la expresion:

6(S)  0.02

) =5 T scT0D

Disefnar un compensador de modo que el sistema, en lazo cerrado, tenga tiempo
de crecimiento de 10 seg, sobreimpulso maximo <10% y coeficiente estatico de

error de velocidad igual a 2.

Figura 7.26 Antena rastreadora de satélites

SOLUCION: La constante de tiempo equivalente del sistema continuo en lazo
cerrado es: 7., = 10 s. Por lo tanto, se puede tomar como periodo de muestreo

T = Teq/5=25.

0.02 }

G,(S
HG@) =1 =27)3 {%} - -3 g

0.0352(z + 0.8753)
(z—-1)(z—-0.6703)

HG(z) =
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La ubicacién deseada para los polos de lazo cerrado esta dada por:

|z| = e=$WnT 0 = 57.3w, Ty/1 — &2

De las condiciones del problema:

M, = e"™/V1=¢* 0.1= e ™/N1=¢ £=0.591
0.8 + 2.5¢ 0.8 + 2.5¢
t, = —— w, = — w, = 0.227 rad/s
Wy, t,
|z] = 0.764 6 =21° z=0.713 +0.273

La ecuacién caracteristica deseada es, entonces:
z? —1.426z + 0.5828 = 0
Como el sistema es de segundo orden, G,,(z) debe ser de la forma:

b,z?+ bz + b,
z%2 —1.426z + 0.5828

Gy (z) =
a) Restriccion de causalidad :
GW(Z)lz—mo =0 - bo =0

b) Restriccion de estabilidad: no se aplica pues G, (z) no tiene polos ni ceros
fuera del circulo unitario.

c) Restriccién de exactitud :

b, + b, + b,
Gw(1) = 1—1.426 + 0.5828
b1 + bz = 01568 EC C1

Ahora se evalla la derivada de G, (z) conrespectoa z en z = 1, es decir:

d[Gy (2)] 1

dz TK,

z% — 1.426z + 0.5828]> 4
[

[z2 — 1.426z + 0.5828][2b,z + b;] — [b,2? + b,z + b,][22 — 1.426] 1

Evaluando la expresion anterior en z = 1 resulta:

—0.4172b, — 0.574b, = —0.006146 Ec. G,



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 301

Resolviendo las ecuaciones C; y C, se obtiene:

b, = 0.5348, b, = —0.378

Por lo tanto:
i) = 0.5348z — 0378 _ 0.5348(z — 0.7068)
W\ = 2 14262+ 05828 22 — 1.426z + 0.5828
22 —1.9608z + 0.9608  (z — 1)(z — 0.9608)
1-Gy(2) = =

72 — 1426z + 0.5828  z2 — 1.426z + 0.5828
La ecuacion del controlador es:

_ (z—1)(z—0.6703) 0.5348(z — 0.7068)
~ 0.0352(z + 0.8753) (z— 1)(z — 0.9608)

D(z)

15.193(z — 0.6703)(z — 0.7068)
(z - 0.9608)(z + 0.8753)

D(z) =

La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema, con el controlador

disenado, es:

0.5348(z — 0.7068)
72 — 1.4267 + 0.5828

Gy(z) =

La figura 7.27a corresponde a la respuesta del movimiento de la antena cuando se
le aplica un escalon unitario en la sefal de referencia y la figura 7.27b representa
la accién del controlador sobre el elemento final de control de la misma. Como
puede verse, el controlador presenta oscilaciones ocultas o "efecto timbre", debido
al polo ubicado en z = —0.8753. Para obviar el problema se aplica la técnica

presentada en la seccion 6.3.2, con la cual se obtiene qué:

8.101(1 — 0.6703z71)(1 — 0.7068z71) _8.101(z — 0.6703)(z — 0.7068)

D) = (1—-0523z"1) 2(z — 0.523)

La figura 7.27c representa la respuesta del movimiento de la antena y la figura
7.27d la accion del controlador sobre el elemento final de control de la misma al
aplicar un escaldn unitario en la referencia, una vez suprimido el efecto timbre que

producia el controlador.
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Salida

.......................................................

........................................................

Salida
EFC

.........................................................

t[s]

Figura 7.27 Respuesta del movimiento de la antena y del controlador al

aplicar un escaldn unitario a) y b) con efecto timbre c) y d) sin efecto timbre.

EJEMPLO 7.8
La funcion de transferencia de pulso de un sistema discreto en lazo abierto es:
0.4(z + 1.5)
HG(2) = — 7 =08

Disefar un controlador segun el método de Ragazzini de modo que el sistema, en
lazo cerrado, tenga polos ubicados en z = 0.4 y z = 0.5 y error de estado estable
igual a cero ante una entrada en escaldn unitario.

SOLUCION: la funcién de transferencia del sistema tiene un cero por fuera del
circulo unitario y se puede escribir en la forma:

0.4z+4+ 0.6

HG(z) = z2 — 0.8z

La ecuacion caracteristica deseada es:
(z—04)(z—-05)=22-092z+02=0
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Por lo tanto G,,(z) es de la forma:

b,z* + byz + b,

Gw(®) = 7097102
a) Restriccidn de causalidad:
GW(Z)lzzao =0 b, =0
Entonces:
b,z + b,
@) = 70097402

b) Restriccidn de estabilidad: HG(z) tiene un cero inestable, por lo tanto G,,(2)

debe tener como cero el cero inestable de HG(z) es decir:

(z+ 1.5)b,
z2—-09z+0.2

Gy (z) =

c) Restriccion de exactitud: el sistema en lazo cerrado es tipo cero, para que tenga

error cero al escalon unitario se debe cumplir que:

GW(Z)lzzl =1
Por tanto:
(z+ 1.5)b, ~ ~
22 —09z+40.2l,-, 1 by =0.12
Es decir:
_ 0.12(z+15)
@2 = 04z =05)
0.12(z + 1.5) 2% —1.02z + 0.02
1-— GW(Z) =1- =
(z—04)(z—05) (z—0.4)(z—-0.5)
0.12(z + 1.5)
D(z) = 1 Gw(z)  z(z—08) (z-04)(z—0.5)

HG(z) 1-G,(z) 04(z+15) z2—1.02z+0.02
(z—0.4)(z—-0.5)

M(z)  0.3z(z—0.8)

P& =5y = =Dz =002

La figura 8.14 muestra la respuesta del sistema con el controlador disefiado.



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 304

ol
Bosll I
2 1

1 A O

ol AN BN

Figura 7.28 Respuesta del sistema con el controlador de Ragazzini

PROBLEMAS PROPUESTOS

7.1 Para el sistema de control discreto mostrado en la figura 7.29, disefie un
compensador de modo que el sistema tenga un margen de fase de 50°%, margen
de ganancia de por lo menos 8 dB y constante de error de velocidad K,, igual a 10.
Asuma que el periodo de muestreo es de 0.2 seg. Una vez disefiado el
compensador, trace el diagrama de Bode del sistema compensado y obtenga la
respuesta del mismo ante una entrada en escaldn unitario aplicado en el set-point.

La funcion de transferencia del proceso es:
1
S(S +0.4)

‘ C(5)
| D(z) » zZoh Gp(S) &

Gp(S) =

Figura 7.29 Sistema de control para los problemas 7.1y 7.2

7.2 Si en la figura 7.29, G,(S) = 4/(S+ 1)(S + 2), utilice el método de respuesta
en frecuencia y disefie un compensador de modo que el sistema tenga: margen de
fase de 60° margen de ganancia mayor o igual a 10 dB y constante estatica de

error de velocidad K, = 4s™! . Considere que T = 0.2s. Una vez disefiado el
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compensador, trace el diagrama de Bode del sistema compensado y obtenga la

respuesta del mismo cuando r(t) = u(t).

7.3 Considere el sistema de control digital de la figura 7.30, seleccione el periodo
de muestreo adecuado y obtenga la funcidn de transferencia de pulso HG(Z).
Disenie, utilizando el método del lugar de las raices, un compensador de modo que
los polos dominantes de lazo cerrado tengan un factor de amortiguamiento de 0.8
y tiempo de establecimiento igual a 2 segundos. Grafique la respuesta del sistema

cuando se aplica un escalén unitario en la referencia.

R(S) —-1.5% C(3)
—w Dz} o zoh 1258 " >
T 105 +1

Figura 7.30 Sistema de Control par a el problema 7.3

7.4 Disene un compensador digital para el sistema mostrado en la figura 7.31, de
modo que los polos dominantes de lazo cerrado tengan: coeficiente de
amortiguamiento de 0.7 y frecuencia natural no amortiguada igual a 2 rad/s.
Asuma que el periodo de muestreo es T = 0.5s. Grafique la respuesta del

sistema compensado ante una entrada en escaldn unitario.

R[S Cis
&) —m D(z) zoh s :';-J
T (S+THS +2)

Figura 7.31 Sistema de Control para el problema 7.4

7.5 Considere el sistema de control digital dado en la figura 7.32. La planta

corresponde a la dindmica de un sistema de calentamiento de un horno para
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coccion de ceramica. a) Disefie, utilizando el método del lugar de las raices, un
controlador Pl de modo que la respuesta del sistema ante un escalén unitario
tenga un sobreimpulso maximo del 10% y tiempo de pico de 4 minutos. b)
Disefie un controlador Pl por el método de Ziegler Nichols. c¢) Obtenga para los
literales a) y b) la respuesta del sistema ante un escal6n unitario. Qué
conclusiones se pueden sacar con la observacion de estas respuestas? Estime el

tiempo de muestreo adecuado para discretizar el sistema. Los tiempos estan en
minutos.

R(S —H.65% C(s
5 —w Dz} » zoh o 0.5¢ t::l

T 5541

Figura 7.32 Sistema de Control para el problema 7.5

7.6 Los datos de la tabla adjunta corresponden a la respuesta en frecuencia del
sistema dado en la figura 7.33 con D(Z) = 1y T = 0.1s. a) Evalie el margen de
ganancia y el margen de fase del sistema con D(Z) = 1. b) Si D(z) = K,
obtenga el valor de K para que el margen de fase sea igual a 53° cual es el
margen de ganancia en este cado?. c¢) Disefie un compensador que proporcione
un margen de ganancia de al menos 10 db y un margen de fase de 50°. d)

Obtenga la respuesta del sistema ante un escalén unitario, con el compensador
disenado en la parte c.

w 1.0 1.3 1.6 2.0 2.5 3.6 4.0 5.0 6.2 6.3 8

v 1.0 1.3 1.603 | 2.006 | 2.513 | 3.639 | 4.054 | 5.106 | 6.406 | 6.517 | 8.455

|G(v)l 6.705 | 4.833 | 3.656 | 2.647 | 1.869 | 1.006 | 0.833 | 0.531 | 0.365 | 0.354 | 0.221

20log|G(jv)| | 16.527 | 13.684 | 11.252 | 8.455 | 5.432 | 0.051 |-1.587 | -5.176 | -8.754 | -9.020 | -13.112

0 -119.4° | -126.7° | -133.2° | -140.7° | -148.5° | -161.3° | -164.9° | -172.5% | -179.8° | -180.4° | -188.8°
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R(S) 15 c(8)
@ zoh S(S+2) "

Figura 7.33 Sistema de Control para el problema 7.6

7.7 Suponga que en el problema 7.5 la dindmica del horno de coccidn de ceramica
es:

0.68_0'65
6S+1

Disefie un compensador de modo que el sistema tenga margen de ganancia

Gp(S) =

minimo de 10db y margen de fase igual a 50°. Obtenga la respuesta del sistema

cuando 6, es un escaldn unitario.

7.8 Para el sistema de control mostrado en la figura 7.29 asuma que:
4
Gp(S) =3 T =02s.

a) Disene un controlador de adelanto de fase para que el margen de fase del
sistema sea al menos de 50° b) Es posible disefiar un compensador de atraso
para el sistema utilizando el método de respuesta de frecuencia? Si no es posible

explique por qué.

7.9 Para el sistema de control de la figura 7.29 asuma que:

400K
Gy(S) = ———— T = 0.001 s.
() = 55T 380) s

a) Determine el valor de K para que la constante de error estatico de velocidad
del sistema discreto sea K,, = 800. b) Con el valor de K calculado en la parte a)
dibuje la respuesta del sistema ante un escaldén unitario, calcule también el
maximo sobreimpulso. c¢) Disefie un compensador de adelanto para que el
sistema tenga margen de fase de 50° y margen de ganancia de al menos 10 db.

Es posible el disefio?
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7.10 La figura 7.34 muestra el diagrama en bloques del sistema de control de un
motor de DC. a) obtenga la funcién de transferencia de pulso para el motor. b)
Calcule el rango de K > 0 para el cual el sistema es estable. ¢) Determine el
valor de K de modo que el error de estado estable del sistema sea 0.1. Con este
valor de K se obtiene un sistema estable? d) Disefie un compensador de modo
que el sistema tenga polos dominantes de lazo cerrado con coeficiente de
amortiguamiento ¢ = 0.6 y tiempo de pico igual a 1 s. Utilice el método del lugar

geomeétrico de las raices.

R(S) 10 C(S)
S et zon S{S+5)S+10) "

Figura 7.34 Motor de DC para el problema 7.10

7.11 La funcién de transferencia de un control derivativo puro es:
M(z) _Kctq(z—1)
E(z) Tz

D(z) =

El polo en z = 0 adiciona un atraso de fase que puede producir alguna
inestabilidad. Pareceria ventajoso suprimir este polo y utilizar un control derivativo
con funcion de transferencia:

M(Z) _ Kch(Z B 1)
E(z) T

D(z) =

Se puede hacer esto? Sustente su respuesta con la ecuacion de diferencias

necesaria para implementar el controlar y discuta los requerimientos para ello [7.6]

7.12 La figura 7.35a corresponde al diagrama de una antena para comunicaciones
via satélite y la figura 7.35b muestra el diagrama de bloques para su control digital.
Disenar, para este sistema, un compensador de modo que el error ante una
entrada en rampa unitaria sea menor o igual a 0.01 rad, el maximo sobreimpulso

menor o igual a 16% y el tiempo de establecimiento sea de 8 s.
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R(5)

7.13 Para el sistema descrito en el problema 7.12, disefie un compensador,
utilizando el método de Ragazzini, de modo que el sistema en lazo cerrado tenga:
tiempo de crecimiento de 6 s, sobreimpulso maximo menor o igual al 10% vy

coeficiente estatico de error de velocidad igual a 10.

7.14 La figura 7.36 representa el sistema de control de velocidad de un auto: a)
disefie un controlador PD de manera que el sistema tenga tiempo de crecimiento
igual a 5 s. y coeficiente de amortiguamiento ¢ = 1. b) Disefie un controlar PID
para cumplir las especificaciones establecidas en la parte a) pero con error de
estado estable igual a cero. Asumaque T = 0.1s.

—

| D{z)

zoh

0.1

C(s)

S{SHLT)

Figura 7.35 Modelo de la antena para el problema 7.12

Asuma que las ecuaciones para los controladores son:

Control PD:

D(z)

_ Kc(T + Td) [
B Tz z

309
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T es el periodo de muestreo, K, es la ganancia, y t, el tiempo derivativo.

4oz* + 12 + q;

Control PID D(z) =
(2) z(z—1)
5 V(5
Ve(S) D(2) 20h 8 4 0z I_!
85+1 45+1 402
Acelerador Combustible Auto

Figura 7.36 Sistema de control de velocidad de un auto

7.15 La dinamica de cierto proceso quimico esta dada por:

Gp(S) =

(S+0.1)(S+4)

El proceso se va a controlar con un controlador digital con un periodo de muestreo
T = 0.1s a) Disefie un compensador utilizando el método del lugar de las raices
de modo que la respuesta del sistema, a un escaldén unitario, tenga tiempo de
crecimiento < 1 s y maximo sobreimpulso < 5%. b) utilice el método de Ragazzini

y disefie un compensador para cumplir las condiciones dadas en el literal a)

7.16 La figura 7.37a representa un horno en el cual el material que entra a
temperatura T; debe salir a temperatura T. En el horno se puede manipular el flujo
de combustible F hacia el elemento calefactor para lograr que la temperatura final
T del material alcance el valor deseado.

La figura 7.37b muestra la respuesta de la temperatura del horno al incrementar la
apertura de la valvula de control de combustible en un 10%. La temperatura se
mide con un transmisor con rango de 0 a 100 °C. El proceso se muestreo cada 0.2

min.

a) Obtenga la funcién de transferencia del sistema aproximandola a un sistema de

segundo orden. b) Dibuje el diagrama de instrumentacion necesario para realizar
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el control digital de la temperatura del horno y el diagrama de bloques
correspondiente en lazo cerrado. c¢) Calcular la ganancia maxima que se le puede
dar al controlador digital para estabilidad limite del sistema. d) Si los cambios en
T; son significativos, disefie un controlador Pl de modo que los polos dominantes
de lazo cerrado del sistema tengan coeficiente de amortiguamiento de 0.8 y
tiempo de establecimiento de 3 min. Utilice el método del lugar geométrico de las

raices para realizar el disefo.

Salida de
gases
a) ) K
Producto
caliente
% T
Producto
frio
Ti Horno
MWW
Quemador
4 Combustible
60 : : : : : : :
L e S S e
B [snmees s ; =s2zgermar—t ;
Sy S S e S S e S
R -

D1 CEE SUSE SESE U S USROS U

o ' ' ' ' '

o R (. W T P e e
53 ------- - : ------- E—------q: ------- - D |
L
L S e s e
50 H H 1 H H 1 H
0 1 2 3 4 5 B 7 8

t imin

Figura 7.37 Horno para el problema 7.16
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CAPITULO OCkO

AMALISTS D& SISTENAS DE CONTROL
2l L ESPACIO DE ESTADO

Este método tiene como objetivo la descripcién de un sistema en funciéon de n
ecuaciones en diferencias o0 n ecuaciones diferenciales de primer orden, las
cuales pueden combinarse para formar una ecuacion matricial en diferencias o

diferencial de primer orden.

El disefio de sistemas en el espacio de estado se puede realizar con todo tipo de
entradas, permite incluir condiciones iniciales y analizar los sistemas de control

con respecto a indices de desempefio dados.

Para un mayor entendimiento del concepto de estado se definen a continuacion

algunos términos [8.1].

Estado: el estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de
variables, tales que el conocimiento de dichas variables en t = t, junto con el
conocimiento de la entrada para t >t, determinan completamente el

comportamiento dindmico del sistema parat > t,.
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Variables de Estado: son las variables que conforman el conjunto mas pequeno
de variables que determinan el estado de un sistema dinamico. Las variables de
estado no necesitan ser cantidades fisicamente medibles u observables. Pero, en
la practica, es conveniente seleccionar como variables de estado a cantidades que

sean facilmente medibles.

Vector de Estado: es el vector formado por el conjunto de las n variables de
estado xq, x,...x, Que son necesarias para determinar completamente el

comportamiento del sistema.

En la figura 8.1a las variables u;(k),i = 1...r, representan las entradas que
comandan al sistema, las variables y;(k),i = 1...m, representan las salidas o
respuestas del sistema y las variables x;(k),i = 1...n, representan las variables

internas o variables de estado del sistema.

Uikl ——H  yariables »Yilk)
de

uz(k) ——  Estado » Valk)
k

) o W » V3lK)
xz(k})

—_— x3(k) e e

Ak

unl) —— W Vi)

u(k) Vector de y(Kk)
b. EE— Estado —

Figura 8.1 Representacion de un sistema dinamico a) Representacién con las variables de estado. b) Representacién
con el vector de estado.

Por conveniencia, el sistema de la figura 8.1a se puede representar como se
muestra en la figura 8.1b en donde u(k) es el vector de entrada, y(k) es el vector

de salida y x(k) es el vector de estado es decir:
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uy (k) y1 (k) x1 (k)
uy (k) y2(k) x2 (k)

u(k) = . y(k) = . x(k)=| - 8.1
u, (k) Ym (k) Vn (k)

En general, la ecuacién que describe el estado de un sistema de tiempo discreto,
en el instante k + 1 se puede escribir en la forma:

x(k+1) = flx(k),u(k)] 8.2
Asi mismo, la salida del sistema se puede dar como:
y(k) = glx(k), u(k)] 8.3

Para los sistemas lineales de tiempo discreto variantes en el tiempo, la ecuacion

de entrada y la ecuacion de salida se pueden escribir asi:

x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) 8.4
y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k) 8.5
Endonde: x(k) = Vector de estado (vector n)
y(k) =Vector de salida (vector m)
u(k) = Vector de entrada (vector r)
Ak) = Matriz de estado (matrizn x n)
B(k) = Matriz de entrada (matrizn x r)
C(k) = Matriz de salida (matrizm X n)
D (k) = Matriz de transmision directa (matrizm x r)

La variable k en el argumento de las matrices A(k), B(k), C(k) y D(k) indica que
estas matrices varian en el tiempo. Si se tiene un sistema de tiempo discreto
lineal e invariante en el tiempo, dichas matrices son constantes y las ecuaciones

de estado y salida del sistema se pueden escribir como:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) 8.6
y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.7
En la representacion por variable de estados de un sistema lineal, con matrices 4,

B, C y D, las matrices A y C describen el comportamiento no-forzado del sistema
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(o el comportamiento a entrada-cero), mientras que la matriz B caracteriza el
efecto de la entrada (o el control) sobre la dindmica del sistema. La matriz D
representa la transmision directa de la entrada a la salida.

La figura 8.2 representa el diagrama en bloques de un sistema de control discreto

definido por las ecuaciones 8.6 y 8.7.

Figura 8.2 Diagrama en bloques de un sistema de tiempo discreto lineal e
invariante en el tiempo

8.1 FORMAS CANONICAS PARA ECUACIONES EN EL ESPACIO DE ESTADO
EN TIEMPO DISCRETO

Sea el sistema en tiempo discreto definido por la ecuacidén de diferencias:

y(k) +a;y(k— 1)+ a,y(k —2) + - a,y(k —n) = b,u(k) + byu(k — 1) --- + b,u(k —n) 8.8
En donde u(k) es la entrada y y(k) es la salida del sistema en el instante de

muestreo k. La funcidn de transferencia de pulso correspondiente a la ecuacion
8.8 esta dada por:

Y(z) by+biz7t + bz + bz

= 8.9
Uliz) 14+az7'+a,z72-+a,z "

G(z) =

Y(2)  boz" +bz" "+ byz" % -+ by
U(z) z"+a;z"1+ayz" 2 +a,

G(z) = 8.10

Existen diferentes formas para representar el sistema discreto definido por las
ecuaciones 8.8, 8.9 y 8.10. Las mas utilizadas son las llamadas formas
canonicas a saber: forma canoénica controlable, forma candnica observable, forma

canonica diagonal y forma candnica de Jordan [8.2].
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8.1.1 Forma Canodnica Controlable: I|a representacién en el espacio de estado

del sistema en tiempo discreto definido por las ecuaciones 8.8, 8.9 u 8.10 se

puede expresar en la forma:

( x(k+1) 7
x,(k + 1)

xn_l(}c +1)
| x,(k+1) |

y(k) = [b, —

anbo

1 0

0 1

0 0
An-1 an-2

bn—l - an—lbo

[ xq (k) 7
x (k)

xn—;(k)

0

=

. u(k)

8.11

AL 2 (

b, —ayb,]

K 11

[ x1(k) 7
x, (k)
"+ boutk)

xn-;(k)
[ x, (k) |

Otra forma de representacion en forma candnica controlable es:

(xl (k + 1)1
X, (k+ 1)
x3(k + 1)

vk + 1)

y(k) = [by — a;b,

0

—da; —dn-1
0 0
1 0
0 1
bz - azbo

X1 (k)T
x2 (k)
x3 (k)

0
0

0 _xn.(k)_

bn - anbo]

[ x1(k) ]

xn—;(k)

1
0
uk)

0
ni

8.12

x5 (k)
" |+ byuk)

xn (k) |

8.1.2 Forma Candnica Observable: |la representacion en el espacio de estado del

sistema en tiempo discreto definido por las ecuaciones 8.8, 8.9 u 8.10 se puede

expresar en la form

[ x1(k+1) 7
x,(k + 1)

Xn-1(k + 1)

a:

x,(k +1) |

0 0 -—a,
O O _an_l
1 0 _az
0 1 _a1

[ x1(k) ]
x5 (k)

Xn-1(k)

I x, 00

bn - anbo
bp-1 — an-1b,

u(k) 8.13

b, — a,b,
by — a;b,
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(k)
x2 (k)
yd)y=[0 0 0 - 11| = [+bou(k)
Xn—1(k)
x, (k) |
Una forma alterna para representar un sistema en forma candnica observable es:
" Xl(k-l-l) ] " —a1 1 0 ¢ 0_ [ xl(k) } [ bl_albo
xz (k + 1) _az 0 1 * O xz (k) bz - azbo
o= I u(k) 8.4
Xn-1(k +1) —ap—1 0 0 - 1)|x,—4(k) bp-1 — an-1b,
ak+1 1 L=a, 0 0 - ollx,ay] L b, —au,
ol
x2 (k)
yk)=[1 0 0 - 0l _ |+byutk)
Xn—1(k)
| x, (k) |

8.1.3 Forma Candnica Diagonal: si los polos de la funcidén de transferencia de
pulso dada por la ecuacién 8.10 son todos distintos, es decir, si ella se puede
expandir en fracciones parciales en la forma:

Cy Gy Cn

+ + ...
Z—p1 Z— D2 Z = Pn

G(z) = +b, 8.15

La representacion en el espacio de estado definido por las ecuaciones 8.8, 8.9 u

8.10 se puede expresar en la forma:

ket 1] P 0 a7 m

x,(k+1) 0 p, x, (k) 1
. O 0 - 0 O .

= 7 .+:u(k) 8.16

o O
o o

L k+] Lo 0o - 0 pllx,l L1l
EAG
x, (k)
y(k)=1[Ci C; - Cil| — |+bouk) 8.17

[ x,, .(k)_
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8.1.4 Forma Canodnica de Jordan: Si al descomponer en fracciones parciales la
funcion de transferencia dada por la ecuacion 8.10 se obtiene un polo multiple de
ordenr en z = p, y todos los demas polos son distintos, es decir:
C C C C C C
1 - + 2 — 4 o r + r+1 + r+2 4 o n
(z=p)" (Z-p1) Z=P1 Z—Pr+1 Z—Pr+2 Z~Dn

La representacion en el espacio de estado definido por las ecuaciones 8.8, 8.9 u

G(z) =

+ b, 8.18

8.10 se puede expresar en la forma:

[+ 7 p 10 0y ¢ 0 1] x1(K) 1 o7
x,(k+1) 0 pr 1 0| 0 0 || x2(k) 0
. . . . . . O . .
xr(k+1) 0 0 0 pif o0 0 || x-Ck) 1
= + [ |uk) 8.19
R FD| |00 0 |prn 0wt | T[T
| x,k+1) Lo o - ol o - pllxwl L1
Pﬁ(k)_
x, (k)
yk)=[C C - Gl | [+bou(k) 8.20
L, ()
EJEMPLO 8.1
Dado el sistema:
Y(2) z2+2z+5

(A =0 T G DT DD

a) Obtener su representacion en el espacio de estado en las formas candnicas
controlable, observable y diagonal b) Construya el diagrama de flujo que
corresponde a cada representacion.

SOLUCION: el sistema dado puede escribirse en la forma:

Y(z) z2+2z+5

‘O =y T e+ 192+ 12

En donde a; =8, a,=19, a3= 12, by=0, by =1, b, =2 'y by= 75 (ver
ecuacion 8.10)
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a) Las ecuaciones 8.11 y 8.12 dan la forma candnica controlable asi:

x1(k+1) 0 x1(k)| [0
x(k+1)| = [ ”xz(k) + [0 u(k)
xs(k + 1) 12 —19 -8l ()| L1
x1(k)
yk)=1[5 2 1] le(k)‘
x3 (k)

La figura 8.3a muestra el diagrama de flujo de sefales del sistema representado
en la forma candnica controlable.
Las ecuaciones 8.13 y 8.14 permiten representar el sistema en la forma canonica

observable asi:

x1(k+1) 0 0 —127 [ x1(k) 5
xX(k+1)| = —19] X(k) |+ [2|u(k)
x3(k +1) 0 1 x3(k) 1
x1 (k)
y(k)=[0 0 1] le(k)‘
x3(k)

La figura 8.3b muestra el diagrama de flujo de sefiales del sistema representado
en la forma candnica observable.

Como los polos de la funcién de transferencia del sistema son todos distintos, la
representacién del mismo, en su forma candnica diagonal, se obtiene expandiendo
G (z) en fracciones parciales:

2/3 4 . 13/3

z+1 z+3 z+4

Utilizando las ecuaciones 8.16 y 8.17 se obtiene:

G(z) =

x1(k + 1) -1 x1 (k)| 11
x(k+1)| = [ ] x2(k) | + ]u(k)
xs(k + 1) 0 —4l|xs ()| 11
x; (k)]
y(k) =1[2/3 —4 13/3]|x2(k)
x3(k) |

b) Diagramas de flujo
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Uz) 1 2xy(2)

-12

2

zX4(z) Xa(z) Xz(z) Xalz)

(L

u(z)

U(z) e ¥(z)

Figura 8.3 Diagrama de flujo de sefiales a) Forma candnica controlable b)
Forma candnica observable c¢) Forma canodnica diagonal

8.2 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSO Y REPRESENTACION EN EL
ESPACIO DE ESTADO.

Como se ha visto, la representacion en el espacio de estado de un sistema

discreto lineal e invariante en el tiempo se puede expresar en la forma:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 322

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 8.21
y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.22
Tomando la transformada z a las ecuaciones 8.21 y 8.22 se obtiene:
zX(z) — zx(0) = AX(z) + BU(2)
Y(z) =CX(z) + DU(2)
La definicion de la funcidén de transferencia considera que las condiciones iniciales
son iguales a cero, entonces:
(zl — A)X(z) = BU(2)
Premultiplicando por (zI — A)~! se obtiene:
X(z) = (z1 — A)71BU(2)

Es decir:
Y(z) = C(zI —A)~*BU(z) + DU(2) = [C(z] — A)™'B + D]U(2)

Como u(k) es la entrada al sistema e y(k) su salida, la funcién de transferencia

del mismo sera:

Y(2)
=—== I—A)"1B+D 8.23

G(2) U@ C(z ) +

Y(z) Cladj(zl —A)]B

@) U(z) |zl — Al +
De la ecuacién 8.24 se deduce que la ecuacién caracteristica del sistema es:

|zl — Al =0 8.25
|zl — Al =z"+ a;z" 1+ ayz"?+a,_1z+a, =0 8.26

EJEMPLO 8.2
Hallar la funcién de transferencia de pulso del sistema cuyo comportamiento

dinamico esta descrito mediante la ecuacién:

0.8 O'S]x(k)+ [82 u(k)

x(le+1) = [—0.4 0.3

y(k) =[1 0.5]x(k)
SOLUCION: La funcion de transferencia del sistema es:
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G(z) = Y@ _ C(zl —A)'B+D
(2)
[z O 0.8 05]_[z—08 -05
(z - A4) = [0 z]_[—o.4 0.3] _[ 04 2z-023

z—03 05 z—03 05
_ adj(4) _ [ —0.4 z—o.s] [ —0.4 z—0.8]

— -1 — — =
= A = A T 7= 08)(7=03) + 02~ 22— 11z + 0.44

z—0.3 0.5 0.6
1 os]| _04 7-—08 0.6]

— _ MN-1p —
G(z) = C(zl —A)"'B 22 — 11z + 0.44

09z —-0.24
z2—1.1z+ 0.44

G(z) =

Si se quiere resolver el problema mediante el Matlab se puede utilizar el siguiente
programa:

A=[0.8 0.5;-04 0.3];

B =[0.6; 0.6];

C=[1 0.5];

D =[0];

[n, d] = ss2tf(A,B,C,D) ;

printsys (n, d, z’)

8.3 SOLUCION DE ECUACIONES DE ESTADO EN TIEMPO DISCRETO.
Existen dos técnicas fundamentales para resolver ecuaciones de estado en tiempo
discreto: una que utiliza el método recursivo y otra, que utiliza el método de la
transformada z [8.3]
8.3.1 Método Recursivo: Considerando la ecuacion de estado en tiempo discreto
e invariante en el tiempo:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) 8.27

v(k) = Cx(k) + Du(k) 8.28

Es obvioque para k = 0,1,2,3 ...
x(1) = Ax(0) + Bu(0)
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x(2) = Ax(1) + Bu(1) = A*x(0) + ABu(0) + Bu(1)
x(3) = Ax(2) + Bu(2) = A3x(0) + A2Bu(0) + ABu(1) + Bu(2)

Entonces:

x(k) = Akx(0) + Z AG=1=D) By () 8.29
j=0
La ecuacién 8.29 es, entonces, la solucién general de la ecuacién 8.27. Ademas,
de 8.29 se obtiene:

k-1
y(k) = CA%x(0) + € ) A1 Bu(j) 8.30
j=0
La matriz A¥ se denomina “Matriz de Transicién de Estado” y se puede expresar
como:
P (k) = A 8.31

Reemplazando la ecuacién 8.31 en la 8.29 y la 8.30 se obtiene:

x(k) = ¢ (k)x(0) + Z d(k —1— ) Bu(j) 8.32
i k—1

y(k) = Cop(k)x(0) + 62 d(k —1— ) Bu()) 8.33
=0

EJEMPLO 8.3
Resolver, utilizando el método recursivo, la ecuacién de estado en tiempo discreto:

xtk+1) = %5 0200 + [g]uck)
y(k) =[1 0]x(k)
Asumiendo que x(0) =0 yqueu(k) =1para k=0
SOLUCION: El procedimiento es el siguiente:

y©=[1 olx©@ =01 0][g]=0

= (%, 2+ [0 =)

0.4 08
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y =0 ox=0 o][]=1

x@ =% vex+[fJuy =%, 2]+ o] =12,

y2)=[1 0]x(2) =1 0][_1(')?4]=1.5
@=5 gal@+ [l@ =15 gl el =10
y@ =01 0@ =01 0] % ]=167

El ejemplo anterior se puede resolver con MATLAB, mediante el siguiente
programa:
% Solucion de ecuacién de estado
clc
a=[0.5 0.2;-0.4 0.8];
b=[1;0];
=[1 0];
= [0];
x =[0; 0], % condiciones iniciales
u=1; % valor de la entrada
for K=0:10,
x1 =a*x + b*u
y=Cc*X
X =x1;

end

8.3.2 Método de la Transformada z: Considerando el sistema descrito por la
ecuacion de estado:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

v(k) = Cx(k) + Du(k)

Tomando la transformada z se obtiene:

zX(z) — zx(0) = AX(z) + BU(2)
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(zl — A)X(z) = zx(0) + BU(2)
Premultiplicando por (zI — A)~*se obtiene:
X(z) = (zl — A) 1zx(0) + (zI — A)"BU(z) = (zI — A)~[zx(0) + BU(2)]

Tomando la Transformada z inversa se obtiene:

x(k) =37 (2l — A)71z]x(0) + 37 [(zl — A)~'BU(2)] 8.34
Comparando término a término las ecuaciones 8.34 y 8.32 se obtiene que:
d(k) = A% = 371 (z] — A) 7] 8.35

EJEMPLO 8.4

Hallar la matriz de transicion y resolver la ecuacion de estado para el sistema
descrito por la ecuacion:

05 0
-0.4 0.8

y(k) =[1 0]x(k)

Asumiendo que x;(0) = 1, x,(0) = 0yqueu(k) = 1parak = 0.

x(k+1) = [ ]x(k) + [é] u(k)

SOLUCION: La matriz de transicién ¢ (k) esta dada por:
¢(k) = I7H{(zl — A)~'z}

(z1 - A) = [S 2] - [_8_'2 o(_)g] - [ Zo._40.5 z —00.8]

adj[(zI — A)] [ L X ]
L —A)l_ |l —04 z-05
(zl —A)~ ' = |z — A (z—-0.5)(z—-0.8)

Z

0
_ z—0.5
(zl —A)'z= —0.4z z

(z—0.5)(z—0.8) z—-0.8

(0.5) 0

PO=STHEA =T 05 —Zst 08y

La solucion de la ecuacién de estado se obtiene asi:

X(z) = (zI — A)~zx(0) + BU(2)]
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zx(0) + BU(z) =z [é] + [é] - [ZZ_ 1]
0

z—1 -
[Z — 0.8 0 ] 72
_L—-04 z-0.5!
X&) = = 05)z=08) [Z 5 1
42
_ (z—1)(z—-0.5)
X(z) = —0.472
(z—1)(z—0.5)(z - 0.8)]

2 — (0.5)k

x(k) =37 x@l = %(0.8}" (05~

=0 affip]=nw  yw=2-05"

8.4 DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES EN EL ESPACIO DE ESTADO

En muchos casos, es necesario convertir ecuaciones de estado en tiempo
continuo a ecuaciones de estado en tiempo discreto con el fin de disefar sistemas
de control digital que permitan alcanzar el comportamiento deseado del sistema.

A continuacion, se presenta un procedimiento, que posibilita realizar tal operacién
[8.4]

u(s) Y(5)

M(S) M*(S)
—:r"'_.

zoh Gp(S)

Figura 8.4 Sistema con muestreador y retenedor de orden cero.

Si las ecuaciones de estado para la parte continua del sistema mostrado en la
figura 8.4 son:
v(t) = A.v(t) + Bou(t) 8.36
y(t) = C.v(t) + D.u(t) 8.37
La soluciéon de la ecuacién 8.36 es:
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v(t) = ¢p.(t —t,)v(t,) + | ¢.(t —1)B.u(r)de 8.38

to

En donde t, es el tiempo inicial y
¢ (t) = et = L7I(SI — A)7] 8.39

Para obtener el modelo discreto del sistema, se debe evaluar la ecuacion 8.38 en
t=T+kT, con kT =t, y u(t) = m(kT) que corresponde a la entrada del
sistema en el intervalo de tiempo kT <t < kT + T .

Se hace notar que este procedimiento es valido sélo si u(t) es la salida de un
retenedor de orden cero.

Entonces:

T+KT
v(T + kT) = ¢.(T)v(kT) + m(kT) ¢. (T + kT — t)B.dt 8.40
KT

Al comparar la ecuacion 8.40 con la ecuacién de estado de tiempo discreto:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 8.41

y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.42
Se obtiene que:

x(k) = v(kT)

A=¢.(T) 8.44

T+KT
B = .f ¢ (T + kT — 17)B.dt
kT

La ecuacion de salida dada en 8.37, evaluada ent = kT es:
y(kT) = C.x(kT) + D, u(kT)

y(kT) = C.x(kT) + D.m(kT) 8.44

Es decir, las matrices C y D del sistema en tiempo discreto son iguales a las
matrices C. y D, del sistema continuo.

Las matrices A y B se pueden evaluar a partir del calculo de ¢.(t) utilizando
directamente las ecuaciones 8.39 y 8.43

Si se utiliza un programa de computador, el calculo de ¢.(t) se puede efectuar

utilizando la expresion:
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A T AT
2! + 3! +
La ecuacién 8.45 es una serie convergente que se puede truncar una vez se

¢ (T) = eAT =1+ A,T+ 8.45

alcance la precision adecuada.

EJEMPLO 8.5
Para el sistema muestreado dado en la figura 8.4, asuma que:

10
Gp(S) = m T =1s.

Obtener: a) La ecuacién de estado de tiempo continuo del sistema b) La ecuacién
de estado de tiempo discreto c) La respuesta del sistema continuo y la del sistema

discreto cuando se le aplica un escal6n unitario a la entrada.

SOLUCION: La funcién de transferencia del sistema continuo se puede escribir

como:

10 1
S(10S+1) S2+0.1S

Gp(S) =

La ecuacién de estado correspondiente, escrita en la forma candnica controlable
es:

[l=00 oallal+[lve  yo=n af]
La matriz ¢.(t) se calcula con la ecuacién 8.39:

¢c(t) = L_l[(SI - AC)_l]

1 1
s -1 a1 |S Ss+01)
(SI=4c) =1, 5+0.1] (ST =47 = . 1

(S+0.1)

_ _ 1 10 — 10e791T

G (T) = LTSI —A) M or = 0 o—01T ]

T
T 10T + 100e~%T — 100
dt =
fo(pf(f) *“lo —10e7°17T 4 10

ParaT = 1 s se obtiene:
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1 0.9516
A = ¢C(T)|T=O.1 = [0 0-9048]

IR O Pt | R oA

Asi, la ecuacion de estado en tiempo discreto es:

WD =[5 gaoal*®@+[gosrglutd v =1 okt

La figura 8.5a muestra el diagrama en bloques para el sistema del ejemplo 8.5 y

la figura 8.5b el diagrama de flujo correspondiente.

0.4837
-
mi(k} xz(k) xi(k)
T —o T >
0.9516 [— 0.9516 —:C o
* +
a.
0.9048

ek

400

400

300 300

Pt fid
2 200 = 200
T
w (75}
100 100
0 H H H H 0 ! H ' !
1] 10 20 30 40 50 i} 10 20 30 40 50
t[sec] M° de Muestreo

Figura 8.5 a) Diagrama en bloques b) Diagrama de flujo de seiales c)
Respuesta del sistema continuo d) Respuesta del sistema discreto del
ejemplo 8.5
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El ejemplo anterior se puede resolver en MATLAB utilizando el siguiente
programa:

n=[1];

d=[1 0.1 O0];

[A, B,C, D] =tf2ss(n,d);

[Ad, Bd Cd, Dd] = c2dt(A,B,C,1,0)

subplot(2,2,1)

step(n,d)

grid

subplot(2,2,2)

dstep(Ad Bd,Cd,Dd)

grid

Para discretizar se utiliza el comando: c2dt(A,B,C,T,r) en donde T es el periodo de
muestreo (T = 1s en este caso) y r es el tiempo muerto del sistema (r = 0 en este

caso).

8.5 TRANSFORMACION DE ECUACIONES DE ESTADO A FORMAS
CANONICAS
Como se ha visto, para un mismo sistema existen diferentes formas de
representacion en el espacio de estado. Esta observacion permite deducir que las
diferentes ecuaciones de estado en tiempo discreto con las cuales se puede
definir el comportamiento dinamico del sistema, estan relacionadas unas con otras
mediante una transformacién de similitud [8.5]
Sea el sistema en tiempo discreto definido por:
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) 8.46
y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.47
Si se define un nuevo vector de estado tal que:
x(k) = Px(k) 8.48
y se sustituye la ecuacion 8.48 en la 8.46 se obtiene:
Pz(k + 1) = APR(k) + Bu(k) 8.49
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Premultiplicando ambos miembros de la ecuacién 8.49 por P~ resulta:

R(k+1) =P rAPX(k) + P 1Bu(k)
Reemplazando ahora la ecuacién 8.48 en la 8.47 da:
y(k) = CPx(k) + Du(k)

Finalmente haciendo:

)
I
)

A=P'AP B=pP'B ¢=cp
Se obtiene:
2k +1) = Az (k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

332

8.50

8.51

8.52

8.53

En conclusion, las ecuaciones definidas por 8.46 y 8.47 son equivalentes a las

ecuaciones definidas por 8.52 y 8.53. Los vectores x(k) y X(k) estan relacionados

entre si por la ecuacién 8.48.

8.5.1 Transformacion a la forma Canodnica Controlable: Sea el sistema en

tiempo discreto definido por las ecuaciones:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

8.54
8.55

Dicho sistema se puede transformar a la forma candnica controlable utilizando la

matriz de transformacién [8.3].

Q=TV
En donde:
T=[B AB A’B .- A" 1B]
pn-1 Qp—2 * a1 1
Ap-2 Ap-z3 + 1 0
V=] . . .
a 1 - 0 0
1 0 -0 0

8.56

8.57

8.58

En donde los elementos a; que forman a la matriz V son los coeficientes de la

ecuacioén caracteristica:

|zl — Al =z"+ a;z" P+ az2" 2+ ap_z+a, =0

8.59
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El sistema en la forma canédnica controlable esta dado por:

£(k + 1) = A=(k) + Bu(k) 8.60

y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.61
En donde:

A=0Q71AQ B=0Q'B

¢=cQ D=D 8.62

8.5.2 Transformacion a la forma Candnica Observable: El sistema en tiempo
discreto definido por las ecuaciones 8.54 y 8.55 se puede transformar a la forma
canonica observable utilizando la matriz de transformacion

Q=Wr"H1? 8.63
En donde:

T=[C* A*C* (4%)2%C* - (A" 1(C] 8.64
La matriz V esta dada por la ecuacion 8.58 y los a; son los coeficientes de la

ecuacion caracteristica del sistema dados en 8.59. T* es la matriz conjugada

transpuesta de T.

El sistema en la forma candnica controlable esta dado por:

%(k +1) = Az(k) + Bu(k) 8.65
y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.66
En donde:
A=0Q7140 B=0'B
C=cCQ D=D 8.67

8.5.3Transformacion a la forma Canodnica Diagonal: Si todos los valores
caracteristicos de la matriz A son diferentes, es decir, si todas las raices de la
ecuacion caracteristica son distintas, los vectores propios V;,V, -V, de la matriz
A también son distintos. En este caso, la matriz de transformacién es V tal que:
[8.4].

V=[Vy V, V3 - V] 8.68
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y:
pr 0 - 0
v-ay=|% P2 0 0 8.69
0 0 - p,

El sistema en la forma canédnica diagonal esta dado por:
£(k + 1) = A=(k) + Bu(k) 8.70
y(k) = Cx(k) + Du(k) 8.71

De esta manera, las ecuaciones de estado diagonalizadas se pueden escribir en la

forma:
x:(k + 1) pr 0 - 07[x(k) B1
REk+DI_[0 P2 - 0@ (B2], g 8.72
xn(k'+ 1) 0 0 - pj Ln.(k)‘ L’n
X, (k)
y(k)=[C; C, - G lxsz)‘ 8.73
Xn (k)

En donde p;C; corresponde a las constantes que forman el numerador del polo en
z = p; al descomponer G(Z) en fracciones parciales asi:

Blcl + ﬁZCZ T+ ﬁnCn
Z—p1 Z—P2 Z = Pn

+D 8.74

G(z) =

Enla practicase hace: B, =B,=B3=B,=1

EJEMPLO 8.6

La dinamica de cierto proceso de flujo esta definida por la ecuacion de estado de

tiempo discreto:

09 =02 O 1
x(k+1)=[1 0 0]x(k)+ 0ff(k)
0 1 0 0

pk)=1[0 1 0.5]x(k)
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a) Determinar la funcién de transferencia de pulso del proceso. b) Obtener la
ecuacion de estado del sistema en sus formas candnicas controlable, observable y

diagonal, utilizando las respectivas matrices de transformacion.

SOLUCION: a) La funcién de transferencia de pulso del sistema esta dada por:

() 1
G(z) = 5 =C(zl — A)™'B
z—0.9 02 01711
G(z)=[0 1 0.5][ -1 ] H
—1 VA
@(S) _ z+0.5 z+0.5

G(z) =

F(S) 22—0922+02z 2(z—04)(z - 0.5)
EntonCGS a, = —0. 9 a, = 0. 2 as = O b O, b1 = O, b2 =1 y b3 = 05

b) Para llevar el sistema a la forma canbnica controlable la matriz de

transformacién es Q = TV en donde:

a, a 1
T=[B AB A2%B] V=[a1 1 0]
1 0 0
Es decir:
1 0.9 0.61 02 —-09 1
T =10 1 09 V= —0.9 1 0
0 0 0
1 09 061 —09 1 0 0 1
Q=TVv=|0 1 0 01 0
0 0 0 0 1 0 0
A 0 0 11 -02 0 0 1 0 1 0
A=0Q7'40=|0 1 0 0 0010=0 0 1
1 0 0 1 oll1 o —-0.2 0.9
) 0 117 0
B=0Q'B= 1 o] H=H
1 0 0 0 1
) 0 0 1
C=cO0=[0o 1 o05]lo 1 ol=[0o5 1 0]
1 0 0

Asi, el sistema escrito en su forma candnica controlable es:
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0 1 0 0
x(k+1) = [0 0 1 ]x(k) + (0] f (k) p(k) =105 1 0]x(k)
0 -0z 09 1

Para llevar el sistema a su forma candnica observable, la matriz de transformacion
estd dada por: Q = (VT*) L.

a, a 1
T=[C* A*C* (A%)*C*] V=la 1 0]
1 0 0
0 1 1.4 02 -09 1
T=|1 05 -0.2 V=1-09 1 0
05 0 0 1 0 0
0.2 =09 170 1 0.5 0.5 -—-0.45 0.10
VT* =1-0.9 1 O] 1 0.5 0Ol=|1 -0.40 -0.45
1 0 0114 -02 O 0 1 0.5

0.5556  0.7222 0.5389
Q=WT")*=[-11111 0.5556 0.7222
2.2222 —-1.1111 0.5556

A=0Q71AQ
~ [0.5 —0.45 0.10 ][0.9 —0.2 O0][ 0.5556  0.7222 0.5389
A=|1 -040 -045]|1 0 0|[-1.1111 05556 0.7222
0 1 05 ILo 1 oll22222 -11111 0.5556
00 0
A=1 1 -0.2
0 1 09
A 0.5 —0.45 0.10 ][1 0.5
B=Q'B=|1 -040 -045|[0o|=]1
0 1 0.5 110 0

0.5556  0.7222 0.5389
—1.1111 0.5556 0.7222|=[0 0 1]
2.2222 —-1.1111 0.5556

PN

C=CQ=[0 1 0.5]

Asi, el sistema escrito en su forma canonica observable es:

00 0 0.5
x(k+1)=[1 1 —02[x+|1|frt) ok)=[0 0 1lx(k)
01 09 0

Finalmente, la matriz de transformacion para llevar el sistema a su
forma candnica diagonal es V = [V; V, V3] en donde V,,V, y V5 son los

vectores propios de la matriz A que cumplen la condicién:
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(A=2ADV; =0
En donde 4; son los valores propios de la matriz A, es decir las raices de la
ecuacion caracteristica.
Para el caso que se estudia 4, =0, 4, = 04y A3 = 0.5.

Asi el vector propio asociado con 4; = 0 es:

[A—O*I]V1=0 AV, =0
09 -0.2 0][V1 0 0-9171 - 0.2172 =0
0 1 01Lvs 0 v, =0

Resolviendo se obtiene v; = 0, v, = 0, v; puede tomar cualquier valor por

ejemplo, si v; = 1, entonces:

vi=[0 o 1]
El vector propio asociado con 4, = 0.4 es:
[A—041V, =0
0.5 —0.2 0.5v;, —0.2v, = 0
1 —0 4 v1 - 0.41)2 = 0
0 _0 4 vz - 0.4‘173 = O

Resolviendo para v;,v,yv; se obtiene v; = 0.16 xv3, v2 = 0.4 * v3, haciendo
v; = 1 resulta:

V,=[016 04 1]"
El vector propio asociado con A; = 0.5 es:

[A—0.51]V; =0

0.5 —0.2 0.5v;, —0.2v, = 0

[1 —05 ] 171_0.5172 = 0
0 _0 5 172 - 0.5173 = 0

Resolviendo se obtiene: v; = 0.25*v;, v, = 0.5*v3, haciendo v;=1 se

obtiene:
V;=[0.25 0.5 1]7
Por lo tanto:
0 0.16 0.25 5 —45 1
V=0 04 05 V1=[=25 125 0
1 1 1 20 -8 0
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X —45 1 09 —02 0 0 0.16 025 0 o0 0
A=V"14V = 25 125 O 04 0 04 O
0 05
—4.5 1
B=V"1B = 25 12.5
20 —8
) 0 016 0.25
C=CcV=[0 1 05]|]0 04 05|=[05 09 1]
1 1 1
Teniendo en cuenta las ecuaciones 8.73, 8.74 y 8.75 resulta:
B2C, = —25% 0.9 = —22.5 con pB;=1 C, =-225
ﬁ363 = 20 * 1 con ﬁl = 1 C3 = 20
Asi, el sistema escrito en su forma canénica diagonal es:
0 O 0 1
x(k+1)=10 04 0 |x(k)+]|1]|f(k) p(k) =125 =225 20]x(k)
0 0 05 1

PROBLEMAS PROPUESTOS

8.1 Obtenga cuatro diferentes representaciones en el espacio de estado para
cada uno de los siguientes sistemas discretos. Construya el diagrama de flujo
para cada representacion. Considere condiciones iniciales iguales a cero.

a) y(k) —2y(k—1)+y(k—2) =u(k) +2u(k — 1)

b) y(k+3)—07y(k+2)—04y(k+1)+0.1y(k) = 2u(k + 1) + u(k)

Cin) Y(z)  z7'+0.5z77 M(z) 08z '+0.2z77
€) G()= M(z) 1-0.3z"1—04z2 2 E(z) 1-19z"1—0.24z2
D Flg) Y(z) 0.5 0(z) 0.4(z% 4+ 0.5z + 0.8)
) F&) =48 = 2z om@ =08 9 B~ =052+ 08)(1=04)
e) G(z) = Y(z) 0.8z + 0.6 n) T(z)  05z+0.2

U(z) z2(z+0.4)(z—0.8) F(z) z2-0.8z+0.41

0.2z+ 0.1
z3 —22z2+4+1572z—-0.36

) G(z) = (())

8.2 Cierto sistema se modela mediante el sistema de ecuaciones en diferencias:
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y1(k-2)+2y; (k-1)+2y; (k)-0.5y, (k-2) +y, (k-1) +y, (k)=-u; (k-1)+0.5u; (k-2) +u, (k-1)

0.1y, (k-2)-3y;1 (k-1)+y; (k) +y,(kK)=-5u; (k-1)+2u; (k-2)-u, (k-1)-0.1u, (k-2)

Exprese el sistema en forma de ecuaciones de estado.

8.3 Obtenga la funcion de transferencia de pulso correspondiente a cada uno de
los sistemas cuya representacidn en el espacio de estado discreto se da a

continuacién:

@) x(k+1) = _0(-)5_34 82] x(k) + [(1)] u(k) y() =01 1]xk)
05 0 0 1
b)x(k+1) = [ 0 04 O ]x(k) + (1| u(k) yk) =[2 -1 0.8]x(k)
0 0 0.8 1
o xte+ 1) = [0 % ]x00 + [{]ut) Y =11 0Jx(k)
0.1 0.2 0.3 [1
d) x(k+1)=]1 0 0 ]x(k) + 0] u(k) y(k)=[1 0 2]x(k)
[ 0 1 0 10
0 0 —ay 17
e) x(k+1)=(1 0 —azl x(k) +|0o|r(k) y(k) =[C; C; C3lx(k)
0 1 —aj3 0.

Endonde: C; = by, C, = by — ayb,, C3 = b, — a;b, + a3b, — a,b,

8.4 La figura 8.6 representa un sistema de tres tanques interconectados. Los tres
tanques contienen agua y sus secciones transversales son iguales y de area A.

Para cada tanque se tiene:
h; = Nivel del agua en el tanque
u; = Flujo de entrada de agua
q; = Flujo de salida de agua
El flujo de salida de cada tanque es proporcional al nivel del agua q; = h;/R;.

El flujo de agua entre los tres tanques es proporcional a la diferencia de niveles:
g1z = (hy — hy) /Ry
q32 = (hs — hy) /R3
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Obtenga una representacién en el espacio de estado que modele la dinamica del
sistema. Asuma que todas las constantes son positivas. b) Obtenga las funciones
de transferencia: Hz(S) /U.(S), H,(S) /Ui (S) y H(S)/U.(S). Considere que

u2=u3=0.

I |
o j

Figura 8.6 Sistema de tres tanques interconectados

8.5 Para cada una de las ecuaciones de estado dadas a continuacién obtener: a)

La matriz de transicion de estado ¢ (k) b) La solucién de la ecuacién de estado.

@) xte+ 1 =[° %C)x00 +[] utk) y() =11 0lx(k)
x(0)=1[0 o0]" u(k) =1 Para k>0

b) x(k+1)=[79° O‘_)S]x(k)+[ﬂu(k) yk) =[1 —0.6lxk)
x(0)=[1 o0]F u(k) =1 Para k>0

o xk+ D) =[) a0+ [2]r) v = [1 2]x(k)
x(0)=[-1 o0]T r(k) =1 Para k>0

d) xte+ 1) = [ 1L et + [1]uto y() = [1 —1]x(k)
x(0)=[-1 2IT u(k) =0 Para todo k
10 0 1

e) x(k+1) = [1 1 O] x(k) +0|u(k) y(k) =10 0 1]x(k)
01 0 0

x(0)=[0 o 0] u(k) =1 Para k>0
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8.6 Obtenga tres representaciones en el espacio de estado de tiempo discreto
para los sistemas definidos por las ecuaciones en diferencias dadas a
continuacion:

a) y(k+2)+8y(k+1) +5y(k) =2e(k)

b) y(k+2)+4y(k+1)+3y(k) =e(k + 1) + 4e(k)
)ylk+2)+8y(k+1)+3y(k)=5e(k+2)+e(k+1)

d)y(k—2)—4y(k — 1)+ 3y(k) = 2u(k — 1) + u(k)

8.7 El sistema descrito por la ecuacién de estado:

x(k+1)=[g O?S]x(k)+[(1)]u(k) y() =[-2  1]x(k)

Se transforma en el sistema:
0 ~ A
2k+1) = [%1 , ]f(k) + Bu(k) y(k) = C&(k)
2

a) Encuentre los valores de p; y p, b) Encuentre la matriz Q que produce dicha
transformacién  ¢) Determine las matrices B y ¢ d) Determine la funcion de

transferencia utilizando los dos sistemas.

8.8 El sistema descrito por la ecuacién de estado:

x(k+1) = [‘8'8 0‘_)6]x(k)+[ﬂu(k) y) =2 -3]x(k)

Tiene como condicion inicial: x(0) = [-1 1]7 y u(k) =2 para todo k. a)
Resuelva la ecuacién de estado y encuentre y(k) b) Demuestre que la matriz de
transicion cumple con la propiedad ¢(0) = I ¢) Demuestre que la solucién dada en
la parte a cumple con las condiciones iniciales d) Utilice el método recursivo y
evalué y(k) para k = 0,1,2,3y 4. Compare el resultado con el obtenido en la

parte a.

8.9 Para el sistema descrito en el literal e del problema 8.5: a) calcule la funcidén
de transferencia Y(z)/U(z). b) Dibuje el diagrama de flujo de sefales del sistema.

c) Utilice la férmula de ganancia de Mason y verifique el resultado obtenido en a.
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8.10 Para el sistema de control discreto mostrado en la figura 8.7 a) Determinar
la funcién de transferencia de pulso en lazo cerrado 6(z)/R(z). b) Representar la
funcién de transferencia como una ecuacién de estado escrita en forma candnica
diagonal. c) Hallar la respuesta del sistema cuando la entrada es r(t) = 5u(t).

Utilice para ello la funcidén de transferencia y la representacion en el espacio de

estado del sistema y compare los resultados. Asuma T = 1min, D(z) = 1y que:

6.(S) = 0.4e725 b) G, (S) = 0.5
4 68) =T55571 )68 =550
R(S S
) ; | AID -| Diz) | D/A —E ﬁ[';}
0.2

Figura 8.7 Sistema de control para el ejemplo 8.10

8.11 Discretizar cada uno de los sistemas continuos que se dan a continuacién.

[—2

0

11

a) x(t) = 0 _4l x(t) + 1 u(t) y() =12 —-1]x(t) T=0.1s.
b) %(t) = :_02 _11 x(t) + (1) w(t) y© =[0  1]x() T=01s.
0) x(t) = :‘01 _01 x(t) + 2 u(t) y©) =1 0]x() T=02s
0 1 0 0
d) x(t) = [0 0 1 ]x(t) + 10| u(t) y@)=[0 0 0] T=02s
0o -1 -2 1
8.12 Dados los sistemas:
[—1.5 —0.62 —0.048]
a) x(k+1)=| 1 0 0 [x(k)+|0Ju(k) y@® =[0 04 0.2]x(k)
L 0 1 0
[—1.5 —0.62 —0.048]
by x(k+1)=| 1 0 0 x(k)+|0]utk) yk)=[0 0.4 0.2]x(k)
L 0 1 0
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Obtener su representacion en el espacio de estado en la forma: a) Canoénica
Controlable b) Canédnica observable. c) Candnica diagonal. d) Obtenga la solucién

de las ecuaciones six(0) =[0 0 0]" y u(k)=1parak=>0.

8.13 La figura 8.8 representa la respuesta de un sistema de temperatura en lazo
abierto ante una entrada en escaléon. a) Obtenga la descripcion matematica del
sistema aproximandolo a un sistema de primer orden con retardo y a un sistema
de segundo orden con retardo. b) Discretice los modelos estimados y obtenga,
para cada caso, las ecuaciones de estado del sistema en forma candnica
controlable.

Asuma como periodo de muestreo T = 1min y que el sistema de temperatura

esta precedido por un retenedor de orden cero.

90 : : : : : : : : :

o
E
L]
-
S0F---
T T S T
a0 ] H ] H H ] ] H ]
0 2 4 5 8 10 12 14 16 18 20
t (min)

Figura 8.8 Respuesta del sistema a un escalon

8.14 Un sistema con funcion de transferencia continua dada por:

Y(S) 1
US) S2+25+4

G(S) =
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Esta precedido por un retenedor de orden cero. Determine, por dos métodos, la
ecuacion de estado del sistema en tiempo discreto. Asuma que el periodo de
muestreo esT = 0.2s.

8.15 Dado el sistema:

1(k 1 (k 1
[izgkig Z[—lz [ﬁzgkﬂ B 4]“(") y)=[-1 1] [x Ek% + 2u(k)

Hallar x(4) si: u(0) =2,u(1) =0,u(2) =1,u3)=2,y(1) =3y y(2) =0

8.16 Dado el sistema:

x1(k +1) 2 0 21| 6 x1 (k)
Xtk + 1) =1-2 2 4||x2(B)|+|2|ulk) yk)=10 2 2]|x2(k)|+ 4u(k)
x3(k + 1) 0 2 6l|xsk) 0 x5 (k)

Hallar x(0) si: u(0) = 1,u(1) = —2,u(2) = 2,y(0) =1,y(1) = 2,y(2) = -1

8.17 La ecuacion de estado de tiempo continuo de un motor de DC se puede
representar mediante la ecuacion de estado:

%1 (t) 0 0 111 [0
) _|o 0 |[x2(t) + 0
0 —350
0

ol —250 500 [xs0) T [8]7®
%, (1) -40 0 llx,0l I3
EAO)
_ X, (t)
6(t) =[1200 0 0 O] xi(t)
[ x, (t)]

En donde: x,(t) representa la posicion 6(t) en rad, x,(t) representa la velocidad
w(t) del motor en rad/s, x;(t) representa la corriente de la armadura i,(t) en
Amperios y v(t) el voltaje aplicado al motor. a) Discretice el modelo del motor
asumiendo que el periodo de muestreo es de 0.005 seg. b) Obtenga el diagrama
de flujo de senales correspondiente al modelo discreto del motor. ¢) Resuelva la
ecuacion de estado discreta obtenida y calcule los valores de la posicién, la
velocidad y la corriente del motor en estado estable cuando v(t) es un escalon



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 345

unitario. d) Obtenga la funcién de transferencia de pulso 8(z)/V(z) y utilice el

teorema del valor final para calcular la posicién 8(t) de estado estable.

8.18 Obtenga una representacion en el espacio de estado para cada uno de los
sistemas de control con dos entradas y dos salidas dados en las figuras 8.9a y
8.9b

UA(z)
v L,y(z)
Ryiz) + o {04 ]— 1
+
0s
b)
08
+
+
02 {06 »
Rolz) + U5(2)

Figura 8.9 Sistemas para el problema 8.18

8.19 Para cada uno de los sistemas mecanicos traslacionales que se muestran en
la figura 8.10 obtenga las ecuaciones diferenciales que describen su
comportamiento dinamico y, a partir de ellas, obtenga su representaciéon en el

espacio de estado. Asuma que y;(t) e y,(t) son las salidas y f(t) la entrada.
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t . f(t)
b. ‘ § .l C. r l
ya(t)

K1§ M,
yilt)
K3§ Ba |:ﬂ l
iy yz(t)

yzlt)

fit)

— ¥1lt) — Yzit)

- -—1»—(—”1—\)—a—<:l:>_,fm
M M

yilt) yz(t)
!—' - -
—_

fit)

Figura 8.10 sistemas mecanicos para el problema 8.19

8.20 Para cada uno de los sistemas mecanicos rotacionales que se muestran en

la figura 8.11 obtenga las ecuaciones diferenciales que describen su
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comportamiento dinamico y, a partir de ellas, obtenga su representacion en el
espacio de estado. Asuma que el torque t es la entrada al sistema y que 6; es su
salida, n, y n, representan el numero de dientes y su cociente determina la

relacion de engranajes.

[=———==1
LN P
L P

=

| e |

K4 Kz
B4 B;
T sLLE

c 9, H \B.LS 'T'Iul E:z \?1 §
: Jz M X
ngU #’} |.| A/ w s’/ §
S X
B4 B:

Figura 8.11 Sistemas mecanicos rotacionales para el problema 8.20

8.21 Para cada uno de los circuitos que se dan en la figura 8.12, obtenga: a) La
funcién de transferencia V,(S)/V;(S) b) Seleccione el periodo de muestreo
adecuado y discretice la funcion de transferencia obtenida c) Obtenga la
representacion del sistema discreto en la forma candnica diagonal. d) Resuelva la
ecuacion de estado en tiempo discreto y obtenga v, (k) para K = 0,1,2,3,4. Asuma
v;(t) = u(t). e) Utilizando la funcion de transferencia obtenida en a) calcule v,(t) y

compare el resultado con el obtenido en el literal anterior.
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C:=0.1uF R=200K

R1=300K
Vi(t)
— Valt)
a. Cy=5uF
Ry=100K
C,=5uF
R,=100K _|
AN R,=100K
_.
Vift) —
b J_ R:=200K C;=0.5uF Valt)
C4=0.1uF
A1
Fil
—
R=10K
c.  wit) !
R=10K
AN
— f———a
A1 A
. 71 A1
. it C=10uF Cy=10uF v
ot
I Re=10K =

Figura 8.12 Circuitos para el problema 8.21

8.22 Para el sistema de la figura 8.13 determinar la ecuacién diferencial del

sistema y su representacién en el espacio de estado. La entrada es f(t) y la salida

el movimiento de la masa x(t).
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—

=
o e
L

Figura 8.13 Sistema mecanico para problema 8.21

8.23 Para el sistema de control dado en la figura 8.14 obtenga un modelo en el
espacio de estado tomando como variables de estado la salida del proceso x,(t),

la salida del controlador x,(t) y la salida del sensor x5(t).

Controlador Proceso
R(S) [ 1 | Xaft) 0.5 Xs(t) Salida
3 S S$+0.2 Y(S)
® Sensor
Xs(t) 2
S+4

Figura 8.14 Sistema de control para el problema 8.23

8.24 Para cada uno de los sistemas mostrados en la figura 8.15 obtenga la

+§%) y(K)

a3

ecuacion de estado y la ecuacién de salida.

VR
X a
aq

21 . 7!
oK) (k) Z aw xo(K)

0
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=1 Xa(k) T1%a(k) X4(k)

Figura 8.15. Diagramas para el problema 8.24
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CAPITULO MUEYE

DISENO DE SISTEMAS
DE CONTROL
N EL ESPACTO DE ESTADO

El problema de disefio de un sistema de control digital consiste en determinar un
algoritmo que permita generar una secuencia de valores de las variables de
control de la planta u(k), de manera que las salidas y(k) cumplan con las
especificaciones de funcionamiento establecidas en cuanto a estabilidad,
exactitud, velocidad de respuesta, un indice determinado de desempenio, etc.

En esta seccion se presenta el disefio de controladores en el espacio de estado,
utiizando el método de asignacién de polos. Para su aplicacién el método
requiere que el sistema sea completamente controlable y completamente

observable.

La controlabilidad y la observabilidad son propiedades de la descripcion interna del

sistema.
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9.1 CONTROLABILIDAD
9.1.1 Controlabilidad Completa del Estado: Sea el sistema discreto definido

por la ecuacion:
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.1
y(k) = Cx(k) + Du(k) 9.2

De las ecuaciones 9.1 y 9.2 se deduce que para poder controlar la salida y(k), es
necesario controlar las variables de estado x(k) del sistema. La controlabilidad se
refiere a la posibilidad de transferir un sistema desde un estado inicial arbitrario
x(0), a cualquier estado deseado x(n) en un intervalo de tiempo finito (en el

instante k = n).

Se dice que un sistema de control es de “estado completamente controlable”, si es
posible transferir el sistema desde un estado inicial arbitrario a cualquier otro
estado deseado en un intervalo de tiempo finito, es decir, si existe una sefnal de
control, no restringida, u(kT) definida a lo largo de un nimero finito de periodos de
muestreo de manera que, partiendo de cualquier estado inicial, el estado
x(kT) pueda ser transferido al estado deseado x; en n periodos de muestreo como
maximo. [9.1].

Segun la definicion anterior, la controlabilidad completa del estado depende sélo
de la variacién del estado con las entradas es decir, de las matrices A y B de la
ecuacion 9.1.

Como se sabe, a partir de un estado inicial x(0), es posible determinar el estado
x(n), que alcanza el sistema cuando se aplica la entrada u(k),k = 1,2,...n. La

solucion de la ecuacién 9.1 es:

n—-1
x(n) = A"x(0) + Z AT=1=D By () 9.3
j=0

De la ecuacion 9.3 se obtiene:
x(1) = Ax(0) + Bu(0)
x(2) = A%x(0) + Bu(1) = A?x(0) + ABu(0) + Bu(1)
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x(n) = A"x(0) + A" *Bu(0) + A" 2Bu(1) -+ ABu(n — 2) + Bu(n — 1) 9.3
La expresion anterior se puede escribir en la forma:

un—1)
u(n—2)
x(n) =A"x(0) +[B AB A*B - A" 'B] : 9.4
u(1)
u(0)

Si x(n) y x(0) son conocidos, la ecuacion 9.4 se puede reescribir asi:

un—-1)
u(n—2)
x(n) —A"x(0)=[B AB A*B - A™'Bl| 9.5
u(1)
u(0)

Como el orden del vector de estado x(k) es n, entonces la ecuacion 9.5 debe
generar n ecuaciones simultaneas, lo cual solo es posible si el rango de la matriz
[B AB A*B - A""'Blesn.

Resumiendo, el sistema descrito por la ecuacion 9.1 es controlable si:

Rango[B AB A?B - A™'B]l=n 9.6

Siendo n x n el orden de la matriz A.

e Una condicién suficiente y necesaria para la controlabilidad completa del
estado, es que no se presente cancelacion de ceros y polos en la funcién de
transferencia de pulso.

9.1.2 Controlabilidad Completa de la salida: En la practica, en un sistema de

control se controla la salida del sistema en lugar de controlar el estado. Por tal

motivo, es necesario analizar la controlabilidad completa de la salida. [9.2].

Sea el sistema definido por las ecuaciones:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.7
y(k) = Cx(k) + Du(k) 9.8
Se dice que el sistema definido por las ecuaciones 9.7 y 9.8 es de salida
completamente controlable, si mediante una sefnal de control no restringida u(k),

es posible transferir la salida del sistema desde un valor inicial y(0) hasta un valor

deseado y; en n periodos de muestreo como maximo.
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La condicién de controlabilidad competa de la salida se puede obtener teniendo en
cuenta las ecuaciones 9.4 y 9.8 es decir:

un—1)
u(n—2)
x(n) =A"x(0)+[B AB A?B - A" 'B] :
u(1)
u(0)

un—1)
u(n—2)
y(n) —CA"x(0) = [CB CAB A*B - CA" 'B] : 9.9
u(1)
u(0)

Teniendo en cuenta que y(n) es el vector de salida y su orden es m, se deduce

que la ecuacién 9.9 debe generar m ecuaciones simultaneas, lo cual soélo es

posible si el rango de la matriz[cB CAB A%?B .- CA"'B] esm.

Resumiendo, el sistema descrito por las ecuaciones 9.7 y 9.8 es de salida

completamente controlable si:
Rango[CB CAB A?B - CA"'B]l=m 9.10

Asi mismo, se puede demostrar que si la ecuacion 9.8 es de la forma:
y(k) = Cx(k) + Du(k) 9.11

El sistema es de salida completamente controlable si:

Rango[D CB CAB A?B - CA™!B]l=m 9.12

9.2 OBSERVABILIDAD

En muchas ocasiones no es posible medir directamente el estado de un sistema
ya sea porque no existen los sensores necesarios 0 porque algunas de las
variables de estado no tienen correspondencia con magnitudes fisicas. En este
caso, no seria posible establecer una estrategia de control basada en los valores
alcanzados por las variables de estado. El concepto de observabilidad, se
relaciona con la posibilidad de obtener el estado de un sistema a partir de la
medicidn o el conocimiento de las entradas y de las salidas del mismo.

Sea el sistema discreto definido por:



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 355

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 9.13
y(k) = Cx(k) + Du(k) 9.14
Se dice que el sistema descrito por las ecuaciones 9.13 y 9.14 es complemente
observable si cualquier estado inicial x(0) puede determinarse a partir de la
observacion de y(k) en n periodos de muestreo como maximo.
La condicion de observabilidad se puede obtener a partir de las ecuaciones 9.13 y
9.14, asumiendo u(k) = 0, es decir, considerando que:
x(k+ 1) = Ax(k) 9.15

y(k) = Cx(k) 9.16

Al hacer variar k desde cero hasta n resulta:

y(0) = Cx(0)
y(1) = Cx(1) = CAx(0)
y(2) = Cx(2) = CAx(1) = CA%x(0)

y(n—1) = Cx(n—1) = CA" x(0)

Las ecuaciones anteriores escritas en forma matricial toman la forma:

y(0) C
y(1) CA

y(2) |[=] cA? [x(0) 9.17
y(n—1) cAn1t
El vector de salida y(k) tiene n elementos por lo tanto, en la ecuacién 9.17 se
deben generar n ecuaciones simultaneas, esta condicion solo es posible si:

C
CA
Rango| CA? |=n 9.18
CA;”L—l
Teniendo en cuenta que el rango de una matriz y la de su transpuesta conjugada
es el mismo, la condicidn suficiente y necesaria para que un sistema sea

completamente observable es:
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Rango[C* A*C* (AH)2C* - (AH"C*]1=n 9.19
En donde n x nes el orden de la matriz A.
e Una condicién suficiente y necesaria para la observabilidad completa del
estado es que no se presente cancelacién de ceros y polos en la funcion de
transferencia de pulso.

EJEMPLO 9.1

Dado el sistema en tiempo discreto definido por:

0 1 0 1
x(k+1) = [ 0 0 1 ]x(k) + |0 u(k) y(k)=[1 0 0]x(k)
-0.5 —-04 -0.38 0

a) Es el sistema completamente controlable? b) Es el sistema completamente
observable?

SOLUCION: a) La matriz de controlabilidad para el sistema dado es:

C,=[B AB A2%B]

[ 0 1 0 71 0
L0 -0.5

AB=| 0 0 1
[ 0 0 1111 0
A*B =|-05 -0.4 -0.8(|0[=]-0.5

—0.5 —-0.4 -0.8
L 0.4 —-0.18 0.24110

1

C, =10 —O 5 —O 5 O 4

0 —O 5 -0.5

Se intercambian la fila dos y la tres para obtener una matriz triangular inferior.
Rango|[C,] =3

El sistema es controlable.

b) La matriz de observabilidad para el sistema dado es:

C
CA
CA?

0 1 0
CA=[1 0 0]| O 0 1 |=[0 1 0]
-05 -04 -0.8

0b=
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0 0 1
CA*=[1 0 0]|-05 -04 -08|=[0 0 1]
0.4 -0.18 0.24

1 0 0

Op,b=10 1 0 Rango [0,] = 3
0 0 1

El sistema es observable.

A continuacion se presenta un programa en Matlab que permite establecer la

controlabilidad y la observabilidad de un sistema.

clc

= input (‘entre la matriza = ")

= input (‘entre la matrizb = ")
= input ("entre la matrizc = ")
d = input ("entre la matrizd = ")
Op=[b a*b (a*a)*b];
Co=[c;c*a; c*(a*a);
rank (C,)
rank (Op)

9.3 CONTROL POR REALIMENTACION DEL ESTADO Y ASIGNACION DE
POLOS

El método de asignacion de polos para el disefio de controladores en el espacio
de estado requiere que el sistema sea de estado completamente controlable y
completamente observable.

El método de asignacion de polos, comienza con la determinacién de los polos de
lazo cerrado deseados, utilizando para ello especificaciones basadas en la
respuesta transitoria y/o en los requerimientos de respuesta en frecuencia.

Si se desea ubicar los polos de lazo cerrado en z = z;, z = 7z,,..Z2 = z, €S
posible elegir una matriz de ganancia de realimentacion K adecuada, que force al
sistema a tener los polos de lazo cerrado en el lugar deseado siempre y cuando el
sistema sea de estado completamente controlable y completamente observable.
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A continuacién se presenta el método de disefio de controladores en el espacio de
estado conocido con el nombre de “técnica de asignaciéon de polos”. Se
supone que todas las variables de estado son medibles y estan disponibles para la
realimentacidn, ademas se insiste, el sistema debe ser completamente controlable
y completamente observable.

Sea el sistema de control en lazo abierto dado en la figura 9.1a y definido por la

ecuacion de estado:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.20
Si se elige como ley de control:
u(k) = —Kx(k) 9.21

Se obtiene el sistema de control realimentado mostrado en la figura 9.1b. A este
esquema se le denomina “sistema con realimentaciéon de estado”.

La matriz K = [k; k, - k,] se llama “matriz de ganancia de realimentacién” y
convierte al sistema en un sistema de control en lazo cerrado, cuya dindmica
queda determinada por las especificaciones de funcionamiento dadas las cuales
determinan a la vez, la ubicacion de los polos de lazo cerrado deseados.

u(k) | x(k)
B &
a.
u(k) x(k)
» B o

Figura 9.1 a) Sistema de control en lazo abierto. b) Sistema de control en
lazo cerrado u(k) = — Kx(k).
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Reemplazando la ecuacién 9.21 en la ecuacidén 9.20, se obtiene la ecuacion de
estado del sistema en lazo cerrado, asi:

x(k + 1) = Ax(k) — BKx(k)

x(k+1) =[A— BK]x(k) 9.22
La estabilidad y las caracteristicas de respuesta transitoria del sistema se
determinan a partir de los valores propios de la matriz [A — BK].
Tomando la transformada z a la ecuacion 9.22 se obtiene:

zX(z) — zx(0) = [A — BK]X(2)

[z — A + BK] = zx(0) 9.23
Premultiplicando por [z — A + BK]™ ! resulta:

X(z)=[zI- A + BK] 1zx(0)

_ z.(adj[z] - A + BK]).x(0)
X(2) = [z - A + BK| 924

De la ecuacién 9.24 se deduce que la ecuacién caracteristica del sistema en lazo
cerrado es:
|zI- A + BK| =0 9.25
|zI- A + BK|=z"+ a1 z" '+ ayz" %+ a,_1z+a,=0 9.26

En donde a4, a,, - a,, son los coeficientes de la ecuacidn caracteristica deseada.

9.4 CALCULO DE LA MATRIZ DE GANANCIA DE REALIMENTACION.
La matriz de ganancia de realimentacibn K se puede obtener por diferentes
métodos. A continuacién se presentan dos de ellos, caracterizados por su facil
aplicacién y generalidad.
9.4.1 Método de Sustitucion Directa. En este caso, el procedimiento para hallar
la matriz de ganancia de realimentacion es el siguiente:
a) Obtener la ecuacion caracteristica planta-ley de control:

|zI- A+ BK|=0 9.27
b) Conformar la ecuacién caracteristica con los polos de lazo cerrado deseados
Zq,Z3 " Zyt

(z-2z)(z—2)(z—zp) =z2"+ 2" T+ azZ" %+ a, z+a, =0 9.28
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c) lgualar los coeficientes de potencias iguales en z en los polinomios obtenidos
con las ecuaciones 9.27 y 9.28 y determinar las n ecuaciones simultdneas que, al
resolverlas, permiten determinar los componentes k4, k, -+ k,, de la matriz K.

9.4.2 Formula de Ackerman: Esta férmula permite calcular directamente la

matriz de ganancia de realimentacion, a partir de la ecuacion:
K=[0 0 - 1][B AB A?B -- A" 'B]7'¢(4) 9.29
En donde:
P(A) =z"+ 2" P+ az" a1zt ay 9.30
Siendo a4, a5, -+ a, los coeficientes de la ecuacion caracteristica deseada:
(z-2z)(z—-2)(z—2zy) =z2"+ 2" '+ az2" %+ a, z+a,=0 9.31
A continuacion se deduce la formula de Ackerman para el caso particular de
n = 3. La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado es:
|ZI—A+BK|=Z3+6¥122+6¥22+0{3=0 932

Sise hace: A=A — BK se obtiene:
|zI- A| =23+ a1z + ayz+ a3 =0 9.33

Segun el teorema de Cayley-Hamilton, toda matriz cuadrada satisface su propia

ecuacion caracteristica, es decir:

¢(4) = A3 + a, A% + A + a5 9.34
Ademas:
azl = azl
ayA = a,(A — BK)
a;A? = a; (A — BK)? = a,(A? — ABK — BKA) 9.35

A3 = (A— BK)3 = A® — A>BK — ABKA — BK A?
Por lo tanto:
A3+ o A% + ay, A+ ag
= A% — A’BK — ABKA — BKA? + a,(A? — ABK — BKA) + a,(A — BK) + a3l
Es decir:
¢(A) = ¢p(A) — A’ BK — ABKA — BKA? — a, ABK — a;BKA — a,BK

Como ¢(A4) = 0, seglin la ecuacion 9.34 resulta:
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¢(A) = A’BK + ABKA + BKA? + a; ABK + a;BKA + a,BK
¢(A) = BlayK + a, KA + KA?| + AB[a K + KA| + A?BK
La ecuacion anterior, escrita en la forma matricial toma la forma:

a,K + o, KA + KA?
¢(A) =[B AB A%B] a. K + KA
K

Como el sistema es de estado complemento observable, la matriz [B AB A2%B]

tiene inversa, entonces:

a,K + a, KA + KA?

a K + KA =[B AB A*B]'¢(4)
K
Premultiplicando a lado y lado por [0 0 1] se obtiene:
K=1[0 0 1][B 4B A?B]'¢(4) 9.36

La ecuacion 9.36 corresponde a la formula de Ackerman cuando n = 3 y se

puede generalizar para obtener la ecuacién 9.29.

EJEMPLO 9.2
La dindmica del sistema de flujo que se muestra en la figura 9.2 esta dada por:
6.(S) = 2.372e70455
SN2 1645 +1

Obtener para este proceso, la matriz de ganancia de realimentacién de modo que
el sistema en lazo cerrado, tenga un tiempo de establecimiento de 1.2 seg y
coeficiente de amortiguamiento igual a 0.8. Asuma que el periodo de muestreo es
T = 0.3s. (El modelo matemético del sistema se estimé aplicando una sefal en
escalon unitario en la vélvula de control de flujo FCV).

SOLUCION: La funcién de transferencia de pulso del sistema, con T = 0.3 s esta
dada por:

2.372
HG(z) =(1-z"YHzNg,, [@ G(S) = Teas 11

0.2073z 4+ 0.1892 _ 0.2073(z + 0.9126)
z3—0.8328z2  z2(z—0.8328)

HG(z) =
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= 1z

3 FCV Qs

Figura 9.2 Sistema de flujo para el ejemplo 9.2

La representacion en el espacio de estado en tiempo discreto es:

0.8323 0 O 1
x(k+1) = 1 0 0|x(k)+|0|u(k)
0 1 0 0

y(k) =[0 0.2073 0.1892]x(k)
La ubicacién de los polos de lazo cerrado deseados se obtiene a partir de las
especificaciones de tiempo de establecimiento y coeficiente de amortiguamiento

requerido asi:

ty = — Wy, =—=—— w, = 4.16rad/s

Entonces:
|z| = e="nT = 0.368
0 = 57.3w,T\/1 — &% = 43°
z = 0.368(cos43° + jsin43°) = 0.269 + j0.251
Por lo tanto, los polos de lazo cerrado disefiados deben estar ubicados en
z = 0.269 + j0.251 y z = 0.269 — j0.251. El tercer polo se asigna en z = 0.05
de modo que no sea polo dominante; asi la ecuacién caracteristica esta dada por:
(z—0.269 —j0.251)(z — 0.269 + j0.251)(z — 0.05) = 0
z3 —0.58822 + 0.1623z — 0.0068 = 0
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a) Método de sustitucion Directa

e Calculo de la ecuacion caracteristica del sistema planta-ley de control:
|zI — A+ BK| =0

z —0.8328 + k1 kz k3
[z — A+ BK] = 1 z 0
0 -1 z

|ZI —A + BKI = Z3 + (k1 - 08328)22 + kzZ + k3 - 0
° Ecuacién caracteristica deseada:

z3 —0.5882z% + 0.1623z — 0.0068 = 0

e Comparacion de coeficientes de potencias iguales de z en las dos ecuaciones:
k, —0.8328 = —0.588

k, = 0.1632

ks = —0.0068
Resolviendo se obtiene: k; = 0.2448, k, = 0.1632, k; = —0.0068 es decir:

K =[0.2448 0.1632 —0.0068]
b) Utilizando la Formula de Ackerman:
K=[0 0 1][B AB A%B]™'¢(4)

La ecuacion caracteristica deseada dio: z3 — 0.588z2 + 0.1623z — 0.0068 = 0
Entonces:

0.2975 0 0
¢(A) = A% — 0.5884% + 0.1623A4 — 0.00681 = |0.3656 —0.0068 0

0.2443 0.1623 —0.0068

1 —0.8323 0
[B AB A%B]™'=]0 1 —0.8328
0 0 1

1 -0.8323 0 0.2975 0 0
K=[0 0 1]fo 1 —0.8328(]0.3656 —0.0068 0
0 0 1 0.2443 0.1623 —0.0068

K =10.2443 0.1623 —0.0068]
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El siguiente programa en MATLAB permite resolver el problema propuesto en el

ejemplo anterior:

% Calculo de la matriz de ganancia realimentacién K

np = [2.372];

dp=[1.64 1];

[a, b, ¢, d] = tf2ss(np,dp) % Representacién de estado continuo.
[ad1, bd1, cd1, dd1 ] = c2dt(a,b,c,0.3,0.45) % Discretizacion.
[nd1,dd1]=ss2tf(ad1,bd1,cd1,dd1) % Funcién de transferencia e
printsys(ndi, dd1, 'z')

[ad,bd,cd,dd]=tf2ss(nd1,dd1) % Forma Canbnica

p=[0.269 + 0.251 *i 0.269-0.251 *i 0.05]; % Polos deseados
k = acker (ad, bd, p)

aw = [ad- bd * Kk];

bw = bd;

cw = cd;

dw = dd,

[nw1, dw1] = ss2if (aw, bw, cw, dw); % FTP en lazo cerrado
printsys(nw1, dw1, 'z')

k1 =0:0.1: 5;

r=ones (1, 51);

y = filter (nw1,dw1, r);

figure(1)

plot (k1,y)

axis([0 50 1.2])

grid

xlabel ('t [sec] ')

ylabel ('flujo’)

titte (RESPUESTA CON LA MATRIZ K')

pause

Ko = ddcgain(nw1, dw1);
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bwo = [bw/Ko];

[nwo, dwo] = ss2tf(aw,bwo,cw,dw);
y1 = filter(nwo,dwo,r);

figure(2)

plot(k1, y1)

xlabel('t [sec]')

ylabel('flujo")

axis([05 01.2])

grid

La figura 9.3 representa la respuesta del sistema en lazo cerrado con la matriz K

estimada.

0.8 f--memmeees bosoneonas boseneoas bomsnaenais RRREREEEEES .

0.6 |----nf-nmea S RERERRREES s eeeenonnnaaas beneennnneaes -

Flujo

17 S (SR oo s e e .

(70, NN FVUE A, ST S— _

t [sec]

Figura 9.3 Respuesta del sistema del ejemplo 9.2 con K estimada

9.5 SISTEMA DE CONTROL CON ENTRADA DE REFERENCIA
El sistema de control descrito en la seccién anterior no tiene entrada de referencia.
Este tipo de control se denomina “sistema de control tipo regulador”. En la

mayoria de los casos, es necesario que la salida y(k) siga a una entrada de
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referencia r(k), este sistema se denomina “sistema de control tipo Servo” y su

configuracion basica se muestra en la figura 9.4

) [ |k uik " xtke) [y X(k) c LYW
++' ++
A
K

Figura 9.4 Sistema de control con realimentacion de estado y entrada de

referencia

Considerando el sistema de la figura 9.4, su comportamiento dinamico se puede
definir por las siguientes ecuaciones de estado:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.37
y(k) = Cx(k) 9.38
La senal de control u(k) esta dada por:

u(k) = K,r(k) — Kx(k) 9.39

En donde K, es una constante que se debe determinar y r(k) es la entrada de
referencia.
Reemplazando la ecuacién 9.39 en la 9.37 se obtiene:

x(k +1) = Ax(k) + BK,r(k) — BKx(k)

x(k + 1) = [A — BK]x(k) + BK,r(k) 9.40
Tomando la transformada z a las ecuaciones 9.38 y 9.40 y asumiendo las
condiciones iniciales iguales a cero resulta:

Y(z) = CX(2)

[zl — A+ BK]X(z) = BK,R(2)

X(z) = [z — A+ BK] 'BK,R(2)

Y(z) = Cl[zl — A+ BK]"*BK,R(z)
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Por lo tanto, la funcion de transferencia de lazo cerrado para el sistema es:

Y(2) adj[zl — A+ BK]
_ e BK 9.41
6@ =gy = CTar—axer) o

La ecuacion caracteristica del sistema es:
|z —A+BK| =0 942

La introduccidn de la matriz de ganancia de realimentacion K modifica la ecuacion
caracteristica del sistema original y al hacerlo, modifica también la ganancia de
estado estable del sistema en lazo cerrado. En estas condiciones, la constante
K, se puede tomar como un parametro de ajuste en el circuito del set-point, tal que
el valor de la respuesta en régimen permanente del sistema ante un escalon
unitario sea igual a la unidad, es decir, tal que y() = 1.

Al aplicar el teorema del valor final a la ecuacién 9.41 y teniendo en cuenta que
R(z) es un escalon unitario, el error del sistema en estado estable sera igual a

cero si se cumple que:

y() = ]lim y(k) = lirr} Gy, (z)=1 9.43
—00 Z—
Es decir:
Ko lim €[zl — A+ BK]'B = 1 9.44
VAd

La ecuacion 9.44 permite calcular el valor adecuado de K, para que el error de
estado estable del sistema en lazo cerrado ante una entrada en escaldn unitario,

aplicada en la seinal de referencia, sea igual a cero.

EJEMPLO 9.3

Hallar el valor de K, de modo que el sistema de flujo analizado en el ejemplo 9.2
tenga error cero ante una entrada en escalén unitario aplicado en la sefal de
referencia.

SOLUCION: En el ejemplo 9.2 se obtuvo que: K = [0.2443 0.1623 —0.0068].
Para que el error de estado estable del sistema, en lazo cerrado, ante un cambio
en escalon aplicado en la senal de referencia sea igual a cero, se debe cumplir
que:
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K,limC[z —A+BK]™'B=1
z-1

z—0.5885 0.1623 —-0.0068
[z — A+ BK] = -1 z 0
0 -1 z
Entonces:
z—0.5885 0.1623 —0.00681"1r1
Clzl — A+ BK]‘lB =[0 0.2073 0.1892] -1 z 0 0
0 -1 Z 0

Asi, la funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema, sin el factor de

correccion de error K, en el circuito del set-point es:

0.2073(z + 0.9126)

=C[zl —A+BK]|™'B =
G(2) = Clzl — A+ BK] 7% — 0.588522 + 0.1623z — 0.0068

iy 0.2073(z + 0.9126) _ . Y 1434
o 123 = 0.588522 + 0.1623z — 0.0068] o= -

La figura 9.5 corresponde a la respuesta del sistema cuando se le adiciona el
factor de correccion de error K, = 1.434 en el circuito del set-point.

t [sec]

Figura 9.5 Respuesta del sistema con el factor de correccion de error Kq
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9.6 OBSERVADORES DE ESTADO DE ORDEN COMPLETO
En la practica, no todas las variables de estado de un sistema se pueden medir en
forma directa. Este hecho hace necesario estimar el valor de aquellas variables
de estado cuya medicion directa no es posible. La estimacion se debe realizar a
partir de mediciones en las variables de entrada y en las variables de salida.
En esta seccion se desarrolla una técnica que permite estimar los estados de una
planta a partir de la informacién disponible en ella. El sistema que posibilita la
estimacion se denomina “Observador o estimador de estado”.
El observador de un sistema dinamico lineal en tiempo discreto es otro sistema
dinamico lineal en tiempo discreto que tiene como entradas la entrada y la salida
del sistema discreto y como salida, los valores de las variables de estado.
Sea el sistema definido por:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.45
y(k) = Cx(k) 9.46
Para resolver el problema de la observacion son posibles dos soluciones [9.3]:
a. Utilizar un observador tipo predictor que permite obtener el estado del
sistema en el instante (k + 1), estimando x(k + 1) a partir de la entrada u(k) y
de la salida y(k).
b. Utilizar un observador corriente que permite obtener el estado del
sistema en el instante (k + 1) estimando x(k + 1) a partir de la entrada u(k) y
de la salida y(k + 1)
Las figuras 9.6a y 9.6b representan, respectivamente los dos tipos de
observadores. El orden de ellos es igual al orden del sistema.

uk) .
a. Predictor X(k+1)=qtk+1)
y(k)
u(k) ;
Corriente ke 1)Zq(k+1)
yik+1)

Figura 9.6 Observadores de estado a) Tipo Predictor b) Tipo Corriente
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9.7 OBSERVADOR DE ESTADO TIPO PREDICTOR

Para obtener las ecuaciones que describen a este observador, se supone que el
estado real del sistema x(k) no puede medirse directamente. Si el estado x(k)
debe estimarse, es necesario que el estado estimado q(k) y el estado real x(k)
sean iguales o lo mas aproximadamente iguales. La figura 9.7 ilustra como se
realiza la estimacién de los estados.

Planta Observador
y(k) R
u(k} | Estados Estados alk)
x(k) | ak >

Figura 9.7 Estimador de estados

La planta esta descrita mediante la ecuacion:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.47
y(k) = Cx(k)

Tomando la transformada z se obtiene:
X(2) = (z — A)"BU(2) 9.48
Y(z) = CX(2)

De la figura 9.7 se deduce que el sistema correspondiente al observador tiene dos

entradas u(k) e y(k), entonces, su ecuacion se puede escribir en la forma:
q(k+1) =Fq(k) + Ly(k) + Hu(k) 9.49

En donde F, L y H son matrices desconocidas. Tomando la transformada z a la
ecuacion 9.49 y considerando condiciones iniciales iguales a cero, resulta:

zQ(z) = FQ(z) + LY(z) + HU(2)

(zI —F)Q(z) = LY(z) + HU(2)

Q(z) = (zI — F)7'[LY(2) + HU(2)]

Y(z) = CX(2)

Q(z) = (zI — F)Y[LCX(2) + HU(2)] 9.50
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Teniendo en cuenta la ecuacién 9.48 se obtiene:
Q(z) = (zl = F) Y[LC(zl — A)™B + H|U(2)
Si el estado real x(k) de la planta es igual al estado estimado q(k), las funciones

de transferencia Q(z)/U(z) y X(z)/U(z) deben ser iguales es decir:

Q(Z) _ -1 -1
X(2) _ -1

(zI — A)™1B = (z — F)"Y[LC(z] — A)™'B + H]

(zI —A) B = (z — F)"*LC(zl — A) "B + (z — F)"'H

[l — (2] — F)"*LC)(z] — A)™B = (2] — F)"'H

(z =F) Yzl — (F+ LO)](zl —A) B = (zl - F)"'H
Simplificando:

[zl — (F +LC)](zl —A)*B=H

(zI —A)™B = [zl — (F + LO)]™'H 9.51

La ecuacion 9.51 se satisface si se cumpleque H = By A= F + LC.
Entonces, la ecuacién 9.49 correspondiente al observador predictor, se puede
escribir en la forma:
qlk+1) =(A—-LC)q(k) + Ly(k) + Bu(k) 9.52
La matriz L se denomina Matriz de ganancia de realimentacion del observador.
La figura 9.8 representa el sistema de control con la matriz de ganancia de
realimentacién K y el observador de estado incluidos.
De la figura 9.8 se deduce que u(k) = — kq(k), asi la ecuacion del observador
tipo predictor de orden completo se puede escribir en la forma:
q(k+1) = (A—-LC — BK)q(k) + Ly(k) 9.53
Tomando transformada z a la ecuacion 9.52:
zQ(z) —zq(0) = (A—LC)Q(z) + LY(2) + BU(2)
(zl —A+ LC)Q(z) = LY(z) + BU(z) + zq(0)
Q(z) = (z — A+ LC) Y [LY(2) + BU(2) + zq(0)]
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u(k) ‘ 5 x{k+1}| = x(k) ‘ c y(k)
+
+

-+
| S q[k+1}‘ |k ‘ c o
Ot y(k)
o h—
I,

Figura 9.8 Sistema de Control con realimentacion del estado observado

ladj(zl — A+ LC)][LY(z) + BU(z) + zq(0)]
|z — A+ LC|

De la ecuacion 9.52 y 9.54 se deduce que el observador es un sistema dinamico

9.54

Q(2) =

con u(k) e y(k) como entradas y con ecuacién caracteristica dada por:

|z — A+ LC| =0 9.55

9.7.1 Error en la estimacion: se define como la diferencia entre el vector de

estado real x(k) y el vector de estado estimado q(k) o sea:
e(k) = x(k) — q(k) 9.56
e(k+1)=xk+1)—qlk+1) 9.57
Utilizando las ecuaciones 9.45 y 9.52 se obtiene:
e(k +1) = Ax(k) + Bu(k) — (A — LC)q(k) — LCx(k) — Bu(k)
e(k+1) = (A—-LO)[x(k) —y(k)]
e(k+1) =(A—-LC)e(k) 9.58
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De la ecuacién 9.58 se deduce que la ecuacion caracteristica del error es la

misma que la del observador.
|zI —A+LC| =0 9.59

Es decir, el comportamiento dindmico de la sefal de error queda determinado por
los valores caracteristicos de la matriz [A — LC]. Si dicha matriz es estable el error
converge a cero para cualquier error inicial e(0). Es decir q(k) converge a x(k)
independientemente de los valores iniciales de x(0) y de q(0).

El observador analizado se denomina predictor porque el valor estimado q(k + 1)

esta un periodo de muestreo adelante de y(k).

9.7.2 Diseno de la matriz de ganancia del observador: la ecuacion
caracteristica del observador de estado de orden completo se dedujo en la seccién

anterior y, esta dada por:
|z —A+LC| =0 9.60

La matriz L es una matriz pesante y se debe disefiar de modo que q(k) se
aproxime asintéticamente a x(k) cuando k — oo. Es decir, para que la dindmica del
error sea estable y que e(k) llegue a cero con suficiente rapidez. El procedimiento
para disefiar la matriz L consiste en seleccionar, primero, los polos deseados para
el observador y luego, mediante la aplicacién del procedimiento adecuado,
calcular la matriz L.

Los polos de lazo cerrado deseados para el observador se disefian de manera que
el sistema cumpla con los requisitos de funcionamiento especificados y se eligen
de modo que su respuesta sea de dos a cuatro veces mas rapida que la del
sistema.

Existen diferentes procedimientos para calcular la matriz de ganancia L del
observador. A continuacion se presentan dos de los mas utilizados:

9.7.2.1 Método de sustitucion directa: en este caso el procedimiento es el

siguiente:

a. Obtener la ecuacion caracteristica del observador:
|z —A+ LC|=0 9.61
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b. Conformar la ecuacion caracteristica con los polos de lazo cerrado

deseados para el observador:

z-p)(z—p)(@Z—p,)=2z"+a;z" ! +a,z" %+ a,_1z+a, 9.62

c. lgualar los coeficientes de potencias iguales en z de la ecuacién
caracteristica del observador con los de la ecuacidn caracteristica deseada,
para obtener n ecuaciones simultaneas que al resolverlas, permiten calcular

los componentes de la matriz de ganancia del observador L.

9.7.2.2 Formula de Ackerman: esta férmula permite evaluar directamente la

matriz de ganancia del observador a partir de la ecuacion:

C 110
CA 0
L=¢(4)]| ca? 0 9.63
cA™ 1 1
En donde:
P(A) = A"+ AV + @, AV 2+ a, At ag,l 9.64

Siendo a4, a, ‘- a, los coeficientes de la ecuacion caracteristica deseada para el

observador:
Z-—p)EZ—p)(Z—p) =2"+az" ' +a,z" %+ a,_1Z+ay, 9.65
e El disefno de la matriz de ganancia de realimentacién K y el disefio de la matriz
de ganancia del observador L, son dos problemas independientes entre si que

se combinan para obtener el sistema de control con realimentacién del estado
observado.

EJEMPLO 9.4:

Considere el sistema definido por:

0

xk+D=[_0. _o Jrw+[uto v =01 -1)xk)

a) Determine la matriz de ganancia de realimentacion L del observador, de modo

que los valores caracteristicos deseados para la matriz del observador sean
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zy = 054+ j05 y z,= 05— 0.5 b) Obtenga la ecuacion del observador
correspondiente.

SOLUCION: Para una mejor comprension, el ejemplo se resuelve utilizando los
dos métodos expuestos:

a) Método de sustitucidén directa:

Ecuacién caracteristica del observador:

|zl —A+LC| =0 L= H
2

_ [z 0 B 0 1 Ll] _ Z+L1 _(L1+1)
el -a+101= [ = g5 _gal* [Lz ==, 405 z+04-1L,

|zl —A+LC| =22+ (04—-L,+L)z+09L, +L,+05=0
Ecuacion caracteristica deseada:
(z—0.5—0.5)(z— 0.5+ j0.5) = 0
z2—2z4+05=0
Comparacién de coeficientes de potencias iguales en z en las dos ecuaciones:
04—L,+ L, =-1 Li—L,=—-14

Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtiene: L; = —0.7368y L, = 0.6631

Por lo tanto, la matriz de ganancia del observador es:

_ [—0.7368
L= 0.6631]

La ecuacién del observador estd dada por la ecuaciéon 9.52:
qk+1)=(A—-LC)q(k) + Ly(k) + Bu(k)

0 1 —0.7368
—-0.5 —0.4] B [ 0.6631

e+ D =[BT 02692 100+ g gar] v00 + [{] w00

b) Utilizando la formula de Ackerman:

b=em[ 5] (]

_[0.7368 0.2632]

[A—LC]=[ ~1-1.1631 0.2632

[1 -1]

Se obtiene:
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— 0 17_ ci_r11 -1
cat=0 1] g _g,=l05 14 lcal =los 14l
La ecuacioén caracteristica deseada es: z* — z + 0.5 = 0, por lo tanto:
a2 10 -14
$(A) = A* —A+05] = [0_7 oce
[0 1471 -17"'0 _[—0.7368
L= [0.7 0.56] [0.5 1.4] [1 L= 0.6631]

9.7.3 Ecuacion Caracteristica del Sistema con el Observador Predictor
Incluido: Considerando el sistema definido por la ecuacién de estado:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.66

y(k) = Cx(k) 9.67
La ley de control para el sistema con el observador es, segun la figura 9.8:

u(k) = —Kq(k) 9.68

Reemplazando la ecuacién 9.68 en la ecuacién 9.66.
x(k +1) = Ax(k) — BKq(k) = [A — BK]x(k) + BK[x(k) — q(k)] 9.69

La diferencia x(k) — q(k) corresponde al error e(k), entonces:
x(k +1) = [A — BK]x(k) + BKe(k) 9.70

Segun la ecuacion 9.58 se tiene que:
e(k+1) =[A—LCle(k) 9.71

Las ecuaciones 9.70 y 9.71 se pueden escribir en forma matricial como:

[x(k + 1)1 _ [A —BK  BK ] [X(k) 9.72

e(k+1)] 0 A—LClle(k)
La ecuacién 9.72 define la dinamica del sistema con realimentacion de estado
observado y de ella se deduce que la ecuacién caracteristica del sistema en lazo

cerrado, con la matriz de realimentacién K y el observador incluido es:

zI — A+ BK —BK —0
0 zI —A+LCl
|z — A+ BK||z —A+ LC| =0 9.73

9.7.4 Funcion de Transferencia de Pulso del Controlador: una vez obtenida la

matriz de ganancia de realimentacion K y la matriz de ganancia del observador L,
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es posible obtener la funcién de transferencia de pulso del controlador. Se hace
notar que, para este controlador, la entrada es —Y(z) y la salida U(z).

La figura 9.9a muestra el sistema de control equivalente con realimentacion
unitaria y con entrada de referencia igual a cero (sistema tipo regulador). La figura
9.9b muestra la configuracion del hardware. Mas adelante se analiza el caso de

sistemas con entrada de referencia predeterminada.

D(z) Uiz) Gplz) >
R(z)=0 * Y(z)
a. Controlador Planta
Observador
0@ |24 pa G4(S) 5
Y(S)
Y
) A/D

Figura 9.9 Implementacién del controlador digital

De la ecuacion 9.53 se obtiene:
qlk+ 1) =(A—-LC — BK)q(k) + Ly(k)

Tomando la transformada z a esta ecuacién y, considerando las condiciones
iniciales iguales a cero resulta:
zQ(z) = [A—LC — BK]Q(z2) + LY (2)

[zl — A+ BK + LC1Q(z) = LY (2)
Q(z) = [zl — A+ BK + LC]"1LY (2)
La ley de control es, segun la ecuacién 9.68

u(k) = —Kq(k) U(z) = —KQ(2)
Entonces:
U(z) = =KQ(2z) = —K[zI — A+ BK + LC]" LY (2)
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Es decir:

U
D(z) =———==K[zl — A+ BK + LC]"'L 9.74
Y(2)

La ecuacidn 9.74 permite estimar la funcion de transferencia de pulso del
controlador con el observador tipo predictor.

EJEMPLO 9.5

Dado el sistema de control en tiempo discreto mostrado en la figura 9.10. a)
Hallar la matriz de ganancia K de modo que la respuesta del sistema en lazo
cerrado tenga un maximo sobreimpulso del 10% y tiempo de pico de 4 seg. b)
Disenar un observador adecuado para el sistema. c) obtener la ecuacién del
controlador y la respuesta del sistema en lazo cerrado ante una entrada en

escalon unitario. Asuma que el periodo de muestreo es 1 seqg.

+ T S(S +0.1)

Figura 9.10 Sistema de Control para el ejemplo 9.5

SOLUCION: Con T = 1 s, la funcién de transferencia de pulso del sistema es:

G,(S 0.25
HG(z) = (1-2z"1)3 {%)} 6= 55500
~ e 025 _0.1209(z + 0.9672)
HG(z)=(1-z )J{m} HG(z) = (z—1)(z — 0.9048)

0.1209z + 0.1169

HG(z) =
(%) = 5190482 1 09048

La representacion en el espacio de estado del sistema en su forma candnica

controlable es:

k4 1) = [1.9;)48 —0.‘3048]x(k)+ [é]u(k)



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 379

y(k) =[0.1209 0.1169]x(k)

a) De acuerdo con las especificaciones dadas, la ubicacion de los polos de lazo
cerrado deseados para estimar la matriz de ganancia de realimentacion K, se

calcula asi:

e I _ In(M,,) B
M,=e §/1-¢2 = _\/nz = (1nzsz))2 &=0.59

s T
t, = ——— w, =

P W f1- 82 o1&

La ubicacién de los polos deseados es por lo tanto:

w, = 0.972rad/s

|z| = e~ ¢wnT |z| = 0.563
0 =57.3w,Ty/1—¢&2 0 = 45° z = 0.398 £ j0.398
La ecuacioén caracteristica deseada para el sistema es, entonces:

z—0.398 — 0. z—0. + jO. =z“—0.796z + 0. =
(z —0.398 —j0.398)(z — 0.398 + j0.398) 2-0.796z+ 0.3168 =0

Utilizando la formula de Ackerman:

K=1[0 1][B AB] '¢(A4)

o _ [15241 —1.0032
$(A) = A% — 0.7964 + 0.31681 ¢(A)_[1_1088 Byt
[l 1.9048
(B AB]—[O h ]
_ 1 1.90487"'[1.5241 —1.0032 _
K=1[0 1][0 h ] [1_1088 ocane K =[1.1088 —0.588]

b) Para disefar el observador, se debe tener en cuenta que su velocidad debe ser
mayor que la del sistema. Sea ¢ = 0.59 y w,, = 1.5 rad/s. Con estos parametros,

la ubicacién de los polos deseados para el observador es:
|z| = e=$WnT |z| = 0.412
0 = 57.3w,T\/1 — &2 0 =69.4°

Es decir, los polos deseados son z = 0.145+;0.385. Asi, la ecuacién

caracteristica deseada para el observador es:
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(z — 0.145 — j0.385)(z — 0.145 + j0.385) = z% — 0.29z + 0.16925 = 0

Utilizando la formula de Ackerman:

b=g@[5] (]

2.3404 -1.4612

— N2 _ —
d(A) = A% — 0.294 + 0.16925] [1_6148 07356

[C]=[01209 01169
cal ~ 10.3472  —0.1093

L = [2-3404 —1.4612] [0.1209 0.116971° ¢ [o]
1.6148 —0.7356110.3472 —0.1093 1

_ 18.3634

L= 5.1586]

La ecuacién del observador esta dada por:
q(k+1) =[A—LC — BKlq(k) + Ly(k)

0.2155 -—1.2949 8.3634

qlk+1) = 3761 —0.6033]q(k)+ 5.1586]y(k)

c) La ecuacion del controlador esta dada por:

__U@ _ 1

D(z) = ———==K[zl — A+ BK + LC]"'L
Y(2)

z+02151  1.2944

2 — A+ BK + LC] = [ —0.3764 z+ 0.6030

[z + 0.6030 —1.2944 ]
0.3764 z+0.2151

— _1 =
[z] — A+ BK + LC] 72 + 0.8188z + 0.6171

Z+0.6030  —1.2944 |[8.3634
U(z) _ 11088 —0.588] 03760 2+ 02151[51586)
70) 27 +0.81887 + 0.6171

D(z) = —

U(z)  6.2403(z — 0.6916)
Y(z) z%+0.8188z + 0.6171

D(z) = —

La funcion de transferencia de lazo cerrado para el sistema es:

HG(2)
1+ D(z)HG(2)

Gy(2z) =
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G (2) = 0.1209z3 + 0.216z% + 0.1704z + 0.07219
Wi e 2 1.08673 +0.7169z2 — 0.2266z + 0.05362

La figura 9.11 corresponde a la respuesta del sistema de control en lazo cerrado

con las matrices K y L disefiadas

1.5 T T

Salida

0.5

20 25 30

] g 10 15
M2 de muestreo

=

Figura 9.11 Respuesta del sistema del ejemplo 9.5

Si se desea tener un error igual a cero, ante una entrada en escalén, es necesario

adicionar un factor de correccion de error K, en el circuito del set-point como se

indica en la figura 9.12

RE |k, -| HG(z) e

D(z) |e

+

Figura 9.12 Sistema de control por realimentacion de estados con factor
de correccion de error en el circuito del set-point

De la figura 9.12 se obtiene
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Y(z)  KoHG(2)
R(z) 1+ D(2)HG(z)

Si la entrada es un escalén unitario se obtiene:

G, (2) = 9.75

KoHG(2) z

YO =T honew z=1

Teniendo en cuenta el teorema del valor final:
y(o0) = lirq(z -1)Y(2)
VAl

Para que el error sea cero debe cumplirse que y(«) = 1, por lo tanto:

im KoHG(z)  _ 1 9.76
z>11+ D(2)HG(2) '

Para el caso del ejemplo 9.5 se tiene:

K,(0.1209z3 + 0.2162% + 0.1704z + 0.07219)
At z* —1.08623 + 0.7169z2 — 0.2266z + 0.05362

1.265K, = 1 K, = 0.79
La figura 9.13 muestra la respuesta del sistema con K, = 0.79 introducida en el
circuito del set-point.
La funcion de transferencia del lazo cerrado del sistema es:

0.79(0.1209z3 + 0.216z% + 0.1704z + 0.07219)
z* —1.08623 4+ 0.7169z2% — 0.2266z + 0.05362

Gy(z) =

0 ] 10 15 20 25 30
MN® de muestren

Figura 9.13 Respuesta del sistema del ejemplo 9.5 con K, = 0.79
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A continuacién se presenta un programa en MATLAB que se puede utilizar para
resolver el problema del ejemplo 9.5.

% Programa para disefio con observador de estado en
% tiempo discreto partiendo del sistema continuo.

clc

n=[0.25];

d=[1 0.1 O];

[nd,dd]=c2dm(n,d,1,'zoh"); % Discretizacién del sistema.
[z,p,K]=tf2zp(nd,dd)

printsys(nd,dd,'z")

[a,b,c,d]=tf2ss(nd,dd)

pc=[0.398+0.398% 0.398-0.398"i];

po=[0.145+0.385% 0.145 -0.385%i];

k=acker(a,b,pc)

|=acker(a',c',po)'

ac=[a-b*k-I*c]; % Calculo de controlador
be=[l];

cc=[K];

dc=[0];

[nc1,dc1]=ss2tf(ac,bc,cc,dc); % Ecuacién del controlador

printsys(nc1,dc1,'z)

[zc,pc,kc]=tf2zp(nc1,dc1)
[aw,bw,cw,dw]=feedback(a,b,c,d,ac,bc,cc,dc,-1);
[nwt,dwt]=ss2tf(aw,bw,cw,dw); % Sistema en lazo cerrado
printsys(nwt,dwt,'z")

[zw,pw, kw]=tf2zp(nwt,dwt)

k=0:30;

r=ones(1,31); % Genera escaldn unitario
y=filter(nwt,dwt,r);

plot(k,y)
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grid

pause

ko=ddcgain(nwt,dwt); % Factor de correccion
plot(k,y/ko)

grid

pause
[y,X,k1]=dstep(aw,bw,cw,dw);
plot(y)

grid

pause

plot(x)

grid

9.8 OBSERVADOR DE ESTADO TIPO CORRIENTE
En el observador tipo predictor, el estado observado q(k) se obtiene a partir de la
medicidn del vector de salida hasta y(k — 1) y del vector de control hasta u(k — 1).
Por lo tanto, el vector de control u(k) = —kq(k) no utiliza los valores presentes de
la salida y(k). En esta seccion se deduce la ecuaciéon de un observador llamado
Observador Corriente en el cual se utiliza y(k) para la estimaciéon de q (k).
Sea el sistema de estado completamente controlable y completamente observable
definido por:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.77
y(k) = Cx(k)
Se desea estimar el vector estado x(k) a partir del vector q(k). Para ello se puede
separar el proceso de observacidon en dos pasos: en el primer paso se calcula

qd(k + 1) que es una aproximacion de x(k + 1) y en el segundo, se utiliza y(k + 1)

para mejorar g(k + 1) en la siguiente forma:
q(k +1) = Aq(k) + Bu(k) 9.78

qlk+1) = gk + 1) + Lly(k + 1) — CG(k + D] 9.79
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Reemplazando la ecuacién 9.78 en la 9.79 se obtiene:
q(k + 1) = Aq(k) + Bu(k) + Ly(k + 1) — LCAq(k) — LCBu(k)

Entonces, la ecuacion del observador corriente es:

q(k +1) =[A— LCAlq(k) + [B — LCBlu(k) + Ly(k) 9.80
La ecuacion 9.80 permite deducir que el valor estimado para q(k + 1) se basa en
el valorde y(k + 1).
La ecuacion caracteristica del observador corriente es:

|zI —A+ LCA| =0 9.81

Para un sistema de una sola entrada y una sola salida, la matriz de ganancia L del
observador corriente se calcula en forma similar a la matriz L del observador
predictor pero, en este caso, al utilizar la férmula de Ackerman, se reemplaza la
matriz C por la matriz CA. Por lo tanto, para el observador corriente, la férmula de

Ackerman toma la forma:
CAT[0
2
L=ow | |° 9.82
cA™ 1

Teniendo en cuenta que la ley de control es:

u(k) = —Kq(k) 9.83
La ecuacién 9.80 se puede escribir en la forma:

q(k+1) =[A—LCA— BK + LCBK]q(k) + Ly(k + 1) 9.84

Se puede demostrar, a partir de las ecuaciones 9.83 y 9.84, que la funcion de
transferencia de pulso del controlador, cuando se utiliza el observador corriente,
esta dada por:

U(z
D(z) = _%Zi =zK[zl — A+ LCA+ BK — LCBK]™L 9.85

EJEMPLO 9.6

Dado el sistema de tiempo discreto definido por:
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x(k+1)_[0 N 4] (k)+[1]u(k) y(k) =[05 —0.4]x(k)

a) Calcular la matriz de ganancia de realimentacion K para que el sistema tenga
respuesta con oscilaciones muertas. b) Disefiar un observador corriente tal que su
respuesta al error del observador inicial sea con oscilaciones muertas. c) Obtener
la ecuacion del controlador y la respuesta del sistema ante una entrada en escalon
unitario. d) Calcular el factor de correccion de error K, de modo que el error de

estado estable del sistema, ante una entrada en escaldn, sea igual a cero

SOLUCION: Para respuesta con oscilaciones muertas (respuesta Deadbeat), se
requiere que los polos del sistema en lazo cerrado estén ubicados en el origen del

circulo unitario.
a) Diseno de la matriz de ganancia de realimentacion:
K=1[0 1][B ABI'¢(A)

Ecuacién caracteristica deseada:

z2=0
Por lo tanto:
PA) =4 P(A) = [0 026]
SRR IR b i
k=10 [T eeerllo ol K =[16667 ~0.2667

a) Diseno del observador corriente:

b=o] G (]

b4) = 4 6 =[5 o5l
CA1_10.5 -0.16 —1.3333  3.3333
CAZ] B [0.5 —0.064 [CA2 —10.4167 10.4167
L= [0 0. 16] [—110.34313637 136.34313637] [0] L= [izzzg

La ecuacion del observador es:
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q(k+1) =[A— LCA— BK + LCBK]q(k) + Ly(k + 1)

_1-1.7778 0.7111 1.3333
qlk+1) = [—2.2222 0.8889] q(k) + [1.6667] y(k+1)

La ecuacion del controlador est4 dada por:
U(2) _
D(2) = Yo o zK[zl — A+ LCA + BK — LCBK]™'L

Realizando operaciones se obtiene:

U(z) 5111z —1.778

D) ==y = "zt 08889

La figura 9.14 representa el sistema de control con el controlador disefiado.

R(z} 0.1z + 0.2 Y(z)
— K, >
3\ (z = 1)z — 0.4)
5411z - 1.778]
z+0.8889 |

Figura 9.14 Sistema de control para el ejemplo 9.6

La funcion de transferencia de pulso del sistema en lazo cerrado es, segun la
figura 9.14:

Y(z)  KyHG(z)

R(z) 1+ D(2)HG(2)

Gw(z) =

Y(z) _ 0.1K,(z* + 2.889z + 1.778)

GW(Z) = R(Z) - 73

El valor de K, se obtiene a partir de la ecuacién 9.71:

 0.1K,(z2 + 2.889z + 1.778)
lim 3 =1
z-1 Z

K, = 1.7646

La figura 9.15a muestra la respuesta del sistema a un escaldn unitario aplicado en
la referencia, sin incluir el factor de correccion de error K,,. La figura 9.15b muestra

la respuesta con el factor K, incluido en el circuito del set-point.
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0.8 T T T T T
a. ' ' ' '

--------------------------------------------------------------------

| i | |
10 15 20 25 an

M2 de muestreos

10 15 20 25 a0
M® de muestreos
Figura 9.15 a) Respuesta del sistema al escalén unitario sin el factor K,
b) Respuesta del sistema al escalén unitario con ko = 1.7646

A continuacién se presenta un programa en MATLAB para resolver el ejemplo 9.6

% DISENO DE UN OBSERVADOR CORRIENTE.

a=[1 0;0 0.4];

b=[1:1];

c=[0.5 -0.4];

d=[0];

[nd,dd]=ss2tf(a,b,c,d); % Funcion de transferencia de pulso
printsys(nd,dd,'z")

pc=[0 0]; % Polos para la matriz k.

po=[0 0]; % Polos para el observador.
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po1=poly(po);
k=acker(a,b,po)
g=[c*a;c*(a"2)];

gi=inv(q);

f=polyvalm(po1,a);

m=[0;1];

I=(f*qi)*m
ao=[a-(I"c)“a-b*k+((I*c)*(b*k))]
bo=l;

co=Kk;

do=d;

[no1 do1]=ss2tf(ao,bo,co0,do);
nc=[no1 0];

dc=[0 do1];

printsys(nc,dc,'z")
[nw,dw]=feedback(nd,dd,nc,dc,-1);
printsys(nw,dw,'z')
dim=size(dw,2);

if dw(1)==0

dwe=dw(2:dim);

else

dwe=dw;

end

k1=0:30;

r=ones(1,31);
y=filter(nw,dwe,r);
subplot(2,2,1)

plot(k1,y)

xlabel('N° de muestreos’)

ylabel('y(k)")

389

% Ecuacion caracteristica deseada

% o(A)

% Matriz del observador
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pause

ko=ddcgain(nw,dw); % Factor de correccién Ky
subplot(2,2,2)

plot(k1,y/ko)

xlabel('N® de muestreos')

ylabel('y(k)')

9.9 OBSERVADOR DE ESTADO DE ORDEN REDUCIDO

En la practica, algunas de las variables de estado del sistema pueden ser medidas
exactamente y, por lo tanto, no es necesario estimarlas. En este caso, es posible
disenar un observador que estime menos de las n variables que conforman el
vector de estado. Un observador de este tipo se conoce con el nombre de
Observador de Estado de Orden Reducido. Si el numero de variables a estimar
es el minimo posible, el observador se llama Observador de Orden Minimo.

Sea x,(k) la parte del vector de estado que puede medirse exactamente y sea
xp (k) la parte no medible, el observador de orden reducido puede disefiarse
dividiendo el vector de estado en la forma:

_ [xa(k)
x(k) = [xb (k)

Entonces, la ecuacién del sistema puede escribirse asi:

xa(k+1) _ Aaa Aab xa(k) Ba
[xb(k T 1)] = [Aba Abb] [xb (k)l " [B_,,] u(k) 287

9.86

xq (K]
Xp (k)_

La ecuacién correspondiente a la parte medible es:

y(k) = [IIO][

Xqo(k +1) = Agaxa(k) + Agpxy (k) + Byu(k) 9.88

Agrupando los términos conocidos se obtiene:

Xqg(k + 1) — Agaxy(k) — Byu(k) = Agpxy, (k) 9.89
El término de la izquierda de la ecuacion 9.89 corresponde a las cantidades
medidas.
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La ecuacién correspondiente a la parte no medible es:
xb(k + 1) = Abaxa(k) + Abbxb(k) + BbU(k) 9.90

El término [A4,,x,(k) + Byu(k)] se puede considerar como la entrada conocida.
Al comparar las ecuaciones del observador de orden completo, con la ecuacién

9.90 y la de la salida del sistema con la ecuacion 9.89 resulta:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.91
xp(k+ 1) = Appxp (k) + [Apaxa (k) + Byu(k)] 9.92
y(k) = Cx(k) 9.93
Xqo(k + 1) — Agaxq(k) — Byu(k) = Agpxp, (k) 9.94
qlk +1) =[A—LClq(k) + Ly(k) + Bu(k) 9.95

La ecuacién del observador de orden reducido, se puede obtener haciendo las
siguientes sustituciones en la ecuacion del observador de orden completo
(ecuacién 9.95).
x(k) = xp (k)
A= App
Bu(k) = Apgx,(k) + Byu(k)
y(k) = x4(k +1) — Agaxa(k) — Bgu(k)
C = Agp
Es decir:
gk +1) =

[App — LAaplqp (k) + LIxg(k + 1) — Agaxq(k) — Byu(k)] + Apgxq (k) + Byu(k) 9.96
De la ecuacién 9.87 se obtiene:

y(k) = x,(k) 9.97

Entonces:

qp(k +1) = [App — LAgplay (k) + Ly(k + 1) + [Apg — LAgaly (k) + [B, — LBy Ju(k) 9.98

La ecuacién caracteristica del observador de orden reducido es:
|ZI — Abb + LAabl = 0 999
La matriz L se puede obtener por comparacién directa entre la ecuacion

caracteristica deseada para el observador de orden reducido y la ecuacién
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caracteristica del mismo dada por la ecuaciéon 9.99 o utilizando la formula de

Ackerman:
Aab - 0
AgpApp 0
L=¢(App) AabA,z,b 0 9.100
AabAZI;Z 1
En donde:
G(Apy) = AW + A2 + oy Apy + ] 9.101

Siendo a4, a, - a,_1 los coeficientes de la ecuacidon caracteristica deseada y n el
orden de la matriz A.

Finalmente, una vez calculadas la matriz de ganancia de realimentacion K y la
matriz del observador L se procede a calcular la ecuacién del controlador,
utilizando la ecuacién [9.4]:

U(z)

Y@

K1 + Kb [ZI - Abb + LAab + (Bb - LBa)Kb]_l[LZ + {Aba - LAaa - Kl(Bb - LBa)}] 9.102

D(z) =—

Para obtener la ecuacion 9.102 se asume que y(k) = x,(k) y que la matriz de
ganancia de realimentacion K, se particiona de tal forma que:
u(k) = —-K[y(k) q,(K)]" =~-[K1 Kplly(k) qy(k)]"  9.103
u(k) = —K,y(k) — Kpq, (k)
Para utilizar correctamente las ecuaciones 9.102 y 9.103 es necesario tener
presente que la matriz C debe estar en la forma ¢ = [1 0 0 . . 0], en caso
contrario se precisa utilizar una matriz de transformacién T tal que:
CT'=[1 0 - 0]
c=[1 0 - 0JT
Asi, la nueva representacion de estado del sistema sera:

2k +1) = Az (k) + Bu(k) 9.105

9(k) = Cx(k) + Du(k) 9.106
En donde:
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A=TAT™ B=TB
C=CT'=[1 0 0] D=D 9.107
EJEMPLO 9.7
Considere el sistema descrito por:
23 =17 0.4 1
x(k+1) = 0 0 ]x(k) + 0| u(k) y(k)=[0 0 0.8]x(k)
0 1 0 0

a) Determine la matriz de ganancia de realimentacion K de modo que el sistema
tenga polos de lazo cerrado ubicadosenz = 0.2, z = 04y z = 0.6. b) Sise
supone que sélo la salida y(k) es medible, disefie un observador de orden minimo
con polos localizados en z = 0.2y z = 0.5. c) Obtenga la ecuacién del
controlador y grafique la respuesta del sistema en lazo cerrado cuando se aplica
un escaldn unitario a la referencia. d) Calcule, si es necesario, el valor del factor
de correccidon de error K, que se debe adicionar en el circuito del set-point para

obtener un error de estado estable igual a cero.

SOLUCION: Para resolver el problema, es necesario obtener la representacion de

estado del sistema de modoque € = [1 0 O0].
La matriz que transformaaC = [0 0 0.8] en € =1 0 O]es:C=[1 0 0]T
0 0 0.8 0 0 1
T=10 1 1 T-'=]0 1 0
1 0 O 1.25 0 0

Utilizando la ecuacién 9.107:

0 0 08][23 —-1.7 041 0 0 1 0 0.8 0
A=TAT*=]0 1 1 1 O O 0 1 0 0 0 1

1 0 O 0 1.25 0 0 05 -1.7 2.3

Y- H

C=CTt=[0 0 0.8][0 1 0] [1 0 0]
1.25 0 0

B=TB=
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a) La matriz de ganancia de realimentacién K es:
K=[0 o 1l[B AB A2B]'¢(4)
La ecuacion caracteristica deseada para el sistema en lazo cerrado es:
(z—0.2)(z—0.4)(z—0.6) = z3 — 1.2z + 0.44z — 0.048 = 0
Por lo tanto:

N . . ) 0.352 —1.008 0.88
¢(A) = A3 — 1.24% + 0.444 — 0.048] = [0.550 —1.518 1.27
0.635 —1.719 1.403

0 0 0.8 2125 =23 1
[B AB A2Bl=|0 1 23 [B AB A2B]l™*=|-2875 1 0
1 2.3 3.59 1.25 0 0

Asi, la matriz de ganancia de realimentacién esta dada por:

2125 -2.3 17][0.352 -1.008 0.88
K=[0 0 1]|-2.875 1 0110.550 -1.518 1.27
1.25 0 0110.635 -1.719 1.403

K=1[044 -126 1.1]
b. Dado que sélo se puede medir la salida y(k), la Unica variable de estado
conocida sera x, (k). Por lo tanto, es necesario estimar las otras dos variables y el

orden del observador de orden minimo es 2. Entonces, la representacién de

estado del sistema se puede escribir en la forma:

uk+1] [0] 08 0 1[x (k)] [0 %, ()
k1) =[T 0 1] %, (k +[6 (k) yUo =110 ol |=~
x3(k +1) 0.51=-1.7 231 x;(k 1 x3(k

La matriz de ganancia L del observador se puede calcular mediante la formula de
Ackerman:

v=sa o] [

La ecuacién caracteristica deseada para el observador es:
(z—02)(z=05)=22-0.7z+0.1=0

Por lo tanto:
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O(Apy) = A2y + 0.74,, + 0.11 = [:;?g ;gg
[ ] [0.8 O] [ ]_1 _ [1.25 0 ]
AabAbb 0 08 AabAbb 0 1.25
v=[572 2ealls 128l L=[5¢

La ecuacion del observador es, en este caso:

Qb(k + 1) = [Abb - LAab]CIb(k) + Ly(k + 1) + [Aba - LAaa]y(k) + [Bb - LBa]u(k)

_ 17 120 1.60 1.0

s = LAa] = |1 5a] = [56]108 01=[T57g 53
0.0 2.0 0.0
[Aba - LAaa] = [0-5 - [2-6 [0] = [0.5

(B, — LBa] =[] = [22] 101 =[]

-1.60 1.0

W+ =] 378 73

00 + [l v+ 0+ [ ]y + [}tk

c. La ecuacién del controlador es:

U(2) B
Y(z)

Ky + Kylzl = App + LAgy + (By — LB)K,] ™ [Lz + Apg — LAgq — K1 (B, — LB,)]

D(z) = —

z+16 -1
(2] = Ayy + LAy + (B, — LB)Ky] = | ]

252 z-12

2z
[LZ + Apq — LAgq — Kl(Bb - LBa)] = [ ]

2.6z + 0.06

z+ 1.6 -1

D(z) =044 +[-126 11] [ 252 z-— 1.2] [2.62 + 0.06]

0.782z% — 0.978z + 0.294 _ 0.78(z — 0.7538)(z — 0.5)
72+ 0.4z + 0.6 - 72+ 0.4z + 0.6

D(z) =

d. La funcion de transferencia de lazo cerrado del sistema planta-controlador con
el factor de correccién de error K,, incluido en el circuito del set-point es:

K,HG(z)
1+ D(z)HG(2)

Gy(z) =
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En donde HG(Z) es la funcion de transferencia de pulso de la planta y, esta dada

por:
0.8
(z—1)(z—-0.8)(z—0.5)

HG(z) =C(zl — A)™'B =

Por lo tanto:

0.8(z% + 0.4z + 0.6)
(z—0.2)(z—0.2)(z—0.4)(z—0.5)(z — 0.6)

GW(Z) =

Para que el error de estado estable ante una entrada en escaldn unitario sea igual

a cero, se debe cumplir la ecuacién 9.76:

limG. (2) = li K,HG(z)
2w Ty D(DHG(Z)

Reemplazando G,,(z):

y 0.8(z + 0.47 + 0.6)K, _,
21 (z—02)(z—02)(z—04)(z—05)(z—06) _

Tomando el limite se obtiene:
K, = 0.048

La figura 9.16 corresponde al sistema de control disefiado en el ejemplo 9.7, en
ella se muestra la disposicion del controlador D(z) en la realimentacién y el factor
de correccién K, en el circuito del set-point. La figura 9.17a muestra la respuesta
del sistema ante un escaldn unitario sin el factor de correccion K,, y la figura 9.17b
da la respuesta con el factor K|, incluido en el circuito del set-point.

R(z) 0.048 ] 0.8 *r{:]
+ (Z — Mz — 0.8}z — 0.6)

0.78(z — 0.75384z - 0.5) |
12 + 0,47 + 0.6

Figura 9.16 Configuracion del sistema de control para el ejemplo 9.7
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Figura 9.17 a) Respuesta del sistema al escaldn unitario sin el factor Ky. b)

Respuesta del sistema con K, = 0.048

9.10 SISTEMAS TIPO SERVO

La figura 9.18 muestra un sistema de control por realimentacién del estado en el
cual se utiliza un integrador adicional para estabilizar adecuadamente el sistema y

mejorar su exactitud.

La ecuacién de estado de la planta y su correspondiente ecuacién de salida son,

respectivamente:
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.108
y(k) = Cx(k) 9.109
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r(k) vik)

X(k+1)=Ax(k)+Bu(k) o) o LY

E.i

Figura 9.18 Sistema tipo Servo con realimentacion del estado

La ley de control para el sistema es:
u(k) = —Kyx(k) + K;v(k) 9.110

v(k) =r(k) —yk)+vk—1) 9.111

De las ecuaciones 9.110 y 9.111 se obtiene:
utk+1)=—-Kx(k+1)+K;[r(k+1) —y(k+ 1) +v(k)]

u(k +1) = —K,[Ax(k) + Bu(k)] + K;[r(k + 1) — C{Ax(k) + Bu(k)} + v(k)]
u(k+1) =[-K,A— K;CAlx(k) + [-K;B — K;,CBlu(k) + K;r(k + 1) + K;v(k) 9.112
De la ecuacién 9.110 se obtiene:

Kiv(k) = u(k) + K;x(k)
Entonces:
u(k+1) = [K; — KA — K;CA]x(k) + [ — K;B — K;CBlu(k) + K;r(k+1)  9.113
Las ecuaciones 9.108 y 9.113 se pueden escribir en forma matricial asi:

[igi : 3] - [K1 - Klﬁ —K,CA - KlBB— Kl-CB] [i%l,g] + [Igi] r(k+1) 9.114

La ecuacion de salida del sistema es:
y(k) =[C 0]x(k) 9.115

Si la referencia es un escalon de magnitud r, entonces r(k + 1) = r(k) = r.
Con esta consideracion, la ecuacion 9.114 se puede escribir en la forma:

[igiig] [K1 Klj KA 1—K,B— KCBHTLEB] [K] 9.116
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Para realizar el disefio, utilizando la técnica de asignacion de polos, se debe
estimar la matriz K; correspondiente al integrador y la matriz K, correspondiente a

la matriz de ganancia de realimentacion. Se puede demostrar que [9.5]:

K K] =[R+[0:1 ]”A_I” B]_l 9.117
1o “mi " ca IcB '
En donde:
_ o .
K=[0 o - 118 AB A*B - A"1B] ¢(4) 9.118
A—[A|B] B—[O] 9.119
010 (n+m)x(n+m) I (n+m)xm .

La figura 9.19 muestra el sistema de control por realimentacion del estado
observado incluyendo un integrador en la trayectoria directa

k K n
Ki _:_QL{} (k+1)=Ax(k)+Bu(k) x(k) c !I"I:]

qalk)
Bl

Figura 9.19 Sistema tipo Servo con realimentacion del estado observado

rik) v(k)

La ecuacién de estado de la planta y su correspondiente ecuacién de salida son,

respectivamente:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 9.120
y(k) = Cx(k) 9.121
La ley de control para el sistema es:
u(k) = —K,q(k) + K;v(k) 9.122
v(k) =r(k) —yk)+vk—-1) 9.123

La ecuacién correspondiente al observador esta dada por la ecuacién 9.52:
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qlk+1) =[A—LClq(k) + Ly(k) + Bu(k) 9.124
Tomando la transformada z a las ecuaciones 9.122 y 9.124 se obtiene:
U(z) = —K,Q(2) + K;V (2) 9.125

zQ(z) = [A—-LC]Q(z) + LY(z) + BU(2)
[z —A+ LC|Q(2) = LY (z) + BU(2)
Q(z) = [zl — A+ LC] ™'LY (2) + [z — A + LC]"*BU(2) 9.126
Reemplazando la expresién para Q(Z) en la ecuacion 9.125 resulta:
U(z) = =Ky [zl — A+ LCI71LY (2) — Ky [z] — A+ LC]"*BU(2) + K;V (2)
Si se asume que la variable u(k) es un escalar se obtiene, después de simplificar
y agrupar términos:
[1+ K [z — A+ LCI™1BlU(2z) = =K [z] — A+ LC]"1LY (2) + K;V (2)

U(z) =[1+ K[z —A+ LC]I B [K;V(2) — K[z — A+ LC] 1LY (2)] 9.127
Al tomar la transformada z a la ecuacién 9.123 se obtiene:

V(z) = Z[R(ZZ)__ 1Y(Z)] 9.128

Combinando las ecuaciones 9.127 y 9.128 resulta:

U(2)

[1+Ky[zl = A+ LCI Bl [Kiz[R(2) — Y (2)] — K1 (z — Dzl — A+ LC] 1LY (2)] 0120
B z—1 '

Las matrices K; y K; se obtienen utilizando las ecuaciones 9.117 y 9.118. La
matriz L, correspondiente a la matriz de ganancia del observador, se calcula a
partir de la ecuacién 9.82 para observador de orden completo o de la ecuacién
9.100 para observador de orden reducido.

EJEMPLO 9.8
La dinamica de cierto tanque presurizado esta dada por:

x(k+1) = [8;;‘ 8:Z]x(k)+[é]u(k) y(k)=[0 1lx(k)
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a) Disefar la matriz de ganancia de realimentacion K incluyendo integrador de
modo que el sistema en lazo cerrado tenga polos ubicados en el origen. b)
Disefar un observador de orden completo con polos ubicados en el origen. c)

Establecer la ley de control para el sistema.

SOLUCION: a) La matriz K, que contiene a la matriz de realimentacién K y a la

matriz del integrador K; se calcula a partir de las ecuaciones 9.117,9.118 y 9.119.

04 0211

- el

K=[o o 118 AB A2B]'¢(4)
La ecuacién caracteristica deseada para el sistema, en lazo cerrado, es: z3 = 0,

entonces:
0.204 0.172 0.260
¢(4) = 4% =10.430 0.376 0.500
0 0 0
0 1 04 0 0 1
[B AB A%2B]l=1]0 0 0.5 [B AB A2Bl™'=|1 -o08 0]
1 0 0.0 0 2 0
~ 0 0 1][0.204 0.172 0.260
K=[0 o0 1]|1 -0.8 0[]|0.430 0.376 0.500
o 2 oll o 0 0
K=1[0.86 0752 1]
[K 'K]—[1?+[0'1 ]][A_I”| B]_l
R Tom CA |CB
[1?+[031m]]=[o.86 0.752 2]
_1-0.6 0.2
A= L] = 0.5 —0.4
B 04 027 _ B 17
cA=00 1|)c el =005 0.6] CB = [0 1][0]_[01
41— 0.6 o(.)z4 é]
CA 05 06 0
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-06 02 171t
[K, : K;] =1[0.86 0.752 2][0.5 —0.4 o] =[2 212 : 2]
05 06 0
K,=1[2 212] K; = [2]

b) El disefio del observador se realiza utilizando la formula de Ackerman:

L=94) [CCA]_1 [(1)]

La ecuacion caracteristica deseada para el observador es: z% = 0, por lo tanto:

$(A) = 0(;_256 09426] [CCA] = [o(.)s 0?6]
-1
L= [06.256 09426] [o(.)s 0%6] [(ﬂ L= [sz]

La ecuacion del observador es:
q(k +1) =[A—LClq(k) + Ly(k) + Bu(k)

0.4 -0.32

ate+ D =07 Z022q00 + "% y0o + o] utk)

b) La ley de control para el sistema esta dada por:

[1+4 K[z — A+ LC]"B]"1[K;z[R(2) — Y (2)] — Ky (z — D[z] — A + LC]"1LY (2)]

U(z) = p—

. 22+186
Kilzl = A+ LCIB = ——

.. _3162-052

Kilzl = A+ LC1T'L = =————

U(D) = 2z3R(z) — (223 + 3.16z% — 3.68z + 0.52)Y (2)
7= (z— 1)(22 + 22 + 1.86)
U 2R(z) — 2Y(2z) — 3.16z71Y(2) + 3.68272Y(z) — 0.52z73Y(2)
VA =

142z 1—-014z"2—-186z3

Tomando transformada inversa zy, despejando u(k) se obtiene:

u(k) = 2r(k) — 2y(k) —3.16y(k — 1) — 3.68y(k — 2) — 0.52y(k — 3) —u(k — 1)
+ 0.14u(k — 2) + 1.86u(k — 3)

Esta dltima ecuacién corresponde a la ley de control para el sistema.



Control Digital. Luis Edo Garcia J. 403

La figura 9.20 muestra la respuesta del tanque cuanto se aplica a su entrada un
escalon unitario y la figura 9.21 corresponde a la representacion del sistema

implementado en Simulink para obtener la respuesta del mismo

1.2

—
T
T Y SIS

e e e e

=
(Mbk----
=
N

20

M2 de muestreos

FIGURA 9.20 Respuesta del sistema del ejemplo 9.8 ante un escalon

unitario aplicado en la referencia.

Fz

T 2z 0.5 ]
. +_ b —
L z3z20 14921 86 z2.z+0.14
Esczalon F4 Scope

Zzo3 AGzE3 BEz+0 52

z2z20. 1421 86
Fa

FIGURA 9.21 Representacion del sistema del ejemplo 9.8 en Simulink para

simular su respuesta.

9.11 SISTEMAS NO LINEALES

En la practica, todos los sistema fisicos presentan algun grado de alinealidad por
lo tanto, estrictamente hablando, no existen sistemas fisicos perfectamente
lineales y los modelos con que se trabajan son ideales y basados en
simplificaciones con el fin de facilitar el analisis y disefio de sus sistemas de
control. Cuando las magnitudes de las sefiales aplicadas al sistema de control
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estan dentro de un rango en el cual exhiben una caracteristica lineal, el sistema se
puede considerar basicamente lineal. Pero cuando los valores de las sefales
sobrepasan el rango de la parte lineal, el sistema no se puede considerar lineal
[9.6].
Para el analisis y disefio de sistemas de control lineal existe, como se ha visto,
una gran cantidad de técnicas y métodos bien definidos. Por su parte, los
sistemas no lineales son dificiles de tratar en forma matematica y los
procedimientos para hallar soluciones a problemas presentes en estos sistemas
son bastante complicados. Debido a esta dificultad, se hace necesario introducir
sistemas lineales “equivalentes” para reemplazar los no lineales. Estos sistemas
“equivalentes” se pueden obtener mediante linealizacién del sistema no lineal en
un rango restringido de funcionamiento. Una vez obtenida la aproximacion del
sistema no lineal por medio de un modelo matematico lineal, se le pueden aplicar
técnicas y métodos lineales para su andlisis y disefio [9.7].
9.11.1 Linealizacion de sistemas no lineales: un sistema no lineal se puede
representar mediante ecuaciones de estado en la siguiente forma:

X1 = fi(x,u,t)

X2 = f(x,u,t)

9.130
Xn = falx,u,t)
y = h(x,u,t)

La ecuacién 9.130 se puede escribir en la forma matricial asi:
x(t) = flx(@), u(®)] 9.131

y(¢) = h[x(t), u(t)]
En donde x(t) corresponde al vector de estado (n x 1), u(t) al vector de entradas
(rx1)y flx(t),u(t)] es un vector que es funcion del vector de estado y del vector
de entrada.
Para linealizar el sistema descrito por la ecuacién 9.131 existen diferentes
métodos: uno de ellos consiste en la expansién de las ecuaciones de estado no
lineales en series de Taylor alrededor de un punto o de una trayectoria de
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operacién nominal del sistema, despreciando los términos de orden superior al
primero, con lo cual resulta una aproximacion lineal de las ecuaciones de estado

en un punto determinado.

Si x, es el punto o la trayectoria de operacion nominal correspondiente a la
entrada nominal u,, al expandir la ecuacion 9.131 en una serie de Taylor v,

despreciando los términos de orden superior, resulta:
n T
x; (t) =fl-(xo,uo)+ZKj(xj —xoj)+ZPj(uj — Upj) 9.133
j=1 j=1

En donde:

K =6fi(x,u)

a' )
j )
an

i 9.134
J auj

(x0,up) (x0,Uo)

~

Si se hace: X;=x;—x,;, Yy 1U;=u;—u, Se obtiene, al reemplazar estas

expresiones en la ecuacién 9.133:
n T
;Ci+;coi =f(x0'uo)+zl(jfj+zpjﬁj 9.135
j=1 j=1

Teniendo en cuenta que: x,; = f(x,,u,) Se obtiene:

n
k=) Kig+ ) B 9.136

X = A%; + By, 9.137
En donde:
Of Of | O O Oh | Of
0x; 0x,  0x, ou, ou,  Ju,
N LV S| R [V ) )
A =|ox; ox, = x, B=|gu, ou, ~ ou,| 9138
o O | O o O . O
[0x;, 0x, = Ox,] 0w, OJu, =~ Ouyl
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Para que el sistema linealizado “se aproxime” convenientemente al sistema no
lineal, los valores de x(t)y de u(t) deben mantenerse siempre lo mas cerca
posible a los valores de referencia x, y u, respectivamente.

Ademas, x, y u, corresponden a los puntos de equilibrio de la ecuacién 9.130 y

para ellos se cumple que:
Xo; = fi(Xp,Up) =0 9.139

9.11.2 Diseio de Controladores para Sistemas no Lineales: Teniendo en
cuenta la buena cantidad de herramientas existentes para el analisis y disefio de
controladores de sistemas lineales, una de las técnicas utilizadas para este fin en
los sistemas no lineales es linealizarlos previamente alrededor de un punto de
operacion y luego tratarlos como sistemas lineales. Este método puede presentar
inconvenientes cuando la zona de funcionamiento del sistema se aleja
apreciablemente del punto de operacion alrededor del cual se realiz6 la
linealizacion puesto que, en este caso, el modelo pierde precisidn con respecto a
la planta verdadera con la que se esta trabajando. Para explicar el procedimiento
de disefnio de controladores para sistemas no lineales se presenta a continuacién

un ejemplo.

EJEMPLO 9.9
Las siguientes ecuaciones corresponden al modelo matematico de un giroscopio
electrostético:

X1 =Xy

Xx=-x —x5+1

X3 = X3 —X1X3—U

V=X

El punto de operacién deseado es u, = 8

a) Linealice el sistema en el punto de operacién deseado. b) Discretice el
modelo lineal obtenido utilizando un periodo de muestreo T = 0.5s c¢) Disefie un

controlador discreto utilizando técnicas de realimentacion de estado, de modo que
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el sistema en lazo cerrado tenga sus polos en el origen. d) Grafique la respuesta
del sistema no lineal con el controlador disenado.

SOLUCION. a) La linealizacién se debe realizar alrededor del punto de operacion
u, = 8. Para los puntos de equilibrio se tiene, segun la ecuacion 9.139:
Xoi = fi(Xo,Up) = 0

x, =0

—x;—x5+1=0

X3 —Xx1x3—u=0
Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtiene que, en el punto de equilibrio
u, =8, x;,= =3, x,= 0y x3= 2. Esdecir: x,,=[-3 0 2 8]

Las matrices A y B se evalGan con la ecuacion 9.138

(aﬁ dfi 0fi] J2
0x; O0x, Oxs u
i |t o of 5|2k
0x; O0x, 0x; ou
of, 9fs 0fs ofs
Laxl 0x, 0x3. -ou

Evaluando las derivadas parciales en el punto de equilibrio se obtiene:

O, SR, %, o,
axl axz a.X3 au

0 0 0

ﬁz—l £=O 22_4 %20
axl axZ a.X3 au

0 0 0 0
ﬁz_z £=O 224 ﬁ:—
axl axz a')("3 ou

Asi, el sistema linealizado es:

%1 (t) 0 1 17[x:(t) 0
%, (0| = [—1 0 —4] X (O + [ 0]u(®)
%3 (t) -2 0 4llxm]| L1

x4 ()
y@®=[1 0 0] [Xz(t)
x3(t)
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La funcion de transferencia del sistema continuo equivalente es:

G,(S) = C[SI — A]'B

Es decir:
4

%S = F s rs—12

c) La discretizacion del modelo, con T = 0.5 s da:

G,(S) 4
— I R 14 — I R Y-
HG(z) =1~z )‘5{ S } (1-z )‘5{5(53 — 45715 - 12)}
Utilizando el MATLAB:
0.1491z% + 1.0206z + 0.3906
HG(z) =
7z3 —10.2337z2 4+ 11.9419z — 7.3891

La representacion en el espacio de estado discreto para el sistema linealizado, en

la forma candnica observable es:

10.2337 1 0 0.1491
x(k+1) = [—11.9419 0 1] x(k) + 1.0206] u(k)
73891 0 O 0.3906

y(k)=1[1 0 0lx(k)

d) La ecuacion caracteristica deseada para el sistema en lazo cerrado y para el

observador es : z3 = 0 por lo tanto:
K=[0 0 1][B AB A?Bl7'¢(4)

0.1491 2.5464 24,6696
1.0206 —-1.3899 —29.3077
0.3906 1.1017 18.8159

834.7 92.8 10.2 ]

$(4) = A°

[B AB A%B]=

1032.4 -114.8 —119
685.6 75.6

0.1491 2.5464 24.6696 17" [ 834.7 92.8 10.2
K=[0 0 1][{1.0206 —-1.3899 —29.3077 10324 -1148 -119
0.3906 1.1017 18.8159 685.6 75.6 7.4

K =[38.5915 4.2449 0.3774]

$(4) =




Control Digital. Luis Edo Garcia J. 409

-1

[ C 170
= ¢(4) | CA 0] $(4) = A°
lcazl 11

C 1 0 0
CA | =110.2337 1 0
CA?] 92.7867 10.2337 1
834.7 92.8 10.2 0 017 [0
L =11032.4 -—-114.8 —119 10. 2337 1 0 0
685.6 75.6 92.7867 10.2337 1 1
10.2337
L =1-11.9419
7.3891
La ecuacioén para el controlador con observador de orden completo tipo predictor
es:

D(z )——sz[zI—A+BK+LC]‘1

Y(2)

U(z)  347.03z% — 429.4896z + 285.1561
Y(z) z*+10.233722 + 41.0445z + 15.0738

D(z) =—

La funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado esta dada por:

HG(z)

&2 = T b He @

0.1491z° + 2.5464z* + 16.954823 + 48.13482% + 31.4163z + 5.8878

Gy (z) = 26

El valor del factor de correccién de error K, esta dado por:

limK,G, (z) =1
z-1

I 0.14—9125 + 2.5464z* + 16.95482z3 + 48.13482z% + 31.4163z + 5.8878
imK =

z-1 Z6

K, = 0.009515

La figura 9.22 muestra la respuesta del sistema ante una entrada en escaldn
unitario con el controlador disenado y el factor de correccion de error en el circuito

del set-point.
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0.5
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a ]
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Figura 9.22 Respuesta del sistema del ejemplo 9.9 a un escalén unitario

PROBLEMAS PROPUESTOS

9.1 Determine la controlabilidad y la observabilidad de los sistemas de control

discretos cuya representacién en el espacio de estado se da continuacion:

a) xtk+1) =22 07|00 + %0 uto v =10 1]x(k)

o) x(k+1=[_,, L |xt0+[]uto y(k) =102 0.1]x(k)
23 —02 —08 1

o x(k+D=[1 0 0 ]x(k)+ olut) YU =[0 1 05lx(k)
o 1 0 0
1.9 —0.55 —0.2 1

d x(k+1)=|{2 0 0 ]x(k)+ olut) y(k)=[0 01 —0.16]x(k)
[0 —05 0 0
1.5 —0.37 —0.12 1

o) x(k+D=[2 0 0 ]x(k)+ olut) y()=[0 02 o0lx(k)
[0 -—05 0 1
—0.895 0.895 0.715 1]

f) x(k+1) =] 0105 0.895 —0.285]x(k)+ 1{u(k) y(k) =[-0.01 0.01 0.19]x(k)

0 1 0 0.
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9.2 Para cada uno de los sistemas de control discretos dados a continuacion
determinar: a) la matriz de ganancia de realimentacion K de modo que el sistema
tenga polos de lazo cerrado en el lugar indicado. b) La respuesta del sistema en
lazo cerrado ante un escaldn unitario y el valor del factor de correccién K, para

que la respuesta del sistema tenga error de estado estable igual a cero.

(1.9 —-11 0.2 1 y(k)=[0 0 0.2]x(k)
a) x(tk+1)=|1 0 0 [x(k)+[0|u(k)
L 0 1 0 0 Polos en: z=10; 0.2 y 04
[ 0 1 0 0 =
y(k) =[0.5 0 0]x(k)
b) x(k+1)=| -1 0 0 ]x(k) + |0 u(k)
—1.7 —0.1 1.9 1 Polos en: z = 0.2; 0.4y0.4
—0.2 -1 2.3 1 =
y(k) =[0.04 0.2 —0.04]x(k)
o x(k+D=| 0 -1 1]|xk)+|olutk)
—0.2 =2 23 1 Polos en: z = O; 0 Yy 0
0.5 0.8 0 y(k) =[1 1]x(k)
d x(k+1) = x(k) + | |u(k
) L0 1 ] () [1] () Polosen: z= 0.5y 0.5

9.3 Para cada uno de los sistemas de control discreto propuestos en el problema
9.2, disefie un observador de estado tipo predictor y un observador de estado tipo

corriente, con los polos indicados en el mismo problema.

9.8 Para los sistemas de control discreto que se dan a continuacion: a) Evallue
la matriz de ganancia de realimentacion K y la matriz del observador L (tipo
predictor), de modo que el sistema, en lazo cerrado, tenga sus polos en el lugar
especificado. b) Obtenga, para cada caso, la ecuacion del controlador. c¢) Calcule,
si es necesario, el factor de correccién de error en el circuito del set-point K,,, de
modo que el sistema tenga error igual a cero ante una entrada en escaldn unitario.

Obtenga la respuesta al escalén para cada sistema con su respectivo controlador.

a) x(k+1) =0 O |x00+[{]uto y(k) =2 —1lx(k)

Polos para la matriz de ganancia de realimentacion Ken: z=0.4 y 0.6

Polos para el observadoren: z=0.2 y 0.3
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b) x(k+1) =

0.3
0.2

0

0 0 3
-1 O]x(k) +| 0uk)
1 1 -1

412

yk)=1[0 1 1]x(k)

Polos paralamatrizKen: z=04+4+j0.2 y z=10.5

Polos para el observadoren: z=0.3+40.2 y z= 0.4

1 0 0.2 1
c) x(k+1)=[0 10 |x)+|o|ut)
1 0 0.2 1

y(k)=12 1 o0lx(k)

Polos paralamatrizKen: z=054+j05y z=0

Polos para el observadoren: z=0; z=0y z=10.5

9.5 Resuelva el problema anterior asumiendo que el observador es de tipo

corriente.

9.6 Para los sistemas de control discreto que se dan a continuacion, se supone

que solo es medible la salida y(k). Se desea que el sistema en lazo cerrado

presente respuesta con oscilaciones muertas. a) Obtenga la matriz de ganancia de

realimentacion K. b) Disefie un observador de orden reducido para el sistema. c)

Obtenga la ecuacién del controlador y el valor del factor de correccién de error en

el circuito del set-point para que el error del sistema ante una entrada en escalén

unitario sea igual a cero.

a) x(k+1) =

b) x(k +1) =

c) x(k+1) =

d) x(k+1) =

08 0 0 1
0 06 0 [x(k)+]|1|ulk)
0 0 05 1
1.4 —0.72 0.09) 1]

1 0 0 |x(k)+[o|ulk)
|1 1 0 | 0
1.7 —1.08 0.16] 1]

1 0 0 |x(k)+[0|u(k)
[ 1 1 0 | n
—0.28 —1.42 1.76 1
-1 -1 2 ]x(k)+ 0
|—0.26 —2.42 2.76 1

y(k) =[05 —0.2 0.3]x(k)
y(k)=[0 0.25 0.25]x(k)

y(K)=[0 0.04 0.16]x(k)

u(k) y(k) =[-02 0.3 0.2]x(k)
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9.7 Para cada uno de los sistemas discretos propuestos en el problema 9.6
obtener: a) La matriz de ganancia de realimentacion K incluyendo integrador de
modo que el sistema, en lazo cerrado, tenga polos ubicados en el origen del plano
z. b) Un observador de orden completo con oscilaciones muertas. c) Establecer la
ley de control del sistema con los resultados obtenidos en a y b .d) Obtenga la

respuesta del sistema ante un escaldn unitario.

9.8 La dinamica de un intercambiador de calor se puede describir mediante un

modelo de segundo orden de la forma:

e—OS

(aS+1)(bS+1)

Gp(S) =

Asumiendo 6 = 0.5s, a=60s, b =10 s, periodo de muestreo T =5s, y que el
sistema esta precedido por un retenedor de orden cero obtener: a) La funcién de
transferencia de pulso del intercambiador b) Una representacién del sistema en el
espacio de estado discreto c¢) La matriz de ganancia de realimentacidn
K incluyendo integrador, de modo que el sistema tenga polos en z = 0 y en
z = 0.8%0.25. c) Disefie un estimador de estados con polosenz = 0; z = 0.5y
z = 0.5 e) Obtenga la ley de control para el sistema. f) Obtenga la respuesta del

sistema ante un escaldn unitario aplicado en la referencia.

9.9 La figura 9.23 corresponde al modelo aproximado de un motor de DC
controlado por campo. Las ecuaciones correspondientes al modelo del motor son:

7(t) = JO(t) + BO(b)

7(t) = K;ip (t)
En donde K;= 2,5N.m/A, Ry = 50, L= 500mH, B = 0.25 N.m/Rad/seg,
J] = 0.2 kg, m>.
a) Obtenga la funcion de transferencia del motor 6(S)/Ef(S) b) Discretice el

modelo obtenido con T = 0.01s. ¢) Obtenga una representacién de estado en
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tiempo discreto para el motor. d) Se desea que el motor tenga respuesta con
oscilaciones muertas. Disefie la matriz de ganancia K (incluyendo el integrador) y
la matriz de ganancia del observador L. e) Calcule la ley de control con los
resultados obtenidos en d y obtenga la respuesta del motor ante un escalén

unitario aplicado en la referencia.

Figura 9.23 Motor de DC controlado por campo

9.10 Dado el sistema no lineal:

o — a2

X1 = X5 — COS X4

Xy =x2+x,—3+u

Yy =Xy + Xy x, >0
a) Linealice el sistema alrededor del punto u, = 1 b) Obtenga la funciéon de
transferencia del sistema continuo c) Discretice el sistema con T = 0.1s. d)
Obtenga su ecuacion de estado en tiempo discreto en forma candnica controlable.
e) Disefie para el sistema linealizado, un controlador de modo que el sistema

tenga sus polos de lazo cerrado ubicados en el origen y que garantice error cero

ante una entrada en escalén.

9.11 Cierto sistema no lineal se puede modelar mediante la ecuacion:

y(©) +0.57°(6) + y(&) = u(t)
Seleccione como variables de estado x; = y(t) y x, =y(t) a) Obtenga la
ecuacion de estado del sistema no lineal. b) Linealice el sistema alrededor del
punto de equilibrio u, =2. c¢) Obtenga la ecuacion de estado del sistema

linealizado d) Obtenga la matriz de ganancia de realimentacion para que el
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sistema, en lazo cerrado tenga polos en S = =2y § = =5 e) Disefie un
observador de estado con polosen § = =4y S = =3 f) Obtenga la ecuacién

del controlador que haga cumplir las especificaciones dadas.

9.12 La dinamica de cierto sistema de control de posicidon no lineal se puede
modelar mediante las ecuaciones:

i, = 20%,
X, = 60tan"tu

y=X1
En donde x; = y es la posicion y x, = v representa la velocidad. a) Obtenga los
puntos de equilibrio para el sistema. b) Linealice el sistema alrededor del punto de
equilibrio. c¢) Discretice el sistema con T =0.01s. d) Disefie un controlador
utilizando técnicas de realimentacion de estado y asignacion de polos de modo
que el sistema en lazo cerrado tenga tiempo de establecimiento de 0.15 s y

maximo sobreimpulso del 10%.

9.13 Dado el sistema no lineal:

X =x—ax®—cxy
y=y—by*+dxy

Con las condiciones: x>0 y >0

a,b,c,d>0

b<c
a) Establezca los puntos de equilibrio del sistema. b) Linealice el sistema
alrededor de cada uno de los puntos de equilibrio determinados. c¢) Analice la
estabilidad de cada uno de los sistemas obtenidos en el proceso de linealizacion.

9.14 Para el sistema del problema 9.12 disefie un controlador Pl por asignacién
de polos de modo que el sistema en lazo cerrado tenga tiempo de establecimiento
de 0.15 s. y coeficiente de amortiguamiento de 0.8
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9.15 La figura 9.24 muestra un sistema de levitacidn magnética. La esfera queda
suspendida en el aire gracias a la fuerza electromagnética producida por el
electroiman. La resistencia de la bobina del electroiman es R y su inductancia
esta dada por L = Lo + L,e */* en donde x es la distancia entre el electroiman y
la esfera. La fuerza electromagnética sobre la esfera es proporcional al cuadrado

del cociente entre la corriente en el electroiman y su distancia de éste a la esfera

[E, = a(i/x?)]. a) Obtenga las ecuaciones diferenciales no lineales que describen
la dinamica del sistema. b) Defina como variables de estado la corriente en el
electroiman (i), la distancia de la esfera al electroiman (x) y la velocidad de la
esfera (dx/dt) y obtenga las ecuaciones de estado no lineales para el sistema. c)
Determine el punto de equilibrio del sistema y linealice las ecuaciones de estado.
d) Disefie un controlador utilizando la técnica de asignacién de polos y
realimentacién de estado de modo que el sistema tenga todos sus polos en el
origen. Asuma que V =10V, R =100Q, m=0.06 Kg., g = 9.81m/s., a« = 0.015,
L,=015HyquelL; =0.25H

—
2
R
Vv
L
3
| |
ai? j:
xZ '
mg

Figura 9.24 Sistema de levitacion magnética
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9.16 La ecuacidon de estado en tiempo continuo de cierto sistema de control esta

dada por:
%1 (t) 0 1 0 0][x(®) 0 x1(t)
LA _|-1 0 1 offx®f,]0 B x5 (t)
xi(t)“lo 0 0 1“}62(0‘4—[0 u@®  y@O=0 0 0 olf "
X4 () 0 0 =1 0Jlx,(t) 1 X4 (t)

a) Obtenga las raices de la ecuacidén caracteristica del sistema continuo. b)
Discretice el modelo con T =0.1s. y obtenga las raices de su ecuacion
caracteristica. c) Disefie la matriz de ganancia de realimentacion K incluyendo
integrador de  modo que el sistema en lazo cerrado tenga polos ubicados en el
origen. d) Disefie un observador tipo predictor de orden completo con polos
ubicados en el origen. e) Establezca la ley de control para el sistema con las
especificaciones dadas en los dos literales anteriores. f) Obtenga la respuesta del

sistema ante un escaldn unitario aplicado en la referencia.

9.17 En el intercambiador de la figura 9.25 el objetivo es calentar una corriente
de proceso con temperatura de entrada T;(t) mediante un flujo de vapor. La
temperatura de salida T, (t), se controla manipulando la valvula FCV que regula el
flujo de vapor f,(t) al intercambiador. La temperatura de la corriente de entrada
puede variar, por lo que constituye la entrada de perturbacion mas importante. Se
supone que el resto de entradas se mantiene constante.

Experimentalmente se obtuvieron las funciones de transferencia de los

componentes individuales del sistema asi:

e Valvula de control:

Yes) 04

M)~ 0055 11 lem/mAl
I;;((;‘)) =40 [Kg/cm.min]

En donde y(t) es el recorrido del vastago y m(t) la salida del controlador

e Intercambiador de calor:
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Funcién de transferencia respecto a la entrada de control (Flujo de vapor)
T,(S) _ 1.5
E,(S) (0.55+1)(0.025 + 1)

Funcién de transferencia respecto a la perturbacion (temperatura de la

[min°C/Kg]

corriente de entrada)

T,(S) _ 0.1
T;(S)  (1.2558 +1)(0.4S + 1)

[°C/°C]

e Transmisor de temperatura:
I$) 02
T,(S) 0.025S8 +1

[mA/°C]

a) Obtenga la funcion de transferencia del proceso G,(S) = I(5)/M(S) y la funcion
de transferencia de la perturbacion G, (S) = 1(S)/T; (S). b) Dibuje el diagrama de
bloques del sistema incluyendo los diferentes componentes del mismo y la
realimentacién c) Asuma que la temperatura de la corriente de entrada permanece
constante (Perturbacion igual a cero), discretice la funcion de transferencia del
proceso con T = 0.02 min y obtenga la ley de control para el mismo, incluyendo
integrador y un observador tipo predictor de orden completo de modo que la
respuesta de la temperatura de salida del intercambiador ante un cambio en forma

de escal6n aplicado en la referencia presente respuesta Deadbeat.

Flujo de .
Vapor: F(t) Seiial de
Ka/min Control: i(t)
Y )
Medicion
m(t)
4-20 mA
Temperatura \ / Temperatura
de Entrada: Ti(t) °C de Salida: Te(t) °C

Condensado

Figura 9.25. Intercambiador de calor para el problema 9.17
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9.18 La Figura 9.26 representa un motor de corriente continua controlado por
armadura. Si se definen como variables de estado: x; la corriente de armadura y
x, la velocidad del rotor y u como la corriente de excitacion o entrada, el modelo
en espacio de estados correspondiente al motor se puede representar mediante el

sistema no lineal:

561 - _a1x1 - azxzu + a3
Xy = —QuXy + asxqU
y =X

Donde a4, a,, a3z, a4,a5 son valores constantes positivos con valores nominales

a1=50, a2=0.8, a3=20, a4=5, a5=2X104

Se desea mantener la velocidad del motor en un valor constante y,

a) Demostrar que los valores admisibles de la velocidad deben cumplir con la
condicién:y? < a2as/4a,a,a, y que el dominio de operacion estd restringido a
X; = as/2a, b) Calcular el punto de equilibrio y linealizar el modelo del motor
alrededor del punto y,. = 100. c) Discretizar el modelo linealizado con T = 0.05 s d)
Disenar, para el sistema discreto, un control de velocidad con integrador incluido y

observador tipo predictor de orden completo.
R

X4 Xz
L /9"
/
| o]
u

Figura 9.26. Modelo del motor para el problema 9.18

Vec C_)

9.19 Para el sistema no lineal definido por la ecuacion de estado:
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561 = —Xq + X

Xy = —3x, + x2 + 2u
X3 = —X1— ZX3

. 2

X4_ - _X4_ + X3

y = X1 — 3x3
a) Obtenga los puntos de equilibrio y linealice sistema alrededor del punto u, =1
b) Determine la estabilidad del sistema linealizado. c) Si el sistema es estable
utilice el simulink y obtenga la respuesta y(t) con el modelo no lineal y con el

modelo linealizado compare las dos respuestas y saque conclusiones.

9.20 La figura 9.27 muestra un tanque presurizado con un gas inerte que
descarga a través de una valvula de caracteristica lineal. El caudal a través de una
valvula de este tipo se puede expresar mediante la ecuacion:

F = K,xVAP
Donde x representa la fraccién de abertura de la vélvula (0 — 1), K,, el coeficiente
de caudal m3/(h. barl/Z) y AP es la diferencia de presién a través de la valvula
(bar).

T
P.=4 bar

Fe — I
—

e

P=3 bar

Figura 9.27 Tanque presurizado

Datos:

e Caudal nominal a través del tanque: F = 15m3/h
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a) Obtener el modelo matematico del proceso que tiene como variable de salida el
nivel h y como variables de entrada el caudal de entrada F; y la abertura de la
valvula x. b) Si el valor nominal de la apertura de la vélvula es x = 0.6, calcular el
valor nominal del nivel h. c) Linealizar el modelo alrededor de los puntos de
equilibrio correspondientes a x =0.4,x =0.5,x=0.6 y x=0.7 y obtener su
funcion de transferencia para cada caso. d) Discretice los modelos obtenidos con
el periodo de muestreo adecuado e) Tomando como variable de programacién la
apertura x de la valvula disefie un controlador Deadbeat con ganancia programada

aproximando los pardmetros del controlador mediante un polinomio adecuado. f)

3
Coeficiente de caudal de la valvula : K, = 20,5 ———
h.bar1/z

Area de la secci6n transversal del tanque: A = 1 m?
. o . _ kg

Densidad del liquido: p = 1000—5

Presién en el tanque constante: P, = 4 bar

Presion (constante) aguas abajo de la valvula : P = 3 bar

simule la respuesta del sistema con el control disefiado.
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